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The calculation of hydrogen diffusion through metal membranes with quadratic
boundary conditions of the third kind by a variant of the boundary integral

method.

Abstract

Motivated by the experimental observation that hydrogen is released from
metallic surfaces with a rate which is proportional to the square of the
surface near volume concentration, the computer program "PERM" has been
developed. It calculates the solution of the one-dimensional diffusion equation
with gquadratic boundary conditions. The knowledge of this function is of
importance for the estimation of the hydrogen content and the tritium inventory
of present and -future fusion devices. /1/. For the numerical treatment the
diffusion equation has been transformed into the dimensionless form uo o= ou .
The transformed wall thickness L which is identical with the permeation number
W occurs as the only physical parameter of the problem. The common difference
methods fail at the beginning of the computation because of the large range of
L (10_5 to 109) and of the incompatibility of the boundary conditions with the
initial condition. /12/. A new variant of the boundary integral method has been
derived by the Laplace transform. By this method the solution of the diffusion
equation can be calculated with choosable accuracy in the whole range of the
parameter L. The main difficulties in implementing this method are due to the
discretization of certain convolution integrals over space and time containing

Jacobi's Theta function @3(x,t).



Zusammenfassung

Ausgehend von der experimentellen Beobachtung, daB Wasserstoff aus Metallober-
flachen mit einer Rate freigesetzt wird, die dem Quadrat der atomaren Volumen-
konzentration in Oberfl&achenndhe proportional ist, wurde das Programm "PERM"
entwickelt, das die LOsung der eindimensionalen Diffusionsgleichung bei qua-
dratischen Randbedingungen berechnet. Die Kenntnis dieser Lésung ist zur Be-
stimmung des Wasserstoffhaushalts und des Tritiuminventars jetziger und zu-
kiinftiger Fusionsanlagen von Bedeutung. (Siehe /1/).

Zur numerischen Lésung wurde die Diffusionsgleichung in die dimensionslose Form
U= u transformiert, wobei als einziger Problemparameter die transformierte
Wanddicke L auftritt, die mit der Permeationszahl W identisch ist. Da L in
einem groBen Bereich (10“5 bis 109) variiert und die Randbedingungen mit der
Anfangsvorgabe unvertrédglich sind, versagen die Ublichen Differenzenverfahren
in der Anfangsphase der Rechnung. (Siehe /12/).

Mit Hilfe der Laplace-Transformation wurde eine neuartige Variante der Randin-
tegralmethode hergeleitet, mit deren Hilfe die Lésung der Diffusionsgleichung
flir den gesamten Parameterbereich mit wé&hlbaren Genauigkeitsanforderungen be-
rechnet werden kann. Die Hauptschwierigkeit bei der Implementierung dieser
Methode lag in der numerischen Berechnung verschiedener Faltungsintegrale be-

zliglich des Ortes und der Zeit, in denen die Jacobische Thetafunktion 63(x,t)

auftritt.
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1. Einleitung

Zur Auswertung von experimentellen Beobachtungen bei der Permeation von
Wasserstoff durch Metalimembranen, seiner Wiederfreisetzung aus dem Metall
sowie zur Simulation des Wasserstoffhaushalts in Fusionsanlagen werden die
Losungen der Diffusionsgleichung

2

oC 9 C
—BT=D——2' (1’1)
X

mit quadratischen Randbedingungen bendtigt. Hierbei ist c(x,t) die orts-
und zeitabhdngige Verteilung der Wasserstoffkonzentration im Metallvolumen.
Der Wasserstoff diffundiert im Metall atomar auf Zwischengitterplatzen. Die
Diffusionskonstante D , die als Volumenkonstante die Bewegung der Wasser-
stoffatome charakterisiert, 18Bt sich durch Permeationsexperimente bestimmen.

Die Freisetzung des Wasserstoffs aus dem Volumen erfolgt mit der Rate
/1, 2, 3/

) 2
@, = 20k c“(0,t) (1,2)

Sie ist proportional dem Quadrat der atomaren Wasserstoffkonzentration in
Oberflachenndhe (x = 0) und geht so in die Randbedingungen ein. Der
atomar an die Oberfldache kommende Wasserstoff muB zuvor Molekiile bilden,
ehe er desorbieren kann. Die Ratenkonstante ZOkr , die die Oberfldchen-
eigenschaften charakterisiert, kann ebenfalls in Permeationsexperimenten
gemessen werden.

Die Kenntnis der Materialkonstanten D und 2°kr flir die erste Wand von
Fusionsmaschinen ermdglicht Voraussagen Uber die zu erwartende Plasma-
Wand-Wechselwirkung: Atome konnen mit hoher FluBdichte das Wasserstoff-
plasma verlassen, in die umgebenden Metallwande eindringen und - bestimmt
durch D und Eckr - zeitlich verzogert ans Plasma zuriickgegeben werden.
Der Wasserstoffhaushalt wahrend der Plasmaentladung, das Inventar der Wande
und die Permeationsverluste nach auBen in die Umgebung sind Fragen, die
besonders im Hinblick auf die spdtere Verwendung von Tritium in Fusions-
anlagen von Bedeutung sind und im Tokamakexperiment TEXTOR /4/ untersucht
werden.



Der quadratische Ansatz (1,2) fiir die freigesetzte Rate flhrt zu der Er-
wartung, daB im stationdren Fall (t - ) die FluBdichte des durch eine
Metallmembran permeierenden Wasserstoffs bei niedrigen Treibdrucken diesen
selbst proportional wird. Dieses Verhalten steht ganz im Gegensatz zu der
flir hohe Drucke erwarteten Abhangigkeit gemiB der Richardson-Gleichung mit
der Quadratwurzel aus dem Druck. Die Erwartungen konnten an verschiedenen

Materialien (Eisen, rostfreier Stahl, Inconel) experimentell verifiziert
werden /1 - 3, 5/

Ursache flir den Obergang ist, daR bei niedrigen Primdrdrucken die'Menge
des durch die Membran transportierten Wasserstoffs im wesentlichen durch
die Fdhigkeit zur Freisetzung aus der Oberfliche, also durch die Rate

(1,2) bestimmt ist. Hingegen ist bei hoheren Drucken die Rate bestimmt’
durch den diffusen Transport ‘

9C : . : : v
‘pd = - D X (193).

Die phanomenoiogischen Vorgdnge beim Eintritt von Wasserstoff in endotherm
1osende Metalle und bei seinem Wiederaustritt werden'eingehénd in /1/
diskutiert. Die Modellvorstellungen wurden experimentell verifiziert

/2, 3,5, 8,9/ . Im folgenden sind daher die dem Rechenprogramm zugrunde-
11egenden Annahmen nur kurz beschrieben. ’ ‘ '

Aus der Abb. 1 sind die am Permeationsvorgang beteiligten FluRdichten zu
entnehmen. ' SRR

WASSERSTOFF METALL ~ AUSSEN

P

9, (0)=20K 10) =— 1 olx)=20kC %)

=0 X=X

Abb. 1: FluBdichten im Modell dep Wasserstoffpermeation durch eine
Metallmembran (Erkldrung im Text)
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Die Membranoberfldche wird bei x = 0 mit Wasserstoff der FluRdichte o
beaufschlagt. Ein Teil davon wird reflektiert und im folgenden nicht weiter
betrachtet. Der Bruchteil

Py e (1,4) i

dringt in atomarer Form in das Metallgitter ein, unabhdngig davon, ob Was-
serstoffmolekiile oder -atome auf der Oberflache eintreffen. Der Einfachheit
halber wird op als zeitliche Stufenfunktion angenommen. Innerhalb des

Metalls bewegen sich die Wasserstoffatome diffusiv mit einer Rate gemiR
G1 (1,3)

Die Diffusionskonstante D kann unabhdngig von der Konzentration angenommen
werden, weil die Konzentrationen in endotherm 16senden Metallen i.a. im
ppm-Bereich liegen. Sie ist wegen der hier als homogen angenommenen Tempera-
turverteilung Ortlich konstant. Flr viele Anwendungsfdlle, wie z.B. die
Simulation der Wasserstoffpermeation durch Tokamakwande, genligt die ein-
dimensionale Behandlung des Problems. Unter diesen Bedingungen beschreibt
die partielle Differentialgleichung (1,1) die zeit- und ortsabhangige
Verteilung c(x,t) der Konzentration.

Die Freisetzung des Wasserstoff aus dem Metall erfolgt in Form von Molekiilen.
Hierzu missen zwei geldste Atome zundchst in Oberflédchenndhe ein Molekil
bilden, das dann desorbiert. Daher ist die Eintrittsseite x = 0 freige-
setzte Rate und die bei x = Xo permeierende Rate

2
20kr c (0,t)

S
-,
—
(e
S
u

(1,5)

2
ZO'kY, C (Xoat)

dem Quadrat der Konzentrationen in Oberflachenndhe proportional. Die phano-
menologische Ratenkonstante kr ist temperaturabh@ngig und wird hier fiir
beide Oberflachen (x =0, x = xo) als gleich angenommen. Der Rauhigkeits-
faktor o = S/SO berticksichtigt, daB die aktive Fldache S fiir die Mole-
kiilbildung unterschiedlich sein kann von der geometrischen Querschnitts-
fldche S auf die die FluBdichten bezogen werden. Da in den folgenden

Gleichungen alle FluBdichten dimensionsgleich in Atomen cm~zs gerechnet



werden, ist noch der Faktor 2 angebracht.

Auf der Eintrittseite ist die eintretende FluBdichte zu jeder Zeit gleich
der Summe der durch Diffusion nach innen weitertransportierten FluRdichte
und der nach auBen freigesetzten:

x = 0: ap = (0) + ¢y(0)

il

2 _n oc
20k, c“(0,t) - D o

Fur die Austrittsseite wird kein Riickstrom aus der Gasphase angenommen, so
daB gilt '

X =Xyt 0= @x)) - wd(xo)

2

[en]
]

: |
ZOkY‘ C (Xo,t) + D —X'

Mit den beiden Randbedingungen (1,6) und‘ (1,7) und aer Anfangsbedinéhng'
t=0: v=c(x,0) - ‘ (1,8)
ist die Diffusionsg]eiéhung (1,1) zu 18sen.

Des Gleichungssystem (1,1), (1,6 - 1,8) 1&Bt sich wesentlich vereinfachen
durch folgende Transformationen fiir die Wasserstoffkonzentration: c , die
Zeit t wund den Ort x

o : ) 1/2
¢ = Coq 1 C Mt o = (aw/20K) /’
t=t -0 mit 1 = D/20k aw T (L9)
x =€ - X mit = /2
mi :.g ‘(D TL)

eq 1st die G]e1chgew1chtskonzentrat1on im Mater1a] die im Fall e1ner
molekularen Bedufsch1agung durch’ das S1evert s Gesetz gegeben ist:



] 1/2
Ceq ~ Ks P (Ks

: Loslichkeitskonstante, p : Moleklildruck): ImFall
einer atomaren Beaufschlagung ist sie gegeben durch ceq = (aw/Zokr)l/z
T ist die charakteristische Zeit des Systems /8, 10/ und £ die in
dieser Zeit im Mittel diffusiv zuriickgelegte Wegstrecke. Mit Hilfe der
Transformationsgleichungen (1,9) erhdlt man eine vereinfachte Differen-

tialgleichung mit vereinfachten Rand- und Anfangsbedingungen:

2

aC _ 3 C
9y . oL (1,10)
98 4x2
-0 _ el aC
X =0: 1 =C"(0,8) N
X=0
C(1,11)
- _ L aC
X =1 0=C"(L,8) + X
X =1
3=0: V=C((X,0) (1,12)
Hierbei ist die transformierte Wanddicke die dimensionslose Zahl
X
L= (2ck, - a0)'/% 22 (1,13)

Sie ist'identisch mit der schon friiher eingefiilhrten Permeationszahl W /1,2/.

Die Abhdngigkeit der Materialkonstanten D und chr von der Temperatur

ist fur Materialien wie Inconel und rostfreien Stahl, die in Tokamaks be-
nutzt werden, experimentell bestimmt worden. Tabelle 1 gibt Ergebnisse fir
Inconel 600 /5, 9/ . Die Temperaturen 20 °C und 600 °C begrenzen den gegen-
wartig benutzten Temperaturbereich:

T [°C] 20 600
D [cmzs"l] 2x10-11 2x10"5
20k, rents™ 9x10" 20 2x10718

Tabelle 1: Experimentell bestimmte Materialkonstanten D und chr fur
Inconel 600



Wahrend einer Tokamakentladung kann die atomare FluRdichte z. B. zu den
Limitern ¢ = 1019 em 257l betragen /4/ . Fiir Atome ist o von der
GroRenordnung’ 1 . PermeatfonseXperimente hingegen werden noch mit Treib-
drucken p =~ 107°  mbar durchgefiihrt, was eine eintretende FluRdichte von
L entspricht. Mit diesen Zahlen ergeben sich die

ap ~ 1010 en%sT
ungefahren Unter- und Obergrenzen fiir die Transformationsvariablen in
Tabelle 2:

Untergrenze Obergrenze
-3 14 22
ceq[cm ] 10 10
v Is] 107 10°
£ [em] 107° 107}

Tabelle 2 : Variationsbereich der Transformationsvariablen am Beispiel

Inconel 600 (s. Text)

Die Zahlen in Tabelle 2 sind auf ganze GroSenordnungen gerundet. Sie sind
materialabhdngig und von der unvermeidlichen Willkiir bei der Wahl des
Temperaturbereichs bestimmt. Beschrinkt man den Bereich der Wanddicke Xo
auf Werte zwischen 10~ =5 und 10 cm, so erhdlt man fir den Variations-

bereich der transformierten wandd1cke L bzw der Permeat1onszah1 Werte
von W=~ 10" - bis Wew 109 .

Diese Grenzen bilden zugleich den ungefdhren Bereich) fiir den die Gultig-
keit des im folgenden beschriebenen Programms getestet wurde.

In den folgenden -Abschnitten wird von den Bezeichnungen und Abkiirzungen
Gebrauch gemacht, die in /11/ benutzt werden.

Aus diesem Grund setzen
wir in den Gleichungen (1,10) -

(1,12) t := 6 und u(t,x) := C(X,0)

¢



2. Integraldarstellung der Losung

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe der Laplace-Transformation eine Integral-
darstellung der Losungen der Diffusionsgleichung (1,10) hergeleitet, die nur
von den Anfangswerten u(0,x) = v(x) und den Werten der Ableitungen ux(t,x)
am Rande (x = 0 und x = L) abhdngt. Da die Randbedingungen (1,11) einen
funktionalen Zusammenhang zwischen den Funktionswerten und den AbTeitungen am
Rande angeben, erhalten wir auf diese Weise zwei gekoppelte Integralgleichungen
fir die Funktionswerte am Rande, die im Gegensatz zu den iblichen Differenzen-
verfahren separat von den Werten im Inneren der Membran berechnet werden kdnnen.

Mit Hilfe dieser Randwerte kinnen anschlieBend belfiebige Funktionswerte im
Inneren (0 <x <L und 0<t< to) beispielsweise mit Hilfe obiger Integral-
darstellung gewonnen werden.

Die Berechnung von u(t,x) an einer festen Stelle ist also zu einem ein-
dimensionalen numerischen Problem geworden. Numerische Experimente haben gezeigt,
dal die Rechenzeit unabhangig von L ist, wdhrend sie z. B. beim Crank-Nicol-
son-Verfahren proportional mit L wdchst (Siehe /12/ ). Im nichsten Abschnitt
werden wir auf die noch wichtigeren Vorteile eingehen, die dieses Verfahren
gegenuber Differenzenverfahren bei der Berechnung der Ldosung fiir “kleine" t

hat; insbesondere im Fall unvertrdglicher Randbedingungen, wenn also die Anfangs-
konzentration v(x) nicht die Randbedingungen (1,11) erfiil1t. Die gleichen Vor-
teile ergeben sich, wenn die Randbedingungen im zeitlichen Verlauf unstetig sind.

Bei partiellen Differentialgleichungen kann man i.a. nur einen Ldsungsausdruck
ervarten, der im Inneren des betrachteten Gebietes die Differentialgleichung
erfillt uad am Rende gar nicht definjert ist. In unserem Fall wird ein solcher
Losungsausdruck mit Hilfe der Laplace~Transformation konstruiert und angegeber,
unter welchen Bedingungen an die "Daten” des Problems (die Anfangs- und Randbe-
dingungungen) er im Inneren die Differentialgleichung (1,10) erfillt und auf
welche Art und Weise er auf den Rand fortgesetzt werden kann. Am Ende dieses
Abschnittes werden wir zeigen, daB durch diesen LOsungsausdruck nur dann eine
eindeutige Ldsung unseres Problems gegeben ist, wenn diese noch bestimmte zusitz-
liche Bedingungen erfiil1t. (Siehe: Doetsch /11/ Bd. II , 18.2).



Um den o.a. Losungsausdruck konstruieren zu konnen, suchen wir zundchst eine
Funktion u(t,x) , die den Bedingungen

2
1) =23 fir (tx) € (0.) x (0,L)
X
. ou . ou . .
2) lim — =u'(t) , lim == =u/(t) fur t>0 ,
X=» 0+ 9X 0 xol- X L :
3) Tim u(t,x) = v(x) fir x €(0,L)
-0+ '

1

geniigt, wobei Ug und ui vorgegebene Funktionen bedeuten.

Wir bezeichnen wie iblich die Laplace-Transformation berg]fch‘ t mit L
und setzen

Lu(tx)} = U(s,x), LLug(6)) =5 U(s) und Liu/ (£)} =: U} (s)

Durch Anwendung der Laplace-Transformation auf die Diffusionsgleichung (1,10)
erhalten wir im L-Raum die gewShnliche D1fferent1alg1e1chung

(s = 0) = Ul(s) und %%(s,x = L) = U(s) . (2,2)

Die Losung der homogenen Gleichung mit den Randbedingungen (2,2) ist

U' cosh(L- x}V_ ) _Cosh xvs

h °vs sinh V& L VS sinh Lys

Zur Berechnung der LOsung der inhomogenen G1e1chung (2 1) mit den‘homogenén
Randbedingungen

2 T | (2,3)

Konstruieren wir zunichst die dazugehdrige Green'sche Funktion.



Es gilt:
(‘cosh XVS cosh(g-L)VS _ cosh(x+g-L)VS+cosh(x-g+L)vs flir x<&
VS sinh LVs 2V5 sinh LVE B
G(x,E3S) =4
cosh(x-L)VS coshgvs _ cosh(x+g-L)VsS+cosh(x-E-L)VE flir x>¢ .
L. VS sinh LvV§ 2Vs sinh LVS

Zu den homogenen Randbedingungen (2,3) erhalten wir also folgende Losung Ui
der inhomogenen Gleichung (2,1):

—

X - -
Uj(s,x) = JG(x,E35)v(g)de = [ SOSMAHELIVICOSh(X-ELIVE () e 4
0 2Vs sinh LVS

cosh(x+g-L)VS + cosh(x-g+L)VsS v(
X 2VS sinh  LvS

+

— O

g)de
so daB U := Uh + Ui die Ldsung von (2,1) mit (2,2) ist:

U(s,x) = -U(')(s) cosh(L-x)vs | UIl_(s) cosh xvs
Vs sinh LvVS Vs sinh Lv§
cosh(x+£-L)VS + cosh(x-g-L)vg“V(E)dg N )
2sinh Lys

+

O X

cosh(x+£-L)VS + cosh(x-g+L)Vs
2sinh LVS

v(g)dg

+
X —r

Zur Durchfiihrung der Riicktransformation von U(s,x) bendtigen wir folgende
Eigenschaften der Thetafunktion 93(v,t)

a) 63(v,t) jst definiert durch die zwei dquivalenten Darstellungen

{ )2
1 @ - Vfg © -2vniv~v2n2t
—_ 3 e = ¥

GB(V,t) =
mn:-oo V==

fir 0gv<l und t>0

b) die Laplace-Transformierte von 85 ist

_ cosh(2v-1)Vs
VS sinh V§

L{e3(v,t)} ,0svsl . (2,5)
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Es ist einfach, die Originalfunktion zu der Bildfunktion U(s,x) zu be-
réchnen, denn es gilt

2L~ x
225X s i
-1 Jcosh(L-x)VS } ! IL cosh[( } 1 (2L X

t.
) — s 'f) s
L "3V 20 Z
Vg sinh Lvs VL2s sinhy/ L2s .

-1 fcoshxvs | _1 _ ,L+x t
Lo ————— = T &3l
VS sinh LVS

und

Daraus ergibt sich
U(t,x) = -ul(t)x o, (BE7Xy |ty 4

(2,7)

wobei die Periodizitit

X-E+2L t X=E t
B ) el 2

ausgenutzt wurde.

Damit haben wir einen Losungsausdruck fiir das am Anfang dieses Absatzes
gestellte Problem gefunden,

und es bleibt zu kldren, unter welchen Voraus-
setzungen an die "Daten"

des Problems er eine Losung unseres Problems ist.
Die Antwort ist im folgenden Satz zusammengefapt.
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Satz: Seien ué(t), ui(t) beschrankte meBbare Funktionen auf dem Intervall

[0,0) , v(x) eine integrierbare Funktion auf [0,L] und u(t,x) durch
(2,7) definiert.

Cann gilt:

1) wu(t,x) erfiillt die Gleichung

2

g%~=-§—% fir 0<x<lL ,0<t<ow,
X

2) in jedem Punkt t, > 0 , in dem ué und ui Tinksseitig stetig sind,
gilt
. au(to,x) () . au(to,x) ()
m —s—=u un im —s— = u/ ,
O+ oX o'"o ool 3% L\Yo

3) in jedem Punkt Xo €(0,L) , in dem v(x0+) und v(xo-) existieren, gilt

V(X +)+v(x-)
1im.u(t,xo) = >
t-0+

. . , : : . : %y 3%,
Beweis: Bekanntlich erfiil1t die Funktion 65 die Gleichung 5T S 7 7
in dem Intervall (0,1) x (O,») , denn jedes Glied der entsprechenden
Reihe erfiillt sie, und fir t 2 tO > 0 konvergieren die gliedweise diffe-
renzierten Reihen gleichmdBig. Um die Aussage 1) zu beweisen, missen wir die
Vertauschbarkeit der Integration (nach T oder £) und der Differentiation (nach x
oder t ) rechtfertigen. Dazu benutzen wir das bekannte Lebesguesche Lemma

von der Vertauschbar%eit von Differentiation und Integration und betrachten
3cu

zundchst g; und — . Fiir das erste Integral in der Darstellung (2,7)
erhalten wir ox
1 2L-x t ! 1 T
g0 0355 L &) = us(tr) {m e oy (nx) + gyt (2,8),
ot*/'L 73 12" qpo Vi 1 2
wobei
0 flir =0 und x €[0,L]
wl(w,x) = 2
2 _ (2nLxx)
s e t sonst
n=1 Vit

gesetzt wurden.
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0. d 2({)

Die Funktionen TS und "_77 (i = 1,2) sind stetig auf dem Intervall
[0,T] x [0,L] , denn z.B flr ©; gilt mit x €[0,L]

2
5 2 _ (an‘X)Z 2 2 _ L2(42n—1)
¥ © 1 2 L"n T
e - '_";%Sﬁ? [-1 + (2Ln-x) ] e T < nfl ~ e
x= =l o Vi 2 2
2 2 -
L“(2n-1) ; . L (2n-1)
22 - 2.2 - 7/2 2 2
A, _Ln° 5 L*(2n-1) 4T
und > (—L—grz e Ty = ot (-1+ =gt e
Vi
ks
L% (2N-1)° . e
Wahlen wir N so groB, daB —To— > T ist, so ist fiir alle n > N

obiger Ausdruck 5%-(...) 20 , d. h. daB die Glieder der Majorante nicht-

fallende Funktionen sind. Somit erhalten wir
2 2 ' 2 2
2 _ L7(2n-1) _ L7(2n-1)
e B L i
—5 < I - e + X

577 w52 °©
ox n=1 VT n=N Vi T )
3
firr 0<t<T und O0sx<L . Also konvergiert d1e Reihe —i gleich-

%2
maBig auf dem Intervall [0,T] x [0,L] , und sie ist als g]e]%hmaB1g kon-

vergente Reihe stetiger Funktionen selbst stetig und dadurch auch beschrinkt
auf [0,T] x[0,L]

Dagegen sind die Funktion ;%? e i und ihre Ab]éitungen in derVUmgebung

von (0,0) nicht beschrankt. Deshalb betrachten wir fiir ein Xo > 0

das Intervall [x o:L1 5 wo wir die zweite AbTeitung des Integranden aus
(2,8) Tleicht dbschatzen konnen:

2 X2
| 2L-x T | T3 1 1 52
‘axz' Uo(t T)L 93( EZ) k + k | e j7—2- (- 7-{-1?)
Vit
X2
< k, + k ) E%’ L2
sk 5 € —577
dymt

Das ist eine von x unabhdngige und beziiglich 1 integrierbare Majorante.
Aus dem Lebesqueschen Lemma ergibt sich fiir 0> x » L

YA

[} 1 I a
ax2 o * T 83) = ug X
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AuBerdem gilt flir t>0 und 0> x <L

t t
9 ' 1, 2l-x t-t - v 8 [l 2L-x  t-t
3t § Uol™) T 85 » =7 Jdr = [ug(oigg It osB Tz [
denn es ist
. 2L-x t "
Time (—?I_" ) =0 fir x %0
0+ 3 [7

Damit erhalten wir fir 0 <x <L und t>20
(25 -2y (un(e) * Loy B, )
5;? ot 0 E' 22U > [?

2 -
bt = )2y - ) T ol e = 0

]
OVt

. . " . L+x
Das zweite Integral in (2,7) enthdlt die Funktion 64( )
2L~y t 3t EZ

durch die Substitution x =L -y in ("?[_ ' 12 ) , d. h. in den soeben
behandelten Fall Ubergeht.

, die

Um die Vertauschbarkeit der Differentiation und Integration fiir den letzten
Term in (2,7) zu zeigen, beschranken wir uns auf ein Intervall
0 <xpg<x<xp <L und 0 < t, < t<T , wo alle Ableitungen der Funktionen

X+E t
53070 - 12

stetig sind und also die Vertauschung erlaubt ist. Nach der friiher erwdhnten
Eigenschaft der Funktion 63 ist

2

9 9 XtE t
- 2} R 0
(3X2 af) 3( LZ)
Die Gleichung
! t ' ARS t
2lu(t) * ¢ o35 “g)> u5(t) * 55 T O3 0 )

gilt - wie bewiesen - fir 0 <x <L
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Wir wollen jetzt zeigen, daR fir x = 0 das Vertauschen von Differentiation
und Integration nicht erlaubt ist. Aus diesem Grund berechnen wir folgende

Faltung:
; 5 ;
~ 1 . X T o
u'*—d(e)=Iu'(t-T){-ﬂ——3778 o3
o 3x'[ "3 0 ° 2V n=1 2%513
2 2
_ (2Ln-x) _ (2Ln+x)
: [(ZLn - X)e T (anl + x)e k H dt

Die Reihe im Integranden definiert eine stetige Funktion auf [0,T]) x [O,L]
die fir x - 0 verschwindet. Also bleibt nur das Integral

9

2
t " T
- j u(‘)(t - T) - X e T dt
0 ZVﬁT;
Zu untersuchen.
Wir zeigen, daB
¢ X B %E
Tim [ ui(t - 1) —7p e Tdt = ul(t) dst
x=-0+ 0 o 2Vt ' 0( ) ,

daB der Limes x - 0+ und die Integration also nicht vertauschbar sind.

Fur jedes & €[0,t] qilt

2 2
£ . t 4
Juglt = 1) —"m e 7T dr = ul(t) f -—2 E
0 e dT +
0 2 2 0 22
2 2
S _ X X
X X

+ [ Lug(t = 1) —ul(t)] —X377 e dr + } [ug(t 1) -ul(t)] _72" e YT g
AViks S ° 2Vﬁr3

[\la h ” . . ] . CX3 - ,
ch Voraussetzung ist u, beschrdnkt, d.h. |u6|,< k , und Tinksseitig

stetig. Also konnen wir zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 und ein Xg > 0 so
wahlen, daB fiir 0 <t< § die Ungleichung lug(t-) -ug(t)] <5 erfullt

ist und 2

<5 L gt



Fir 0 < x < X, erha]tgn wir
X
X T -V
(por) =37z e dr-ul(t)] S [ub(t)] -1+ 5 e av] 4
] Uo(t=1) oym372 0 0

0 VI _x_

Es ist leicht zu sehen, daB die Ableitungen nach x der restlichen Glieder
in (2,7) fur x - 0+ und analog fiir x - L- verschwinden.

Jetzt wollen wir den Punkt 3) wunseres Satzes beweisen:

Um mit Hilfe von (2,7) den Grenzwert u(0+, xo) berechnen zu konnen,
betrachten wir zundchst die Funktion

L
2 2
_ (x-£ (2nL+x-g _ (2nL+x+E)
_ 1 9 t p T ® '7HT‘_"}
= —= {e + ¥ e + T e
Vit n=-co h=-oo
n+0

Fiir jedes x €(0,L) definieren die Reihen stetige Funktionen fir

(t,&) €[0,T] x [0,L] (fur t =0 ist der Wert dieser Funktionen durch ihre
stetige Ergdnzung definiert); also ist fiir den gesuchten Grenzwert nur der
erste Term wichtig, d.h. es gilt

(x4-€)
Live ST
0 Vit

Tim y(t,x,) = lim
t-0+ £04 2
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Um den Grenzwert zu finden, schreiben wir zundchst

2
L L —IF— 0 A I A S
f v(g) o U g - % { § o’ 4 o+
20 Wt 0 Vit )
Yo v(£)-v(x t) - ﬁf%Lfi!i X0 - EEE%EEZ—
+ RN e t dg +v(xg—) f SR t de +
X, Vit 0 Vit
2 2
(x47€) (x,-€)
X +6 0 )
0 - - L v(g)-v(x +)
RURTGRTE B ) STy
X, Vit X, *6 Vit
L (x,-€)°
+v(xym) J L E d&}
x, VAt
Ist nun ¢ >0 , so konnen wir ein & > 0 finden, so daB
[v(g) - v(x,-)] < %— fir 0<x; -6 <g<x, und
|v(g) - >+|<% fir X <& X _+8&<L ist
Daraus folgt
o %o |v(g)-vix )| ——T—(Xf"g)z WE
—V X -~ -
| f | < __O e t dg<%i febvdv<-§-
Xo~ Xo~$ vt X -8 v 0
0
und in analoger Weise auch | [ <3
X~ X
Das Integral [ definiert flir t > eine beziiglich t stetige Funktion,

da der Integrand Produkt einer integrierbaren Funktion (v(g)-v(x _-)) und

. . K3 (3 0
einer stetigen Funktion in t und £ (auf einem abgeschlossenen Gebiet

(0,T] x [0,%,-8] ) ist. Also gibt es zu obigem &§ > 0 ein t; , so daB
X =3
0

| é o <'% fir 0 <t < tl jst.
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Analog erhalten wir
L €
I AN R 3 fir 0<t< t2
x0+6

Bestimmen wir noch ein t3 und ein t4 , fiir die

|v(x0—)| Z [ eV dv < %— fir 0 <t <t; und
VI X,
2VE
2 7 -v2 €
lv(ix +)| = [ e "dv<=x fir 0<t<t, sind,
0 3 4
v L-x
2VE
so erhalten wir fir 0 <t < min t;
i=1,4
2
(x,-E)
L S V(X H)+v(x7)
t1 3 It - 0 0
| > v(g) o dg - . | <
0 Vit 2 2
) v{xy-E) (%,7€)
0 STt 1 T TR
sher gl f=e T dellelvixghll f o= de-1]} -
0 Vit Xo VT
o 2 P 2
2 1 { 2 - 2 -0y,
=z ¢ + Vix =)= [ e " du+ [v(x,t)] [ e " duf <e
2VE 2vt

Damit haben wir Punkt 3) unseres Satzes bewiesen.

Bemerkung:

Die Funktion %-eS(E%fi , t%) erfiillt die Differentialgleichung (1,10)

(natudrlich in dem offenen Gebiet) und verschwindet flr t -0+ (fir jedes
feste x €(0,L)).
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AuBerdem ist

2

2
X _ (2Ln-x)
2L-x  t 1 {-xe LI o t

9 1 Ly 2Ln-
ax L 93( 2L ° L_?) 2\/17’0372 1( n-x)

2
e_ﬂzu?x)}

it M8

n

8

(2Ln+x)
1

|
™M

n

fir t >0 stetig, und es gilt é%-% 63(t,x) =0 fir x =0 oder x =1

Also konnen wir diese Funktion zu der Losung (2,7) addieren und erhalten so
eine weitere LOsung unseres Problems, die jedoch im Nullpunkt nicht beschrankt
ist. Damit ist gezeigt, daB die am Anfang des Abschnittes gestellte Aufgabe
nicht eindeutig 1dsbar ist. Es ist moglich, die Klasse der Funktionen, in der
eine Losung gesucht wird, so zu wihlen, daB die Aufgabe durch (2,7) eindeutig
1osbar ist (Allerdings ist es schwierig, die Bedeutung dieser zusdtzlichen
Voraussetzungen flir die physikalische Problemstellung zu beschreiben.).

Im folgenden nehmen wir an, daB durch (2,7) die eindeutige Ldsung gegeben ist.
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3. Das numerische Verfahren

Fir x =0 und x =L erhalten wir aus (2,7) zwei Faltungsgleichungen, die
zusammen mit den Randbedingungen vier Bestimmungsgleichungen fiir die vier
Funktionen

Up () == u(tyx = 0), u (£) = u(t,x = L), ul(t) = 2(t,x = 0) und
ui(t) = %%(t,x = L) darstellen:
U(£) = =0 (6)* [ 83z T3) + U (D)% [ B30z 5) * ¥l = O
u (t) = ~ul(t)* T og(1, ft?) +oul (1) T og(1, Liz) Fy(t,x = L)
(3,1)
ul(t) - u(t) = n(t)

i
<
—~

ot
N

ug(e) +ul(t) =

Dabei ist in unserem Falle y(t) = 0 und n(t) eine Konstante oder eine
Treppenfunktion. Im Programm kdnnen fiir Testzwecke beide Funktionen
"beliebig" gewdahlt werden.

Das nichtlineare System (3,1) hat i.a. mehrere Losungen: Im untersuchten
Fall sind es vier verschiedene Ldsungen, von denen jedoch nur eine

nicht negativ ist.

Um die Gleichung (3,1) numerisch zu 1dsen, diskretisieren wir sie beziglich t ,
indem wir die Funktionen ué und ut durch Treppenfunktionen approximieren:

ub(t) ~ & Tud(t ) + ub(t )] (uf analog) fiir ¢ €lty ;.t,]

Auf diese Weise erhalten wir

T
k
! t.-1
u(t.,) = % 1 i
o(ts) 1l U (or 83(1s A ydt + ...
k-1
Pul ()Rt kg -t
T 2 / T 63(1, ‘-‘Z—)dr +
k=1 tk_l L
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t.~t
i k-1 1

2 = 8,(1, Tyt + ...
2 O0eg) - oitea) * el v, S, EosChe B

fu—

M =

k=1

Die diskrete Form des Systems (3,1) ist damit:

2 2
i ”(tk-l) + ”(tk)'uo(tk-l)'uo(tk) _
Yolti) = = 1 ? ik
¢<tk—1)+w(tk)"uﬁ(tk-l)'uﬁ(tk)
b alteg) *nlt) vty )0p(t)
ity =z A ? ik
2 2 »
Yt Holt) -up (ty p)-ui(t) o
+ 7 Aik} + Y(ti’L) >
mit
e T el )
A'Ik = t 93(1, —Z')dT _ und Bik = I '-E 63|‘-2-, ‘Z-)d’['
t.~t L t.~-t L
i "k i 7k
Setzen wir noch abkiirzend
n(tk_1)+n(tk)

M1,k = 2 » Ug,j i= Ug(ty) usw.,

so erhalten wir fir den ersten Zeitschritt:
2 2 2 2
. u0’0+u0’1 uL,0+u

| L,1
0,1 = Moy = =5 =5)Ay + (Wgy - —255=25)By 4 + v(ty,0)

2 2
u = ( - sl)B + ( - uL,O+uL,1
L1 7 WMop =7 0By + (W = —25—=20)A) )+ v(tLL)
also zwei quadratische Gleichungen fiir u

Im zweiten Schritt erhalten wir ebenfalls zwei quadratische Gleichungen fiir

Uy, 2 und uL’2 usw. Um diese Folge von Gleichungen zu 16sen, miissen wir
die A,B und vy Integrale auswerten. Dazu ist folgende Bermerkung wichtig:

0,1 und U1
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Das Verfahren beruht auf der Approximation:

t t
k u'(t, J)rul(t,)

' 1 o' k-1/""0"' "k 1
k-1 k-1

deren Genauigkeit durch die Variation der Funktion ué im entsprechenden
Intervall bestimmt ist. Daraus ergibt sich die Mdglichkeit einer Schritt-
weitensteuerung, denn in den Intervallen, in denen sich ué(t) "schnell"
(etwa am Anfang) bzw. "langsam" (beim asymptotischen Ausklingen) dndert,
konnen wir t, -t _, "klein" bzw. "groB" wahlen. Also werden die ty
nicht dquidistant gewahlt, und wir bendtigen nur ein Verfahren zur Berech-
nung der Integrale
THCL ) i o
G (a,b,x) := J T 93(_?E— , —7)dr (3,3)
a=t1-‘;k L

fur "alle" a,b und x €(0,L] , da ndmlich

Ay = G(ti - toty - tk_l,O) und Bik = G(ti - bty - tk_l,L)

gilt. Bei bekannzen Randwerten bendtigen wir zur Berechnung von u(t,x)
flir ‘0 < x <L nach (2,7)

it

1 L+x T _ - - -
A Tl 29T 8 T et t-1ok = %)
i vk

Natiirlich ist die Art und Weise der Berechnung der Integrale vy(t,x) und
G(a,b,x) =entscheidend fir die Qualitdt unseres Verfahrens. Darum wird die
*n den Programm verwirklichte Vorgehensweise in den beiden ndchsten

Abschnitten im einzelnen beschrieben.
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4. Die Berechnung der Integrale Y(t,ﬁl’

In diesem Abschnitt werden wir ein numerisches Verfahren zur Berechnung der
Funktion vy aus (2,7) konstruieren, die durch

L .
W) = o [ ol 5) v oy CE L ] v (4,1)

definiert jst.

Rus der ersten Darstellung der Funktion 63 erhalten wir

2 2
L - (x-g+2nlL) _ (x+g+2nlL)
Y(t’x) = % j _Y__(__(;_l Y [e 4t + e t ] dE
0 \/TT nN=-co d
2 Y-
o 2nl - (Z"X> ] (2n+1)L _ (Z X
S S | Mt t
— ] J v(2nL-z)e dz + [ v(z-2nl)e dz |.
2ymt n=—oo b (2n-1)L 2nL

Fihren wir folgende periodische Fortsetzung von v(x) ein,

v(2nL-z) fir (2n-1)L <z < 2nL
V(z) := {
v(z-2nL) fir enl <z < (2n+1)L
| . _ (z-x)?
so erhalten wir vy(t,x) = Zvi_ J V(z)e E dz . (4,2)
Mt  ~o

Die Anfangsfunktion v(x) {st in Anwendungen meistens nur an diskreten

Stellen gegeben. Darum nehmen wir an, daB sie eine Treppenfunktion ist.
_ (z=x)?

Die Exponentialfunktion e K wird ebenfalls durch eine Treppen-

funktion approximiert, ung zwar

A LY

L Lz=x)”
e M. 4t - e 2N

fir ox o+ gh <z < x+(3+1)h
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Dabei ist n, die Zahl der Stitzpunkte und hw die Stufenbreite; im
Programm ist hw = %%; und fir z > x + Ny hW = X + 6VX wird die
Exponentialfunktion Null gesetzt. Fir z = x + 6VE ist sie e-9

Daraus ergibt sich:

n, _gf23+1\ x+jh x=(j-1)h
R T Y ! :
y(t,x) ~ I e W . f V(z)dz + f V(z)dz} . (4,3)
VAT j=1 x+(3-1)h, x=3h,,

Im folgenden benutzen wir die Fortranfunktion INT, die durch
INT(a) := sgn(a) - [lal]

definiert ist, wobei [b] die groBte ganze Zahl bedeutet, die nicht groBer
als b ist.

Um die negative Integralgrenze in (4,2) zu vermeiden, nutzen wir die Periodi-
zitdt von V(z) aus und erhalten:
x=(3-1)h, x-(j-l)hw-ZLK

V(z)dz V(z)dz ,

it

/
x-3h x-jh, ~2LK

w .
¢-jh .
wobei K = INT(iT%?ﬂ) -1 ist, so daB wir nur ein Unterprogramm zur Berech-

nung des Integrals

b
fV(z)dz ,0<ga<b ,
a

bendtigen. :
a _ .
Mit den Abkiirzungen I, = INT(QE) und I = INT(?r) erhalten wir
- ’ 2L
[ V(z)dz = [ V(z)dz + [ “V(z)dz + (I, - I, - 1) é V(z)dz
a a-2L-1 0
a
b“ZL’Ib 2L

= V(z)dz + (I, - 1) [ V(z)dz
a-2LI 0
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In dem letzten Ausdruck kann die untere Integralgrenze a - 2L - Ia grofer
als die obere b - 2L - I sein; in beiden Féllen liegen die Integralgrenzen

jedoch zwischen 0 und 2L

Wird die Funktion V(z) durch eine Treppenfunktion definiert (oder approxi-
miert), so erhalten wir mit

L _ ) .\ _
hy " und  VD(I) = V((I - 1)h ) fir I =1,...,2n.+ 1
V(z) = %—[VD(I) £ UD(I + 1)] fir (I-1)h <z<1-h
Daraus ergibt sich flir 0<¢ <n< 2L mit
I = INT(ﬁi) und 1= INT(#l)
X
n VD(I +1)+VD(I.+2) VD(I_+1)+VD(I _+2)
= (E-1_. 3 &
g V(z)dz (g IE h) 5 - [(In+ 1)hx—nJ n 2 i
In+1
‘ hx 5 VD(1)+¥D(1+1)
©oi=I 41

In den Stetigkeitspunkten der Funktion V(x) gilt

. 1 %
Tim ——=— [ V(z)e dz =V
=S )

so daB wir y fir 6VE < hy folgendermaBen berechnen kénnen (Der Trdger

der approximierten Exponentialfunktion ist also kleiner als die Stufenbreite
von V(xj) .):

Y(tx) = %-[ZVD(IX) #VD(L,- 1) + VD(1 ¢ 1)]

.
]

. . X
wobei Iy = INT(E;-+ 0,56) + 1 gesetzt wurde.

)
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Mit Hilfe der zweiten Darstellung der Theta-Funktion

)%
1 X-& t 1 ® T i X-£
= 0x(%2 , =) = -{1 +23 e cos[2wn ———}} bzw.
L "3V2L 'E? L n=1 2L
_ nn)zt
% 63(§5% R 4%) = % {1 + 2 Zl e cos[Zﬂn éﬁ?]}
L n=
fir 0<x, g<tL
erhalten wir
2
Y(t,x) = %'f v(E)dE + Z e L7 "eos 3%5 . % J v(&)cos %?gdg
0 n=1 0
Bemerkung:
Es gilt
Tim y(t,x) = ?0 + ra cosnX
t-0+ ’ z n=l " L
wobei
- 2 L . m gdg n = 0 1 .
3, * T é v(g)cos n T ; o1

die Fourier-Koeffizienten der geraden Funktion V(z) sind.

Mit Hilfe dieser Zahlen konnen wir die Formel (4,4) leicht auswerten, wenn
die Reihe in (4,4) hinreichend schnell konvergiert. Da wir iber die Glatt-
heit der Funktien v(x) nichts voraussetzen wollen, wird (4,4) im Programm

nur fiir "groBere" t benutzt.
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5. Die Integration der Thetafunktion 64

Um das Integral (3,3) zu berechnen, benutzen wir die beiden Darstellungen

der Thetafunktion: 2
(‘ _ (2Ln'X)
L% . t
| \/—E = -0 *
1 (2L-x _
Co3\72C * 72/
2
Eﬂ) t

=

n=1

b
1 2L-x t
JT o3 G )t -
2 2
n
2 e ()b
=-&—[b-a+&2—°z°e “¢ cosnﬂx]
™ n=1 n2 T

Die Reihe in (5,3) konvergiert fiir —7 « 1 sehr langsam, ist also in

[1+2 T e L cos(2mn -2—|é—x)]I » (5,2)

(5,1)

(5,3)

diesem Bereich zur Berechnung des Integra]s ungeeignet. Im Programm wird

2
(5,3) nur flir a 2 (72['-) benutzt.

Die Darstellung (5,%) fiihrt bei gliedweiser Ihtegration auf das Integral
b _u
1 1t
[ —— 2 dt , (u := (2Ln-
= ( (2Ln-x)) (5,4)
das durch g1e GauBsche Fehlerfunktion darstellbar ist da
2
N u u2
ZT
f/_e dt-Z\/BeIB[l———u—ezrb_Lofe"yzdy]
a vir 2vb 2
2\b
%i | 2 : (5,5)
-2v@e T [_1_-.2_@13—- T o
iy i ﬂ e dy] gilt



27

Die Fehler-Funktion ist zwar Element der Programmiersprache FORTRAN, ihre
Benutzung in (5,5) flihrt jedoch zu numerischen Schwierigkeiten, da
2
lim ye¥ erfc(y) = \/ifr ailt.

y—bo

Das bedeutet, daB sowohl bei der Berechnung der Ausdriicke in den eckigen
Klammern, die sich durch den Vorfaktor noch vergroBern kdonnen, als auch bei
der Bildung der Differenz in (5,5) fir a s~ b Ausldschung auftritt.

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, untersuchen wir zundchst die Funktion
2
F(z) :=1-vwze" erfc(z) ,

fiir die die bekannte (Abramowitz /13/ 7.1.23) asymptotische Darstellung gili

M
N ooy (-pyP (2m-D)1
Flz) ~ SAz) 5= -x (-1)" S0

In den Tabellen 3- 6 wird der relative Fehler von SA fiir verschiedene Werte
von M angegeben. Erwartungsgemaf ist die asymptotische Formel Fflr grd3ere
z (etwa z > 4 ) “"ausreichend genau" und flr kleine z unbrauchbar.

Um eine Approximation von F(z) flir kieine tg Zzz erhalten, benutzen wir
¢ _-té-2z
die Integraldarstellung F(z) = 1 -2z é e dt

Abramowitz /13/ 7.4.2

Die Exponentialfunktion e 22t ist nach Abramowitz /13/ 22.9.15 und
22.3.9 fir o > -1 erzeugende Funktion der verallgemeinerten Laguerreschen

Polynome Lg’) , und es gilt

(T E () e

wobei T als zusdtzlicher Parameter eingefihrt vurde, um das Konvergenzver-

halten obiger Reihe fiir kleine z beeinflussen zu konnen.

Setzen wir diese Reihe in die Integraldarstellung von F(z) ein, so erhalten

wir nach einigen Umformungen

o () {7 £l

. Z
mit q=m



n
. 1 o _ =S (a)n q
Fiir lQ| <1 g1]t (ﬁ> = nEO Tl s also
(LY Al <(a)“ -ofe‘tz L(°‘)(2Tt)dt>}
F(z) = \Trz) {1 i~ (T:Z) T n-1
wobei (a), :=1 und (a), = a(a+l) ... (o#n-1) gesetzt wurden.

Benutzt man in dieser Formel die Definition der Laguerreschen Polynome nach
Abramowitz /13/ 22.3.9

K
L) (x) = 1 (- )&

so erhdlt man eine Darstellung der Funktion F(z) , die zur Auswertung fiir
kleine 2z geeignet ist:

: n-k
) { T 0 o 7 N E -1)n_k % (n"k‘l"a)k T
Fl2) = (\mz) = (1) = RS
n=0 k=0 F(——?——)-k.
Die N-te Partialsumme dieser Reihe bezeichnen wir mit SN(z;a,T) . Fir fest

gewdhltes N ist

SN(zi;a,T)-F(zg
F(z?

R(a,T) := Max |
1

der maximale relative Fehler der Approximation SN(z;o,T) , wobei die endlich
vielen Punkte z; "geeignet" gewdhlt werden miissen.

Nach einigen numerischen Experimenten wurden 1000 Punkte Z, €(0,4) dqui-
distant gewdhlt und die Funktion R(a,T) fiir verschiedene Werte von N
beziiglich der Parameter o und T minimiert. Dazu wurde das Minimierungs-

programm ZXMIN aus der IMSL /14/ benutzt, das ein Quasi-Newtonverfahren
verwendet und keine Angabe der Ableitungen Ra und R

T durch den Benutzer
erfordert.

Die Tabellen 3-6 zeigen die Glite dieser Approximation fir 4 verschiedene

Genauigkeitsanforderungen, die durch Angabe der geforderten richtigen

Stellenzahl gegeben sind. Flir z > 4 4st in allen Féllen die asymptotische

Entwicklung erwartungsgemdB besser.
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6. Die stationdre LOsung

Die Losung der Differentialgleichung (1,10) ist im stationdren Fall durch

gegeben, wobei C(0) = a wund C(L) = b gesetzt wurden.

Die nichtnegativen Randwerte a wund b miissen aufgrund der Randbedin-
gungen (1,11) folgendes Gleichungssystem erfiillen:

La2 - b+ a
b’ +b-a=0 ,

2

2
insbesondere mu also a~ + b~ =1 gelten.

Wenn wir b aus dem obigen Gleichungssystem eliminieren, so erhalten wir
folgendes Nullstellenproblem zur Berechnung von a

fla) := v‘{—a2 + L(l—a2)- a =0 1in (0,1)

Da f(0) =1+L, f(l) =-1 und f in (0,1) monoton ist, existiert dort

genau eine Nullstelle a

. ‘ 2 . 2L
2 : ) ih1t, daB L(l-aZ)-a_ =0 ist, d.h. a = —F==-<a
Sei a, €(0,1) so gewdhl B L( 0) o o 1+v€12[?~
Da f und f' in [ao,l) monoton fallen, folgt aus der Bedingung
! f(ao) 1 die Konvergenz des Newtonverfahrens
a0<a =ao'm—a'g)'< 1 g
f(&,) .

= - n = . it a<a <a_ fir n=1,2,... ,

Q41 T A, Tan) (n =1,2,3,...) m n+l n

falls a; €[ao,l) gewahlt wird.

Beweis der Bedingung a, < a' <1

f(a,) und f'(a,) haben verschiedenes Vorzeichen, also folgt aj < a'
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Weiterhin gilt:

2 2 .2 80 _ 20
1< 2ao +1 - a, = 2a T = (2Lao + 1) C

1< (2lay + 1)1 - a5) < (2lag + 1) \/1-a02‘ ,
l+a ' i
also <1 , d.h,
a_+ (2La +l)\/1-a2
0 0 0
1-a§ )
< (l-a s
a_ + (2La_+1)vi-a2 °
0 0 0
1~a§
also a' =a_+ <1

¢ ag + (2La0+1)Vi - a%

Eilden wir noch den Nullpunkt a der Sekante von f(ao)'= v{-az nach

0
f(l) = =1 , so erhalten wir folgende EinschiieBung des gesuchten
Nullpunktes a '
a. + 1-a2
a, < 3= 2 S<a<a
1+ V1-ag

Aus der Tabella 7 konnen wir entnehmen, daB a' fiir L > 10 den gesuchten
Randwert a auf 4 Stellen genau liefert. Die Zahl Iter gibt an, wie viele

Newtonschritte notig sind, um die relative Anderung der Tetzten Niherung

Kleiner als 19714 zu erhalten.
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7. Beispiele und Bemerkungen

In der Tabelle 8 werden die Werte der transformierten Konzentration am Rande
(x = 0 und x = L) fir &dquidistante Zeiten ti sowie flr einen festen Zeitwert TZ
an &quidistanten Orten xj angegeben. Die transformierten GrdB8en dieser Tabelle
entsprechen dem unteren Bild der Abbildung 3. Fiir Vergleichsrechnungen wurden
16 Dezimalziffern ausgegeben.

In den Abbildungen 2 und 3 wird der zeitliche und rdumliche Verlauf der Wasser-
stoffkonzentration in physikalischen Einheiten dargestellt. Als Parameter wur-
den Materialkonstanten gewdhlt, die bei Stahl etwa Temperaturen von 600 bzw. 25
Grad Celsius entsprechen. Als Wanddicke wurde 1 cm gwdhlt. In beiden Abbil-
dungen wird der EinfluB der Unvertrédglichkeit der Randbedingungen (1,11) mit
der Anfangsbedingung C(x,0) = O deutlich. Die oberen Bilder zeigen jeweils die
gesamte =zeitliche Entwicklung bis zur Erreichung des stationdren Zustands,
dessen Berechnung im Kapitel 6 beschrieben wird. Durch diese Abbildungen wird
deutlich, daB eine Zeitschrittweitensteuerung notwendig ist.

Im Programm PERM findet eine adaptive Verdoppelung der Zeitschrittweite statt,
falls die relative Anderung der Randwerte je Zeitschritt kleiner wird als die
vorgegebene Schranke STOL. Die unteren Bilder zeigen jeweils eine Ausschnitts-
vergrdferung der Abbildung fir die "Ecke" x=0 und t=0, wodurch die Ineffektivi-
tdt von Differenzenverfahren mit &quidistanter Ortsdiskretisierung zu Beginn
der Rechnung deutlich wird.

Mit Hilfe der in diesem Bericht beschiebenen Randintegralmethode werden die
Randwerte der Wasserstoffkonzentration berechnet. Diese Berechnung erfordert im
gesamten Parameterbereich und fir reale Zeiten bis zu 1010 Sekunden eine Rechen-
zeit von hdchstens 30 Sekunden auf einer IBM 3081 D-32. Das unverdnderte Pro-
gramm bendtigte auf einer Cray X-MP/22 etwa 20 % dieser Zeit.

Die Berechnung der Konzentration zu einer festen Zeit fir bis zu 1000 Werte der
Ortsvariablen erfordert auf der 3081 ungefdhr 14 Sekunden Rechenzeit. Die
héchste Genauigkeitsanforderung (IAPP=4) vergrdBert die Rechenzeiten um bis zu
150 % gegeniiber der Standardanforderung (IAPP=2). Im Kapitel 9 wird der Pro-
grammtext PERM angegeben. Das Programm ist selbsterkldrend fir seine Benutzung
und bezieht sich auf Formeln und Kapitel dieses Berichts.

Eine frihere Version des Programms PERM ist als Unterprogramm LOWTIM im Rechen-~
programm PERI implementiert und wird insbesondere zur Berechnung der Wasser-
stoffkonzentration fir kleine Zeiten benutzt, fiir die das dort benutzte Crank-
Nicolson Verfahren versagt. Diese Rechnungen dienen zur Bestimmung der

Receyclingkonstanten an TEXTOR. (Siehe /6,10/).



8. Tabellen und Abbildungen
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F(Z)

8.411071373682592E~01
7.132100472985423E~01
6.093869741718791E~01
5.2442384272556T0E-01
4.543586392349530E-01
3.961554052634956E-01
3.474689237798625E-01
3.064734217210669E-01
2.717368448968785E~01
2.421278438586880E-01
2.16746u278206775E~01
1.948718771823309E~01
1.759233361093020E-01
1.594297895939693E-01
1.450070353157364E-01
1.323399050452882E-01
1.211684520827138E-01
1.112771544050544E-01
1.024864252668074E£-01
9.464590003765088E-02
8.762909838215702E-02
8.132915741951405E-02
7.565540344428794E-02
7.053058372444798E~02
6.588862056108984E-02
6.167278063078094E-02
5.783417614039293E~02
5.433053234167798E-02
5.112516983238757E-02
4.818616081607510E-02

{ N=1; AL=2.553457734; T=1.04429824864; M=5; 2-3
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SN

8.403598949504934E-01
7.114481218203991E-01
6.070251633998174E~01
5.219111815159181€-01
4.520149623908447E-01
3.941632041230930E-01
3.459059472852955E-01
3.053483242810870E~01
2.710175002036673E-01
2.417611721249987E-01
2.166712545185027E~01
1.950267406953185E~01
1.762508720573782E-01
1.598789018800525E~01
1.455336957941557E-01
1.329071439034288E~-01
1.217459026699015E-01
1.118403811745917E-01
1.030161739976368E-01
9.512735146720240E-02
8.805116950775692€E~02
8.168387181760686E-02
7.593733812536777E-02
7.073639202374558E~02
6.601662621146563E-02
6.172263607506942E~02
5.780657741349688E-02
5.422698291334802E~02
5.094778628890358E~02
4.793751395041158€E~02

TABELLE 3

{F-SN)/F

8.884E-OU
2.470E-03
3.876E-03
4.791E-03
5.158E-03
5.029€-03
4.498E-03
3.6T1E-03
2.647E-03
1.514E-03
3.468E-04
~7.947E-04
-1.862E-03
-2.817E-03
-3.632€-03
-l 286E-03
-4 766E-03
-5.061E-03
-5.169E-03
-5.087E-03
-4,817€-03
-4.361E~03
-3.727E-03
-2.918E-03
-1.943E-03
-8.08L4E-0L
4. 772E-04
1.906E-03
3.470E-03
5.160E-03

(F-SA)/F

-3.503E+11
-4,008E+08
-8.047E+06
~5.188E+05
-6.310E+04
-1.143E+04
-2,720E+03
-7.887E+02
-2.656E+02
-1.006E+02
-4.183E+01
-1.879E+01
-9.001E+00
-4.552E+00
-2.412E+00
-1.331E+00
-7.604E-01
-4.483E-01
-2.717€E-01
-1.688E-01
-1.073E~01
-6.956E-02
-4.595€E-02
-~3.086E-02
-2.105E~02
-1.457E-02
-1.022E~-02
~7.251E-03
-5.206E-03
-3.778E~03

RICHTIGE STELLEN )
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F(Z)

8.411071373682592E~01
7.132100472985423E-01
6.093869741718791E~01
5.2442384272556 T0E~01
4.543586392349530E~01
3.961554052634956E-01
3.474689237798625E-01
3.064734217210669E-01
2.717368448968785E-01
2.421278438586880E-01
2.167464278206775€E-01
1.948718771823309E-01
1.759233361093020E-01
1.594297895939693E-01
1.450070353157364E-01
1.323399050452882E-01
1.211684520827138E-01
1.112771544050544E-01
1.024864252668074E-01
9.464590003765088E-02
8.762909838215702E-02
8.132915741951405E-02
7.565540344428794E-02
7.053058372444T798E-02
6.58886205610898L4E~02
6.167278063078094E-02
5.783417614039293E~02
.433053234167798E~02
.112516983238757E-02
.818616081607510E-02
.548562685191557E-02
.299915215941449E~02
.070529167282101E-02
858515708585433€E-02
662206733187148E-02
4801252493433 16E~02
3109602170793 14E-02
. 153545097091800E-02
.006839509228643E-02
2.869913504197174E-02

¢ o o o
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SN

8.411069158429861E-01
7.132076404641229€E-01
6.093786328427711E~01
5.244056669047409E-01
4.543278576546275E-01
3.961109006481461E~-01
3.474111952379677E-01
3.064042496259755E~01
2.716588565753846E-01
2.420440969305963E-01
2.166600664766953E~01
1.947858781693136E-01
1.758403403093067E-01
1.593520056704060E-01
1.449361991687937E-01
1.322772795699693E-01
1.211148540074678E-01
1.112329977123317E-01
1.024517733001820E~01
9.46205206399 1440E-02
8.761251821496945E-02
8.132071300529898E~-02
7.565428750063250E-02
7.053588609701025E-02
6.589936356723014E~02
6.168794895890639E~02
5.785274165540355E-02
5.435147426126906E-02
5.114749079014848E-02
14.820889933612061E-02
4.550786674139577E-02
4.302002929054 144 E-02
4.072399858264049E~02
3.860094577504243E-02
3.663425059677003E-02
3.480920408049562E-02
3.311275600083999E-02
3.15332996u4275351E-02
3.0060u48784151070E-02
2.868507530121575E-02

(F-SN)/F

2.634E-07
3.375E-06
1.369E-05
3.466E-05
6.775E-05
1.123E-04
1.661E-04
2.257E-04
2.870E-04
3.459E-04
3.984E~0L
4.413E-04
L4.718E-04
4. 879E-04
4,885E-04
4, 732E-04
4 . 423E-04
3.968E-04
3.381E-04
2.682€E-04
1.892E-04
1.038E-04
1.475€-05
-7.518E-05
-1.630E-04
-2.459E-04
-3.210E-04
~3.855E-04
-4.366E~0U
-4, 719E-04
-4, 889E-04
-4.855E-04
-4.596E-04
-4.092E-04
-3.327E-04
-2.285E-04
~9.525E-05
6.822E-05
2.630E~04
4.899E-04

(F-SA)/F

-3.503E+11
-4, 008E+08
~8.047E+06
-5.188E+05
-6.310E+04
=1.143E+04
=2,720E+03
~-7.887E+02
=-2.656E+02
-1.006E+02
=4.183E+01
-1.879E+01
~-9.001E+00
~4.552E+00
=2.412E+00
-1.331E+00
~-7.604E-01
-4 .483E-01
~2.717E-01
-1.688E~01
-1.073E~01
-6.956E-02
~4.595€E-02
-3.086E-02
=-2.105E-02
=1.457E-02
=-1.022E-02
-7.251E-03
-5.206E-03
-3.778E-03
=-2.769E-03
-2.048E-03
~1.529E-03
-1.150E-03
-8.726E-04
-6.667E-04
-5.130E-04
-3.973E-04
-3.097E-04
-2,428E-04

{ N=3; AL=2.70452027; T=2.18436405; M=5; 3~-U4 RICHTIGE STELLEN )

TABELLE &
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F(Z)

8.411071373682592E~01
7.132100472985423E-01

- 6.093869741718791E~01

5.2u44238427255670E~01
4.543586392349530E-01
3.961554052634956E-01
3.474689237798625E~01
3.064734217210669E-01
2.717368448968785E~01
2.421278438586880E~01
2.167464278206775E-01
1.948718771823309E~01
1.759233361093020E-01
1.594297895939693E-01
1.450070353157364E~01
1.323399050452882E~01
1.211684520827138£~01
1.112771544050544E-01
1.02486425266807T4E~01
9.464590003765088E~02
8.762909838215702E~02
8.132915741951405E-02
7.565540344428T94E-02
7.053058372444798E-02
6.588862056108984E-02
6.167278063078094E~02
5.783417614039293E-02
5.433053234167798E-02
5.112516983238757E~02

4.818616081607510E-02

4.548562685191557E-02
4.299915215941449E~02
4.070529167282101E~02
3.858515708585433E-02
3.662206733187148E-02
3.480125249343316€E~02
3.3109602170793 14E-02
3.153545097091800E~-02
3.006839509228643E~02
2.869913504197174E-02

( N=5; AL=3.0391620774; T=3.1326657721; M=6; 3-~4
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SN

8.411071373094298E~01
7.132100446913732E-01
6.093869534848088E~01
5.2u4237613207303E~01
4.543584207014669E-01
3.961549440990300E-01
3.474680989167054E-01
3.064721139805090€-01
2.717349538299005E-01
2.421253009469704E-01
2.167432046332407€E~01
1.948679883U87667E-01
1.759188377715609E-01
1.594247743927835E-01
1.450016250672593E~01
1.323342421796608E-01
1.211626907374482E~01
1.112714518539291E-01
1.024809341576107E-01
9.464076173019198E~02
8.762443753011591E-02
8.132507782710782E~02
7.565198514840623E~02
7.052788119996151E-02
6.588666191598512E-02
6.167156764340830E-02
5.783368498885294E~02
5.433071488139878E-02
5.112595528926501E~02
4.818745777685870E-02
4. 548732544914420E-02
4.300112636395157E~02
4.070740162212757E-02
3.858725139006699E~02
3.662398531225939€E-02
3.480282631877949E~-02
3.311065886667206E-02
3.153581428480209E-02
3.006788720401097E~02
2.869757811445781E~02

TABELLE S

(F=-SN)/F

6.994E-11
3.656E-09
3.395E-08
1.552E-07
4.810E-07
1.164E-06
2.374E-06
4.267E~06
6.959E-06
1.050E~05
1.487E-05
1.996E-05
2.557€E~05
3.146E-05
3.731E-05
4,279€E~05
4.755E-05
5.125E-05
5.358E-05
5.429E-05
5.319£-05
5.016E-05
4.518E-05
3.832E-05
2.973E-05
1.967E~05
8.U492E-06
-3.360E-06
~1.536E-05
-2.692E-05
~-3.734E-05
=4,591E-05
-5.183E-05
-5.428E~05
=5.237E-05
-4,522E~05
~3.192E-05
-1.152E~05
1.689E~05
5.425€~05

(F=SA)/F

1.928E+14
5.520E+10
4.935E+08
1.794E+07
1.401E+06
1.769E4+05
3.105E+04
6.923E+03
1.851E+03
5.702E+02
1.969E+02
7.469E+01
3.063E+01
1.342E+01
6.221E+00
3.030E+00
1.540E+00
8.134E-01
4.443E-01
2.501E-01
1.447E-01
8.579E-02
5.202E-02
3.220E-02
2.030E-02
1.303E-02
8.496E-03
5.623E-03
3.773E-03
2.565E-03
1.765E-03
1.228E-03
8.636E~-04
6.134E-04
4.399E-04
3.183E~04
2.322E-04
1.708E~-04
1.266E-04
9.452E~05

RICHTIGE STELLEN )
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F(Z)

8.411071373682592E~01
7.132100472985423E£~01
6.093869741718791E-01
5.244238427255670E~01
4.543586392349530E~01
3.961554052634956E-01
3.474689237798625E-01
3.064734217210669E-01
2.717368448968785E-01
2.421278438586880E~01
2.167464278206775E-01
1.948718771823309€-01
1.759233361093020E-01
1.594297895939693E-01
1.450070353157364E~01
1.323399050452882E~01
1.211684520827138E~01
1.112771544050544E-01
1.024864252668074E~01
9.464590003765088E~02
8.762909838215702E-02
8.132915741951405E~02
7.56554034u428794E-02
7.053058372u44798€E-02
6.588862056108984E-02
6.167278063078094E~02
5.783417614039293E~02
5.433053234167798E~02
5.112516983238757E-02
4.818616081607510E-02
4.548562685191557E-02
4,299915215941449E-02
4.070529167282101E-02
3.858515708585433E-02
3.662206733187148E-02
3.480125249343316E-02
3.310960217079314E-02
3.153545097091800E~02
3.006839509228643E-02
2.869913504197174E-02
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( N=10; AL=2.23485; 7=3.35207; M=10; 5-6 RICHTIGE STELLEN )

L ITER a
1E-05 10 5.0000E-01
1E-04 9 5.0005E-01
1E-03 9 5.0050E-01
1E-02 8 5.0499E~01
1E-01 8 5.4840E-01
1E+00 6 7.8615E-01
1E+01 y 9.6274E-01
T1E+02 L} 9.9546E-01
1E+03 3 9.9952E-01
1E+04 3 9.9995E-01
1E+05 3 1.0000E+00
1E+06 2 1.0000E+00
1E+07 2 1.0000E+00

TABELLE 7

SN (F~SN)/F
8.411071373682592E-01 1.650E~17
7.132100472985427€E-01  -6.421E~16
6.093869741719087E-01  -U.86%E~14
5.244238427260346E-01 -8.915E-13
4.543586392386138E~01 -8.057E-12
3.961554052819371E-01  -4.655E~11
3.474689238485237E-01 -1.976E-10
3.064734219262750E-01 -6.696E~10
2.717368454160761E-01 -1.911E-09
2.421278450117051E-01 -4, 762E~09
2.167464301266983E-01  -1.064E-08
1.948718814149983E-01  -2.172E-08
1.759233433416133€-01  -4.111E-08
1.594298012252408E-01  ~7.296E-08
1.450070530746218E~01  -1.225E-07
1.323399309651842E~01  -1.959E-07
1.211684884484389E~01  ~3,001E-07
1,112772036720717E-01 -4 ,427E-07
1.024864899562542E-01 -6, 312E~07
9.464598261189492E~02  -8.725E~07
8.762920110649326E-02  ~1.172E-06
8.132928221599214E~02  -1.534E-06
7.565555174357860E~02  ~1.960E-06
7.053075632124034E-02  -2.44TE-06
6.588881747784261E-02  -2.989E-06
6.167300099383117€E-02  ~-3.573E-06
5.783441807154628E-02 -4, 183E-06
5.433079286751536E~02  -4.795E-06
5.112544481268137E-02  -5.379E-06
4.8186L444891949U3E-02 -5,895E-06
4,548591341372230E-02  -6.300E-06
4.299943333374220E-02 -6.539E-06
4.070555832761399E~02  -6.551E-06
3.858539885228073E-02  -6.266E-06
3.6622272614133906E-02  -5.606E-06
3.480140862800090E-02 -4 .486E-06
3.310969532514337E-02  -2.814E-06
3.153546632L404288E~02  ~4.869E-07
3.006831688706929E~02 2.601E-06
2.86989U4667092144E-02 6.564E-06
TABELLE 6
a a' b
7.0711E-01  1.0000E+00  7.0710E-01
7.0713E-01  1.0000E+00  7.0708E-01
7.0736E-01  1.0000E+00  7.0686E-01
7.0958E-01  9.9985E~01  7.0462E-01
7.3007E-01  9.8803E-01  6.8337E-01
8.3929E~01 8.7816E~01  5.4369E~01
9.6437E-01  9.6460E-01  2.6U5L4E-01
9.9549E-01  9.9549E-01  9.4899E-02
9.9952E-01 9.9952E-01  3.1119E~02
9.9995E~01  9.9995E-01  9.9499E-03
1.0000E+00  1.0000E+00  3.1573E-03
1.0000E+00  1.0000E+00  9.9950E-04
1.0000E+00  1.0000E+00  3.1618E-04

(F-SA)/F

7.594E+25
8.514E+19
2.981E+16
1.091E+14
1.438E+12
4.254E410
2. 194E409
1.696E+08
1.785E+07
2.392E+06
3.895E+05
7.4U46E+0L
1.628E+04
3.986E+03
1.076E+03
3.163E+02
1.001E+02
3.384E+01
1.212E+01
4.576E+00
1.810E+00
7.471E-01
3.205E-01
1.425E-01
6.541E-02
3.094E-02
1.504E-02
7.504E-03
3.833E-03
2.002E-03
1.067E~-03
5.801E-04
3.211E-04
1.808E-0l
1.035E-04
6.011E-05

-3.543E-05

2.117E-05
1.281E~05
7.851E-06
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ANZAHL DER PHASEN NJJ = 1

PHYSIKALISCHE EINGABEDATEN EINGABEDATEN ZUR PROGRAMMSTEUERUNG

D = 0.3010000000000000E-10 (CM**2/SEC) N = 1000

KR = 0.1590000000000000E-24 (CM**4/SEC) EPS = 0.1E-11
SIGMA = 0.1000000000000000E+01 STOL = 0.5E-02
PHII = 0.1E+15 (ATOME/(SEC*CM**2)) IAPP = 4

X0 = 1.00 (CM) NXJ = 19

TIS =

2.00 (SEC)

TRANSFORMIERTE GROESSEN UND UMRECHNUNGSFAKTQREN NACH (1,9)

L = 0.1873471386029460E+06
TZ = 0.2112956810631229E+01
TAUL = 0.9465408805031447E+00

CEQ
XSI

0.
0.

1773317255329772E+20
5337684938542613E-05

TRANSFORMIERTE KONZENTRATION U(T(I),X) AUF DEN RAENDERN

X=0UND X=1L

I T U(T,0) U(T,L)
0 0.00000E+00 0.0000000000000000E+00 0.0000000000000000E+00
1 0.21130E-02 0.5179852025733076E-01 0.0000000000000000E+00
2 0.42259E-02 0.7311552951301495E-01 0.0000000000000000E+00
3 0.63389E-02 0.8938398507135288E-01 0.0000000000000000E+00
IA 0.84518E-02 0.1030256578668817E+00 0.0000000000000000E+00
173 0.18742E+01 0.7786095899049785E+00 0.0000000000000000E+00
174 0.19418E+01 0.7825271887970634E+00 0.0000000000000000E+00
175 0.20094E+01 0.7862539956614137E+00 0.0000000000000000E+00
176 0.21130E+01 0.7918101952157923E+00 0.0000000000000000E+00
TRANSFORMIERTE KONZENTRATION U(TZ,X(J)) (DX WURDE IM PROGRAMM GESETZT)
J X U(TZz,X)
1 0.29581E+00 0.6833403422832866E+00
2 0.59162E+00 0.5816762934678698E+00
3 0.88743E+00 0.4878651942124384E+00
4 0.11832E+01 0.4029547766051308E+00
5 0.14791E+01 0.3276366783198743E+00
6 0.17749E+01 0.2621563159912733E+00
7 0.20707E+01 0.2063580524204207E+00
8 0.23665E+01 0.1597521090480339E+00
9 0.26623E+01 0.1215968235624401E+00
10 0.29581E+01 0.9097880251200074E-01
11 0.32539E+01 0.6689679613877213E~01
12 0.35497E+01 0.4833115856595120E-01
13 0.38455E+01 0.3430237952490946E-01
14 0.41414E+01 0.2391230921542787E-01
15 0.44372E+01 0.1637003028582053E-01
16 0.47330E+01 0.1100386714334478E-01
17 0.50288E+01 0.7261906007974451E-02
18 0.53246E+01 0.4704480973679123E-02
19 0.56204E+01 0.2991423763038508E-02
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9. Der Programmtext PERM

-------------------

DIESES PROGRAMM BEZIEHT SICH AUF DEN BERICHT DER KERNFORSCHUNGSAN-
LAGE JUELICH GMBH 'DIE BERECHNUNG DER WASSERSTOFFDIFFUSION DURCH
METALLMEMBRANEN BEI QUADRATISCHEN RANDBEDINGUNGEN DRITTER ART MIT
HILFE EINER RANDINTEGRALMETHODE'. (JUL-2029)

DAS FORTRANPROGRAMM PERM WURDE SOWOHL AUF IBM 3081 (VS FORTRAN
REL. 4.1 UNTER MVS/SP 1.3.2 ODER VM/SP HPO 3.2 CMS REL. 3)

IN DOPPELTER GENAUIGKEIT ALS AUCH AUF CRAY X-MP/22 (CFT 1.14 BF3
UNTER COS 1.14) IN EINFACHER GENAUIGKEIT AUSGEFUEHRT.

ALLE E/A-OPERATIONEN BEZIEHEN SICH AUF DIE EINHEIT 5 FUER DIE
DATENEINGABE UND DIE EINHEIT 6 FUER DIE DRUCKERAUSGABE.

MIT AUSNAHME DER FEHLERROUTINE ERROR SIND ALLE UNTERPROGRAMME
E/A-FREI.

e e o o B o e o e R TR S TSR ST RO RLSOSUC UMK O

*EeN>*EoNoNoNoNoRoNoNsoNoRoNoNo N

PROGRAM PERM
PARAMETER ( NMAX=10000 )
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2Z)
REAL*8 L,L2,LHQ,KR
DIMENSION AC(NMAX),BC(NMAX),USO(NMAX),USL(NMAX),TD(NMAX)
DIMENSION NAPI(4),MAPI(4),ALFAI(4),TAPI(4),ZMAX(4)
COMMON /COM1/ L,L2,ILHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI HX6Q,JJ
COMMON /COM2/ VD(2002),BINT,COH,C1,C2,PSII,HX,EJNW(100) ,NX,NW
COMMON /COM3/ SN(0:20),BN(20),AQ4,ALFA,TAP,TALPI ,NAP ,MAP
C
L e e o e b e S e e e i e e e S S e e S e e
C
C SETZEN DER DEFAULTS
C
Lt T e e e B i e e e e e e e B S e e e e e S e e
C
DATA EPS/1D-12/,STOL/1D-16/,IAPP/2/,NXJ/100/
DATA NAPI/1,3,5,10/,MAPI/5,5,6,10/,ZMAX/3.D0,3%4.D0/,
* ALFAI/2.553457734D0,2.70452027D0,3.0391620774D0,2.23485D0/,
* TAPI/1.04429824864D0,2.18436405D0,3.1326657721D0,3.35207D0/

sededereredeerkalentrtrirvel etk dnb el ekl dedededesiendede e

PHYSIKALISCHE EINGABEDATEN (SIEHE KAPITEL 1)

NJJ ANZAHL DER PHASEN
D DIFFUSIONSKONSTANTE IN CM¥*2/SEC
KR RATENKONSTANTE IN CM¥#*4/SEC

SIGMA RAUHIGKEITSFAKTOR
PHIT EINTRITTSFLUSSDICHTE IN ATOME/(SEC*CM*¥2)

X0 WANDDICKE IN CM
TIS ZEIT IN SEKUNDEN

EINGABEDATEN ZUR PROGRAMMSTEUERUNG

N ANZAHI, DER ZEITSCHRITTE OHNE SCHRITTWEITENVERDOPPELUNG
MIT 0 < N < NMAX

[oEoNoNoNoNoNoNoRoRoNoNoNoNoNoNo NS
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EPS  RELATIVER FEHLER FUER DAS UNTERPROGRAMM ITER
(DEFAULT : 1D-12)

STOL  PARAMETER ZUR SCHRITTWEITENVERDOPPELUNG
(DEFAULT : 1D-16)

IAPP NUMMER DER GEWUENSCHTEN APPROXIMATION VON F(Z)
(DEFAULT : 2 . SIEHE KAPITEL 5)

NXJ  ANZAHL DER AEQUIDISTANTEN TEILINTERVALLE ZUR AUSGABE
DER FUNKTION U(TZ,X) (DEFAULT : 100)

***********************************************************************

Qoo aQaa

NAMELIST/INPUT/ NJJ,D,KR,SIGMA,PHII,X0,TIS,N,EPS,STOL, IAPP ,NXJ

NX=1000

NwW=100

PI=4.DO*DATAN(1.DO)

SQTPII=1.D0/DSQRT(PI)

TDSQPI=2.D0*SQTPII

BN(1)=1.DO

DO 10 I=2,20

BN(I)=BN(I-1)*(1-2%I)

10 CONTINUE

C
C***********************************************************************
C
C EINGABE UND AUSGABE DER PHASENANZAHL NJJ
C :
R e e e B B e e e e e e R e e e D e e e e e e
C

READ (5, INPUT)

WRITE(6,1000) NJJ

DO 500 JJ=1,NJJ

ASSIGN 93 TO 1GO
C

Chdffrddddibdintiirrdiliiibiibiihbidiiibiibbiridddddbdbibdbdiidditdiedibdddidtir
C

C EINGABE UND AUSGABE DER PHASENABHAENGIGEN EINGABEDATEN
C

Cresvdeddedeioddedededododedode bbbl drindddelne b doledoiiedeie oo Ao de e e s e e e e e el
C .
READ(5,INPUT)
WRITE(6,2000) D,N,KR,EPS,SIGMA,STOL,PHII,IAPP,X0,NXJ,TIS
NAP=NAPI (IAPP)
MAP=MAPI (IAPP)
ALFA=ALFAI (IAPP)
TAP=TAPI (IAPP)
XM=ZMAX (IAPP)
AQ4=4 . DO*XM#*2
CALL SNALFA
C

Crededededodedoiedodododolododededolododoioledolofdoiolidoirloioflodoliololofolioiddofodolotolofletoiodedeiotofolefodofetedededod
c

TRANSFORMATION DER PHYSIKALISCHEN GROESSEN (SIEHE KAPITEL 1)

C

c

C DIE UMRECHNUNG DER WASSERSTOFFKONZENTRATION G, DER ZEIT T UND
C DES ORTES X GESCHIEHT NACH (1,9).
C
c
C

----------------------

L=X0*DSQRT (2D0*SIGMA*KR*PHII) /D
TAUL=D/ (2D0*SIGMA*KR*PHII)
CEQ=DSQRT (PHII/ (2D0*SIGMA*KR))
TZ=T1S/TAUL

DELTAT=TZ/DFLOAT(N)
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XSI=X0/L
WRITE(6,3000) L,TZ,TAUL,CEQ,XSI
DELTAI=DELTAT
XI=L
PSII=L/DFLOAT (NX*NW+1)
PIDI=PI/L
PIDLQ=PIDL*PIDL
PIDLQI=1.D0/PIDLQ
L2=2.D0*L
LHQ=0.25D0*L#*2
TD(1)=DELTAT
DO 20 J=1,NW

20 EJNW(J)=DEXP(-9.D0* ((DFLOAT(J)-0.5D0)/DFLOAT (NW))**2)
HX=L/DFLOAT (NX)
HX6Q=(HX/6.D0)**2

NX2=2+*NX
C
O o o T T L I O S ST S Y MCHC MO MO
C ;
C ANFANGSVERTEILUNG UND FOURIERKOEFFIZIENTEN
Cc
C DIE ANFANGSVERTEILUNG W(X) UND DIE RANDBEDINGUNGEN ETA(T)
C UND PSI(T) SIND I.A. PHASENABHAENGIG.
C FUER T>(L/2)**2 WERDEN ZUR BERECHNUNG DER FUNKTION GAMMA(T,X)
C DIE ERSTEN DREI GLIEDER DER FOURIERREIHE (4,4) BENUTZT.
C
(oS e B B B e B T o i B B e e e B B e b B B e e T e T B e e e e e T S
C

IF(JJ.EQ.1) THEN

DO 30 I=1,NX

VD(I)=W((I-1)+*HX)

30 VD(NX2+2-I)=VD(I)

VD (NX+1)=W(L)

VD (NX2+2)=VD(2)

ELSE
C
C****7‘:7‘:***7‘:*7‘:***-.'v*:‘:******:‘:**7‘::'r:’r*****'a\-***********7‘:***7‘:**b‘c'a't:‘r:'c=¥7‘c:‘c=‘v=‘c:‘cv‘r*:‘r*s‘c:‘::‘c
C
C AB DER ZWEITEN PHASE MUSS JEWEILS EINE NEUE ANFANGSVERTEILUNG DER
c TRANSFORMIERTEN WASSERSTOFFKONZENTRATION AN NX AEQUIDISTANTEN
C STELLEN BERECHNET WERDEN.
C
C'a'f*‘-'f'a‘ﬂ'ﬂ‘r:’r***:‘n’c7‘:*:'v**:‘.‘**:‘c****:‘ﬂ\‘**:':*****:‘n‘r****7'::':7'::'ﬂ‘n‘r*****v‘r*7‘:****************
Cc

DO 40 I=1,NX
VD(I)=U(AC,BC,TD,II, (I-1)*HX)
40 VD(NX2+2-1)=VD(I)
VD (NX+1)=U(AC,BC,TD,II,L)
VD (NX2+2)=VD(2)
ENDIF
SUM=0. 5D0% (VD (1)+VD(NX+1))
SUMC=0. 5D0% (VD (1) -VD (NX+1))
PIDNX=PI/DFLOAT (NX)
DO 50 I=2,NX
SUM=SUM+VD(I) |
SUMCC=SUM+VD ( I)*DCOS (2 . DO*PIDNX*DFLOAT(I-1))
50 SUMC=SUMC-+VD (I )*DCOS (PIDNX*DFLOAT(I-1))
BINT=SUM*HX*2.D0
BINTC=SUMC*HX
BINTCC=SUMCC*HX
COH=BINT/L2
C1=2.DO*BINTC/L
C2=2.DO*BINTCC/L
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C
Coededededeededodedededohdoibioioidfoidiohbioihhdddoiilhddiddibilddeiddedeeldoeddededdddioiidviciiok s
C

C AUFLOESUNG DES GLEICHUNGSSYSTEMS (3,2)

C

c

WRITE (6,4000)
V0=VD(1)
VOQ=V0*V0
VL=VD (NX+1)
VLQ=VL*VL
1=0
T2=0.D0
WRITE(6,4100) I,T2,V0,VL
T2=TB(1)
A1=AIN(0.D0,T2,0.D0)
B1=AIN(0.D0,T2,XL)
ACS=ETA (0.D0)+ETA (T2)-V0Q
BCS=PSI (0.D0)+PSI(T2)-VLQ
R0O=0.5D0%* (A1*ACS+B1*BCS)+GAM(T2,0.D0)
RI=0.5D0% (B1*ACS+A1*BCS)+GAM(T2,XL)
U0=v0
UL=VL
I=1
II=I
CALL ITER(A1,B1,EPS,RO,RL,UO,UL)
WRITE(6,4100) I,T2,U0,UL
US0(1)=U0*U0-ETA (T2)
USL(1)=-UL*UL+PSI (T2)
AC(1)=ETA(0.D0)-V0Q-US0(1)
BC(1)=PSI(0.D0)-VLQ+USL(1)
DO 100 I=2,N
II=I
TD(I)=TD(I-1)+DELTAT
IF(TD(I).GT.TZ) TD(I)=TZ
ACS=ETA(TD(I))-US0(I-1)
BCS=PSI (TD(I))+USL(I-1)
T1=0.D0
T2=TD(I)-TD(I-1)
A1=AIN(T1,T2,0.D0)
B1=AIN(T1,T2,XL)
AA1=A1
BB1=B1
RO=ACS*A1+BCS*B1
RI~ACS*B1+BCS*A1
DO 80 K=2,I-1
T1=TD(I)-TD(K)
T2=TD(I)-TD(K-1)
A1=AIN(T1,T2,0.D0)
B1=AIN(T1,T2,XL)
RO=RO+AC (K)*A1+BC (K)*B1

80 RI~RL+AC(K)*B1+BC (K)*Al
T1=TD(I)-TD(1)
T2=TD(1)
A1=AIN(T1,T2,0.D0)
B1=AIN(T1,T2,XL)
RO=RO+AC (1)*A1+BC (1)*B1
RL=RIAAC (1)*B1+BC (1)*A1
R0=0.5DO*R0+GAM(T2,0.D0)
RL=0.5DO*RL+GAM(T2 ,XL)
V0=U0
VI=UL
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CALL ITER(AA1,BB1,EPS,RO,RL,U0,UL)
C

-------------------

c

c AUSGABE DER TRANSFORMIERTEN KONZENTRATION U(T(I),X)
c AUF DEN RAENDERN X = 0 UND X = L

c

c

....................................................

WRITE(6,4100) I,TD(I),U0,UL
USO(I)=U0*U0-ETA(T2)
USL(I)=-UL*UL+PSI(T2)
AC(I)=-US0(I-1)-USO(I)
BC(I)=USL(I-1)+USL(I)
UOD=DABS (U0-V0)
ULD=DABS (UL-VL)
IF(U0.GT.1.D~-10) UOD=UOD/UO
IF(UL.GT.1.D-10) ULD=ULD/UL
IF (DMAX1(UOD,ULD) .LE.STOL) DELTAT=2.DO*DELTAT
GOTO 1GO,(93,95)
93 IF(T2.LT.LHQ) GOTO 95
ASSIGN 95 TO I1GO
DELTAT=DELTAI
95 IF(DABS(TZ-T2).LE.1D-12%TZ) GOTO 110
100 CONTINUE
110 CONTINUE
c
[ OR T  B  R R T T
c
c AUSGABE DER TRANSFORMIERTEN KONZENTRATION U(TZ,X(J))
c
Crededededeiodnimibidnl il fdribibiditibiibimbidditib ittt et ittt
C
WRITE(6,5000)
DX=L/DFLOAT (NXJ)
DO 200 J=1,NXJ
X=DFLOAT (J)*DX
VX=U(AC,BC,TD,II,X)
WRITE(6,5100) J,X,VX
200 CONTINUE
500 CONTINUE
STOP
1000 FORMAT(1H1,5X,'ANZAHL DER PHASEN NJJ =',6I3)
2000 FORMAT(////,6X, 'PHYSIKALISCHE EINGABEDATEN',
¥ 17X, '"EINGABEDATEN ZUR PROGRAMMSTEUERUNG',///
*6X,'D =',E23.16,' (CM**2/SEC)',T50,'N =',15,//,
*6X, 'KR =',E23.16,' (CM**4/SEC)',T50,'EPS =',E8.1,//,
*6X, 'SIGMA =',E23.16,T50, 'STOL =',E8.1,//,
*6X, 'PHII =',E8.1,' (ATOME/(SEC*CM**2))',T50,'IAPP =',12,//,
*6X,'X0 =',F5.2,' (CM)',T50,'NXJ =',14,//,
*6X,'TIS =',F7.2,"' (SEC)',/)
3000 FORMAT(////,6X, TRANSFORMIERTE GROESSEN UND UMRECHNUNGSFAKTOREN NA
*CH (1,9)'
* 6Xf'£ i':éééf16,//,6x,‘Tz =',E23.16,//,6X'TAUL =',E23.16,//,
* 6X,'CEQ =',E23.16,//,6X,'XSI =',E23.16,/)
4000 FORMAT(///,6X, ' TRANSFORMIERTE KONZENTRATION U(T(I),X) AUF DEN RAEN
*DERN X = 0 UND X = L',///, ‘ ,
* 6X,' I',9X,'T',18X,'U(§,O)',22X, u(T,L)',/)
4100 FORMAT(5X,16,E15.5,2E28.16
5000 FORMATE//},éﬁ,'TRANSFORMIERTE KONZENTRATION U(TZ,X(3))',///,
* 6X,' J',9%,'X",23X, 'U(TZ,X) ', /)
5100 FORMAT(5X,I6,E15.5,10X,E23.16)
END



44

g5':*7‘::‘:*s‘:v'n‘::'c*v‘::':*:‘c:‘r7‘.‘5‘:*-.‘:**7':***:‘::‘::‘:********************7‘:*7\'*7‘:7':7‘:************:‘:***
C
C DIE FUNKTION W(X) IST DIE ANFANGSVERTEILUNG FUER DIE ERSTE
N PHASE. DIE FUNKTIONEN ETA(T) UND PSI(T) SIND DIE LINKEN SEITEN
c DER RANDBEDINGUNGEN (1,11). DIESE FUNKTIONEN WURDEN EINGEFUEHRT,
C UM DAS PROGRAMM AN BEISPIELEN TESTEN ZU KOENNEN.
gv‘:****:':7‘::'::‘::'::‘:-.'rv':*7‘:*v':*u':v‘r*****7‘:7‘:7‘:7\'******:‘:7‘::‘«**z‘::':**:‘:7’:**v‘c**v‘:*:'r**‘.‘c*****:‘ﬁ‘:*******
C
FUNCTION W(X)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
W=0.D0
RETURN
END
FUNCTION ETA(T)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-%)
ETA=1D0
RETURN
END
FUNCTION PSI(T)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
PSI=0DO
RETURN
END
C
R L T D LU T T SOE SRR R SRS ACAE MR WE IS Tl ddededededen
C
C ZUR AUFLOESUNG DES SYSTEMS (3,2) MUESSEN FUER JEDEN ZEITSCHRITT
C ZWEI QUADRATISCHE GLEICHUNGEN FUER DIE RANDWERTE U(T(I),0) BZwW.
C U(T(I),L) GELOEST WERDEN. I.A. GIBT ES HOECHSTENS VIER LOESUNGEN,
C DIE GEOMETRISCH DIE SCHNITTPUNKTE ZWEIER ELLIPSEN SIND.
C DAS UNTERPROGRAMM ITER BERECHNET ITERATIV DIE NICHTNEGATIVE
c LOESUNG MIT EINEM RELATIVEN FEHLER KLEINER ALS EPS (EINGABE).
H FALLS KEINE SOLCHE LOESUNG GEFUNDEN WERDEN KANN, BRICHT DAS
c PROGRAMM MIT DER FOLGENDEN MITTEILUNG AB: 'ZEITSCHRITTWEITE
C VERMUTLICH ZU GROSS'. ALS GEGENMASSNAHME SOLLTE STOL VERKLEINERT
c WERDEN.
C
Credededmbeiafirieiribddodriir b dombfedoiib i dododotootrdoriod e d e osk Fedededododedodededodododedodedodeiodededovededotedededodenk
C

SUBROUTINE ITER(A1,B1,EPS,RO,RL,X,Y)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
LOGICAL BOOL
R02=R0O+R0O
RL2=RL+RL
IF(B1.GE.1.D-10) GOTO 10
X=R02/(1.DO+DSQRT(1.D0+A1*R02))
JF(X.LT.0.D0) X=0.DO
Y=RL2/(1.D0O+DSQRT(1.D0+A1*RL2))
IF(Y.LT.0.D0) Y=0.DO
RETURN

10 TERM=R02-B1¥*Y#2
DISK=1.DO+A1*TERM
IF(DISK.LT.0.D0) CALL ERROR
XS=TERM/ (1.DO+DSQRT (DISK))
IF(XS.LT.0.D0) XS=0.DO
TERM=RL2 ~B1%*XS#%2
DISK=1.DO+A1*TERM
IF(DISK.LT.0.D0) CALL ERROR
YS=TERM/ (1.DO+DSQRT (DISK))
IF(YS.LT.0.D0) ¥S=0.DO
XD=DABS (X~XS)
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YD=DABS(Y-YS)
IF(X.GT.1.D-2) XD=XD/X
IF(Y.GT.1.D-2) YD=YD/Y
BOOL~DMAX1(XD,YD).GT.EPS
X=XS
Y=YS
IF(BOOL) GOTO 10
RETURN
END
SUBROUTINE ERROR
WRITE(6,*) 'ZEITSCHRITTWEITE VERMUTLICH ZU GROSS'
STOP
END
C
O o s B S D D T B i S e S i B e e e e e T T S T S B B S T S S S T S i B
C

C BERECHNUNG DER LOESUNG U(T(I),X) FUER 0 < X < L
C (SIEHE KAPITEL 3)
c

Ok L i i S e T e e B B S b B b D e o B e S o b D L e B S L e e e D
c

FUNCTION U(AC,BC,TD,I,X)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)

REAL*8 L,L2,LHQ

DIMENSION AC(1),BC(1),TD(1)

COMMON /COM1/ L,L2,1HQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDIQI,SQTPII,TDSQPI,HX6Q,JJ

T1=TD(I)-TD(1)

T2=TD(I)

Z=AC(1)*AIN(T1,T2,X)+BC(1)*AIN(T1,T2,L-X)

DO 10 K=2,1

T1=TD(I)-TD(K)

T2=TD(I)-TD(K-1)

10 Z=Z+AC(K)*AIN(T1,T2,X)+BC(K)*AIN(T1,T2,L-X)
=0.5D0*%Z+GAM(TD(I) ,X)

RETURN

END
C
C**********************************************************************i
C
C BERECHNUNG DER FUNKTION GAMMA(T,X) (SIEHE KAPITEL 4)
C

c**********************************************************************s

c
FUNCTION GAM(T,X)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
REAL*8 L,L2,LHQ
COMMON /COM1/ L,L2,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI, SQTPII,TDSQPI,HX6Q,JJ
COMMON /COM2/ VD(2002),BINT,COH,C1,C2,PSII,HX,EJNW(100),NX,NW
IF(JJ.EQ.1) THEN
GAM=0.DO0
ELSE
IF(T.GT.LHQ) GOTO 60
IF(T.LE.HX6Q) GOTO 50
HW=6 .DO*DSQRT (T) /DFLOAT (NW)
SUM=0.D0
DO 40 J=1,NW
A=X+DFLOAT (J-1)*HW
B=X+DFLOAT (J)*HW
IA=IDINT(A/L2)
IB=IDINT(B/L2)
IF(IB.GT.IA) GOTO 10
SUM1=GINT (A-L2*DFLOAT (IA) ,B-L2*DFLOAT(IB))
GOTO 20
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10 SUM1=GINT (A-L2*DFLOAT(IA),L2)+GINT(0.DO,B-L2*DFLOAT(IB))
* +DFLOAT (IB-IA-1)*BINT
20 K=IDINT((X~DFLOAT(J)*HW)/L2)~1
A=X-DFLOAT (J)*HW~L2*DFLOAT (K)
B=X-DFLOAT (J-1)*HW~L2*DFLOAT (K)
IA=IDINT(A/L2)
IB=IDINT(B/L2)
IF(IB.GT.IA) GOTO 30
SUM2=GINT (A-L2*DFLOAT (IA),B-L2*DFLOAT(IB))
GOTO 40
30 SUM2=GINT (A-L2*DFLOAT(IA),L2)+GINT(0.D0,B-L2*DFLOAT(IB))
* +DFLOAT (IB-IA-1)*BINT
40 SUM=SUM+(SUM1+SUM2)*EJNW(J)
GAM=SUM/ (2.DO*DSQRT (PI*T))
RETURN
50 I=IDINT(X/HX+5D-1)+1
IM=I-1
IF(I.EQ.1) IM=I+1
GAM=0.25D0%*(2.D0*VD (I)+VD(IM)+VD(I+1))
RETURN
60 GAM=COH+C1*DEXP (-PIDLQ*T)*DCOS (PIDL*X)
* +C2*DEXP (-4 .DO*PIDLQ*T)*DCOS (2 .DO*PIDL*X)
ENDIF
RETURN
END
FUNCTION PINT(XSI,ETA)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
COMMON /COM2/ VD(2002),BINT,COH,C1,C2,PSII,HX,EJNW(100) ,NX,NW
IXSI=IDINT(XSI/HX)
IETA=IDINT (ETA/HX)
IXSIP=TXSI+1
IETAP=IETA+1
SUM=(IXSI*HX-XSI)¥*(VD(IXSIP)+VD(IXSIP+1))~(IETAP*HX-ETA)%*
* (VD (IETAP)+VD (IETAP+1))
SUM1=0.D0O
DO 10 I=IXSIP,IETAP
10 SUM1=SUM1+VD(I)+VD(I+1)
PINT=0.5D0%* (SUM+SUM1*HX)
RETURN
END
FUNCTION GINT(XSI,ETA)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
COMMON /COM2/ VD(2002),BINT,COH,C1,C2,PSII,HX,EJNW(100),NX,NW
IF(DABS(XSI-ETA) .LT.PSII) GOTO 10
IF(XSI.GT.ETA) GOTO 20
GINT=PINT(XSI,ETA)
RETURN
10 GINT=0.DO
RETURN
20 GINT=-PINT(ETA,XSI)
RETURN
END
C

Cedededeicdedededodedodedoioddodiofelodedodviofdodoiohdeiododclololieiolofolodeiofoliloiiioiioikdeoiofloiofdoikdelodieldoliold
c

c BERECHNUNG DER INTEGRALE G(A,B,X) (3,3) (SIEHE KAPITEL 5)
c

Credededededeiededviviodedelododviviodedrivioidefolvioidviviololoiioivioilolrividdoioilodofeioloeioledoiolefedoiiolloidedoioledod
C

FUNCTION AIN(A,B,X)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)
REAL*8 L,L2,LHQ

COMMON /COM1/ L,LZ,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI,HX6Q,JJ
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IF(B.LE.LHQ) GOTO 10

IF(A.GE.LHQ) GOTO 20

AA=THQ

IF(X.EQ.0.D0) GOTO 2

IF(X.EQ.L) GOTO &
AIN=G(A,AA,X)+G(A,AA,L2-X)+G(A,AA,L2+X)+FA(AA,B,X)
RETURN

AIN=TDSQPI*(AA-A)/(DSQRT(A)+DSQRT (AA))+2.D0*G(A,AA,L2)

%* +(B-AA+2 .DO*FF (AA,B)) /L

4

10

12
14

20

22

24

10

20

10

20

RETURN
AIN=G(A,AA,L2+X)+2.D0*G(A,AA,X)+(B~-AA-2.DO*FF (AA,B))/L
RETURN

IF(X.EQ.0.D0) GOTO 12

IF(X.EQ.L) GOTO 14
AIN=G(A,B,X)+G(A,B,L2-X)+G(A,B,L2+X)

RETURN

AIN=TDSQPI*(B-A)/(DSQRT (A)+DSQRT(B))+2.D0*G(A,B,L2)
RETURN

AIN=2.D0*G(A,B,X)+G(A,B,L2+X)

RETURN

IF(X.EQ.0.D0) GOTO 22

IF(X.EQ.L) GOTO 24

AIN=FA(A,B,X)

RETURN

AIN=(B-A+2.DO*FF(A,B))/L

RETURN

AIN=(B-A-2.DO*FF(A,B))/L

RETURN

END

FUNCTION FA(A,B,X)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

REAL*8 L,L2,LHQ

COMMON /COM1/ L,L2,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI,HX6Q,JJ
FA=(B-A+2.DO*FF (A, B)*DCOS (PIDL*(L2-X)))/L
RETURN

END

FUNCTION FF(A,B)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

REAL*8 L,L2,LHQ

COMMON /COM1/ L,L2,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI,HX6Q,JJ
DATA ETA1/0.2D0/,ETA2/10.D0/

Y=PIDLQ* (B-A)

IF(Y.LT.ETA1) GOTO 10

IF(Y.GE.ETA2) GOTO 20

FF=PIDLQI*DEXP (-PIDLQ*A)*(1.DO-DEXP(-Y))

RETURN

FF=DEXP (-PIDLQ*A)* (B~A)*(1.D0-0.5D0*Y+Y#¥2/6.D0)
RETURN

FF=PIDLQI*DEXP (-PIDLQ*A)

RETURN

END

FUNCTION G(A,B,Y)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

IF(Y**2.GE.1.D2*%B) GOTO 10

IF(A.EQ.0.D0) GOTO 20

X=G2(A,B,Y)

G=DEXP (-Y**2/ (4.D0%¥B) )*(G1(B,Y)*X+(1.D0-X)*G4(A,B,Y))
RETURN

G=0.D0

RETURN

G=DEXP (-Y**2/ (4.D0*B))*G1(B,Y)

RETURN

END
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FUNCTION G2(A,B,Y)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)

DATA EPS1/1.D-20/,EPS2/0.2D0/,EPS3/10.D0/

IF(Y.LT.EPS1) GOTO 10
BMAQAB=0.25D0%(B-A)/ (A*B)
Z=Y*¥*2%BMAQAB
IF(Z.LT.EPS2) GOTO 20
IF(Z.GE.EPS3) GOTO 30
G2=1.DO-DEXP(-2Z)

RETURN

G2=0.D0

RETURN

G2=2%*(1.D0+Z*(Z/6.D0-0.5D0))

RETURN

G2=1.D0

RETURN

END

FUNCTION G4(A,B,Y)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
REAL*8 L,L2,LHQ

COMMON /COM1/ L,L2,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI
COMMON /COM3/ SN(0:20),BN(20),AQ4,ALFA,T,TALPI,N,M

DATA ETA10/1.D-10/
IF(Y.LT.ETA10) GOTO 10
IF(Y**2.GE.B*AQ4) GOTO 20
IF(Y**2.LE.A*AQ4) GOTO 30
X=Y*¥*2/AQ4

G4=G42 (A,X,Y)+G41(X,B,Y)
RETURN

G4=TDSQPI*(B-A)/ (DSQRT(A)+DSQRT(B))

RETURN

G4=G42(A,B,Y)

RETURN

G4=G41(A,B,Y)

RETURN

END

FUNCTION G1(B,Y)
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
REAL#8 L,L2,LHQ

COMMON /COM1/ L,L2,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI,HXéQ,JJ
COMMON /COM3/ SN(0:20),BN(20),AQ4,ALFA,T,TALPI,N,M

SQRTB2=2.D0*DSQRT (B)
FAK=SQRTB2*SQTPII

IF (B*AQ4.GT.Y*%2) GOTO 20
X=2.DO*B/Y#¥2

S=BN(M)*X

DO 10 I=M-1,1,-1
S=(S+BN(I))*X

G1=FAK*S

RETURN

Z=Y /SQRTB2

X=2/ (T+2)

S=SN(N)

DO 30 I=N-1,0,-1
S=S*X+SN(I)
FZ=(T/ (T+2Z) )**ALFA*S
G1=FAK*F?Z

RETURN

END

FUNCTION G41(A,B,Y)
IMPLICIT REAL#8 (A-H,0-Z)

COMMON /COM3/ SN(0:20),BN(20),AQ4,ALFA,T,TALPI,N,M

SQRTA=DSQRT(A)
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SQRTB=DSQRT (B)

SQRTAB=DSQRT (A*B)
T1=TALPI*(2.DO*SQRTA)** (ALFA+1.D0)

T2=2 . DO*SQRTA*T+Y

T3=2.DO*SQRTB*T+Y

T4=(1.D0- (A-B)*Y/ (T3* (A+SQRTAB) ) )**ALFA
EMB=(A-T4**2%B) / (A+T4*SQRTAB)
BETA=1.D0-EMB
EMQ=2.D0%* (B-A)*T/ (T3* (SQRTB+SQRTA) )
Q=1.D0-EMQ
S=(EMB+BETA®EMQ)*SN (1)*Y/T2%* (ALFA+1.D0)
P=0.D0

DO 10 I=2,N

P=(P+1.D0)*Q
S=S+(EMB+BETAYEMQ* (1.D0+P) )*SN(I)*Y#*I /T2%*% (ALFA+I)
CONTINUE

G41=-T1* (EMB/T2#*ALFA+S)

END

FUNCTION G&42(A,B,Y)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)

REAL*8 L,L2,LHQ

DIMENSION CN(20)

COMMON /COM1/ L,L2,LHQ,PI,PIDL,PIDLQ,PIDLQI,SQTPII,TDSQPI,HX6Q,JJ
COMMON /COM3/ SN(0:20),BN(20),AQ4,ALFA,T,TALPI,N,M
X=DSQRT(A/B)

CN(1)=1.D0+(1.DO+X)*X

DO 10 I=2,M
CN(I)=1.D0+(1.DO+CN(I-1)*X)*X

X=2 .DO*B/Y#¥2

S=BN (M)*CN (M)*X

DO 20 I=M-1,1,-1

S=(S+BN(I)*CN(I))*X
G42=TDSQPI*(B-A)/(DSQRT(A)+DSQRT(B))*S
RETURN

END

C
C
C

BERECHNUNG DER APPROXIMATION SN(Z;ALFA,T) DER FUNKTION F(Z)
(SIEHE KAPITEL 5)

.........................................................

C
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SUBROUTINE SNALFA

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

DIMENSION A(0:20),FAK(0:20),TNK(0:20)
COMMON /COM3/ SN(0:20),BN(20),AQ4,ALFA,T,TALPI,N,M
SQRTPI=DSQRT (4.DO*DATAN(1.D0))
TALPI=T**ALFA/SQRTPI

A(0)=1.D0

FAK(0)=1.D0

TNK(0)=1.DO

DO 10 J=1,N

FAK(J)=FAK(J-1)*J

TNK (J)=T*%*J

CONTINUE

DO 20 J=1,N,2
A(J)=-SQRTPI/FAK((J-1)/2)

CONTINUE

DO 40 J=2,N,2

P=1.D0

DO 30 K=0,J/2-1

pP=P*(J/2+K)
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CONTINUE
A(J)=2%*(J-1)/P
CONTINUE
SN(0)=1.DO

DO 70 I=1,N
S=TNK(I)*A(I)

DO 60 K=1,I
P=1.D0

DO 50 J=0,K-1
P=P*(I-K+ALFA+J)
CONTINUE
=S+P/FAK(K)*TNK(I-K)*A(I-K)
CONTINUE
SN(I)=S
CONTINUE

END
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