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Einleitung

Sei X(t) ein stochastischer ProzeB, z.B. sei X(t) die Koordi-
nate eines Teilchens, das einer zuf&dlligen Bewegung auf einer
Geraden unterworfen ist, zur Zeit t. Die bedingte Wahrschein-
lichkeit, das Teilchen zur Zeit t im Intervall [ &, b] zu
finden, wenn man weiB, daB es zur Zeit s <t den Punkt x inne-

hatte, sei1

b
TVob{X(EJe[alL]()((S)=X} = /(P(X;S/‘J,Ua(y,

Genligt P der SMOLUCHOWSKIgleichung

Plxisly t] = /l(x; 2%)//)(2,44(%3.\9)0(2, S<u<t

so nennt man X(t) einen MarkowprozeB. Hingt darliber hinaus P
nur von t-s ab, so sagt man, X(t) sei ein stationidrer Mar-

kowprozef.

Es 1ist

?(Ylsl'\alf) = ’P(X,"al'é—tf/ )'lL_-'J>o
und

Pyttt = [Pl 60) (e, b)) oo
fir |

£, i, >0.

1)

1) Wir nehmen hier in der Einleitung an, daB alle Wahrschein-
lichkeitsmaBe durch Dichten gegeben sind. In der Arbeit
selbst wird diese Voraussetzung nicht gemacht.
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Aus dieser Gleichung gewinnt man nach einem in der.physika-
lischen Literatur 6fters verwendeten Verfahren1) eine Dif-
ferentialgleichung fir P, in dem man flr ein festes z die
Funktion P (i,fj“tl) in y nach Potenzen von z-y ent-
wickelt, nach dem Glied zweiteg)Ordnung abbricht und mit

t2 gegen Null zur Grenze geht.

Die entstehende Differentialgleichung hat die Form

9Pl L) 9
AL N R — & (my)Plxy, t)
3¢ 93 ()P (xy, )

+ ?"%L,_ (‘b(\a)?(x,y,fc)j

und tragt den Namen FOKKER~-PLANCKgleichung.

Es erheht sich die Frage, ob es nicht mdglich ist, hohere
Glieder der Potenzreihenentwicklung mitzunehmen und so
zu einer Differentialgleichung zu gelangen, die hdhere als

zweite Ableitungen in y enthilt.

Die Diskussion der sogenannten "stetigen" Markowprozesse
zelgt aber, daB in diesem Spezialfall, auf den die Methode
der Potenzreihenentwicklung recht eigentlich zugeschnitten
ist, auch ein Weitertreiben der Entwicklung keine hdheren
Ableitungen liefert. Die neu hinzutretenden Terme verschwin-

den namlich beim Grenzﬁbergéng.iz-4> 0.

Die Markowprozesse, die am vollstidndigsten erforscht sind,
sind die stationidren, raumlich homogenen Prozesse, bei de-

nen P von der Form ist

Ply-x, t-s)

1) s. N. WAX. Selected papers on noise and stochastic pro-
cesses. Dover publications.

2) Ausfihrliche Rechnung bei WANG & UHLENBECK, Rev. Mod.
Phys. 17, (1945) S. 223 (auch bei WAX abgedruckt).
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Aber auch die zu diesen Prozessen gehdrigen Differential-
gleichungen konnen keine hdheren als zweite Ableitungen in
sich schlieBen, wohl aber kann eine Art Integralterm zu-

satzlich auftreten.

Die Aufgabe dieser Arbeit war es nun, diese Aussagen auf
eine mdglichst welte Klasse stationdrer Markowprozesse aus-

zudehnen.

B.

Wir verwendeten dazu funktionalanalytische Hilfsmittel, vor
allem die Theorie linearer Transformationen von Banachriu-
men. Fir jedes t >0 definiert P (X, M t ) einen Operator
U(t) der Form:

f> Wof = [Pluy ) fly)dy .

Die Funktion f wird dabei als borelmeBbar und beschrankt

vorausgesetzt. Es ist verniinftig ,
U(o) = I (identischer Operator)

zu setzen.

Die SMOLUCHOWSKIgleichung lautet in dieser Formulierung
/U.(-E\‘\”t)_)’—_—‘ u(én)q/t(,'tz_) (_t'\)t‘)_ZO)

Man erhidlt fiir den Differenzenquotienten

Uk ot br) = Ut ( W lt)-T
t, ) t,
Wenn wir uns fiir die Form der Differentialgleichung fir
P, bzw. U(t) interessieren, geniligt es, das Verhalten von
nty -1
t
fir t ¥ 0 zu betrachten.
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Was unsere Operatoren U(t) vor anderen auszeichnet’, sind die

beiden Eigenschaften

u(t)2 0 (Positivitdt der Wahrscheinlichkeitsdichten
PlamE) )
U(t)1 = 1 (Die Wahrscheinlichkeitsdichten ¢>CX\L3‘£')

sind auf 1 normiert),

wo 1 die konstante Funktion ist, die filir alle reellen Zahlen

den Wert 1 annimmt.

Die wichtigere von beiden Eigenschaften ist die erste. Sie
ist es im Wesentlichen, die das Auftreten von hdheren als

zwelten Ableitungen verhindert.

C.

Wir definleren die R&ume B“, n=o0,1,2,...,dle aus all den
n-mal stetig differenzierbaren Funktionen bestehen, die samt
ihren n ersten Ableitungen im Unendlichen verschwinden. Wir
fordern, daB es ein festes nz 2 gibt, so daB Jjedes U(t), t=2 0
den Raum B_ in sich Uberflihrt und daB fir t=>t' und ré€B,

W) @i p )™ (b& W £ )

gleichmdfBig konvergiert. Es ergibt sich, daB unter dieser

Voraussetzung ne -
. t) -1
e €
tilo

filr jedes f aus dem von.B, vnd 1 zusammen aufgespannten Funk-
tionenraum E2 punktweise existiert. AL ist eine borelmeBbare,
Uber Jjedem Kompaktﬁm beschrinkte Funktion. Das Funktional

Ao feE, = (Af)wr

hat die Form
AW L> = m(0 £10 + ey (freo)- )
X)
+ £ &(x)o, (\C(‘a)——{’(x) — flexy d-x ) ”";('3’*’/2>

TH(Y-x)"" - x/*




WO Q(x)O ein positives integrierbares MaB, d.h. ein positi-
ves MaB endlicher Gesamtmasse ist. Die Zahlen c(x) sind> O

und verschwinden filir fast alle x. Bis auf den Term

clx) (fFleo)= fexy)

~hat A(x]) genau die Form, wie sie von den riumlich homogenen

Prozessen her bekannt ist.

Wdhlt man n> 3, so fgllt dieser Term Uberhaupt weg. In die-

sem Fall kann man aucin dile Aussagen, die wir flr féEE2 mach-
ten, auf Jjede zweimal stetig differenzierbare Funktion f
Ubertragen, die samnt ihren ersten beiden Ableitungen beschrinkt

ist.

AuBerhalb einer (beliebig Kleinen) Umgebung des Punktes

y=x werhdlt sich A(x) wie ein Integraloperator. In der Umge-
bung von x kommen dagegen andere Eigenschaften zum Vorschein.
Z.B. ist fir c(x)=o0 und Q(x)=Db(x) J&:( d} bedeutet eine

Einheitsmasse im Punkte x)

AL L > = m) {00 + bé’() [ .

Diesen Sachverhalt meinten wir, als wir oben davon sprachen,
daB zur FOKKER-PLANCKgleichung nur eine "Art" Integralterm

hinzutreten kénne.

D.

Diese Erdrterungen fiillen das zwelte Kapitel, wihrend das
erste einige Grundlagen aus der MaB- und Distributionentheo-
rie bringt. Der erste Paragraph enthilt eine kurze Zusammen-
fassung ler von uns benétigtendTheorie der Banachriume, die
dann in T.durch die Theorie der Integration vektorwertiger
Funktionen vervollstandigt wird. In 2. und 3. werden die in-
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tegrierbaren MaBe und Distributionen eingefiihrt und einige
ihrer Eigenschaften beschrieben. Abschnitt 4. handelt von
der strengen Konvergenz integrierbarer MaBe.1) Diese ist
schwédcher als die Konvergenz in der Normtopologie, aber
stdrker als die einfache Konvergenz flir jede im Unend-
lichen verschwindende stetige Funktion. Die strenge Kon-
vergenz wird gebraucht . um die Schwierigkeiten; die durch
die unendliche Assdehnﬁng,der Geraden, d.h. ihre Nicht-
kompaktheit verursacht werden, zu bewdltigen. Schon im
ndchsten Abschnitt 5., der sich mit der Faltung beschif-
tigt, zeigt sich die Niitzlichkeit dieses Konvergenzbegrif-

fes.

Der Anhang Uber normbeschridnkte Halbgruppen vom Faltungs-
typus, zu denen auch die rdumlich homogenen stationédren
Markowprozesse gehdren, zeigt,dbﬂ aus ganz schwachen Vor-
aussetzungen die Stetigkeit dieser Halbgruppen folgt. Ein
wesentliches Hilfsmittel ist ein tiefer liegender Satz iber
strenge Konvergenz nicht notwendig positiver, integrierba-
rer MaBe (4 I).

Das ganze erste Kapitel, sowle der Anhang kdnnen ohne Schwie-
rigkeiten beinahe wortwdrtlich von der eindimensionalen Ge-
raden auf einen endlichdimensionalen Raum ibertragen werden.

1) Dieser Begriff wurde von L. SCHWARTZ; Semigroups iber-

nommen.
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-I. Kapitel

Grundlagen aus der MaB- und Distributionentheorie

1. Normiert: Vektorriume

Ein normierter reeller Vektorraum1) X ist ein Vektorraum
ilber den reellen Zahlen, in dem eine reellwertige Funk-
tion X —> l(x{l , genannt Norm, definiert ist, die die

folgenden Eigenschaﬁten besitzt:

Ixtt > ¢ ,

‘IX “ = O genau dann, wenn x = o,

A = 1AL lx 1,

Ix+y Il £ Ixi + Nyl
Durch den Abstand
xy = Il x-y ||

ist in X eine Metrik definiert. Die zugehbrige Topologie
heiBt die Normtopologie. In ihr ist eine Menge U Umge-
bung eines Punktes x genau dann, wenn sie eine offene Ku-

gel um x enthdlt, d.h. eine Menge der Form

{:'% e X iy —xil <7 }
mit r > o.
X heiBt ein Banachraum, wenn es in seiner Normtopologie voll-
stdndig ist, d.h. wenn Jede Cauchyfolge einen Grenzwert be-
sitzt. Eine~Cauchyfolge xi € X ist eine Folge mit der Eigen-
schaft:
zu jedem & > O gibt es ein N, so daB Il x; - lel«<£ fiir i, j>N.

Seien X und Y zwel reelle normierte Vektorriume versehen mit
ihrer Nbrmtopologie,und sei T eine lineare Abbildung von X
in Y. Die Abbildung T ist genau dann stetig, wenn sie be-

schrankt ist?) d. h. wenn

1) LOOMIS S. 13
2) LOOMIS S. 15
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(T = s { [ TGO xe X ixligA }

endlich ist.

Den Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen von X
in Y bezeichnen wir mit LXY. Die Funktion T-J?”T][bildet
in IXY eine Norm. Wenn Y ein Banachraum ist, dann ist es

auch LXY1),

Fuir die Anwendungen ist die Normtopologie von LXY oft zu
fein. An ihrer Stelle wird dann hdufig die sogenannte ein-
fache Topologieg), die man auch Topologie der punktweisen
Konvergenz nennen kann, verwandt. In ihr ist eine Menge U
Umgebung des Elementes T € LXY dann und nur dann, wenn U

eine Menge der Form

{S e LXY : I(S-T)ix;) <&, t= ”'“’“}

enthidlt, wo {?i’ 1= 1...nl} eine endliche Teilmenge von
X und £ eine echt positive Zahl ist.

In der einfachen Topologie ist LXY ein topologischer Vektor-
raum, flr den die folgenden leicht zu verifizierenden Aus-

sagen gelten:

(1) Eine Folge TiE ILXY konvergiert genau dann gegen T €LXY,
wenn die Folgen T4 (x) fir Jedes feste x€X nach T(x)

in Y streben.

(2) Die Abbildungen

T €1LXY > T(x)eY

sind filir Jjedes feste x€X stetig.

(3) Sei E ein beliebiger topologischer Raum. Eine Abbildung

F: E>s5>IXY
ist genau dann stetig, wenn die Abbildungen

ee E — [FCEPJ ¥ €V

flir jedes feste x&€X stetig sind.

1) LOOMIS S. 15
2) BOURBAKI, esp. vect. top. II S. 18
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Neben der einfachen Topologie bendtigen wir bisweilen
etwas andere, mit ihr nah verwandte Topologien, die
Topologie der gleichmédfigen Konvergenz uUber jedem Kom-
paktum und die Topologie der punktweisen Konvergenz
Uber einer in X dichten Teilmenge. Eine Menge U CLXY
ist Umgebung von TELXY in der ersten Topologie genau

dann, wenn sie eine Menge der Form

[ SelXy: //.(5-T)O<)l(<£)xel<§

enthdlt, wo K eine kompakte Teilmenge von X und € > ist.
Sie ist Umgebung in der zwelten Topologie dann und nur

dann, wenn sie Obermenge von

{ Se Xy - (s ~T)(x;}/{ < & XLGA) <=4-"""}
ist, wo {xi, i = 1...n} eine endliche Teilmenge der
in X dichten Menga4ist.

Der filir uns in diesem Zusammenhang wichtigste Satz lautet:

Satz:1) Auf einer normbeschrinkten Tellmenge von IXY sind
die folgenden drel Topologien identisch
i) die Topologie der punktweisen Konvergenz iber einer

in X dichten Teilmenge,
ii) die einfache Topologie,
iii) die Topologie der gleichmidBigen Konvergenz iiber je-

dem Kompaktum.

Folgerung: Sei T; eine normbeschrinkte Folge aus LXY‘und
konvergiert T;(x) —» T(x), T €LXY, fiir jedes Element x
einer in X dichten Teilmenge, dann konvergiert T; einfach

nach T und gleichmidBig lber Jjedem Kompaktum ir. X. Ist Y
ein Banachraum, so genlgt es vorauszusetzen, daB die Ty
normbeschrinkt sind und die Ti(x) Cauchyfolgen bilden2).

1) BOURBAKI esp. vect, top. II S. 23. Dieser keineswegs
tiefliegende Satz ergibt sich fast unmittelbar aus den
Definitionen. Er ist eine Version des Satzes von Banach-
Steinhaus.

2) HILLE und PHTLLIPS S. 41




1D Wir nennen die Menge aller reellen Zahlen R. Mit dem

Betrag als Norm ist R ein Banachraum. Der Raum LXR

der steftigen linearen HFunktionale von X in R heifBt der
Dualraum von X und wird mit X' bezeichnet. Fiir LXX, den
Raum der stetigen linearen Operatoren von X in sich,
schreiben wir kinftig kurz IX. Die einfache Topologie
von X' heiBt in der Literatur oft "Schwach™ - Topologie',
wihrend -die von ILX als "starke Operatortopologie" be-
zeichnet wird1).

Wir schreiben a(x), €X', x €X gewShnlich in Form eines
Skalarproduktes

/(,L(,x) = L pa, x>
und lassen, falls Y von R verschieden ist, oft die
Klammern bei T(x), x€ X, T €LXY weg:
T(x) = Tx &

1E Sei €Y' und TEIXY. Die Abbildung
xe X —> Q/A)'T'x'> e R

ist als Hintereinanderschaltung zweier stetiger Abbildungen
stetig und definiert somit ein Element aus X', das wir mit
T bezeichnen. '

4:/1& 7: X P = <:/”v-71‘ > .

Die Hunktion

- I
/Ae\/'——»/a.lex
ist stetig, wenn man X' und Y' mit der einfachen Topologie
versieht. Wir haben dazu nach 1B(3) zu zeigen, daB fiir je-

des x& X

P e VY — </L&—T; X 7 = <u/*v Tx > €R

stetig ist. Dies folgt aber aus 1B(2).

1) s.z.B. HILLE und PHILLIPS SS. 37, 52
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Ebenso gilt, daB die Abbildung

T I
ILXY und X' versehen mit ihren einfachen Topologien,
stetig ist. Flir jedes x€X ist ndmlich nach 1B(2)

T =>Tx

stetig. AuBerdem ist nach der Voraussetzung lber die

Elemente von Y'!

stetig. Die Abbildung
T L uTixy = L u, Tx>

ist die Zusammensetzung der stetigen Abbildungen

T —>Tx
und
Tx —7 <MTx >

und darum stetig. Das war aber nach 1B(3) zu zeigen.

Im Verlauf unserer Ausflihrungen werden wir ofters den
folgenden Satz, das sogenannte uniform boundedness
theorem1), benttigen.

Satz: Seien X und Y zweil normierte Rume und sei X
vollstédndig, dann gilt flir jede Teilmenge M ILXY, die

die Eigenschaft

AP T xHYyll <« oo rur jedes xX&X
Te M

besitzt, daB

dp LTl < o0

Te M
ist.

1) S. BOURBAKI, esp. vect. top. ITI S. 21f
HILLE und PHILLIPS S. 26
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2. Der Begriff des integrierbaren MaBles und der

integrierbaren Distribution n-ter Ordnung.

2A Wir betrachten im folgenden reelle Funktionen iliber der
reellen Achse R. Sei f eine n- mal differenzierbare Funk-

tion, so Setzen wir

£l = g { [§900 ] xeRogiem T,

Dabei ist + 00 als Supremum zugelassen. Es ist

(00, = awp {IE90 : 0crem |

Sind f und g zwel n-mal differenzierbare Funktionen, so
ist ihr gewShnliches Produkt fg,

(fg) (x) = £(x)g(x)),

wieder n-mal differenzierbar und es gilt

M%mézmnmmuu

Es ist ndmlich
){‘(K) ("_ k‘) /(

e ), =1 Z )

-

4Z£mﬂwwuuwmm

< Mfn, tgn, = G) =207y, g 0
1l Ng i,

fiir jedes i, 0 £ i £n.

”l\/lr

2B Unter By verstehen wir den Raum aller stetigen und n-mal stetig
differenzierbaren Funktionen, die samt ihren n ersten
Ableitungen im Unendlichen der reellen Achse verschwinden.
-F _ ﬂf~ﬂ44 ist eine Norm in Bn,und B, ist in dieser
Norm vollst&ndig, also ein Banachraum.




2C

2D

_7_

Um die Vollstdndigkeit zu beweisen, miissen wir zeigen,

daB jede Cauchyfolge einen Grenzwert in B, hat.'Sei also

.F'K € B.. jund gebe es zu Jedem £>0 ein K, so daB

M fe— fxi My <€ fir &, K = K . Es konvergieren also
alle Ableitungen (”l 0<£i &£ gleichmiBig gegen
stetige Funktionen %i . Nach den S'a',tz.en iiber die gleich-
miBige Konvergenz ist aber @; = ]C(') | f= 9o = Livn fx
Da alle 'FK(”, 0 £ 1 €M im Unendlichen verschwinden, wird
auch -F(".) = ,&,'\(M _FK(“)dort zZUu null‘ und damit ist £ & B )
und die ‘F\‘ konvergieren in der Normtopologie von B, gegen f.

Hilfssatz: Eine im Unendlichen verschwindende stetige Funk-

tion ist gleichmidBig stetig.

Beweis: Zu zeigen ist, daB es zu jedem £ >0 ein cf>O gibt,
so daB [FLX-&-B\)—--F(_x)lSE

fir alle &l £ $ und x €R ist. Wir wdhlen zunidchst ein C21

so,dal
[feo| €& fir | X1z C -1

ist. Dann gilt fir | X{ZC una [4&H] € Jd <4

|Cexx )= £ ¢ foxramls\foo) ¢e .

Da f(x) im abgeschlossenen Intervall l_— C- 4) C+ ’]] gleich-
miBig stetig ist, gibt es ein ©O < d €4, so daB

‘?CX—&-@\)——-F(;() \ < € ist fir alle (&,légund
alle | x| ¢ C . Damit ist die Behauptung fir alle X &R
bewiesen,

Offensichtlich ist fir m >=n der Raum Bp in B, enthalten.

Dariiber hinaus gilt der Satz :

Satz: Flir m=n ist By, dicht in B, bezliglich der Normtopo-

logie von Bp.




Beweis:j)Sei feBn. Wir setzen

e (- 4_’1){1 ) dr x4 4
) Somnst

q(x) =

(k sei so bestimmt, daB fg(x)oLX= 1)

und

X
QE,(-X): é. e(?i_)

C e 1ist beliebig oft differenzierbar und verschwindet
samt seinen Ableitungen fiir JX|2€ . gei -F X p¢

definiert durch ¥+ €

(Free oo = ffop) ecteory) dy = (£ eecemy) dy

X— & .
{T¥ €& ist beliebig oft differenzierbar und verschwindet
samt allen seinen Ableitungen im Unendlichen, gehort also
Jedem By an flir m = 0,1,2....

Es ist
i ¥t €
Exe )" = g £ (y) e ey oy
und '5
[(Exe)_ [ov]
= fyi (-F(O (4) = F“’cx}) €e Cx—ny) ol
é /Bw \_c(.\') (\'é)—*‘FUI)(x)/ .

x—éé'j & X+ €&
Aus der gleichmdBigen Stetigkeit von f(l> (S.QCg folgt,
daB (-( ¥ @¢ )L” flir £€—= 0 gleichmidBig gegen f(?
giert (041i£n),und damit

konver-

- 65*'{: lw =0 fir 8.__>0

1) s. L. SCHWARTZ TD I S. 22
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2E Definition: Die stetigen linearen Funktionale iber Bo

heiBen integrierbare MafBle, die stetigen linearen Funk-

tionale liber Bp integrierbare Distributionen n-ter Ordnung1),
Ein integrierbares MaB /A helBt positiv, wenn aus {‘e-Z?a,
fz 0 folgt, daB </“)F> > o0 ist?),

Sind f und g Funktionen aus Bn’ so liegt ihr gewShnliches

Produkt fg wieder in B,. Die Zuordnung

g —>fg

ist laut 2A beschridnkt und somit stetig. f definiert also

ein Element aus LBn, das wir wieder mit f bezeichnen.

Die Abbildung

g —> <u,fg>
ist eine integrierbare Distribution, die wir/b4f nennen

(s. 1E). Vermdge des Produktes

/0( GBM))%‘éﬁm -—'7/“'7['

bildet Bn' einen Modul iiber B,

Manchmal ist es aus Griinden der Ubersichtlichkeit not-
wendig, die Funktionen féjBn in der Form f = f(x) zu
schreiben. Wir verwenden dann bisweilen fir die Funktionals
aus Bn' auch die Koordinatenschreibweise:

o= Ty

pf = e fex

<pay f 5 = L puty), x>,

x ist inM(x) eine uneigentliche Variable, d.h. M (a) mit
festem reellen a ist nicht definiert. Die uneigentliche
Variable x ist nur ein Index und bedeutet, daB A auf Funk-
tionen angewandt werden soll, die von der eigentlichen
Variablen x abhidngen. Um Verwechslungen zu vermeiden, soll
stets hervorgehoben werden, wo X eine uneigentliche Variable

ist.

1) L. SCHWARTZ TD II S. 59

2) Wir folgen hier der BOURBAKIschen Terminologie. HALMOS
behdlt den Namen M a B den positiven Funktionalen vor
und bezeichnet das, was wir MaB nennen als "signed
measure'".




- 1o -

2F Sel s €Bp' und m2n. Dann ist By CBy und 4 damit auch in
B definiert. & ist auch stetig in der Normtopologie von
Bp ; weil namllch Wl < 0l £l ist, folgt aus £l <4
aas Il flly, < ist und daraus 14,04, £~ < e "B.: . Also

) )
BoCBqCB?_/C

Sei umgekehrt MA€Bp', n<m und M stetig in der von Bp
in By induzierten Topologie, d.h.

aip { [4pf |+ FeBm, 11, <4} < oo,
dann 148t sich/éi, well By in der Normtopologie von Bp

dicht in Bn ist, eindeutig in ein stetiges Funktional auf

Bn fortsetzen.

2G Sei D der Differentiationsoperator
D: f—-bf'o
D ist eine stetige Abbildung von B_ in B T
IDfl, -, = s [ ILL G+ o1 ¢
m 4 o, 067 ¢m-ua } < ll{ I,

fir §{ € By, - Ebenso ist die i-fache Differentation

i . . . . . '
D~ eine stetige Abbildung von Bn in Bn—1' Sel/U-e Bn—i s
so ist das durch

<:,L‘) :D‘-F > = 45/*‘I>3 {’;>

definierte Funktional/aDl ein Element von Bp'.

Darstellungssatz 1) JedeschE&' 148t sich in der Form
o = EZ /Mw ])‘ ~ darstellen, wo dle/ALLlntegrlerbare

Mafle 51nd und wo
M

HO(HTBMI = > ”/“"“Bo/ ist

i=0 \n+1
Beweis: Wir bezeichnen mit (Bg)

den Vektorraum‘der
(n+1)- gliedrigen Folgen

¢ = CPoy @a, - @a ), € B,

Versehen mit der Norm

e = oy {HCPt(la’ 0 < s/m}

ist (BO)n+1 ein Banachraum.

- 1) s. L. SCHWARTZ TD I, S. 91
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Sei A der Teilraum

(ee®)™" 0= (60 4) fem, ]

O)n+1_ Norm ist isometrisch zu

/\ versehen mit der (B
Bn. Denn jedem Element f aus B, entspricht eindeutig ein
Element CP aus (Bo)n+1/und umgekehrt ist f bestimmt durch
das erste Glied von QD . DaB die Korrespondenz linear ist

und die Norm erh#lt, ist offensichtlich.

& kann also auch als ein beschrinktes, lineares Funktional
ﬁber.d verstanden werden. Nach dem Satz von HAHN und BANACH1)

gibt es ein beschridnktes lineares FunktionalE; gleicher Norm
iiber (Bo)n+1

Linearitdt ist

(2, @> = L3, (qu, ., md

,das auf A mit ¢o¢ libereinstimmt. Wegen der

= { & —
) (oy0,00) > 4 + L%, (o, ... ) P>
Die Abbildung
¢ —=> dx, (0,0 ,0:0))

ist beschridnkt und linear. Deshalb gibt es ein /LL(é'B,, SO
°
daB

Loty L0 @evi0 ) = LM, 0>

ist. Also ist

Lo, @

i

]%;; <3/*f ! (65 j7 .

< 4
S0 ist
(o, > = & i g -
X, P> = CK,(P‘> = <: ; . _ .
=0 /Q ’ ,-:Z:</&"D/1£>.-

1) s. LOOMIS S. 19
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Geht man von A zu Bp zuriick, so findet man
n

<O()'F> = E’ </‘A"—D‘I‘€>

l.-_-:o
oder
iy
X = Z /(A,' DI
Da 'S
Tet o, = 1
BM x H (30)"4'*4 /
ist, gilt
[ o |l

i




5
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3. Ausdehnung des Definiftionsbereichs integrierbarer

MaBe und Distributionen.

Wir gebrauchen im folgenden &fters die Symbole fi¢ f
oder fi¢ f. Sie sollen bedeuten, daff die Funktionen fi
monoton aufsteigend oder monoton absteigend punktweise

nach f konvergieren.

Wir nennen eine Familie reellwertiger Funktionen monoton1),
wenn sie mit Jeder punktwelse konvergierenden monoton auf-
oder absteigenden Funktionenfolge deren Grenzwert enthidlt.
Der Durchschnitt aller BO enthaltenden monotonen Funk-

fionenfamilien ist wieder eine monotone Funktionenfamilie,
die Bo enthdlt, die kleinste lhrer Art. Wir bezeichnen sie
mit & und nennen die ihr angehSrigen Funktionen borelmefB-

barg).

Man beweist, daB mit f und g auch £ + g, cf(c reelle Zahl),
sup(f,g) und inf(f,g) in z’liegenj). L ist also ein

Vektorraum.

Seil fi eine punktweise nach f konvergierende Funktionen-

folge ausI . Da

sup (fy, Ty, qsesTyy) T sup(fy,f, 45 £q 0seee) =Dy
und
hy v £,

ist f‘éot und_;f somit abgeschlossen gegen den Grenzliber-

gang bei punktweise konvergierenden Folgen.

Wir konnen also auch Jf so charakterisieren, daB wir sagen,
L sei die kleinste Funktionenmenge, die Bo enthdlt und
mit Jjeder punktweise konvergierenden Funktionenfolge auch

deren Grenzwert in sich schlief3t.

1) LOOMIS S. 32
2) LOOMIS S. 32, zur Bezeichnung "borelmeBbar" s.HALMOS S. 78

3) LOOMIS S. 32
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B Wir bezeichnen mit M die Menge aller borelmeBbaren be-

schrinkten Funktionen.

Satz: Die Einheitskugel K(M), d.h. dle Funktionen-

menge

(feMeIflcad < (fez: g, <]

ist die kleinste monotone Familie, die die Einheits-
kugel K(Bo) von B enthdlt.

Beweis:1) Sei K die kleinste monotone K(BO) enthaltende
Famille. K(M) ist monoton und enthilt K(BO), also

K CK(M).

Sei weiter 1 die konstante Funktion, die an allen Punkten
den Wert 1 annimmt, und M€ die Menge aller Funktionen f

mit der Eigenschaft
inf(+1, sup(-1,f)) € K,
so ist € monoton und enthilt B, Also IC??\? . Flir r €K(M)

ist aber
inf (1, sup(-1,f)) = f.

Jedes f € K(M) hat also die Eigenschaft f €K. Damit ist
K(M) C K.

Die Funktion f;;>llfl%bildet eine Norm in M und M ist in
dieser Normtopologie vollstidndig, also ein Banachraum. Kon-
vergiert ndmlich eine Folge beséhrankter borelmef3barer
Funktionen gleichmdBig, dann ist ihr Grenzwert beschrinkt
und als punktweiser Limes borelmefbarer Funktionen borel-
meBbar (s. 3A).

1) s. LOOMIS S. 32
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3C Ausdehnungssatz fir integrierbare MaBe: Sei/uéBo', dann
gibt es genau ein Funktional)ieM', das auf Bd migﬂﬁber—

einstimmt und fiir das gilt
aus fi €M und fi¥ 0 folgt L ., £ > — 0 .

‘Die Normen von M und/Z: stimmen iUberein. Wenn /b(positiv
ist, ist es auchljl.

Beweis:
i) Existenz

Man kann/uals Differenz zweler positiver integrierbarer
MaBe darstellen 1)

pos et T
Il/ullﬁa/ = [[/,,_*llgo, +lplg

w02) fir -F = 0

<t f o= s {é/u,}> =ge’Bo‘) 04 <{ ]

ist.

Sei §% ein positives, integrierbares MaB, dann gibt es nach
den Ergebnissen der MaBtheorieE) einen linearen, By enthal-
tenden Funktionenraum L4 (A), den Raum der A -integrablen
Funktionen, und eine Fortsetzung A von.i.auf LA (A), die
positiv und linear ist und flir die der Satz von Beppo LEVI

1),

gilt /.
Sei-FKt' L’\(/\),{:u_/‘\gund QAAA{: 4/\)-Fk> < o
dann ist -Fe [, (A) und 41){‘“} 4"4;\-\{:> .

Die konstante Funktion 1 (s. 3B) ist A -integrabel. Offen-
sichtlich gibt es nidmlich eine Folge positiver Funktionen
£ EBgs TP 1. Aus 047, € 1 folgt aber || full,¢fund damit

L2005 =40, fu> £ MAlg, - ~
Nach dem Satz von LEVI ist also 1 €L UWuna LA 4y 1AM

. 0
Wir betrachten die Menge '

Ky = { felw): ifh, <]

und behaupten, sie sei monoton.

1) BOURBAKI 8S. 54,58,59
2) BOURBAKI S. 36 Gl.(1)
3% BOURBAKI SS. 131,145
1) BOURBAKI S. 149 prop. 4

/ .
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Aus

f.e kQ), £it{

folgt ndmlich
fic 4,

und wegen der Positiv}tét von A weiterhin

Q8> £ <A1 .

Nach dem Satz von LEVI ist also {'é L4 (AN und, da ”'F”o <1

ist, £ € K (A). Fir r; ¥ £ hat man zu beachten, daB £ ¥ f

gleichbedeutend ist mit -f;?1 -f und daB8 XK(1) mit g auch -g
enthilt. '

K(A]) ist demnach eine monotone Funktionenfamilie, die XK(Bo)
enthdlt; also ist nach 3B

KIM) < K(A).
Wegen der Linearitdt von L1(A)folgt daraus
M < L[~ (A).

A 1HBt sich also zu einem positiven beschrinkten Funktional

auf’ M ausdehnan.

Wir gehen zu‘/bzuruck und setzen

ﬂ/ 1 /M+ _J/(r— -
Mit seinem positiven und negativen Anteil hat auch At die
Eigenschaft gegenliber monotonen Folgen stetig zu sein.

Es bleibt die Normengleichheit zu zeigen lbrig. Wir etablieren
sie zun#chst fur das positive Funktional J-. Wir leiteten oben

CL,1> £ liAlig)
ab. Andererseits gilt fiir £ €Bo, I fll, < 4,
-1 € [ < 1

~

! /

Ay < LAy € <T 1y
[<Afy 1 <41 -

Also

'l/{“‘BO/ £ <:;X,.i > /

und damit

lAllgr = <1, 4> .
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KEhnliche Uberlegungen fithrt man fiir M durch und findet
AN, = <A, 4>

Demnach ist

“I“Ml = ”/{HBOI = <:\) i> .
Fir r€M, {11, €1 1ist
\ <'}Z) £>1] < k 47;:})'F > | + l<$j::) f > |
& ”/(F”H' + "/‘_:: ”w
= lutig, 4 I lig,
= H/"‘ ”BO/

Also

Al & Balig,

‘Umgekehrt ist
| mlyy = W {14R, P> fet Ilfl, <1}
2 e {165 151 £ B, 100, 0]
N/k//,g,

Daraus folgt die Gleichheit der Normen.

If

ii) Eindeutigkeit

Es gebe ein zweites Funktional/ufeM' mit der verlangten
Eigenschaft. Wir betrachten die Menge

K - {geM,MHou ; </E,€>=</«’,,(>}

und zeigen ihre Monotonie. Sel fj €K, fi1\f, dann geht mit
f-f1 ¥ o auch

o fr - < s = By 5o
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Also
Das gleiche gilt fﬁr/bd. Da aber fi€K, ist

<E, Loy = </(A’,;Fl-> /

und damit

— )
<;”%‘F > = {;“'147:>
und f€ K. Khnlich beweist man daB K gegeniiber absteigen-
den Folgen abgeschlossen ist.

Da K die Einheitskugel von By enth&lt und monoton ist,
ist K(M)C K. Fir alle { & M, Ifll, <1 gilt also

- )
<C‘Z){1:> = <:/a7 ﬁ);7 .
Wegen der Linearitit von/&lund‘/%llaﬁt sich die Identitat
von K(M) auf M fortsetzen.

Definition: Wir nennen diese eindeutige Fortsetzung‘/;

von 4 auf M ebenfalls ein integrierbares MaB und bezeich-
nen auchytcnut/pz. Mit anderen Worten wir identifizieren
Bo'! mit seinem durch s 44 vermittelten Bild in M'.

Wir definieren Cp, als den Raum der stetigen und n-mal
stetig differenzierbaren Funktionen, die samt ihren n
ersten Ableitungen beschridnkt sind. Unter der Norm ”-N“
bildet C, einen Banachraum.

Neben dem der Normtopologie bendtigen wir in C, einen
schwiécheren Konvergenzbegriff. Wir sagen eine Folge

I‘kECn konvergiert locker”, wenn alle fk('i) (i=0,..n)
gleichmdBig iiber Jedem Kompaktum konvergieren und wenn

Anap llru‘lM
endlich ist.

Cph 1ist gegenilber der lockeren Konvergenz abgeschlossen;
d.h. konvergiert elne Folge aus Cn locker, dann 1st die

1) L. SCHWARTZ fiihrt diesen Konvergenzbegriff TD II S. 58
ein und nennt ihn den pseudotopologlschen.
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Grenzfunktion wieder in Cp. Der Raum B, ist beziiglich
dieses Konvergenzbegriffs dicht in C, - zu jedem féECn
gibt es eine locker nach f konvergierende Folge aus Bp -,
wdhrend B, in der Normtopologie in Cy, abgeschlossen ist.

Versuchen wir Satz und Bewels 2D, daB Bm fir m=n dicht

in B, beziglich dessen Normtopologie ist, wortwdrtlich

auf C, zu Ubertragen, so ist das unmdglich. Alle Funktionen
aus Cq sind n&@mlich wegen ihrer beschrénkten Ableitung
gleichmdBig stetig. Ware der Satz richtig, so widren alle
Funktionen aus C5 als gleichmidBige Limites gleichmdBig
stetiger Funktionen selbst gleichmdBig stetig. Eine

stetige und beschridnkte Funktion braucht aber durchaus

nicht gleichmdBig stetig zu sein.

Wohl aber gilt, daB Cp dicht in C, (m2n) ist beziiglich
der lockeren Konvergenz von Cp. Der Beweis verliduft genauso
wie in 2D, wenn man beachtet, daB eine stetige Funktion
gleichmidBig stetig iiber jedem Kompaktum und daB Q¢ ¥4= 4

ist.

Ausdehnungssatz fUr integrierbare Distributionen: Sei
A€ B,,),, s SO gibt es elne und nur eine Ausdehnung e Cp'
von o auf C,, flr die aus der lockeren Kdnvergenz von
fkécn, fk—bf folgt

<%f:> —> <&f[>

Die Normen von « und & stimmen iiberein.

Beweis:1) Nach dem Darstellungssatz 2G ist

_ ;gf l)f ' Tgl
x = — M ) /“C €D, -
Jede stetige beschridnkte Funktion ist Grenzwert einer punkt-
weise konvergierenden Funktionenfolge aus By, damit borel-

meBbar und wegen der Beschranktheit_in M. Somit ist

e f> - é, Spe, £

ir f€Cn definiert.

1) L. SCHWARTZ TD II S. 59
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Die Stetigkeit bezliglich der lockeren Konvergenz ergibt
sich aus dem Satz von LEBESGUE1) angewandt auf die posi-
tiven und negativen Anteile von//Z;. Denn alle Funktionen
fk(i) (1=0...n) konvergieren bei lockerer Konvergenz
punktweise und sind majoriert von der integrablen Funktion

1 . 4f:f’l({K'Ln .
Die Eindeutigkeit der Fortsetzung ist durch die Dic¢hte von
Bp in Cn bezliglich der lockeren Konvergenz gewdhrleistet.
Fir £€C,, 1{fl, €1 1ist

[<Bf>l & Zjguif>] £ 5 bty = Nl
nach 2G. Also h

| “(}* < “‘XILBQ )

Andererseits ist na “C\LZ “°‘ ”’B\,'\, da bei “ I “C,,: das
Supremum {iber eilne grdBere Funktionenklasse genommen wird.

Definition: Wir nennen diese eindeutige Ausdehenung von

von B, auf C, wieder integrierbare Distribution und be-
zeichnen auch sie mit &« . Wir identifizieren also Bn' mit
seinem durch o —» 5(— vermittelten Bild in Cn' .

1) BOURBAKI S. 1ko
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4, Strenge Konvergenz integrierbarer MaBe

4p Wir verstehen im folgenden unter X« K=0,42.., dle

Funktionen
xo'—"i/
O fuav Ixi<Kk
kXK == ‘ CKZ/‘,
1 wy [ X|I>k ,

B
Wir haben in 3C die Zerlegung von/téfﬁ die beiden positiven
integrierbaren MaBe/AL+und/Ax kennengelernt. Man setzt

pl= pF ot 7

und findet fiir féBo, f 201)

ZJLLL i)f> = AMp {; ‘<;A‘)%\5't:3<5190) [3\5;{7 } .

Sel nun

on(pn) = s (< gl FeCo, i< ]
so0 gilt

P ) = Lhnly >

penn sei f € Co , 1f1 £ X ,s0 ist
| <, 51« Gty £ 51wl £y
£ < gty o+ < MRS
= < [Fl>
und damit < M X7
o () £ 4:.(/("‘)<)(K>

Die dabel verwandte Ungleichung

<t £ & <pt RS

folgt aus der Positivitit von/ﬁ&+und der Ungleichung

—f1<f <« Ifl.

/

1) BOURBAKI S. 36 Gl.(3)
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Wie man leicht einsieht gibt es eine Folge

fie By, =0, AT X .

Es ist
Lipl, by = e {[<f> | feB, fl< T < pu ()
Durch Grenziibergang erhidlt man

Ll Nw 7 £ Pum)

und hieraus die Behauptung

pu () = LIl N>
Wir konnten Jjedes Funktional TéiBof zu einem Funktional

aus Co' ausdehnen. Aber nicht jedes Element aus C,' ist
ein integrierbares MaB.

Satz: TEC,' ist genau dann ein integrierbares MaB, wenn

e CT) = Amp {KT, 851 -FECO)({'{é‘X“} —

fir kK —> oo .

Beweis: Falls T ein integrierbares MaB ist, so ist nach 4A
P (T) = < [Tl X« >

Wegen X« v 0 , folgt die Behauptung.

Sei umgekehrt T-€CO' und lim pk(T) = 0. Wir zerlegen

T=TO+T1 )

wo Ty das integrierbare MaB ist, das auf By mit T Uberein-
stimmt. T, verschwindet fiir alle Elemente von By.

Mit p(T) und pk(TO) geht auch

P (Ta) = Pu (T-To) £ pu (T) & pu (Ty)

gegen Null. Sei-F €C, )I{f”oéff. Fiir jedes k kdnnen wir
f zerlegen

'F='FK+%"‘)
'FKEBO) [akl éb(\,g
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Es ist
1<T, f> 1= [¢Togu >l < P () —> o
Also < Ty f> =0 fir jedes f€C_ und damit T, = O und
T =T &B,'.

Definition: Wir nennen eine MengeﬁmCCO' streng beschrinkt,

wenn
sup P (T) = a,
T € ¢
fir Jedes k = 0,1,2... endlich ist und flir k-» oo gegen
Null konvergiert.

Folgerung: Eine streng beschriankte Menge ist eine Teil-
menge von Bo', ihre Elemente sind alle integrierbare Mafle.

Eine streng beschrédnkte Menge ist sicher normbeschrénkt, denn

p,(T) = "Tllc 1 = ”TIIB y . Die Umkehrung hiervon ist
o o

falsch. Das einfachste Beispiel einer wohl normbeschrinkten
aber nicht streng beschriénkten Menge in BO' ist
{dx: x¢ R }
WO Jx durch
Lx, £> = Lx)
definiert ist.
Satz: Der AbschluB einer streng beschridnkten Menge in Co”
- Co' versehen mit der einfachen Topologie- 1st streng

beschrénkt1)._

Beweis: Seil Se72¢ , der Hiille vonmin CO', und sei
felo, lfl €Xu .
Fiir jedes &> 0 gibt es ein T € M¥, so daB
LT > —<f>1 <¢
also
[< G f> ] £ [T > +€ < e + £
Da dies fir alle €£€70 gilt, ist /< ..(,',('7 /é &y und damlt
pk(s) é ak,
Satz: Auf einer streng beschridnkten Menge stimmen die ein-
fachen Topologien von BO' und Co' {iberein.

1) Hier ist zu bemerken, daB der ganze Raum BO' beziiglich der
einfachen Topologie von C_' in CO' dicht ist (Beweis wie
BOURBAKI esp. vect. top. %1, s. °114, prop. 5).
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Beweis: Es geniigt folgendes zu zeigen: Zu jedem f&Cg,,
NENe € 1 und jedem £>0 gibt es ein g €B, und ein
d> 0 , so daB

aus l<T,37\é d folgt \<T){.’>l £ € -

ir wi - - s) ¢ £
Wir wihlen ein solches k, daB Q& /3% P« S,

und eine solche Funktion q € Bg, ”g”oé'f, da8 f(x) = g(x)

fir [X| <€ K ,und setzen d'=€/%8 . Dann ist

<T > € 1<T 9% + KT f-95] < l<T,3>I+2}ch-r)
< &£,

LE Satz: Sei f; eine locker konvergierende Folge aus Cg,
d.h. die Folge ist beschrinkt und die f4i konvergieren
gleichmdBig liber jedem Kompaktum in R, so konvergiert

(/*,{}‘7 )/Aefilgleichméﬁig flir jede streng beschrinkte

Menge {)4} ,

Beweis: Seim eine streng beschrinkte Menge. Wir kdnnen
ohne Beschriankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB

und

Il = Polp) €4

(o] .
flir alle/AE/nf ist. Zu jedem &> 0 gibt es ein k, so

daB pu (1) ¢ £ fiir/l-ém . Weiter gibt es ein n, so daB

)

_ 3
| fio-fo] € %

fir Ix{€ K und i=2 n, wo £ = 1lim £y .
<y f 7 = Lmfis | = 1< pop>)
< 1Ly G- 5]+ 1< p, - Ford-%oY]

< 2pualp o lnlg
< &

-_—

flir alle i2Zn und/u c 4)3‘6 .
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Satz: Eine Folge /¢, integrierbarer MaBe‘ist genau
dann- streng beschridnkt, wenn sie normbeschrankt ist

und wenn
/&‘MAW Y’K'(/u\‘) —> 0 fir kK — oo .
i~> oo

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensicht-
lich. Wenn sie erfiillt ist, folgt die Endlichkeit von
sup ; Pkbp¢)aus der Normbeschrianktheit, denn

PK (/‘A) < P, (f/\) = “/LA.H@O/

Es bleibt zu zeigen librig, daB

) PK( L) —> 0 fir kK —> ©o
P
Die Aussage sei falsch, dann gibt es ein d‘>-c>, so daf
A Pw (M) = 4§
1

fir unendlich viele k. Da die [Py yUJ mit wachsendem k
monoton abnehmen, gilt

/3,(,%0 }Ou (/“\') > d fir alle K .
i

Zu jedem k gibt es ein i(k), so daB

P M) 2 S

Unter den i(k) sind unendlich viel verschiedene, weil es

i © gib i - d fr unendlich
sonst eln../(,c) gibe, fir das pw (/uJ) > ; i e c
viele k wére.

Fir £<€ % ist
Poe (/Ac(“") Z pw (i) = g

Also
S vl e (/(A(cu)) ?_-g_: fir alle §
f s oo _ |
Damit ist
f/‘/:\;&ow Pelpmi) 2 /%A:;;:f Pe (Mice,) 2 ‘zd: >0

und der Widerspruch gezeigt.
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4G Definition: Eine Folge/aq'integrierbarer'MaBe heiBt
streng konvergent1), wenn sie einfach in-Bo' konvergiert

und streng beschriankt ist.

Folgerungen aus 4B bis 4F: Eine streng konvergente Fol-

" ge konverglert einfach in Co' gegen ein integrilerbares

MaBg).

) .
Eine Folge/u;é'Bokonvergiert genau dann streng, wenn

3)

sie einfach in BO' konvergiert und wenn

L oanp P (M) —> 0 fiir & - o

\ —? oo
Satz: Konvergiert M. in der Normtopologie von BO'
nach/AL, S0 konvergiert/n; streng.

Beweis:

Nach der letzten Folgerung ergibt sich hieraus die Be-
hauptung.

4H Satz: Eine einfach in BO' konvergierende Folge positiver
integrierbarer MafBe /&(konvergiert genau dann streng gegen

/l,x é’BJ , wenn

Y% g ' = 4/«,-) 4 > gegen W‘“BJ = <M 17
geht.

1) L. SCHWARTZ, Semigroups S. 89 fiihrt diesen Begriff unter
dem Namen "Strict Convergence" ein,

2) Aus der strengen Konvergenz von A4¢ -> g4 folgt keines-
wegs, daB die ey einfach in M! konvergieren. Gegen-

beispiel: My = Jx;, X3 = X (Definition von dx s.4B)

3) Wegen. des "uniform boundedness theorem" ({F) ist die
Forderung der Normbeschrinktheit (4F) Uberflilssig.
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Bewelis: Die Notwendigkeit folgt aus 4D. Es bleibt zu
zeigen, daB die Behauptung hinreicht.

Sei 3K (x) stetig ,
%m({) = O fir \ x| € K-14 7/
O £ (}“Lx)é/( rir k-4 € (¢l € K,

%v.(’() = 4 rir Vx|l 2 K

Plir jedes /Xlé ist

pe, fu> =z Lo, Xu>
Da i"“}u € B, ist, konvergiert 4/&£)i—§K>
nach <;}&) 4 - },4‘> ) und damit

éﬂc)%u> = </N,i> — éﬂ;)i’gk>
— {uy - Lu, 4 -4 > M9,

Es ist

P (Aeg)

Lpy >z A pue(ue)

I =D 2o

Weil %K Vo , geht 4/"\; g «> ¥ 0 ung folglich

/%%dmAA&V puwpe) — 0

Die Behauptung folgt dann aus 4G.

Folgerung: Eine einfach in CO' konvergierende Folge positiver

integrierbarer MaBe konvergiert genau dann streng, wenn
der Grenzwert ein integrierbares MaB ist.

Der letzte Satz gilt auch filir beliebige, nicht notwendig
positive integrierbare MaBe. Doch ist der Beweisfviel lang-

wieriger.
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Satz: Sei M eine einfach in Bo’ nach e'E;'konver—
gierende Folge integrilerbarer MaBe und konvergiere

N/A(H-BJ nach "f*((BJ , dann konvergiert &; -2 ta
streng.
Beweilis:

i) Wir erinnern zunidchst an einen Sachverhalt, der in
jedem Banachraum X gilt. Sei Tiéjx' eine einfach konver-

gente Folge, dann ist
IT0 = L lwin Tl € Ao b U T 1)

Sei nimlich x€x, 1XI1< 4, dann giit [<T¢, x> < Tillung
Lunin g LT x>l € win g 1T 0

Da AT\') X > nach Voraussetzung nach < T)X> konver-

giert, ist
(< T x> £ Dwinwdf Tl

und

W~ g [ < Ty x> < )&‘Mw( N7,

Hxtl <4

1) set § > O
}<e = ‘{ xeR : Ixl| & g :} |

1 fuv |xl
(x) = Wy X<e
P =1

h lxlze |

f%(x)={” f l,((-zsa
0 P

(o (x) = | 1 | x/

Ag o= > g

h | x| < .
gD sel so gewdhlt, daBl das [/b.l -MaBl und alle I/U,']—MaBe
des Randes von.’f? verschwinden.

LAl e > < 4‘}"il,"{’é>= 9,




- 29 -

Die Michtigkeit der méglichen ’7 ist in jedem offenen
Intervall die des Kontinuums, denn es kann nur abz&hl-
bar viele § geben, fiir die der Rand ein von Null ver
schiedenes MaB bezﬁglichculund'aller uhdhat.

Die Menge der Funktionen aus B s die auBerhalb, bzw.
innerhalb von Ki verschw1nden, bilden je einen Banach-
raum BO(KC ) und BO( C Kk ). Jedes integrierbare MaB
induziert ein lineares beschrinktes Funktional tiber
B,(Kg) und B_( C K? ) mit den Normen

)

TAllgy, = <AL, X >

Es ist

AL = [ Allg ) = <u{)4>
= <1, Pe > + <L \V?>+<L[ X >
= l\/lHKC + ZIAL Yo > 4—1\/2HCK
g.

Wegen unserer Wahl von 9 ist

" L“ =z ’ .
- M “/’Lc I K + ”/M "CKf
Nl = fmll
N
luillye < M,
ist die Folge lbu,‘lkrbeschrankt Wir konnen eine Teil-

folge /LLL auswidhlen, so daB H/A4‘ lh< und damit
auch ¢

Liille, = Tril = sty

konvergiert.
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Nach 1) gilt
2) “/(A—\-[l[,(\c > ”/‘*-“K{

(3) A L RiNeg, = Ialiog,

AuBerdem ist nach Voraussetzung

B w1 g, + I e, = Lin WE N =l
Die Relationen (1) bis (%) sind nur vertridglich, wenn

(5) A U/{I; [l K, = [{/u I K, ,

(6) A A 0, = ImliQ,

ist. Denn gelte z.B. in (2) das > Zeichen, also

Jria i Tke > @j:llkt

so k&nnen wir (3) hinzuaddieren und erhalten w/ ¢ (1)
L Wi Ny + Lna Uik g,
> Ml + Bamillpe, = lipml

was gegen (4) verstdst.

Da jede konvergente Teilfolge ”}A‘KK nach (5) den Grenz-
wert “/u-“« besitzt, konvergiert “/A‘(l“( , und (5) und
(6) gelten nicht nur fiir konvergente Teilfolgen, sondern
fir die ganze Folge. Also

(M LMl 9> - Ll @0 >
@ <M Xe> — <)y Xe>

1ii) Zu Jedem k = 1,2,... widhlen wir ein fy,
-4 € e < ‘&

fir das das [pml-MaB und alle UU;FMaBe des Randes von K&k
verschwindet. Nach den Uberlegungen des Beginns von
ii) gibt es stets ein solches Puw .
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Aus (8) folgt

WAW }ﬂu(/b{,‘) = /&AMAM/(/’ < l/“*f’)’Xk>

£ S <hilifen Y = <l Yoo >

Dieser Ausdruck verschwindet aber fiir K= eo . Damit folgt
die Behauptung aus 4G.

4J Definition: Wir nennen eine Funktion F:R—€>Bo' streng
stetig, wenn F(t;) streng gegen F(t) konvergiert fir
Jede konvergente Folge t;—=>t.

Satz: Eine Funktion F(t) ist dann und nur dann streng
stetig, wenn sie einfach stetig ist und iber jedem Kompaktum
K CR streng beschrénkt ist.

Beweis: DaB die Bedingung hinreicht,ist klar. Zu zeigen
bleibt ihre Notwendigkeit. DaB eine streng stetige Funktion
einfach stetig ist, ergibt sich unmittelbar aus 1B. Die

Normbeschrinktheit der Menge
{F): tek]

folgt aus dem uniform boundedness theorem (1F). Wir haben

also noch zu beweisen, daf3

e e (FCE)) 0 fir K - oo

t€K )
Dieéé Aussage sei falsch. Dann gibt es ein &)’O, so daB
Wy ( FW) =2 d flir alle

leK

und eine Folge t;, so daB

N ( F-(*I; > ££ .

Diese Folge hat mindestens einen Hiufungspunkt t,. Mann
kann eine Teilfolge tj auswihlen, tj"a'to‘ Da aber nach
Voraussetzung F(tj) streng gegen F(t,) konvergieren soll,
ist damit der Widerspruch gezeigt.
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5. Faltung

Der Verschiebungsoperator

Tp ¢+ B = B, (n=o0,42...)

(Thf)x) = fix-h)

ist linear und beschrénkt ,
< fll, = Il
I, g, =41

und gehdrt damit IB, an, W =0, 4, 2...

Satz: Die Abbildung

feR — T, €lB,,

ist einfach stetig.

Beweis: Nach 1B(3) ist zu zeigen, daB fiir jedes f€B,
aus h —h' folgt

lef -t fll, — o

Es ist aber

e f s,
Y LR R AV RUNT I Sy e O

0£i<h (1)
Aus der gleichmidBigen Stetigkeit von f (s. 2C) folgt

die Behauptung.

Definition: Sei M€B,', f€By ,m 2n, so definieren wir
zu p und f eine neue Funktion./u.x-F durch

(uxf ) = < iy, 7[,(’(“3’>‘3/

und nennen M ¥ ][’ die Faltung von 4 und f. (In/q £ ’B
ist y eine uneigentliche Variable s. 2F).
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Die Definition ist sinnvoll; denn flir jedes x ist f£(x-y)
in Bm und wegen m> n ist die Anwendung von M definiert.

Mit Hilfe des Operators

6: WY - fx)
6 €LBy, m<= 0,4,2... ,
el = A

erhalten wir

(/u*f)(x);— </A,T,(6]F>'

Definieren wir die Anwendung von.'Q(und G ‘auf integrier-
bare Distributionen durch

<'C(/M) Tx f > = fyu,fq>, /
Copps f > = >,

und schreiben wir mit y als uneigentlicher Variablen
(‘Ex/u)(a) = Mly-x)
(Cm) () = m(-4)

so finden wir
(ux £) () = < Txgu > — ?“(’(~‘(7)/7F(;'7)>)r :

5C Satz: Sei/uéBo', so ist

fe€By — mx/f
eine stetige lineare Abbildung von B, in sich mit der

Norm ”/L //30 /

Beweis: Die Linearitit ist offensichtlich. Es bleibt zu
zeigen, daB die Abbildung stetig ist und B, in sich {iiber-
fihrt. Wir beweisen zunichst, daB sie eine stetige Ab-

bildung von B, in C, ist.
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Aus
(a*f)x) = </«,Tx6f>

folgt mit HA, daB‘}a»¥{7 (X} stetig in x ist, und wegen

lete LU, = M7H, ,

daf3

L x £l < Uwligy 111,

Wenn wir noch zeigen, daB/M.X f im Unendlichen verschwindet,
haben wir den Beweis bis auf die Normgleichheit, die aber
direkt aus der Definition der Normen folgt, erledigt. Wir
nehmen zunidchst an, daB  auBerhalb eines Kompaktums ver-
schwindet. Flr genligend grofie x wird

[ £ | € Xy W,

und damit

[or ool =1<utp, fomy> < ng, Pulk)

beliebig klein,

Die Familie der stetigen Funktionen, die auBerhalb eines
Kompaktums verschwinden, ist aber in der Normtopologie
von B, dicht in B,. Das durch die Faltung mit AL ver-
mittelte Bild von B, liegt im AbschluB des Bildes dieser
Funktionenfamilie in CO, also im Abschlufl von BO in Cg,,
da aber BO in C, abgeschlossen ist, in Bo selbst.

Satz: Sei fEBn+1, so konvergiert

fex+ax) - Lex) I
— x)
Ax -

in der Bn- Norm.

fir Ax - o
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Bewels: Fir i = 0,1..n gilt nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung und wegen der gleichmdBigen Stetig-
keit von £(3*1) (s. 20)

¢r) _ <r) iy
“{ (Hii) £ CX}"“FC+)("/”0

_ ]H:("M}CX—*\}(A:() _ 'FUM)(X)//O (0.4,2_44/

L]
— 0 fuxr Ax— o
Folgerung: Sei D der Differentiationsoperator, M E B,',
f€By, m 2 n+l1, so ist fu ¥ F differenzierbar, und

D(mx () = mx Df =/a%1(”
Dwx{f)

Mo, S, Fxtaxoy) > - <), F-y)S
Adx '

= B </A(mé), “((“AX‘Z)X— -'('C’(—'\ﬁ)>
- <Ly, F’(,\’«%)>
= /L(;\‘ .F/

5E Satz: Sel of & Bn' und m >n, so ist

feB,, = orf

eine stetige lineare Abbildung VOn B in Bman‘

Beweis: Nach 2G 148t sich of in der Form darstellen
- " ,

S Z/‘*c'Di)/‘LCéﬁol

i=0
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Firf€ B, und k = 0,1,..m-n ist nach 5C und 5D

DX (ot f ) = o % {0

_ _ac. k)

= Z </u.;(“a), 935 7[‘( ()(_12)>
= Z <~4)é </a‘. (,‘3)) _(‘(kw')
Z )¢ g w £ 0090
Also 1ist € ’Bo""‘

D(X‘FG‘B/M—M *
DaB die Abbildung linear und beschréankt ist, ist offen-
sichtlich.

(x—%;:>

]

Satz: Konvergiert eine Folge/pg;éBo' einfach nach st ,

so konverglert ¢ ¥.F » T €Bp locker in B, nach ¥ ;
d.h. die/ﬁkgxﬁ{ sind gleichmdfig beschriankt und konvergie-
ren gleichmdBig Uber jedem Kompaktum.

Beweis: Die glelchmdBige Beschridnktheit der /acx_l[' gilt
wegen der Normbeschrédnkthelt der («/ und diese wiederum
folgt aus dem uniform boundedness theorem (1F). Die gleich-
médBige Konvergenz liber jedem Kompaktum K CR ergibt sich

aus 1C und der Tatsache, dal die Menge

fiir jedes feste f €B, als stetiges Bild (s. 5A) eines
Kompaktums kompakt ist.

Satz: Xonvergiert eine Folge/ﬁq é Bof streng nach/U-, so
konverglert A« ¥ [ , £€B, in der B, - Norm nach M#f .

Beweis: Zu Jedem &>0gibt es ein k, so daB

& .
Pulpe) < = fir alle 1

ist.




5H

_57_.

Sei f eine stetige, auBerhalb des Intervalls [-r,r]
verschwindende Funktion, ﬂ f”o < 1. Aus der gleichmiBi-
gen Konvergenz der'/xéx%" {iber jedem Kompaktum (5F) folgt,
daB es ein n gibt, so daB

[(/uga(f-—/ux{’)(x)[ < €

ist, fir alle 1 2 nund Ix! <€ K+v .

Fir |¥[> K+Y gilt, da dann

f =g | € Yu iy
ist,
lﬁ,ud x L) | = [</<c(*;}/,f0ff*g)>{ < pulme) € £
2
und damit
| (uer f -pmx froo| € 25 =«

Wir haben also bewiesen, daB//Lc%mF fiir jede auBerhalb
eines Kompaktums verschwindende Funktion f gleichmidBig,
d.h. in der By- Norm konvergiert. Da die PFunktionen dieser
Art in B, dicht und die Munormbeschrankt sind, 148t sich
das Ergebnis auf B, Ubertragen (s. 1C).

/
Sei € By ve B, una £zmin, so ist fir £€B , der

Ausdruck
¥ (vox [
definiert und gleich
L puimg) V(&) , Lix-n-2)>>
Also
/(A,\‘(v*\f)=/2¥][’ /
wo A die durch
LA Ly = £pmiy), <v@), £lyarSy

definierte integrierbare Distribution m+n-ter Ordnung ist.

!
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Wir nennen 2, die Faltung Von/u.und ¥ und schreiben

A= ¥V
o vl = (uxv) x{ .

Die Assoziativitidt der Faltung zwischen Distributionen
ergibt sich sofort, die Kommutativitidt folgt aus dem

2)

Satz von FUBINI1), bzw. seiner Erweiterung auf Distributionen;,

Satz: Konvergiert/xgélag' streng nach/u und Y, € Bo' ein-
fach nach VvV , dann konvergiert SAL ¥V, einfach nach/p<x1».

Beweis:

l<€/4¢ ¥ V¢ ).F S - 47“'*)/){5§>/
4_[6u¢xU»vJ,F>t+l<@ﬂwy“)*v,f>)
_ </¢)sf(vai)x«](']>{+ [ i pa, 6 s[>

Denn

<°/¥ﬁi1€> = [_(Ni‘ﬂ) xd_f](o)
= [~C¥ X (/3.% g‘{°)j (o) = <:c¥) g‘941¥cr%°):>

Wegen 5F konvergiert

¢ [(v-v)xe [ ]
locker gegen 0. Aus 4E folgt daraus die gleichmdBige Kon-

vergenz von
tp, 6 [-v) %6 {15
flir jede streng beschriankte Menge i/A} . Also bildet der

erste Term eine Nullfolge. Der zweite Term geht ohnehin
gegen Null.

Satz: Seierfmm und 7? zwel streng beschrinkte Mengen in

B,', dann ist

Te ¥ = {’/u R M, ve ([ }

streng beschrinkt,

1) LOOMIS S. 44
2) SCHWARTZ TD I S. 109
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Beweis: Sei T €C,, l{{ é)(w dann ist

[ f ey | € Xulxay) < X500 Naly) 4 Ko s (y)
und

[ < %V, {>/ = {é/uu))<v(«3), 7[‘CX“<’I)>>/
£ & (/«)]m(v) + }m(/ﬂ)yg (v)

Diese Abschidtzung gilt fir alle f &Cg,, H:{ < )(k,darum
ist
K
Pl ¥v) & PO Pa) + oo (p) Py (v)
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung.

1)

Satz: Konvergieren die Folgen /MT und Y aus BO' streng

gegen Ar und vy , dann geht /h¢ ¥ V; streng gegen//u<*1V .

Beweis: Direkte Folge der letzten beiden Sdtze.

1) s. a. L. SCHWARTZ Semigroups S. 90
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6. Ausdehnung von Operatoren

Satz: Jeder positive Operator T aus LB (n = 1,2,3...)
1l4Bt sich eindeutig zu elnem positiven Operator aus LBO

mitf kleinerer Norm ausdehnen.

Beweis: Wir verschaffen uns zunichst eine n-mal stetig

differenzierbare monoton abnehmende Funktion q>mit den

Eigenschaften

P =4 [l x<o

4 2 @lx) 2 ¢ 1(.‘0'v* 0< X< oo

(k) "
CP X)—= o {07‘ X = + oo , 0« Wy

() .
{CP CX)/é// for xe?)04ké/m,

Dann definieren wir eine Folge q%durch
;. (x) = CP (le—-l')

Die ?& liegen alle in B, und es ist [ ?‘- //m =

Da die qz'monoton aufsteigend gegen 1 konvergieren,
@71 , bildet T%Qeine monoton wachsende Folge, die
durch 4. /ITJIL&” beschrinkt ist und darum punktweise kon-

vergiert. Wir nennen den Grenzwert T1.

Flr jedes f in B konvergiert I \Ccﬂ - f “m - 0

Denn es ist
.<K} () (k-a) J
und (.F¢’) = \C (PL + K{' (FL' o
P () = 4 Fv"v [x]< |
) u ]
qO;uLx)- o Lov x|l <, b= 1

—

Also konvergieren alle (-F (ﬂ.)wg,leiohméiﬁig gegen \C’(‘W .
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Sei nun T in B, Ifll, €4 dann ist

- P s f‘?R s Po

und
~Te. < Tlte) < T
Im Limes
-T1 « Tf <« T4
also
Tl € T4 <ITl,.g .4
oder i

hTet, € UTh g, .
Sel #:in Bo’ dann gibt es eine gleichmdBig konvergente
Folge f/€ Bm, {fi—= f (s. 2D). Dann konvergiert auch
Tfi gleichmdBig und hat damit eine stetige Funktion, die
im Unendlichen verschwindet, als Grenzwert. Aus der letzten

Ungleichung ergibt sich auBerdem, daB
T, g, < UTl,5,

Anmerkung: HAhnlich 188t sich flir ein positives 0 e Bn'

nachweisen, daB es sich auf eindeutige Weise zu einem posi-
tiven integrierbaren Maf fortsetzen'léBt_1).

Satz: Zu jedem Operator TELELgibt es genau einen Operator
ﬁ:éZL¢4 , der auf BO mit T Ubereinstimmt, und flir den gilt:

Sei{}éffeine gleichmdBig beschrinkte punktweise konvergieren-

de Folge, so gilt das selbe von 7-f}.

Die Normen von T und T stimmen iiberein.

Wenn T positiv ist, so ist es auch T, und T ist der einzige
Operator aus LM, der auf Bj mit T Ubereinstimmt und fiir den
gilte:

Aus F.‘éﬁ s F,-{IO folgt TF,' Yo .

Wie in 3C identifizieren wir nachtriglich T .und T.

1) s. a. L. ScHWARTZ TD I S. 29
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Bewels: Flr Jjedes Xé’R ist J;(T ein integrierbares MafBl. Nach
35C 1aBt sich J}T—auf eindeutige Welse zu einem Funktional

aus M' fortsetzen, so daB aus f; €M, £; V.0 rolgt
L6, T, > = o
Wir setzen
(TH) = <&T, £ >

E ist eine beschridnkte Abbildung von M in den Banachraum
&‘aller beschrinkten Funktionen mit {HJ>H[74als Norm.
Nach 3C ist ndmlich

1T g = ot 14 T,
X €

= /.))c/:rp% ll J,(T“BO! = “T“LBo

DaB T die in unserem Satz verlangte Stetigkeitseigenschaft
hat folgt hieraus und aus dem Satz von LEBESGUE.

Wir zeigen, dall das von T vermittelte Bild von M in M
liegt. Da die Beschridnktheit von T f bereits nachgewiesen
i1st, bleibt nur noch zu bewelsen, daf E f borelmeBbar ist.
Seien K (M) und K (B ) wie in 3B definiert und

Q= {feK(M) ; :l—']f bove(’meﬁbav }
K(B,) « (v,

Sei F;é.@l ,-F;1‘§ , so konverglert T fi punktweise und
nach %A ist T f als punktﬁeiser Grenzwert borelmeBbarer
Funktionen selbst borelmeB8bar. Also ist N monoton und
nach 3B gilt K (M) ¢ b .

Darum ist

A= K(M).
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Die Aussagen iber positive Operatoren ergeben sich aus
der Bemerkung, daB dx T fir jedes Xx&€R ein positives
integrierbares Maf ist.

sei UelB, , so ist fir jedes x€R und o w<m

das Funktilonal
S DU

eine integrierbare Distribution n-ter Ordnung und kann

als solche aufl Cn fortgesetzt werden. Wir definieren
V£l = <D U £ >
fir 'FéCM‘

Sel fi eine locker gegen f konvergierende Folge aus Bn’
so konvergiert Vi f; punktweise gegen Vi f una VK'F
ist als punktweiser Grenzwert stetiger Funktionen borel-

meBbar. Da

LD Ul = | JXD"’L(HB“, < lul,g,

ist, ist
Vif € M
und die Abbildung

beschrankt.
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Satz:” Fir jedes -F€ Cw und 0 €K <€M-1 ist

(g )0 = Wik )18 = f (Viewa £ )00 4

Beweis: Sei {; € Bm und konvergiere -F, > £ €Cn
locker. Fir jedes | und ¢ € K €« M ist

(efe) oo = (Up: )™ (o

und darum fir 0 &€ K € M-

Ve £i) ) = Vi £0)(F) = ffx(\/mnc.')(f)o(é.

Beim Ubergang (-2 ®©@ bleibt die linke Seite der Gleichung
gemdaB der Definition der VK erhalten. Der Integrand auf

der rechten Seite konvergiert punktweise und es 1ist
” VK+A ]C[ ”o < U ULEM /),f_ly’ ”‘Fl ”14

Nach dem Satz von L E B E § GUCE iibertrigt sich darum auch

die rechte Seite der Gleichung.

Folgerung: Die Abbildung

-FéCM —-’7\/01(

ist eine stetige lineare Abbildung von CM m Ch_4 .
Aus lockerer Konvergenz von -F,- in C,,, folgt lockere Konver-
genz von Vo -F,‘ in CM—4 . Fir 0<¢€ k€h-1gilt

(Vo'l[)(“) = V:,(-F

Ist Va{: n-mal stetig differenzierbar, so ist V'm ][ = (Vo{) (m)
fast liberall.

1) Diesen Satz, sowie die Folgerung 6D verdanke ich einer

personlichen Mitteilung von Heinz KONIG, Aachen.
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Bewels: GemdB dem letzten Satz sind fir 0 <£k< n-1 die

Funktionen V, f stetig und

k

Vo £)Y = Vie £

Die Beschridnkthelt der ka wurde schon in 6C gezeigt. Alle

V£ sind also in C  und

Vo‘F € Cm-q

Daf die Abbildung

F € Ca, —> VQ'F e Cun_,

stetig ist, ist offensichtlich.

Sel fie Cn eine locker naoh.féCn konvergierende Folge. Die

Vi

punktwelse nach ka.

fi s0€ Kk €n, sind gleichmdBig beschrinkt und konvergieren

Sei A eine feste Zahl >o und seien )(,f € [_A;A] , so gilt fir
o<£kgn-1:

[ Viefi (x0 = Vief (o I
é [VK'Fl‘ (f) - VK‘F('{)I + j; { Vk+4 {‘\'(U-—Vm,f({)(d&

+A
Ve tf) - W (] + _jA [Vicwa £ (0= Viera F17] 4 ¢

Nach dem Satz von LEBESGUE geht das Integral gegen Null; damit
verschwindet fiir /- ~der ganze Ausdruck gleichmiBig fiir x & EA,A].

Die Vof konvergieren also locker in Cn—1'

i
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wenn Vo f n-mal stetig differenzierbar ist, so gilt fiir
jedes Paar §, X

ffx (Vo )™ (£ dt = ffx(VMF)(f) ol t

und damit ist
(VO]C )(M) = VM ][ fast iiberall.

Die naheliegende Vermutung, daB

Ve f) o Vo, £ uperall

ist, ist irrig. Wir konstruieren ein Gegenbeispiel.

Wir setzen

/a(f}‘;{J% FUHV‘ t<+ o

I}
0 Fo-v t=0
DefinitionsgemiB ist flr £feB,

{L ]
<), £> < £(e) fov £,
) bl "
0 -fuv t=op
Setzt man mit Hilfe der lockeren Konvergenz/ﬁutt)von Bo
auf C, fort, so erhdlt man die gleichen Formeln fir {};(0,

Die Funktion
t—> s lt)

ist einfach stetig in BO', aber nicht einfach stetig in

C, - Z.B. ist _ .
' {’D/V"‘ AIt -FUV Z,L:f\)

0 .Fv-v t =y

eine in t = o unstetige Funktion. AuBerhalb von t = o ist

}Ltﬁ)einfaoh stetig in Co'.
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Wir setzen fir 'Fé B,

(u{" x) = LU, > < (Vof)w =

(\'IK

X Y
”4/«(4),[> Atow + (1- £'e %/ L)
o 0

/1/({: ist zweimal stetig differenzierbar, und man erhilt
£)(x) = LGDUE> = (Vs F)w ~
L% [ xf fz/um £ c(fczu+f</u(é) £ >t

+ (-x + ) f{o)]
nd " 2
WP ) = < 8D U f> = \/{)mz

Xt

e'z‘[ <x2—4)fx/o ult), p>dtdu —2x | </u(é)f>clé

0
bt fs - fio v (55 £ o) ]

Wir setzen diese integrierbaren MaBe auf Co fort. Seil f,'é 30
eine locker nach{é C, konvergierende Folge. Die </o. (<) ,15,- >
sind gleichmidBig beschridnkt und konvergieren punktwelse
gegen 4/44;(&) £>. Nach dem Satz von LEBESGUE konvergleren
alle Integrale. Damit bleibt die Form der Jx D /(z(
K= 0,14 2 erhalten.

s

U ist eine stetige lineare Abbildung von BO in B2, also
erst recht von B, in B2 mit den Eigenschaften

2
U =z o

und

N41i=4.
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Wenn unsere Vermutung richtig wire, mliBte

V1) o = LD U, 4> =0

sein fiir alle x. Man rechnet aber aus

0 f&v X 0o
Vli =

-1 \Cu'v Xe p
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7. Integration von Vektorfunktionen

Sei [é,ﬁ) eln kompaktes Intervall in R. Unter einer
Zerlegung Z von [é,b] wollen wir eine endliche Folge
ti’ 1,‘—“0,1,..1’1

A = ffo < '61 L L& f,h = lo

verstehen, der eine weitere Folge ¥;, 1 = 0,1500en-1

zugeordnet ist, so daB

. € T € £,

—3

Wir setzen

| Zz| = Anrgp {-t‘.M__{-_c : L=o)4.._m-4}.

Sel F elne stetige Abbildung von [é,b] in einen btopo-

logischen Vektorraum X, so bilden wir die Summen
M-

S(z) = 2. Flry (i, -t
b= 0
und nennen falls S(Z) fir IZ‘-—> Ogegen ein Element S &€X

konvergiert

S _ [ Fa

a

Konvergenz flr '2{—¢> 0 soll bedeuten, daB es zu Jeder
Umgebung U von S ein d>¢ gibt, so da8 < (2) ¢ U
fir JZZ/ < 5 

Satz: Ist X ein Banachraum, so konvergiert S(2z) fir
J2[-> 0in der Normtopologie gegen

b
S < f F(t)dt .

Es ist

b b |
I Jrwdelh < [IFWIdt ¢b-n)me I Fe .
a o astel
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Beweis: Man zeigt zundchst wie in der klassischen
Analysis, daB F(t) in [é,b] gleichmiBig stetig ist,
d.h. daBl der Stetigkeitsmodul

6(d) = A { IFW-FWI:4te [ab] 1e-t1<4 |

gegen Null geht flir d~ 0.

Seien nun Z und Z' zwei Zerlegungen mit

121 €8, 12" ¢,

dann konstruiert man zu Z und Z' eine neue Zerlegung
z'', in der jeder Teilungspunkt t;'' entweder Teilungs-
punkt von Z oder von Z' ist und rechnet aus

1 SCz) = SCzhll € 6(8) (b-a) .
Is(2) - SC21 < 6(7) (b-a

also

18(z2) - sz < zgcw (b-a)

Aus der Vollstdndigkeit von X ergibt sich die Existenz

des Grenzwertes.

Es ist

Isz)lt < ZF(T)ll (fiva-ts)

Da mit F(t) auch H F(t) ” stetig ist1), folgt durch
Grenziibergang (Z[—=> 0 b

| (FFWdel € [iFw) g

a
Satz: 8ind X und Y zwei Banachriume und F(t) eine einfach

stetige Funktion von Lg,b_] in ILXY, dann konvergiert S(2)

einfach naﬁP

§ = jF(-(-)o(f E L Xy .
Fir x€X gilt

; b
({F(e)(,(é ) (x) = J F &) olt
a o

1) s. LOOMIS S. 13
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Es ist

b
b
I Ftholt 1 £ [UFWNolt 2 Coov) aamgo (F ()]
@ a ast<b

Beweis: Flr jedes x €X ist F(t)(x) in Y stetig und

darum konvergiert
b

S(z)(x) — /ﬁ F(t)(x)dt

o
in der Normtopologie von Y fiirlz/-> 0. Mit anderen Worten,
es konvergiert S(Z) einfach nach dem Operator

b
S x - [ Flwolt

a
Wir haben noch zu zeigen, daB S stetig, d.h., daB die

Norm von S endlich ist.

[FCON = amp I FHEIGO

il €1
ist als Supremum stetiger Funktionen halbstetig;ﬂad)unten1)

und somit existiert das Oberintegral2
b
L. NFE) N oAt

Da X vollstdndig ist, folgt aus dem uniform boundedness
theorem (1F), daB Il FCE) Il beschrinkt ist, und deshalb istj)

b
S NFCONdt 2 (b-a) oagp T
&« a<t<hb

endlich. Fir ISl erhilt man

M5l = oage [ 5(x)]

d Xl €4
b

= o [ FtIe ot

Qo

b
< [T NFW AL

< oo

1) BOURBAKI S. 103
2) BOURBAKI S. 1ol

3) BOURBAKI SS. 104, 105
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Damit ist
S € LXY

und wir konnen setzen
b
S = f?XHaH
o

Die behaupteten Unglelchungen sind in der eben gemach-

ten Abschidtzung enthalten.

7D Satz: Ist F(t) eine streng stetige Funktion von [a,b]

TE

in BO', so konvergiert S(Z) streng gegen
b
S= [ FU)dt
[~
Beweis: DaB S(Z) einfach konvergiert, folgt aus 7C. Es

bleibt zu zeigen, daB die S(Z) streng beschrédnkt sind.

Es ist aber

PK (SCZ)) < (b-2) A 7w C?(l’:))

ast<h

fiir alle Z. Das Supremum auf der rechten Seite ist nach
4J fiir alle k beschrinkt und geht fir #-> co gegen Null.

’

Der letzte Satz beinhaltet nach 4G fir rec,, daB

b b
<fT(uoH)F> = f<+—m,f> ol
a (78

ist.
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Dariiber hinaus gilt der folgende weitaus stdrkere Satz:
§§Eﬁl) Sei

tela,b] = Fi)eB,
einfach stetig, so ist flir jedes feste f€ M

2)

borelmeBbar®/, und es gilt

5 b
<[F@Wdt, f > - [<7w,rs at
Q

Beweis: Aus dem uniform boundedness theorem (1F) folgt
zunichst, daB (s. 3C)

A LF g, = Awp ¥y,

agctsh ac telb

endlich ist, und daraus, daB t = < ¥T(f),.p N

beschridnkt ist.

Wir zeigen nun, daB t — < F(t),f > borelmeBbar ist.
Seien K(M) und K(BO) wie in 3B definiert, und sei

a = {F c K(M) ¢ ~—><7:[f)/7['>borelme8bar].

Wegen der einfachen Stetigkeit von F(t) in BO' ist

K(B,) < L.

1) Persdnli cie Mitteilung von Heinz KONIG, Aachen:
2) Der Begriff "borelmeBbar lber [h,ﬁ] " ist eine natlirliche
Ubertragung unseres in 3A definierten Begriffes

"porelmeBbar (iiber R)".
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AuBerdem ist A monoton. Sei nimlich £, € a , £, v T,

so konvergiert nach 3C
LFW, Li> = <FH,L>

punktweise, und ist als punktweiser Grenzwert borelmefl-
barer Funktionen selbst borelmeB8bar. Nach Satz 3B ist
K(M)c I , und somit K(M) = M und der erste Teil des

Satzes bewiesen.

Flir jedes f €M existiert also das Integral
[KF), > dt
*a

Es stellt ein lineares Funktional iUber M dar, das zu

M! gehdrt, weil

| [ 27w, fodt | <€ IEl, oup IFWI
a olteh

ist, und das Supremum endlich ist. Das Funktional ist
dariiber hinaus stetig gegenliber monotoner Konvergenz.
Sei ndmlich f; €M, £y ¥ 0, so geht

TFWH) £ >

punktweise gegen Null und ist durch

1.0, 2w WF I,

beschrinkt. Aus dem Satz von LEBESGUE folgt die Konver-

genz des Integrals.
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b
feM — < Fw, £ dt
ist also ein inEegrierbares MaB. Auf BO stimmt es mit
L S <f Fl)ot, £

Uberein. Nach 3C 188t sich die Indentitdt auf M fort-

setzen, und man erhilt b
b
< [Fodt, £ > = [ <« Fs, £>0t
o o

fir jedes f&M.

Satz: Sei
teflab] = FeLB,

einfach stetig, so ist fir jedes 756 M una Xéﬁ

t = (FUIL£) (o

borelmeBbar und beschriankt, und

b b
Qf F)p) () ot = (g?-—({/dé )F) ()
Beweis: Nach 6B ist

(F(('/F) (x) = < &, 'F(f}, £ >

wWell ?%fjeinfach stetig in LBO ist, ist &(¢Y%/einfach
stetig in BO'. Darum gilt nach 7E, daB

t — F)f)w)

borelmeBbar und beschrimkt ist, und daB
b b
J FW o dt = < [ 4 F(E) ¥, TN

o
Nach 1E ist die Abbildung

TéLBo —> J,(T 68;

einfach stetig, wenn man LBO und BO' mit ihren einfachen

Topologien versieht.




Darum 1st fir f‘e'B
<fa’xF(uo(t £> = <4 {r(f/o/é £

Nach BC 148t sich diese Identltat auf M ausdehnen. Wegen
6B gilt endlich

b b
4 Jx (:F(f)a(f, 7[’ > = ((/T('Ho(f)'[’)(x}

123
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IT. Kapitel

Die in LB, einfach stetigen Markowprozesse.

8. Begriff und Einteilung der stationiren Markowprozesse

Definition: 1) Wir nennen ein positives, integrierbares
MaB der Norm 1 eln WahrscheinlichkeitsmalB.

Definition: Ein positives Element P €ILM heiBt eine Uber-

gangswahrscheinlichkeit, wenn

Pr; b O flir £5 ¥ 0O

und

Wenn/u- ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, dann ist es auch
/a P . Dennl/x7> ist stetig gegeniliber monotonen Grenz-

iibergdngen und darum ein MaB (s. 3C), positiv und es ist
— g>
<puPe> = Ju,Pd > = Lu, 15 =4
Insbesondere ist 6x(P flir jedes x€ R ein Wahrscheinlich-

keitsmafl.

Wir konnen den Begriff der Ubergangswahrscheinlichkeit

auch so formulieren:

Eine Ubergangswahrscheinlichkeit ist ein Element P € LM,
so daB J;'P flir jedes x €R ein WahrscheinlichkeitsmaBl ist.

Sind P und Q zwei Ubergangswahrscheinlichkeiten, so ist die

aus lhnen zusammengesetzte Abbildung PQ €LM wieder eine

Ubergangswahrscheinlichkeit.

1) Die Definitionen sind filir unsere Zwecke zugeschnitten.
FUr ihre allgemeine Formulierung s. dile Lehrblicher der
Wahrscheinlichkeitsrechnung z. B. DOOB.
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88 Definition: ) Wird jedem t, 0 £ t4< 0o, eine Ubergangs-

8C

wahrscheinlichkeit U(t) zugeordnet und ist
U(0) = I (der identische Operator

und

U(t1+t2) = U(t1)U(t2)

S0 sagen wir,

t—>U(t)

definiere einen stationidren Markowprozef.

U(t) bildet also eine Halbgruppe, eine Darstellung der
Halbgruppe der posiﬁiven reellen Zahlen beziliglich der
Addition in die Halbgruppe aller Ubergangswahrscheinlich-

keiten.

Wir schreiben
und mit der uneigentlichen Variablen y
G UL) = UL, xy ) .
Aus der algebraischen Struktur von U(t) folgt fiir
den Differenzenquotienten (T = o)
Ut+t) - Uik Ulz) - (z)- |
) ) o q K -T _ WO-L g
T < T .
Man kann erwarten, daB unter glinstigen Umstidnden der

Grenziibergang T v © 1in irgendeiner Weilse durchgefiihrt
werden kann und die folgenden Differentialgleichungen,

genannt Kolmogoroffgleichungen, gelten

od U (£)
—7 - WA - Auw

WO

A = M UL
TVo T
allerdings keineswegs LM anzugehdren braucht.

1) DOOB S. 255
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Aus dilesem Problemkreis schneiden wir die folgende Teil-
frage aus:

"BPlir welche Funktionen f existiert

. UE)-1
Ao = A
£V 0 t f F

und welche Eigenschaften hat A?"

Man sucht diese Frage zunichst flir den einzelnen Punkt x&R

zu kldren:

"Flir welche Funktionen f konvergiert fiir t { 0
Ult,x) -
L )JL) L,y = <A f>

und welches Aussehen hat A(x)?2"

Erst danach geht man an das globale Verhalten von A, indem

man die Funktion
x —> A(x)

untersucht.

Das Problem wird dadurch determiniert. daB man fir U(t) ge-

wisse Stetigkeitsvoraussetzungen macht.

Je nach dem Verhalten von U(t) fiir £t ¥ O sondert man, ohne
Anspruch auf Vollstdndigkeit zu erheben, aus den stationidren
Markowprozessen folgende drei Klassen aus, deren Erdrterung

den Rest dieses Paragraphen fillt.

1)

1.) Rein unstetige Prozesse

2)

2.) Stetige Prozesse

3)

3.) Gemischte Prozesse

i) FELLER S. 120, GNEDENKO S. 272

2) FELLER S, 118, GNEDENKO S. 265
12% eingefiihrte Begriff des

%) KUNISAWA. Der bei FELLER S.
von dem unseren verschieden!

"gemischten Prozesses" ist
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Die dritte Klasse umfaBt die beiden ersten. Die erste und

zweite Klasse haben nur solche Prozesse gemeinsam, bei denen
A(x) =0

ist fiur alle x€R.

Rein unsfetige Prozesse

Definition: Ein stationirer MarkowprozeS {U(t)g heiBt rein

unstetig, wenn fiir jedes feste x€R und t{ 0

u&fp;)-cfx —= Ax)

in der Normtopologie von BO' konvergiert. Wegen der Vollstandig-

keit von BO' in seiner Normtopologie ist der Grenzwert A(x) ein

integrierbares Maf.

Um den folgenden Satz, der die Form von A(x) nidher beschreibt,
formulieren und bewelisen zu kOnnen, bendtigen wir einige Vor-

bemerkungen.

Seien f,g €M, M €BO', so ist

tfFgll, < Igls Upl,

und

|2, £g>1 < Ipligy IF1, kg I,
Die Abbildung

G mfg>

ist ein Element aus M', das wir mit/uf’bezeichnen.

Wir zerlegen
f =t ~-f7, rt>0, 720

und
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- T
Da mit g, ¥ 0 auch fTg;l 0 und £ git 0 geht, sind m f
und/ufuund damit auch/u-fstetig gegenliber monotoner Kon-
vergenz und/ufein integrierbares MaBl.

Weil

H/u{’/l3o, < Il/uugé WL,

ist, ist
/L(GBO, '__-)/“Fé?o’

stetig, wenn man BO‘ mit seiner Normtopologie versieht.

Satz: Sei
4 Uy X = V

?x(%) = {0 {JY X#%

Ein stationdrer Markowprozes '{U(t)}ist genau dann rein

unstetig, wenn fiir jedes feste x und t V¥ O

WY gy Pix)

in der Normtopologie von BO’ konvergiert. P(x) ist ein

positives integrierbares MaB und es gilt

Alx) = Pl - §, <P, 4>

Beweis: Da 4 - Pxim Punkte x verschwindet, ist

N, x) - 4§ u (L
; ’((i_ch)= JX)C{L—Cij_

wenn also (U(t)} einen rein unstetigen ProzeB definiert,
so konvergiert dieser Ausdruck gemidB den Vorbemerkungen
in der Normbtopologie von Bo'. Als Grenzwert positiver

integrierbarer MaBe ist P(x) selbst ein positives inte-

grierbares MaB.
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Es gilt

CPxif - CPX{CX) = Py <Jx)f>

</A)CPx(> = </“)(PX> <0Fx)7[‘> /
also

/O(CDX = é\x (/6() ¢y> N
AuBerdem ist

u({:)x)—- J‘X

< , 4> =0
t

flir alle t, weil U(t,x) ein WahrscheinlichkeitsmaB ist.

Man rechnet aus

/Z,(H)X)-ny _
; <
_ ﬂ(f))()—(g\x
= \T________ (i"CPx) n 7/((\;))()—0[‘)( qpx
’Z,{(é)x)

= (L-cpe)+ 4, ¢ Wlbd)-dy

IR P
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Setzt man voraus, daB

U (g, x)
————é—" (.d.—(.Px) _7/P(,)()

in der Normtopologie von Bo' konvergiert, so erhdlt man,
well diese Konvergenz die Konvergenz flir jedes f €M, ins-

besondere also fir f = 1, nach sich zieht,
/Z/(('é))()—g)(
t

in der Normtopologlie von BO

— Plx) — Jx <?(X}) 1 >

', Damit ist der Rest des

Satzes bewilesen.

Ein wichtiges Beispiel der rein unstetigen Prozesse sind
die Prozesse, fir die U(t) in der Normtopologie von LM

1)

stetig ist. Klassische SHdtze der Halbgruppentheorie

sagen ndmlich aus, daB in diesem Falle

Uy =1
—

in der Normtopologie von LM konvergiert.

Stetige Prozesse

Wir setzen

4 fov ly-xi<d
C‘P":é'('\a) = {O songt |

1) HILLE und PHILLIPS S. 28%. Die bei DOOB S. 257 ver-
wandte Bedingung, daB < U (t,) %), (Px> =>4 fiir ¢t +0
gleichmdBig in x konvergiert, ist, wie elne kleine Rech-

nung zeigt, mit dieser Bedingung &dquivalent.
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Definition: Ein stationdrer MarkowprozeB heifit stetig,
wenn fir jedes feste x€R und 3> 0 rir t V0 gilt:

U (t, x)
a) —— ,1- %8> >0

mlt anderen Worten:

7&1}_") (1~ ¢rd) = o

in der Normtopologie von BO'.

nlt, x)
b) < ‘_’__;_ ) (Aa—x)chlé‘>_‘> Q(_X}

c) L B 0t gy > - bo 2o

Air nennen eine Funktion f zweimal Taylorsch differenzier-
bar im Punkte x, wenn es zwel Konstanten « und/g gibt, so

daB
.FC«J) = FCX) + “(\3"0 _pé(«a_x)1+’1?(43)(43/x)2

ist, und F(y)-> 0 konvergiert flr y-»x. Die Funktion f ist®
einmal im gewdhnlichen Sinne im Punkte x differenzierbar
und o = £'(x). Wenn f in einer Umgebung von x einmal
stetig differenzierbar ist und die Ableltung f' im Punkte x
noch einmal differenzierbar ist, so ist £ im Punkte x zwel-
mal Taylorsch differenzierbar und B = £''(x). Von diesem
Spezialfall ausgehend setzen wir, auch wenn er nicht zu-
griree, B = F£'Cx) .
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Es ist also

{ty) = foor + flexy oy -x) + % fi’(x)(/y,le
+ QAa—x)" Fy)

Satz: Definiere U(t) einen stetigen ProzeB, so existiert

fir jede borelmeBbare, beschriankte und im Punkte x zweil-

mal Taylorsch differenzierbare Funktion f der Grenzwert

, ULt x) - I
CACOE Y = i (25200 oy

und es ist

LA, f> =

‘/

alx) {'cx) 4 1 bto £«

Dié Restriktion von A(x) auf C,, die wir wieder mit A(x)

bezeichnen, 1st die integrierbare Distribution 2. Ordnung

Alx) = alx) dx ) + 4 b dxD*

Bewels: Sei f eine Funktion der angegebenen Art, so ist

{‘ = 4? (4- Px ) + F’(F)X/J\

‘F(i"cpx,(j) + fend - foo (1- Gy ;)

+ @x,d’[ (y-x) £lcx) 4 4 (Y-x)* L)

2
+ (4 -x)n ?(b)]
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und

1<u({,x)£— gx’_![»> ~ a0 floo - oo Pl
u (¢, x)
¢ | < 7; (‘i—cpx,,s),%\—f(*’)i>]
it
1 [_F'(x)l. | < l/:} y (Y=x) P> — aln /

I Ul
+’%_ lf () |. | & \{)_t{)) ('\;}—x)’l(p,(la>——b(x) }

' £ x)
y] ¢ Wb

, T y) (’3-)()2 P § >}

Der Limes superior dieses Ausdrucks flur t¥ 0 ist gleich °

. Ult, x)
/&”Z’fow" < » Tl 50 000 0]
L Ap [ Fyrl . Lom Wl
I«a—xléé L L—LOW < £’ ¥ *)%,D
= b AAargp l‘-F(Aa)/ = 0 oy S )
ly-x1 <0 , :

DaB A(x)é(&f liegt und bezliglich lockerer Konvergenz
stetig, also eine integrierbare Distribution ist, ist

selbstverstidndlich.
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Gemischte Prozesse

Definition: Ein stationdrer Markowprozess {U(t)} heiBt

gemischt, wenn fir jedes feste x €R und t V0 die positiven

integrierbaren MaBe1)
ULk, x) Y- x)°
t 14 (y- 0"

streng gegen das positive integrierbare MaB

Q (x)

konvergiereng) und die Zahlenfunktion

Uty x) _
Mot g
—> M (x
t 4+(’\a—x)"> ’

geht.

Wir nennen TX den Raum aller stetigen, beschrinkten und
im Punkte x zwelmal Taylorsch differenzierbaren Funktionen

und TX den Teilraum von TX, der durch die Bedingungen

f(x) = £'"(x) = 0

charakterisiert ist.

AuBBerdem setzen wir

y-x)"
A+ (y-x)"

Y x («a) =

T3 1 e s = .

1) Furm eB ', f€C, 1ist gé&B —» </u , fg > ein Element
aus B_', das wir mit M f bezeichnen. Die Abbildung
S € B, —> A (é:gm' ist stetig, wenn man Bn' mit seiner

einfachen Topologie versieht.

2) Strenge Konvergenz fiir t{ 0 soll strenge Konvergenz fir

jede Folge ti, tib 0, bedeuten.
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Es ist leicht einzusehen, daB

o= {fif=wy,5¢C]

ist. Jedes f éfx ist also durch Y, dividierbar und der
Quotient liegt in Co’ wenn der PFunktionswert von -F/ 1PX
an der Stelle x durch % 46” (X) definiert wird.

Fir f €Gn Ty L dan £€€G, Log=L"tx)=0
gile!)

| Fly, I, < 280, .

Satz: Definiert {U(t)}einen gemischten ProzeB3, so kon-
verglert flr Jjedes féTX '

t, «)- 3§

= (o oo 4 QY (f- vt - £y ’T/%:(‘;_—X/‘)/%>

Die Restriktion von A(x) auf C,, die wir wieder mit A(x)
bezeichnen, ist eine integrierbare Distribution zweiter
Ordnung, die eindeutig durch die folgenden drei Bedingungen

gekennzeichnet ist:

a) A(_X)

M- 1)t
3 , = Q (x) ist ein positives 2)
44—(’3— X ) integrierbares Ma8

by {ACx), 7/‘%‘(—;{,1> =l (x) |

ey LA, 4> =0

1) Beweis s. u. 154.

2) Prizise formuliert miiBte man sagen: A(X)VQ ist die Re-
striktion eines positiven integrierbaren MaBes Q(x) auf Cpe
Da C, locker dicht in C ist (D), ist jedoch Q(x) durch
seine Werte liber 02 eindeutig festgelegt. Damit ist die
laxe Ausdrucksweise gerechtfertigt.
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Beweis: Die Konvergenz flir jedes féZTX und die Form von

A(x) gewinnt man sofort aus der Zerlegung

f = foo 4 + Flexy g

A+ («a_x}z

_ _ [ i
-F ]CCX){L ‘F (x} 4+("3—X)z
P« - W y

wo der im letzten Term stehende Bruch zu CO gehort.

+

Da C, (T, ist A(x) rfiir jedes f €C, definiert. Wir haben zu
zeigen, daB A(x) in Cg' liegt und beziiglich der lockeren

Konvergenz stetig ist.

Sel f‘€C2 und

h=f-food - Ll s

’H—(’\a—x)z

so ist
ell, < C g

WO Cfnicht von f abhdngt, und somit

i e»[\Vx ”o < 2C I,

Man erhdlt weiter

[CAGO > ] < (ImGo] +2C 0@y ) ILI

Also ist

Ay e G
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Sel fi eine locker in 02 nach O konvergierende Funktionen-

folge und

4 = -F. - fiodl - f,-/éx) _dmx

/{+(’\‘7—y)"

so ist mit Il £; I, auch

“ £4 / ¥)x //0 < 72 C (/{}[b .

;
beschridnkt. AuBerdem konvergiert jp' punktweise gegen Null.
X

Damit gilt nach dem Satz von LEBESGUE

4&6’()/ %> —7 0

X

und folglich

< /lCY), %n > = 0

Somlt ist
A (x) 632/.

Da A(x) durch die Bedingungen a), b) und c) eindeutig
charakterisiert ist, ist offensichtlich.

8G Satz: Definiert {U(t)} sowohl einen rein unstetigen als
auch einen stetigen ProzeB, so konvergiert fir t ¥ 0 und fiir

jedes feste x€R
/M({Z))()——J)(
Z

in der Normtopologie von BO'

—> 0




Beweis: Wegen 8D und der Bedingung a) von 8E ist
Ay (A=) =0

fir jedes d >0 . Weil fiir ¢ ¥ 0

1- @5 T 4- oy

konvergiert, und weil A(x) als integrierbares MaB gegen

monotone Konvergenz stetig ist, erhdlt man
Alx) (1-G¢c) = Pla=o

und wegen der Darstellung von A(x) durch P(x),

A(_X): 0 .

8H Satz: Jeder rein unstetige ProzeB ist ein gemischter Prozef
mit
I3
(= x)
A +('\3~x)l

QAlx) = Pl

und

- X
an (x) = L Px), 9 X
4+(Aa-—XJ
Beweis: Laut 8D konvergiert in der Normtopologie von Bo'
Uty ) = dy v, - U (L, x)
X —— e —
t 4

— A(X)'\Vx = /PCY) Vo

Die Normkonvergenz in BO' schlief3it aber die strenge Konver-

genz ein (4G). Der Rest ist trivial.
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81 Satz: Jeder stetige ProzeB ist ein gemischter Prozefl mit
R(X) = bCX)gx
und
A (x) = &(x)

Bewels: Seil I‘é(%ﬂ so ist f1px stetig, beschriankt und im

Punkte x zweimal Taylorsch differenzierbar.

k{i{/x)(.w - (f‘h)’(w= b

(Fw)' (0= 2 fex

f\kx erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 8E. Darum kon-

vergliert
4 TA({)X)_‘J)(
t

7/((6))(/
z

W f > = < ) Yol S

o LA, Y > = b L= b Ld, LS

Es konvergiert also

4&(%) “) %’x — L’(Y) J}
t

einfach in Co', und da 6; ein integrierbares MaB ist, ist

die Konvergenz streng (4H). Der Rest des Satzes ist eine

direkte Folgerung aus 8E.

8F Satz: Ein gemischter ProzeB ist genau dann stetig, wenn
a(x) = b(x) d_,
also
) b(x) ()* 2
Alx)y = m(xy ox ¥+ =7 D

ist.
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Bewels: Die Notwendigkeit der Bedingung wurde eben be-
wiesen. Es bleibt zu zeigen, daB sie hinreicht.

Sei qqu wie in 8E vorgegeben, so existiert eine Funktion
féTx, so daB

=2 4- @q¢

foo= 1o =" =

ist. Nun gilt

</Li‘£'{:éi))i~c|p¥,5>

Wlt, x) ult, v)- 4,
AV A S AL ST AN

+ £ —> 0

Damit ist die Eigenschaft a) von 8E bewiesen. Die Eigen-

schaften b) und c¢) folgen hieraus und aus der Konvergenz
flir jedes féTX.
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9. Homogene stationdre Markowprozesse.1)

Sei/u ein positives integrierbares MaB, so ist (s. 5C)

Y7 F € 120~—> S ¥-F
ein positiver Operator aus LBO. Diesen kdnnen wir laut 6B

in einen positiven Operator aus LM fortsetzen, den wir wie-
der mit/uﬂ‘bezeichnen und fir den gilt:

/u;éf(- ' or  fLreM, fibo
Die Funktionale

feM =  (uxf)ix ( x fest )
und

fel - < u, 1[(*"‘/\(7)>~J,

sind beide in M' und stetig gegeniiber monotoner Konvergenz,
sie sind also béide integrierbare MaBe, Da sie auf BO liber-
einstimmen, stimmen sie nach 3C auch auf M lUberein. Es ist

also

VL&{-’ ) (x) = </u') -prf\a) >‘0

fir £ €M,

Wenn &4 ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, so ist der zugehorige
Faltungsoperatop/&¥ eine Ubergangswahrscheinlichkeit.

Definition: Eine Ubergangswahrscheinlichkeit P heiBt homogen,
wenn es ein WahrscheinlichkeitsmaB/A gibt, so daB

P = /u ¥

iste.

1) Diese Prozesse haben in der Literabur verschiedene Namen:
FELLER S. 117, HILLE und PHILLIPS S. 648: Riumlich und
zeitlich homogene Prozesse., GNEDENKO S. 278, DOOB S. 3%91:
Homogene zuf&dllige Prozesse mit unabhingigen Zuwidchsen.
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9B  Definition: Ein stationdrer Markowprozel fU(t)} heiflt
homogen, wenn alle U(t) homogene Ubergangswahrscheinlich-

keiten sind.

Es ist also
U(t) = p(t) X,

wo p(t) ein WahrscheinlichkeitsmaB ist. Aus der Halbgrup-
peneigenschaft von U(t) folgt fiir p(t)

(0) = d, = 0

p(t,+5,) = D(b,) ¥ p(t,) .

Diese beiden letzten Gleichungen zusammen mit der Forderung,
daB p(t) ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, sind hinreichend
dafiir, daB p(t) einen homogenen stationdren Markowprozess

definiert.

Unter schwachen Bedingungen (s.z.B. Anhang) ist t—> p(%)

einfach in BO stetig, und damit wegen

Lp(t), 1> = 1
(s. 4H) streng stetig. Wir setzen dies im folgenden voraus.
9C Das wichtigste analytische Hilfsmittel zur Erforschung der

homogenen Prozesse ist, weil die p(t) durch Faltung mitein-
ander verknipft sind, die Fouriertransformationt

- Ifox
CUfit) = <pt), e >
Da
fs.:> eI'fX
locker stetig in Co ist, folgt aus 3E, daB

f — Ci(f,é)

stetig ist bel festgehaltenem t.
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Die Stetigkeit von C(f;é) in t bei festgehaltenem\f
folgt aus der strengen Stetigkeit von p(%t).

C(f0) = 4

Clfitarta) = CUf¢,) C(f ¢,)

Also

C(ft) = ck(f}é /

WO K'(f} in _f stetig ist.

Satz: Definiert {p(t)} einen homogenen stationidren Markow-
prozeB und ist t->p(t) einfach stetig in BO', so gilt:

i) Filr tV¥ 0 konvergiert

plt) x*
+ T >

streng. Q ist als Grenzwert positiver integrierbarer MaBe

selbst ein positives integrierbares MaB.

il) Fur Jedes f‘éTb exlistiert der Grenzwert

LA [ > = /M<M_)7[’>

40 t

Man hat

ALS = i flo 4 < g, L@t~ 2

T+ ¥l :>
Xz

WO 1tk ‘
mo= ¢ A, X - P pr-14 X
)4+x‘>'/@"‘"’<—‘T)ml>

ist.
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Die Restriktion von A auf Cg, die wir ebenfalls mit A be-
zelchnen, ist eine integrierbare Distribution zweiter Ord-

nung, eindeutig gekennzeichnet durch:

1
X
it Q ist ein positives, integrierbares MasB,
X

<A, 45 EESa
ZA, 4 >= 0

> = /M/\

iii) (p(t)} definiert einen gemischten ProzeB mit:

(R (x), > = <@, {'CA’—‘J))} fir fEM,
M (x) = —wn |

Es ist

AW, > =< A)FCY"J)>\3

flir f& Txe

Beweis: 1) Der erste Teil des Satzes ist der wichtigste
und der am schwierigsten zu bewelsende. Er geht auf
CHINTSCHIN zuriick. Ein Bewels findet sich bel HILLE und
purrrIps !,

ii) Man schlieBt aus i), daB der Differenzenquotient fiir
Jedes fG'T konvergliert. AuBerdem konverglert er nach 9C

flir jedes e‘f’( f €R . Da aber T, von T  und den

eifx aufgespannt wird, existiert der Grenzwert filir alle
f‘éTb. Die weiteren Behauptungen in ii) werden wie in 8F be-
wiesen.

1) HILLE und PHILLIPS S. 654. Unsere Behauptung ist dort be-
wiesen, aber es fehlt die ausdrilickliche Formulierung!
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iii) Unmittelbare Verifikation. Z.B. ist flr f‘€CO

LQULS o B < qﬂ_“_) v, S
_ ) UL, x)
= b < — ) Ve £
= D, % P (47

)

/\
N
-

o~

il

AN
‘s
o~
A

~

|

Die Identitdt 148t sich nach 3C von CO auf M ausdehnen.

Folgerung: Es ist

K(f)=—" I‘MA§+ <CV,(€.I.§X.—'_L— fjx )4+r‘

44 x? X

X
(Formel von LEVY in der Fassung von CHINTSCHIN1))
Bewelis: (
. H(f)¢
K (f) = Lun < f —
£
. ,aH)— f’( .
= b L, @ < <A efrs

1) DOOB S. 130
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O9E Wir diskutieren die Spezialfdlle des relin unstetigen und
des stetigen Prozesses und bringen ein Beispiel fiir einen
Prozefl, der nicht unter sie f#llt.

Folgerung aus 8I: (p(t)} definiert genau dann einen steti-

gen Prozef, wenn

Q= cd
also '

A=/WIJD+ i D*

Nl

ist.

Es ist bekannt, daB unter dieser Voraussetzung p(t) eine
GAUSSverteilung ist.

Satz: {p(t)} definiert genau dann einen rein unstetigen

ProzeB, wenn A ein integrierbares MaB ist.

Bewels: Seli A ein integrierbares MaB, so konvergiert fiir
jedes reelle t© dle Reihe

t
e ¥AL &+ At + $4°Cax4)

} %—,éz CA%A*A) TN

in der Normtopologie von BO'. Man rechnet aus:

¥ At ifx t <Ae't” K (f)L
<C )le>=6 )V>X—_—2

Aus der Eindeutigkeit der Fouriertransformation folgt

) o FA
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Es konvergiert aber

’\‘At~cf
¢ — A

t

in der Normtopologie von BO'. Daraus ergibt sich unmittel-
bar die reine Unstetigkelt des Prozesses.

Umgekehrt liefert ein rein unstetiger ProzeB fiir A ein
integrierbares Ma8 (8D).

Ein wichtiges Beispiel ist

A’-‘ C(Jh——or)
und

o ket ()

e_c,f Z*Cffl"

il

i

et (b ctd, 4 4 Dy )
(POISSONverteilung)

Wir bringen nun das oben versprochene Belspiel eines homo-
genen Prozesses, der weder stetlig noch rein unstetig ist.

Wir setzen

N |
ér’(t)/'p> _/7}"6/” (i()l-('ﬁ(}(){x fir £ €M
t

(CAUCHYverteilung)
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DaB p(t) Halbgruppeneigensohaft hat, sieht man am

schnellsten aus der Fouriertransformierten‘
—Iflt
(§,¢) = e~ I

Fir t ¥ 0 erhdlt man fiir fec,

t) ¢
< E}_ X F S = Jf' 1 1

L T, _;f_
t 1+ X ) 77_.[,2 1+(X/£)Z4+XL[[¥)dX
{0 (x/¢)?
— — 1 (x)
m 14 x* /l'f'[X/é]z X >]T j/{ﬂ.xl O(X
Es ist
_ 4 f £
< Q) F > = T 1+ £° ol x

und,weil x/(1+x2) eine ungerade Funktion ist,

<A)p S = { (F {/o)f— /o)—/‘z_)o(x
1)

Verwenden wir eine von L.SCHWARTZ eingefilhrte Terminologie R

so kdnnen wir schreiben

A = %: Pseudofunktion (1/x2)

1) L.SCHWARTZ TD I S.lor
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10. Die in LBn einfach sfetigen Prozesse.

Wir nennen einen stationdren MarkowprozeB einfach stetig
in LBn’ wenn die Restriktion von U(t) auf Bn in LBn liegt,
und wenn diese Restriktion, die wir wieder mit U(t) be-
zeichnen wollen, in LBn beziiglich € einfach stetig ist.

Die Hauptaufgabe dieser Arbeit ist es, zu beweisen, dalB
die in LBn flir ein festes n= 2 einfach stetigen Prozesse

im wesentlichen zu den gemischten Prozessen gehoren.

Wir fassen die Bedingungen zusammen, dile hinreichend und

notwendig sind, daB
t € [0o0) — MWUlL)€LB,
einen in LBn einfach stetigen ProzeB definilert:

U(t) einfach stetig in LB  ,

U('G) 20 ,
Ue) 1 = 1
Uo) = 1 ,

U(t1+t = U(t1)U(t

2) 2)
Nach 6A und 6B driicken dabei die zweite und dritte Gleichung
aus, daB U(t) eine Ubergangswahrscheinlichkeit ist.

Satz: Ein homogener stationidrer ProzeB (s. 9B), bei dem
p(t) einfach stetig in BO' ist, definiert einen in LB
einfach stetigen ProzeB flir Jedes n = 0,1,2,...

Bewelis: GemdB HBE ist

feB, — px [

2ine stetige Abbildung von Brl in sich.
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Wegen <V9Lf) 4> =41 ist nach 4H p(t) streng stetlg und
damit nach 5D und 5G '

(ple) = £ < r(%L&ﬁ(”

fir jedes 1 = 0,1,...,n stetig in B, also

L= plt)xf

stetig in B und p(t)¥ einfach stetig in LB,

Dieser Satz zeigt, daB unsere an U(t) gestellten Bedingungen
in soferh verhﬁnftig sind, daB Jédér homogene - stationéref
ProzeB sie erfullt Eine Begrilindung fir n=2 kann aller—
dings erst spédter (13) gegeben werden.

Satz: Ein in LB einfach stetiger Prozef ist einfach stetig
in LBo Pir Jedes feste/ALéIB' 1st//u.1&(ffstreng stetig.

Beweis: Nach 6A definiert U(t) ein Element aus‘LB6; das
wir wieder mit U(t) bezeichnen. Da U IE)20ouna M(¢) L =1
ist, 1ist

fue)ll g, =1

t—>U(t)f ist stetig flir jedes f€B, in der Normtopologie
von Bn und damit erst recht in der Normtopologei von BO.
Da B, dicht in B ist (s. 2D), folgt aus 1C, daB U(t) ein-
fach stetig in LBO ist.

Sei A € B,'s —2'7 0 . Aus der Stetigkeit von U(t) in LB
folgt (s. 1E), dag AU(E) einfach stetig in B, ! 1st.
AuBerdem ist

AU, 4> = LA44>

und darum nach 4H ;LQA Qf/ streng stetig. DaAsiqh_jeQegimﬂ
/U.é B, ' in der Form

a= A= v,'/IZo)'v'z‘o' |
schrelben 1481, kann dieser Sachverhalt auf Jedes)A e B '

ausgedehnt werden.
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11. Die Methode der Glittungsfunktionen.

Da die U(t) im allgemeinen nicht durch Faltung miteinander
verknlipft sind, hilft uns bei den in LBn einfach stetigen
Prozessen dle Fouriertransformation nicht weiter. Wir
stlitzen uns statt dessen auf die Halbgruppeneigenschaft
von U(t).

Wir bringen,K zunidchst einige Vorbemerkungen,,Sei q> eine auf
. e+l e . . 1

R definler%e'Zéﬁlenfunktlon, deren Triager kompakt und

in [0, 00 ) enthalten ist, so ist die Funktion

t— clt) UL

einfach stetig in LBn und nach 7C existiert

Ue) = [cpw UML) ot

Fir Jedes f €B ist
n

UG < [ ) UWE dt

Da U(t) auch in LB, einfach stetig ist (s.10C), ist

Ule) € LB,

und

Ule) f = [ o) utbp (¢

fir jedes f éBo.

1) Der Triger einer Funktion i$t die abgeschlossene Hiille
der Menge all der Punkte, in denen die Funktion von
Null verschieden ist.
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Nach TF gilt flir jedes f &M

W) £) o = | ot) (UlIE) 0 dt

insbesondere also flir £ = 1

Ule) 1 = /-f-f@wdf

11B Definition: Wir nennen eine reelle Funktion & mit kompaktem

Triger in [0,e0) eine Glittungsfunktion, wenn o einmal

stetig differenzierbar und = 0 ist, und wenn

jo((f) dt =4

ist.

Satz: Wenn « eine Glattungsfunkbion ist, dann ist U(¢()
ein positiver Operator aus LBn mit der Eigenschaft

U(e«) 1=1.
U( ) ist also eine Ubergangswahrscheinlichkeit.

11C Satz: Zu Jedem féBn und & > p &lbt es eine GIdttungsfunktion
o , so daB

U § = £l < ¢

ist.
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Beweis: Wir widhlen ein solches >0, daB

”/‘/(('E)F—F“M < € fiir alle 0 €t < §

Eine jede Gldttungsfunktion, die ihren Triger in
hat, erfiillt die Bedingung. Denn es ist

| (we) u) £ oot - £,
e (U f o) ot

AR ION KA
AP U RS RS

11D Satz: Sei o eine Glittungsfunktion, so konvergiert fir
t Vo
U(E) -1

Ulx) — - Ul«) | (4] = ”%5/

in der Normtopologie von LBn und in der von LBO.

Beweis:

@((Jc) -1

]

]Z{(:/ (1) ol g

< (5) a(‘r_/—g(—/q’/J/o(J

/ Ul(s) (s~ f/o(i—/g([f/ Q/(J/

X (5-¢) — ols) .
/@l(-"} \Ts__ O{J

Z((f.
f 7£+ J/

oA s

"\
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und (s. 7C)
| Mg ww e U@ g,

] fﬂ(f) (o(‘(f)- 7Z((.r_ 2 () /) s //Z&

_ xls)- x(s-¢)
< (boe) o U] oy [ LDz xlt)

assre) "M seR Z o (s)

wenn der Triger von<& im endlichen Intervall [a/ 5]
enthalten ist. Das erste Supremum ist wegen des uniform
boundedness theorem beschridnkt, das zweite geht filr t Vo
gegen Null (s. 5D). Die selben Uberlegungen gelten fiir LB, -

Definition: Wir nennen H den Vektorraum, der von - -den
Qk(u} F , wo & alle Gladttungsfunktionen und f alle

Elemente von B durchlauft, und der Funktion 1 erzeugt

wird.

Satz: Flir Jjedes f é€H existiert der Grenzwert von

Ule)-T
7(’

t
fiir t vV 0 in B,

Beweis: Direkte Folgerung aus 11D und der Gleichung

ut) 1 = 1.




12. Die R&aume En’ Verallgemeinerte gemischte Prozesse.

12A Den von B, und der konstanten Funktion 1 erzeugten Vektor-

raum nennen wir En' Unter der Norm

f— lfl,

bildet En einen Banachraum.

n
bestehe aus all den stetigen und n-mal stetig differenzier-

Wir ko6nnen En auch so charakterisieren, daB wir sagen, E

baren Funktionen, die samt ihren n ersten Ableitungen im
Unendlichen konvergieren. Aus dieser Forderung ergibt sich
ndmlich zwangsldufig, ddB alle k-ten Ableitungen fiir k= 1
im Unendlichen verschwinden und nur die Funktion selbst
dort einen von Null verschiedenen Grenzwert besitzen kann.

Wir sebtzen

-F(.OO) = —evw ][\(X}
X[ oo
und

< J;o, £> = {oCoa )

ist ein positives Funktional aus En'

d.

2o der Norm 1.

Jeder in LB/ einfach stetige ProzeB ist wegen U(e)1 =1
in LEn und wegen 10C auch in LEo einfach stetig.

12B Satz: Jedes Funktional T aus En' 148t sich in eindeutiger

Weise zerlegen in

T = T, +c J;c /

wo'TO eine integrierbare Distribution n-ter Ordnung ist.
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Beweis: Die Restriktion von T auf Bn definiert eine
integrierbare Distribution n—per Ordnung To’ die nach
JE auf E  ausgedehnt werden kann. Das Funktional =T,
verschwindet filir alle Funktionen aus Bo' Jedes fe En

kann in der Form

{ = floor d +<,C—-F<o=)i/

geschrieben werden, wo die in Klammern stehende Funktion

Bn angehSrt. Es ist
LT=-To, £> = <LT-T6, L> Llos) =

<:_r-'-rb) 1> < A:up, {,:> = c <L A:XD, f? S .

12C Satz: Eine Folge positiver integrierbarer MaBe, die in EO’
einfach konvergiert, konvergiert genau dann streng, wenn
der Grenzwert ein integrierbares Maf ist.

Beweis: Direkte Folgerung aus 4H.

12D Definition: Wir nennen einen stationdren Markowprozess
{U(t)} einen verallgemeinerten gemischten ProzeB, wenn
fir jedes a €R und t o

U(é) Q) — J‘a_
£

einfach in E2' konvergiert.

—>  Ala)

Bemerkung: Da die Konvergenz fir 1 trivial 1ist, genligt es

vorauszusetzen, daB

U(tya) - d,
).e 2 """) /4(0'}9

einfach in B2' konvergiert. A.(a)0 ist die Restriktion von
A(a) auf B, und es gilt (s.12B)

2

Ala) = AW, + cta) Iy

und

KAl d > = <A, 457 +Cc(R) =p
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Wir nennen Fa den Raum aller stetigen, im Unendlichen kon-
vergierenden, im Punkte a zwelmal Taylorsch differenzierba-
ren Funktionen und Ga den Teilraum von Fa, der aus den Funk-
tionen besteht, die sam. ihrer ersten Ableitung im Punkt a

verschwinden.

Sei wieder (s. 8F)

2
X-a
Yo lx) = =%
14 (x-a)?
so ist
Ga = WQEO = {')C : f=11(/"~3) 3@50}.
Satz: {1&[%) } definiert genau dann einen verallgemeiner-

ten gemischten ProzeB, wenn fir jedes & &R und £tV 0 die-

positiven Funktionale

1Lg%3£ Vo —> &(a)

. . ! .
einfach in E} konvergieren, und

74“:)& X =-Q
< t 1+Cx-m)‘> —> M (a)

konvergiert.

Definiert {Zi({)} einen verallgemeinerten gemischte~ "rozes,

so existiert fur jedes Fé E; der Grenzwert
» t,a)— 4.
uz J a _
< n ) E > =<Al) LS

und man hat

X -
AW L > = m s Q@) FFO2 ‘F’/mm—;i/i>

Ya
~m{la) + cla) GC (6e)- L2 )

X-q

b L Qla), £ £ £lla)

A (-
x-a)*
Ya >

/
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wobel wir &(R} nach 12B zerlegt haben in

Qla) = Q) 4+ ¢(a) deo

Es ist
cle) > o.
Beweis: iir konnen grodftenteils die Uberlegungen von 8F

Ubertragen. Das einzige was zu zeligen bleibt, ist, daB
aus der elnfachen Konvergenz von
UU:) S JL\
t

in E2'_die elinfache Konvergenz von
Ul a)
t o
in EO' folgt.

Da aber
H ’\AUCéOJ Ve ” e = ¢ IALJ;,Q) S

Wit
ist, und \{Ja & Ez » sind die £ (Pa normbeschréankt. Da

auBerdem E, dicht in E_ ist (s.2D), folgt aus 1 C die ein-

2
fache Konvergenz in E2'.

Satz: Ein verallgemeinerter gemischter Prozefl ist genau
dann ein gemischter ProzeB (im strengen Sinn des Wortes),
wenn flr Jjedes Q& & R

C/(&) = 0
ist.

Beweis: Direkte Folgerung aus 12C und 12D und der Defini-

tion des gemischten Prozesses OF.
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1%. Vorlaufige Diskussion der Konvergenz und der Form

des Grenzwertes von (U(t,a)- da)/t fir t V0.

15A Wir sind nunmehr in der Lage, den von uns angestrebten
Bewels, daB ein in LB (n>2) einfach stetiger ProzeB
ein verallgemeinerter gemischter ProzeBl ist, in den

Grundlinien zu skizzieren.

Die hervorstechendste Eigenschaft des Differenzenquotienten

7/{('6)0-) - (fo.
o

ist, daB er auBerhalb des festen Punktes a positiv ist.

Dies ist die Basis unserer Uberlegungen.

Sel
ek, ¢zo, @<= 0,

und seil

CPEO = {F{‘:gﬂijét—o}
Da fir {‘é.CP ET der Funktionswert f(a) = o ist, ist
die Restriktion & (f) Von< fQ/”J)/é auf @ g
mit der Restriktion von U(t,a)/t identisch und darum po-

sitiv.

Versehen wir @75?0 mit der Norm '

PU) = [ A Uflede ]

so ist die Menge

(e lt) o<t «t, ]

normbeschrinkt lUber qb E?o
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Denn aus
p(f) <4
folgt
-0 <£{ < @
und daraus wegen der Positivitdt von 9 (¢t/

- Lelt), ¢> & Lolt) > < <plt), 0>

Nun ist aber

Lelt), 0> | o<t et

beschriankt; denn flir t + o 1ist <f (H, g” > ohnehin stetig,
und das Skalarprodukt konvergiert flir € Vo, weil ? & H.

Gelingt es noch zu zeigen, daB Hn ¢ Es dicht in @ Eo
bezliglich dessen Normtopologie ist, dann schlieBt man aus

1C auf die Existenz von
‘ U, e) = §
< Ale) ¢ > = M < ) - ) {? >

ti t
rir alle f € @£, , daher auch rir alle £ & @ Eo +H.

Uber die Form von A(a) ist zu sagen, daB A(a) ® ein po-
sitlves PFunktional iber EO ist. Ob es ein integrierbares MafB
ist, d.h. sein Verhalten im Unendlichen, bleibt dabei offen.

Es liegt im Interesse einer moglichst weitgehenden Aufhel-
lung der Konvergenz von
’u(‘ﬁ) Q.J - Jo.
€
und der Struktur des Grenzwertes, dalB q:E% ein moglichst um-
fassender Raum ist. Dazu darf ¢ keine anderen Nullstellen
als x=a besitzen, darf im Unendlichen nicht verschwinden und

muf3 flir x —»a moglichst langsam gegen Null gehen.
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¢ € L{CLEL, ist positiv und verschwindet fir x=a.
Daraus folgt, daB ¢ mindestens quadratisch, d.h. mindes-

tens so stark wie (x—a)2 fiir x = a gegen Null geht.

Hier wird deutlich, warum wir n=z 2 gewdhlt haben. Denn
flir n=1 oder n=o0 gibt es keine solch maximal langsame
Ordnung des Verschwindens fiir x-»a; prédziser ausgedrick?t,

es gibt kein
e E,, 20, la)= o

so daB C(Eo maximal ist.

Anders wire es, wenn wir anstelle En die Menge M der be-
schrankten borelmeBbaren Funktionen widhlten, oder die
Menge der fast Uberall differenzierbaren, beschrinkten
Funktionen, die sich als Integrale beschridnkter, borel-
mefBbarer Funktionen darstellen lassen. Denn dann wire

ein solches maximales ¢>entweder

1 flir x = a

quXJ = { o flir x = a

oder eine Funktion, die sich am Punkt a wie |x-a|ver-

hglt.

Der erste Fall flhrt im wesentlichen auf rein unstetige
Prozesse1), der zweite hat gegeniliber dem von uns behan-
- delten den Nachteil, daB [X—a) nicht stetig differenzier-
bar ist und sicl. daher die liblichen Methoden der Analysis

nicht anwenden lassen.

1) s. DOOB S. 255ff
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Um das skizzierte Programm durchfihren zu kdnnen, miissen

wir beweisen:

1) Zu jedem a €R gibt es ein ¢ & H, so daB

¢ (X)) > o ov X o

und
L ¢ X)) > o

X > =20

ist, und daB ¢ (x) wie (x—aL);2 verschwindet fir x—a.

ii) Sel @ die in 1) gefundene Funktion, so ist H n b Eb
dicht in ¢ Eo beziiglich dessen Normtopologie.




144

14B

- 96 -

14, Ein grundlegender Hilfssatz.

Der folgende Hilfssatz ist das wichtigste Werkzeug zur
Ableitung der anderen Hilfssatze und des Hauptsatzes.
Er ersetzt in gewisser Weise die fehlende Homogenitat
von U(t). Wie in Zukunft immer, nehmen wir an, daB U(t)
einen in LB (n 2 2) einfach stetigen ProzeB definiert.

Hilfssatz: Sei f€ By £''(0) # 0, C>0 und € > O,
dann gibt es eine Gladttungsfunktion & wund zu Jjedem
a € [—C,q] ein h(a) € R, so daB

[ U ) Tay ﬁ(a){ ~ 7 f //m<e

und

[uw tmau){])(a) - ]C'(o)

ist.

Wir bendtigen meist nur folgende

Schwidchere Form des Hilfssatzes: Seil féBn+1, aé€&R,
f''(a) # 0 und £> 0, dann gibt es eine Glattungsfunk-
tion &« und ein h€ R, so daB

| W) tf - L1, <&

und

[u T, £ 1) = L)

ist .

Beweis: Wir kOnnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB £''(0) £ 0 ist. Wegen der Stetigkeit von
f''(x) gibt es ein 7> 0, so daB

(1) _f”(x)é~/3 <0 rur Xl < %
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Wir konnen ein.J¥>0 wdhlen mit den Eigenschaften

A
(2) d < £
) § < LF

2 {
COT :Zf. ,

£ J
(5) ”'Cw.}-F—-,FHMéi fiir alle l"alé? (s. 54) .

14C  Wwie schon in 11D verwendet, ist wegen des uniform
boundedness theorem (1F) die LB -Norm von U(t) tber
Jedem Kompaktum in R beschrinkt. GemdB 1C ist darum
t—=U(t) stetig in der Topologie der glelichmdBigen
Konvergenz iiber jedem Kompaktum in Bn’ Weil die Ab-
bildung Y-> Ty ]C , £ €B_ nach 5A stetig ist, ist

die Menge
(Tyf 1 yen)

wo KC R kompakt ist, kompakt in Bn' Daraus folgt, daB
es zu Jedem f'> 0 ein % > o gibt, so daB

Fu oy f -ty pll, < 7§

fiir alle o< ¢ < N und’\aéh’. Fiir eine Glittungsfunktion
& , deren Triager in EO(’I] enthalten ist, gilt wie
in 11C _

futr Ty £ = Ty {ln < f

fir alle 4%é K.

Ubertragen wir diese Uberlegungen auf den vorliegenden

Fall, so kbnnen wir wegen f €B f' = Df €B_ sagen:

n+1°

Es gibt eine Gladttungsfunktion & , so da8

6 HOTE Tyl <d

Il ut«)-c\a'b(?» tLaD\C “'\«é 5

ist fur alle [y]< Cty.
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14D Wir setzen
M Flany) = [ U Ty £ 700

Es ist ’
Py L) - a—ff-a Fogy) = - [y D] G,

denn es konvergiert

[T_«“A«J{-FJ ) 1['()(-13—4’\3)».((1—\"])

nach
— f'(x—‘a) = —(Tﬂjﬂch)(x}

in B, wenn Ji’éBn+1 (s. 5D).

Flir F(x,y) folgern wir aus (6)
| Fx () - £y [ < g
| Fyx Cny) + {'”(X—«a)/ < d

flir alle x und ]’\“ < C+}/

(8)

Fyx ist eine stetige Funktion von x und y, denn

Fope (') = Fagx Cny)
- {_ [D U(«y ry/D,f](X'/ + [) Ul Toy D{](x‘)}
+ {_[D’L{(o() "('43 D){’J(’X'}—/—[,D Z((L\’/Z-—QgD[](X)}

Die erste Klammer konvergiert fiir y' gegen y gleichméfig
in x' gegen Null, die zwelte verschwindet fiir x! gegen x,
da

[DU) Ty P T 5
in x stetig ist. Es gilt also

(9) Fyy = Fyy
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14E Wir betrachten die Funktion
/
10 g () = £ (aar2) - L,
Aus (8) und (9) folgt

[ 90 2) ~ [1=2)+ {'0)] <7
| 92 (0,2) + L'¢-2)] < ¢

fir [a[< C und }z{é&z und damit wegen (1) und (2)

}g(a>°)/ < J
%%(q1%)2/3—J>§
2

(11) fiir |al ¢ € und |z| <) .

Nun ist Zz
4 (2) = 4(%0) 4 [ 9, (a,%) olu -
Filr Y 2220 gilt o

4(82) 2 = 4§ + 2(8-4) = _ (2+44) +/82
Falls

e 4
24 A Vg

/
ist

ﬁ(a,%) > 0

Ebenso zeigt man, daB in diesem Falle
q(H-2) <0

ist. Die Bedingung ist fiir

2

2= 24

erfiillt, denn wegen (2) ist
2 T
< <4,
Y4

Aus (3) folgt

28 ¢y
£
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Wegen (11) wichst g(a,z) fiir {:Zl < ?__c_)‘ streng monoton.

Da es das Vorzeichen wechselt, besitzt es in diesem

Intervall genau eine Nullstelle, die wir h(a) nennen.

(12) |hla)]| < 29 | <

fiir alle /a[ < ¢

GemdB (7) und (10) ist

[/M(ol) ZQ+&(Q)]FJ’(Q} = -F//o} .

14F Es bleibt die erste Relation des Hilfssatzes zu be-
weisen Ubrig. Aus (6) und (4) ergibt sich

I W) Tatgiey £ -’m(f l, <_2€ .

Da die Translation an der Norm nichts &dndert, gilt wegen

(5) und (12)

Il _C&Jr&(q)]c— "C«xf“/1A <

und damit

I Ulx) Cayl(a 1[) ~Zafﬂm <

¢
Z\'

£
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15. Weitere HilfssHtze:

15A Hilfssatz: Sei £€ C , und

(x-a)" _
F= 2o 1 7 Vg, 0¢C
so ist
lgl, < 20F,

Beweis: Es genligt zu zeigen, daB aus /’FIB < 5% folgt
heill, € 4 - Seialso { [ //2_ £ 7/o . Aus den Re-

-~

lationen
feay = £'(ea) =9
[f'eol <

folgt mit Hilfe dgs Taylorschen Satzes

2
[ feol =1 [ eo-m £l du | < _(ii:é‘_‘)‘
78

AuBerdem ist

[F(x) |

Uberall.
Also
(x - 4) "
fur |x-alg s
[Cex) | € mim (i X—q)/

for lu-alz 5

Fir |xX-0) € V2 gllt aber
kPa,(.)() = A Fix-o- > (T) > (x "L’Q)

und fir [¥-a] =z V7 gilt

\.[/atx/z%> jé

Also 1ist
l’FC{)' £ ‘-l’q (x)

und damit

gy, = £y lly £
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15B Wir erinnern an die Bedeutung von Ga aus 12C und fiihren

in Ga die Norm ein
((f f
Ya 0

Mit dieser Norm ist Ga isometrisch zu EO und ein Banach-
raum.

il

N (f)

Folgerung aus 15A:

Flir jedes -FéGqf\ Ean yhz2 gile
NE) < 20 L,

15C Hilfssatz: Seil

/
o = an

dann gibt es zu jedem C >0 und £ >0 eine Glattungsfunktion
& und zu Jjedem a & EC,CJ ein h(a), so daB fiir

Fa =

1 [?A(o() Tathay H(w - Ulw) ZR-/-L\/O.)j

gilt
¢, € Ga
@
< - el <
Beweis:
f’(l))-: 0

f“(O)

fl
l
N




- 103% -

Wir kdnnen 14A anwenden. Es existiert eine Gliattungs-
funktion o und zu Jjedem a € [—C,C] ein h(a), so

daB fir

Vo = Ulx) 'Ca+2\(°~)j
gilt

3. (@) = o

| Vo - qu [/,,1 <
Flr jedes (a( < C gehdrt

CPQ_——- i.»\}q(ﬂ)-—ﬁa

24 G,. Es ist
| ¢a- yall,

_l (L 8] - S ) - (i-mj)(!

¢ | AdaCayoal 4], + caj I

S—

+{m

< £
T2
Nach 13B
N(CPQ' qf/q) < £
oder
P g <
l Yo B ”o
15D Offensichtlich
Pa € L

Fir € < 1 gilt

(PQCX)> 0 flir x # a
”6M~‘ ?thx) e

1X) => 8o Pa loo) - ¢

CPQ( X)—=> 0 wie (x-a)2 fiir x —>a.

ﬁ”a erfiillt also alle in 13C gestellten Forderungen.
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Well |
(1-¢ell< Yoo g4

a

liegt die Reziproke von Loy in EO und es ist
a

Go = W&Eo‘:- ﬁom E,
Flir die Norm

F C¥)'= ” FI/CP“-”Q

rechnet man leicht aus
(1-¢) plf) € N(L) € U+re) PUH).

Also sind die Normen p(f) und N(f) auf G, dquivalent.

Hilfssatz: GaA En ist dicht in Ga beziiglich der Norm-
topologie von Ga‘

Bewelis: 8Seil f'éGa und sei

i flya

Da E  dicht in E ist (s. 2D), gibt es einlléEn, so daB

l(&—gﬂo <€ .

Also

[ (] - 9 (x)| € ¢ fir alle x -

Daraus folgt durch Multiplikation mit 1?«

[ o 0 bte) - L) < ¢ Yalx)

oder

/

NV ( Ya 4 - ;2) < ¢

Der erste Ausdruck in der Klammer ist aber offensichtlich
in

Ga n E 4
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15F Hilfssatz: Gawa ist dicht in Ga beziiglich dessen Norm-
topologie.

Beweis: GemidB dem letzten Hilfssatz genligt es zu zeigen,
daB HAGa dicht in En/\Ga ist.

Sei f‘€E&{\Ga, dann gibt es nach 11C fiir jedes beliebige
€ > 0 eine Gldattungsfunktion o« , so daB

(y U £ - Ll €€

ist. U( & )f liegt jedoch im allgemeinen nicht in G_a H,
weil weder es selbst, noch seine erste Ableitung flir x=a
zu verschwinden braucht. Wir versuchen nun von U( o/ )f
eine geeignete Funktion h €H abzuziehen, so daB

g = U(« )f—héGa

ist.

Sei

X)) = «&p [j(x -a) - (x - a){] .

Es ist

J((O.)= 1, X'(Q)¢”> X

Wir kdnnen Hilfssatz 14A (schwidchere Form) anwenden und
eine Glattungsfunktion /8 und ein y €R finden, so daB

I U(g) Ty X — X < €

"(Q)—_—’/’ .

und

ﬁ/{(ﬁ)aj X1 (@) = 4

ist. Dann setzen wir

= (4LG¥ / Q ~
4, [ )£)7( )] @{(ﬁ) LUKX

und

b= b, + 4 [ (Wf)a) - 4i0a)]
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Offensichtlich ist

4 (1) = (U L) (a
A (a) = (mter £) ey,

und damit
g= Wef - L ¢ g,

Da wegen (1)

WU L) () | < ¢

m?/(ﬂ(o«/,[’)/(a// < ¢

ist/und da

hzyll, g =1,

ergibt sich

e -9, e - W) L, i,
< Il(—ﬂ(w[/M + //%4//,M +
W) £) ()| + |4, (a))

g £+£(N,)(//M+£)+g+<‘.'U!XI
=28 (A + WU, +¢)

Nach Hilfssatz 15B ist

NCE-5) 2 Ge (Usliyl, e )

Hilfssatz: Ga'+ H=F_.

a

¢)
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Beweis: Da sich Jjede Funktion in Erl durch Funktionen
aus H approximieren 188t, gibt es zwel Funktionen

f1,f2 €H, so daB die beiden zweidimensionalen Vektoren

(£,(a), £,'(a) )
( £,(a), £,'(a) )

linear unabhidngig sind. Wir kdnnen jedes fETFa darstel-
len in der Form

N A R SN N

wo o, und %, durch die Gleichungen

A fA(a) + Nl-fl(al = f(a;

o« Lla) +oa L (@) = £ (ay

bestimmt sind. Die in eckigen Klammern stehende Funktion

}

gehort Ga an. Damit ist gezeigt, daB sich Fa durch H und Ga
erzeugen 1i3B8t. Umgekehrt liegt offensichtlich jede Funktion
aus G_ + H in F_.

a a
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16. Der Hauptsatz.

Hauptsatz: Jeder in LB (n 22) einfach stetige ProzeB ist

ein verallgemeinerter gemischter Prozef.

Beweis: Die Restriktionen ¢lf/von (Ult,a)- Sa)/é ber G

bilden eine Menge positiver Funktionale iliber Ga’ denn
£ d/t, £ > verschwindet fir r& G,. Die Menge

{e(k)-"'0<tét,,j

ist normbeschrinkt iiber G,. Denn aus f &G, N(f) g1
folgt (s. 15D)

A
[l € Yo <€ 75 ¢a,
wo & eine feste Zahl < 1 ist,
1

y
4—&CF“<7F<;I-;E’§0¢

und

_qi Lol @, > < Lglt) > < L <plt), >
-£

Lo (t), @ o> ist aber fir t>o stetig und konvergiert
fir t Yo, weil Cp, €H1ist.

Da G_AH dicht in G, ist (s.15F), folgt aus 1C, daB @(t) A A

einfach iuber Ga konvergiert.

Da F, = G, + H ist (15G), ergibt sich die Konvergenz von

<4A(£)1)"J0. )£> . <A(Q)‘7(>

flir jedes f éFé. Nach 12C ist damit (U(t)} ein verallgemeiner-

ter gemischter ProzeB.
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16B  Wir erinnern an die Formel von A(a) aus 12C und zerlegen

(&) in Qa) = &(a-), + Cla) oo + 6{&)Ja » WO
(Q(Q)'ein integrierbares MaBl ist, das der einpunktigen
Menge’{&} den Wert Null zumiBt.

Wir setzen

Wla = -
1+ (%-a)
Es ist fiir -Fe{-:L

(/4 (Q)|]C g =

X - o

m(a) .F/(q/ + c(8) (f(es) - fla))

+ Fe'(a) 10"(&) + < 62(41’, f- F(e;i\lj- Flte) ma S
0

Satz: PFlir fast alle t ist

L&D U, L > = cla

und ¢ (@) verschwindet fiir fast alle Q.

Beweis: Sei & eine beliebige Glattungsfunktion und f. & R

eine locker nach 1 konvergierende Folge

Ao LA UKDy Lr>

17120

. Wir berechnen

Nach 11D und 11A ist

LA M, > == &I U, s

e L 28U, LS - /0(

= [ ot -,

(t) (Ul4)4) 10)

Andererseits ist

Z Al W), Fo > = <Ala), Ul £ >
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Wegen der lockeren Konvergenz sind die Z((Cf){f in der
C,,~ Norm und darum (s. 15B) die

%' _ U(N)F,' — (u(o()f-}(qlif (fa(ﬂ’)f‘-)/{q/%)_
( v

in der C -Norm beschrinkt. Nach 6D konvergieren die 1(@%};,
locker (n 1)-ter, d.h. mindestens erster Ordnung gegen 1.
Darumkonvergieren die g; an allen von a verschiedenen
Punkten gegen Null. Fir den Punkt a kdnnen wir auBer

der Beschridnkthelt nichts aussagen, denn

g = 5 (W0 )" (o
braucht nicht nach |

(ter) 4)" () =

zu konvergieren ( s. Gegenbeispiel 6E ). Da aber das
Q(a)' -MaB des Punktes a verschwindet, k&nnen wir trotz-
dem den Satz von LEBESGUE anwenden und erhalten

<QW) 4> = o

Damit geht

ARQU () £> — —c(a) + ;)< &, DUl £>

Dieser Ausdruck verschwindet nach unseren obigen Uberlegungen.

cle)y - < o D U, £>

Aus dieser Gleichung schlieBt man nach 6D, daB c(a) fiur

fast alle a verschwindet.

Flir alle fi ist

LoD Ul £y > = [ ) LD Ut >l

La4Bt man i-» #elaufen, so konvergiert der Integrand punkt-

weise und ist beschrinkt durch

s [ o (+) UL+ NLE e If
n ]
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Wir kodnnen den Satz von LEBESGUE anwenden und erhalten

8D wlw), 4> < fott) < T D UL, 4> dt
und
ot = et [wt < LD U A ot
Da ™® eine beliebige GlEttungsfunktion war, ist

cla) = 43 6'(a)< J;Dzﬂ(f}, {>rir rast alle t.

—

16C  Folgerung: Ein in LBn.(ru;Q) einfach stetiger ProzeB ist

genau dann ein gemischter ProzeB ( im strengen Sinn des

Wortes ), wenn es fur jedes feste a €R eine Menge
M(a) C Co,oo} gibt, deren Lebesguesches Maffi von Null ver-

schieden ist, und flir die gilt

1}_ s (e) £ 4, Dz?/t({»))i>=0 WCOKV i'éN[q/_

Dies ist insbesondere immer flir nz % der PFall. Denn dann
ist nach 6D

LGP UW) 1> =0

fir alle t & [0,00)und a&R.

Beweis: s. 12E.
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17. Die globrle Struktur von A.

17A Satz: Seil (U(t)} ein in LB (nz2) einfach stetiger
ProzeB3, so konvergiert fir jedes f¢5E2
we) -1 Iy
t

punktweise gegen eine borelmeBbare, iUber jedem Kompaktum
beschrinkte Funktion. Ist der ProzeB {U(t)} dariber
hinaus ein gemischter ProzeB ( im strengen Sinn des Wortes),

so gilt diese Aussage Tlr Jjedes fécg.

Beweis: Die Funktion ist als Grenzwert stetiger Funktio-
nen borelmeBbar. Ihre Beschrinktheit Uber Jjedem Kompaktum
schlieBt man aus dem folgenden Satz 17B. Ist A(a) eine

integrierbare Distribution zweiter Ordnung, so ist

A g = {{A(«)H,Bz, = hA I,

17B Satz: Die E2'— Norm von A(a) ist beschridnkt, wenn a ein

Kompaktum in R durchlduft.

Beweis: Wir missen zeigen, daf ” A[Q)IIE ) in Jjedem Intervall
_— vy
(-c,¢ ] ,¢ >0, beschrankt ist.

17C Wir zeigen zunidchst die Beschranktheit von ” @(&)“E‘)faleé C.
Es ist ’
el g = <@l > - <), Vo >
Nach 15D ist

4
Yo € 2% e

mit einem festen &€<£4 , und damit

latolg ¢ L LA, 4>

Es genligt die Beschrinktheit von < A(a), th7 zu beweisen.
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Nach 15C und 11D ist aber

<A[Q)| CP&>

i

_ L Ala), U(&) Tardla) [ >
= [ U(w) 'Ca42\(Q)j:](a.)
¢ Nulll,g NI,

17D Aus der Tatsache, daB sich jede Funktion in Bn durch
Funktionen aus H approximierén 1iB8t (11C), folgt, daB
es zwel Funkfionen g4 und 8, in H gibt, so daB

ﬁ,(“) 3 L (o)
D(Q) = 3«I(Q) jLl(a‘)

2’/@ > 0
fir alle |@| € C ist.

Sei f €E2, “FHZ < 1 so kOnnen wir fiir jedes a € EC,C]
dle Funktion f zerlegen in

= L0 g+ A, + (f-L05, - 463, ),

w0324(“) und.)z(“J s0 bestimmt werden, daB die in Klammern
stehende Funktion zu Ga gehodrt.

4,19 9,(2) + L (a) 9, (a) - £ (a)
Ay (o) ;41 (a) + /12 (Q)ﬁz/(ct) = 7[/(61/
Es ist
<A@, >

——
—

A=) <Ala), 9,5 +.4,(lAn), 8, >
+ < Qlay, f -4 @)g, - Ay (809,
L LT AR

: 11/ *
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Nach 11E liegt
a — 4A(-Q)l‘}4>

in Bn und ist darum beschrinkt. Das gleiche gilt fiir

Wir haben die Beschridnktheit von H Ala) I fz/ ) [a]l < C
bewiesen, wenn wir gezeigt haben, daB

2, (2), Ay (=)
und (s. 17C) ‘
-F - ,21 (Q) A "'/21(‘1) 2 |
| ‘{’3 | d I - N4, (w19, - 4, (ws,)

beschriankt sind.

Es ist aber

/ Dt ( 3;1.(::,?::))/
l/z't(‘{} [ < ])(a < M««
’ /8

(| < 2130w

und

No (£-2(2) 9. - L (e §,)
Z 2 lf- Ay, -2 (9.,
22 (At Lt lgd + Lt 09,0, )
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17E DaB im allgemeinen “A(FJ“ Eg tatsichlich nicht Uber
der ganzen Achse beschrdnkt ist, sieht man an dem Bel-
~spiel ‘

(UE) D) (x) = £(xe T) .

Offensichtlich definiert U(t) einen stationiren Markow-
prozeB. Fiir Jedes n ist die Restriktion von U(t) auf
Bn ein Operator aus LB der Norm 1. '

t->U(t) ist einfach stetig in LB . Es geniigt dies fir
£t = 0 zu zelgen. Sel fé& Bo und &€ > ¢ vorgegeben, so
widhlen wir ein r so groB, daB

| foo | < £ rir x| 2 T/

Weil f gleichmdBig stetig ist (s. 2C), k8nnen wir ein
so kleines ty finden, daB '

b, & 1

und
[£(y) - F(y) | <&
ist, fir |

gl r am e

)

Dann gilt fﬁrl’(l?T) féféé'{
Jfixe-t) - feol g et ifw] ¢g,
und rir | Xl €y, €< to :

| H'Cxc-f)_.{(x)[ < €,

wegen

to

¢ )

x| ¢ v(4-et) ¢ v(4-€

| xe”
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Da

DX U4 = <% UWD"

ist, folgt aus der einfachen Stetigkeit in LBO die
einfache Stetigkeit in LB , n = 0,1,2,++0 U(t) er-
fiillt also alle Voraussetzungen von 17B.

Wir berechnen

LA = L PO - f o

= A, ‘[(‘“’-'{)-{’(w i
T = - aflay,
also
A(a) =-a d, D
und

| A(a) ”E’ = {Q/

2
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Anhang

18. Uber die Stetigkeit von Halbgruppen vom Faltungstypus.

Satz: Gegeben sei eine Abbildung

telojoo) — m(t) € B/

0

mit den Eigenschaften -
_/A('ézf*fz}:/a(f,,}ﬂ‘/u.({z)/
(o) = d

i) lig, - et < 4

AuBerdem seil
Spe (8D ZL§x>x

fir Jedes feste § LEBESGUEsch meBSbar in t© .

Dann gilt
entweder /u.(t) =0 fir alle £> 0,
oder /A(t) # 0 fir alle t> 0,

M (t) ist einfach stetig in BO'
/A(t) ist von rechts streng stetig.

Von rechts stetig heiBft, daB /U.(fc) streng gegen
konvergiert fir Jjede konvergente Folge 'tL vt .

Wir benStigen zunichst einen Satz aus der allgemeinen Halb-

gruppentheorie :

Satz: Sei U(t), t > O eine Menge von Elementen einer Banach-

algebra und gelte

UL, +t,) = W) uld,)

o < lutt)| < 4 fir alle t > 0

/

dann ist

A W) <1

tho
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Beweis: Aus

e+l < IR Tuw) |
und '

o < fautt)i < 4
folgt fiir B
%Uc) = - /on U )
daB . »
o > §lt+t) 2 3(’c)+§(f')zo

ist. g(t) ist monoton anwachsend. Sei fc eine Nullfolge -
und seien die ki ganze Zahlen mit '

4
ki 2 ?f =z ;-4
\

9(2) 2z §(%t) = & 9(f),

und damit

%,(fi) <L .3532.- = 0
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18C Fir

C(fit) = < utb), e"fx>

X

gilt

CUE trta) = CUfta)Clfd,) .

Man schlieB8t daraus, daB fir ein festes ;‘die Funktion

C (_f, ¢) furﬁlle t > 0 verschwindet, wenn sie flr
ein einziges t > 0 verschwindet. Wenn C(f,f) fir
eln t > 0 nicht verschwindet, dann verschwindet es
nicht flir alle t>> 0. In diesem letzten Fall schlieBt
man aus der MeBbarkeit, daB

C('f|£) = eK(f)t

ist. Da
f-—> C(f ), t fest

stetlg ist, 1ist K(f) stetig, wo es definiert ist, d.h.
wo CCf,f)séofiirt>Oist. ~

L C(fi£) = C(§) =

{O WO CCf,f);_. 0, t >0
tV 0

1 wo C(ﬁf)q—éa) ‘é> o)

18D Die Kugel

{/ue B, Il < 4]

ist einfach kompakt in BO' 1). Also hat/A(‘Ufur t ¥ 0
mindestens einen H&ufungspunkt M und es gibt eine Null-
Tolge t,, so daB/lA(éf) -—*9/4. konvergiert. Sei QCR ein
beliebiges endliches Intervall, so ist

f& e,‘fxa(f 6?0/
</c('£l-)}4€/'f)(df>x > </A) /elfxo{f>
& x

1) s. LOOMIS S. 22
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Nach dem Satz von FUBINI gilt

Z/L(tl)l fel.fxolf >X._._ [</“(tl)}elfx>o{f=/C(ﬁti)(’{f,
a . 5 X g !

also

fetti)df = [<pedes Af - i (f)af.
Q Q X q
Demnach ist o
/&(sl = C(§) rast tberall.
Die Fouriertransformierte einés zwelten HéufungspunkteS/*'

stimmt mit der von A fast iiberall iiberein, also liberall,

da Fouriertransformierte stetig sind. Damit ist

/(Af-:/b\’
and }LL%) " konvergiert fir t v 0 einfach gegen/}& .

~ . . R ) . . .
Da_/k [f) stetig ist, 1ist C( f fast Uberall gleich einer
stetigen Funktion, d.h. fast Uberall gleich 1 oder fast

ilberall gleich Null. /A(-f) konvergiert also entweder
nach O oder nach Null.

Im zweiten Fall ist

clft)=0 fast liberall,

-und deshalb
/u(é) =0 fiir alle t 30,

ﬁnd damit auch
c(§ t)=o

Damit ist die erste Hdlfte des Satzes bewiesen.

{iberall, t£t> 0.
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Es bleibt der PFall
=
zu behandeln. Es ist

() # 0

fir ¢ >> 0. Also nach 18B

Lo M)l < A4 = U1

£e 0
Nach 4I folgt

ya (L) = d

streng. Damit konvergiert C(f,f) filr t ¥ 0 punktweise-
nach 1 und (:(f(fﬂvist von Null verschieden fir alle
t Z 0 und j .

Aus der Stetigkeit von Cl(f,é) flir alle t und der ein-
fachen Kompaktheit der Einheitskugel in BO' ergibt sich
die einfache Stetigkeit von ’

t - (€)
Well
() = /uff,-—'é) */u(t-/,
folgt die strenge Stetigkeit von rechts aus

/(A-('éc"" t) - J; ftLt

und aus Satz 5K.

Wir behandeln noch den Sonderfall /0(6)2‘1 Dann ist
lpcCtat €20 = att) 0 IalE) ),

und ,b“(‘)“ ist entweder gleich Null fiir £ > O oder gleich
e-¥t | Y> 0. Im zwelten Fall ist M/&(GJ'I stetig und
nach 4H‘/Ltf)streng stetig schlechthin. Setzen wir

Jult) = e rt P e,

so hat p(t) alle Eigenschaften der homogenen stationéren

Prozesse.




- 122 -

Symbolverzeichnis

' (z.B. X', BO', M")
01l

A

A,A(x)

LN 1 (Z .B. LXY)
L. (z.B. LX, LB, LM)
M

U(t), U(t,x)
u( @)

Ve

Xr

1D
2A
B
8¢
2B
3D
4B
9B
12A
12A
12D
12D
1ME
8B
1A
1D
3B
8F
15B
4p
8F
1D
5B
8F
5A
8B
11A
8F
hp




- 123 -

Sachverzeichnis

Beschrinktheit, strenge
differenzierbar, Taylorsch
Distribution, integrierbare
Gladttungsfunktion

Konvergenz, lockere
strenge

Markowprozef3, stationirer
homogener
gemischter
rein unstetiger
stetiger

verallgemeinerter gemischter

MaB, integrierbares
Topologie, einfache

Ubergangswahrscheinlichkeit

homogene
Variable, uneigentliche

WahrscheinlichkeitsmaB

4B
8D
2E

11B

3D
ha
8B
9B
8E
8D
8F
12D

2E
1B

8A
9A
2G
8A
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