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Bloch- und Néel-Wiinde
in diinnen ferromagnetischen Schichten
Von

H.-D. Dierze und H. THOMAS
Mit 4 Figuren im Text
(Eingegangen am 28. April 1961)

In diinnen ferromagnetischen Schichten erzeugen Dominenwinde ein Streufeld.
Dies fithrt dazu, daB die Struktur und Energie solcher Wande gegeniiber Winden
im unendlich ausgedehnten Material erheblich beeinflufit werden. N£EL hat bereits
gefunden, da8 in diinnen Schichten zwei verschiedene Wandtypen existieren miissen.
Das Néelsche Verfahren zur Abschitzung der Streufeldenergie wird in dieser Arbeit
durch ein konsequentes Variationsverfahren ersetzt und daraus die Energie und
Struktur einer 180°-Wand in einer diinnen Schicht mit einachsiger magnetischer
Anisotropie berechnet.

1. Einleitung

In einem unendlich ausgedehnten ferromagnetischen Kristall mit
einer ebenen 180°-Bloch-Wand dreht sich innerhalb der Wand die Mag-
netisierung so, daf keine Quellen fiir ein Streufeld auftreten. Die Magne-
tisierung wird daher immer in der Wandebene liegen und keine Kom-
ponente in Richtung der Wandnormalen haben. Die Breite einer
solchen Wand wird durch das Gleichgewicht zwischen Austausch- und
Anisotropiekriften bestimmt.

Betrachten wir nun die gleiche Wand in einer ferromagnetischen
Schicht (Fig. 1), so werden an der Oberfliche der Schicht Pole ent-
stehen, die zu einem Streufeld fithren. Die Bloch-Wand wird sich unter
der Wirkung der Streufeldenergie zusammenziehen, weil hierdurch das
Streufeld abgebaut wird. Der EinfluBl der Streufeldenergie wird um so
starker sein, je diinner die Schicht ist.

N£EL! hat nun bemerkt, daB fiir sehr diinne Schichten die Streufeld-
energie niedriger sein wird, wenn sich die Magnetisierung nicht in der
Wandebene, also senkrecht zur Schichtebene dreht, sondern innerhalb
der Schichtebene in die neue Richtung eindreht. Dies ergibt dann eine
Polverteilung, wie es in Fig. 1 unter der mit Néel-Wand bezeichneten
Figur angedeutet ist. Nach NZEL gibt es oberhalb einer kritischen
Schichtdicke Dy nur den Typ einer Bloch-Wand, bei dem sich die
Magnetisierung aus der Schichtebene herausdreht, und unterhalb dieser

! NEEL, L.: C. R. Acad. Sci. Paris 241, 533 (1955).
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kritischen Schichtdicke nur den Typ der Néel-Wand, bei der sich die
Magnetisierung innerhalb der Schichtebene dreht.

NEEL schiitzt in seiner Theorie die Streufeldenergie dadurch ab, da3
er die tatsichliche Polverteilung durch die Polverteilung eines magneti-
sierten elliptischen Zylinders ersetzt. Der Schnittpunkt der fiir die
beiden Wandtypen berechneten Kurven der gesamten Energie als Funk-
tion der Schichtdicke bestimmt dann die kritische Dicke.

Diese kritische Dicke ist einem diskontinuierlichen Ubergang von
Néel- zu Bloch-Wand zuzuordnen. Tatsichlich bildet sich aber eine
Zwischenstruktur aus, die zuerst von HUBER, SMiTH und GOODENOUGH ?
beobachtet wurde. Deshalb ist die
2 ] kritische Dicke experimentell gar
l' ey  Dicht scharf bestimmbar. Nach
! METHFESSEL, MIDDELHOEK und THO-
1 MAS? entnimmt man aus den beob-

)
Q
(]

)

g}i‘;/y,:s‘hijd achteten Veranderungen der Stachel-
25 drahtstruktur mit der Schichtdicke
X i eine kritische Dicke, deren Wert
ol o3 1§ 3% o3  gegeniiber der Theorie von NEEL
- L4 ‘etwa um einen Faktor 3 zu hoch ist.
WNee/-Wand

Fig. 1. Die belden Wandtypen fn diiznen _ De.r Grund fiir diese Abweichung

ferromagnetischen Schichten liegt in der zu rohen Abschitzung

der Streufeldenergie, KaczRr4 und

STEPHANI® haben versucht, durch die Annahme einer anderen Polver-

teilung die Rechnung zu verbessern. Das Ergebnis weicht jedoch nicht
wesentlich von dem Néelschen ab.

In dieser Arbeit wird nun die Streufeldenergie exakt angegeben und
das Problem zusammen mit der Austausch- und Anisotropieenergie als
Variationsaufgabe formuliert, wobei wie bei NEEL von der Ausbildung
der ,,Stacheldrahtstruktur’ abgesehen wird. Da eine exakte Lisung
nicht gefunden werden konnte, wurde ein Variationsansatz fiir die
Magnetisierungsrichtung gemacht und hieraus die Struktur, Energie
und kritische Schichtdicke bestimmt. Letztere ergibt sich um den Fak-
tor 2,5 grofer als bei NEEL. Vorausgesetzt wurde allerdings, daB sich die
Magnetisierungsrichtung nicht in Richtung der Schichtnormalen dndert.
Wieweit diese Annahme berechtigt ist, haben wir nicht genau abge-
schitzt. Fiir die Néel-Wand diirfte dies aber sicher erfiillt sein, wihrend

2 HuBsr, E.E,, D.O. SmitH and J.B. GOODENOUGH: J. Appl. Phys. 29, 294
(1958).

3 METHFESSEL, S., S. MiDDELHOEK and H. THomas: IBM J. Res. and Dev. 4,
96 (1960).

4 KACZER, J.: Czech. J. Phys. 7, 557 (1957).

5 StepHANI, H.: Wiss. Z. Fr. Schiller Univ. Jena 7, 373 (1957/58).
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sich bei der Bloch-Wand oberhalb der kritischen Schichtdicke solche
Korrekturen wohl bemerkbar machen kénnten. Es ist aber anzunehmen,
daB diese Korrekturen in der Gesamtenergie bei nicht zu groBen Schicht-
dicken relativ klein sind.

2, Allgemeine Formulierung des Variationsproblems
Wir betrachten eine unendlich ausgedehnte Schicht der Dicke D.
Die x- und zAchse soll in der Mitte der Schicht und die y-Achse
soll senkrecht zur Platte liegen (Fig. 2).

Der Betrag der Magnetisierung y

Jistgleich derspontanen Magneti~ D)2

sierung J;, die nur von der Tem- 2
peratur abhiingt. Wirsetzen daher s x

mit S=171 (2.1) -2
12 =1. (2.2) Fig. 2. Lage des Koordinatensystems in der Schicht

Weiterhin nehmen wir an, daB} die betrachtete Wand parallel zur z-
Richtung verlduft. Alle GréBen seien von z unabhingig; dadurch werden
komplizierte Wandstrukturen, wie die Stacheldrahtwinde sowie die
von SHTRIKMAN und TREVES® diskutierten Bloch-Winde alternierender
Polaritit aus der Betrachtung ausgeschlossen. Fiir den Einheitsvektor i,
der die Richtung der Magnetisierung angibt, fithren wir Polarkoordinaten
ein mit der z-Richtung als Polarachse.

f = cos @(#, y) - sind(x, y)
j, = sin (%, ) - sin d (x, ) (23)
j. =cosP(x, ).

Die Austauschenergie pro Lingeneinheit der Wand lautet mit diesen
Koordinaten in der iiblichen Formulierung?

+o00 +Djf2
Es=A [ dx [ dy{(grad9® + sin?® (grad ¢)3}, (2.4)
—oco  —Df2

wobei 4 die Austauschenergiekonstante bedeutet.

Wir nehmen eine einachsige Anisotropie in der Schichtebene an,
deren Vorzugsrichtung parallel zur z-Achse liegt, und machen fiir die
Anisotropieenergie pro Lingeneinheit den Ansatz

+o0  +Dj2 ’
Ex=K [ dx [ dysin2¢ (2.5)

“o —Dj2
mit K als Anisotropiekonstante,

¢ SuTrRIKMAN, S., and D. TREVEs: J. Appl. Phys. 31, 147S (1960).
7” BrowN, W.F.: J. Appl. Phys. 30, 62S (1959).
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SchlieBlich haben wir noch die Streufeldenergie pro Lingeneinheit
+o0 +oo
Es=- f dx f dy 9 (2.6)

zu beriicksichtigen, die sich wegen der Maxwell— Gleichungen auch in der

Form
+oo  +Dj2

—3J [ dx | ay(9, ) (2.62)

—o00 —Djf2

schreiben 1i8t. Das Streufeld SQ berechnet sich dabei aus den Maxwell-
Gleichungen

rotH =0
e D
—4m ] divi fir ]y|<7 2.7)
div ) = b
0 fiir |y|>—2—-
, S

Mit dem magnetischen Potential U lautet die Losung d.mses Glélchungs—
systems ;
H = —grad U, (2.8)
+eoo  +Dj2

, ’;x,,/ _I)+' /'/__/
Ulny) =2J, [ ax [ay D= DA 0027) - (9)

—% —Df2

Die Magnetisierungsrichtung j stellt sich nun so ein, daf die gesamte
Energie

ein Minimum wird. Diese Variationsaufgabe fithrt auf ein nichtlineares
System von partiellen Differentialgleichungen, deren Losung hoffnungs-
los erscheint, weswegen wir dieses System hier nicht angeben. Wichtig
sind fiir unser spiter benutztes Naherungsverfahren die aus dem Va-
riationsproblem sich ergebenden Randbedingungen fiir j: Die Normal-
ableitungen von | an der Oberfliche der Platte sollen verschwinden

31) —
- =0. 2.11
(5 ) @11)

Dies fithrt zu der plausiblen Annahme, da man fiir nicht zu dicke
Schichten die y-Abhidngigkeit von j vernachlissigen kann. Diese y-
Abhingigkeit wird die Streufeldenergie der Wand erniedrigen, wodurch
aber die Austauschenergie zunimmt. Bei einer Wand der Breite 4 in
einer ferromagnetischen Schicht der Dicke D wird die Austauschenergie
in Folge der y-Abhingigkeit proportional zu 45/D und die Streufeld-
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energie proportional zu 27 J2Db sein. Man sieht, daB bei diinnen
Schichten die y-Abhingigkeit von j wegen der Austauschwechselwir-
kung praktisch unterdriickt wird. Wo die Grenze der Zulissigkeit dieser
Annahme liegt, 148t sich nicht so einfach abschitzen, da die Proportio-
nalititsfaktoren zu den angegebenen Energiebetrigen nicht einfach
anzugeben sind.

3. Streufeldenergie fiir eine von y unabhingige Magnetisierung

Die Annahme, daB { nicht von v abhingt, gestattet fiir die Streufeld-
energie eine wesentlich einfachere Formulierung. Zunéchst 148t sich
die Integration iiber y’ im Potential (2.9) ausfiithren. Sie ergibt

x—

+oo
U(x, y) = ZLfdx']',, (%" {arctg%’i—“';/_y 1 arctg 22— y} +

+00
i (at — #P + (D2 + 9)° 31)
I

(_ﬁéarctg§l)'
2 2

Der Integrand im ersten Integral macht fiir | y|< D/2 einen Sprung an
der Stelle x” = x, was bei der Gradientenbildung fiir die Berechnung des
Feldes zu beachten ist, wenn diese mit der Integration vertauscht wird.
Dieser Sprung entfallt fiir | y| > Df2. Fiir die Komponenten des Feldes
erhalten wir daher

+oo
. R Dj2+ y D2 — y
B(xy) _zﬂf‘i” 7”(x){(x—x')=+ P R P (D/z—y)z} -

+ o0
;- ’ x— & x— %
—2Lfdx 7y(x){(*—x')2+ (Dj2+ )2 (x— )2+ (D/Z—J’)z} o
. . D
47w J.7,(x) fir |y|<7

- D
0 fiir |y|>—2—

x—x x— }

+o
H(%,9) = =21 [ax' i) =z O+ G— R F (Do

+00
e ’ D/2+y D/Z—y
- zfsfdx Iy(% ){ E LN,V SRy Ry P N 5/ y)Z}

fir |y|s DJ2.

(3-2)
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Man rechnet leicht nach, daB H, fiir y = 4-D/2 stetig ist und H, den
Sprung

(o 2 o) o 2o =4
~ . K _ 33)
Hy(x, “7+0)—Hy(x,—7—0) = _4ﬂL7y(x)

macht, wie es nach den Maxwell-Gleichungen sein muf}. Setzen wir nun
(3.2) in den Ausdruck (2.6a) fiir die Streufeldenergie ein und fithren
noch die Integration iiber y aus, so erhalten wir

+ 00
Ey=—J? [[ dxdx i, (7<) — 1, (31, (Y {1 + b+
= (3.4)
+ 27 J2D [{%(x)dx.

In dieser Formulierung der Streufeldenergie ist zwar | nur noch von »
abhingig, aber das Streufeld § in der Platte hingt noch von y ab. Wenn
nun j sich in x-Richtung innerhalb eines Abstandes D nur wenig 4dndert,
oder mit anderen Worten die Breite b der Wand grof3 gegeniiber .D ist,
wird sich das Feld § innerhalb der Platte mit y wenig verdndern. Jedoch
ist dieser Fall nur bei ganz extrem-diinnen Schichten verwirklicht, so
daB wir hieraus keinen mathematischen Nutzen ziehen konnen.

4. Variationsproblem mit von y unabhéngiger Magnetisierung

Fiir den Fall, daB j nicht von y abhingt, erhalten wir mit den Polar-
koordinaten (2.3) aus (2.4), (2.5) und (3.4) die Energieterme

+ oo

E,=AD f {(gf_)“’ 1 sin2d (x) (j_f)z} dx
Ex=K D—Z:;inzﬁ (x)dx
Eg=—]? fjocos [p(x) + @ (x)]sind(x) x (4.1)

X sin@(x') - In [1 +(x—fzx—)z—] dxdx’ +

+00,
+ Zn]sszcoszqa(x) - sin2d (%) dx.
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Die Summe dieser drei Energieterme ist beziiglich der Winkel ¢ (x) und
@ (x) ein Minimum. Die Variation nach # ergibt die Gleichung

AD{ZZ;Z —-sinq?-cosﬁ(%ﬂ —

— K Dsin® - cos® — 27 JE D cos? ¢ sind - cos ¢ +

40 (4'2)
+ 2 fcos[q)(x)—f—q)( x')] cosd (x )smﬁ(x)ln[1+ )Zde =0
und die Variation nach ¢
AD[smﬁ 4+ 2cosd -~ d'p dﬁ} + 27 J2Dsin ¢ cos g sin$ —
Ho0 (4.3)
e f sin [ () 4 ¢ (+)] sint?(x’) In [1 + (Tf‘ng dx' =0.
Man erkennt leicht, daf3
p(x)= —Z— (Bloch-Wand) (4.4)
p(x) =0  (Néel-Wand) ;

T

Losungen der Gin. (4.2) und (4.3) darstellen. = stellt den Typ

einer Bloch-Wand dar, bei der sich die Magnetisierung aus der Schicht
herausdreht, wihrend ¢ =0 der Typ einer Néel-Wand ist, bei der sich
die Magnetisierung in der Schichtebene dreht. Es ist uns nicht gelungen
zu beweisen, daBl die Losungen (4.4) auch stabil sind.

Es wire moglich, daB keine der beiden Losungen (4.4) stabil ist und
sich der Ubergang von Bloch- zu Néel-Wand mit abnehmender Schicht-
dicke kontinuierlich vollzieht. Fiir den Vergleich mit dem Experiment
hat ein kontinuierlicher Ubergang dieser Art wohl keine Bedeutung,
weil die tatsichlich beobachtete Ubergangsstruktur die oben erwihnte
»Stacheldrahtstruktur ist28, In unserer Beschreibung kann durch die
Unterdriickung der z-Abhingigkeit diese ,,Stacheldrahtstruktur’ nicht
auftreten. Wir werden im nichsten Abschnitt einen Ansatz fiir 4 und ¢
angeben, bei dem sich die Losungen (4.4) als stabil erweisen werden.

5. Ndherungslésung fiir das Variationsproblem

Es erscheint hoffnungslos, das Gleichungssystem (4.2) und (4.3) mit
dem einfachen Ansatz (4.4) 16sen zu wollen. Wir werden daher einen
empirischen Ansatz fiir 4(x) machen, der qualitativ eine Wand be-
schreibt, und bei dem wir die Halbwertbreite 4 des Ubergangs von
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#(~— o0) =0 nach #(+ o) =z als Variationsparameter einfiihren

» o,
2482’

sin § = o< d<n). (51)
Fiir ¢ (x) setzen wir einfach
@ (%) = const. (5.2)

Mit diesemn Ansatz berechnen wir die Energieausdriicke (4.1) und machen
die gesamte Energie beziiglich b und ¢ zum Minimum.

Zunichst wollen wir das Problem ohne Streufeldenergie mit dem
Ansatz (5.1) behandeln, obgleich sich fiir diesen Fall die Differential-
gleichung exakt 16sen 1aBt. Fiir Austausch- und Anisotropieenergie er-
halten wir nach einfacher Rechnung

EA=27:(V5—1)%]

5.
E =%KDb. G:3)

Das Minimum der Energie E, + E stellt sich fiir

by =212 —1 l/%— —1,287 V% (5.4)
ein und betrigt
E,=2n/}2—1D|JAK =4,04D|4AK. (5.5)

Wir wollen dieses Ergebnis mit der exakten Losung vergleichen. Die
Losung der Differentialgleichungen (4.2) mit ¢=const und J =0

lautet

. 1
sin = — ,

o 2 56
bO
wobei
z ‘A4
bo —_ V——K— (5 -7)
und die Energie
E,=4DJAK (5.8)

sind. Die Ubereinstimmung beider Ergebnisse ist also recht gut.
Wir fithren nunmehr in die drei Energieausdriicke (4.1) die folgenden

reduzierten GréBen ein

Ea — Ex = Es _2af

E,’ KT g, =% 1T x

__ D _ D
.3—'2',)—: ﬂo—%:»

Eq=

(5-9)

Dabei ist fiir alle interessierenden Fille ¢ >1.
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Mit dem Ansatz (5.1) und (5.2) erhalten wir

18
EA_?E—
EK:%% (5.10)
eszéq%{lnu;ﬂ) + 11— 21n(;}+ﬁ) ]cosz(p}_

Die Berechnung des Doppelintegrals in der Streufeldenergie ist im An-
hang durchgefithrt. Die gesamte Energie

e =g+ ex+ & (5.11)

ist nun beziiglich ¢ und f zum Minimum zu machen. Fiir ¢ ergibt sich
sofort /2 (Bloch-Wand) und 0 (Néel-Wand). Damit die Bloch-Wand
stabil ist, muB nach (5.10)

1 31"(:3—“9) >0 (5.122)
sein, und fiir eine stabile Néel-Wand mul3
1— %;J”g)— <0 (5.12b)
sein. Fir
ﬂs:2’513 (513)
ist gerade
g —20+p) (;J”g‘) —0. (5.14)

Nun wird die kritische Dicke D, bei der die Bloch-Wand in die
Néel-Wand iibergeht, nicht durch den Wert f; bestimmt. Hierzu
miissen die Energieausdriicke fiir die beiden Wandtypen beziiglich g
erst zum Minimum gemacht werden. Derjenige Wert von D, fiir den die
beiden Energien gerade gleich sind, ist dann die kritische Dicke Dy .
Es zeigt sich, daB wegen der Stabilititsbedingung (5.12) in einem ge-
wissen Bereich von D um Dy, beide Wandtypen stabil sind, da bei der
kritischen Schichtdicke fiir die Bloch-Wand > f; und die Néel-Wand
B<p, ist. Erst fiir f =p, endet der stabile Bereich der beiden Wand-
typen.

Die Aufgabe, die Extremwerte der Energie (5.11) beziiglich g auf-
zufinden, fithrt auf ein transzendentes Gléichungssystem, welches wir
numerisch gelést haben. Wegen ¢>>1 spielt die Anisotropieenergie nur
bei sehr geringen Dicken fiir die Néel-Wand und bei sehr groBen Dicken
fiir die Bloch-Wand eine Rolle; im mittleren Schichtdickenbereich ist
die Wandenergie praktisch unabhingig von K. Daher wird die Dar-
stellung bersichtlicher, wenn man die Wandenergie und die Wand-

Z, Physik. Bd. 163 36
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breite statt auf E, und b, auf die von K unabhingigen GroBen

E,=)qE,=4,04D .27 ]? 4 (5.15)

by = by/]/q = 1,287 4 [27 J? (5.16)

und

bezieht.

In Fig. 3 sind fiir ¢ =102, 10° und 10* die reduzierten Energien E/E,
und die reziproken reduzierten Wandbreiten &,/6 als Funktion der
Schichtdicke dargestellt. Die

0 o iy s .

N\ /_ﬂ_.-——--—--—} New/-Wand stabilen Bereiche sind durch
76 .| T == ausgezogene Kurvenziige, die
TNXK - T instabilen Bereiche durch un-

AN, ﬂ\ terbrochene Kurvenziige an-

a6 > — g
/’ N ] Boch-Wand gegeben. Die GroBen fiir die
{ / T Bloch-Wand ergaben sich im
a ,‘ dargestellten Schichtdicken-
/ bereich als praktisch unab-
a2 - 317700‘: hingig von ¢, d.h. von der

0 g=10"

17\ a5 T
A \\\ o |
N \r—— < Esfly
a8 < 7 ] o4 Pt — £/ ——
>¢\~ '\/. -
A "<l l Bloch-Wond . , >
a6 7 7 a3 A L4
4 % n \7<
r} ! / / sl
a4 lr y 02 £J" [1_'_.;
11/ /
“CH= T
I A9,
2 | g=10 ’ f,(/v/f,
P 6 w0
Dfab, 7 ‘  blas, d o ?

Fig. 3. Energie und reziproke Wandbreite als Funktion Fig. 4. Verlauf der Austausch- (4), Streufeld-
der Schichtdicke. Strichpunktierte Linie gibt den Verlauf (S) und Anisotropieenergie (K) fiir die Bloch-
nach der Theorie von NEEgL! fiir g=10° (B) und Néel-Wand (N) in Abhingigkeit von
der Schichtdicke
Anisotropiekonstanten K. Ein EinfluB von K wiirde sich erst bei
wesentlich groBeren Schichtdicken bemerkbar machen,
Der Schnittpunkt der Energiekurven bestimmt die kritische Dicke.
Sie ergibt sich ebenfalls praktisch unabhingig von K zu

V4
L ’
und die Wandenergie hat an dieser Stelle den Wert

Eww=069E,=7,0-D-J,-JA. (5.18)

Dyy=75-6,=39 (5.17)
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Sie ist also um den Faktor 0,69]@ hoher als die klassische Wandenergie
(5.8). Die Wand zieht sich beim Ubergang von Néel- zu Bloch-Wand
zusammen, weil dies fiir die Streufeldenergie giinstiger ist.

In Fig. 4 sind fiir § =10® die drei Energieanteile E/E,, Ex/E, und
Eg/E, getrennt als Funktion von D aufgetragen, und zwar bezieht sich
der oben angebrachte Index B auf die Bloch-Wand und IV auf die Néel-
Wand. EZ ist praktisch im ganzen aufgetragenen Bereich gegen E5
und E% vernachlissigbar klein, wihrend E¥ nur im Bereich sehr diinner
Schichten vergleichbar mit EY und EY wird.

6. Vergleich mit der Theorie von NEEL

NEEeL! hat die Streufeldenergie dadurch abgeschitzt, daB er statt
der Polverteilung in Fig. 1 die Polverteilung eines magnetisierten ellip-
tischen Zylinders mit den Durchmessern D und 25 genommen hat. Die
Streufeldenergie eines solchen Zylinders pro Lingeneinheit ist

Es=3JENF, (6.1)

wobei N den Entmagnetisierungsfaktor und F den Querschnitt des
Zylinders bedeuten. Es ist

F=Z2bpD* (6.2)
und fiir die Bloch-Wand
_ 2b
und die Néel-Wand
D

so daB wir fiir die Streufeldenergie in unseren reduzierten Einheiten

1 Bo — 2 .

erhalten. Das Ergebnis der Rechnung mit dem Néelschen Ansatz fiir die
Streufeldenergie ist fiir ¢ =103 in Fig. 3 als strichpunktierte Linie ein-
getragen. Die Abweichungen von unserer Rechnung sind vor allem fiir
die Struktur der Néel-Wand betrichtlich. Fiir die kritische Dicke er-
gibt sich

Dye =345 =1,6 12 (6.6

s

im Gegensatz zu (5.17), wobei der Wert (5.17) besser mit den experi-
mentellen Ergebnissen iibereinstimmt.

* NEEL setzt F=2b - D, was aber nicht recht einzusehen ist. Diese Anderung
ist fiir das Ergebnis nur von geringer Bedeutung.
36*
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Anhang
Wir berechnen das Doppelintegral
400
ind (x) sind (v D axaw (A1)
S=ff51nz9(x) 51n0(x)ln[1+m] xdx .
—0o0
in der Streufeldenergie (4.1) mit dem Ansatz (5.1). Wegen
. b?
81n0(x) = m (A.2)
haben wir zunichst Integrale der Form
+o0
-Lln [(x—a)?+c2ldx
#% 4 b2
—00
zu berechnen. Dies kénnen wir auch
+oo
2b? .
Refmln(x—a+zc)dx
—o0

schreiben. Da die logarithmische Singularitit in der unteren komplexen Halbebene
liegt, ziehen wir den Integrationsweg in die obere Halbebene ins Unendliche aus und
erhalten lediglich ein Umlaufintegral um den Pol bei 75, welches wir nach dem Resi-
duensatz auswerten. Wir erhalten so

~+00
_bz__ — a)? 2 = 2 2
o In{(x — a)2 + 2} dx = mbinfa? + (b + ¢)?]. (A.3)
—00
Damit wird aus (A.1)
+00
_ b? ¥'24+ b+ D)2 , ,
S—:zbfx,2+b2 I 4 (A.49)
—00

Dies sind wieder Integrale vom Typ (A.3), so daB3 wir schlieBSlich

S.=222b%In (1 + —%) (A.5)
erhalten.
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