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ABSTRAK 
 

Muis, Abdul. 2008. Pelabelan Konsekutif (Consecutive Labeling) pada Graf 
Star Sn dan Graf Double Star Sn,n+1 (n Bilangan Asli). Skripsi, Jurusan 
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri (UIN) 
Malang. Pembimbing: (I) Abdussakir, M.Pd. (II) Abdul Aziz, M.Si. 

            
Kata Kunci: Pelabelan Konsekutif, Graf Star Sn, dan Graf Double Star Sn,n+1 
 

Pelabelan graf G adalah pemetaan yang memetakan unsur-unsur graf ke 
bilangan (umumnya bilangan bulat non-negatif atau positif) yang disebut label. 
Pada umumnya domain dari pemetaan ini adalah himpunan titik (pelabelan titik), 
himpunan sisi (pelabelan sisi), atau himpunan titik dan sisi (pelabelan total). 
Pelabelan konsekutif graf G adalah fungsi bijektif dari  ke 
himpunan bilangan bulat positif 

)()( GEGV ∪
},...,2,1,,...,2,1{ qpppp +++ , sedemikian 

sehingga label sisi  merupakan harga mutlak dari selisih label dua titik yang 
dihubungkan oleh sisi e yaitu 

uve =
|)()(|)()( vfufuvfef −== . Pada penelitian ini 

akan dibahas pelabelan konsekutif pada graf star Sn dan graf double star Sn,n+1 
dengan n bilangan asli. 

 
Pelabelan konsekutif pada graf star Sn, didefinisikan sebagai berikut: 

11,12)(

 

+≤≤−= iivf i n  
niivvfef ii ≤≤== + 1,2)()( 11  

 
Pelabelan konsekutif pada graf double star Sn,n+1 didefinisikan sebagai 

berikut: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+≤≤+
≤≤
+=

=

+−
++

−
=

122
2

1
1

,)12(2
,2)12(
,12
,1

)(

nin
ni

ni
i

ni
in

i
vf i  

 
1,2)()( 10 +=== niivvfef i  

niinvvfef ii ≤≤+==− 2,)(2)()( 11  

)1(2,2)1(4)()( 12 ++≤≤+−+== +− nnininvvfef ini  
 

Pembahasan mengenai pelabelan konsekutif ini masih terbuka bagi 
peneliti lain untuk melanjutkan pada jenis-jenis graf yang lain seperti graf tangga, 
graf pohon, graf sikel dan lain sebagainya atau pada aplikasinya. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

  

1.1  Latar Belakang 

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul albab, tidak 

cukup hanya berbekal kemampuan intektual semata, tetapi perlu didukung secara 

bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif dan 

logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan intuitif dan imajinatif 

serta mengembangkan pendekatan rasionalis, empiris, dan logis (Abdusysyakir, 

2007:24). Sebagaimana dalam firman Allah SWT dalam surat Shaad ayat 29: 

ë=≈ tGÏ. çµ≈ oΨ ø9 t“Ρr& y7 ø‹ s9 Î) Ô8 t≈ t6 ãΒ (# ÿρã −/ £‰u‹ Ïj9 ⎯ Ïµ ÏG≈ tƒ# u™ t ©. x‹tFuŠ Ï9 uρ (#θä9 'ρé& É=≈t6 ø9F{ $# ∩⊄®∪  

Artinya: ”Ini adalah sebuah Kitab yang kami turunkan kepadamu penuh dengan 
berkah supaya mereka meperhatikan ayat-ayatNya dan supaya 
mendapat pelajaran orang-orang yang mempunyai fikiran”. 

 

Sumber studi matematika, sebagaimana sumber ilmu pengetahuan dalam 

Islam, adalah konsep Tauhid, yaitu ke-Esaan Allah (Rahman, 1992:92). Namun, 

Al-Qur’an tidak mengangkat metode baru atau teknik baru dalam masalah ini, 

melainkan telah menunjukkan tentang adanya eksistensi dari sesuatu yang ada di 

balik alam semesta dengan cara yang sama seperti yang ia tunjukkan mengenai 

eksistensi dari alam semesta itu sendiri (Rahman, 1992:15). 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun 

alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala 

isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan 
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perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan 

yang seimbang dan rapi (Abdusysyakir, 2007:79). 

Dalam Al Qur’an surat Al Qamar ayat 49 disebutkan: 

$̄ΡÎ) ¨≅ ä. >™ó© x« çµ≈ oΨø) n=yz 9‘ y‰s) Î/ ∩⊆®∪  

Artinya: “Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”. 
  

Shihab (2003:482) menafsirkan bahwa kata qadar pada ayat di atas 

diperselisihkan oleh para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar 

tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena 

ayat tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah, 

maka adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang telah 

ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu 

aspeknya saja. Manusia misalnya, telah ada kadar yang ditetapkan Allah baginya. 

Selaku jenis makhluk hidup ia dapat makan, minum dan berkembang biak melalui 

sistem yang ditetapkan-Nya. Manusia memiliki potensi baik dan buruk. Ia dituntut 

untuk mempertanggungjawabkan pilihannya. Manusia dianugerahi Allah petunjuk 

dengan kedatangan sekian rasul untuk membimbing mereka. Akalpun 

dianugerahkan-Nya kepada mereka, demikian seterusnya yang kesemuanya dan 

yang selainnya termasuk dalam sistem yang sangat tepat, teliti dan akurat yang 

telah ditetapkan Allah swt. Demikian juga Allah telah menetapkan sistem dan 

kadar bagi ganjaran atau balasan-Nya yang akan diberikan kepada setiap orang. 

Dalam ayat lain juga disebutkan: 
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“Ï% ©! $# … çµ s9 à7 ù=ãΒ ÏN≡ uθ≈ yϑ¡¡9 $# ÇÚ ö‘ F{ $# uρ óΟ s9 uρ õ‹Ï‚ −Gtƒ # Y‰s9 uρ öΝ s9 uρ ⎯ ä3 tƒ … ã&©! Ô7ƒ Î Ÿ° ’ Îû 

Å7 ù=ßϑø9 $# t, n=yzuρ ¨≅ à2 &™ó© x« … çν u‘ £‰s) sù # \ƒ Ï‰ø) s? ∩⊄∪  

 
Artinya: ”Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak 

mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), 
dan dia Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya” . 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada 

ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya. 

Ahli matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya 

menemukan rumus atau persamaan, sehingga rumus-rumus yang ada sekarang 

bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya 

menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdusysyakir, 

1997:80). 

Sekarang ini banyak permasalahan yang kompleks dan saling berkaitan 

satu sama lain. Untuk mempermudah analisis terhadap permasalahan tersebut 

serta mencari solusi penyelesaiannya, maka dikembangkan berbagai macam 

pemodelan untuk menyederhanakan masalah yang dihadapi, sehingga pemecahan 

terhadap persoalan itu dapat dilakukan dari dasar-dasarnya dulu, sebelum 

kemudian menambahkan faktor-faktor yang merumitkan berdasarkan kenyataan di 

dunia  nyata. Salah satunya adalah dengan menggunakan graf dalam memodelkan 

permasalahan yang bisa dijabarkan dengan sisi dan titik, seperti persoalan mencari 

jalur terpendek dan lain sebagainya (Nugrahadi, 2008:1) 

 



 4 

Menurut catatan sejarah, teori graf pertama kali digunakan oleh seorang 

ahli  matematika dari Swiss yang bernama Euler untuk mereperesentasikan 

Jembatan Konigsberg, dan menyelesaikan permasalahan jembatan tersebut. 

Konigsberg adalah sebuah kota di sebelah timur Prussia (Jerman sekarang) 

dimana terdapat sungai Pregel dan merupakan tempat tinggal Duke of Prussia 

pada abad ke-16 (tahun 1736). Kota tersebut saat ini bernama Kaliningrad, dan 

merupakan pusat ekonomi dan industri utama di Russia Barat. Sungai Pregel 

membagi kota menjadi 4 daratan dengan mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu 

bercabang menjadi dua buah anak sungai seperti tampak pada gambar 1.1:  

 

 Gambar 1.1 Jembatan Konigsberg. 

Pada abad ke-18 dibangunlah tujuh jembatan yang menghubungkan ke-empat 

daratan tersebut. Pada hari Minggu, masyarakat Konigsberg biasanya berjalan-

jalan dari daratan satu ke daratan lainnya melalui jembatan tersebut. Mereka 

berpikir apakah mungkin untuk berjalan menyeberangi ke-tujuh jembatan tanpa 

melalui jembatan yang sama dari suatu daratan dan kembali ke tempat semula. 

Masalah ini pertama kali dipecahkan oleh Leonhard Euler. Solusi Euler 

merepresentasikan masalah ini ke dalam sebuah graf dengan ke-empat daratan 
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sebagai titik (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai sisi (edge). Graf yang dibuat 

Euler diperlihatkan pada gambar 1.2 (Wirawan, 2008:1). 

 

C 

D A 

B 

Gambar 1.2 Graf yang Merepresentasikan Masalah Jembatan Konigsberg. 

Dengan graf tersebut, Euler berhasil menemukan jawaban kenapa orang-orang 

tidak dapat melalui ketujuh jembatan tersebut masing-msing sekali dan kembali 

ke tempat semula. Jawaban yang ditemukan Euler adalah karena tidak semua titik 

pada graf tersebut berderajat genap. Simpul B, C, dan D berderajat 3, sedangkan 

simpul A berderajat 5 (Wirawan, 2008:2). 

Seiring dengan berjalannya waktu, teori graf juga semakin berkembang. 

Banyak orang melakukan berbagai penelitian salah satunya adalah pelabelan pada 

graf. Pelabelan graf menjadi topik yang banyak mendapat perhatian, karena 

model-model yang ada pada pelabelan graf berguna untuk aplikasi yang luas, 

seperti dalam masalah teori koding, kristalografi sinar-x, radar, sistem alamat 

jaringan komunikasi dan desain sirkuit (Gafur, 2008:2). 

Masalah pelabelan dalam teori grf mulai dikembangkan pada pertengahan 

tahun 1960-an. Pelabelan pada suatu graf muncul pertama kali dari karya Rosa 

pada tahun 1967. Pelabelan pada suatu graf adalah sebarang pemetaan (fungsi) 

yang memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan (biasanya 

bilangan bulat). Jika domain dari fungsi adalah titik, maka pelabelan disebut 

pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut 
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pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi, maka disebut 

pelabelan total (total labeling) (Miller, 2000:165). 

Gafur (2008:8) mengatakan bahwa pelabelan konsekutif pada graf G 

didefinisikan sebagai pemberian label pada titik dan sisi suatu graf G yang 

memenuhi fungsi bijektif dari himpunan titik dan himpunan sisi ke himpunan 

bilangan bulat positif },...,2,1,,...,3,2,1{ qpppp +++  sedemikian sehingga label 

sisi  merupakan harga mutlak dari selisih label dua titik yang dihubungkan 

oleh sisi e. Suatu graf dikatakan konsekutif jika graf tersebut dapat dilabeli secara 

konsekutif. Dengan demikian, pelabelan konsekutif merupakan salah satu bentuk 

pelabelan pada titik dan sisi. 

uve =

Berkaitan dengan uraian di atas, bahwa segala sesuatu di alam itu sudah 

ada rumusnya (qadar) dan pelabelan konsekutif belum pernah dibahas pada 

skripsi sebelumnya maka penulis tertarik untuk melakukan penelitian dengan 

judul “Pelabelan Konsekutif (Consecutive Labeling) pada Graf Star Sn dan 

Graf Double Star Sn,n+1  untuk n Bilangan Asli”. 

 

1.2  Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam 

penulisan skripsi ini adalah: 

1. Bagaimana perumusan pelabelan konsekutif graf star Sn untuk n bilangan 

asli? 

2. Bagaimana perumusan pelabelan konsekutif graf double star Sn,n+1 untuk n 

bilangan asli? 
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1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini 

adalah: 

1. Menentukan perumusan pelabelan konsekutif graf star Sn untuk n bilangan 

asli. 

2. Menentukan perumusan pelabelan konsekutif graf double star Sn,n+1 untuk 

n bilangan asli. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Dalam skripsi ini diharapkan dapat bermanfaat bagi berbagai pihak, di 

antaranya: 

a. Bagi Penulis 

Dalam penulisan skripsi ini, penulis diharapkan dapat menentukan rumus 

fungsi pelabelan konsekutif pada graf star Sn dan graf double star Sn,n+1 serta 

menjelaskan bahwa graf star Sn dan graf double star Sn,n+1 adalah konsekutif. 

b. Bagi Pembaca 

Diharapkan dapat menambah wawasan pengetahuan tentang pelabelan 

konsekutif pada graf star Sn dan graf double star Sn,n+1. 

c. Bagi Lembaga 

Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaan yang dijadikan sarana 

pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan matematika untuk 

mata kuliah teori graf. 
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1.5 Metode Penelitian 

1.5.1 Pendekatan dan Jenis Penelitian 

Jenis dari penelitian ini adalah deskriptif kualitatif. Pendekatan yang 

digunakan adalah pendekatan kualitatif dengan metode kepustakaan.  

 Dalam pendekatan deskriptif kualitatif ini maka penulis menggunakan 

metode penelitian kepustakaan (Library Research). Metode penelitian 

kepustakaan yaitu penelitian yang dilakukan di dalam perpustakaan untuk 

mengumpulkan data dan informasi. Pengumpulan data dan informasi tersebut 

dapat dilakukan dengan bantuan bermacam material yang terdapat di ruang 

perpustakaan seperti buku-buku dan dokumen yang ada. 

1.5.2  Data dan sumber Data 

Data yang digunakan penulis dalam rangka penyusunan skripsi ini adalah 

data-data yang meliputi pelabelan konsekutif, graf star, graf double star, dan data-

data lain yang sesuai. 

Sumber data dalam penulisan skripsi ini diperoleh melalui buku-buku 

antara lain Gary Chartrand dan Linda Lesniak (Graphs and digraphs second 

edition) Robin J. Wilson dan John J. Watkins (Graph an Introductiory Approach) 

dan sumber-sumber lain yang relevan. 

1.5.3 Tehnik Analisis data 

Dalam menganalisis data, penulis melakukan pelabelan konsekutif pada 

beberapa graf yang diteliti yaitu graf star Sn dan graf double star Sn,n+1 sampai 

akhirnya diperoleh pola tertentu. Pola yang diperoleh dianggap sebagai dugaan 

(konjektur). Kemudian konjektur tersebut dibuktikan terlebih dahulu. Setelah 
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konjektur terbukti, penulis merumuskan konjektur tersebut sebagai suatu teorema 

sehingga diperoleh bahwa graf star Sn dan graf double star Sn,n+1 untuk n bilangan 

asli adalah konsekutif. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Laporan penelitian ini disusun dalam 4 (empat) bab. Pada bab I dijelaskan 

mengenai latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, 

metode penelitian dan sistematika penulisan. Pada bab II dijelaskan mengenai 

definisi graf, incident dan adjacent, derajat titik dari graf, subgraf, graf beraturan-

r, graf komplit, graf bipartisi, graf bipartisi komplit, graf terhubung, titik sentral 

(pusat), graf star dan graf double star, hasil kali silang, fungsi injektif, fungsi 

surjektif, fungsi bijektif, pelabelan konsekutif, serta kajian teori graf dalam Al-

Qur’an.. Pada bab III dijelaskan mengenai pelabelan konsekutif pada graf star Sn 

dan graf double star Sn,n+1. Pada bab IV dijelaskan mengenai kesimpulan dan 

saran dari pembahasan yang telah diuraikan. Bagian terakhir merupakan daftar 

pustaka. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Graf 

2.1.1 Definisi Graf 

Definisi 1 

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E 

adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik 

berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan 

dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan 

banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G) 

dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan 

q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari 

G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4). 

Contoh: 

c  a 

d  b e 

G :  

 

 
Gambar 2.1 Graf G. 

 

Dari gambar 2.1. Graf G mempunyai 5 titik sehingga order G adalah p = 5. 

Graf G mempunyai 5 sisi sehingga ukuran graf G adalah q = 5 dengan 
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},,,,{)( edcbaGV =  

)},(),,(),,(),,(),,{()( eddcdbcabaGE = . 

Dapat juga ditulis dengan 

},,,,{)( edcbaGV =  

},,,,{)( 54321 eeeeeGE =  

untuk  

),(1 bae =  

),(2 cae =  

),(3 dbe =  

),(4 dce =  

),(5 ede =  

 

2.1.2 Adjacent dan Incident 

Definisi 2  

Sisi ),( vue =  dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika  

adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), 

u dan e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk 

selanjutnya, sisi  akan ditulis 

),( vue =

),( vue = uve =  (Chartrand dan Lesniak, 

1986: 4). 

Contoh:  

Perhatikan graf G yang memuat  

},,,,{)( edcbaGV =  dan },,,,{)( 54321 eeeeeGE =  berikut: 
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4e  

3e  

2e  

1e  

d 

a b 

c  

 
G: 

 

 
Gambar 2.2 Graf G. 

 

Dari Gambar 2.2 tersebut, titik a dan  serta  dan b adalah incident 

(terkait langsung) dan titik a dan b adalah adjacent (terhubung langsung). 

1e 1e

 

2.1.3 Derajat Titik 

Definisi 3 

Derajat dari titik v di graf G, ditulis degG (v), adalah banyaknya sisi di G 

yang terkait langsung (incident) dengan v (Chartrand dan Leniak, 1986:7). 

Jika dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan 

 disingkat menjadi . Titik yang berderajat genap sering 

disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat ganjil disebut 

titik ganjil (odd vertices). Titik yang berderajat nol disebut isolated 

vertices dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung (end vertices) 

(Chartrand dan Leniak, 1986:7). 

)(deg vG )deg(v

Contoh: 

Perhatikan graf G  berikut yang mempunyai himpunan titik 

 dan himpunan sisi },,,,{)( 54321 vvvvvGV = },,,,{)( 54321 eeeeeGE =  
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G: 

5e  5v   1v 2v  4v  

3v  

1e  
4e  3e  

2e  

 

 

 

  
Gambar 2.3 Graf G. 

Berdasarkan gambar 2.3, diperolah bahwa: 

  1)deg( 1 =v

  3)deg( 2 =v

 

2

1

  )deg( 3 =v

  3)deg( 4 =v

  )deg( 5 =v

Titik  dan  adalah titik ganjil, titik  adalah titik genap, titik  dan  

adalah titik ujung. Hubungan antara jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G 

dengan banyak sisi, yaitu q, adalah 

2v 4v 3v 1v 3v

∑
∈Gv

v)deg(  = 2q. 

Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut: 

Teorema 1 

Jika G graf  dengan },,,{)( 21 PvvvGV K=  

 maka ∑  (Chartrand dan Lesniak, 1986: 7). 
=

=
p

i
i qv

1

2)(deg
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Bukti: 

Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik. Jika setiap derajat titik 

dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali. 

Corollary 1.  

Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap. 

Bukti: 

Misalkan graf G dengan size q. Dan misalkan W himpunan yang memuat 

titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat titik genap di G. Dari 

teorema 1 maka diperoleh: 

qvvv
vvvv

2)(deg)deg()(deg
UW)G(

=+= ∑∑∑
∈∈∈

 

Dengan demikian karena )deg(∑ ∈Uv
v  genap, maka  juga )deg(∑ ∈Wv

v

genap. Sehingga |W| adalah genap. 

 

2.1.4 Subgraf 

Definisi 4 

Graf H disebut subgraf dari G jika himpunan titik di H adalah subset dari 

himpunan titik di G dan himpunan sisi di H adalah subset dari himpunan 

sisi di G. Dapat ditulis  dan . Jika H adalah 

subgraf G, maka dapat ditulis . (Chartrand dan Lesniak, 1986: 8). 

)()( GVHV ⊆ )()( GEHE ⊆

GH ⊂

Contoh: 

Perhatikan graf G dengan },,,{)( 4321 vvvvGV =  dan 

 berikut ini: )}(),(),(),{()( 43323121 vvvvvvvvGE =
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4v  

1v  

3v

2v  

 G: 

 

 
Gambar 2.4 Graf G. 

 

1v

3v

2v

 

 

 
H: 

 

 
Gambar 2.5 Subgraf H (Subgraf dari Graf G). 

 

Gambar 2.4 dan 2.5 menunjukkan dua graf G dan H, dan menunjukkan 

bahwa H adalah subgraf G. 

 

2.1.5 Graf Beraturan-r 

Definisi 5  

Graf  beraturan-r adalah graf yang semua titiknya berderajat r, atau 

 (Chartrand dan Lesniak, 1986: 9). rv =)deg(

Contoh: 

G2:
 

G1:
 

 Gambar 2.6 Graf  G1 Beraturan-1 dan G1 Beraturan-2. 

 Dari gambar 2.6, graf G1 di sebut graf beraturan-1 karena derajat tiap 

titiknya adalah 1. Graf G2 di sebut graf beraturan-2 karena derajat tiap titiknya 

adalah 2. 

 



 16 

2.1.6 Graf komplit 

Definisi 6 

Graf komplit (Complete Graph) adalah graf dengan dua titik yang berbeda 

saling adjacent. Graf komplit dengan n titik dinyatakan dengan Kn 

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 9). 

Contoh: 

 

 

 

  

   K2       K3        K4 

Gambar 2.7 Graf Komplit. 

 Dari gambar 2.7. K2, K3, K4 adalah graf komplit karena tiap titik dalam 

graf tersebut selalu adjecent dengan semua titik yang lain. 

 

2.1.7 Graf Bipartisi 

Definisi 7 

Graf bipartisi (bipartite graph) adalah graf yang himpunan titiknya dapat 

dipisahkan menjadi dua himpunan tak kosong X dan Y sehingga masing-

masing sisi di graf tersebut menghubungkan satu titik di X dan satu titik di 

Y. X dan Y disebut himpunan partisi (Purwanto, 1998:21). 
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Contoh: 

      

 

 

 

       
4v3v2v1v

4v3v

2v1v

5v

4u3u2u1u

H: G: 

  Gambar 2.8 Graf Bipartisi.

 Pada Gambar 2.8, G adalah graf bipartisi dengan himpunan partisi 

 dan },,,{ 4321 uuuuX = },,,,{ 54321 vvvvvY = . Demikian juga H adalah graf 

bipartisi dengan himpunan partisi },{ 41 vvX =  dan },{ 32 vvY = . 

  

2.1.8 Graf Bipartisi Komplit 

Definisi 8 

Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah graf bipartisi 

dengan himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik di X 

dihubungkan dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi. Jika 

mX =  dan nY = , maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan Km,n 

(Purwanto, 1998:22). 

Contoh: 

1u

3v  2v  2v  2v  
1v  1v  1v  

3u  2u  1u  2u  1u   

3v  3v   

 

 

          K1,3           K2.3                     K3,3 

Gambar  2.9 Graf Bipartisi Komplit. 
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 Pada Gambar 2.9 dijelaskan sebagai berikut: 

K1,3 adalah graf bipartisi komplit dengan 

 ,  }{ 1uX = 1=X  

 , },,{ 321 vvvY = 3=Y  

K2,3 adalah graf bipartisi komplit dengan 

 ,  },{ 21 uuX = 2=X  

 , },,{ 321 vvvY = 3=Y  

K3,3 adalah graf bipartisi komplit dengan 

 , },,{ 321 uuuX = 3=X  

 , },,{ 321 vvvY = 3=Y  

 

2.2 Graf Terhubung 

Definisi 9 

Sebuah jalan (walk) u-v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong) W 

: u = u0, e1, u1, e2, . . ., un-1, en, un = v  yang berselang seling antara titik dan 

sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan  

untuk i = 1, 2, . . ., n adalah sisi di G. u0 disebut titik awal, un disebut titik 

akhir, u1, u2, ..., un-1 disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari 

W  (Chartra

iii uue 1−=

nd dan Lesniak, 1986: 26). 

Definisi 10 

Jalan u-v disebut terbuka atau tertutup jika vu =  atau  (Chartrand 

dan Lesniak, 1986: 26). 

vu ≠
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Definisi 11 

Jalan u-v yang semua sisinya berbeda disebut trail u-v (Chartrand dan 

Lesniak, 1986: 26). 

Definisi 12  

Jalan u-v yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut path (lintasan) u-v. 

Dengan demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak, 

1986: 26). 

Definisi 13 

Suatu titik u yang membentuk lintasan (path) u-u disebut jalan trivial 

(Chartrand dan Lesniak, 1986: 26). 

Definisi 14 

Suatu jalan tertutup (closed trail) yang tak-trivial pada Graf G disebut 

Sirkuit G. (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28).  

Definisi 15  

Sirkuit v1, e1, v2, e2, v3, . . ., vn-1, en-1, en, vn, v1 dengan  3≥n dan vi berbeda 

untuk setiap i disebut Sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28). 

 

Contoh: 

1v  

2v  
5v  4v  

3v  6v  

1e  
2e  

3e  
4e  

5e  

7e  
6e  

  

 

 

Gambar 2.10 Jalan, Lintasan, Trail, dan Sikel  
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Dari gambar 2.10.  disebut jalan tertutup dengan 

panjang 6 dan  disebut jalan terbuka dengan 

panjang 7.  adalah trail tetapi bukan lintasan, 

sedangkan disebut sebagai path (lintasan) dan 

 adalah sikel. 

1245631 ,,,,,, vvvvvvv

21345631 ,,,,,,, vvvvvvvv

2345631 ,,,,,, vvvvvvv

245631 ,,,,, vvvvvv

1321 ,,, vvvv

Definisi 16 

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat 

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u – v di G. 

Sedangkan suatu graf G dapat dikatakan terhubung (connected), jika untuk 

setiap titik u dan v di G terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986: 28). 

Contoh: 
v4v3

 

 

                G: 

v2v1
        

                  

Gambar 2.11 Graf Terhubung (connected) 

 

2.3 Titik Sentral (Pusat) 

Definisi 17 

Untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance)  antara dua 

titik u dan v di G  adalah panjang dari lintasan terpendek yang 

menghubungkan u dan v di G (Chartrand dan Lesniak, 1986:28). 

( vud , )
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Definisi 18 

Eksentrisitas (eccentricity) ( )ve  dari suatu titik v pada graf terhubung G 

merupakan maksimum ( ) ( )GVuvud ∈:,  (Chartrand dan Lesniak, 

1986:29). 

Definisi 19 

Radius rad G didefinisikan sebagai minimum dari  sedangkan 

diameter diam G adalah maksimum 

( )ve

( )ve  (Chartrand dan Lesniak, 

1986:29). 

Definisi 20 

Suatu titik v dikatakan titik sentral jika  ( ) Gradve =  (Chartrand dan 

Lesniak, 1986:29). 

Contoh: 

v3v2 
v4

v5v6

v1   G: 

 

Gambar 2.12 Graf dengan Radius 2 dan Diameter 3 

Jarak pada Graf G di gambar 2.12 adalah :  

1),( 21 =vvd , , 2),( 31 =vvd 3),( 41 =vvd , 2),( 51 =vvd , , 1),( 61 =vvd

1),( 12 =vvd , , 1),( 32 =vvd 2),( 42 =vvd , 1),( 52 =vvd , , 2),( 62 =vvd

2),( 13 =vvd , , 1),( 23 =vvd 1),( 43 =vvd , 1),( 53 =vvd , , 2),( 63 =vvd

3),( 14 =vvd , , 2),( 24 =vvd 1),( 34 =vvd , 1),( 54 =vvd , , 1),( 64 =vvd

2),( 15 =vvd , , 1),( 25 =vvd 1),( 35 =vvd , 1),( 45 =vvd , , 1),( 65 =vvd
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1),( 16 =vvd , , 2),( 26 =vvd 2),( 26 =vvd , 2),( 46 =vvd  dan  1),( 56 =vvd

Eksentrisitas pada Graf G di gambar 2.12 adalah : , , 

, , 

3)( 1 =ve 2)( 2 =ve

2)( 3 =ve 3)( 4 =ve 2)( 5 =ve  dan 2)( 6 =ve . 

Radius pada Graf G di gambar 2.12 adalah : rad G = 2 

Diameter pada Graf G di gambar 2.12 adalah : diam G = 3 

Titik sentral (pusat) pada Graf G di gambar 2.12 adalah :   6532 ,,, vvvv

 

2.4 Graf Star dan Graf Double Star 

2.4.1 Graf Star 

Definisi 21 

 Graf star adalah graf bipartisi komplit yang berbentuk  (Wilson dan 

Watkins, 1989:37).  

nK ,1

Untuk pembahasan selanjutnya graf star  akan dinotasikan dengan 

, dimana n adalah bilangan asli. 

nK ,1

nS

Contoh: 

3v  

1v

2v

5v

6v  

 

 

   

 
4v  

 

 

 
Gambar 2.13 Graf Star  atau Graf Star S . 55,1K

 

Gambar 2.13 adalah graf star  dengan titik pusat . 5S 1v
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2.4.2 Graf Double Star 

Definisi 22 

Graf Double Star  adalah graf yang terdiri dari dua graf star  dan 

 dimana titik sentralnya (pusat) dari kedua graf tersebut saling 

adjacent (Gafur, 2007:6). 

1, +nnS nS

1+nS

Contoh: 

7v  

8v  
6e  

5e  
1v  

2v  

3v  

4e  

6v  

5v  

9v  

7e  

0e  

3e  

4v  

2e  
1e  

 

 

 

 

 

 Gambar 2.14 Graf Double Star . 5,4S

 

 Gambar 2.14 adalah graf double star  dengan titik pusat  dan 

 dimana  dan adjacent. 

5,4S 1v

5v 1v 5v

 

2.5 Fungsi 

2.5.1 Hasil Kali Silang 

Definisi 23 

Jika A dan B adalah himpunan yang tidak kosong. Hasil kali silang (hasil 

kali cartesius) dari himpunan A dan himpunan B ditulis ” BA× ” 

didefinisikan sebagai berikut: 

  }dan |),{( ByAxyxBA ∈∈=×  
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Dengan perkataan lain, BA×  adalah himpunan dari semua pasangan 

terurut dengan anggota pertama diambil dari A dan anggota kedua diambil 

dari anggota B (Sukirman dan Soebagio, 1993:40). 

Contoh: 

 Misalkan  dan }3,2,1{=A },{ baB = , maka  

 )},3(),,3(),,2(,),,2(),,1(),,1{( bababaBA =× , sedangkan  

 )}3,(),2,(),1,(),3,(),2,(),1,{( bbbaaaAB =× . 

Definisi 24 

Misal A dan B himpunan. Fungsi f dari A ke B adalah subset dari BA×  

dengan syarat untuk setiap Aa∈  ada Bb∈  sedemikian sehingga 

fba ∈),( . (dengan kata lain, jika fba ∈),( dan maka ). 

Notasi  digunakan untuk menyatakan bahwa f adalah fungsi 

dari A ke B. Himpunan A dari anggota pertama dari fungsi f disebut 

domain dari f dan dinotasikan dengan . Himpunan dari semua 

anggota kedua dari f disebut range  dari f dan dinotasikan dengan . 

Misal, jika   maka  (Bartle dan Sherbert, 2000:5). 

fca ∈),( cb =

BAf →:

)( fD

)( fR

AfD =)( BfR ⊆)(

Contoh: 

 Misalkan  dan },,{ cbaA = }3,2,1{=B  

 Misalnya  didefinisikan pada diagram berikut ini. BAf →:
f 

A B 

a 
b 
c 

1 
2 
3 

Fungsi f dari A ke B adalah  

2)c(
1)b(
2)a(

=
=
=

f
f
f

  

 

Gambar 2.15 Fungsi f. 
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Contoh:  

 f 
A B 
a 
b 
c 

1 
2 
3 

 

 

 

  Gambar 2.16 Bukan Fungsi f. 

 

2.5.2 Fungsi Surjektif 

Definisi 25 

Misalkan A dan B adalah himpunan, dan f adalah fungsi dari A ke B. 

Fungsi f disebut fungsi pada jika BfR =)( . Jadi,  disebut 

fungsi pada jika untuk masing-masing 

BAf →:

By∈  dan  sehingga Ax∈

yxf =)( . Fungsi pada sering disebut juga dengan fungsi surjektif atau 

fungsi onto. Jika f fungsi surjektif, maka f disebut surjeksi (Bartle dan 

Sherbert, 2000:8). 

Contoh: 
f 

 

  

A B 

a 
b 
c 

1 
2 

 

 

 Gambar 2.17 Fungsi Surjektif. 
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2.5.3 Fungsi Injektif 

Definisi 26 

Misalkan f adalah fungsi dari A ke B. f disebut fungsi satu-satu jika 

, dengan Ayx ∈, )()( yfxf = , maka yx = . Selain itu, dapat juga 

dinyatakan f fungsi satu-satu jika Ayx ∈,  dengan , maka yx ≠

)()( yfxf ≠ . Fungsi satu-satu sering juga disebut dengan fungsi injektif. 

Jika f fungsi injektif, maka f disebut injeksi (Bartle dan Sherbert, 2000:8). 

Contoh: 
f 

A B 
a 
b 

1 
2 
3 

 

 

 

 Gambar 2.18 Fungsi Injektif. 

 

2.5.4 Fungsi Bijektif 

Definisi 27 

Suatu fungsi yang sekaligus injektif dan surjektif disebut fungsi bijektif. 

Jika f fungsi bijektif, maka f disebut bijeksi (Bartle dan Sherbert, 2000:8). 

Contoh: 
f 

 A B 

a 
b 
c 

1 
2 
3 

 

 

 

 Gambar 2.19 Fungsi Bijektif. 
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2.6  Pelabelan Konsekutif 

Definisi 28 

Pelabelan graf G adalah pemetaan yang memetakan unsur-unsur graf ke 

bilangan (umumnya bilangan bulat non-negatif atau positif) yang disebut 

label. Pada umumnya domain dari pemetaan ini adalah himpunan titik 

(pelabelan titik), himpunan sisi (pelabelan sisi), atau himpunan titik dan 

sisi (sehingga pelabelan ini disebut pelabelan total) (Nurdin, Baskoro, dan 

Salman, 2005:1). 

Contoh: 
 

1v   1
G2:  

1e  

2v

G1:  
2 

 
 

3 
 
 

Gambar 2.20 Pelabelan Titik dan Sisi pada graf G  

 Pada gambar 2.20. Graf G2 adalah hasil pelabelan titik dan sisi dari graf G1 

dimana  dan  dilabeli dengan 1, 3, dan 2. 21,vv 1e

Definisi 29 

Misal G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). 

Pelabelan konsekutif graf G adalah fungsi bijektif dari  ke 

himpunan bilangan bulat positif 

)()( GEGV ∪

},...,2,1,,...,2,1{ qpppp +++  sedemikian 

sehingga label sisi uve =  merupakan harga mutlak dari selisih label dua 

titik yang dihubungkan oleh sisi e yaitu |)()(|)()( vfufuvfef −== . 

 



 28 

Suatu graf dikatakan konsekutif jika graf tersebut dapat dilabeli secara 

konsekutif (Gafur, 2007:8 dan Wijaya 2004:1). 

Contoh: 
7 

6 

4 

3 

2 

1 

G2:   G1: 

2v  

3e  

1e  

1v  

4v

2e  

 

 
5 

3v   

 

 

Gambar 2.21 Pelabelan Konsekutif pada Graf G  

Pada gambar 2.21. Graf G2 adalah hasil pelabelan konsekutif dari graf G1. 

Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk fungsi 

bijektif dari  ke  sebagai berikut: )()( nn SESV ∪ }7,6,5,4,3,2,1{

1)( 1 =vf  

3)( 2 =vf  

5)( 3 =vf  

7)( 4 =vf  

213)()( 211 =−== vvfef  

415)()( 312 =−== vvfef  

617)()( 413 =−== vvfef  

 

 

 



 29 

2.7 Kajian Teori Graf dalam Al-Qur’an 

Substansi dari teori graf adalah adanya titik dan sisi. Titik-titik dalam 

suatu graf, dapat diasumsikan menurut keperluan dalam menyelesaikan suatu 

permasalahan. Jika dua titik pada suatu graf diasumsikan sebagai suatu benda dan 

dihubungkan dengan suatu sisi, maka hal ini memiliki artian bahwa dua benda 

tersebut mempunyai suatu hubungan tertentu. Jika dua titik dalam suatu graf 

diasumsikan sebagai suatu kejadian dan dihubungkan dengan suatu sisi, maka 

dapat diambil suatu pengertian bahwa ada dua kejadian yang mempunyai 

hubungan.  

Isra’ dan Mi’raj memiliki makna transedental yang sangat tinggi. Secara 

terminologi, Isra’ dan Mi’raj memang memuat dua peristiwa yang berbeda meski 

keduanya merupakan kesatuan proses yang memiliki pelajaran penting. Kejadian 

ini dijelaskan Allah dalam surat Al-Isra ayat 1, yang berbunyi:  

z⎯≈ ys ö6 ß™ ü“Ï% ©! $# 3“u ó  r& ⎯ Íν Ï‰ö7 yèÎ/ Wξø‹ s9 š∅ÏiΒ Ï‰Éf ó¡yϑø9 $# ÏΘ# t ys ø9 $# ’ n<Î) Ï‰Éf ó¡ yϑø9 $# 

$|Áø% F{ $# “Ï% ©! $# $oΨ ø. t≈ t/ … çµ s9 öθym … çµ tƒÎ ã∴ Ï9 ô⎯ ÏΒ !$oΨ ÏG≈ tƒ# u™ 4 … çµ ¯ΡÎ) uθèδ ßìŠ Ïϑ¡¡9 $# ç ÅÁt7 ø9 $# ∩⊇∪  

Artinya: ”Maha Suci Allah, yang Telah memperjalankan hamba-Nya pada suatu 
malam dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Aqsha yang Telah kami 
berkahi sekelilingnya agar kami perlihatkan kepadanya sebagian dari 
tanda-tanda (kebesaran) kami. Sesungguhnya dia adalah Maha 
mendengar lagi Maha Mengetahui.” 

 
Isra’ adalah perjalanan Nabi Muhammad dari Masjidil Haram di Mekah ke 

Masjidil Aqsha di Palestina. Sementara itu, Mi’raj adalah perjalanan Nabi 

Muhammad dari Masjidil Aqsha di Planet Bumi ke Sidratulmuntaha. Terkait 

dengan dua peristiwa diatas, maka dua kejadian ini dapat digambarkan sebagai 

berikut: 
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 Keterangan: 
c 

e 
a. Masjidil Haram di Mekah  
b. Masjidil Aqsha di Palestina 
c. Sidratulmuntaha 
d. Isra’ 
e. Mi’raj 

 

d a b 

Gambar 2.22 Representasi Isra’ dan Mi’raj  

Pada gambar 2.22 terlihat bahwa ada tiga titik yang dihubungkan oleh dua 

sisi, artinya tiap titik sebagai tempat kejadian ketika Isra’ dan Mi’raj berlangsung 

yaitu Masjidil Haram, Masjidil Aqsha, dan Sidatulmuntaha. Dua sisi diartikan 

sebagai proses perjalanan Nabi Muhammad yaitu Isra’ (dari Masjidil Haram ke 

Masjidil Aqsha) dan Mi’raj (dari Masjidil Aqsha ke Sidatulmuntaha). 

Isra’ dan Mi’raj merupakan kejadian yang mengagumkan, dimana Nabi 

memerlukan waktu hanya semalam saja untuk menyinggahi ketujuh langit dan 

tempat-tempat yang diberkahi dan bersejarah. Padahal, jika dipikirkan secara 

rasional kejadian itu sangatlah tidak mungkin. 

Sarang lebah dan laba-laba juga dapat dipandang berdasar teori graf. 

Terdapat ayat dalam Al-Quran sehubungan dengan lebah dan laba-laba, yaitu 

Surat An-Nahl ayat 68 dan Surat Al-Ankabuut ayat 41.  

 

4‘ ym ÷ρr& uρ y7 •/ u‘ ’ n<Î) È≅ øtª[“ $# Èβr& “É‹Ïƒ ªB $# z⎯ ÏΒ ÉΑ$t6 Åg ø:$# $Y?θã‹ ç/ z⎯ ÏΒuρ Ì yf ¤±9 $#  

$£ϑÏΒuρ tβθä© Ì ÷ètƒ ∩∉∇∪  

Artinya: ” Dan Tuhanmu mewahyukan kepada lebah: "Buatlah sarang- sarang di 
bukit-bukit, di pohon-pohon kayu, dan di tempat-tempat yang dibikin 
manusia.” 
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ã≅ sW tΒ š⎥⎪ Ï% ©! $# (#ρä‹sƒ ªB $# ⎯ ÏΒ ÂχρßŠ «!$# u™!$ uŠ Ï9 ÷ρr& È≅ sV yϑx. ÏNθç6 x6Ζ yèø9 $# ôN x‹ sƒ ªB $# $\F÷ t/ ( ¨βÎ) uρ 

š∅yδ÷ρr& ÏNθã‹ ç6 ø9 $# àM øŠ t7 s9 ÏNθç6 x6Ζ yèø9 $# ( öθs9 (#θçΡ$Ÿ2 šχθßϑn=ôè tƒ ∩⊆⊇∪  

Artinya: ”Perumpamaan orang-orang yang mengambil pelindung-pelindung 
selain Allah adalah seperti laba-laba yang membuat rumah. Dan 
sesungguhnya rumah yang paling lemah adalah rumah laba-laba kalau 
mereka mengetahui.”  

 

Sarang lebah dan laba-laba dapat dilihat langsung dari bentuk sarangnya, 

dimana terdapat sisi-sisi dan titik-titik sebagai pengait sisi-sisinya. Selama jutaan 

tahun, lebah telah menggunakan struktur segi enam untuk membangun sarangnya 

(Yahya, 2007: 2). 

Sarang lebah dan laba-laba dapat digambarkan sebagai berikut: 

  

 

 

  (a) Graf Sarang Lebah .    (b) Graf Sarang Laba-laba. 

Gambar 2.23 Graf Sarang Lebah dan Laba-laba. 

Dari gambar di atas, graf sarang lebah terdiri dari 6 titik dan 6 sisi, dan 

bisa juga disebut sebagai graf lingkaran (sikel). Pada graf sarang laba-laba 

banyaknya titik dan sisi tergantung pada besar kecilnya sarang tersebut. Secara 

umum bila sarangnya semakin besar, maka banyaknya sisi dan titik juga semakin 

banyak. 

Representasi yang lain dari suatu graf adalah shalat. Shalat mempunyai 

kedudukan yang amat penting dalam Islam dan merupakan pondasi yang kokoh 

bagi tegaknya agama Islam. Ibadah shalat dalam Islam sangat penting, sehingga 
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shalat harus dilakukan pada waktunya, dimanapun, dan bagaimanapun keadaan 

seorang muslim yang mukalaf. Dalam kaitannya dengan peribadatan sholat, Allah 

swt berfirman: 

# sŒ Î* sù ÞΟ çFøŠ ŸÒs% nο 4θn=¢Á9 $# (#ρã à2øŒ $$sù ©!$# $Vϑ≈ uŠ Ï% # YŠθãèè% uρ 4’ n? tã uρ öΝ à6 Î/θãΖ ã_ 4 # sŒ Î* sù 

öΝ çGΨ tΡù'yϑôÛ $# (#θßϑŠ Ï% r'sù nο 4θn=¢Á9 $# 4 ¨βÎ) nο 4θn=¢Á9 $# ôM tΡ% x. ’ n? tã š⎥⎫ ÏΖ ÏΒ÷σ ßϑø9 $# $Y7≈ tFÏ. $Y?θè% öθ̈Β ∩⊇⊃⊂∪  

Artinya: “Maka apabila kamu Telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di 
waktu berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian 
apabila kamu Telah merasa aman, Maka Dirikanlah shalat itu 
(sebagaimana biasa). Sesungguhnya shalat itu adalah fardhu yang 
ditentukan waktunya atas orang-orang yang beriman”  

 

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa waktu-waktu sholat telah ditentukan 

waktunya dan telah menjadi suatu ketetapan, baik itu sholat fardhu maupun sholat 

sunnah. Sholat lima waktu diwajibkan dalam sehari (Dhuhur, ‘Ashar, Maghrib, 

‘Isya’, dan Subuh) merupakan sholat yang wajib ditunaikan dan tidak boleh 

ditinggalkan. Waktu pelaksanaan antara satu waktu sholat fardhu berbeda dengan 

empat waktu sholat yang lain dan telah ditetapkan oleh Allah swt. Akan tetapi 

kelima waktu sholat tersebut saling mengikat dan tidak diperbolehkan hanya 

melaksanakan satu sholat saja. 

Adapun hubungan waktu sholat dengan teori graf adalah bahwa waktu-

waktu sholat merupakan suatu himpunan yang terdiri dari waktu sholat fardhu 

(Dhuhur, Ashar, Maghrib, Isya’ dan Subuh) dan waktu sholat sunnah sebagai 

ekspresi dari himpunan titik dalam graf. Sedangkan keterikatan antara kelima 

sholat fardhu tersebut yang tidak dapat ditinggalkan salah satunya dalam 

menunaikannya dan sholat sunnah sebagai pelengkap sholat fardhu merupakan 
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ekspresi dari garis atau sisi yang menghubungkan titik-titik dalam graf. Sehingga 

dapat digambarkan dalam bentuk graf seperti pada gambar 2.24.  

Dzuhur 
 

 

 

 

 

 

 

 Maghrib 
 

Isya’ 

Shubuh 
 

Ashar 
 

Gambar 2.24 Representasi Graf Terhadap Waktu-Waktu Shalat. 
 

Dengan demikian, pelabelan titik dan atau sisi pada graf dapat 

diaplikasikan ke dalam konsep-konsep ajaran Islam, seperti titik yang dilabelkan 

sebagai suatu tempat kejadian ataupun waktu sholat dan sisi sebagai proses 

kejadian dan lain sebagainya, sehingga banyak sekali keterkaitan antara pelabelan 

graf dengan ajaran Islam dan mungkin masih banyak lagi yang belum disebutkan. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai pelabelan konsekutif pada graf star 

 dan graf double star dimana n adalah bilangan asli. nS 1, +nnS

3.1 Pelabelan Konsekutif Pada Graf Star Sn  

Pelabelan konsekutif pada graf star  dimana n adalah bilangan asli 

diberikan sebagai berikut: 

nS

1. Graf star , dimana nS 1=n  

 

 

 

Gambar 3.1. Penotasian Titik dan Sisi Graf Star   1S

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

Gambar 3.2. Pelabelan Konsekutif pada Graf Star  1S

1v  

1e  

2v

1

2

3
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Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke  sebagai berikut: )()( nn SESV ∪ }3,2,1{

 

 

 

Gambar 3.3. Fungsi Bijektif  Graf Star  1S

Dari fungsi pelabelan tersebut, membentuk suatu pola pelabelan sebagai 

berikut: 

1

2

1

e
v
v

 
3
2
1

 

f 

a. Titik 

Titik Fungsi 

1v  (titik pusat) 1)( 1 =vf = 112 −⋅  

2v  (titik ujung) 3)( 2 =vf = 122 −⋅  

Kesimpulan: 12)( −= ivf i , untuk 2,1=i  

Tabel 3.1. Fungsi Pelabelan Titik  pada Graf Star  1S

Dalam skripsi ini, ditetapkan  sebagai titik pusat dan  selalu 

bernilai 1 (satu). 

1v )( 1vf
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b. Sisi 

Sisi Fungsi 

1e =  21vv 12)112()122(132)()( 211 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

Kesimpulan: Belum terbentuk pola karena datanya masih tunggal 

Tabel 3.2. Fungsi Pelabelan Sisi  pada Graf Star  1S

2. Graf star , dimana nS 2=n  

 

 

 

Gambar 3.4. Penotasian Titik dan Sisi Graf Star   2S

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

Gambar 3.5. Pelabelan Konsekutif pada Graf Star  2S

 

 

 

1v  

2v  

1e  2e  
3v  

1 

3 

2 4 
5 
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Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke  sebagai berikut: )()( nn SESV ∪ }5,4,3,2,1{

 

 

 

 

Gambar 3.6. Fungsi Bijektif  Graf Star  2S

Dari fungsi pelabelan tersebut, membentuk suatu pola pelabelan sebagai 

berikut: 

2

1

3

2

1

e
e
v
v
v

 

5
4
3
2
1

 

f 

a. Titik 

Titik Fungsi 

1v  (titik pusat) 1)( 1 =vf = 112 −⋅  

2v  (titik ujung) 3)( 2 =vf = 122 −⋅  

3v  (titik ujung) 5)( 3 =vf = 132 −⋅  

Kesimpulan: 12)( −= ivf i , untuk  3,2,1=i

Tabel 3.3. Fungsi Pelabelan Titik  pada Graf Star  2S
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b. Sisi 

Sisi Fungsi 

211 vve =  12)112()122(132)()( 211 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

312 vve =  22)112()132(154)()( 312 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

Kesimpulan: ivvfef ii 2)()( 11 == + , untuk  2,1=i

Tabel 3.4. Fungsi Pelabelan Sisi  pada Graf Star  2S

3.  Graf star , dimana nS 3=n  

 

 

 

 

Gambar 3.7. Penotasian Titik dan Sisi Graf Star   3S

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.8. Pelabelan Konsekutif pada Graf Star  3S

1v  

1e  3v

2v

2e  

 

3e  

 4v

 

7 

6 

4 
2 

1 

5 

3 
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Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke  sebagai berikut: )()( nn SESV ∪ }7,6,5,4,3,2,1{

 

 

 

 

 

Gambar 3.9. Fungsi Bijektif  Graf Star  3S

Dari fungsi pelabelan tersebut, membentuk suatu pola pada pelabelan 

sebagai berikut: 

3

2

1

4

3

2

1

e
e
e
v
v
v
v

 

7
6
5
4
3
2
1

 

f 

a. Titik 

Titik Fungsi 

1v  (titik pusat) 1)( 1 =vf = 112 −⋅  

2v  (titik ujung) 3)( 2 =vf = 122 −⋅  

3v  (titik ujung) 5)( 3 =vf = 132 −⋅  

4v  (titik ujung) 7)( 4 =vf = 142 −⋅  

Kesimpulan: 12)( −= ivf i , untuk 4,3,2,1=i  

Tabel 3.5. Fungsi Pelabelan Titik  pada Graf Star  3S
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b. Sisi 

Sisi Fungsi 

211 vve =  12)112()122(132)()( 211 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

312 vve =  22)112()132(154)()( 312 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

413 vve =  32)112()142(176)()( 413 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

Kesimpulan: ivvfef ii 2)()( 11 == + , untuk  3,2,1=i

Tabel 3.6. Fungsi Pelabelan Sisi  pada Graf Star  3S

4. Graf star , dimana nS 4=n  

 

 

 

 

 

Gambar 3.10. Penotasian Titik dan Sisi Graf Star   4S

 

 

 

 

 

 

3e  

1e  

1v  

4v

3v

2v

5v

4e  

 

2e  
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Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

Gambar 3.11. Pelabelan Konsekutif pada Graf Star  4S

sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke  sebagai 

berikut: 

)()( nn SESV ∪ }9,8,7,6,5,4,3,2,1{

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.12. Fungsi Bijektif  Graf Star  4S
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f 
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Pelabelan tersebut, membentuk suatu pola pada pelabelan sebagai 

berikut: 

a. Titik 

Titik Fungsi 

1v  (titik pusat) 1)( 1 =vf = 112 −⋅  

2v  (titik ujung) 3)( 2 =vf = 122 −⋅  

3v  (titik ujung) 5)( 3 =vf = 132 −⋅  

4v  (titik ujung) 7)( 4 =vf = 142 −⋅  

5v  (titik ujung) 9)( 5 =vf = 152 −⋅  

Kesimpulan: 12)( −= ivf i , untuk  5,4,3,2,1=i

Tabel 3.7. Fungsi Pelabelan Titik  pada Graf Star  4S

b. Sisi 

Sisi Fungsi 

211 vve =  12)112()122(132)()( 211 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef  

312 vve =  22)112()132(154)()( 312 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef

413 vve =  32)112()142(176)()( 413 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef

514 vve =  42)112()152(198)()( 514 ⋅=−⋅−−⋅=−=== vvfef

Kesimpulan: ivvfef ii 2)()( 11 == + , untuk  4,3,2,1=i

Tabel 3.8. Fungsi Pelabelan Sisi  pada Graf Star  4S
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Dari uraian di atas diperoleh: 

Teorema 1 

 Graf star  adalah konsekutif untuk setiap n bilangan asli. nS

Bukti: 

Misal: 

},...,,{)( 21 nn vvvSV =  dimana  adalah titik pusat dan  adalah 

titik ujung dan, 

1v nvvv ,...,, 32

},...,,{)( 121 −= nn eeeSE  dimana sisi 11 += ivvie  untuk setiap 

. 1,...,3,2,1 −= ni

Jadi untuk : nS

1+= np  dan nq = ,  

sehingga nnqp ++=+ )1(  

    12 += n  
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Maka graf star  dapat digambarkan sebagai berikut: nS

2v  

3e  

1e  

1v  

4v

5v

nv

M
1−ne

M
 

 

5e  
6v  

4e  

 

2e  
3v  

 
 

 

 

 

Gambar 3.13. Graf Star  nS

Definisikan fungsi f dari  ke {1,2,3, . . ., p+q} dengan 

aturan: 

)()( nn SESV ∪

11,12)( +≤≤−= niivf i   

niivvfef ii ≤≤== + 1,2)()( 11  

1. Akan ditunjukkan f bijektif (injektif dan surjektif) 

a. f injektif 

1) Untuk titik di  nS

Ambil  dan  titik di dengan iv jv nS )()( ji vfvf =  

Akan dibuktikan ji = , sedemikian sehingga ji vv =  

Karena  )()( ji vfvf =
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maka    1212 −=− ji  

ji 22 =  

      ji =

Jadi,  ji vv =

2) Untuk sisi di  nS

Ambil  dan  sisi di dengan ie je nS )()( ji efef =   

Akan dibuktikan ji = , sedemikian sehingga ji ee =  

Karena  )()( ji efef =

Maka   ji 22 =

        ji =

Jadi,  ji ee =

3) Akan dibuktikan bahwa )()( ii efvf ≠  

Karena 11,12)( +≤≤−= niivf i  selalu ganjil dan 

niivvfef ii ≤≤== + 1,2)()( 11  selalu genap 

jadi  )()( ii efvf ≠

Jadi f merupakan fungsi injektif dari  ke . )()( nn SESV ∪ },...,3,2,1{ qp +
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b. f surjektif  

Akan dibuktikan bahwa qpvf i +≤≤ )(1  dan qpef i +≤≤ )(1  atau 

 dipetakan ke )()( nn SESV ∪ },...,3,2,1{ qp +  

1) Akan ditunjukkan qpvf i +≤≤ )(1 . Diketahui  untuk 12)( −= ivf i

11 +≤≤ ni . 

Karena  11 +≤≤ ni  

Maka  2222 +≤≤ ni  

  121212 +≤−≤− ni  

  12121 +≤−≤ ni  

Jadi  qpvf i +≤≤ )(1  

2) Akan ditunjukkan qpef i +≤≤ )(1 . Diketahui  

untuk . 

ivvfef ii 2)()( 11 == +

ni ≤≤1

Karena  ni ≤≤1

Maka      ni 222 ≤≤  

122221 +≤≤≤≤ nni  

       1221 +≤≤ ni  

Jadi qpef i +≤≤ )(1 .  
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Jadi dapat disimpulkan bahwa qpvf i +≤≤ )(1  dan qpef i +≤≤ )(1  

artinya  dipetakan ke )()( nn SESV ∪ },...,3,2,1{ qp +  

Karena banyaknya anggota  sama dengan banyaknya 

anggota  {1,2,3, . . ., p+q} dan f adalah injektif maka sudah pasti f adalah 

surjektif. 

)()( nn SESV ∪

2. Akan dibuktikan |)()(|)()( 1111 vfvfvvfef iii −== ++ . Diketahui  

untuk  dan 

ief i 2)( =

ni ≤≤1 12)( −= ivf i  untuk 11 +≤≤ ni . 

)(
)(
,2

2

1122

1)1)1(2()()(

11

11

+

+

=
=

Ν∈=

=

−−+=

−−+=−

i

i

i

vvf
ef

ii
i

i

ivfvf

 

Jadi terbukti bahwa |)()(|)()( 1111 vfvfvvfef iii −== ++  

Dengan demikian terbukti bahwa graf star adalah konsekutif untuk setiap 

n adalah bilangan asli. 

nS
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3.2 Pelabelan Konsekutif Pada Graf Double Star  1, +nnS

Pelabelan konsekutif pada graf double star  dimana n adalah 

bilangan asli diberikan sebagai berikut:  

1, +nnS

1. Graf double star  dimana 1, +nnS 1=n  

 

 

 

Gambar 3.14. Penotasian Titik dan Sisi Graf Double Star   2,1S

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

Gambar 3.15. Pelabelan Konsekutif pada Graf Double Star  2,1S

Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke  sebagai berikut: )()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV }5,4,3,2,1{
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Gambar 3.16. Fungsi Bijektif  Graf Double Star  2,1S

Dari fungsi pelabelan tersebut, dapat dibentuk pola pelabelan 

berdasarkan indeks titik dan indeks sisi sebagai berikut: 

a. Titik 

1) Titik pusat 

1v , maka 1)( 1 =vf  (selalu satu) 

2v , maka 1)1(21)11(21225)( 2 ++=++=+⋅== nvf   

Jadi dapat disimpulkan: 

112)( +=+= niivf i  

2) Titik dengan indeks 3 

3v , maka )12(2)112(323)( 3 +−=+⋅−⋅== nivf  

Jadi dapat disimpulkan: 

3)12(2)( =+−= inivf i  
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b. Sisi 

 



 

1) Sisi dengan indeks 0 

210 vve = , maka )1(2)11(24)( 21 +=+== nvvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

12)( 1 +== niivvf i  

2) Sisi dengan indeks 1 

321 vve = , maka invvf 2)1(432)11(42)( 32 −+=⋅−+==  

Jadi dapat disimpulkan: 

32)1(4)( 1 =−+=+ iinvvf in  

2. Graf double star  dimana 1, +nnS 2=n   

 

 

 

 

Gambar 3.17. Penotasian Titik dan Sisi Graf Double Star   3,2S

 

 

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

3v  

3e  
1v  0e  

2e  

2v

4v
5v

1e  
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Gambar 3.18. Pelabelan Konsekutif pada Graf Double Star  3,2S

Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke  sebagai 

berikut: 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV }9,8,7,6,5,4,3,2,1{

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.19. Fungsi Bijektif  Graf Double Star  3,2S

 

Dari fungsi pelabelan tersebut, dapat dibentuk pola pelabelan 

berdasarkan indeks titik dan indeks sisi sebagai berikut: 

3
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a. Titik 

1) Titik pusat 

1v , maka 1)( 1 =vf  (selalu satu) 

3v , maka 1)1(21)12(21327)( 3 ++=++=+⋅== nvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

112)( +=+= niivf i  

2) Titik dengan indeks 2 

2v , maka invf 2)12(22)122(9)( 2 ++=⋅++⋅==  

Jadi dapat disimpulkan: 

22)12()( =++= iinvf i  

3) Titik dengan indeks 4 dan 5 

4v , maka )12(2)122(423)( 4 +−=+⋅−⋅== nivf  

5v , maka )12(2)122(525)( 5 +−=+⋅−⋅== nivf  

Jadi dapat disimpulkan: 

5,4)12(2)( =+−= inivf i  
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b. Sisi 

 



 

1) Sisi dengan indeks 0 

310 vve = , maka )1(2)12(26)( 31 +=+== nvvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

12)( 1 +== niivvf i  

2) Sisi dengan indeks 1 

211 vve = , maka )(2)22(28)( 21 invvf +=+==  

Jadi dapat disimpulkan: 

2)(2)( 1 =+= iinvvf i  

3) Sisi dengan indeks 2 dan 3 

432 vve = , maka invvf 2)1(442)12(44)( 43 −+=⋅−+==  

533 vve = , maka invvf 2)1(452)12(42)( 53 −+=⋅−+==  

Jadi dapat disimpulkan: 

5,42)1(4)( 1 =−+=+ iinvvf in  
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3. Graf double star  dimana 1, +nnS 3=n   

1v  0e  4v

2v  

 
1e  

3v

7v
5e  

2e   

  



 

 

 

 

 

Gambar 3.20. Penotasian Titik dan Sisi Graf Double Star   4,3S

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.21. Pelabelan Konsekutif pada Graf Double Star  4,3S

Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke 

 sebagai berikut: 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV

}13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1{
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Gambar 3.22. Fungsi Bijektif  Graf Double Star  4,3S

Dari fungsi pelabelan tersebut, dapat dibentuk pola pelabelan 

berdasarkan indeks titik dan indeks sisi sebagai berikut: 

a. Titik 

1) Titik pusat 

1v , maka 1)( 1 =vf  (selalu satu) 

4v , maka 1)1(21)13(21429)( 4 ++=++=+⋅== nvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

112)( +=+= niivf i  
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2) Titik dengan indeks 2 dan 3 

 



 

2v , maka invf 2)12(22)132(11)( 2 ++=⋅++⋅==  

3v , maka invf 2)12(32)132(13)( 3 ++=⋅++⋅==  

Jadi dapat disimpulkan: 

3,22)12()( =++= iinvf i  

3) Titik dengan indeks 5, 6 dan 7 

5v , maka )12(2)132(523)( 5 +−=+⋅−⋅== nivf  

6v , maka )12(2)132(625)( 6 +−=+⋅−⋅== nivf  

7v , maka )12(2)132(727)( 7 +−=+⋅−⋅== nivf  

Jadi dapat disimpulkan: 

7,6,5)12(2)( =+−= inivf i  

b. Sisi 

1) Sisi dengan indeks 0 

410 vve = , maka )1(2)13(28)( 41 +=+== nvvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

12)( 1 +== niivvf i  
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2) Sisi dengan indeks 1 dan 2 

 



 

211 vve = , maka )(2)23(210)( 21 invvf +=+==  

312 vve = , maka )(2)33(212)( 31 invvf +=+==  

Jadi dapat disimpulkan: 

3,2)(2)( 1 =+= iinvvf i  

3) Sisi dengan indeks 3, 4 dan 5 

543 vve = , maka invvf 2)1(452)13(46)( 54 −+=⋅−+==  

644 vve = , maka invvf 2)1(462)13(44)( 64 −+=⋅−+==  

745 vve = , maka invvf 2)1(472)13(42)( 74 −+=⋅−+==  

Jadi dapat disimpulkan: 

5,4,32)1(4)( 1 =−+=+ iinvvf in  
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4. Graf double star  dimana 1, +nnS 4=n   

 



 

 

 
 

 

 

Gambar 3.23. Penotasian Titik dan Sisi Graf Double Star   5,4S

Pelabelan konsekutif dapat diberikan sebagai berikut: 

 

 

 

 

Gambar 3.24. Pelabelan Konsekutif pada Graf Double Star  5,4S

Sehingga jika pelabelan tersebut adalah fungsi f, maka dapat dibentuk 

fungsi bijektif dari  ke 

 sebagai berikut: 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV

}17,16,15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1{
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Gambar 3.25. Fungsi Bijektif  Graf Double Star  5,4S

Dari fungsi pelabelan tersebut, dapat dibentuk pola pelabelan 

berdasarkan indeks titik dan indeks sisi sebagai berikut: 

a. Titik 

1) Titik pusat 

1v , maka 1)( 1 =vf  (selalu satu) 

5v , maka 1)1(21)14(215211)( 5 ++=++=+⋅== nvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

60 

 



 

112)( +=+= niivf i  

2) Titik dengan indeks 2, 3 dan 4 

2v , maka invf 2)12(22)142(13)( 2 ++=⋅++⋅==  

3v , maka invf 2)12(32)142(15)( 3 ++=⋅++⋅==  

4v , maka invf 2)12(42)142(17)( 4 ++=⋅++⋅==  

Jadi dapat disimpulkan: 

4,3,22)12()( =++= iinvf i  

3) Titik dengan indeks 6, 7 dan 8 

6v , maka )12(2)142(623)( 6 +−=+⋅−⋅== nivf  

7v , maka )12(2)142(725)( 7 +−=+⋅−⋅== nivf  

8v , maka )12(2)142(827)( 8 +−=+⋅−⋅== nivf  

9v , maka )12(2)142(929)( 9 +−=+⋅−⋅== nivf  

Jadi dapat disimpulkan: 

9,8,7,6)12(2)( =+−= inivf i  
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b. Sisi 

 



 

1) Sisi dengan indeks 0 

410 vve = , maka )1(2)14(210)( 41 +=+== nvvf  

Jadi dapat disimpulkan: 

12)( 1 +== niivvf i  

2) Sisi dengan indeks 1, 2 dan 3 

211 vve = , maka )(2)24(212)( 21 invvf +=+==  

312 vve = , maka )(2)34(214)( 31 invvf +=+==  

413 vve = , maka )(2)34(216)( 31 invvf +=+==  

Jadi dapat disimpulkan: 

4,3,2)(2)( 1 =+= iinvvf i  

3) Sisi dengan indeks 4, 5, 6 dan 7 

654 vve = , maka invvf 2)1(462)14(48)( 65 −+=⋅−+==  

755 vve = , maka invvf 2)1(472)14(46)( 75 −+=⋅−+==  

856 vve = , maka invvf 2)1(482)14(44)( 85 −+=⋅−+==  

957 vve = , maka invvf 2)1(492)14(42)( 95 −+=⋅−+==  

Jadi dapat disimpulkan: 
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7,6,5,42)1(4)( 1 =−+=+ iinvvf in  

Dari uraian di atas diperoleh: 

Teorema 2 

 Graf double star  adalah konsekutif untuk setiap n bilangan asli. 1, +nnS

Bukti: 

Misal: 

},...,,,,...,,{)( )1(21211, +++++ = nnnnnnn vvvvvvSV  yang dikelompokkan sebagai 

berikut: 

  },,,{)( 211,1 nnn vvvSV K=+

  },,,{)( 12211,2 ++++ = nnnnn vvvSV K

dimana: 

1v  sebagai titik pusat di  dan  sebagai titik ujung di 

.  sebagai titik pusat di  dan  

sebagai titik ujung di  

)( 1,1 +nnSV nvvv ,,, 32 K

)( 1,1 +nnSV 1+nv )( 1,2 +nnSV 1232 ,,, +++ nnn vvv K

)( 1,2 +nnSV
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},,,...,,{)( )1(1101, −+++ = nnnnnn eeeeeSE  yang dikelompokkan sebagai berikut: 

 



 

 inn vveSE 101,1 )( ==+   untuk 1+= ni  

 iinn vveSE 111,2 )( == −+  untuk ni ≤≤2  

 ininn vveSE 121,3 )( +−+ ==  untuk 122 +≤≤+ nin  

Jadi untuk : 1, +nnS

12)1( +=++= nnnp  dan nq 2= , 

sehingga nnqp 2)12( ++=+  

    14 += n  

Maka  dapat digambarkan sebagai berikut: 1, +nnS

1v  

1e  

1+nv  

3v

2+nv

1−ne

2v

nv

4+nv

12 +nv

 

 

2+ne

3+ne12 −ne   

 
5+nv  

3+nv  

0e  
2e  

 

 

1+ne  
ne   

3e  

 

4v  

 
 

 
 

 

 

Gambar 3.26. Graf Double Star  1, +nnS

Definisikan fungsi f dari  ke {1,2,3, . . ., p+q} dengan 

aturan: 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+≤≤+
≤≤
+=

=

+−
++

−
=

122
2

1
1

,)12(2
,2)12(
,12
,1

)(

nin
ni

ni
i

ni
in

i
vf i  

1,2)()( 10 +=== niivvfef i  

niinvvfef ii ≤≤+==− 2,)(2)()( 11  

)1(2,2)1(4)()( 12 ++≤≤+−+== +− nnininvvfef ini  

1. Akan ditunjukkan f bijektif (injektif dan surjektif) 

a. f injektif 

1) Untuk titik di  1, +nnS

Ambil  dan  titik di  dengan iv jv 1, +nnS )()( ji vfvf =  

Akan dibuktikan ji = , sedemikian sehingga ji vv =  

a) Untuk i dan j adalah 1+n  

Karena )()( ji vfvf =  

Maka 1212 +=+ ji  

     ji 22 =  

          ji =  

Jadi      ji vv =  
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b) Untuk ni ≤≤2  dan   nj ≤≤2  

Karena    )()( ji vfvf =  

Maka  jnin 2)12(2)12( ++=++  

         ji 22 =  

                  ji =  

Jadi       ji vv =  

c) Untuk 122 +≤≤+ nin  dan 122 +≤≤+ njn  

Karena   )()( ji vfvf =  

Maka )12(2)12(2 +−=+− njni  

  ji 22 =  

                  ji =  

Jadi         ji vv =  

2) Untuk sisi di  1, +nnS

a) Untuk  dan ni ≤≤2 nj ≤≤2  

Ambil ii vve 11 =−  dan jj vve 11 =−  sisi di  dengan 

. 

1, +nnS

)()( 11 ji vvfvvf =

Akan dibuktikan ji = , sedemikian sehingga  ji vvvv 11 =

Karena )()( 11 ji vvfvvf =  
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Maka )(2)(2 jnin +=+  

         ji 22 =  

            ji =  

Jadi       ji vvvv 11 =  

b) Untuk  )1(2 ++≤≤+ nnin  

Ambil ini vve 12 +− =  dan jnj vve 12 +− =  sisi di  dengan 

. 

1, +nnS

)()( 11 jnin vvfvvf ++ =

Akan dibuktikan ji = , sedemikian sehingga  jnin vvvv 11 ++ =

Karena  )()( 11 jnin vvfvvf ++ =  

Maka         jnin 2)1(42)1(4 −+=−+  

           ji 22 −=−  

      ji =  

Jadi,           ji vvvv 11 =  

3) Akan dibuktikan bahwa ))(())(( 1,1, ++ ≠ nnnn SEfSVf  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+≤≤+
≤≤
+=

=

+−
++

−
=

122
2

1
1

,)12(2
,2)12(
,12
,1

)(

nin
ni

ni
i

ni
in

i
vf i  

Maka,  selalu ganjil )( ivf
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1,2)()( 10 +=== niivvfef i  

niinvvfef ii ≤≤+==− 2,)(2)()( 11  

)1(2,2)1(4)()( 12 ++≤≤+−+== +− nnininvvfef ini  

Maka , , , dan  selalu genap. )( 0ef )( 1−ief )( 2−ief

Jadi ))(())(( 1,1, ++ ≠ nnnn SEfSVf  

Jadi f merupakan fungsi injektif dari  ke 

. 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV

},...,3,2,1{ qp +

b. f surjektif  

Akan dibuktikan bahwa  dipetakan ke  )()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV },...,3,2,1{ qp +

1) Untuk  dipetakan ke )( nSV },...,3,2,1{ qp +  

a) },...,3,2,1{1)( 1 qpvf +∈=  

b) },...,3,2,1{12)( qpivf i +∈+=  untuk 1+= ni  

c) Akan dibuktikan qpvf i +≤≤ )(1 . Diketahui  

untuk . 

invf i 2)12()( ++=

ni ≤≤2

Karena ni ≤≤2  

Maka    ni 224 ≤≤  

nninn 2122)12(412 ++≤+≤++  
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     142)12(52 +≤++≤+ ninn  

142)12(521 +≤++≤+≤ ninn  

              142)12(1 +≤++≤ nin  

  qpvf i +≤≤ )(1  

Jadi qpvf i +≤≤ )(1  

d) Akan dibuktikan qpvf i +≤≤ )(1 . Diketahui )12(2)( +−= nivf i  

untuk 122 +≤≤+ nin . 

Karena 122 +≤≤+ nin  

Maka       nin 42)2(2 ≤≤+  

 )12(4)12(2)12()2(2 +−≤+−≤+−+ nnninn  

    12)12(23 −≤+−≤ nni  

                1412)12(231 +≤−≤+−≤≤ nnni  

    14)12(21 +≤+−≤ nni  

    qpvf i +≤≤ )(1  

Jadi qpvf i +≤≤ )(1  

 

 



 69 

2) Untuk  dipetakan ke )( 1, +nnSE },...,3,2,1{ qp +   

a) },...,3,2,1{2)()( 10 qpivvfef i +∈==  untuk 1+= ni . 

b) Akan dibuktikan qpvvfef ii +≤=≤ − )()(1 11 . Diketahui 

)(2)()( 11 invvfef ii +==−  untuk ni ≤≤2  

Karena ni ≤≤2  

Maka                ni 224 ≤≤  

         nnnin 222224 +≤+≤+  

     ninn 4)(2)2(2 ≤+≤+  

144)(2)2(21 +≤≤+≤+≤ nninn  

     14)(21 +≤+≤ nin  

                 qpef i +≤≤ − )(1 1  

Jadi qpef i +≤≤ − )(1 1  

c) Akan dibuktikan qpvvfef ini +≤=≤ +− )()(1 12 . Diketahui 

invvfef ini 2)1(4)()( 12 −+== +−  untuk )1(2 ++≤≤+ nnin  

Karena  )1(2 ++≤≤+ nnin  

      )12(22)2(2 +−≥−≥+− nin  
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 )12(2)1(42)1(4)2(2)1(4 +−+≥−+≥+−+ nninnn  

22)1(42 ≥−+≥ inn  

  nin 22)1(42 ≤−+≤  

        1422)1(421 +≤≤−+≤≤ nnin  

  142)1(41 +≤−+≤ nin  

Jadi qpef i +≤≤ − )(1 2  

Jadi dapat disimpulkan bahwa  dipetakan ke 

. 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV

},...,3,2,1{ qp +

Karena banyaknya anggota  sama dengan banyaknya 

anggota  {1,2,3, . . ., p+q} dan f adalah injektif maka sudah pasti f adalah 

surjektif. 

)()( 1,1, ++ ∪ nnnn SESV

2. Akan dibuktikan  

a) )()()()( 110 vfvfvvfef ii −== . Diketahui ief 2)( 0 =  untuk  1+= ni

)(
)(

1,2
2

12

1112

1)1)12(()()(

1

0

1

i

i

vvf
ef

nii
i

n

n

nvfvf

=
=

Ν∈+==

=

+=

−++=

−++=−
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Jadi terbukti bahwa )()()()( 110 vfvfvvfef ii −==  

b) )()()()( 111 vfvfvvfef iii −==− . Diketahui )(2)( 1 inef i +=−  untuk 

ni ≤≤2 . 

)(
)(

,,)(2
)(2

22

1212

1)2)12(()()(

1

1

1

i

i

i

vvf
ef

inin
in

in

in

invfvf

=
=

Ν∈+=

+=

+=

−++=

−++=−

−

 

Jadi terbukti bahwa )()()()( 111 vfvfvvfef iii −==−  

c) )()()()( 112 ++− −== niini vfvfvvfef . Diketahui inef i 2)1(4)( 2 −+=−  

untuk )1(2 ++≤≤+ nnin  

)(
)(

,,2)4(4
2)4(4

244

442

122122

)1)1(2())12(2()()(

1

2

1

in

i

in

vvf
ef

inin
in

in

ni

nni

nnivfvf

+

−

+

=
=

Ν∈−+=

−+=

−+=

+−=

−−−−−=

++−+−=−

 

Jadi terbukti bahwa )()()()( 112 ++− −== niini vfvfvvfef  

Dengan demikian terbukti bahwa graf double star adalah konsekutif untuk 

setiap n adalah bilangan asli. 

1, +nnS

 



 

BAB IV 

PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan, maka dapat disimpulkan bahwa: 

1. Graf star  untuk setiap n bilangan asli adalah konsekutif. nS

Misal graf star  untuk setiap n bilangan asli dapat digambarkan sebagai 

berikut: 

nS

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1. Graf Star  nS

Pelabelan konsekutif pada graf star Sn, didefinisikan sebagai berikut: 

11,12)( +≤≤−= niivf i  

niivvfef ii ≤≤== + 1,2)()( 11  
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nv
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1v

4v

2v  

4e  

2e  
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2. Graf double star  untuk setiap n bilangan asli adalah konsekutif.  1, +nnS

Misal Graf double star  dengan n bilangan asli digambarkan sebagai 

berikut: 

1, +nnS
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Gambar 4.2. Graf Double Star  1, +nnS

Pelabelan konsekutif pada graf double star Sn,n+1 didefinisikan sebagai 
berikut: 

 

⎪
⎪
⎩
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⎨

⎧
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1,2)()( 10 +=== niivvfef i  

niinvvfef ii ≤≤+==− 2,)(2)()( 11  

)1(2,2)1(4)()( 12 ++≤≤+−+== +− nnininvvfef ini  
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4.2 Saran  

Pembahasan mengenai pelabelan konsekutif ini masih terbuka bagi 

peneliti lain untuk melanjutkan pada jenis-jenis graf yang lain seperti graf tangga, 

graf pohon, graf sikel dan lain sebagainya atau pada aplikasinya. 
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