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Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Nach dem Lexikon der Physik des Spektrum Verlags ist Elastizitdat die ,,Eigenschaft fester Korper, un-
ter Zug-, Scher- oder Druckbeanspruchung ihre Form voriibergehend zu &ndern und nach Wegfall der
Belastung ihre urspiingliche Gestalt wieder einzunehmen. *

Diese Definition beinhaltet auch noch visko-elastisches Verhalten. Dabei treten Hysterese-Effekte auf: Der
Riickgang der Deformation nach Belastungsende nimmt Zeit in Anspruch. In dieser Arbeit beschrinken
wir uns auf ideal-elastisches Verhalten (ohne Hysterese).

Wir unterscheiden in

e linear-elastisches Verhalten: Es tritt vereinfacht bei kleinen Deformationen auf und kann durch den li-
nearen Spannungs-Dehnungszusammenhang ¢ — o = C.e dargestellt werden (siehe auch Hookesches
Gesetz).

e nichtlinear-elastisches Verhalten: Die Spannung héngt mittels F' +— o(F) nichtlinear von der Defor-
mation ab, ein typisches Beispiel ist die Gummielastizitéat bei grofleren Deformationen.

Wir wenden uns in dieser Arbeit dem nichtlinear-elastischen Verhalten zu, welches im Gegensatz zum
linear-elastischen Verhalten noch viele offene Fragestellungen beinhaltet. Dieser nichtlineare Fall ist mathe-
matisch zwar wesentlich komplexer, aber mit Werkzeugen der Matrix-Analysis konnen wir ihn tiefgehend
untersuchen.

Diese Arbeit untergliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil befasst sich mit mathematischen Zusam-
menhingen. Dazu werden wir in Kapitel 1 zunéchst grundlegende Begriffe und Notationen einfiihren.
Darauf aufbauend widmen wir uns im zweiten Kapitel der Matrix-Analysis. Wichtige Ergebnisse sind
hierbei besonders der Zusammenhang zwischen Koaxialitdt und Isotropie und das Konzept der Semi-
Invertierbarkeit von isotropen Funktionen verbunden mit den Baker-Ericksen-Ungleichungen und den em-
pirischen Ungleichungen. Wir fithren den Begriff der Konvexitidt von Tensorfunktionen und der Majori-
zation ein und stellen den Zusammenhang zwischen Nullstellen und Koeffizienten von Polynomen heraus.
Letzteren verwenden wir in Kapitel 2, welches die Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung behandelt.
Einen wesentlichen Anteil des Kapitels macht hierbei der Beweis der bis dato nur fiir n € {2, 3,4} gezeig-
ten Ungleichung aus. Zudem ordnen wir unseren Beweis in die Chronologie der bisherigen Beweisfindung
ein. Weiterhin untersuchen wir Modifikationen im Hinblick auf Bedingungen der SSLI und stellen die
Sum-of-Powered-Logarithms-Ungleichung sowie andere verwandte Ungleichungen vor.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit der Anwendung der im ersten Teil herausgestellten mathe-
matischen Zusammenhénge auf die nichtlineare Elastizitéitstheorie. Zunéchst geben wir eine umfassende
Einfiihrung in die Modellierung elastischer Korper durch Elastizitdtsgesetze mittels des Kraftgleichgewich-
tes nach Cauchy und iiber den Einsatz von Energiefunktionen. In diesem vierten Kapitel verwenden wir
unsere Vorarbeit aus Kapitel 2 und kénnen dadurch die Eigenschaften nichtlinearer Elastizitidtsgesetze
tiefergehend mathematisch untersuchen. Darunter fallen zum Beispiel Hyperelastizitdat, Objektivitat und
Isotropie. Dariiber hinaus leiten wir die verschiedenen Spannungstensoren — Cauchy-Spannungstensor, ers-
ter und zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor und Biot-Spannungstensor — her. Wir vergleichen einige
der in dieser Arbeit verwendeten Energiefunktionen in ihrer Wirkungsweise auf einfache Beispieldeforma-
tionen und stellen diese realen Messdaten gegeniiber.

In Kapitel 5 stellen wir eine hinreichende Bedingung vor, unter der eine schwache Losung der Euler-
Lagrange-Gleichungen in der nichtlinearen Elastizitét bereits ein globaler Minimierer des zugehdrigen
Energiefunktionals ist. Dieses Kriterium lisst sich auf Energien W(F) = W(FTF) = W(C), welche
konvex im rechten Cauchy-Green-Tensor C' = FT F sind, anwenden. Hierbei bezeichnet F' den Deformati-

onsgradienten. Wir geben Beispiele solcher Energien an, die einen Blowup fiir det F' — 0 verursachen.

In Kapitel 6 untersuchen wir die Semi-Invertierbarkeit der Darstellung o(B) = o1+ 81 B+ -1 B~! der
Cauchy-Spannung im Fingertensor B = FFT. Wir stellen eine konkrete Formel fiir die Berechnung der
Koefhizientenfunktionen S_1, By, f1 vor. Wir betrachten Truesdells empirische Ungleichungen 5_; < 0,
Bo < 0, 51 > 0 und zeigen, dass die Bedingung an 3y im Hinblick auf die Semi-Invertierbarkeit keine Rele-
vanz hat. Mehr noch, dass relevante semi-invertierbare Elastizitidtsgesetze ausschliellich die f_1-Bedingung
und (1-Bedingung erfiillen kénnen. Wir fithren eine darauf angepasste schwache Variante der emprischen
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Ungleichungen ein und zeigen, dass auch diese den Schluss auf die Baker-Ericksen-Ungleichungen garan-
tieren. Weiterhin nutzen wir in diesem Kapitel unsere Ergebnisse iiber die SSLI aus dem vorigen Kapitel
und beweisen, dass das durch W(U) = |[logU||? induzierte Elastizitiitsgesetz die schwachen empirischen
Ungleichungen erfiillt und somit semi-invertierbar ist. Mit diesem Resultat fithren wir die Klasse der Ener-
giefunktionen vom Hencky-Typ ein und werden sehen, dass deren typische Vertreter wie die quadratische
Hencky-Energie und die Exponentiated-Hencky-Energie ebenfalls die schwachen empirischen Ungleichun-
gen erfiillen. Wir zeigen, dass Semi-Invertierbarkeit nicht Invertierbarkeit impliziert.

In Kapitel 7 zeigen wir, dass unter Voraussetzung des linearen Modells jede Simple-Shear-Deformation von
jedem linearen Elastizitéitsgesetz auf eine Pure-Shear-Spannung abgebildet wird, aber im finiten Modell
jede (nichttriviale) Simple-Shear-Deformation mittels eines isotropen Elastizitéitsgesetzes weder auf eine
Pure-Shear-Cauchy-Spannung, noch auf eine Pure-Shear-Biot-Spannung fithrt. Wir présentieren mit der
linken und der rechten Finite-Simple-Shear-Deformation zwei dem Simple-Shear recht dhnliche Deforma-
tionen und zeigen, dass die linke Finite-Simple-Shear-Deformation einer Pure-Shear-Cauchy-Spannung,
die rechte Finite-Simple-Shear-Deformation einer Pure-Shear-Biot-Spannung entspricht. Zudem stellen
wir heraus, dass die Linearisierungen beider Finite-Simple-Shear-Deformationen die klassische Simple-
Shear-Deformation ergeben. Weiterhin untersuchen wir in diesem Kapitel Energiefunktionen, die auf Elas-
tizitdtsgesetze fithren, mit denen jede Pure-Shear-Dehnung auf eine Pure-Shear-Cauchy-Spannung bzw.
jede Pure-Shear-Dehnung auf eine Pure-Shear-Biot-Spannung abgebildet wird. Abschlieend fithren wir
noch die rechte und die linke Polarzerlegung des klassischen Simple-Shear-Deformationsgradienten durch.
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Xiv:1508.04039. doi: 10.1016/j.1aa.2016.06.026.

e D. Y. Gao, P. Neff, I. Roventa und C. Thiel. ,On the convexity of nonlinear elastic energies in
the right Cauchy-Green tensor“. to appear in Journal of Elasticity (2016). preprint available at
arXiv:1508.05721.
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Teil 1.

Mathematische Zusammenhange



1. Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst grundlegende mathematische Begriffe und Aussagen ein. Dies soll
dazu dienen, dem Leser die Notation der folgenden Kapitel vorzustellen.

1.1. Matrizen und Skalarprodukte

Definitionen 1.1.1. Sei A = (aij); je{1,...n} € K"*" eine quadratische n x n Matrix iiber einem Kérper
K € {C,R} mit
aill e A1n,
A = : ] (1.1.1)
apl ... Qpnp

Wir bezeichnen die Summe der Hauptdiagonalelemente von A als die Spur von A, geschrieben
tr(A) = Y ai. (1.1.2)
i=1

Die Matrix A heifit spurfrei, wenn tr(A4) = 0 gilt.

Die Determinante von A definieren wir iiber die sogenannte Leibniz-Formel

det A := Z (sgn(o’)Hai)o(i)> (1.1.3)

o€Sn
und wird als Summe iiber alle Permutationen ¢ der symmetrischen Gruppe S,, berechnet. Hierbei bezeich-
nen wir mit sgn(o) das Signum der Permutation o.!

Die zu A transponierte Matriz, geschrieben AT € K"*", definieren wir als

aiy ... Qpi

A1p .. Qpn

So ergibt sich die transponierte Matrix aus A durch Spiegelung ihrer Elemente an der Hauptdiagonalen
11,022, -+ ,0nn-
Wir bezeichnen A als symmetrisch, wenn AT = A, als schiefsymmetrisch wenn AT = — A gilt.

So kénnen wir A in einen symmetrischen Anteil sym(X) und einen schiefsymmetrischen Anteil skew(X)
aufteilen mittels

sym(4) = % (A+ AT) und skew(A) := % (A—AT). (1.1.5)
Den deviatorischen Anteil dev,,(A) (spurfreie Anteil) von A definieren wir als

dev,(A) = A—%tr(X)-l. (1.1.6)

IDas Signum einer Permutation o ist 1, falls sie gerade ist und —1, falls sie ungerade ist



1. Grundlagen

Hierbei bezeichnen wir mit 1 die Einheitsmatriz.

Die Einheitsmatrix ist eine Diagnonalmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonalen, allgemein definieren wir
eine Diagnonalmatriz mit Hauptdiagonalelementen aq, ..., a, mittels

diag(aa,...,an) = (cij)i,je{l,_“m} mit ¢;; = o und ¢;; = 0 fiir 4 # 5. (1.1.7)

Proposition 1.1.2. Die Determinante det: R"*"™ — R ist
i) multilinear in ihren Zeilen bzw. Spalten,
it) alternierend in ihren Zeilen bzw. Spalten,
iii) normiert, d.h. det(1) = 1. n mal

———
Hierbei betrachten wir die Determinante als Abbildung det: R"™ x ... x R®™ — R mit den Zeilen bzw.
Spalten als Argument. Dann bedeuten die Bedingungen i) und ii):

i) Fir alle vy,...,vp,w € R™ und A\, u € R gilt

det(vy, ..., \v; + pw,...,v,) = Adet(v1,..., 05 ..., 0n) + pdet(vy, ... w,...,0,).

it) Fir alle vy,...,v,,v € R™ gilt
det(vy,...,v,...,0,...,0,) = 0,

d.h. sind zwei Zeilen oder zwei Spalten gleich, so ist die Determinante Null.

Bemerkung 1.1.3. Erfiillt eine Abbildung f: R™ x ... x R” — R die Bedingungen i) und ii), so gilt
f(X) =det(X) - f(1). Somit ist det schon eindeutig iiber i), ii) und iii) festgelegt.?

Folgerung 1.1.4. Fir alle A, B € R™*" gilt det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Fiir beliebiges aber festes B € R"*™ definieren wir die Abbildung f(X) = det(X B). Sei a.; die
i-te Zeile von A, dann ist a.; B die i-te Zeile von AB, so héingt jede Zeile von AB auf gleiche Weise linear
von der jeweiligen Zeile von A ab. Somit ist f multilinear und alternierend und wir kénnen mittels der
vorigen Bemerkung schlieffen

det(AB) = f(A) = det(A)- f(1) = det(A)det(B). ]
Lemma 1.1.5. Seien A, B € R"*". Dann gilt tr(AB) = tr(BA).

Beweis. Die Multiplikation C' = AB ist definiert iiber ¢;; = > 1_; @ik bij, also c;; = Y p_ @ik by;. Wir
erhalten

n n

tI"(AB) = Zzaikbki = Zzbkiaki = tI‘(BA). |

i=1 k=1 k=111=1

Folgerung 1.1.6. Die Spur ist invariant gegeniiber zyklischen Vertauschungen, d.h. fir Ay, ..., A, € R?*™
ngt tI'(Al A2 . Ar) = tI‘(AT‘Al'AQ'. . .'Arfl) = tI’(AT,1 'AT'Al‘. . .‘AT,Q) =...= tI'(AQ'. . ATAl) .

Definition 1.1.7. Seid C R™*" ein Untervektorraum der reellen n x n-Matrizen. Eine Abbildung ®: U —
R™ "™ nennt sich linear, wenn fiir alle A, B € R™*" und « € R gilt

®(A+ B) = P(A) + ®(B) und D(aA) = ad(A). (1.1.8)
Bemerkung 1.1.8. Die beiden Eigenschaften der Linearitdt lassen sich dquivalent vereinen zu:

P(aA+B) = a®(A) + SP(B) fiir alle o, 6 € Rund alle A, B e U. (1.1.9)

2Niheres hierzu in Bosch [13, S. 140].
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Lemma 1.1.9. Die Spurabbildung tr ist linear.

Beweis. Fiir alle X, Y € R™™ und a, § € R gilt

n

tr(aX + 8Y) = Z(QX +08Y) = aini + ﬁZyu = atr(X)+ ptr(Y). [ |
i=1 i=1

i=1

Proposition 1.1.10. Seild C R"*™ ein Untervektorraum der n x n-Matrizen. Dann sind die Abbildungen
sym, skew, dev,,: U — R™*™ linear.

Beweis. Fiir alle X, Y € Y und «a, 8 € R gilt
1
sym(aX 4+ 8Y) = 5((04)( + BY) + (aX + BY)T)

= %(aX+BY+aXT+BYT) = asym(X) + Ssym(Y),

%((aX +8Y) — (aX + gY)7)

= %(aX +BY —aXT - pYT) = askew(X) + Bskew(Y),

skew(aX + 8Y)

dev,(aX + 8Y) = (aX +8Y) — %tr(aX +p4Y)-1
— aX +BY - %(atr(X) A4 B(Y)-1) = adeva(X)+ Bdeva(Y).  m

Proposition 1.1.11. Sei M C R™"*™ eine isotrope Menge. Dann sind die Abbildungen sym, skew, dev,,: 0 —
R™ ™ isotrop.’

Beweis. Fiir alle X € R™™ und @ € O(n) gilt

Fm(@TXQ) = S(Q7XQ)+(@TXQ)")
= @XQ+QTXTQ) = Q" sym(X)Q,

Kew(QTXQ) = S((QTXQ) ~ (@TXQ)")
= (Q"XQ-QTXTQ) = Q" skew(X)Q.
dev(Q7XQ) = (QUXQ) — - (Q"XQ) 1
= QTXQ - %tr(QQTX)-QTlQ = QT dev,(X)Q. [ |

Definition 1.1.12. Sei V ein komplexer Vektorraum. Wir nennen die Abbildung (-,-): V x V — R ein
Skalarprodukt, wenn fiir alle u,v,w € V und alle @ € R die folgenden vier Bedingungen gelten. (-, ) ist ...
i) linear im ersten Argument: (u + v, w) = (u,w) + (v, w) und {au,v) = alu,v).
ii) semilinear im zweiten Argument: (u,v + w) = (u,v) + (u, w) und (u, av) = a@(u,v) .
iii) hermitesch: (u,v) = (v, u) .
iv) positiv definit: (u,u) > 0 mit (u,u) = 0 genau dann, wenn u = 0.
Hierbei bezeichnet 7 fiir jedes € C die komplex Konjugierte von x.

Gelten i) und ii), so sagen wir auch, (-,-) ist sesquilinear.

3siehe auch Definition 2.5.1
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Definition 1.1.13. Sei V ein reeller Vektorraum. Wir nennen die Abbildung (-,-): V x V' — R ein
Skalarprodukt, wenn fiir alle u,v,w € V und alle « € R die folgenden drei Bedingungen gelten. (-, ) ist ...

i) linear im ersten Argument: (u + v,w) = (u,w) + (v, w) und {ou,v) = a(u,v).
i) symmetrisch: (u,v) = (v,u).
ili) positiv definit: (u,u) > 0 mit {(u,u) = 0 genau dann, wenn u = 0.

Aufgrund der Symmetrie ist die Linearitét im ersten Argument dquivalent zur Linearitéit in beiden Argu-
menten.

Definition 1.1.14. Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-). Wir nennen
u,v € V orthogonal, geschrieben u L v, wenn (u,v) = 0 gilt.

Fir V = R” konnen wir als Summe iiber die komponentenweise Multiplikation ein Skalarprodukt, das
Standardskalarprodukt, ausdriicken:

Definition 1.1.15. Das Standardskalarprodukt (-,-): R™ x R™ — R ist definiert als

n
(u,v) == z:umZ
i=1

Hierbei bezeichnen u;,...,u, € R die Komponenten von v und vy,...,v, € R die Komponenten von v.

Bemerkung 1.1.16. Wir verwenden fiir das Standardskalarprodukt dieselbe Notation wie fiir das allge-
meine Skalarprodukt in Definition 1.1.13. Immer, wenn wir in dieser Arbeit ohne zusétzliche Bezeichnung
vom Skalarprodukt sprechen, meinen wir das Standardskalarprodukt.

Definition 1.1.17. Sei V ein reeller Vektorraum. Wir nennen die Abbildung ||-||]: V' — R eine Norm,
wenn fiir alle u,v € V und a € R die folgenden drei Bedingungen gelten.

i) Definitheit: Aus ||u| = 0 folgt u = 0.
ii) absolute Homogenitét: Es gilt |l - ul| = |a - |Jul| .
iii) Subadditivitdt: Es gilt die Dreiecksungleichung ||u + v|| < |lul| + ||v]| .

Bemerkung 1.1.18. Aus ii) folgt mit a = 0 und i) die Aquivalenz ||u|| = 0 < u = 0. Setzen wir v = —u
in iii) und nutzen zudem i), so erhalten wir die Nichtnegativitit der Norm |Ju|| > 0.

Lemma 1.1.19. Jedes Skalarprodukt auf einem rellen Vektorraum (-,-): V x V — R induziert eine Norm
IIll: V= R, die sogenannte Skalarproduktnorm durch ||u]| := \/{u,u).

Definition 1.1.20. Das Standardskalarprodukt induziert die euklidsche Norm |-||: R™ — R mit [ju| =
2 2

Proposition 1.1.21. Jede durch ein Skalarprodukt induzierte Norm auf den reellen n x n-Matrizen erfillt
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

X, V)| < XY faralle X,Y € R (1.1.10)

Beweis. Fiir X =0 oder Y = 0 ist die Gleichung trivial. Sei also ohne Einschrinkung X # 0 und Y # 0.
Dann gilt mit den Eigenschaften von Skalarprodukt und Norm

X Y X Y

"= <§II 1Q/’ IX] jnw; o
- <i’f—'ll’lleﬁﬂ|2Y||’ ||Y||>+<||Y1|’ v
= = 0 F e OV e Y

2
= 2:FW<X,Y>,
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was dquivalent zu £(X,Y) < || X - ||Y|| ist. Nun ist [(X,Y)| = (X,Y) oder {X,Y)| = —(X,Y). In beiden
Fillen gilt die Aussage. u

Definition 1.1.22. Seien A, B € R™ ™. Wir sagen, dass A und B miteinander kommutieren, wenn
AB = BA gilt.

1.2. Differenzierbarkeit

Definition 1.2.1. Seien V und W endlichdimensionale, normierte, reelle Vektrorrdume und €2 C V eine
offene Menge. Wir bezeichnen eine Funktion f: 0 — W als differenzierbar an der Stelle x € €, falls es
eine lineare Abbildung 7" von Q2 nach W, und eine Funktion R: V — W mit limy_,g % = 0 gibt, sodass

flz+h) = f(z)+T.h+ R(h) fiir alle x € Q und alle h € V mit ||| < 1

gilt. Die lineare Abbildung 7": 2 — W nennen wir dann die Ableitung von f an der Stelle x und bezeich-
nen sie mit D f[z]. Ist f an allen Stellen = € Q differenzierbar, so bezeichnen wir f als differenzierbar und
die Abbildung Df: Q — L(V, W) mit z — Df[z] als ihre Ableitungsfunktion. Ist die Ableitungsfunktion
zudem stetig, so schreiben wir f € C*(Q, W). Lisst sich die Ableitungsfunktion wieder stetig differen-
zieren und sich dieser Prozess insgesamt k-mal iteriert durchfithren, so bezeichnen wir f als k-mal stetig
differenzierbar. Lisst er sich beliebig oft durchfiihren, so bezeichnen wir f als unendlich oft differenzierbar.
Die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir mit C*(Q, W), die Menge aller
unendlich differenzierbaren Funktionen mit C*°(Q,W). Im Falle von W = R schreiben wir auch kurz
Ck(Q) fiir k € NU {o0}.

Die Anwendung eines Vektors v € V auf D f[x] nennen wir die Richtungsableitung von f in x in v-Richtung,
die sich ebenso* per Differentialquotient bestimmt lisst, als

fla+tv) = fa)

Df[z]v = }gr(l) ; (1.2.1)
Ist V = R™ mit der kanonischen Basis aus Einheitsnormalenvektoren eq,...,e,, so nennen wir die Rich-
tungsableitungen in deren Richtung die partiellen Ableitungen von f an der Stelle x, geschrieben
of
D (z) = Dflx].e;. (1.2.2)
Ist V' = R™ ", so besteht die kanonische Basis aus e; ® e; fiir 4,5 € {1,...,n} und wir erhalten die
partiellen Ableitungen
0]
/ () = Dflx].(e; ®ej). (1.2.3)
axij

Im Falle von V' = R" und W = R™ koénnen wir die Ableitung von f: Q@ — R an der Stelle x € Q C R"
h +— Dflz].h (1.2.4)

auch als Matrizenmultiplikation von D f[z] mit h auffassen. Hierfiir stellen wir D f[z] als m x n-Matrix

O(z) ... 2h(a)
Df[z] = : ; (1.2.5)
On(z) ... Yu(a)

dar, die wir als Jacobi-Matrix bezeichnen.

4wie kurze Umformung von f(x +t-v) = f(x) + Df[x].(tv) + R(t - v) und Grenziibergang zeigt.
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Ist f: Q — W zweimal stetig differenzierbar, so ist die partielle Ableitung IF selbst wieder eine stetig

T

2
differenzierbare Funktion 2 — W und fiir ihre Ableitung gilt 8:7?- afz- = 82‘ % f= %% f.% Diesen
0% i O, 5 O,

Umstand nutzen wir fiir die folgende Definition:

Definition 1.2.2. Sei o := (aq,...,0y) € Njj ein Multiindex mit |a| := aq + ..., und f eine |a|-mal
stetig differenzierbare Funktion, dann bezeichnen wir die partielle Ableitung nach « mit

o olelf
D f «-— m . (1.2.6)

Definition 1.2.3. Fiir Q) C R” bezeichnen wir den Gradienten von f:  — R mit

of
8901
vi =1 : |. (1.2.7)

of
8I7z

Fiir Q C R™*" bezeichnen wir den Gradienten von f: 2 — R mit

of of
Or1n "7 Ozin
Vf = : : . (1.2.8)
of of
0Tn1 T O%Tpn

Sei V allgemein ein endlichdimensionaler, normierter, reeller Vektorraum, dann nennen wir den Operator

V: CFL(V,R) — C*(V, V) Nabla-Operator.

Bemerkung 1.2.4. Der Gradient von f ist fiir jedes z € 2 C V eindeutig dadurch bestimmt, dass er
(Vf(z),h) = Df[z].h  firalleheV (1.2.9)

erfiillt.

Definition 1.2.5. Fiir 2 C R™ bezeichnen wir die Divergenz von f: 2 — R™ mit

o O 0 0fn
divf = D, + D1g +... 4 oz, (1.2.10)

Fiir Q C R™ bezeichnen wir die Divergenz von f: Q — R™*™ mit

af af dfin
o rraiaaly: ool SRR ol e
div f = : , (1.2.11)
Ofn Ofn Ofnn
32?11 8122 + tee + Oxy,
und #quivalent, indem wir f zeilenweise durch fi,..., f, ausdriicken,
div f1
div f = c (1.2.12)
div fp,

Den Operator div: CK*1(R" R") — C*(R",R) bzw. div: C¥1(R",R"*") — C*(R",R") nennen wir den
Divergenz-Operator.

5Die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der partiellen Ableitungen erfolgt wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen
aus dem Satz von Schwarz
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Definition 1.2.6. Fiir 2 C R™ bezeichnen wir die Divergenz des Gradienten von f: ) — R mit

Af = diV(Vf) = @

(1.2.13)
=1

Den Operator A: CkT2(R™ R) — C*(R",R) nennen wir den Laplace-Operator.

Bemerkung 1.2.7. Hat eine Funktion mehrere Argumente, so konnen wir auch partiell nach einzelnen
mittels 9, V, div oder A ableiten, indem wir die anderen Argumente festhalten und die Funktion als
Funktion nur in dem einen Argument nach Definition ableiten. So ist beispielsweise fiir f mit (a, b, ¢) —
f(a,b,c) dann % (auch geschrieben als D,) oder auch V, f, div, f, A, f moglich.

Bemerkung 1.2.8. Fiir ein Vektorfeld f bezeichnen wir div f auch als Quellendichte von f.

Ein Skalarfeld u bezeichnen wir auch als Potential und Awu als Quellendichte des Potentials u.
Ohne Beweis stellen wir fest:

Proposition 1.2.9. Die Ableitungsoperatoren D, div, A und V sind linear.

Proposition 1.2.10 (Produktformel). Seien V,W Vektorriume und Q C V eine offene Menge. Dazu
seien differenzierbare Skalarfelder u,v: 0 — R und ein differenzierbares Vektorfeld f: Q0 — W gegeben.
Dann gilt

div(uf) = (Vu, f) +udiv f.

Sind v und v sogar zweimal differenzierbar, so gilt
Aluww) = uAv+2(Vu, Vo) +vAu.

Beweis. Nachrechnen ergibt

- i - i - — 0f; :
divtuf) = SO = S (G sk i) = S grnend gl < (ug) s
K3 i=1 K3 2 . K2 i=1 K3

i=1 i=

und

" g2 " 0w D
Alw) = a(;;) =3 (.7 * 52 )

i=1 i=1

2":(8211 ou Ov 0%v ou Ov

[ [ — —_— fr— . .
922 v O: 0z, T 0a2 U oz, Oz, ) uwAv + 2 (Vu, Vo) + v Au

=1

Definition 1.2.11 (Aufieres Normalenfeld). Sei V ein Vektorraum, Q C V eine offene Menge und A C
Q eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand. Wir nennen das Vektorfeld n: 0A — V das dufleres
Normalenfeld von A, wenn fiir jedes € 0A der Vektor n(z) orthogonal und nach aulen gerichtet zur
Tangentialebene in 2 an A ist. Dann nennen wir n(x) duferen Normalenvektor an A in x.

Definition 1.2.12. Sei 2 C R™ ein Gebiet. Wir nennen eine Funktion ¢: 2 — R”™ eine Testfunktion auf
), wenn sie unendlich oft differenzierbar ist und einen kompakten Triger® in Q besitzt, d.h. auBlerhalb
einer kompakten Menge null ist.

Die Menge aller Testfunktionen bildet mit Addition und Skalarmultiplikation einen Vektorraum, den wir
mit
C5o(Q) = {¢ € C(Q) | supp(y)) C  ist kompakt}

bezeichnen.

6Wir bezeichnen den Triger mit supp () := {z € Q | ¥(x) # 0}.

10
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Lemma 1.2.13 (GauBlscher Integralsatz). Sei @ C R™ eine offene Menge und A C Q eine kompakte
Teilmenge mit glattem Rand. Dazu sei f: Q — V ein stetig diffenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ (F(2), n(z))dS(z) = /divf(a:)dx
O0A A

Hierbei ist n(x) der duflere Normalenvektor an 0A in x.

Beweis. Siehe Heuser [38, Abschnitt 210]. ]

Beispiel 1.2.14 (Wirmeleitungsgleichung). Sei 2 C R3 eine offene Menge und u: 2 x R — R ein
zeitabhéngiges Skalarfeld. Es driickt u(z,t) die Temperatur am Ort z zum Zeitpunkt ¢ aus. Wir fordern
aufgrund von physikalischen Erwégungen:

9 u(z)dz = 7/ (=Vzu,n)dS fiir alle A C Q
(9t OA\TE—/

zeitliche Ableitung der Gesamtmenge
Aufgrund von

/Aut(x)dx = ;Au(x)dx und —/{9A<—Vzu,n>d5’ = /AAmu(m)dx

/ u(z)de = / Ayu(z)de fiir alle A C Q.
A A

Dies impliziert genau die sogenannte Wiarmeleitungsgleichung

gilt damit

up = Agu. (1.2.14)

Es gibt mehrere Formeln, die Greensche Formeln genannt werden. Zwei von ihnen, die wir in dieser Arbeit
verwenden werden, stellen wir nun vor.

Lemma 1.2.15 (Greensche Formel). Sei Q C R™ eine offene Menge und A C Q eine kompakte Menge
mit glattem Rand. Zudem sei f: Q — R"™ eine stetig differenzierbare Funktion, dann gilt

fi(z)ni(z)dS(z) = gxf (x)dx. (1.2.15)
A A %

Seien u,v: Q — R zweimal stetig differenzierbare Skalarfelder, dann gilt
/ (f(z) Ag(z) — g(z) Af(x))dz = / (f(Dg[z].n(:z:)) — g(Dffa]n(z)) ) da. (1.2.16)
A DA

Beweis. Die Formel (1.2.15) ergibt sich direkt aus dem Gaufischen Integralsatz angewendet auf g: Q — R™
mit g; = f; und g; = 0 fiir j # 7.

Zum Beweis von Formel (1.2.16):
Sei F':= fVg—gVf, dann ist

divF = div(fVg—gVf) = fdiv(Vg) —gdiv(Vf) = fAg—gAf.
Somit gilt fiir alle x € 0A

(F(z), n(z)) = (f(z)Vg(x) —g(z) - Vf(z), n(z))
(Vy(x),n(z)) + g(Vf(zx), n(x))
( }

x) - Dgla]n(z) + g(x) - Dffa]n(z).

Mit Lemma 1.2.13 folgt nun die Aussage. |

11
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In diesem Kapitel der Matrix-Analysis werden erste relevante Ergebnisse dieser Arbeit erzielt. Wir erar-
beiten verschiedene mathematische Aussagen, welche die Basis fiir die folgenden Kapitel bilden. Dabei
ist besonderes Augenmerk auf den Zusammenhang zwischen Koaxialitdt und Isotropie, sowie das Konzept
der Semi-Invertierbarkeit von isotropen Funktionen verbunden mit den Baker-Ericksen-Ungleichungen und
den empirischen Ungleichungen zu legen. Diese Vorarbeit bendtigen wir in Kapitel 6, in welchem wir dies
auf hyperelastische Elastizitdtsgesetze anwenden. Auflerdem fiihren wir den Begriff der Konvexitidt von
Tensorfunktionen ein, die grundlegend fiir Kapitel 5 ist. Sowohl die Majorization als auch der Zusammen-
hang zwischen Nullstellen und Koeffizienten von Polynomen sind wichtige Bausteine fiir die Arbeit mit
der Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung, die wir in Kapitel 3 thematisieren.

2.1. Mengen auf R"*"

Definitionen 2.1.1. Die Menge der reellen n x n-Matrizen mit Determinante ungleich Null bilden mit
der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Wir bezeichnen sie mit

GL(n) = {X e R™" | det X # 0},

der allgemeinen linearen Gruppe, der Gruppe der regulédren, also invertierbaren Matrizen.

Eine Untergruppe hiervon wird durch die Menge der Matrizen mit positiver Determinante
GL"(n) = {X e R™"™ | det X >0}

und von GL*(n) durch die Menge der Matrizen mit Determiante gleich 1 gebildet:
SL(n) = {X e R™" | det X =1}.

Letztere nennen wir auch die spezielle lineare Gruppe.

Ebenfalls eine Untergruppe von GL(n) wird durch die Menge aller orthogonalen Matrizen gebildet. Wir
bezeichen sie mit
O(n) = {X e R | XTX =1},

der Gruppe der Drehspiegel- und Drehmatrizen. Die Determinante ihrer Elemente ist —1 fiir die Drehspie-
gelmatrizen und +1 fiir die Drehmatrizen.

Eine Untergruppe sowohl von SL(n) als auch von O(n) wird durch die Menge aller Drehmatrizen gebildet.
Wir bezeichnen sie mit
SO(n) == {X e R | XTX =1, det X = 1}.

Die Menge der symmetrischen n x n-Matrizen bezeichnen wir mit
Sym(n) = {X e R | XT = X},
die Menge der schiefsymmetrischen n x n-Matrizen bezeichnen wir mit
so(n) == {X e RV | XT = —X}.
Die Menge der spurfreien n X n-Matrizen bezeichnen wir mit

sli(n) = {X € R™" | t2(X) = 0}.

12
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Sym(n), so(n) und sl(n) bilden zusammen mit der Matrizenmultiplikation jeweils keine Gruppe.! Aber sie
sind alle Untervektorrdume des R™*"™.

Die Teilmenge von Sym(n) der positiv definiten symmetrischen Matrizen?, die wir mit
SymT(n) = {X eR™" | XT = X, (v, Xv) >0 Vo cR"}
bezeichnen, ist allerdings kein Untervektorraum des R™*"™.

Bemerkung 2.1.2. Insgesamt gelten folgende Teilmengenbeziehungen:

SL(n) € GL"(n)

SO(n
DR

C GL(n) C R™™, (2.1.1)

sowie
GL"(n) C GL(n)

Sym™(n
ym™(n) C Sym(n)

C R™" und so(n) C sl(n) C R™". (2.1.2)

Proposition 2.1.3. Die Menge GL(n) liegt dicht in R™*™, d.h. fiir jedes A € R™*™ existiert eine Folge
(An)nen mit A, € GL(n), die gegen A konvergiert.

Beweis. Sei n € N, dann ist % genau dann Eigenwert von A, wenn det(A — % -1) = 0 ist. Hat A einen

kleinsten Eigenwert A grofer Null, wihle ng > %, ansonsten wiahle ng = 1. Dann gilt det(A — % -1) # 0 fiir

alle n > ng. Damit ist A, invertierbar fiir alle n > ng. Zudem ist lim,oo[[4; — Al| = lim, 00 2[|1]| =
0. ]

Folgerung 2.1.4. Fir V € {R,R*,R"*"} seien f,g: R"*™ x ... x R"*"™ — V stetige Funktionen. Gilt
f(X) =g(X) fir alle X € GL(n) x ... x GL(n), so folgt f = g.

Proposition 2.1.5. Seien p1,...,p, die Spaltenvektoren von P € R™*™. Dann ist P € O(n) genau dann,
wenn

( ) = 1 firi=j,

PRPIl= N0 fari#j
fiir alle i,j € {1,...,n}.

Beweis. Nach Definition der Matrizenmultiplikation gilt (PTP);; = >"1'_, pri prj = (pispj)- [ ]

Proposition 2.1.6. Fiir alle P € R"*" ist PT P = 1 dquivalent zu PPT = 1.

Beweis. Gilt PPT =1 oder PTP = 1, so ist det P - det PT = 1, also det P # 0. Somit ist P invertierbar
und Links- und Rechtsinverses sind identisch. |
Proposition 2.1.7. Sei X € R"*™. Dann ist
i) sym X € Sym(n),
i1) skew X € so(n),
iii) dev, X € sl(n),
iv) dev, sym X € Sym(n) Nsl(n),
v) X =sym X + skew X = dev,, sym X + skew X + L tr(sym X) - 1.

2
. 1 0 1 1 1 1 0o -1 .
1 Als Beispiel ht i . = = -1 2) C s1(2)).
s Beispiele betrachten wir (0 0) (1 1) (O 0) und (1 0 ) (mit s0(2) C sl(2))
#sl(2)
€Sym(2) Sym(2) ZSym(2) €s0(2)
280 ist 1 € Sym™(n), aber —1-1 ¢ Sym*(n)

13
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Beweis. Fiir alle X € R™*" gilt
i) (symX)T =1(XT+X)=symX,
) (skew X)T = 2(XT — X) = —3(X — XT) = —(skew X)),
) trdevp(X) =tr (X —1tr(X) 1) =tr X — 2tr(tr(X) - 1) =tr X — L n tr(X) =0,
iv)  (devy,sym X)T = (sym X — + tr(X)- l)T = (sym X)T — L tr(X) - 17 = dev, sym X ,
)

1 1 1 1
X = X+§XT—§XT = 5(X+XT)+§(X—XT) = sym X + skew X

1 1
symX — —tr(sym X) -1 4+ — tr(sym X) - 1 + skew X
n n

1
= dev, sym X + — tr(sym X) - 1 4 skew X . [ ]
n

2.1.1. Operatoren auf R™*"

Definition 2.1.8. Sei A € R™*" und sei A;; € RM=Dx(M=1) iy 4 5 € {1,...,n} die Matrix, die aus A
durch Streichung ihrer i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht. Wir bezeichnen a;; als die Kofaktoren von
A, wenn gilt

aij = (1) det(Ay). (2.1.3)
Die Matrix aller Kofaktoren bezeichnen wir als Kofaktor von A, geschrieben
Cof(A) := (&ij)i,je{l,“.,n} . (2.1.4)

Fiir n = 3 gilt

G22 A33 — G23 A32 (23 A31 — G21A33 (21 A32 — Q22 A3]
Cof(A) = |as2a13 —aszaiz assair —asi a3 a3 Gi12 — a2 a11 | (2.1.5)
12 23 —A130a22 @13G21 — G11 423 411 A22 — A12 Q21

bzw. zahlen wir die Indizes modulo 3, so gilt fiir die Komponenten
(COf A)” = Ai41,541 Gi42,54+2 — Aigp1,542 Gi42,541 - (216)

Proposition 2.1.9. Fiir eine offene Menge Q2 C R™ sei f: Q — R™ ein zweimal differenzierbares Vektor-
feld. Dann ist der Kofaktor der Ableitungsmatriz von f divergenzfrei. Fir n = 3 bedeutet dies

i(r) Sh(x) Sh(a)

Oz Oz2 Ox3 0
div(Cof(Df[z])) = divCof | $2(2) $L(2) $L(x)| = [0 fiir alle z € Q. (2.1.7)
. . . 0
@) §@) R

Beweis. Wir fithren den Beweis zur Veranschaulichung fiir n = 3 durch Nachrechnen. Unter Zahlung der
Indizes modulo 3 erhalten wir

Ofix1 Ofivz Ofir1 Ofito

ijH 81’j+2 8xj+2 8(Ej+1

(Cof Df)ij =

Dies fiihrt auf die partiellen Ableitungen

9 (C fo) — 62fi+1 8fi+2 B 62fi+1 8fi+2 + afi-i—l ani+2 B 8fi+1 ani—&-Q
8(EJ 8:5]-“8%- alL'j+2 8:cj+28xj alL'j+1 a$j+1 ij+28:cj 3:Cj+2 a$j+181'j
Die Divergenz bestimmt sich nun zeilenweise fiir alle ¢ € {1,...,n} zu
div(Cof Df);. Z Cof Df)i; = 0,
wie einfaches Nachrechnen bestétigt. |



2. Matrix-Analysis

Das Vektor- oder Kreuzprodukt ist eine Abbildung von n — 1 Vektoren eines n-dimensionalen Vektorraums
in denselben. Fiir den R™ definieren wir

Definition 2.1.10. Das Vektor- oder Kreuzprodukt x: R™™=1 — R™ mit (V1 ..., Up—1) = V1 X Vg X
... X Up_1 ist definiert als

V] X Vg X ... X Up_q = Zei - det(e;|v|va] ... Jup—1) . (2.1.8)
i=1

Bemerkung 2.1.11. Im Fall n = 3 lasst sich das Kreuzprodukt direkt angeben. Es ist fiir u, v € R?

U1 U1 U20V3 — U3V2
(%) X V2 = U3vV1 — U103 . (219)
us U3 U1V2 — U2y

Proposition 2.1.12. Fir alle Einheitsvektoren e; € R™ mit i € {1,...,n} gilt

(e;,v1 X V2 X ... X vy) = det(e;|lvr|ve|... |vp-1). (2.1.10)
Beweis. Es ist
(e,v1 X V2 X ... X vn) = (e, Zej -det(ejlvi|va] ... |vn—1)) = det(e;|vi|va]...|vn-1),
j=1
da (ej,e;) =0 fiir j # ¢ und (ej,e;) = 1 fur j = 1. [ |

Folgerung 2.1.13. Fir alle A € R™*"™ gilt

<CL1 , a2 X ... X an> = det A, (2.1.11)
wobei ay, ..., a, die Spalten von A sind.
Beweis. Sei a1 = ajeq + ...+ aye, mit ay,...,a, € R. Linearitdt von Skalarprodukt und Determinante
liefert
n
(ar,a9 X ... X ap) = Zai<6i7 ag X ... X ap)
=1
n
= Zai det(e;lag X ... x ap) = det A. [ |
i=1

Das Kreuzprodukt ist orthogonal zu all seinen Argumenten:

Folgerung 2.1.14. Seien vy,...,v,—1 € R™. Dann ist (v;,v1 X ... X vy,_1) =0 fiir allei € {1,...,n—1}.

Beweis. Mit dem Wissen, dass die Determinante einer Matrix mit zwei identischen Spalten null ist, sehen
wir leicht:
(0,1 X ... X V1) = det(vg|vr]...|op—1) = 0. [ |

Proposition 2.1.15. Fir alle A € R™*™ und vy,...,v,—1 € R™ gilt
Avy X Avg X ... X Avp_q1 = (Cof A)(v1 X va X ... Up—1) . (2.1.12)
Beweis. Wir definieren die stetigen Abbildungen F,G: R™*"™ — R mit

F(A) := Avy X Avg X ... X Avy—q und G(A) := (Cof A)(v1 X v2 X ... Vp_1).

15



2. Matrix-Analysis

Fiir alle A € GL(n) gilt
F(A) = Avy X Avg X ... X Avy_q

= Zei det(e;|Avq|. .. |Av,—1)
i=1

= ) eidet(A)-det(A eslvr] .. |vn_1)

i=1

n
= ZeidetA<A_1ei y U1 X ot X Upe1)
i=1

= Zei (Cof A)Te;, vy x ... X vy 1)

i=1

= Zei (e;, (Cof A)(v1 X ... X Up—1))

= (COfA)(’Ul X ... xvn,l) = Q(A)
Mit Folgerung 2.1.4 folgt F(A) = G(A) fur alle A € R™*"™. ]
Bemerkung 2.1.16. Fiir u,v € R? und A € R3*3 gilt Au x Av = (Cof A)(u x v).

Proposition 2.1.17. Die Determinantenabbildung det: R™*™ — R ist differenzierbar, thre Ableitung ist
die Kofaktorabbildung, d.h. es gilt fir alle A € R™"*"

Ddet(4) = Cof(A) = (@i)ijeq1,...n} mit @y = (—=1)"TI M. (2.1.13)

Hierbei bezeichnet M;; den i-j-ten Minor von A: Die Determinante der Matriz, die aus A durch Streichung
der i-ten Zeile und j-ten Spalte hervorgeht. Wir nennen die a;; die Kofaktoren von A, die Matriz (&;;) ist
die Kofaktormatrix Cof A (oder kurz: der Kofaktor von A).

Beweis. Die Determinantenabbildung det: R™*™ — R ist ein Polynom in den Komponenten ihres Argu-
ments und somit differenzierbar. Fiir ihre partiellen Ableitungen betrachten wir die Taylorentwicklung in
A in Richtung e; ® e;, nutzen die Linearitét der Determinante aus und entwickeln in einem zweiten Schritt
nach Laplace in der j-ten Spalte:

ail aLj,l alj al)j+1 QA1n
det(A +t- e; ® €j) = det a;l e ai,]"*l Qg5 -|— t ai7;+1 e a;n
an1 cee Opg—1 An j An, j+1 oo Qpn

a1 N a1,5—1 0 1,541 e A1n

= detA + det a;1 e Q51 t ai’].qu . Qin

apl ... Qpnj—1 0 Qpj+1  --- Qpn

= det(A) + &ij -t.
Insgesamt ergibt sich also 29¢¢(4) = &,; und damit Ddet(4) = Cof(A). |
Proposition 2.1.18. Sei A € R™*™. Dann gilt

A-Cof(A)T = detA-1.

16



2. Matrix-Analysis

Beweis. Fiir beliebig vorgegebene i,j € {1,...,n} sei B € R™*" mit

aix a2 ... Qpn

a;1 Q2 ... Qi | < t-te Zeile
B =

a1 Qin ... Gip | < J-te Zeile

an1 an2 e Anpn

die Matrix, die aus A durch Ersetzen der j-ten Zeile durch die i-te Zeile entsteht. Fiir ¢ = j ist B = A
und somit det B = det A. Fiir 4 # j hat B zwei identische Zeilen, die Eigenschaft des Alternierens der
Determinante liefert det B = 0.

In jedem Fall sind alle Elemente von B in der i-ten Zeile zu denen von A identisch, d.h. b;p = a; fiir alle
ke{1, e ,n}. Fiir die Kofaktoren von B in der i-ten Zeile kommt die spezielle Konstruktion zum Tragen:
Es gilt b, = a;j, fir alle k € {1,...,n}.

Wir berechnen die Determinante von B durch Entwicklung in der ¢-ten Zeile:
det B = Z bzkl;zk = Z aikdjk = (A - Cof AT)Z'J' .
k=1 k=1

Somit ist (A - Cof AT);; = det A fiir i = j und (A - Cof AT);; =0 fiir i # j.
Da i, j beliebig gewiihlt waren, erhalten wir A - Cof(A)T = det A- 1. |

Folgerung 2.1.19. Sei A € GL(n). Dann gilt
Cof A = detA-A"T. (2.1.14)

Folgerung 2.1.20. Fir alle Drehmatrizen Q € SO(n) gilt Cot Q@ = Q und fir alle Drehspiegelmatrizen
Q € O(n) \ SO(n) gilt Cof(Q) = Q.

Beweis. Sei Q € O(n), dann gilt Q Cof(Q)T = det(Q) - 1, also Cof(Q)T = det(Q) - Q7 und damit

Cof(Q) = det(Q)- Q. n

Definition 2.1.21. Wir nennen eine Matrix A € R™*" reguldr oder invertierbar, wenn es eine Matrix
B € R™*™ gibt, fiir die AB = BA = 1 erfiillt ist. Wir nennen B dann die Inverse von A.

Proposition 2.1.22. Seien A, B € R"*™ mit AB = 1. Dann gilt BA = 1.

Beweis. Es ist B = B-1 = B(AB) = (BA)B. Wegen der Eindeutigkeit des Einselements® gilt damit
BA=1. ]

Bemerkung 2.1.23. Mit Proposition 2.1.22 reicht AB = 1 aus, um nachzuweisen, dass B zu A invers
ist.

Proposition 2.1.24. FEine Matrix A € R™*™ ist genau dann invertierbar, wenn det A # O gilt.

Beweis. Mit det A # 0 und Proposition 2.1.18 gilt A - Cgfe(t’XT =1, damit ist A7! :=

von A.
Mit der Existenz von A~! gilt 1 = det1 = det(A- A™1) = det(A) - det(A~1), also det A # 0. ]

Cof(A)T

Toi A die Inverse

3Seien 17 und 1s Einselemente, dann gilt 1; = 1112 = 1».
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2. Matrix-Analysis

Folgerung 2.1.25. Ist A € GL(n), dann kénnen wir die Inverse von A mittels Determinante und Kofaktor

bestimmen:
AT = L-cof(A)T (2.1.15)
det A ' o

Bemerkung 2.1.26. Die Transponierte der Kofaktormatrix Cof(A)” wird auch Adjunkte genannt.

Proposition 2.1.27. Die Spurabbildung tr: R™*"™ — R ist differenzierbar, ihre Ableitung ist die Identitit,
d.h. es gilt Dtr(A) =1 fiir alle A € R"*™.

Beweis. Die Spurabbildung tr: R™*™ — R ist ein Polynom in den Komponenten ihres Arguments und so-
mit differenzierbar. Fiir ihre partiellen Ableitungen betrachten wir die Taylorentwicklung in A in Richtung
e; ® ej, nutzen die Linearitdt der Spur aus:

tr(A+t-e;®ej) = tr(A)+t-tr(e; ®ej),

und damit th;(A) =1 fiir i = j und aatirj

(A) =0 fiir ¢ # j, was auf Dtr(A) = 1 fihrt. [ |
Proposition 2.1.28. Seien A, B € R"*". Dann gilt Cof(AB) = Cof(A) Cof(B).

Beweis. Wir definieren die stetigen Abbildungen F,G: R™*™ x R™*™ — R™*"™ mit
F(A,B) := Cof(AB) und G(A,B) := Cof(A) Cof(B).

Fiir alle A, B € GL(n) ist auch AB € GL(n) und es gilt mit Folgerung 2.1.25 und dem Determinanten-
produktsatz

F(A,B) = Cof(AB) = det(AB)(AB)™T = det(A) det(B) A~ BT
= det(A) A™T -det(B) B~T = Cof(A) Cof(B) = G(A,B).
Mit Folgerung 2.1.4 folgt F(A) = G(B) fiir alle A € R"*™. [ |

Folgerung 2.1.29. Seien A € R™*™ und Q € O(n). Dann gilt

Cof(QA) = det@ - Q Cof(A) und Cof(AQ) = det@ - Cof(A4) Q. (2.1.16)

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der vorangegangenen Proposition und Folgerung 2.1.20, welches
Cof(Q) = det @ - @Q sicherstellt. [ ]

Folgerung 2.1.30. Die Kofaktorabbildung ist isotrop*, d.h. fiir A € R™*" und Q € O(n) gilt

Cof(QAQT) = Q Cof(A)QT. (2.1.17)

2.2. Frobenius-Skalarprodukt und Frobeniusnorm

Fassen wir den R™*™ als R™"™ auf, so ist das folgende Frobenius-Skalarprodukt identisch mit dem Stan-
dardskalarprodukt und wird deshalb auch so genannt:

Definition 2.2.1. Das Frobenius-Skalarprodukt (-,-): R™*™ x R™*™ — R ist definiert als
m n
i=1 j=1

Bemerkung 2.2.2. Fassen wir den R™*" als R™™ auf, so ist das Frobenius-Skalarprodukt identisch mit
dem Standardskalarprodukt und wird deshalb ebenfalls im R™*™ als Standardskalarprodukt bezeichnet.

4siehe auch Definition 2.5.1
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2. Matrix-Analysis

Folgerung 2.2.3. Seien A, B € R™*". Fiir das Frobenius-Skalarprodukt gilt (A, B) = tr(AT B).

Beweis. Ist C := ATB, so ist ¢;; = Y1~ ai; bjj. Damit erhalten wir

tI’ATB = Zn:cj'j = En:iaijbij = zm:iaijbij = <A7B> |

j=1 j=1i=1 i=1 j=1
Proposition 2.2.4. Fir alle A,B € R™*" X € R™*™ ynd Y € R™*" gilt
(XA,B) = (A, X"B) und (AY,B) = (A,BYT). (2.2.2)

Beweis. Wir rechnen unter Zuhilfenahme von Folgerung 2.2.3 nach. Es ist
(XA,B) = tr((XA)"B) = t1(A"X"B) = (A, X"B).

Unter Ausnutzer der Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen gilt zudem

(AY,B) = tr((AY)"B) = tr(YTA"B) = r(A"BY") = (A,BY"). [ |
Folgerung 2.2.5. Fir alle A,B € R™*" @Q € O(m) und R € O(n) gilt
(QA,QB) = (AR,BR) = (A,B). (2.2.3)

Folgerung 2.2.6. Fiir alle A, B € R"*", Q € O(n) gilt
(QTAQ,Q"BQ) = (A,B). (2.2.4)

Proposition 2.2.7. Gegeben sei eine symmetrische spurfreie Matriz X € Sym(n)Nsl(n), eine schiefsym-
metrische Matriz Y € so(n) und eine Diagonalmatriz mit identischen Eintrigen Z € R-1. Dann sind X,
Y und Z paarweise orthogonal.

Beweis. Wir haben X, Y, Z € R™*"™ mit
X' = X, tr(X) =0, YI=-Y und Z = X-1

fir ein A € R. Dann ist

(X,7) = (v,X) = tr(YTX) = tr(-YX") = —tr(XTY) = —(X,Y),
(V,2) = w(YTA-1) = tr(-YA-1) = —er((A-1)TY) = ~(Z2)Y) = (Y, 2)
und
(2,X) = tr(A-1TX) = Atr(X) = 0.
Somit muss (X,Y) = (Y, Z) = (Z, X) = 0 gelten. |

Proposition 2.2.8. Es ist R"*™ = (Sym(n) Nsl(n)) ®so(n) SR -1.

Beweis. Sei X € (Sym(n) Nsl(n)) N so(n), dann gilt X7 = X, tr X =0 und X7 = =X, also X = - X
und damit X = 0.

Sei X € s0(n) NR-1, dann gilt X7 = —X und X = A-1, also X = A-1 =217 = X7 = — X und damit
X =0.

Sei X € (sym(n)Nsl(n)) NR-1,also XT =X, trX =0und X =X-1, also 0 =tr X =n- X\ und damit
A =0, was X = 0 impliziert.

Wir haben in Proposition 2.1.7 gesehen, dass sich jedes X € R™*™ aufspalten lisst in

1
X = dev,sym X +gkew X + - tr(symX) -1, (2.2.5)
€Sym(n)nsl(n)  €so(n) T
somit gilt R"*" = (Sym(n) Nsl(n)) ®so(n) R -1 ]
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2. Matrix-Analysis

Bemerkung 2.2.9. Wir kénnen also jedes X € R"*™ eindeutig in der Form (2.2.5) aufspalten.

Proposition 2.2.10. Seien U; C R™ ™ mit R"*™ = @', U; gegeben. Dann gilt fir alle X,Y € R"™*"
mit X =Y 1| X;, sowie Y =" | Y; und X;,Y; € U;

n

(X,Y) = Y (X:,Y5). (2.2.6)

=1

Beweis. Mit der Linearitéit des Skalarproduktes und dem Umstand, dass (A, B) = 0 fiir alle A € UY; und
B € U; mit ¢ # 7, gilt

Dies gibt uns die Moglichkeit der Zerlegung des Frobenius-Skalarproduktes fiir quadratische Matrizen in
spurfreien Anteil und Spuranteil bzw. in spurfrei symmetrischen Anteil, schiefsymmetrischen Anteil und
Spuranteil:

Folgerung 2.2.11. Fir alle X, Y € R™*™ gilt
1
(X,Y) = (dev,, X,dev, Y) + - tr(X) tr(Y) (2.2.7)

1
= (dev,, sym X,dev,, symY) + (skew X, skew V) + - tr(X) tr(Y). (2.2.8)

Beweis. Aus .
X = dev,symX +gkew X + —tr(sym X) -1,
—_— Y

n
5 €s0 N——
€Sym(n)Nsl(n) (n) )

folgt
1 1
(X,Y) = (dev, X,dev,, Y)Y+ (= tr(X)-1, —tr(Y)-1)
n n

1 1
= (dev,sym X,dev,symY) + (skew X,skewY) 4+ ( — tr(X) -1, —tr(Y)-1).
n n

Und mit der Linearitédt des Skalarproduktes gilt

(%tr(X)i,%tr(Y)-l) - %tr(X) tr(Y)-(1,1) = %tr(X) tr(Y). n

Die Zerlegung in den spurfreien symmetrischen Anteil, den schiefsymmetrischen Anteil und den Spuranteil
1
(X,Y) = (dev,sym X,dev,, symY) + (skew X, skew Y) + — tr(X) tr(Y)
n

gibt uns noch die Moglichkeit der Gewichtung;:

Proposition 2.2.12. Die Abbildung (-, )y p.x: R™" X R™™ = R mit p, e, k € Ry und
(A, B) o = p({devy,sym A, dev, sym B) + pu.(skew A, skew B) + g tr(A) tr(B) . (2.2.9)
bildet ein Skalarprodukt auf R™ ™. Wir nennen sie das gewichtete isotrope Skalarprodukt.

Beweis. Wir zeigen, (-, ), u.. st symmetrisch, linear und positiv definit.
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i) Die Symmetrie folgt direkt aus der Symmetrie des Frobenius-Skalarproduktes und der Kommutati-
vitdt der Multiplikation:

(Y, X)pow = pldevy,symY,dev, sym X) + p.(skew Y, skew X) + g tr(Y) - tr(X)
= p{dev, sym X dev, symY) + p.(skew X,skewY) + gtr(X) tr(Y) = (X,Y)upes

ii) Aufgrund der Symmetrie reicht es, die Linearitdt nur im ersten Argument zu zeigen. Sie folgt direkt
aus der Linearitdt von dev, sym, skew, tr und des Frobenius-Skalarproduktes:

(aX +BZY)ppem
= p(dev, sym(aX + f7),dev, sym(Y)) + pc(skew(aX + fZ),skew(Y)) + gtr(aX +BZ) tr(Y)

= p(a({dev, sym X, dev,, symY) + B{dev, sym Z,dev, symY))
+ pe(alskew X, skewY) + S(skew Z, skew Y))

+ g(atr(X) te(Y) + Btr(Z) - te(Y))
= a(X, Y),h“m,{ + 5<Z7Y>u,umﬁ

iii) Zur positiven Definitheit: Es ist

(X, XD ppow = ,u(devnsme,devnsme>+uc(skewX,skeWX>+Etr(X)2,
e 2 — =
>0 >0 >0

somit (X, X),, ..« > 0 fiir alle X € R"*". Zudem folgt aus X = 0 offenkundig (X, X), ... = 0. Ist
anderseits (X, X), ...« = 0, so muss aufgrund der positiven Definitheit des Frobenius-Skalarproduktes
dev,, sym X = 0, skew X = 0 und tr(X) = 0 gelten. Nun folgt sym(X) = dev,, sym(X)+1 tr(X)-1 =
0, also X = sym(X) + skew(X) = 0.

Proposition 2.2.13. Fir alle A, B € R"*™ und Q € O(n) gilt
(QTAQ.Q"BQ) iy = (A B (2.2.10)

Beweis. Wir nutzen die Definition des gewichteten, isotropen Skalarproduktes, verwenden die Isotropie
von sym, dev,,, skew und tr. Schliefflich stellen wir die Identitit mit Folgerung 2.2.6 her:

QTXQ, QY Q)i
= p{dev, sym(Q"XQ), dev,, sym(Q"Y Q)) + pre(skew(Q" XQ), skew(Q"Y Q)) + gtr(QTX@ tr(Q"YQ)
= Q" dev,, sym(X) Q, Q" devy, sym(Y) Q) + pe(Q" skew(X) Q, Q" skew(Y) Q) + g tr(X) tr(Y)

— p{devy sym X, dev, sym X) + po(skew X, skew X) + gtr(X) tr(Y)
= (XY )i -

Proposition 2.2.14. Seien X,Y € R™"*"™ ynd C: R™"*™ — R"*"™ eine lineare Abbildung mit
C.X = pdevy,symX + p. skew X + gtr(X) -1. (2.2.11)

Dann ist (X,Y )y u.n = (C.X,Y).
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Beweis. Es gilt sowohl

1
(dev, sym X,Y) = (dev, sym X,dev, symY) + (dev,sym X , — tr(symY) - 1) + (dev, sym X ,skew Y)
—_———— N —_— —
€Sym(n)Nsl(n) ———~T— €Sym(n)Nsl(n) €so(n)

€R-1
=0 =0
als auch
(skew X,Y) = (skew X,skewY) + (skew X, symY )
N—— ——~
€so(n) €Sym(n)
=0
und damit
(C.X,)Y) = (udevy,sym X + pskew X + gtr(m) -1,Y)
= uldevy sym X, Y) + pe(skew X, Y) + gtr(X) 1Y)
= p{dev, sym X dev, symY) + p.(skew X, skewY) + gtr(X) ~tr(Y)
= (X, Y>u,uc.,n~
oy . nxn . oA K L,
Proposition 2.2.15. Seien X,Y € R"*™. Dann gilt fir 5§ = § — &
A
(XY )y = p{sym X, symY) + po(skew X, skew Y) + 5 tr(X) - tr(Y). (2.2.12)
Beweis. Es ist
1 1
sym X, sym = (dev, sym —tr(sym X) - 1, dev,, sym —tr(symY) -
( X Y) (d X + —tr( X)-1,d Y + —tr( Y)-1)
n n
1
= (dev, sym X, dev, symY’) + — tr(sym X) tr(symY’) (1,1)
n N——
1 1
+ —tr(sym X) (1,dev,symY) +—tr(symY) (dev,, sym X, 1)
n —_—— T N——————
=tr(dev, symY))=0 =tr(dev, sym X))=0
1
= (dev, sym X, dev, symY) + - tr(X) tr(Y)
also
(X,Y) ppewe = pi{devy, sym X, dev,, symY’) + p(skew X, skew V) + gtr(X) ~tr(Y)
= p(sym X, symY) — %tr(X) tr(Y) + pe(skew X, skew V) 4+ gtr(X) ~tr(Y)
A
= p(sym X, symY) + p.(skew X, skew V) 4+ 5 tr(X) - tr(Y)
mit — = A |
2 2 n

Definition 2.2.16. Das Frobenius-Skalarprodukt induziert die Frobeniusnorm fiir quadratische Matrizen
II]]: R**™ — R mit ||A]| := vVtr AT A.

Bemerkung 2.2.17. Somit entspricht das Quadrat der Frobeniusnorm einer Matrix der Summe der
quadrierten Elemente der Matrix, d.h.

|AI? = izn:afj. (2.2.13)

i=1 j=1
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Wir erinnern uns an die Zerlegung des Skalarproduktes in

(X,Y) = (dev, X,dev, Y) + % tr(X) tr(Y)

1
= (dev, sym X, dev,, symY) + (skew X, skew Y) + — tr(X) tr(Y).
n

Durch eine Gewichtung erhielten wir das gewichtete, isotrope Skalarprodukt. Aber auch ungewichtet ergibt
diese Zerlegung schon eine wichtige Gleichheit:

Proposition 2.2.18. Fir alle X € R™*™ gilt
1 1
1X]? = |dev, X|> + = |tr X|? = ||dev, sym X ||* + [skew X > + = [ tr X |?.
n n

Gewichten wir nun, erhalten wir:

Definition 2.2.19. Das gewichtete, isotrope Skalarprodukt (-,-), . : R"*" x R"*" — R induziert die

gewichtete Frobeniusnorm fiir quadratische Matrizen |-, , .+ R™ " — R mit
2 K
1A e 3= elldevisym A® + piellskew AJ[* + 2 - tr(A)*.

Bemerkung 2.2.20. Mit =y = 1 und £ = 2 erhalten wir | A% = || A%

Hslles K
Proposition 2.2.21. Die Frobeniusnorm ist submultiplikativ, d.h. fir alle A, B € R™*"™ gilt
IAB[| < [lA]l-[|B]l. (2.2.14)

Beweis. Bezeichnen wir mit u := (a;1,...,a,) die i-te Zeile von A und mit v := (byj,...,by;) die j-te
Spalte von B, so gewihrt uns die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf R™ genau |(u, v)| < |ju|| - ||v]| und

damit . )
(o) = () ()

k=1
Nun konnen wir abschétzen:

|AB|* = H(iambm)_if

() < E5EA)(ER)

=1 j=1 = =1 j=1 k=
- (L) (T2 - 1.
k=1j=1
Mit der Positivitit der Norm folgt die Aussage. |

AN

i=1 k=1 Jj=

Proposition 2.2.22. Sowohl die Frobeniusnorm, als auch die gewichtete, isotrope Frobeniusnorm sind
isotrop”, d.h. fiir alle X € R™"™ und Q € O(n) gilt

1Q7XQ = IXI und  [Q7XQl,,. . = X[, (2.2.15)

Beweis. Die Frobeniusnorm wird durch das Frobenius-Skalarprodukt induziert, so gilt unter Ausnutzung
von Folgerung 2.2.6

1QTXQI* = (QTXQ,Q"XQ) = (X,X) = ||X]*.
Vollig analog verlduft die Rechnung bei der isotropen, gewichteten Norm, die durch das isotrope, gewichtete
Skalarprodukt induziert wird. Hier verwenden wir Proposition 2.2.13. |

5siehe auch Definition 2.5.1
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Lemma 2.2.23. Sei A € Sym(n) eine reelle, symmetrische n X n-Matriz. Dann gilt:
i) A ist selbstadjugiert. D.h. fir alle u,v € R™ gilt (Au,v) = (u, Av).

it) Jeder Figenwert A\ von A ist reell. D.h. fiir jedes A € C fiir das es ein v € R™ gibt mit Av = v, gilt
A € R. Insbesondere sind auch die Eigenvektoren reell.

iii) Sind u,v € R™ Figenvektoren von A zu unterschiedlichen Eigenwerten, so sind sie orthogonal zuein-
ander. D.h. fir u,v € R™ und A\, up € R mit Au = Au, Av = pv und X\ # p gilt (u,v) = 0.

iv) Die Matriz A ist orthogonal diagonalisierbar. D.h. es existieren (nicht notwendigerweise verschiede-
ne) Eigenwerte A1, ..., A, € R und ein Q € O(n) sodass gilt:

A = Qdiag(\1,...,\)QT .

Die Spalten von @ sind die Eigenvektoren zu den Figenwerten A1, ..., A,. Sie werden auch Haupt-
achsen von A genannt, die Transformation A — QT AQ in die Diagonalmatriz diag(\1, ..., \,) auch
Hauptachsentransformation.

v) Fiir die Spur von A gilt:
tr(A) =M+ ...+ N\

vi) Fiir die Determinante von A gilt:
det A=Ay .- Ay

vig) Fiir die Norm von A gilt:
A2 =AT+...+A2.
Beweis. i): Seien u,v € R™. Mit der Symmetrie von A erhalten wir (Au,v) = (u, ATv) = (u, Av).

ii): Sei v € C™ Eigenvektor zum Eigenwert A € C. Mit der Selbstadjungiertheit gilt
Mv,v) = (Av,v) = (v, Av) = Xv,0)

und damit A = . Da v Losung des reellen Gleichungssystems (A — X - 1)v = 0 ist, ist v € R™. Die
Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix sind somit ebenfall reell.

iii): Sei v Eigenvektor zum Eigenwert A und v Eigenvektor zum Eigenwert p mit A # p. Mit ii) ist A\, p € R
und u,v € R™ und mit dem reellen Skalarprodukt gilt

Mu,v) = (Au,v) = (u, Av) = plu,v),

also (A — p)(u,v) = 0. Mit A # p erhalten wir (u,v) = 0.
iv): Wir beweisen die Aussage per vollstindiger Induktion iiber n.

Fiir n = 1 ist A bereits in Diagonalgestalt.

Nehmen wir nun an, dass es zu jeder symmetrischen n x n-Matrix Eigenwerte A1, ..., A, und ein @ € O(n)
gibt, dessen Spalten Eigenvektoren von A zu Ay,...,\, sind, sodass A = Q7 diag(A1, ..., \,)@Q gilt. Sei
A eine symmetrische (n + 1) x (n 4+ 1)-Matrix. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat A iiber C
mindestens einen Eigenwert A, mit i) ist dieser reell. Sei v; ein normierter Eigenvektor zu A. Wir ergéinzen
mit vg,...,VU,41 zu einer Orthonormalbasis @ € O(n + 1) von R**1. Dann ist

(v1, Avy) = (Avy,v1) = Aog,v1) = A
und fir 4,5 € {2,...,n+ 1}
(v, Av;) = (Avy,v) = Mo, v;) = 0,
(vi, Avr) = Moy, v) = 0,
(vi, Avj) = (Avi,vj) = (vg, Avi) = (v), Av;).
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Somit erhalten wir

A0 ... 0
o 0
QAQ" = |. .
: A
0
mit A € Sym(n). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es zu A eine Orthonormalbasis Q = (71]...|,),

sodass D = QAQT Diagonalgestalt hat. Wiihlen wir also Q = (v;]#1] ... |8,), so gilt

A0 ... 0
- 0
QAQ" = | . € Sym(n+1).
: D
0
v)-vii) folgen direkt aus der Isotropie von Spur, Determinante und Norm. |

2.3. Tangentialraume

Lemma 2.3.1. Der Raum der schiefsymmetrischen Matrizen so(n) ist der Tangentialraum des Raums der
Drehmatrizen SO(n) im Punkt 1. Oder gleichbedeutend: Jeder differenziere Weg, welcher ginzlich in SO(n)
und durch 1 verliuft, hat in der Identitit seine Tangente in so(n). Das heifit: Seiv: (—1,1) — SO(n) eine
differenzierbare Funktion mit v(0) = 1, dann ist v/ (0) € so(n).

Beweis. Sei f: R™"™ — R™ " mit f(X)= X7 X. Dann ist fiir H € R"™*"

H™H
FA+H) = 1T1+ HT1+1"H + HTH  mit H

=< 1HT) = 0.
| H | ‘

also Df[1].H = HT + H. Zudem gilt (f o~)(t) = 1 fiir alle t € (—1,1). Mittels der Kettenregel erhalten
wir nun

0 = TUen®) = DIHO] - /0) = 40) ++(0),

somit v'(0)T = —~/(0). [ |

Abbildung 2.1.: so(n) als Tangentialraum von SO(n)
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2. Matrix-Analysis

Folgerung 2.3.2. Jedes Q € SO(n) ldsst sich darstellen als
Q = 1+W+0(Q—-1>)  mit W €s0(n). (2.3.1)

Lemma 2.3.3. Der Raum der spurfreien Matrizen sl(n) ist der Tangentialraum des Raums der Ma-
trizen mit Determinante eins SL(n) im Punkt 1. Oder gleichbedeutend: Jeder differenzierbare Weg, wel-
cher ginzlich in SL(n) und durch 1 verliuft, hat in der Identitit seine Tangente in sl(n). Das heifst: Sei
~v: (=1,1) — SL(n) eine differenzierbare Funktion mit v(0) = 1, dann ist v'(0) € sl(n).

Beweis. Fiir x,y € R™ definieren wir das dyadische Produkt als z ® y := xy” (hierbei fassen wir z bzw.

yT als einspaltige bzw. einzeilige Matrizen auf).

Fir ¢ # j ist det(1+ h(e; ® e5)) = 1 = det(1) + 0 h + 0, somit gilt fiir die Ableitung an der Stelle 1 in

e; ® e;-Richtung Ddet(1).(e; ® ;) = 0.

Fir ¢ = j ist det(1 + h(e; ® €5)) = 1+ h = det(1) + 1 - h + 0, somit gilt fiir die Ableitung an der Stelle 1

in e; ® e;-Richtung Ddet(1).(e; ® ;) = 1.

Die Determinantenabbildung det: R™*™ — R ist als Polynomfunktion differenzierbar. Wir erhalten somit

Ddet[1].H = Ddet[1]. > hij(e;®e;) = > hiyDdet[l].(e;®e;) = Y hy-1 = tr(H) = (1,H).
i,j=1 i,j=1 i=1

Sei nun f: R™™™ — R mit f(z) = det(X). Es gilt somit (f o g)(¢t) = 1 fiir alle t € (—1,1). Mittels der

Kettenregel erhalten wir nun

n

d
0 = —(fen®) = DfH(0)]. Dy[0] = tr(7(0)). u
Folgerung 2.3.4. Jedes X € SL(n) lisst sich darstellen als

X = 1+A+0(|X - 1))  mit Acsl(n). (2.3.2)

2.4. Polarzerlegung

Definition 2.4.1. Sei F' € GL"(n). Wir bezeichnen als linke Polarzerlegung von F die multiplikative
Zerlegung

F =R-U mit R € SO(n) und U € Sym™(n), (2.4.1)
und als rechte Polarzerlegung von F' die multiplikative Zerlegung

F =V-R mit R € SO(n) und V € Sym™ (n). (2.4.2)
Die Eigenwerte A1,..., A, € Ry von U und V nennen wir die Singulérwerte von F.

Satz 2.4.2 (Existenz und Eindeutigkeit der Polarzerlegung). Zu jedem F € GLY(n) existiert eindeutig die
linke und die rechte Polarzerlegung. Der orthogonale Faktor R € SO(n) in beiden ist identisch, zudem gilt
U=VFTF undV = VFFT. Auch haben U und V dieselben Eigenwerte und sind durch den Basiswechsel
U = RTV R ineinander diberfiihrbar.

Beweis. Zur Existenz der Zerlegung: Seien C := FTF und B := FFT. Dann ist detC = detB =
(det F)2 > 0 und CT = (FTF)T = FTF = C, bzw. BT = (FFT)T = FFT = B, also C,B €
Sym™*(n) und wir kénnen U,V € Sym*(n) definieren durch U := +/C und V := +/B und erhalten
zudem detU = detV = detF. Setzen wir zudem R := FU~!, dann ist det R = &£ = 1 und
RTR=(FUYHYI(FUY) =U'FTFU' = U-U?U~! =1, also R € SO(n). Aufgrund von RU = VR
erhalten wir U = RTV R und damit haben U und V dieselben Eigenwerte.

Zur Eindeutigkeit der Zerlegung: Seien nun zudem R € SO(n), U € Sym* (n) mit F' = R-U gegeben, dann
gilt U2 = FTF = U? und damit U = U. Da R eindeutig iiber U festgelegt ist, gilt R = R. Der Beweis zur
Eindeutigkeit von V erfolgt analog. ]
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2.5. Isotropie und Koaxialitat

Definition 2.5.1. Wir bezeichnen eine Menge D C R" als isotrop, wenn Qx € D fiir alle € D und alle
Q € O(n) gilt.

Wir bezeichnen eine Menge 9 C R™*™ als isotrop, wenn Q7 X Q € M fiir alle X € M und alle Q € O(n)
gilt, d.h. wenn 9t gegeniiber orthogonalen Basistransformationen abgeschlossen ist.

Sei MM C R™*™ isotrop. Wir bezeichnen eine Funktion : 9t — R als isotrop, wenn ¥(QT X Q) = (X) fiir
alle X € 91 und alle Q € O(n) gilt, d.h. wenn 1 invariant gegeniiber orthogonalen Basistransformationen
ist.

Sei MM C R™*™ isotrop. Wir bezeichnen eine Tensorfunktion ®: 9t — R"*™ als isotrop, wenn ®(QT X Q) =
QT (X)Q fiir alle X € 9 und alle Q € O(n) gilt.

Sei D C R” isotrop. Wir bezeichnen eine Funktion ¢: D — R™ als isotrop, wenn fiir alle x € D
mit (y1,...,yn) = @(1,...,2,) und jede Permutation (iy,...,i,) von (1,...,n) auch (yi,...,¥;, ) =
O(Tiyy -, 24,) gilt, d.h. wenn jede Vertauschung von Komponenten des Arguments zu den gleichen Ver-
tauschungen in den Komponenten des Bildes unter ¢ fiihrt.

Proposition 2.5.2. Sei D C R"™ isotrop. Fine Funktion ¢: D — R™ ist genau dann isotrop, wenn es eine
isotrope Tensorfunktion ®: Sym(n) — Sym(n) g¢ibt, sodass fir alle (z1,...,2,) € R™ mit (y1,...,yn) =
o(z1,...,zn) gilt

®(diag(w1,...,2,)) = diag(yr,...,Yn). (2.5.1)

Beweis. Wir bezeichnen mit
SO(n) := {(es,| .- les. )T | (i1,-..,in) ist Permutation von (1,...,n)} € O(n)
die Menge aller rechtwinkligen Drehungen auf R™*™ und mit
Diag(n) := {diag(z1,...,z,) | (z1,...,2,) € R"}

die Menge aller n x n Diagonalmatrizen.

Sei (i1, ...,1p) eine beliebige Permutation von (1,...,n). Zudem sei (z1,...,z,) € R™ und (y1,...,yn) 1=
o(z1,...,2,). Dann gilt fiir Q := (e, ]...|es,)T € SO(n)

@(Q diag(zq, ... ,xn)QT) = @(diag(mil, . ,xin))
= diag(gol(xil, ey X )y on(Tiy ,xin))

und

Q @(diag(xl, - ,mn))QT

Qdiag(gol(wl, ces @)y on(T, . ,xn))QT
diag(wil(xl, ey X))y i (X1, 7zlcn)) = diag(yiy,---»¥i,)

Angenommen, es sei ®: Sym(n) — Sym(n) eine isotrope Tensorfunktion mit

@(diag(ml, . ,:cn)) = diag(y1,-.-,Yn)

fiir alle (z1,...,2,) € R® und (y1,...,yn) == p(x1,...,2,). Dann folgt fiir jede Permutation (iy,...,4,)
von (1,...,n)

diag(sol(xil?‘ e 7xin)7 ceey @n(wiu cee 71'1'11,)) = diag(yila s ayin) ’
und damit o(x;,, ..., 2i,) = Yiys- -+, ys, ) fiir alle (z1,...,2,) € R" und (y1,...,yn) = @(x1,...,2s).

Andersherum angenommen, es gelte

Qo(xiw'"?xin) = (yn?ay’bn)
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fir alle (21,...,2,) € R™ und (y1,...,Yn) = ©(x1,...,2,) und fir jede Permutation (i1,...,%,) von
(1,...,n). Dann gilt fiir jedes @ € SO(n) und alle (z1,...,2,) € R"

é(Q diag(‘rlv cee 7wn)QT) = Q q)(dlag(xlv cee 7x’n))QT )
also fiir alle D € Diag(n) und alle Q € SO(n)
2(QDQT) = Q¥(D)QT,

Damit ist die Abbildungsvorschrift von ® genau auf allen Diagonalmatrizen festgelegt. Wir erweitern diese
auf Argumente aus Sym(n) und alle @ € O(n) zu einer isotropen Funktion. [ |

Definition 2.5.3. Gegeben seien zwei symmetrische Matrizen A, B € Sym(n). Wir nennen A und B
simultan oder auch gemeinsam diagonalisierbar, wenn es ein @ € O(n) gibt, sodass @ Eigenvektorbasis
von A und B ist, d.h.

A = QTdiag(\,...,A\)Q und B = QTdiag(A1,...,\) Q. (2.5.2)
Hierbei sind Ay, ..., A\, € R die Eigenwerte von A und M.y Ay € R die Eigenwerte von B.

Definition 2.5.4. Gegeben seien zwei symmetrische Matrizen A, B € Sym(n). Ist jeder Eigenvektor von
A auch ein Eigenvektor von B, so nennen wir A koazial zu B. Ist zudem auch B koaxial zu A, d.h. beide
haben genau die gleichen Eigenvektoren, so nennen wir A und B bi-koazial zueinander.

Bemerkung 2.5.5. Die Matrix A ist genau dann koxial zu B, wenn jede orthogonale Eigenvektorbasis
Q@ € O(n) von A auch eine Eigenvektorbasis von B ist.

Definition 2.5.6. Sei i/ C Sym(n). Wir bezeichnen eine Funktion ®: U/ — Sym(n) als koazial, wenn fiir
jedes X € U gilt, dass X koaxial zu ®(X) ist und als bi-koaxial, wenn fiir jedes X € U gilt, dass X und
®(X) bi-koaxial sind.

Definition 2.5.7. Sei X € Sym(n). Wir bezeichnen mit I (X) = ex(A1,...,\,) die k-te Invariante von
X. Hierbei sind Ay, ..., A, € R die Eigenwerte von X und ej das k-te elementarsymmetrische Polynom.

Bemerkung 2.5.8. Die erste Invariante einer Matrix ist stets deren Spur, d.h. I; (X) = tr(X), die n—1-te
Invariante ist stets die Spur ihres Kofaktors, d.h. I;,_1(X) = tr(Cof X), die n-te Invariante ist stets deren
Determinante, d.h. I,,(X) = det X. Speziell fiir n = 3 erhalten wir
1 1
I = tr(X), I, = tr(Cof X) = 3 tr(C)? — 3 tr(X?) , I3 = det X. (2.5.3)
Bemerkung 2.5.9. Die Invarianten erben von den elementarsymmetrischen Polynomen ihre Differenzier-
barkeit: Sie sind differenzierbare Funktionen in den Eigenwerten von X mit partiellen Ableitungen

P
o, %)

= ekfl()\la---7)\i717)\i+17~-~>/\n)- (254)
Proposition 2.5.10. Sei & C Sym(n) und P: & — Sym(n) ein Polynom. Dann ist P koaxial.

Beweis. Sei v ein Eigenvektor von X zum Eigenwert a. Leicht lsst sich zeigen, dass dann auch X"™v = a™v
gilt.

Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber den Polynomgrad. Fiir n = 0 gilt Py(X)v = A - 1v = Av.
Angenommen, es gibt ein Polynom P, : R — R mit P,(X)v = P(a)v, dann ist

AX" + P(X))v = AX"Mo+ Py(X)v = Mo+ Py(a)v = Payila)v,
mit P,11(a) := Aa" + P,(a). [ ]

Proposition 2.5.11. Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) eine koaziale Funktion.
Dann ist fiir jede Diagonalmatriz D € & auch ®(D) eine Diagonalmatriz .

28



2. Matrix-Analysis

Beweis. Ist D Diagonalmatrix, so sind die Einheitsnormalenvektoren eq,...,e, jeweils ein Eigenvektor
von D, somit gibt es, da ® koaxial, by,...,b, € R mit ®(D)e; = b;e; fiir alle ¢ € {1,...,n}, woraus
®(D) = diag(by, ..., b,) folgt. [ |

Das Hauptresultat der folgenden Proposition ist, dass jede isotrope Funktion auch koaxial ist. Die
Umkehrung gilt offenkundig nicht, wie das Gegenbeispiel ®: R™*" — R™*" mit ®(X) = 217 - 1 zeigt.

Proposition 2.5.12. Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) eine isotrope Funktion.
Dann ist ® auch koaxial, d.h. sei X = Qdiag(\1,...,\)QT, dann ist ®(X) = Qdiag(p1,. .., un)QT.
Hierbei sind A1, ..., A\, € R die Eigenwerte von X und pi1, . .., p, € R die Eigenwerte von ®(X). Weiterhin
ist @ € O(n), bestehend aus den Eigenvektoren jeweils zu A1, ..., A\, und pi,. .., u, als Spalten.

Insbesondere hingen die ji1, .. ., fiy, NUT VOM A1, ..., Ay ab, d.h. es existiert eine isotrope Funktion ¢: R™ —
R™ mit (A1,..., ) = (1, ...y i) mit
(I)(Q diag()‘la BRI )‘n)QT> = Q dlag((p()‘la B )‘TL))QT = leag(/’LM s 7/’('n)QT . (255)

Beweis. Zur Koaxialitét:
Sei v ein Eigenvektor von X und @ € O(n) sei die Spiegelung an der (Hyper-)ebene, auf der v senkrecht
steht, d.h.

Qu=—v und Q.x =z fiir alle z € R" mit (v,2) =0.

Dann ist QXQT = X und wir erhalten mit der Isotropie von ®
QI(X)QT = 2(QXQT) = ¥(X),

also

und damit
QP(X)v = (X)Quv = —d(X)w.
Somit steht ®(X).v ebenso wie v senkrecht auf @. Dies kann nur sein, wenn ®(X).v ein Vielfaches von v
ist. Also ist v ein Eigenvektor von ®(X).
Siehe auch Ogden [62, Theorem 4.2.4, S.193].

Zur Existenz von ¢:
Sei X € &. Als symmetrische Matrix ist X diagonalisierbar. Seien dazu A1, ..., A, € R die (nicht notwen-
digerweise unterschiedlichen) Eigenwerte von X und @ € O(n), sodass

X = Qdiag(\,...,\)QT

gilt. Da @ isotrop, ist ®(X) = Q@(diag()\l, ce )\n)) QT. Mit der aus dem ersten Beweisteil gefolgerten
Koaxialitdt und Proposition 2.5.11 folgt, dass @(diag()\l, RN )\n)) eine Diagonalmatrix ist. Bezeichnen wir
die Eintrdge mit p1,..., tn, so erhalten wir

®(X) = Q@(diag(A1,....\,)) QT = Qdiag(p,...,1n)Q" .

Die rechte Gleichheit bleibt bei allen @ € O(n) erhalten, was die Existenz von ¢ mit @(A1,...,A,) =
(41, - - -, piny) sichert, die mit Proposition 2.5.2 isotrop ist. |

Folgerung 2.5.13. Da fiir jede isotrope Tensorfunktion ®: & — Sym(n) jede Basis aus Figenvekto-
ren @ € O(n) von X auch eine Basis von ®(X) ist, lassen sich X und ®(X) gemeinsam mit diesem

6Da die Identitdt 1 ganz R™*" als Eigenraum hat, ist die Koaxialitit klar. Aber ® ist nicht isotrop, wie z.B. fiir n = 2 zu

s (5 9) =2 (3 D =2(( )6 DC D)#CQ )6 DC D=6 )

Siehe hierzu auch Bemerkung 2.5.29 auf Seite 34.
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Q diagonalisieren (und kommutieren deshalb auch). Die Umkehrung gilt allerdings nicht. Hierfiir be-

trachten wir ®: Sym™(2) — Sym(n) mit X — X? fir X = ((1) _01), also ®(X) = 1. Es ist fir

0 4(1 ) comamonnir-1wiaxar- (1)

Proposition 2.5.14. Ein Vektor v = (vy,...,v,) € R"\ {0} ist genau dann Eigenvektor einer Diagonal-
matriz D = diag(dy,...,d,) € R™"™ zum Eigenwert a € R, wenn fir alle i € {1,...,n} gilt: d; = a oder
v; = 0. Oder anders ausgedriickt, wenn v nur an den Komponenten von Null verschieden ist, die auf der
Diagonale von D gleich a sind.

Beweis. Es ist genau dann v Eigenvektor von D zum Eigenwert a, wenn Dv = av gilt. Ausmultipliziert
bedeutet dies:

d1v1 avy
dgvg avy
d, Uy avy,
was gleichbedeutend mit d;v; = av;, also d; = a oder v; = 0, fiir alle ¢ € {1,...,n} ist. [ ]

Lemma 2.5.15. Seien A, B € Sym(n) gemeinsam diagonalisierbar mit Q@ € O(n)
A = Qdiag(ay,...,a,)QT und B = Qdiag(bi,...,b,)QT. (2.5.6)

Dann ist A genau dann koazial zu B, wenn a; = a; = b; = b; fir alle i,j € {1,...,n} gilt. Hierbei sind
ai,...,a, € R die Figenwerte von A und by,...,b, € R die Figenwerte von B.

Beweis. Angenommen A ist koaxial zu B und sei ¢, j € {1,...,n}. Fiir ¢ = j ist die Aussage trivial, deshalb
sei i # j. Wahle v als Summe des i-ten und j-ten Einheitsvektors, d.h. v = e; 4 e;. Nach Proposition 2.5
ist v nun genau dann ein Eigenvektor einer Diagonalmatrix diag(di,...,d,), wenn d; = d; gilt. Ist also
a:= a; = aj, dann gilt somit

diag(ay,...,a,)v = av

und damit
Q diag(aly s 7an)QTQU = an )
somit ist Qu Eigenvektor von A zum Eigenwert a. Aufgrund der Koaxialitit ist Qv auch Eigenvektor von
B, damit gibt es ein b mit
Q diag(by,...,b,)QTQuv = bQu,
also
diag(by,...,b,) = bv

und es muss b; = b; = b gelten.

Angenommen, es gilt a; = a; = b; = b; fiir alle ¢,j € {1,...,n}. Sei @ € O(n) so gewdhlt, dass
A = Qdiag(ay,...,a,)QT und sei v € R" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a, d.h. es ist Av = av
und damit

diag(ai,...,a,)QTv = aQ%v.

Somit ist v/ = QTv ein Eigenvektor von diag(ay,...,a,) zum Eigenwert a. Sei I die Indexmenge der
Komponenten von v, die ungleich Null sind. Ist I einelementig, so ist v’ trivialerweise auch Eigenvektor
von diag(b,...,b,). Hat I mehr Elemente, so gilt nach Proposition genau a; = a fiir alle i € I. Nach

Voraussetzung gibt es ein b mit b; = b fiir alle ¢ € I und v’ ist Eigenvektor von diag(by,...,b,), d.h.
diag(by,...,b,)Q v = bQTv, was

Qdiag(by,...,b,)Q"v = b,

also Bv = bv impliziert. |
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Folgerung 2.5.16. Sei G C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) eine isotrope Funktion.
Dann ist ® bi-koazial genau dann, wenn fir alle X € & die folgende Implikation gilt:

a; # a;j = b # bj fir alle i,j € {1,...,n}, (2.5.7)
wobei ay,...,a, € R die FEigenwerte von X und by,...,b, € R die Eigenwerte von ®(X) bezeichnen.
Hierbei gilt

diag(by, ..., b,) = ®(diag(as,...,an)), (2.5.8)
d.h. by,... b, sind die zugehirigen Figenwerte von ®(X) zu aq,...,a, von X. -

Beweis. Sei X € &. Da @ isotrop ist, ist nach Proposition 2.5.12 auch X koaxial zu ®(X), sodass X
und ®(X) genau dann bi-koaxial sind, wenn ®(X) koaxial zu X ist. Zudem sind X und ®(X) gemeinsam
diagonalisierbar. Mit Proposition 2.5.15 gilt fiir jedes X € & die Aussage: ®(X) ist genau dann koaxial
zu X, wenn b; = b; = a; =a; fir alle ¢,5 € {1,...,n} gilt. |

Lemma 2.5.17. Seien A, B € Sym(n) und A koazial zu B. Dann gibt es zu jedem FEigenwert a von A
einen Eigenwert b von B, sodass jeder Eigenvektor v von A zum Figenwert a auch Figenvektor von B zum
FEigenwert b ist, d.h.

Av = av = DBv = fir allev e R™. (2.5.9)

Beweis. Angenommen, es gibe zwei Eigenvektoren v1,vs von A zum Eigenwert a, die Eigenvektoren von
B mit unterschiedlichen Eigenwerten b1, by sind.

Es gilt A(v1 4+ v2) = Avy + Avy = avy + ave = a(vy + v2), S0 ist v; + v Eigenvektor von A und damit auch
von B, es gibt also ein b € R mit B(vy + v2) = b(v1 + v2).

Im Falle der linearen Abhéngigkeit von v, und ve, d.h. es gibt s € R mit sv; = vy ist bjvy + bovy =
Buvy + Bvy = B(vy +v2) = B(1 4 s)v; = (14 8)bjvy = byivg + byua, also by = b, ein Widerspruch.

Im Falle der linearen Unabhiingigkeit von v1 und ve ist byvy +bave = By + Buy = B(vy 4+ vg) = b(v1 +v2),
also (b — b1)vy + (b — ba)ve = 0 und damit b — by = b — by = 0, also by = b, ein Widerspruch. [ |

Lemma 2.5.18. Seien A, B € Sym(n) simultan diagonaliserbare Matrizen. Dann kommutieren A und B.
Beweis. Seien A= QDQT und B = QﬁQT mit Diagonalmatrizen D, D und Q@ € O(n), dann gilt
AB = QDQTQDQT = QDDQT = QDDQT = QDQTQDQT = BA. [

Folgerung 2.5.19. Seien A, B € Sym(n). Ist A koazial zu B oder B koazial zu A, dann kommutieren A
und B.

Lemma 2.5.20. Gegeben seien zwei kommutierende symmetrische Matrizen A, B € Sym(n). Hat A nur
unterschiedliche Figenwerte, so ist A koazial zu B.

Bemerkung 2.5.21. Haben sowohl A als auch B nur unterschiedliche Eigenwerte, so ist auch B koaxial
zu A, ergo sind beide bi-koaxial.

Beweis. Seien A1, ..., \, € R die Eigenwerte von A und Q € O(n), sodass diag(A1,...,\,) = Q AQT gilt.
Wir definieren
C11 ... Cin

C = =QBQT
Chl --. Cpn

dann gilt aufgrund der Kommutativitdt von A und B

QAQT QBQ' = QABQ" = QBAQ" = QBQT QAQ" |
—— —— —_—— —

diag(A1,...,An) C C diag(A1,...,An)
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also ist
Atcir Aici2 ... Aicin Alcit Axciz ... ApcCin
Aaca1 Aacaa ... Agcap A1 A2caa ... Apcop
>\n Cni An Cn2 cee )\n Cnn )\1 Cni )\2 Cn2 e )\n Cnn

und damit A; ¢;; = Aj¢; fir alle 4,5 € {1,...,n}. Ist nun A; # A;, so folgt ¢;; = 0, also ist auch C eine
Diagonalmatrix. |

Da Bi-Koaxialitit die simultane Diagonalisierbarkeit impliziert, sind wir imstande zu folgern:

Folgerung 2.5.22. Seien A, B € Sym(n). Sind zudem alle Eigenwerte jeweils von A und von B paarweise
verschieden, so sind A und B genau dann bi-koaxial, wenn sie kommutieren.

Proposition 2.5.23. Seien A, B € Sym™(n) kommutierenden Matrizen und U Eigenraum von A und
u € U. Dann ist auch Bu € U.

Beweis. Der Eigenwert zu u sei A, dann gilt Au = Au, aber aufgrund der Kommutativitdt auch
ABu = BAu = BM = MBu,

also ist auch Bu € U. |

Wie gesehen, folgt im Allgemeinen aus der Kommutativitat nicht die Bi-Koaxialitdt. Begniigen wir uns
mit gemeinsamer Diagonalisierbarkeit, konnen wir feststellen:

Lemma 2.5.24. Seien A, B € Sym(n) kommutierende Matrizen. Dann lassen sich A und B gemeinsam
diagonalisieren.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber n.
Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Nehmen wir nun an, dass alle kommutierenden A, B € Sym(s) mit s < n sich gemeinsam diagonalisieren
lassen. Seien nun A, B € R"*!. Ohne Einschriinkung nehmen wir an, dass A mehr als nur einen Eigenwert
besitzt, ansonsten wire ganz Sym(n + 1) Eigenraum und damit A = X\; - 1 = QX 1Q7 fiir alle Q €
O(n + 1) und damit auch fiir die Eigenvektorbasis von B. Also habe A die Eigenwerte A1,..., Ay € R mit
zugehorigen Eigenrdumen Uy, ..., U, und k > 1. Wahlen wir Basen By, ..., By fir die Uy, ...,Uy, so ist
Q:=(B1,...,Bg) == (b1,...,bpt1) € O(n + 1) Eigenvektorbasis von A.

Wir betrachten nun ohne Einschrinkung U; mit Eigenwert \; und Basis B; = {b;, bj41, ..., by }- Fiir jedes
b € B; gilt offenkundig Ab = \;b und damit QT Ab = (0,..., \;,...,0), so ist QT AQ, wie zu erwarten, eine
Diagonalmatrix. Da nach Proposition 2.5.23 Bb im Eigenraum U; liegt, gibt es Koeffizienten oy, ..., a,,
mit Bb = oy by + ... + by, und damit QT Bb = (0,..., ;... ,Qm, ..., 0), was dazu fiihrt, dass QT BQ
eine Blockmatrix ist. Jeder Block aus Q7 BQ kommutiert natiirlich mit dem entsprechenden Block aus
QT AQ, sodass sich jeweils beide gemeinsam diagonalisieren lassen. Also gibt es ein R € O(n + 1), sodass
RT(QTBQ)R, wie natiirlich auch RT(QTAQ)R eine Diagonalbasis ist, ergo lassen sich A und B mit
Q := QR gemeinsam diagonalisieren. ]

Folgerung 2.5.25. Seien A, B € Sym(n). Dann sind A und B genau dann simultan diagonalisierbar,
wenn sie kommutieren.

Lemma 2.5.26 (Eigenschaften isotrope Funktionen). F'ir eine isotrope Menge & C Sym(n) seiv: & — R
eine reellwertige Tensorfunktion. Dann sind folgende vier Aussagen dquivalent:

1) 1 ist isotrop, d.h. es ist Y(QT XQ) = (X)) fiir alle Q € O(n).

2) (X) hingt nur von den Eigenwerten (auch nicht von deren Reihenfolge) von X € Sym(n) ab.
D.h. wenn eine Permutation ii,...,i, mit A, = A, fir alle k € {1,...,n} existiert, dann folgt

P(X) =9(Y).
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3) Es emistiert eine eindeutige symmetrische Funktion g: R™ — R in den Eigenwerten, sodass ¥(X) =
g1, ..., \n) fir alle X € & gilt.

4) Es emistiert eine eindeutige Funktion ¥: T — R in den Invarianten, sodass W(X) = ¥(Iy,...,I,)
fiir alle X € & gilt.

Hierbei bezeichnen wir mit A1,..., A, € R die Eigenwerte von X, mit Ir,..., I, die Invarianten von X
und mit \1,..., A, € R die Figenwerte von'Y . Zudem ist T = {(Il7 Lo Il) | X e 6} C R™ die Menge
der Invariantenvektoren, die auf Matrizen aus & fiihren.”

Beweis. 1) = 2): Seien X,Y € Sym(n) beliebig, aber mit gemeinsamen Eigenwerten \;,...,\, € R.
Definieren wir D := diag(\1,...,\,), dann gibt es P,Q € O(n) mit X = PTDP und Y = QT DQ. Mit
1) gilt: Y(X) = »(PTDP) = (D) = »(QTDQ) = ¢(Y). Zudem ist die Reihenfolge der Eigenwerte egal,
denn mit @ = (e, | ... e;,) gilt

Y(diag(Ar, ..., An)) = Y(Qdiag(Ai,..., \)QT) = ¥(diag(Niy,..., \i)) -

2) = 3): Zur Existenz: Wir definieren g(A1,...,A,) := ¢ (diag(A1, ..., \n)). Wegen 2) gilt fiir alle X mit
Eigenwerten A1, ..., A, und jede Permutation i1,...,4, auch ¢(X) = g(A1,..., A\n) = g(Xiy, .-, Ai,, ). Zur
Eindeutigkeit: Seien g, §: R™ — R Funktionen mit ¢(X) = g(A1,..., ) und (X) = g(A1, ..., A,) fiir alle
X € Sym(n). Auf die Teilmenge aller Diagonalmatrizen { diag(A1,...,\n) | A1,..., Ay € R} C Sym(n)
eingeschréinkt, bedeutet dies 1 (diag(A1,...,An)) = g(A1,...,An) = G(A1,..., Ap) fiir alle Ay,..., A\, € R,
was g = g impliziert.

3) = 4): Nach Folgerung 2.13.13 ldsst sich jede symmetrische Funktion als Funktion in den elementarsym-
metrischen Polynomen ausdriicken, die Invarianten sind definiert als die elementarsymmtrischen Polynome,
ausgewertet in den Eigenwerten.

4) = 1): Fir alle @ € O(n) hat X € & die gleichen Invarianten® wie QT XQ, somit gilt 1(X)
(A, ) =9(QTXQ).

Proposition 2.5.27. Seien A, B € Sym(n) und A koazial zu B. Dann gibt es a1,...,a, € R mit B
Z?:_Ol OélAl

Beweis. Seien aq,...,a, € R die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerte von A und by, ..., b,
die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerte von B. Aufgrund der Koaxialitéit sind A und B
gemeinsam diagonalisierbar. So sei @) € O(n), sodass

A = Qdiag(ay,...,a,)QY  und B = Qdiag(by,...,b,)Q"

gilt. Nun bezeichnen wir mit a;,,...,a;,, und m < n die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A. Die

Vandermonde-Matrix

m

. 2 m—1
1 ay a; ... a
h—
1 a AN
V(ai1 3 5 azm) = . .
. 2 m—1
1 iy tm aim,

hat die Determinante

det V(ail, ey al'm) = H(aij — aik) 7é 0,
i<k
sodass das Gleichungssystem
bil (&7s)
= V(ail, e ,aim)

bim Am—1

7So hat beispielsweise die komplexe Matrix diag(—i,4) ¢ Sym(2) die reellen Invarianten (I1, I2) = (0,1) € R2
8Sie sind ihrem Namen nach invariant gegeniiber Basistransformationen.
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also
bi, = a0+ aia, + ozgafk +...+ ozm_la:»:_l fiir alle k € {1,...,m}

eine eindeutige Losung (o, . .., a,—1)T hat. Da A koaxial zu B gilt mit Proposition 2.5.15 fiir alle a; = a;,
auch b; = b;, . So ist das Gleichungssystem &dquivalent zu

m—1

b; = ao—|—o¢1ai+a2af+...+am_1ai fir alle i € {1,...,n},

also

n—1
diag(by,...,b,) = Z a; diag(ay, ..., an)".
i=0

Beidseitiges Multiplizieren von links mit @ und von rechts mit QT fiihrt dann auf B = Z?:_ol a; A
mit eindeutiger Losung «g, ..., ;-1 € R unter der Voraussetzung a.,, = ... = a,—1 = 0. Ohne diese
Voraussetzung ist die Losung womoglich nicht mehr eindeutig. |

Kommen wir nun zu einer zentralen Eigenschaft isotroper Funktionen, die sich auch in [69] findet:

Lemma 2.5.28 (Darstellungssatz). Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge. Eine Funktion ®: & — Sym(n)
st genau dann isotrop, wenn es nur von den Invarianten von X abhingige Koeffizienten ayg, ..., ap_1 gibt
(d.h. sie sind Funktionen in den Invarianten), sodass gilt

n—1
OX) = Y X' = l+aX+...+ap 1 X" firadle X €6. (2.5.10)

=0

Ist sogar & C Sym™(n), dann ist (dquivalent zur Darstellung (2.5.10)) ® genau dann isotrop, wenn es
nur von den Invarianten von X abhingige Koeffizienten B_1,Bo, ..., Bn—2 gibt (d.h. sie sind Funktionen
in den Invarianten), sodass gilt

n—2
(X)) = 3 BX = B X414+ B2 X2 firale X €. (2.5.11)

i=—1

Bemerkung 2.5.29. Blume [10] bezieht sich zwar nur auf den dreidimensionalen Fall, charakterisiert
durch (2.5.10), wobei ag, ..., a,_1 skalarwertige Funktionen in X sind, genau alle koaxialen Funktionen.
Mit dieser Aussage lisst sich der Darstellungssatz auch anders formulieren: Jede koaxiale Funktion mit
Darstellung (2.5.10) ist genau dann isotrop, wenn ay, ..., a,_1: & — R isotrope Funktionen in X sind.’

Beweis. Angenommen @ ist isotrop. Sei X € &. Da jede isotrope Funktion auch koaxial ist gibt es mit
Proposition 2.5.27 Koeflizienten ay, ..., a,—1 € R, sodass

B(X) = ap-1+ar X +aeX?+... +a, 1 X" !
gilt. Aufgrund der Isotropie von @ gilt dann auch
PRTXQ) =0 -1 +0a1 (QTXQ) + 2 (QTXQ)? 4+ ... + a1 (QTXQ)"™'  fiiralle Q € O(n),

was bedeutet, dass die Koeffizienten ay, ..., o,—1 sich nicht dndern, wenn X durch QT XQ ersetzt wird.
Sie sind somit Invarianten in A.

Die Aquivalenz zur Darstellung in B_1, ..., Sn_2 offenbart sich mittels des Satzes von Cayley-Hamilton,
nachdem eine Matrix X Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms ist, es also zu jedem X € Sym™(n)
Koeffizienten v_1,70, ..., Yn—2 gibt mit

0 = X" 4y, 2 X" 1+ +y%X+vy-1.

9Die Aquivalenz der Darstellung in den Invarianten und der Darstellung als isotrope Funktion folgt aus Lemma 2.5.26.
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Die Koeffizienten sind invariant gegeniiber dem Ersetzen von X durch Q7 XQ, sie sind also Invarianten in
X. Wir formen um:
Xl = oy X" 24yl X

und setzen ein:

O(X) = (o +an—17) 1+ (g +ap_17) X +...+ (p—2+ ap_17n-1) X" ?ta, 1y X7t
=p B B B
=pPo =p1 ‘=Pn-—2 =P

Angenommen, es gibt fiir jedes X € & eine Darstellung
P(X) = ap- L+ X + X%+ . 4 a, 1 X!

so gilt fiir jede Potenz (QXQT)* = QX*QT, zudem sind die Koeffizienten selbst invariant gegeniiber dem
Ersetzen von X durch QXQ7, somit ist ® offenkundig isotrop. |

2.5.1. Isotrope Funktionen

Proposition 2.5.30. Sei & C Sym(n) eine offene, isotrope Menge und ®: & — R eine differenzierbare,
isotrope Funktion, dann ist auch ihre Ableitung isotrop, d.h. es gilt

D®(QXQT) = QD(X)QT  fiir alle X € & und alle Q € O(n). (2.5.12)

Beweis. Sei X € & und Q € O(n). Entwickeln wir W an der Stelle Q XQT in Richtung QHQT, so erhalten
wir

W(QXQT +QHQT) = W(QXQT) + (DW(QXQ"),QHQ") + O(|QHQ™||*).
=|H||
Entwickeln wir W an der Stelle X in Richtung H, so erhalten wir
W(X + H) = W(X)+ (DW(X),H) + O(|H|]?).

Die Abbildung W ist isotrop, deshalb gilt W(QXQT + QHQT) = W(Q(X + H)QT) = W(X + H), was
auf
QTDW(QXQMQ-DW(X), H) = O(|H|?)

fithrt. Der Ausdruck links ist linear in H, der Ausdruck rechts quadratisch in H, somit muss

QT DW(QXQ")Q ~DW(X) = 0

gelten, was gleichbedeutend mit DW (QXQT) = Q DW (X)QT ist. [ |
Definition 2.5.31. Sei I C R ein reelles Intervall. Dann bezeichnen wir mit Sym!(n) die Menge aller
symmetrischen Matrizen mit Eigenwerten \1,..., A\, € I, also

Sym'(n) := {X € Sym(n) | A1,..., \, € T}. (2.5.13)

Proposition 2.5.32. Sei ®: Sym'(n) — R eine differenzierbare, isotrope Funktion mit der Darstellung
in den Eigenwerten g: I — R, d.h. ®(X) = g(A1,...,\n). Dann ist auch g differenzierbar mit partiellen
Ableitungen:
9g
O\

e (diag(M, .- An)) - (2.5.14)

Ayeosdn) = 2.

Beweis. Sei X € Sym!(n) und Q € O(n) derart, dass QT X@Q = diag(\y, ..., \n), dann ist mit Proposition
2.5.30

. . 0 3]
D@ (diag(A1,...,\n)) = Q' DO[X]Q = dlag(a*fl(k,...,m,...,aTg(Al,.-.,An))- u
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Proposition 2.5.33. Sei I C R ein Intervall und f: I — R eine reelle Funktion. Dann ist die Ableitung
der primdren Matrizfunktion Ty: Sym!(n) — Sym(n) selbstadjungiert im Frobenius-Skalarprodukt, d.h. es
gilt ~ _ ~

(DTy[A].H,H) = (H,DT{[Al.H)  fiir alle A € Sym'(n) und H,H € Sym(n) . (2.5.15)
Beweis. Siehe Martin und Neff [47, Lemma 2.1]. [ |

Lemma 2.5.34. Sei I C R ein reelles Intervall, f: I — R eine reelle Funktion und Ty: Sym!(n) —
Sym(n) die zugehdrige primire Matrizfunktion. Dann gilt

Dtr(T¢[X]) = Tp(X)  fir alle X € Sym'(n). (2.5.16)

Bemerkung 2.5.35. Definieren wir W: Sym! — Sym(n) mit W = tr Ty, dann gilt DW[X] = Ty (X).
Somit ist W ein Potential von T/. Dazu siehe auch Martin und Neff [47, Proposition 2.5].

Beweis. Sei X € Sym!(n). Wir nutzen die Linearit:it und die Selbstadjungiertheit der Ableitung, um die
Ableitung von tr(7y) an der Stelle X in Richtung H umzuformen:

Dtr(Ty)[X].H = tr(DT;[X].H)
— (DTy[X].H,1) = (DTy[X].1, H) fiir alle H € Sym(n).

Die Ableitung von von T an der Stelle X in Richtung 1 lautet mittels des Differenzenquotienten

b1 = iy T DI

= lim %(Qdiag(f()\l 1), fOn + ) QT — Qdiag(f(\), . .,f()\n))QT)

t—0

. . fatt) = fa) Jw +1) = f(A\)
= Jin le&g( — v, : )QT
= leag(f/()\l)a’f/(/\n))QT
= Tp(X).

Zusammen erhalten wir D tr(T})[X].H = Ty/(X).H fiir alle H € Sym(n), was die zu zeigende Aussage
impliziert. |

Proposition 2.5.36. Flir alle X € Sym™(n) gilt

Dllog X|* = 2X 'log X, (2.5.17)
2 ~1 —1 X
D||devy log X||* = 2X " dev,logX = 2X 1ogm, (2.5.18)
o n
D|tr(log X)|* = 2X 'trlogX = 2X 'logdet(X). (2.5.19)

Beweis. Es ist
llog X[I? = tr((log X)T(log X)) = tr((log X)) = Ty(X)  mit f(z) = (logz)?,
so folgt mit Proposition 2.5.34
Dllog X||? = Tp(X) = 2X 'log X .
Analog bestimmen wir D tr(log X) = X 1, sodass wir per Kettenregel

D|tr(log X)|? = 2tr(logX) X! = 2X 'tr(log X)
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erhalten. Verwenden wir Proposition 2.2.18, also
2 2, 1 2
|[log X||© = ||dev, log X||* + - | trlog X |,
dann konnen wir die dritte Ableitung als Differenz iiber die beiden anderen bestimmen:

1
D||dev, log X||*> = Dlllog X||? — — D|tr(log X)
n

1
= 2X '(logX — —tr(log X)-1) = 2X "dev,logX. [ |
n
Verwenden wir die letzte Proposition mit der Diagonalisierung X = diag(A1, ..., An), so erhalten wir in
Ubereinstimmung mit Proposition 2.5.32 eine Diagonalmatrix als Ableitungsmatrix, deren Diagonalein-
trage die Ableitungen nach den Eigenwerten \q,..., A, sind.

Folgerung 2.5.37. Fiir alle X € Sym™(n) gilt

d 2
e [log X||?> = T logA;, (2.5.20)
d 2 by
dev,log X|* = —log —— 2.5.21
d)\z H ev Og || )\z Og (detX)l/” Y ( )
d |tr(log X)|? = 3tlrlo X (2.5.22)
an g = g X . 5.
Hierbei sind A1, ..., A\, € Ry die Eigenwerte von X.
Proposition 2.5.38. Fiir alle X € Sym™(n) gilt
llog X[* = (log A:)*, (2.5.23)
i=1
n )\l 2 1 n )\1 2
|dev,, log X||? = (log 1> = = <log ) , (2.5.24)
; (Ar e Ag) e n i,j:zl:,Kj Aj
n 2
|tr(log X)|* = (logAy-...- )\n)Z = (Z log /\i) . (2.5.25)
i=1

Hierbei sind A1, ..., A\, € Ry die Eigenwerte von X.

Beweis. Wir rechnen nach. Es ist

n

|log X||?> = ||diag(log A1, ...,log\,)|* = Z(log)\i)2

i=1
und

|tr(log X)|? = (tr(diag(log)\l,...,log)\n))>2 = (Zlog)\i)Q = (log)\l-..../\n)z.
i=1

Es gilt einerseits log X = dev,, log X + = tr(log X) - 1 als auch nach Proposition 2.2.18 auf Seite 23 die

n

1
t
Identitéit [|log X ||? = ||dev,, log X||* + 1| tr(log X)|?. Mit der ersten Identitéit erhalten wir sofort

2 n s 2
- log —— 20 )
Z(Og ()\1~...~)\n)1/">

i=1

1
|dev, log X||* = HlogX—Elogdet)ﬁl”2 = ||log

X
det X'/n
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Nun verwenden wir die zweite Identitét, sowie zudem (2.5.23) und (2.5.24) und erhalten

|dev,, log X ||?

1
[[log X|[* — ~[ tr(log X)|*
n

= Z(log )2 — % <§”: log )\k>

k=1 k=1
= % iilog)\ Zlog/\ Zlog)\
i=1j=1
= % iilog)\ —QZZIOg)\ log A; —&—ZZlog)\ 2
=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

= — (log \; — log /\j)2

1 & 2 2
- log 24 ) . ]
n Z (Og/\j)

i,j=1,i<j

Proposition 2.5.39. Sei ®: Sym™*(n) — R mit ®(U) = |trlog U|*>. Dann ist

0P . 0P 2
E(U) =0 firaleke{l,...,n—1} und E( ) = dtUtrlogU (2.5.26)

Hierbei sind \1,..., A\, € Ry die Figenwerte und Iy, ..., I, die Invarianten von U.

Beweis. Aufgrund der Identitét tr logU logdet U ist ®(U) = (logI,,)?, ein nur von I, abhingender
8q> %

Ausdruck. Somit ist ® konstant in Iy, ..., I,_1, die zugehorlgen partiellen Ableitungen 77 = ... = 3 =

0. Die n-te partielle Ableitung ergibt smh direkt als 2 87” = E log I,. |

Ist eine isotrope Funktion sogar linear, dann existieren (feste) Koeffizienten, sodass sich fiir jedes Argument
X der Funktionswert C.X gewichtet in symmetrischen Anteil, schiefsymmetrischen Anteil und Spuranteil
zerlegen lisst, die Abbildung sich also als gewichtete Zerlegung darstellen lidsst. Diesen Umstand werden
wir in Abschnitt 4.3.13 auf Seite 123 ff. bei der Einfithrung linearen Elastizitdtsgesetzes und in dessen
Anwendung auf Shear-Deformationen in Abschnitt 7.1 auf Seite 157 ff. verwenden.

Lemma 2.5.40. Sei C: R"*™ — R"*™ eine isotrope lineare Funktion. Dann existieren konstante Koeffi-
zienten 1, e, A € R, sodass sich C.X als mit ihnen gewichtete Summe des symmetrischen, des schiefsym-
metrischen und des Spuranteils von X darstellen ldsst, d.h.

A
C.X = psymX + p, skewX+§tr(X)-1 fiir alle X € R™*" .

Beweis. Siehe Boor [11]. [ |

2.5.2. Semi-Invertierbarkeit, Baker-Ericksen und empirischen Ungleichungen

Wie wir in Lemma 2.5.28 (Darstellungssatz) auf Seite 34 gesehen haben, konnen isotrope Funktionen genau
iiber die Darstellbarkeit durch

PX) = ap-l+a1 X+... 40, 1 X" ' = BB 48-14...4 B, X2
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fiir alle X € & charakterisiert werden. Ausdriicklich sei hier nochmal erwéhnt, dass die hier die ctgy .+« y Qpp—1
und B_1,80,- .- Bn—2 selbst Funktionen R™ — R sind, welche nur von den Invarianten des Argu-
ments X abhéngen diirfen.

Recht #hnlich dieser Darstellung folgen wir einer Definition von C. Truesdell und definieren eine abge-
schwéchte Variante der Invertierbarkeit von ¢ unter Kenntnis gewisser Informationen des Arguments:

Definition 2.5.41 (Semi-Invertierbarkeit). Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge. Eine Abbildung ®: & —
Sym(n) heifit semi-invertierbar, wenn es nur von den Invarianten von X abhingige Koeflizienten vy, . . . , ¥, _1
gibt (d.h. sie sind Funktionen in den Invarianten), sodass gilt

n—1
X = > h®X)" = o 1+ ®(X) 4.+, 1 &(X)"! firalle X € 6. (2.5.27)
k=0

Wir kénnen @ somit ,,invertieren“, wenn zumindest die Invarianten des Urbildes gegeben sind.

Tatséchlich miissen semi-invertierbare Funktion nicht notwendigerweise invertierbar sein: Als ein Gegen-
beispiel schlagen Truesdell und Moon 1975 in einem Artikel [78, S.185] vor:

Beispiel 2.5.42. Sei ®: Sym™(3) — Sym(3) mit ®(X) = devz X, also

2
1 .
OX) = X—-trX-1 =) a; X’ (2.5.28)
3 i=0
mit ag(a,b,c) = —%a, a1 = 1, ap = 0. Wir sehen, offenkundig ist ® nicht invertierbar, denn es gilt

®(1) = (0) = 0. Aber @ ist semi-invertierbar, denn es gilt
1
X = S u X 140(X) = for Lt B(X) + 1 O(X)? (2.5.29)

mit Yo(a,b,c) = §, 1 =1, 2 = 0.

Als weiteres Beispiel sei das von der quadratischen Hencky-Energie aus Beispiel 6.1.20 auf Seite 144
induzierte Elastizititsgesetz genannt. Dies ist ebenso semi-invertierbar, aber nicht invertierbar ist (siehe
auch Bemerkung 6.1.21).

Wir erinnern uns: Fiir & C Sym(n) ist eine Funktion ®: & — Sym(n) genau dann bi-koaxial, wenn X
und ®(X) fiir jedes X € & bi-koaxial ist, d.h. fiir jedes @ € O(n) gilt

QT X(Q ist in Diagonalgestalt genau dann, wenn QT<I>(X )@ in Diagonalgestalt ist.

Im folgenden Lemma, das sich auch in Blume [10, S.277] findet, sehen wir, dass genau die bi-koaxialen
Funktionen semi-invertierbar sind.

Lemma 2.5.43. Sei G C Sym(n) eine isotrope Menge. Eine isotrope Abbildung ®: & — Sym(n) ist genau

dann semi-invertierbar, wenn sie bi-koaxial ist.

Beweis. Angenommen, ¢ ist semi-invertierbar. Sei X € & beliebig aber festgehalten. Dann ist X aufgrund
der Semi-Invertierbarkeit ein Polynom in ®(X) und mit Proposition 2.5.10 ist jeder Eigenvektor von ®(X)
auch Eigenvektor von X. Aufgrund der Isotropie ist auch jeder Eigenvektor von X auch Eigenvektor von
O(X). Also ist & bi-koaxial.

Angenommen, @ ist bi-koaxial. Sei X € &, dann ist ®(X) koaxial zu X. Mit Proposition 2.5.27 gibt es
daher Koeffizienten g, ...,1¥,_1 € R, sodass

X = o 1+ 1®(X) + a®(X)® + ... + 1 B(X)"
gilt. Aufgrund der Isotropie von & gilt dann auch
QTXQ =1y-14+0a12(QTXQ) + 12 ®(QTXQ)* + ... + ¥, 1 QT XQ)"™'  fiir alle Q € O(n),

was bedeutet, dass die Koeffizienten v, . .., 1, _1 sich nicht dndern, wenn X durch QT XQ ersetzt wird.
Mit Lemma 2.5.26 sind sie somit Funktionen der Invarianten von X. Also ist ® semi-invertierbar. |
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Lemma 2.5.43 macht die Semi-Invertierbarkeit einer isotropen Funktion zu einer begehrten Eigenschaft.

Wir haben in Folgerung 2.5.16 gesehen, dass wir die Koaxialitéit einer Funktion ® auch mittels a; # a; =
b; # b, fiir alle 4,7 € {1,...,n} charakterisieren kénnen. Hierbei sind a; die Eigenwerte von X und b; die
zugehorigen Eigenwerte von ®(X).10 Diese Eigenschaft haben Baker und Ericksen [1] verschérft.

Definition 2.5.44 (strikte Baker-Ericksen-Ungleichungen (BE™)). Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge
und ¢: & — Sym(n) eine isotrope Funktion. Dann erfiillt ® die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen,
wenn fiir alle X € & die folgende Implikation gilt:

a; > a; = by > b, fiir alle 4,5 € {1,...,n}, (2.5.30)
wobei ay,...,a, € R die Eigenwerte von X und by,...,b, € R die Eigenwerte von ®(X) bezeichnen.
Hierbei gilt

diag(by, ..., b,) = ®(diag(as,...,an)), (2.5.31)
d.h. by,..., b, sind die zugehorigen Eigenwerte von ®(X) zu aq,...,a, von X.

Definition 2.5.45 (Baker-Ericksen-Ungleichungen (BE)). Sei ® wie in der vorigen Definition gegeben.
Dann erfiillt ® die Baker-FEricksen-Ungleichungen, wenn fiir alle X € & die folgende Implikation gilt:

a; > a; = by > b fiir alle 7,5 € {1,...,n}. (2.5.32)

Bemerkung 2.5.46. Da aufgrund der Isotropie von ® schon die Implikation a; =a; = b = b;
gilt, implizieren die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen die Baker-Ericksen-Ungleichungen. Aber nicht
jede isotrope Funktion, welche die Baker-Ericksen-Ungleichungen erfiillt, erfiillt auch die strikten Baker-
Ericksen-Ungleichungen. Als Gegenbeispiel hierzu betrachten wir die konstante Nullfunktion & = 0.

Bemerkung 2.5.47. Als Verschirfung der Bi-Koaxialititseigenschaft a; # a; = b; # b; ist natiirlich jede
Funktion, welche die Baker-Ericksen-Ungleichungen erfiillt, auch bi-koaxial.

Eine weitere Verschéirfung der Bi-Koaxialitdtseigenschaft von isotropen Funktionen wollen wir nun be-
schreiben. Truesdell nannte sie 1975 [78] zuerst die empirischen Ungleichungen (empirical inequalities).
Hierbei beziehen sich die besagten Ungleichungen auf Koeffizientenfunktionen in der Darstellung einer
isotropen Funktion laut Darstellungssatz (Lemma 2.5.28).

Definition 2.5.48 (empirische Ungleichungen (E-TSS)). Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und
®: & — Sym(n) eine isotrope Funktion mit der Darstellung

n—2
OX) = > BiX = BaX " +Bo-14.. 4B X" firalle X €6, (2.5.33)

i=—1

Die sogenannten empirischen Ungleichungen (empirical inequalities) stellen folgende Bedingungen an die
Abbildungen in den Invarianten S_1, B, ..., Bn—2: R™ — R. Es soll fiir alle X € & gelten:

6-1 <0, und Br >0 fﬁralleke{l,...,nf2},

Bo <0 Br >0 fireinke{l,...,n—2}. (2.5.34)

Bemerkung 2.5.49. Im Fall n = 3, also ®(X) = 8.1 X !+ By -1+ B1 X lauten die empirischen
Ungleichungen 5_1 <0, fg <0 und By > 0 fir alle X € G.

Truesdell fordert in seiner Definition der empirischen Ungleichungen, dass fiir ein k € {1,...,n — 12} die
strikte Ungleichung £ > 0 fiir alle X € & gilt. Dies ist fiir die in diesem Abschnitt herausgearbeitete
Implikationskette, an dessen Ende die Semi-Invertierbarkeit steht, nicht notwendig. Es reicht, wenn fiir
jedes X € & jeweils eine der Ungleichungen strikt ist. Zudem stellt sich die Forderung an By fiir die
Implikationskette als unniitz heraus. Mehr noch, in Bemerkung 6.1.6 aus Seite 138 stellen wir ein praktisch
relevantes Beispiel vor, das alle Bedingungen der (WE-TSS) erfiillt, bis auf die an 3y, welche verletzt wird.
Um diese unnétige Strenge bereinigt, definieren wir die schwachen empirischen Ungleichungen.

104.h. ®(diag(a1,...,an)) = (b,...,bn).
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Definition 2.5.50 (schwache empirische Ungleichungen (WE-TSS)). Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge
und ®: & — Sym(n) eine isotrope Funktion mit der Darstellung

n—2
X)) = Y BX = B X 48y 14 B X" fiiralle X € 6. (2.5.35)

i=—1

Die sogenannten schwachen empirischen Ungleichungen (weak empirical inequalities) stellen folgende Be-
dingungen an die Abbildungen in den Invarianten 5_1,031,...,08n—2: R™ — R. Es soll fiir alle X € &
gelten:

B_1<0 und By >0 fiir alle k € {1,...,n — 2},

Zudem muss es zu jedem X € G ein k € {1,...,n — 2} geben, sodass die Ungleichung S > 0 strikt ist,
insbesondere ist es nicht erforderlich, dass eine der Ungleichungen Sy > 0 fiir alle X € & strikt ist.

Bemerkung 2.5.51. Im Falln = 3, also ®(X) = 8_; X '+ 8y-1+31 X lauten die schwachen empirischen
Ungleichungen S_1 < 0 und 51 > 0 fiir alle X € &, wobei fiir jedes X eine der Ungleichungen jeweils
strikt ist.

Die empirischen Ungleichungen sind definitionsgemé&8 eine Verschirfung der schwachen empirischen Unglei-
chungen, somit erfiillt jede Funktion, welche die (E-TSS) erfiillt auch die (WE-TSS). Letztere verschérfen
zudem die strict Baker-Ericksen-Ungleichungen (BE™), wie das folgende Lemma zeigt. Und da die (BE™),
wie gezeigt, eine Verschirfung der Bi-Koaxialitdt bedeuten, erhalten wir die gewiinschte Eigenschaft der
Verschirfung von (bi-coax) durch die empirischen Ungleichungen.

Lemma 2.5.52. Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) erfiille die schwachen empi-
rischen Ungleichungen. Dann erfillt ® auch die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen.

Beweis. Sei X € Sym(n). Da ® die schwachen empirischen Ungleichungen erfiillt, gibt es 5_; < 0 und
B1>0,...0,-2 >0, wobei eine der Ungleichungen sogar strikt ist, sodass ®(X) = 7;31 B B! gilt. Seien
ai,...,a, € R die Eigenwerte von X und by, ...,b, € R die Eigenwerte von ®(X) mit diag(by,...,b,) =
@(diag(al, .. ,an)). Aufgrund der Isotropie von ® und da die 3; Invarianten von X sind, folgt

n—2
diag(b17 SER) bn) = Z Bi diag(ah s 7a'n)l
I=—1

und damit

n—2
by = Zﬁlaé fir alle k € {1,...,n}.
1=—1

Gelte nun 4,5 € {1,...,n} mit a; > a;, dann ist ,3_1ai_1 > ﬁ_laj_l und SBra; > 51aj,...,ﬂn_2a?_2 >
Bn_ga?_Q, wobei eine Ungleichung strikt ist. So erhalten wir

n—2 n—2
bi = Boaa; +Bo+ Y Bl > Baayt + B0+ Y Bal = by,
=1

=1

also erfiillt & die Baker-Ericksen-Ungleichungen. ]

Abschlieflend beziehen wir Satz 2.5.56 noch auf den Begriff der Invertierbarkeit.

Definition 2.5.53 (Invertierbarkeit). Sei & C Sym(n) und ®: & — Sym(n). Wir nennen ® invertierbar,
wenn es eine Umkehrfunktion ®~1: Sym(n) — & gibt, fiir die

X= 0o ' (®(X)) firalleXec® (2.5.36)

und
Y = (@ (Y)) fiir alle Y € Sym(n) (2.5.37)

gilt.
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Proposition 2.5.54. Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) eine invertierbare
isotrope Funktion. Dann ist ® auch semi-invertierbar.

Beweis. Sei X € & und Y := ®(X). Aufgrund der Isotropie gilt ®(QTXQ) = QTYQ fiir alle Q €
O(n) und damit fiir die Umkehrfunktion @~ 1(QTY Q) = QT XQ, d.h. ®~! ist ebenso isotrop. Mit dem
Darstellungsatz 2.5.28 gibt es Funktionen «y, ..., @,—1 in den Invarianten von Y mit

X = Ol(]'1+041Y+...+0[n,1Yn_1.

Nach Lemma 2.5.26 gibt es isotrope Funktionen dq, ..., a&n—1 mit a;(I1(Y),..., I, (Y)) = @;(Y). Mit der
Isotrope von @ ist auch X — a; (<I)(X )) isotrop, was die Existenz von Funktionen g, ...,%¥,_1 in den
Invarianten von X mit a; (I3 (Y),..., I,(Y)) = ¢;([1(X),...,1,(X)) und damit

X = o 1+ (X)) + ...+ b1 (X))
impliziert. |

Bemerkung 2.5.55. Auch wenn fiir isotrope Funktionen aus Invertierbarkeit immer Semi-Invertierbarkeit
folgt, kénnen wir diese Implikation nicht auf die empirischen Ungleichungen oder die Baker-Ericksen-
Ungleichungen verschirfen. Als Gegenbeispiel hierzu betrachten wir die isotrope Funktion ®: Sym(n) —
Sym(n) mit ®(X) = 1 — X. Sie ist invertierbar, erfiillt aber trotz ihrer Semi-Invertierbarkeit nicht
die Baker-Ericksen-Ungleichungen (und aufgrund der Implikationskette aus Satz 2.5.56 erfiillt sie nicht
(E-TSS), (WE-TSS), (BE™)).

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Satz 2.5.56. Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) eine isotrope Funktion, d.h. es
gilt

n—2
O(X) = Y BX' = BaX "4+ B-1+B/ X firale X €. (2.5.38)
i=—1
Hierbei sind die B_1,. .., Bn—2 reellwertige Funktionen in den Invarianten von X. Zu jedem X bezeichnen
wir die Eigenwerte von X mitay, ..., a, und die Eigenwerte von ®(X) mit by ..., by, wobei @(diag(al, . 7an))

diag(by,...,by,) gilt.

Dann gelten folgende Implikationen:

Bem.:2>.5.47 (bi-coax) Lemé5.43
(E-Tss) PU'E5 (we-Tss) A5 (BEY) (semi)
Bem.2.5.55 . Lem.2.5.54
= (invert) =
11

Hierbei bezeichnen:

(E-TSS): ® erfillt die empirischen Ungleichungen.
D.h. es gilt 6.1 <0, Bop <0 und By >1, ..., Bh_o >0 fir alle X und es gibt ein
ke{l,...,n—2} fir das Bx, > 0 fiir alle X gilt.
(WE-TSS): ® erfiillt die schwachen empirischen Ungleichungen.

D.h. es gilt B_1 <0, 81 >0, ..., Bp_o > 0 fiir alle X, wobei fiir jedes X eine der
Ungleichungen jeweils strikt ist.

1 Die Schreibweise speziell im Fall n = 3 finden wir auf Seite 135 vor. Dort wird der Satz auf Elastizitiitsgesetze angewandt.
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(BET): ® erfillt die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen.
D.h. es gilt a; > a; = b; > b; fir allei,j € {1,...,n}

(bi-coax) : ® st bi-koaxial.

D.h. jeder Figenvektor von X zu a; ist Eigenvektor von ®(B) zu b; und umgekehrt.

(semi) : ® ist semi-invertierbar.

n—1
D.h. es gilt X = Z P; <I>(X)i mit reellen Funktionen vg, ..., Y¥n_1 tn den Invarianten
i=0

von X.

(invert) : ® ist invertierbar.
D.h. es gibt eine Umkehrfunktion ®~: Sym(n) — & mit X = @~ (®(X)) fir alle
XeGundY =®(@1(Y)) fir alle Y € Sym(n).

Bemerkung 2.5.57. Die Implikation (E-TSS) = (semi) wird bereits von Truesdell in [78] erwihnt. Mit
ihr haben wir ein einfaches Kriterium fiir die Semi-Invertierbarkeit:

Sei & C Sym(n) eine isotrope Menge und ®: & — Sym(n) eine isotrope Funktion mit der Darstellung
n—2
O(X) = > BiX'  firalle X€S.
i=—1

und es gilt 51 < O0und By > 0,...,8,_2 > 0, wobei fiir jedes X wenigstens eine Ungleichung strikt ist,
dann ist ® semi-invertierbar.!?

2.6. Matrixexponential und Matrixlogarithmus

2.6.1. Exponential
Proposition 2.6.1. Sei f,,: R"*™ — R™*™ mit f,(X) = Z T Dann konvergiert f,, punktweise.
k=0

Beweis. Wir zeigen, dass (f"(X))neN eine Cauchyfolge ist. Dazu definieren wir g,: R**" — R mit

k
g (X) =37, HXM” , dann ist fiir jedes z € R™*™ und alle n,m € N mit n <m

)£l = || 2 5 < 2 BE = g0 s e

k=n+1 k=n+1

Da fiir jedes X € R™*" die Abbildung n — g,(X) = >"}_, H),i!Hk beschrinkt und monoton wachsend ist,

ist g, punktweise konvergent und damit (gn (X ))neN fiir jedes X € R™*™ eine Cauchyfolge. Nun folgt mit
Abschétzung (2.6.1) direkt das zu Zeigende. [ |

Die Wohldefiniertheit der folgenden Definition ergibt sich iiberhaupt erst durch Proposition 2.6.1.

12 Allerdings betont Truesdell in [78], dass die Implikation (BET) = (semi) nur unter der Voraussetzung nichtmehrfacher
Nullstellen gilt und — abweichend zu Bemerkung 2.5.47 — im Allgemeinen nicht gilt. Sie sprechen von einfachen Gegen-
beispielen, die sie trotz ihrer Einfachheit nicht angeben (kénnen?).
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Definition 2.6.2. Wir definieren das Matrizezponential auf den quadratischen Matrizen exp: R™"*" —
R™ "™ jiber die Potenzreihe
exp(X) = . (2.6.2)

- e
— k!

Fiir n = 1 entspricht das Exponential der Exponentialfunktion auf den reellen Zahlen.

Definition 2.6.3. Sei f: R — R. Die zugehorige primdre Matrizfunktion Ty: Sym(n) — Sym(n) ist

definiert als .

Tf(X) = Qdiag(f()q),...,f()\n)) QT = Zf()\i)~vi®vz', (2.6.3)

i=1

wobei A1, ..., A\, € R die Eigenwerte mit zugehorigen Eigenvektoren vy, ..., v, von X sind. Somit ist auch
X = Qdiag(A1, ..., A)QT mit Q := (vy]...|vy).

Fiir weitere Informationen iiber Matrixfunktionen siehe auch Richter [68].

Bemerkung 2.6.4. Ist die induzierende Funktion f nur auf den positiven Zahlen definiert, erhalten wir
durch analoge Definition 7f: Sym™(n) — Sym(n).

Folgerung 2.6.5. Sei ®: Sym(n) — Sym(n) eine primire Matrizgfunktion. Dann gilt X®(X) = ®(X)X
fir alle X € Sym(n).

Beweis. Die Aussage folgt, da X und ®(X) nach Definition offenkundig gemeinsam diagonalisierbar sind.

|
Proposition 2.6.6. Sei f,: Sym(n) — Sym(n) mit f,(X) = Z o Dann konvergiert f, punktweise
k=0
gegen die primdre Matrizexponentialfunktion Toyp: Sym(n) — Sym(n).
Beweis. Es ist mit f,: R — R und f,(z) = Sreo %I,C
"1 _ k
fu(X) = ZH (Q diag(M1,..., ) QT)
k=0
—~ 1 k AT
= Z Eleag()\l, At
k=0 "
L 1.k ENAPS
=Q > diag M) @
k=0
) n )\]{: n )\f:l T
= leag( ﬁ”zﬁ Q = jﬂlfw()()7
k=0 k=0
wobei Aq,..., A, € R die Eigenwerte von X sind.
Da nun f, gegen die Exponentialfunktion konvergiert ist nh_{lgo frn = Texp(X). |

Folgerung 2.6.7. Auf die Gruppe der symmetrischen Matrizen eingeschinkt ist das Exponential die
primdre Matrizexponentialfunktion, d.h. €XP| gym = Lexp-

Proposition 2.6.8. Fir X, Y € R™™" mit XY =YX gqilt

exp(X +Y) = exp(X) - -exp(Y). (2.6.4)
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Beweis. Mit dem Cauchyprodukt

erhalten wir

n X k n Yk . n Xkyn—k
exp(x)-ep(v) = Yo ST = Y A

Hierbei ist >, (7) X*Y"™% = (X + V)" genau dann, wenn X und Y kommutieren.

Folgerung 2.6.9. Fir X = A-N mit A € Sym(n) und N € R™*" nilpotent mit N°* = 0 gilt

1

S

Nk

exp(X) = exp(A4)-exp(N) = Qdiag(exp()\l), . ,eXp()\n))QT . -

=~
I

0

Hierbei sind Ay, ..., A\, € R die Figenwerte von A mit Diagonalisierung A = Q diag(Aq, ...

Q € O(n).
Sicherlich ist aXbX = bXaX, so erhalten wir:
Folgerung 2.6.10. Fiir alle X € R™*" und a,b € R gilt

exp((a+b)X) = exp(aX)-exp(bX).
Setzen wir a = b = 1, erhalten wir
Folgerung 2.6.11. Fliir alle X € R™*" gilt
2
exp(2X) = (exp(X)) .

Setzen wir jetzt noch a =1 und b = —1, so ist 1 = exp(X) - exp(—X) und damit:
Folgerung 2.6.12. Fir alle X € R™*" gilt
—1
exp(—X) = (exp(X)) .
Proposition 2.6.13. Fir X € R™*" und S € GL(n) gilt
exp(SXS™!) = Sexp(X)St.

Beweis. Fiir alle k € Ny ist (S X S~H)* = § Xk §-L.

(2.6.5)

) )‘n)QT mit

(2.6.6)

(2.6.7)

(2.6.8)

(2.6.9)

Auf symmetrische Matrizen X und orthogonale Matrizen ) eingeschriankt, erhalten wir die Isotropie des

Exponentials:

Folgerung 2.6.14 (Isotropie). Fiir X € Sym(n) und Q € O(n) gilt
exp(QXQT) = Qexp(X)QT.

Direkt aus der Definition der Potenzreihe folgt
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Proposition 2.6.15. Fir alle X € R™*" gilt
exp(XT) = (exp(X))T. (2.6.11)

Folgerung 2.6.16. Auf die Menge der symmetrischen Matrizen eingeschrinkt ist das Ezponential eine
primdre Matrizfunktion mit exp: Sym(n) — Sym™(n). Es gilt

exp(X) = Q diag(exp(\1),...,exp(\,)) Q" = Z exp(A;) - v; ® v, (2.6.12)
i=1
wobei A1, ..., A\, € R die Figenwerte von X sind mit zugehdrigen, paarweise orthogonales Eigenvektoren
V1. Uy von X und Q = (v1 | ... |vp).

Beweis. Fiir X € R™" mit X = X7, also X € Sym(n) gilt exp(X) = exp(X7T) = (exp(X))T, also
exp(X) € Sym(n). Mit Proposition 2.6.13 erhalten wir

exp(X) = exp(Q diag(A1, ..., An) QT) =Q exp(diag()\l, cey )\n)) QT
= Q diag(exp(/\l) y o exp(An) ) Q. [ ]

2.6.2. Logarithmus

Definition 2.6.17. Wir definieren den Matrizlogarithmus auf den quadratischen Matrizen exp: R®*" —
P(R™™) mit X > Log(X) :={Y € R"*" | exp(Y) = X }, als die Menge aller Lésungen exp(Log(X)) =
X.

Proposition 2.6.18. Fiir alle X € R™*" gilt
2 Log(X) C Log(X?). (2.6.13)

Beweis. Mit Folgerung 2.6.11 ist

eXp(2Log(X)) = (exp(Log(X)))2 = X2,
also 2 Log(X) C Log(X?). |
Proposition 2.6.19. Fiir X € R™*" und S € GL(n) gilt
Log(SXS5™") = S Log(X)S5™". (2.6.14)

Beweis. Mit Proposition 2.6.13 ist exp(S Log X S7!) = S X S~ also Log(SXS~1) = S Log(X)S~!.
|

Auf symmetrische Matrizen X und orthogonale Matrizen () eingeschrankt, erhalten wir die Isotropie des
Logarithmus:

Folgerung 2.6.20 (Isotropie). Fiir X € Sym(n) und Q € O(n) gilt
Log(QXQ") = Q Log(X)Q". (2.6.15)

Folgerung 2.6.21. Auf die Menge der symmetrischen, positiv definiten Matrizen eingeschrdnkt ist der
Logarithmus eine primdre Matrizfunktion, die wir aufgrund ihrer Ahnlichkeit zum reellen Logarithmus mit
log: Sym™(n) — Sym(n) bezeichnen. Fiir fir alle X € Sym™(n) ist

log(X) = Q diag(log(A1),...,log(\,)) Q" = Z log(A:) - v; ®@ vy, (2.6.16)
i=1
wobei \1, ..., A\, € R die Eigenwerte von X sind mit zugehdrigen, paarweise orthogonalen Eigenvektoren
V1., Up von X und Q = (v1 | ... |vp).

Beweis. Mit X = Qdiag(\1,...,\,)QT und mit der Umkehrfunktion'® log: R, — R von der reellen

13 Als Umkehrfunktion ist sie eindeutig.
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Exponentialfunktion exp: R — R folgt
Log(X) = QTog(diag(\, .., A))Q" = Qdiag(logAr,.., A)Q" = Tiog(X).

Siehe auch Richter [67]. |

Bemerkung 2.6.22. Fiir n = 1 entspricht der Logarithmus der Logarithmusfunktion auf den reellen
Zahlen.

2.7. Spurungleichungen

Fiir nichtkommutierende Matrizen X, Y € R™*™ gilt zwar nicht exp(X+Y) = exp(X)-exp(Y'), aber in die
Spurabbildung eingeschlossen und nur fiir symmetrische Matrizen gilt zumindest die folgende Ungleichung:

Proposition 2.7.1 (Golden-Thomson-Ungleichung). Fir alle X,Y € Sym(n) gilt
tr(exp(X +Y)) < tr(expX -expY). (2.7.1)
Ebenfalls in die Spurabbildung eingeschlossen ist die folgende Ungleichung tiber das Exponential:
Proposition 2.7.2 (Bernstein-Spurungleichung). Fir X € R™*" gilt
tr(exp(X + X)) > tr(expX -expX”). (2.7.2)

Bemerkung 2.7.3. Man beachte das zur Golden-Thomson-Ungleichung umgedrehte Ungleichheitszei-
chen.

Beweis. Siehe Bernstein [6, S. 156]. |
Proposition 2.7.4. Fir X € R™"*" gilt

tr(exp X) < tr(exp(symX)). (2.7.3)

Beweis. Formel (2.3

~—

aus Bernstein [6, Theorem 2.1, S. 156] besagt: Fiir alle A, B € R™*™ gilt

tr(exp(A + AT) + exp(B + BT)) > %tr(exp(QA) + exp(2B)) .

N | =

Setzen wir A := B := 1 X, dann gilt

tr(exp(%(X +XT))) = tr(exp(%(X —|—XT)) —&—exp(%(X —|—XT)))

N~ N~

> —tr(exp(X) +exp(X)) = tr(exp(X)). |
Proposition 2.7.5. Fir X € R™" gilt tr(sym X ) = tr(X).
Beweis. Es gilt mit der Linearitét der Spur und mit ihrer Invarianz gegeniiber Transponieren:
rlsym X) = tr(5(X + X)) = Sur(X)+ L ur(XT) = x(X). "
Folgerung 2.7.6. Fir X € R™"*"™ gilt
det(exp(sym X)) = det(exp(X)). (2.7.4)

tr(sym X) _ etr(X)’ (X) —

Beweis. Aus Proposition 2.7.5 folgt direkt e was aufgrund der Identitit e =
det(exp(X)) gleichbedeutend mit dem zu Zeigenden ist. |
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2.8. Heron-Verfahren

Lemma 2.8.1. Sei A € Sym™(n). Wir implementieren das Heron-Verfahren auf Sym™(n) und definieren
dazu die Folge (X, )nen rekursiv duch Xo = A und X141 = %(Xn + X, 1A). Dann konvergiert (analog
zum Heron-Verfahren auf R) (X, )neny mit B :=lim, o X, und B2 = A.

Beweis. Sei @ € O(n), Dy = diag(\(A)), sodass A = QDyQ" gilt. Zudem sei fiir ein & € N auch
X € Sym™(n) und es gilt X,, = QD, QT mit D,, = diag(\(X,,)). Dann ist

X1 = %(Xk + X, 'A)
- % (@DxQ" + (Q@DxQ")'QDoQ")
_ %(QD,CQT +QD;'QTQDYQT)
- Q <;(Dk + Dk_lDo)) QT
_ 0 (diag (;(Al(xk) + A (X5) T A(A)), - %(MXW + *n(Xk)_lA”(A))» Qo'

2

Somit ist Xj41 € Sym™(n) und es gilt \;(Xpt1) = fi(Ni(Xg)) und X;(X1) = X\i(A). Somit konvergiert
jeder Eigenwert von Xj nach dem Heronverfahren auf R , d.h. lim, . Ai(X,) = /Ai(4). Also gilt
B = 1lim;,, 00 Xpn = QvVDoQT und so B? = A. |

e QAN fa (X)) QT mit fi(a) = © (;v+ % . MA)) 0.

2.9. Monotonie und die Tschebyscheff-Summenungleichung

Zunichst geben wir eine Ubersicht iiber einige Definitionen und Basisungleichungung, die wir im Folgenden
benutzen. Fiir tiefergehende Betrachtung siehe Marshall, Olkin und Arnold [45] und Hardy, Littlewood
und Pdlya [34].

Definition 2.9.1 (Komponentenweise Monotonie). Seien z,y € R™. Dann schreiben wir z < y (und
y > x), falls gilt
x < Yy fir alle 4 € {1,...,n}.

So nennen wir eine Funkton f: R* - R
i) monoton wachsend, falls f(x) > f(y) fir alle z,y € R™ mit z < y;
il) monoton fallend, falls f(x) < f(y) fiir alle z,y € R® mit z < y.
Definition 2.9.2 (Geordneter Vektor). Let z € R”.

i) Wir bezeichnen mit * die Umordnung von z in absteigernder Sortierung, das bedeutet eine Permu-
tation der Komponenten von z, sodass gilt

x¢>xéz...2x¢

1 = n-
ii) Wir bezeichnen mit z" die Umordnung von x in aufsteigender Sortierung, das bedeuetet eine Per-
mutation der Komponenten von x, sodass gilt
JZI < xg < ... < xIL

Lemma 2.9.3 (Umordnungsungleichung). Seiena; < as < ... < a, undby < by < ... < b, zwei monoton
wachsende Folgen reeller Zahlen, dann gilt fir alle Permutationen m von {1,2,...,n}

zn:aibi 2 En:aﬂ(i) bl 2 zn:aier,l,i. (291)
i=1 =1 i=1

48



2. Matrix-Analysis

Beweis. Wir zeigen die linke Ungleichung von (2.9.1) mittels vollstéindiger Induktion. Der Beweis der
rechten Ungleichung erfolgt analog.

Fiir n = 2 existieren nur die Identitit und 7(1) = 2, 7(2) = 1 als Permutation. Der erste Fall ist trivial,
fiir den zweiten sehen wir

ar by +asby > asb;y +a1by & (al—ag)(bl—bz) > 0.
>0 >0

Als Induktionsvoraussetzung (IV) sei (2.9.1) erfiillt fiir ein n € N und fiir n = 2, dann ist 7 eine vorgege-

benen Permuation von {1,...,n+ 1}. Wir definieren 7 als Permutation von {1,...,n} mit 7(¢) = 7 () fiir
ie{l,....,r—1Lr+1,...,n} und 7(r) = s. Nun kénnen wir abschitzen:
n+1 n IV n n
Z a;b; = Z a;ibi +any1bpi1 = Z a7 (i) bi + an1 bnta
i=1 i=1 i=1
n n
= Q7 (3) bi + Az (r) br + Gn+t1 bn—i—l = Z Qr (i) bi +as b7‘ + an+t1 bn+1
i=1,ir i=1,ir
IV 2 n n n+1
Z afr(i) bi + Ap+1 br + as bn—i—l = Z a’ﬂ'(i) bz + aﬂ'(r) bT + a7r(n+1) bn+1 - Z aﬂ(i) bl 5
i=1,itr i=1,ir i=1
(2.9.2)
somit ist (2.9.1) fiir n + 1 erfiillt. [ |

IA

Lemma 2.9.4 (Tschebyscheff-Summenungleichung). Seien a1 < ag < ... < a, und by < by . < b,

zwei monoton wachsende Folgen reeller Zahlen. Dann gilt

n

Zaibi Z i(i(]q) (ilh) Z iaib"+1_i. (293)
i=1 i=1 i=1

i=1
Bemerkung 2.9.5. Gleichheit gilt in (2.9.3) genau dann, wenn zumindest a; = as = ... = a, oder
by = by = ... = by,. Siehe auch Mitrinovié¢, Pecarié, Fink [50, S. 240].

Beweis. Die Ungleichung folgt direkt aus der Umordnungsungleichung. Wir kénnen die Summanden des

Produktes (3" a;) (3 b;) in n Summen iiber a, ;) b; gruppieren:'*

(Z ai) <Z bz‘) = ar by +as by +asbs+...+ap_1bp_1 +anb,
i=1 i=1

+ asby +asbs +agbs+ ... +a, b1+ ai b,
+ azby +asbs+asbs+...+ayb,—1 +a2b,

NE

Q4 k—1 b,
1

+ apbi+arba+asbs+...+ap_oby_1+an_1b, =

n

12

ES
Il

demnach (37 1 a;) (D071 bi) = Dop_y Doty Gry(s) bi mit 7y als eine Permutation von {1,...,n}. Jede
Summe Y7 | ar, () bi kann durch (2.9.1) abgeschéitzt werden, sodass wir

nzaibi > (Z%‘) <sz> > nzai br+1—i
i=1 i—1 i1 i—1

erhalten, was dquivalent zur Aussage ist. |

Mwobei der Index i + k — 1 modulo n gemeint ist
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2.9.1. Partialbruchzerlegung

Lemma 2.9.6. Seien zi,...,2, paarweise verschiedene komplexe Zahlen und k € {0,...,n — 1}. Dann
gilt
n Zf tk
= = —% fiir allet € C\ {z1,...,2n}- (2.9.4)
2 =)y =) Tt —2) "

Z.B. erhalten wir fiir n = 3 und k£ = 2:
a2 2 C2 t?

b _
@ Da—ot—a T t-a6-00"b T caehi—0 ~ a0

Beweis. Sei k € {0,...,n — 1}. Dann existieren nach dem Satz iiber die Partialbruchzerlegung komplexe
Zahlen ay,...,a,, sodass

tk a;
- = fir allet € C\ {z1,...,2n}.
[ (t—2) ; t—z;

Sei nun j € {1,...,n} beliebig. Beidseitiges Multiplizieren mit ¢ — z; ergibt

n

tk t—z
= = a; fir allet € C\ {21,...,2n}-
[Ti= (t = 2i) ; t—2

i#j

Die Gleichung ist stetig ergédnzbar, Grenziibergang t — z; ergibt

¥ =
—_—— = a;.
T2 (25 — 2i) !
i
Folgerung 2.9.7. Seien z1,...,z, € C paarweise verschiedene komplexe Zahlen. Dann gilt
n Sk
—_— =0 fir alle k € {0,...,n —2}. (2.9.5)
; H@:l(zj - zi)

Z.B. erhalten wir fiir n =4 und k£ = 2:

2 2 2 d2

a b C _
@@= T t-at-a0-9 T aehea T @aina—g = 0

Beweis. Sei k € {0,...,n —2}. Nach (2.9.4) gilt

S -

= — fiir alle t € C\ {21,...,2n-1}- (2.9.6)
j=1 t_Z])Hz#l (zj — z) Hi;ll(t_zi)
Setzen wir nun ¢ := z,, fiilhrt uns Umstellen direkt auf das Resultat. [ |

2.10. Differenzierbarkeit

Lemma 2.10.1 (Partielle Integration fiir Vektorfelder). Sei Q@ C R™ eine offene Menge und A C Q
kompakte Menge mit glattem Rand. Dazu seiu: Q — R ein stetig diffenzierbares Skalarfeld und f: Q —V
ein stetig diffenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/u(:c) div f(z) do = / (u(a:)f(z),n(x)>d5(a:)—/(f(x), Vu(z))dz. (2.10.1)
A 0A A

Hierbei ist n(x) die nach auflen orientierte Normale zur Tangentialebene von 0 im Randpunkt x € 0.
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Beweis. Mit Proposition 1.2.10 gilt

/Adiv(u(ac) f(z))dz = /A<Vu(:v) , f(x)) +u(z) div f(z) dx.

Mit Lemma 1.2.13 gilt

/ div(u(z) f(z)) dz = / (u(z) f(x), n(x))dS(z) .
A oA

Gleichsetzen und Umstellen unter Ausnutzung der Linearitit des Integrals liefert die Aussage. ]

Lemma 2.10.2 (Partielle Integration fiir Matrixfelder). Sei Q@ C R™ eine offene Menge und A C §2 eine
kompakte Teilmenge mit glattem Rand. Dazu sei p: 0 — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld und
d: Q — R™ ™ ein stetig differenzierbares Matrixzfeld. Dann gilt

i = Y (2)®, ()T . n(z x) — T €T T
/Aw<x>,dw¢<x>>dx - /8A<Zsoz< )(2)7 , n(x) ) dS(x) /<¢><>,D¢< e, (2102)

i=1 A

Hierbei ist n(x) die nach aufen orientierte Normale zur Tangentialebene von Q im Randpunkt x € 0Q
und ®;(x) bezeichnet die i-te Zeile von ®(x).

Beweis. Wir ziehen die Aussage auf die partielle Integration fiir Vektorfelder zuriick.

Wir driicken ® zeilenweise durch ®4,...,®,, mit ®; = (<I>Z-1 - <I>m) aus, dann ist
(2 div (I)Z
p = und divd = :
¥n div (I)n
also

(p(x), divd(r)) = Z< i), div®;(z)).

i=1
Fiir die Jacobi-Matrix von ¢(z) gilt
@ ... 8@ Ve ()"
Dy(z) = : = ,
o () 5o (@) Vipn ()"

also

Aufgrund der Linearitéit des Skalarproduktes gilt offensichtlich

n

(D e@) @) n@) = Y (wile)®i(2)", n(@)).
=1

=1

Wir kénnen nun die Argumente der drei Integrale der Aussage als Summen iiber Ausdriicke in den Kom-
ponentenfunktionen ausdriicken. Mit Lemma 2.10.1 gilt

/ (ps(a), div®;(2)" ) de = / (i(2) B3(2)7 , n(x)) dS(z) - / (8:(2)" . Vepa(z) ) da.
A 0A

A

Ein Summieren iiber alle ¢ € {1,...,n} liefert mit der Linearitit des Integrals die Aussage. ]
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Ist ¢ eine Testfunktion auf A, dann gilt sogar

Folgerung 2.10.3. Sei Q) C R" eine offene Menge und A C § eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand.
Dazu sei p: Q — R™ eine Testfunktion auf A und ®: Q — R™ ™ ein stetig differenzierbares Matrizfeld.
Dann gilt

/(go(x),div@(m))dx = —/(Dgp(m), O(z))de. (2.10.3)
A A

Definition 2.10.4 (Lebesgue-Raum). Sei 2 C R™ offen. Fiir p > 1 bezeichnen wir die Menge
@) = {r0-r| / F@) dz < o0} (2.10.4)
Q

mit der Norm ||fHLp(Q = [, |f(2)]P dz als Lebesgue-Raum™ LP(£2).

Der Raum LP(Q,R™) besteht aus allen Funktionen f: Q — R™, deren Komponentenfunktionen f; in LP(2)
sind, fiir die Norm ergibt sich entsprechend ”fHTip(sz) g = Doy Jo Ifi()]P da.

Mit
LY () = {f Q—R ) /K |f(z)|Pdz < oo fiir alle kompakten Teilmengen K C Q} (2.10.5)
bezeichnen wir die Menge der lokal p-integrierbaren Funktionen.'® Sind fiir eine Funktion f: Q — R™ alle

Komponentenfunktionen lokal p-integrierbar, so ist f selbst lokal p-integrierbar.

Bemerkung 2.10.5. Im Falle von p = 1 ist vorige Definition dquivalent zu: Eine Funktion f: Q — R
heifit lokal integrierbar, wenn fiir alle Testfunktionen ¢ :  — R gilt

/If z)|dr < oco. (2.10.6)

Bemerkung 2.10.6. Jede Funktion f € LP(Q) ist lokal p-integrierbar, d.h. L} () C LP(Q).

Proposition 2.10.7. Fiir jede offene Menge Q C R™ ist der Lebesgue- Raum LP(2) mit der Lebesque-Norm
|-l e () vollstindig, also ein Banachraum.

Lemma 2.10.8 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei Q@ C R™ eine offene Menge und f €
L?(Q,R"™) eine reellwertige Funktion. Zudem gelte

/(f(:v) , Y(x))de = 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € C3°(Q,R"). (2.10.7)
Q

Dann ist f(x) =0 fast iberall.

Beweis. Siehe Evans [26]. ]

Bemerkung 2.10.9. Ist f: Q — R” sogar stetig, so ist f die Nullfunktion.

Um das Konzept der schwachen Differenzierbarkeit zu beleuchten, stellen wir zunéchst fest, dass fiir eine
beliebige differenzierbare Funktion f € C1(£2) mit offener Menge 2 € R™ und eine beliebige Testfunktion
¥ € C§°(Q) die partielle Integrationsformel

_ of
/ fa axz = - [ F i@

5 Hierbei sind f,g € LP gleich, falls sie fast iiberall gleich sind. Streng genommen sind die Elemente aus LP also keine
Funktionen, sondern Aquivalenzklassen von Funktionen. Deren Reprisentanten bezeichnen wir aber weiterhin als die
Elemente des Lebesque-Raums LP.

16Tm Falle von p = 1 auch lokal integrierbare Funktionen genannt.
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mit 5L € C%(Q) fiir alle i € {1,...,n} gilt. Ist f lediglich in Lj (), so sind beide Seiten der Integrations-
formel noch wohldefiniert, wenn wir 5~ AL durch die Abbildung g; € Li () ersetzen. Gilt zudem Gleichheit,
so bezeichnen wir g; als die i-te schwache partielle Ableitung aus der sich dann die schwache Ableitung
zusammensetzt. Wir verwenden im Falle schwacher Differenzierbarkeit die gleichen Bezeichner Df, V f,

% wie bei klassischer Differenzierbarkeit.

Verallgemeinern wir das Vorgehen auf (gemischte) hohere Ableitungen, erhalten wir

Definition 2.10.10. Sei Q € R" offen, f € L{ (?) C L'(©2) und « € Nj ein Multiindex. Zudem existiere
eine Funktion g, € L] _(Q) mit

F@)D(z) de = (—1)l / (@) V(@) de  fiir alle ¥ € C2°(Q). (2.10.8)
Q Q

Dann bezeichnen wir D f := g, als (gemischte partielle) schwache Ableitung von f. Existieren die Ab-

leitungen D f fiir alle Multiindizes « € Ng mit || < k € N, so nennen wir f insgesamt k-mal schwach

differenzierbar bzw. schwach differenzierbar bis Ordnung k.

Bemerkung 2.10.11. Aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt direkt!”, dass sémtliche
schwachen Ableitungen D®f eindeutig sind.

Ist f € C*(Q), so sind die schwachen Ableitungen mit den klassischen identisch.

Bemerkung 2.10.12. Jede schwach differenzierbare Funktion ist fast iiberall differenzierbar. Die Um-

kehrung gilt allerdings nicht, als Gegenbeispiel betrachten wir die Sprungfunktion f: R — R mit f(z) =0
fir £ <0 und f(z) =1 fir z > 0.

Beispiel 2.10.13. Sei Q2 = (—1,1) und f: Q — R die Betragsfunktion mit f(x) = |z|. Dann ist f nicht
differenzierbar, aber fast iiberall differenzierbar mit f’(z) = sgn(z) fiir alle z € Q\{0}. Die Signumsfunktion
ist dennoch die schwache Ableitung der Betragsfunktion, denn es gilt fir alle ¢ € C§°(92)

/11f(m)1/f’(w)dw / (—o)/(a >dx+/1w< )de
/ —(x d:rf/ U(x /1 sgn(z) Y(x)da. (2.10.9)

-1

Definition 2.10.14. Fiir £ € N und p > 1 bezeichnen wir die Menge
WFP(Q) = {f € LP(Q) | gemischte partielle schwache Ableitungen D*f € LP(Q) fiir alle |a| < &k},

mit der Norm

||fH€Vk,p(Q) = Z HDainp(Q) (2.10.10)
la| <k

als Sobolev-Raum W*P(Q).
Analog definieren wir die Menge der schwach differenzierbaren Funktionen mit lediglich lokal integrierbaren

Ableitungen:

WEP(Q) == {f € LP(Q) | gemischte partielle schwache Ableitungen D* f € LY (Q) fiir alle |of <k} .

loc

Bemerkung 2.10.15. Jede Funktion f € W¥*P(Q) ist, da alle gemischten partiellen Ableitungen bis zur
k-ten Ordnung auch lokal integrierbar sind, ebenfalls in Wlif(ﬁ), d.h. WEP(Q) C Wlif(ﬁ)

Proposition 2.10.16. Fiir jede offene Menge  C R™, k € N und p > 1 ist der Sobolev-Raum WP (£2)
mit der Sobolev-Norm ||-|lyww.»(q) vollstindig, also ein Banachraum.

"Fiir zwei Kandidaten g, g gilt fQ g(z) ¢ fQ g(z) ¥ (z) fir alle ¢ € C§°(Q) und damit g — g = 0 fast iiberall.
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Bemerkung 2.10.17. Betrachten wir z — D" f [] als Abbildung von = € Q auf den Tensor k-ter Stufe
bestehend aus den gemischten partiellen Ableitungen k-ter Ordnung, so ergibt sich

HDkf”I[),p(Q) = Z ”Daf”ip(g) (2.10.11)
la|=k
und wir kénnen schreiben
£y ko) = 110y + DIy + -+ ID Il g - (2.10.12)

Lemma 2.10.18. Gegeben sei ein Gebiet'® 0 C R™ mit C2-Rand und eine Funktion g: 0Q — R™ auf
dem Rand von ). Wir bezeichnen mit

M = {9eC(Q) | V],,=9} (2.10.13)

die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen 9: Q1 — R™, die der Randbedingung gehorchen, dass
ihre stetige Fortsetzung'® auf dem Rand von € identisch mit g ist.

Zudem sei eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion L: Q x R™ x R"*™ — R mit (z,y,p) —
L(z,y,p) gegeben.
Besitzt die Funktion

[CYQ) SR mit 1) — / L(z,0(x),DI(z)) dz, (2.10.14)
Q
ein Minimum 99 € M, dann erfillt dieses die schwache Form der Euler-Lagrange-Gleichung:

[ (L uta). Dulal) b))
+ (VyL(z, Yo(x), DUgla]) , DY(z)) dz = 0 fir alle v € C5°(2). (2.10.15)

Ist das Minimum 9y € M sogar zweimal stetig differenzierbar, so erfillt es die Euler-Lagrange-Gleichung:
VyL(z, ¥o(x), Ddlz]) — divV,L(z, do(z), Ddglz]) = 0 fiir alle x € Q. (2.10.16)

Bemerkung 2.10.19. Wir bezeichnen ein ¢, das die schwache Form einer Euler-Lagrange-Gleichung
erfiillt, als schwache Losung der Euler-Lagrange-Gleichung. Erfiillt ¢ sogar die Euler-Lagrange-Gleichung
selbst, so nennen wir ¥ Losung der Gleichung.

Beweis. Wir zeigen nun (2.10.15) fiir 99. Hierfiir sei ¢ € C§°(Q) eine beliebige Testfunktion auf Q. Fiir
hinreichend kleines € > 0 definieren wir die Funktion f: (—e,e) = R mit Y(t) = I(Jo + ¢ - 1). Mit T(0) =
I(99) hat Y ihr Minimum bei ¢ = 0. Aus der Differenzierbarkeit von I folgt auch die Differenzierbarkeit
der Verkettung mit ¢t — 4 + ¢ - v, also die Differenzierbarkeit von Y, somit muss fiir die Minimalstelle
Y'(0) = 0 gelten.

Nun formen wir um:

0= T(0) = %(ﬂwtw —o
= L[ L, dola) + £0@). Dio(o) + Dis(o) ) da
Q t=0
A _

/g)(VyL(x, Vo(z), Dolz]) , ¥(z)) + (VpL(w, o(x), Dolz]) , DY(z))da. (2.10.17)

18D.h. eine offene, nichtleere und zusammenhingende Menge
9Wir verwenden die Einschrinkung auf den Rand als Einschrinkung der Fortsetzung, d.h. limy—4, f(z) = g(zo) fiir alle
zg € 0.
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Ist ¥ sogar zweimal differenzierbar, dann existiert die Ableitung div V,L(z, 9 (z), DYo[z]) und wir kénnen
mit partieller Integration fiir Matrixfelder (Proposition 2.10.2) weiter umformen:

- /waL(x, do(x), Ddola] ) , (@) — (divV,L(z, do(x), Diola]) , v(x))da
- /ﬂ(VyL(x, Bo(x), Dola] ) — div V,L(z, do(x), Dila] ), v(x)) de.
Da ¢ € C5°(92) beliebig gewiihlt war, liefert uns Lemma 2.10.8 nun
VyL(z, do(x), DUo[z]) — divV,L(z, Jo(z), Ddo[z]) = 0, (2.10.18)

was wir zeigen wollten. [ |

Bemerkung 2.10.20. Eine Funktion 9y erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung, wenn sie ein lokales Mi-
nimum, ein lokales Maximum oder einen Sattelpunkt der Abbildung ¢ — I(¥) darstellt. Somit ist das
Erfiillen der Euler-Lagrange-Gleichung nur ein notwendiges, aber kein hinreichendes Kriterium fiir eine
Funktion, Minimierer von I zu sein. Nicht jedes 1y, das die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt, ist ein
Minimierer von I.

Wohldefiniertheit von Energiefunktionalen
Proposition 2.10.21. Sei D CR" ™ ynd W: D — R mit
[W(EF)| < ||F|P fiir alle F € D (2.10.19)

und ein Gebiet Q C R™ gegeben, dann ist fiir jedes ¢ € WFP(Q) mit Do(Q) C D das Funktional
I(p) = / W (Dy(z)) dz (2.10.20)
Q
wohldefiniert.

Beweis. Da ¢ € WFP(Q), sind sowohl ¢ € LP(2) als auch Dy € LP(2, R™). Mit Letzterem erhalten wir

[w@ew)ias < [[Delrdr = [Delfuze) < o .

Folgerung 2.10.22. Sei D C R™*"™ und W: D — R mit
[W(F)| < ¢1+ceFIIP fir alle F € D (2.10.21)

mit Konstanten ¢, € R und co € Ry gegeben. Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet?”, dann ist fiir jedes
© € WFP(Q) mit Dp(Q) C D das Funktional

I(p) = /QW(Dcp(x))dx (2.10.22)
wohldefiniert.

Beweis. Mit Proposition 2.10.21 folgt [, [W (De(z))|dz < ¢ | + 2 ||D90||1£p(9,w) < 0. |

20D h. Q] := [g1dz < oo.
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2.10.1. Differentiation von L: GL"(n) — R mit L(QX) = L(X)

In Abschnitt 4.2 auf Seite 101 ff untersuchen wir im Kontext der Modellierung von Elastizititsgesetzen die
Invarianz von Tensorfunktionen L: GL"(n) — R gegeniiber Rotationen von links, d.h. L(QX) = L(X) fiir
alle X € GL(n) und Q € SO(n) und ihre Darstellung iiber symmetrische Funktionen L: Sym* (n) =R
mit L(XTX) = L(X). Die Grundlage wollen wir in diesem Abschnitt fernab des Anwendungsbezugs legen.

Proposition 2.10.23. Sei f: R™*" — R™ " mjit f(X) = X7 X. Dann ist

Df[X].H = XTH+H"X  fir alle X, H € R™™, (2.10.23)
Beweis.
fX+H) = X+H"(X+H) = XX + X"TH+H"X + H'H  mit lim RUH) _ 0
— = =~ 20 ||H||
=Df[X].H =R(H)

Proposition 2.10.24. Seien A, X, H € R"*™. Dann gilt
(A, XTH+H"X) = (2X symA, H). (2.10.24)

Beweis. Mit der Linearitdt des Skalarproduktes folgt:
(A, XTH+H"X) = (A, H'X) + (A, XTH)
= (AXT HT) + (XA, H)
= (XAT H) + (XA, H)
= (2XsymA, H). |
(2XsymA, H)
Proposition 2.10.25. Sei L: GL(n) — R mit L(QX) = L(X) fiir alle X € GL*(n) und alle Q € SO(n).

Dann eistiert eine Abbildung L: Sym™*(n) — R mit L(XTX) = L(X) fiir alle X € GL*(n). Fiir diese
Abbildung und fiir alle X, H € GL"(n) gilt

DL[X].H = DL[X"X].(X"H + HTX), (2.10.25)

bzw.
(VL(X),H) = (VL(X"X), X"TH+H"X) (2.10.26)

und
VL(XTX) = %X*WL(X) € Sym(n). (2.10.27)

Beweis. Sei X € GLY(n) und X = RU mit R € SO(n) und U € Sym™(n). Fiir beliebiges Y € Sym™(n)
setzen wir L(Y) := L(v/Y), dann ist

LIXTX) = L(WXTX) = L(U) = L(RU) = L(X).

Setzen wir nun f: GL"(n) — Sym(n) mit F(X) = X7X, dann ist E(f(X)) = L(X) und Ableitung
mittels der Kettenregel und Anwendung von Proposition 2.10.23 liefert

DL(X].H = (DLIXTX]-Df[X]).H = DLIXTX].(XTH + H'X),
was wir im Skalarprodukt auch als
(VL(X),H) = (VL(X"X), XTH+H"X)
schreiben kénnen. Mit Proposition 2.10.24 wird dies zu
(VL(X),H) = (2XsymVL[XTX], H),

also VL[X] = 2XVL[XTX], da die Ableitung cines Skalarfeldes auf einem symmetrischen Argument
selbst symmetrisch ist. Umstellen liefert schliefflich die letzte Gleichung. ]
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Folgerung 2.10.26. Sei L: GL"(n) — R mit L(QX) = L(X) fir alle X € GL"(n) und alle Q € SO(n).
Dann ist r
(X'DL[X])" = X 'DL[X] fir alle X € GL"(n). (2.10.28)

2.11. Konvexitat

Definition 2.11.1. Sei M eine Teilmenge eines reellen Vektorraums. Wir bezeichnen M als konvex, wenn
tr+(1—-t)ye M fiir alle z,y € M und alle ¢ € [0, 1] (2.11.1)

gilt, also wenn die Verbindungsstrecke zweier Punkte aus M selbst vollstdndig in M enthalten ist.

Definition 2.11.2. Sei M eine konvexe Teilmenge eines reellen Vektorraums. Wir bezeichnen eine Funk-
tion f: M — R als konvex, wenn

fltz+(1—-t)y) < tfl@)+(1—1t)fy) firallez,y € Mundallet € [0,1] (2.11.2)

gilt, also wenn fiir die Verbindungsstrecke zwischen beliebigen Stellen z,y € M der zugehorige Graph
unterhalb der Verbindung (z|f(z)) mit (y[f(y)) liegt.

Proposition 2.11.3 (Konvexitit stetig differenzierbarer Funktionen). Sei M eine offene, konvexe Teil-
menge eines reellen Vektorraums und f: M — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann ist dquivalent:

i) f ist konver.

it) Flir jeden Punkty € M liegt die Tangentialebene an f in y unterhalb des Graphen, d.h. es gilt
f@)=fly) > (Vf(y),z—y)  firallex,y e M. (2.11.3)

iii) Der Gradient von f ist monoton wachsend, d.h. es gilt
(Vf(x) =Vfly),z—y) > 0  firallez,yc M. (2.11.4)

Im Falle von f € C?*(M) sind i) — iii) zudem dquivalent zu:

iv) Die zweite Ableitung ist positiv semidefinit, d.h. es gilt
D?f[z].(h,h) > 0 fir alle x € M und alle h € span(M). (2.11.5)
Beweis. Siehe Evans [26]. ]

Direkt aus der Linearitdt der Ableitung folgt:

Proposition 2.11.4. Sei M eine offene, konvexe Teilmenge eines reellen Vektorraums und f,g: M — R
zwei konvere Funktionen. Dann ist auch die Summe f + g konvexz.

Ist die duflere Funktion monoton wachsend, so ist auch die Verkettung zweier konvexer Funktionen konvex:

Proposition 2.11.5. Fir D CR sei f: D — R eine konvere und monoton wachsende Funktion, M eine
offene, konvexe Teilmenge eines reellen Vektorraums und f: M — D eine konvexe Funktion. Dann ist die
Verkettung f o g: M — R konvez.

Satz 2.11.6. Sei f € C%(R,). Dann ist die Funktion Sym*(n) — R mit X — f(det X) genau dann

konvex, wenn
n—1

1 (s) + f'(s) >0 und  f'(s) < 0  firalles€eRy (2.11.6)

ns
erfillt ist.
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Beweis. Siehe Lehmich, Neff und Lankeit [44]. |
Folgerung 2.11.7. Die Funktion W : Sym™(n) — R mit W(C) = —tr(log C) ist konves.

Beweis. Mit trlog = log det miissen wir nur noch Bedingung (5.0.1) fiir f(s) = —log(s) priifen. Es ist
1

fl(s) = -2 <0 firalleseRy
und
f'(s) = 1 und damit F(s)+ n-1 f(s) = L >0 firalleseR [ |
82 ns 7182 - + -

Lemma 2.11.8. Seia € Ry und w: Ry — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann ist die
Funktion Sym™(n) — R mit

X = atr(Ts(X)) (2.11.7)
genau dann konvex, wenn w konvez ist.

Bildet w ausschliefSlich in die positiven Zahlen ab und ist konvez, ist sogar
2
X = a (tr(T@(X))) (2.11.8)

konvex.

Ist w linear, dann ist X + o tr(Tz(X)) sogar fir alle a € R konves.

Bemerkung 2.11.9. Aus diesem Lemma ldsst sich ebenso wie mit Satz 2.11.6 die Konvexitét von W
Sym™(n) — R mit W(C) = —tr(log C) = tr(T- 105 (C)) belegen.

Beweis. Mit Proposition 2.5.34 ist Da tr(T3[X]) = aTw(X) = Taw (X). Also ist X — Dtr(T5[X])
genau dann monoton wachsend, wenn z — «w'(x) monoton wachsend ist. Letzteres ist fiir positives «
dquivalent zum monotonen Wachstum von z +— w'(z). Ergo ist X — « tr(T(X)) genau dann konvex,
wenn x — w(x) konvex ist. Siehe hierzu auch Davis [22].

Ist w konvex und positiv, so ist X — tr (T w(X )) konvex und positivZ!. Verkettung mit der auf R konvexen
Funktion z — a 22 ergibt nach Proposition 2.11.5 eine konvexe Funktion.

Ist W = az +b, soist Datr(TH(X)) = @a-1 und damit (Vxa tr(T3(X)) — Vxa tr(T(Y)), X —Y) =
(0, X -Y)=0. n

Folgerung 2.11.10. Sei @ € C'(R.) eine konveze Funktion mit @'(1) = 0 und f € C*(Ry) erfille die

~

Bedingungen aus Satz 2.11.6 und f'(1) = 0. Dann ist die durch
W(C) = G\ +D(\2) + @(A\2) + f(detC)  fiir alle C € Sym™(3) (2.11.9)

definierte Funktion W € C? (Sym™(3)) konvex. Zudem erfillt sie D W(l) = 0. Hierbei sind \2,2\3,\2 e R
die Figenwerte von C.

Folgerung 2.11.11. Seien o, ¢ € R, sowie 3,7,5 € Ry U {0} und sei W Sym™ — R mit
W(C) = atr(C)+ B tr(C)? + v tr(C?) — § logdet C + C . (2.11.10)

Dann ist ﬁ/\ konvez.

21Dje Spur entspricht bei symmetrischen Matrizen der Summe aller Eigenwerte. Sind diese das Bild einer positiven Funktion,
so ist die Spur selbst positiv.
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Lemma 2.11.12. Sei W gegeben wie in Folgerung 2.11.11. Zudem sei  C R™ ein Gebiet und ¢ € Ry
eine Konstante. Dann ist das Energiefunktional

I(p) = /QW(V<p(a:)) dz (2.11.11)

fiir alle € WH4(Q,R™), die det Vip(z) > ¢t fiir alle z € Q erfiillen, wohldefiniert.

Beweis. Es ist

tr(C) = tr(Ve(2) V() = [Ve@)|* < 1+[Ve()]*,

tr(C)? = tx(Ve(2)"Ve(2))* = |Ve(a)|*,

tr(C?) < t(C)? = [[Ve(a)|*,

—logdetC' = —210gdet(V<p(x)) < —2logct
[ —
>ct
und damit
W(F) = W(C) = atr(C)+ B tr(C)% +~ tr(C?) — v logdet C + ¢

IN

a1+ [[Ve(@)[*) + BIIVe@)]* +7 Vo) =24 logc™ +¢
(o + B+ IVe(@)||* + (o =28 log ™ + ().

Mit Folgerung 2.10.22 folgt nun die Wohldefiniertheit des Energiefunktionals fiir alle ¢ € WH4(Q,R?). H

2.12. Majorization und Schur-Konvexitat

Das Konzept der Majorization ist von groflier Wichtigkeit fiir die Sum-of-Squared-Logarithms-Inequality
und verwandte Ungleichungen (siehe Kapitel 3). Im Folgenden stellen wir die grundlegenden Definitionen
und einige fundamentale Eigenschaften der Majorization vor.

Fiir einen groBeren Uberblick siehe Marshall, Olkin und Arnold [45]. Der Begriff majorisiert folgt Hardy,
Littlewood und Pélya [34], der Begriff schwach majorisiert Tomic [76] und Weyl [81].
Definition 2.12.1 (Majorization). Sei x,y € R™.

i) Wir bezeichnen x als schwach majorisiert von unten durch y oder submajorisiert, geschrieben & <., y,
wenn

fo < Z:yl¢ fiir alle k € {1,...,n}. (2.12.1)

ii) Wir bezeichnen x als schwach majorisiert von oben durch y oder supermajorisiert, geschrieben x <%
Y, wenn

fo > ny fiir alle k € {1,...,n}. (2.12.2)
i=k i=k

Fo> Syt genau dann wenn Zle xl >

R i

Bemerktung: Es ist einfach zu sehen, dass Y .,
Syl fiir alle ke {1,...,n}.

iii) Wir bezeichnen x als majorisiert durch y, geschrieben x < y, wenn = <,, y und  <* y. Dies ist genau
dann der Fall wenn x <,, y oder x <% y gilt und zusétzlich e;(z) = e1(y), also Y 1 @i = Y iy Ui
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Fiir ein besseres Verstidndnis: Seien 1 > 22 > ... > x, > 0und y3 > y2 > ... > y, > 0. Dann wird =

schwach durch y von unten majorisiert (x <,, y), wenn

r1 <
rT1+ T2 < Y1 +y2
r1t+xot ...+ xp1 < y1 Yyt ot Yno1
1ttt Tt T < Y1ty Yn1+YUn

und wir haben x < y, wenn Gleichheit in der letzten Zeile gilt.

(2.12.3)

Lemma 2.12.2. Seienx1 > x5 > ...2 2, >0 und y; > y2 > ... > yn > 0. Dann ist die Bedingung

k k n n
in < Zyi fiir alle k€ {1,...,n—1} und in = Zyi
i=1 i=1 i=1 i=1
dquivalent zu

Zazl sz Zyz Zyz fiir alle k € {0,1,...,n}.

i=k-+1 1=k+1

Beweis. Die Bedingung
S
i=1 i=1

ist dquivalent zu > jx; < Yoy, und Yoo @ > >y, deshalb

sz th Zyt z:yZ und le le th Zyl,

i=n+1 1=n+1 =041 =041

woraus

k
Zmi Z r; < Zyl Zyz fir k € {0,n}
i=1

1=k+1 1=k+1
folgt. Wenn nun (2.12.6) oder (2.12.7) erfiillt ist, dann erhalten wir fiir k € {1,...,n — 1}:

k k k n k n
in < Zyz < 22%—29@ < 22%—2%
i=1 =1 =1 L L P
k
& Z(El Z r;, < Zyz Zyz
=1

1=k+1 1=k+1
Proposition 2.12.3. Seien x,y € R"}. Dann ist x <y genau dann, wenn
n n
Z\t—xﬂ < Z|t—yi] fir alle t e R.
i=1 i=1

Beweis. Seien 0.B.d.A. x1 >2z9> ... 22, >0und y; >y > ... >y, > 0.

Nehmen wir zunéchst an, dass x < y, bzw. mit Lemma 2.12.2:

le le Zyl Zyl fiir alle k € {0,1,...,n}.

1=k+1 1=k+1

60

(2.12.4)

(2.12.5)

(2.12.6)

(2.12.7)

(2.12.8)



2. Matrix-Analysis
Sei zudem ¢ € R gegeben. Wir wihlen k € {0,...,n} so, dass t > x; gilt, falls kK = 0, dass z,, > ¢ gilt, falls
k = n, ansonsten gilt xz; >t > xf41. Dann ist x; > ¢ fiir alle ¢ < k und z; < t fiir alle ¢ > k, deshalb gilt
|z; —t| =x; —t firalle i <k und |, —t| =t —x; furalle i >k.
Wir folgern mit der Dreiecksungleichung;:

sz in Zyl Zyz & Z ft)JrZ(tfxi)gZ ; —t) +thyi

i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=1 i=k+1

k
& Z|xl—t|—|—2\t—xl <D (wi—t) —l—Zt—yz
2'0 i= k+1 >0 i=1 i=k+1
k n
& ZI&—tHZIt—sz <D owi-+> (t—w)
i=k+1 i=1 i=k+1
k n n
= Z|xz—t|+2|t—xl| < Zyz—t|+2|t—yl e Y Jwi—t] < Dyt (2129)
i=k+1 = i=k+1 i=1 i=1
Nun nehmen wir andersherum an, dass
n n

Dft—a| < D |t—yi| firalle t €R.

i=1 i=1

Sei zudem k € {0,...,n} gegeben. Wir wihlen ¢ € R so, dass t > y, falls k = 0, dass y, > t gilt, falls
k = n, ansonsten gilt yr >t > yr41. Dann ist y; > ¢ fiir alle ¢ < k und y; < ¢t fiir alle ¢ > k, deshalb gilt

lyi —t| =y; — ¢t firalle i <k und lys —t| =t —y; firallei>k.

Mit der Ungleichung |£| > £ fiir alle £ € R folgern wir:

Sle-tl S Ylu-tl e Z|xz—t|+z|t—xl| < Z\yl—tuZu—yz

i=k+1 i=k+1
k
& meth\tfm §Z ,— 1) +thyl
i=k+1 =1 i=k+1
k k
= Z(wi—t)—FZ(t—xi) < Z — 1) +Z t— i) (2.12.10)
=1 i=k+1 ;=1 i=k+1
& sz sz Zyz Zyz. u
i=k-+1 i1=k+1

Das nachstehende Lemma, welches grundlegende Eigenschaften der sogenannten schwachen logarithmi-
schen Majorization zeigt, folgt direkt aus den Logarithmusgesetzten und der Monotonie des Logarithmus.

Lemma 2.12.4 (Logarithmische Majorization). Seien x,y € R’}. Dann

k k
log xz <4, logy genau dann wenn fo < l—Iyli fir alle k€ {1,...,n},
i=1 i=1
n n
logxz <¥ logy genau dann wenn H f > Hyf fiir alle k€ {1,...,n},
i=k i=k

logz < logy genau dann wenn logx <y logy  und ey(z) = en(y),

wobei wir log z := (log z1,log 22, ... ,log z,) fiir z € R} abkiirzend schreiben.
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w

Proposition 2.12.5. Seien x,y € R™ mit x <, y (bzw. x <
und x < z (bzw. z <y und > z).

y). Dann ezistiert ein z € R™ mit z < y

Beweis. Siehe Marshall, Olkin, Arnold [45, A.9. und A.9.a. S.177]. |

Definition 2.12.6 (Schur-Konvexitdt). Wir nennen eine Funktion ¢: R™ — R Schur-konvex (bzw. Schur-
konkav), wenn

p(r) < ly) (bzw. p(z) > ¢(y)) fir alle z,y e R" mit ¢ <y (2.12.11)
gilt.

Proposition 2.12.7. Sei ¢: D C R™ — R Schur-konvex. Wenn ¢ zudem monoton wachsend (bzw.
monoton fallend) ist, dann

olr) < oY) fir alle x,y € D mit x <, y (bzw. x <" y). (2.12.12)

Beweis. Aufgrund von Proposition 2.12.5 existiert ein 2 € D mit z < y und z < z (x > z). Weil g monoton
wachsend (fallend) ist, f(z) < f(z). Und mit der Schur-Konvexitét von g folgt f(z) < f(y). Siehe auch
Marshall, Olkin, Arnold [45, A.8. S.87]. |
Proposition 2.12.8. Seien g: R = R, z,y € R} Falls
i) g konver ist und x <y, oder
ii) g konvex und monoton wachsend ist und x <, y, oder
ii1) g konvex und monoton fallend ist und x <" y,

dann ist

Do) < 3 o). (2.12.13)

Bemerkung 2.12.9. Die Funktion ¢: R" — R mit p(z) = Y7, g(x;) ist Schur-konvex, falls g: R — R,
x,y € R} eine konvexe Funktion ist. Ist g zudem monoton wachsend (bzw. monoton fallend), dann ist ¢
monoton wachsend (bzw. monoton fallend).

Beweis. Siehe Mitrinovié, Pecarié, Fink [50, S.686] und Marshall, Olkin, Arnold [45, C.1.a. C.1.b. S.92].

|
Proposition 2.12.10. Seien x,y € R%}. Dann
logx < logy impliziert T <Y
und w S w
z <"y impliziert logx <" logy.
Beweis. Siehe Marshall, Olkin, Arnold [45, A.2.b A.2.c S.168]. [ ]

2.13. Nullstellen und Koeffizienten von Polynomen

Definition 2.13.1. Wir bezeichnen fir k¥ € {1,...,n} das k-te elementarsymmetrische Polynom als die
Abbildung ef: C" — C" mit

ex(z) = Z Ziy Zig - - Ziy, - (2.13.1)

1<i <...<ip<n
Fiir z € C" bezeichnen wir mit z(*) den Vektor, der aus z hervorgeht, wenn wir die i-te Komponente

streichen. Es konnen auch mehrere Komponenten gestrichen werden. So ist fir z = (z1,...,2,) damit
20 = (21,00 21, Zits s Zn) und 209 = (20,00 21, 2ty e B 1y 2 ds e e e s Zn) USW.
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Lemma 2.13.2. Die elementarsymmetrischen Polynome lassen sich rekursiv formulieren:
ex(2) = zier_1(29) + ex(29), (2.13.2)
wobei eg(z) = 1 und ep41(2) =0 gilt. ]

Bemerkung 2.13.3. Mit der rekursiven Beschreiben lassen sich ganz einfach die partiellen Ableitungen
der elementarsymmetrischen Polynome angeben:

86k
5‘:51-

(2) = ep1(z9). (2.13.3)

Definition 2.13.4. Wir bezeichnen eine Menge D C C™ als symmetrisch, wenn fiir jedes Element
(21,...,2n) € D und jede Permutation (i1,...,4,) auch (2;,,...,2;, ) € D gilt, d.h. mit jedem Element
ist auch jede seiner Umordnungen in der Menge.

Definition 2.13.5. Sei D C C™. Wir bezeichnen eine Funktion f: D — C als symmetrisch, wenn sie

invariant gegeniiber Komponentenvertauschungen ist, das heifit, wenn fiir jede Permutation (iy,...,4,)
gilt

fziyyooyzi,) = flz1,.00,20) . (2.13.4)
Beispiel 2.13.6. Die elementarsymmetrischen Polynome ey, ...,e,: C* — C" sind symmetrische Funk-
tionen.

Beispiel 2.13.7. Sei D C C und ¢: D — C. Dann ist f: D" — C mit f(z1,...,2,) := >y ¢(2;) eine
symmetrische Funktion.

Definition 2.13.8. Wir bezeichnen z1,...,2, € C als Nullstellen und eq,...,e, € C als Koeffizienten,
wenn es ein normiertes Polynom

p=(X—2z1)X—22)...(X —zp)
= X" e X" e X244+ (=D, (2.13.5)

gibt. Alle paarweise verschiedenen z; nennen wir einfache Nullstellen, die iibrigen nennen wir mehrfache
Nullstellen.

Bemerkung 2.13.9. Die Abbildung der Nullstellen auf die zugehorigen Koeffizienten ist genau die
Abbildung der elementarsymmetrischen Polynome, d.h. e = eg(z1,...,2,) fiir gegebene (z1,...,2,).
So sind aufgrund der Symmetrie die Abbildungen e;: C* — C™ nicht injektiv. So ist zum Beispiel
61(1,2) = 61(2, 1)

Lemma 2.13.10. Seild C C*' eine Menge mit eindeutig sortierten Komponenten®?. Dann ist die Funkti-
one: U — C™, welche den geordneten Nullstellenvektor (z1,. .., zn) auf den Koeffizientenvektor (eq, ..., en)
abbildet, d.h.

e(z1y...,2n) == (61(2’1, cesZn)y s en(Z1, .. zn)) (2.13.6)

homéomorph, d.h. bijektiv und stetig, mit stetiger Umkehrfunktion z: C* — C"T.
Beweis. Die Stetigkeit der elementarsymmetrischen Polynome ist klar. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra gibt es zu jedem Koeffizientenvektor eindeutig eine Menge von n Nullstellen, unter Sortierung

eindeutig einen Nullstellenvektor aus C"'. Ein Beweis der Stetigkeit dieser Nullstellenabbildung findet
sich in Cucker und Corbalan [20]. ]

Bemerkung 2.13.11. Fiir n > 4 liisst sich z nicht explizit angeben?3.

2280 kénnen wir mit C*" := {z € C*| Re(21) > ... > Re(zn), Rez; = Rezit1 = Imz > Imziqq Vi € {1,...,n— 1}}
die Menge der geordneten Vektoren komplexer Zahlen definieren.
23fiir n = 2 haben wir die p-g-Formel, fiir n € {3,4} sind dies die Cardanischen Formeln
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Bemerkung 2.13.12. Aufgrund des bijektiven Zusammenhangs werden wir in dieser Arbeit, wenn es
aus dem Kontext ersichtlich ist, verkiirzt ey fiir das k-te elementarsymmetrische Polynom, ausgewertet an

(21, .., 2n), schreiben und es als den k-ten Koeffizienten bezeichnen, d.h.
er = ep(z1,.--,2n) fiir alle k € {1,...,n}, (2.13.7)
und verkiirzt z; fiir die i-te Komponente der Umkehrfunktion z, ausgewertet an (ey, . .., e,), schreiben und

es als die i-te Nullstelle bezeichnen, d.h.

zi = zi(er,...,en) fir alle ¢ € {1,...,n}. (2.13.8)

In der nachstehenden Folgerung wenden wir diese Schreibweise das erste Mal an:

Folgerung 2.13.13. Fir D C C™ sei f: D — C eine symmetrische Funktion. Dann ldsst sich [ als
Funktion in den elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken. Das heif§t, es existiert eine Funktion
F:C" — C mat

f(z1, o 2n) = Fler,... en) fir alle (z1,...,2n) € D. (2.13.9)
Beweis. Sei (2;,,...,2,) € C"" die Umsortierung der Nullstellen zu einem geordneten Vektor. Setzen wir
F = f oz, dann ist
f sym.
Fler,...,en) = f(z(el,...,en)) = f(ziyy- -y 2i,) = f(z1,--.,2n). [ ]

Lemma 2.13.14. Die Abbildung der Nullstellenvektoren auf die Koeffizientenvektoren e: C™T — C™ ist
differenzierbar. Die partiellen Ableitungen der Komponenten lauten

8ek
5, () = g Ziy Zig -+ Bigy_q -
1

1< <...<ipx<n
ij i

Beweis. Zur Ableitung der Koeffizienten ey, nach den Nullstellen z;: Wie in der Bemerkung zur rekursiven
Darstellung der elementarsymmetrischen Polynome schon angegeben, lautet die Ableitung

0 )
7
az_ek(z) = e, 1(z") = Z Ziy Zig - Zigy_q - ]
v 1<y <...<ip<n
iy

Lemma 2.13.15. Die Abbildung der Koeffizientenvektoren auf die Nullstellenvektoren z: C* — C"T

ist differenzierbar fir alle Koeffizientenvektoren (e1,...,e,) mit paarweise unterschiedlichen Nullstellen
(21, ..., 2n). Die partiellen Ableitungen der Komponenten lauten
0z (—1)ktt pnk

e) = =—F———— tur alle (e1,...,en) mit z; # z;, wenn j # 1. 2.13.10
aek( ) H;L:]_(Zz_z‘/) f ( 1 ) j?é ]75 ( )
i
Beweis. Zur Ableitung der Nullstellen z; nach den Koeflizienten ey:

Wir betrachten das Polynom h als Funktion in (e, ..., e,,t) und erhalten so die implizite Funktion
0 = h(er,....en, zi(e1,...,€n)) fir alle e = (e1,...,e,) € R

Dem Satz der impliziten Funktionen folgend ist z; an der Stelle e € R™ differenzierbar, falls % (e, zi(e)) #0.
Wir erinnern uns: Ein Polynom h hat an der Stelle ¢t genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn nicht
nur h, sondern auch seine Ableitung an dieser Stelle null werden. Somit ist z; an der Stelle e € R"
differenzierbar, falls die zu e korresponierenden Nullstellen alle unterschiedlich sind.
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Wir kénnen nun die implizite Funktion per Kettenregel ableiten:

d — ( Oh oh 0z
0 = d?kh(e Zz(e)) = ; (36]) (e,zi(€)) - 6k + 5(6722‘(6)) : 67%(6)
oh 0z;
— (—1)Es (e K. i Rt
= (=1)%z;(e) 1+ 5 (e,zi(e)) Der (e).
Umstellen ergibt nun die zu zeigende Ableitung, da %’Z(e, zi(e)) = H;‘Zl (zi(e) — zj(e)). [ |
i

Lemma 2.13.16. Sei Y C C" und f: U — C mit f(z1,...,2n) = F(e1,...,en) eine symmetrische
Funktion. Fir Koeffizienten (e, ..., e,) € C™ mit paarweise unterschiedlichen Nullstellen (z1,...,2,) CU
lauten die partiellen Ableitungen von f nach den Koeffizienten ey,

k-‘rl nkaf

g};(el,... ZH & )Bz (#1,--+,%n) fir alle (eq, ..., e,) mit z; # z;, wenn j # 1.
g
Beweis. Ableitung per Kettenregel. |

Folgerung 2.13.17. Im Falle von f(z1,...,2,) = Y1y #(2;) vereinfachen sich die partiellen Ableitungen
2u

OF - 1)kt pn=k
a—ek(el, Z - zj) &' (2) fir alle (eq,...,e,) mit z; # z;, wenn j # 1.
- ]?51

Definition 2.13.18. Die Diskriminante eines normierten Polynoms

p=X-—2)X—2)...( X —zp)

= X" —e; X" e X" 24+ (=D, (2.13.11)
mit Nullstellen z1, ..., 2, € C und Koeffizienten ey, ..., e, € C ist definiert
Dip) = I Gi—#)*
1<i<j<n

Proposition 2.13.19. Wir kénnen die Diskriminante als symmetrisches Polynom in den Nullstellen
0: C* — C und als Polynom in den Koeffizienten 0: C* — C darstellen, d.h.

~

D(p) = 0(z1,...,2n) = 0(€1,...,6n). (2.13.12)
So lautet die Diskriminante im Falln = 3: D(p) = €2 €3 —4de3 —4e3e3 + 18e; ege3 — 27 €3.

Beweis. Die Abbildungsvorschrift von 0 folgt direkt der Definition der Diskriminante?*. Offenkundig ist
0 symmetrisch. Mit Folgerung 2.13.13 ergibt sich die Existenz von einer Funktion in den Koeffizienten 0.
Uber die Art des Ausmultiplizierens sémtlicher z; in der Diskriminante wird klar, dass 0 selbst ein Polynom
ist. ]

Proposition 2.13.20 (Identitdssatz fiir Polynome in mehreren Verdnderlichen). Seien f,g: C* — C
Polynome. Stimmen f und g auf einer offenen Teilmenge U C C™ diberein, so gilt f = g.

24deren Notation formal korrekt eigentlich iiber Funktionen p zi(p) hétte erfolgen miissen, was der leichteren
Versténdlichkeit geopfert wurde.
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Beweis. Wir wéhlen ein & = (Z1,...,%,) € U und € > 0, sodass U (%) := (Z+2 | z € C*" mit|z| <e) C U,
also (f—g)(x) = 0 fiir alle z € U.(x). Angenommen, es giibe ein § € C™ mit f(7) # g(g), also (f—g)(g) # 0.
Wir betrachten nun das Polynom : C — C mit

P(t) = (f—9)((1—-1)F +1tg). (2.13.13)

Esist 9(0) = (f—g)(@) =0und (1) = (f—g)(9) # 0. Fiir alle t € C mit [¢]| < =gy ist [t(§—&)| < ¢, also

€
ly—z
(I1-t)Z+tg € U.(Z) und damit ¢ (¢) = 0. Ein Polynom in einer Verénderlichen, das nicht das Nullpolynom
ist, kann aber hiochstens n Nullstellen besitzen. Somit muss ¢ das Nullpolynom sein, ein Widerspruch. B

Proposition 2.13.21. Sei M C C" eine Menge von Koeffizientenvektoren und
U:={(e1, - ,en) € M|z # zj firi#j} (2.13.14)

die Teilmenge aller Elemente mit paarweise unterschiedlichen Nullstellen. Dann liegt U dicht in M, d.h.

U=M.

Beweis. Wir zeigen, dass die Menge M \ U kein inneres hat. Angenommen, es giibe einen inneren Punkt
Zo in dieser Menge, so giibe es eine offene Menge U.(xg) C M so dass all deren Elemente z € U.(xg) auf
mehrfache Nullstellen fithrten, d.h.

oz) = 0 fiir alle x € U.(zo),

wobei d die Diskriminante als Polynom in den Koeffizienten bezeichnet. Mit dem Identitéitssatz fiir Poly-
nome, Prop 2.13.20, wire die Diskriminante dann das Nullpolynom, ein Widerspruch. |

Lemma 2.13.22. Sei M C R" eine konveze, offene und symmetrische Menge und T := ((el, N =
R™ | (z1,...,2n) € M) Zudem sei eine symmetrische Funktion f: M — R gegeben. Ist nun f auf M
(dem Abschluss der Menge der Nullstellenvektoren) n - r-mal stetig differenzierbar, dann ist F auf T (dem
Abschluss der Menge der Koeffizientenvektoren) r-mal stetig differenzierbar.

Hierbei ist F: T — R die nach Folgerung 2.13.13 existierende Funktion mit f(z1,...,2n) = F(e1,...,€n)

Beweis. Siehe Ball [3, Theorem 3.2, S.705]. ]

Folgerung 2.13.23. Sei eine symmetrische und unendlich oft differenzierbare Funktion f: R} — R ge-
geben. Zudem sei F: T — R mit T := ((61, cosen) ERY | (21,...,2,) € IR’_,’_) die nach Folgerung 2.13.13
existierende Funktion mit f(z1,...,2n) = F(e1,...,€n). Dann ist auch F unendlich oft differenzierbar.

Beweis. Fiir alle ¢ > 0 liefert die Differenzierbarkeit von f auf (¢,00)” mit Lemma 2.13.22 die Diffe-

renzierbarkeit von F auf T := ((e1,...,€,) € R" | (21,...,2,) € (g,00)™). Somit ist F unendlich oft
auf T = U.((e1,....€,) € R" | (21,...,20) € (g,00)") = ((e1,...,en) € R" | (21,...,2,) € R})
differenzierbar. ]

Folgerung 2.13.24. Im Falle von f(z1,...,2n) = > i, ¢(2:) ist F unendlich oft auf allen (e1, ..., e,),
fir die (z1,...,2,) € R} gilt, differenzierbar, wenn ¢ auf Ry differenzierbar ist.

Wenden wir zudem Lemma 2.5.26 an, erhalten wir

Lemma 2.13.25 (Ableitung in den Invarianten). Sei v: Sym™(n) — R eine isotrope, unendlich oft
differenzierbare Funktion und sei T := {(I1,...,I,) | X € Sym™*(n)} die Menge der Invariantenvektoren,
die auf Matrizen aus Sym™(n) fiihren. Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare Darstellung in

den Invarianten U: T — R mit U(X) =V (Iy,...,1,).
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Beweis. Lemma 2.5.26 garantiert uns, dass es wegen der Isotropie von 1 eine eindeutige symmetrische
Funktion g: R — R und eine Funktion ¥: R} — R mit (A1,...,\,) = g(A1,..., ) = ¢(X) und
(I, ..., I,) — V(I,...,I,) = ¢(X) fir alle X € Sym™(n) mit Eigenwerten A1,...,\, € Ry und Invari-
anten I,...,I, € R, gibt.

Die Differenzierbarkeit von g wird impliziert durch die Differenzierbarkeit von ¢ auf den Diagonalmatrizen,

die partiellen Ableitungen % liefern uns die Ableitung

1%} 9 9 :
Dy(Aishn) = (e P o 2 (diag(h, o M)
Mit Folgerung 2.13.23 erhalten wir die Differenzierbarkeit von W. |

Beispiel 2.13.26. Fiir die Funktion ¢: Sym™(n) — R mit ¢(X) = |[log X||? existiert eine unendlich oft
differenzierbare Funktion in den Invarianten, d.h. ||log X||?> = (14, ..., I,).

Lemma 2.13.27. Fir alle (ey,...,e,) € RY besteht (21, ..., z,) ausschlieflich aus positiven reellen Zahlen
und konjugiert komplexen Zahlenpaaren. Zudem gilt

(t+2z1) ... (t+2z,) > min{t", e,} fir allet e Ry . (2.13.15)

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein Polynom mit reellen Koeffizienten
h= X" —eg X" 1 fea X" 24 ...+ (=1)"¢,

genau n Nullstellen; sie kommen als reelle Zahlen oder als konjugiert komplexe Zahlenpaare vor. Dass die
reellen Nullstellen positiv sind sehen wir am Einfachsten, wenn wir—X in A einsetzen und damit

h(=X) = X"+ X" 4. +en 1 X +en,

erhalten, ein Polynom mit ausschlielich reellen Koeffizienten. Mit der somit verwendbaren Vorzeichenregel
von Descartes wird die maximale Anzahl der positiven reellen Nullstellen durch die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel in den Koeffizienten beschriinkt. Da h(—X) iiber keine Vorzeichenwechsel verfiigt (alle ey, sind
schlieflich positiv), hat es keine positiven, und damit h keine negativen Nullstellen.

Setzen wir —t in A ein, erhalten wir fiir alle ¢ > 0

t+z1) oo (t+2zn) = e t" V. tep g tte, > min{t", e, }. [ |

>0

Wir erinnern uns:

Definition 2.13.28. Sei X € Sym(n). Wir bezeichnen mit I(X) := er(A1,...,A,) die k-te Invariante
von X. Hierbei sind Ay, ..., A\, € R die Eigenwerte von X und ej, das k-te elementarsymmetrische Polynom.

Bemerkung 2.13.29. Die Invarianten sind gemé&fl ihres Namens invariant gegeniiber Basistransforma-
tionen, ergo sind die e, isotrope Funktionen mit e (Q7XQ) = ep(X) fiir alle X € Sym(n) und alle

Q € O(n).

Bemerkung 2.13.30. Die erste Invariante einer Matrix ist stets deren Spur, d.h. I;(X) = tr(X), die
n — 1-te Invariante ist stets die Spur ihres Kofaktors, d.h. I,,_1(X) = tr(Cof X), die n-te Invariante ist
stets deren Determinante, d.h. I,,(X) = det(X).

Definition 2.13.31. Das charakteristische Polynom einer Matrix X € Sym(n) ist definiert als
Px(t) := det(t-1-X). (2.13.16)

Px ist ein normiertes Polynom n-ten Grades. Wir bezeichnen die Koeffizienten I1,..., I, € R des charak-
teristischen Polynoms Px in der Darstellung

Px(t) = t"+—Lt" '+ Lt" 2 4.+ (-1)"1, (2.13.17)

als die Invarianten von X.
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Wir erinnern uns: Die Invarianten von X sind per Definition iiber die elementarsymmetrischen Polynome

differenzierbare Funktionen in den Eigenwerten A1,..., A\, von X, es gilt
oly,
Ik(X) = €k()\17...,)\n) und 8/\(2’) = ekfl()\l,...,Aifl,Aidkl,...,)\n).

Aber wir kénnen auch eine umgekehrte Aussage treffen:

Lemma 2.13.32. Sei X € Sym(n) mit Eigenwerten A1,..., A, € R und Invarianten I,..., I, € R.

Die Figenwerte von X sind stetige Funktionen in den Invarianten von X . Fir Invarianten, die auf paarwei-
se unterschiedliche Eigenwerte fiihren, sind die Eigenwerte sogar differenzierbar mit partiellen Ableitungen

ON; — 1R+ NPk
ol (Ila"'7I) = 1(_1")0\—1”
j=1\"" J

i

fir alle I, ..., I, mit \; # Aj falls i # . (2.13.18)

Beweis. Sei X = QT diag(\1,...,A,)Q mit Q € O(n). Mit der Isotropie der Determinanten und der
Definition der Invarianten erhalten wir
Px(t) = det(t-1—-X)

= det(t-1— Q" diag(A1,...,\,)Q)

= det(QT(t-1— diag(A1,..., \n)
det diag(t — A1, t — Agy ..oyt — Ap)
(t—=A)E—=A2)...(t=Apn)
= t"—er(M g, A T FeaO g, AT TR e M)
= "Lt - Lt" P+,

Die Eigenwerte A1, ..., A, sind somit die Nullstellen eines normierten Polynoms n-ten Grades mit Koeffi-
zienten Iy, ..., I,. Mit Lemma 2.13.15 folgt nun die Aussage. |

2.13.1. Ungleichungen zu elementarsymmetrischen Polynomen

Es gibt viele wichtige Ungleichungen zu elementarsymmetrischen Polynomen. Als Beispiele stellen wir die
Newton-Ungleichung und die MacLaurin-Ungleichung vor:

Lemma 2.13.33 (Newton-Ungleichung). Sei a € R’.. Dann gilt

ex—1(a) ext1(a) < <6k(a)>2 (2.13.19)
< ; 7 .13.

Go) () (;
mit Gleichheit genau dann, wenn a1 = ay = a3 = ... = ay,.
Beweis. Siehe z.B. Bernstein [7, Fact 1.17.11 S. 55]. [ ]

Lemma 2.13.34 (MacLaurin-Ungleichung). Seia € R’,. Dann gilt

e

mit Gleichheit genau dann, wenn a1 = as = az = =a,.

Beweis. Siehe z.B. Biler und Witkowski [8, Problem 1.60 S.5]. ]

Die MacLaurin-Ungleichung kénnen wir auf die Invarianten von Matrizen mit Determinante eins iibertragen:
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Folgerung 2.13.35. Sei X € Sym™(n). Dann gilt

X n
R — > . o . .
(qaxm) 2 (k> fir alle k € {1,...,n}, (2.13.21)

wobei Gleichheit genau fiir alle X € R -1 eintritt.

Bemerkung 2.13.36. Fiir den dreidimensionalen Fall erhalten wir dann

X X
det X/ 2 Tat X 1/n > ( . .
tr(detXl/") >3 und tr(Cof detXl/"> > 3 fiir alle X € Sym(3) (2.13.22)

bzw.
tr(X) > 3 und tr(Cof X) > 3 fiir alle X € Sym(3) N SL(3). (2.13.23)

Aus der Newton-Ungleichung und der MacLaurin-Ungleichung sind im Fall n = 3 zudem zwei dhnliche
Ungleichungen zu folgern, welche sich ebenfalls im Anhang von Hartmann und Neff [35] finden lassen:

Folgerung 2.13.37. Sei X € Sym™(3). Dann gilt
3h1I3 < I3 wnd 31, < I?, (2.13.24)

wobei I, Iz, I3 die Invarianten von X sind.

2.13.2. Eigenschaften von elementarsymmetrischen Polynomen

Lemma 2.13.38. Seien x € R? und i,j € {1,...,n} mit ; > z;. Dann ist ey(zD) < ex(z9)) fir alle
ke{l,...,n}.

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir die rekursive Darstellung der elementarsymmetrischen Polynome:
er(@®) = ziep_1(a) +ep(2)) < ajep1(a) +ep(a) = ex(a?). ]

Folgerung 2.13.39. Mit a1 > as > ... > a, > 0 erhalten wir ek(a(l)) < ek(a(Q)) < ... < ek(a(")) fiir
alle k€ {1,...,n}.

Lemma 2.13.40. Fine Funktion ¢: R™ — R ist genau dann Schur-konvex, wenn ¢ symmetrisch ist und
wenn

0 0
fiir alle x € R™ und i,j € {1,...,n}. Analog dazu ist ¢ genau dann Schur-konkav, wenn ¢ symmetrisch
ist und die Ungleichung (2.13.25) mit < 0 wird erfillt.
Beweis. Siehe Marshall, Olkin, Arnold [45, A.1. S. 84]. |

Satz 2.13.41. Die elementarsymmetrischen Polynome ep: R™ — R sind Schur-konkav und monoton
fallend fiir alle k € {1,...,n} und sogar streng Schur-konkav fir k > 2.

Beweis. Die Monotonie ist klar.

Fiir k=1 und ¢,5 € {1,...,n} haben wir

(51 -2)(penlo) - en(a)) = (@i—a)(1-1) = 0.
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Fir £ > 2 und ¢ = j haben wir z; = z; und damit ist (2.13.25) mit Gleichheit erfiillt. Fir ¢ # j haben wir
(@i = ) (@~ @) = (=) (@) - @)

= (@ —zy) (a:j er_o(z)) — ek_g(x(ij))> = (w — ) (zj — ) eno(z) < 0.
>0 <0 >0

Somit ist ej, Schur-konkav fiir alle k € {1,...,n}.

Wir haben noch die strenge Schur-Konkavitét fiir & > 2 zu zeigen, also ex(a) > ex(b) fur alle a < b mit
+ + bt
a :
Nehmen wir 0.B.d.A. a1 > as > ... >a, >0,by > by > ... > b, >0und a < bmit a # b an, dann gibt es
einen kleinsten Index s mit a; < bs und einen gréfiten index r < s mit a, > b,.. Sei « := min{b, —a,, as—bs},
dann ist
(aty..yan) < (a1,...,ar +a,...;05 — ... a,) < (b1,...,by),

oder a < a < bmit a:=(a1,...,ar +a,...,as —,...,a,). Wir erhalten

ex(@ = (ar+a)er1(a") +ex(a”)
(ar + @) ((as — a) ex—a(a'™) + ex-1(a"))) + (as — a)er—1(a")) + ex(al™))
= (ar + a)(as — a)ep_2(a"™) + (ar + as) ex_1(a") + ex(a™))
(—a(a, — as) — ?) ep—_2(a™) + a, (as ex—2(a™) + ek,l(a(”)) + (as er—1(a™) + ek(a(”))
(—a(a, — as) — ®) ex_2(a™) + arer_1(a'”) + e (a)
(—alay — as) — 0?) ex_2(a™) +ex(a) , (2.13.26)

<0 >0

somit ex(a) > ex(a). Wegen @ < b und der Schur-Konkavitéit von ey ist die Ungleichung ex(a) > e (b)
wahr, also ex(a) > e (b). [ ]

Beispiel 2.13.42. Seien a := (9,5,4,3,1) und b := (9,8,3,1,1). Damit ist r = 2, s = 4 und a =
min{bs — aq,as — by} = 2, und dann
(9,5,4,3,1) < a=(9,7,4,1,1) < (9,8,3,1,1).
So sehen wir
es(@) =9(5+2)4(3-2)1 = 5-5-4.3.1-9-4-1((5-3)2+22) < 9:5-4-3-1 = e5(a).

Folgerung 2.13.43. Seien x,y € R’y. Dann gilt: Aus x <y folgt ex(x) > ex(y) fir alle k € {1,...,n}.
Jedoch impliziert ex(x) > er(y) im Allgemeinen nicht © < y: Hierzu betrachten wir a = (2,2,2) und
b=(1,1,1).

Folgerung 2.13.44. Seien x,y € R’.. Dann gilt: Aus x <y folgt ex(x) > er(y) fir alle k € {2,...,n}
wenn 't # yt.

Folgerung 2.13.45. Wenn x < y und eg(x) = ex(y) fiir irgendein k € {2,...,n}, dann ist v+ = y* und
somit ey (z) = er(y) fir alle k € {2,...,n}.
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Wesentliche Teile dieses Kapitels wurden bereits in [12] und [21] versffentlicht.

Wir werden in diesem Kapitel die SSLI in ihren verschiedenen Erscheinungsformen vorstellen. Zudem wer-
den wir erldutern, wie sich die chronologische Entwicklung seit ihrem ersten Auftreten als wissenschaftliche
Fragestellung bis zum Zeitpunkt der Fertigstellung dieser Arbeit vollzogen hat. Dann werden wir einen
vollstdndigen Beweis fiir den n-dimensionalen Fall vorstellen, der mit Grundkenntnissen der Analysis nach-
vollzogen werden kann. Anschliefend wollen wir noch andere Bedingungen untersuchen, welche ebenfalls
die SSLI implizieren, sowie auch Bedingungen anderer Ungleichungen beweisen, die der SSLI dhnlich sind
und dabei einen Bezug zum Konzept der Majorization herstellen.

3.1. Einleitung

3.1.1. Die Ungleichung

Satz 3.1.1 (Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung (SSLI)). Seien n € N und x,y € R}, sodass

ex(xz) < ex(y) fir alle k€ {1,...,n—1}, (3.1.1)
und

en(z) = en(y). (3.1.2)
Dann gilt

S logz)* < 3 (logy)”.

i=1 i=1
Bemerkung 3.1.2. Fiir n = 3 bedeutet dies:

Seien 1, x2, 23, Y1, Y2,y3 > 0, sodass

r1+ax2t+x3 < y1+yY2 +Yys,
T1x2+T1x3+ 2203 < Y1y +Y1Ys + Y293,
T1T2X3 = Y1Y2Y3- (3-13)

Dann gilt (logz1)? + (logz2)? + (logxs)® < (logy1)® + (logy2)? + (logys)?.

Satz 3.1.3 (Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung (SSLI) - Matrixform). Seien U,U € Sym™(n), so-
dass

I(U) < I(U)  firale ke{l,...,n—1}, (3.1.4)

und
detU = detU. (3.1.5)
Dann gilt
logU|I* < [logU|>.
In Folgerung 2.13.35 auf Seite 69 haben wir gezeigt, dass fiir U € Sym™(3) mit I3 = detU = 1 stets

I = tr(U) > 3 und I = tr(Cof U) > 3 gilt, deshalb kénnen wir die SSLI eingeschrénkt auf die Menge
Sym™(3) N SL(3) umformulieren:
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Folgerung 3.1.4. Seien U,U € Sym™(3) mit det(U) = det(U) = 1. Sind zudem
[L(U)=3] < |L(0)-3] und [LU)-3] < |L0)-3], (3.1.6)

erfillt, dann gilt _
ogU[* < [flogU|*.

Bemerkung 3.1.5. Diese Umformulierung fiir U, U € Sym™(3) N SL(3) liisst eine geometrische Interpre-
tation der Bedingungen der SSLI zu: So bemisst 4| [1(U) —3| =4-| A1 + A2 + A3 — 3| die Gesamtkanten-
verzerrung und 2 - | Iy(U) — 3| =2 | A1 A2 + A1 Az + A2 A3 — 3| die Gesamtfldchenverzerrung eines mittels
U verzerrten Einheitswiirfels. Verwenden wir nun W: Sym™(3) N SL(3) — R mit W(U) = |[logU||? als
Energiefunktion, dann besagt die SSLI: Ist fiir eine volumenerhaltende Deformation U sowohl die Kanten-
als auch Flichenverzerrung kleiner gleich einer volumenerhaltenden Deformation U, dann ist auch die
Deformationsenergie von U kleiner gleich der Deformationsenergie von U.

3.1.2. Die SSLI als Schliissel zur Losung eines Minimierungsproblems

Die Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung (SSLI) hat wichtige Anwendungen in der Matrix-Analysis
und der nichtlinearen Elastizitéitstheorie [9, 51, 52, 57, 58, 60]. Einige davon werden wir im weiteren Verlauf
dieser Arbeit untersuchen.

Als erstes tauchte die SSLI 2013 in einer Arbeit von Neff, Nakatsukasa und Fischle [59] als isolierte
Fragestellung auf, mit der das folgende Resultat direkt bewiesen werden kann.

Lemma 3.1.6. Sei F' € GL(3) mit Polarzerlegung F = RU mit R € SO(3) und U € Sym™(3), dann gilt

min_|jsymLog QT F||> = min |symLog RTF||?> = |logU]?, (3.1.7)
QeS0(3)

d.h. genau Q = R minimiert den Ausdruck.

Beweis. Aufgrund der Mengengleichheit {QTU | Q € SO(3)} = {QTF | Q € SO(3)} und sym Log RTF =
symLogU = logU ! konnen wir die zu zeigende Aussage umformen zu

. L TU 2 — 1 U 2. 3].8
Qérslgl(B)HSym ogQ U] [log U|| (3.1.8)

offenkundig gilt
in |lsymLogQTU|?> < |symLogl®U|? = |[logU]|?,
Qérslgl(s)ll ymLog Q" Ul|” < |[lsymLog1 U] [log U|
sodass uns

min ||sym Log QTU||?
QeSO(3)Hy gQ U

v

lsymLog 17U|P = [logU]P?, (3.1.9)

zu zeigen bleibt.

Setzen wir X¢ := exp(sym Log QTU). Dann ist ||[sym Log QT U||> = ||Log X||? und die noch zu zeigende
Aussage ist ||[Log Xq> > [[log U||?, aufgrund von Folgerung 2.6.11 gleichbedeutend mit 3||Log X3(* >
2|[log U2||?, wir haben somit noch zu zeigen

[Log X3[* > [logU?|*.

Genau hier kommt die SSLI zum Tragen: Denn sie sichert uns in der Matrixvariante Satz 3.1.3 die Aussage
unter den folgenden Bedingungen an die Invarianten

L(X3) > L(U?), L(X}) > LU* ud I3(X3) = I3(U%), (3.1.10)

1Fiir U € Sym(3) ist der Logarithmus als Menge der Losungen exp(Log U) = U eindeutig und gleich der primiren Matrix-
logarithmusfunktion, d.h. LogU = logU.
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die wir nun priifen werden. Als Hilfsausdruck setzen wir Ag := Log QTU, sodass gilt exp(Ag) = QTU
und

X% = exp(sym2A4qg) = exp(AQ—FAg),
XCSZ = exp(—sym24g) = exp(—Ag — 43).

Fiir die dritte Invariante gilt:

Folg.2.7.6

detX% = detexp(sym2A4g) detexp(24¢g) = (detexp(AQ))2 = det(QTU)? = detU?

und damit I3 (Xé) = I3(U?). Fiir die erste Invariante gilt:

trXé = tr(eXp(AQ—l—Ag))

Prop;l‘?r(exp(AQ) -exp(Ag)) = tr (eXp(AQ) . (eXp(AQ))T)

= ((QTU)QTU)") = u(QTUPQ) = t(U?)
und damit I;(X3) > [(U?). Fiir die zweite Invariante bendtigen wir erst noch eine Hilfsabschiitzung

trXC;2 = tr(exp(—Aqg + —A43))

Propjj'tzr(exp(—AQ)-exp(—Ag))) = tr(exp(Aq) " - exp(Ag) ")

= w((QTU)™'Q'U)") = u(UT'QRTUT) = (U,

Y

mit der wir dann folgern kénnen

I(X3) = tr(Cof X3) = tr(det X3 - X5°T)

det X - tr(X5?)
> detU? -tr(U™2) = tr(Cof U?) = I (U?),

das heifit, auch fiir die zweite Invariante gilt IQ(X%) > L(U?).
Somit gelten alle drei Bedingungen in Satz 3.1.10 und somit ||Log X3[|* > ||log U?||?, was noch zu zeigen
war. |

3.1.3. Chronologie der Losung

Die SSLI war Gegenstand mehrerer wissenschaftlicher Arbeiten.

Wie bereits in Abschnitt 3.1.2 beschrieben, tauchte sie 2013 erstmalig in einer Arbeit von Neff, Nakatsukasa
und Fischle [59] als isolierte Fragestellung auf.

Ebenfalls im Jahr 2013 untersuchten Birsan, Neff und Lankeit [9] sie niher und présentierten einen Beweis
fir n =2 und n = 3.

Pompe und Neff [64] veroffentlichten 2014 einen Beweis fiir den Fall n = 4, der mit der Existenz einer
Fortfithrung von Pfaden in der nichtkonvexen Nullstellenmenge arbeitet und sich so nicht auf hoéhere
Dimensionen iibertragen lésst.

Im Maérz 2015, nach einem Forschungsaufenthalt von Ionel Roventa an der Universitéit Duisburg-Essen,
arbeiteten Thiel und Roventa an einem Ansatz, die SSLI mit Mitteln der Majorization zu l6sen. Fiir den
Fall n = 2 funktioniert der resultierende Beweis auf eine sehr elementare Weise. Leider erwies sich die
Ubertragung via Induktion auf héhere Dimensionen als nicht zielfithrend. Den Beweis fiir n = 2 werden
wir in Abschnitt 3.1.4, die verfolgten Ideen in Abschnitt 3.1.5 prisentieren.

Im Mai 2015 versffentlichte Patrizio Neff das Problem auf der Internet-Plattform MathOverflow [55]. Lev
Borisov erweiterte es auf die komplexe Zahlenebene und présentierte eine Beweisidee, die sich ausgearbeitet
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im Anhang von Borisov, Neff, Sra und Thiel [12] wiederfindet. Im Hauptteil der gleichen Arbeit findet sich
schliefllich der Beweis der SSLI fiir beliebige Dimensionen, den wir in iiberarbeiteter Form in Abschnitt
3.1.6 vorstellen und der aus der so hergestellten Zusammenarbeit mit Borisov, Neff und Sra erwuchs.

Miroslav Silhavy, welcher auch iiber die Versffentlichung und private Korrespondenz mit Neff vom Pro-
blem erfahren hatte, vertffentlichte eine auf der Pick-Nevanlinna-Theorie basierende Charakterisierung
der Funktionen, welche die bei der SSLI relevante Monotonie in den elementarsymmetrischen Polynomen
aufweisen [74]. Bereits Jozsa und Mitchison [41] ahnten den auf der Pick-Funktion basierten Ansatz zur
Beweisfithrung solcher Ungleichungen voraus, arbeiteten ihn aber nicht aus.

3.1.4. Ein elementarer Beweis auf Basis der Konvexitat fiir n = 2

Wir haben in Abschnitt 2.12 die Schur-Konvexitdt kennengelernt. Mit ihr kénnen wir direkt ein Kriterium
fiir die Giiltigkeit der SSLI angeben.

Proposition 3.1.7. Seien 2,y € R Angenommen, x wird logarithmisch von y majorisiert, d.h. es gilt

(logzy,...,logx,) < (logyi,...,logy,) (3.1.11)

dann folgt daraus die Giltigkeit der SSLI

n n

> (logz;)* < ) (logy:)®. (3.1.12)
i=1 i=1
Beweis. Die Aussage ist gleichbedeutend mit der Schur-Konvexitét der Abbildung z — Y.~ 27. In Pro-
position 2.12.8 auf Seite 62 haben wir gezeigt, dass fiir konvexe Funktionen ¢: R — R die Abbildung
z > > #(z;) schurkonvex ist. Die Abbildung z +— 22 ist konvex. [ |

Fiir n = 2 kénnen wir tatsichlich elementar beweisen, dass fiir alle z,y € R”}, welche die Bedingungen an
die elementarsymmetrischen Polynome

IN

er(z) er(y) fir alle k € {1,...,n— 1},
und
€n(.73) = en(y)

erfiillen, die logarithmische Majorisierung (3.1.11) gilt. Fiir n > 3 kann der Beweis nicht gelingen, wie das

Gegenbeispiel x = (15, 3,2), y = (10,9, 1) belegt. Selbst eine Abschwichung auf die Aussage (|log x1], ..., |logx,|)
=< (|logyil, ..., |logynl), aus der immer noch die SSLI folgen wiirde, wird durch das Gegenbeispiel wider-
legt.

Proposition 3.1.8. Seien z1,x2,y1,y2 € Ry gegeben, sodass

r1+22 < Y1 +Yy2,
T1T2 = Y1Y2- (3.1.13)

Dann gilt (log z1,logzs) < (logy1,logys).
Beweis. Sei 0.B.d.A. 1 > x2 > 0 und y; > ys > 0. Unter der Voraussetzung 1 x2 = y1 y2 gilt dann

T2 < Y1ty & (v1+x0)? < (Y1 +y2)?

23+ 2mma + 03 < Y+ 2y19e + 95

22— 2wy + 25 < yP — 2110 + us

Tt ¢

(1 —22)* < (1 —12)® & m1—22 < Y1 —Y2.
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Die Addition von z1 + x5 < y; + yo mit 7 — zo < y1 — yo fithrt so auf 21 < y;. Unter Ausnutzung der
Monotonie der Logarithmusfunktion erhalten wir

logy1 ,

logxy <
logx; +logxe < logy; +logys,

was gleichbedeutend mit (logz1,logxs) < (logyi,logys) (kurz geschrieben logz < logy) ist. |

3.1.5. Gescheiterter Beweisversuch auf Basis von Majorization

Die Idee von Roventa war es, den Zusammenhang zwischen Nullstellen und kritischen Stellen eines Poly-
noms und den darauf ausgeweiteten Majorization-Begriff fiir einen Beweis der SSLI zu verwenden.

Seien z,y € R’} vorgegeben. Dazu sei P das normierte Polynom n-ten Grades mit den Nullstellen 1, ..., 2,
und @ das normierte Polynom n-ten Grades mit den Nullstellen y1,...,y,. Wir bezeichnen den Vektor
der Nullstellen der i-ten Ableitung von P bzw. von Q mit z(?) bzw. y® (im Falle i = 1 mit 2’ bzw. y/).

Dann gilt (im Sinne des verallgemeinerten Majorization-Begriffs) x < 2’ und y < 3. Zudem: z < y
impliziert ' < ¢/, sowie & <,, y impliziert ' <, y.

Die Idee von Roventa war es nun, die Aussage

Aus eg(z) < ex(y) fiir alle k € {1,...,n— 1} und e, (z) = e,(y) folgt |logz| <. |logy|
zu zeigen, die wir in diesem Abschnitt bereits fiir n = 3 (mit x = (15,3,2), y = (10,9, 1)) widerlegt haben.
Wie dort auch gesehen, wiirde aus der Giiltigkeit dieser Aussage sofort die Giiltigkeit der SSLI folgen.
Der Beweis sollte per Induktion erfolgen und auf der Aussage

(n—2 (n—2)|

Aus ex(z) < ep(y) fiir alle k € {1,...,n — 1} und e,(z) = e, (y) folgt |logz""?| <, |logy

beruhen. Fiir n = 3 lautet diese Aussage
Aus e1(z) < er(y), ea() < ea(y) und e3z(x) = e3(y) folgt |loga’| <. |logy/].

Leider zeigte sich mit dem Gegenbeispiel z = (%, %, 4—25) und y = (%, %, %) (welche auf die kritischen
Punkte 2’ = % éél%g und ¢’ = %}/‘E fithren) auch hier, dass die Aussage falsch ist.

Der Umstand, dass z < 2/, y < ' und zudem = <y = 2/ <y, x <y y = 2’ <y ¥ gilt, nihrt die
Annahme, dass die Aussage

Seien z,y € R} und a,b € R’_f_‘l mit x < a und y < b.
Aus x < y folgt nun a < b und aus z <, y folgt a <, b

wahr ist. Es war nun angedacht, die Induktion mittels dieser Aussage durchzufithren. Das Gegenbeispiel

r=1(5,2,3),y=(3,21),a=(,3) und b = (2,2) zeigt nur leider, dass die Annahme inkorrekt ist.

Insgesamt sehen wir, dass sich zwar einige interessante Zusammenhénge zwischen Majorization und der
SSLI auftun, der Beweis der SSLI mittels Majorization — sofern iiberhaupt moéglich — nicht so einfach ist.

3.1.6. Der Beweis fiir beliebige Dimension

Wir haben in Folgerung 2.13.13 auf Seite 64 gesehen, dass wir jede symmetrische? Funktion f: M — C
mit M C C™ als Funktion in den elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken kénnen, es also eine
Funktion F: C" — C gibt mit

flz1, . 2n) = Fler,...,en) fiir alle z € M . (3.1.14)

2Die Funktion ist invariant gegeniiber Vertauschungen von Komponeten ihres Arguments.
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Wie in Definition 2.13.8 eingefiihrt, bezeichnen wir (z1, ..., z,) als Nullstellen und (e, ..., e,) als Koeffi-
zienten. Der Zusammenhang wird {iber das Polynom n-ten Grades

h=X-2)X=29)...( X —z)
- X" _ e1 xn-1 + ey Xxn—2 + ..+ (—1>n€n (3.1.15)
hergestellt.

Definieren wir nun f(z) := > ;" (log z;)? fiir eine Menge M C C", die garantiert, dass f(z) € R wohldefi-
niert ist, dann ist f vom Typ f(z) = Y., ¢(z;) und somit symmetrisch und wir kénnen mittels Folgerung
2.13.13 eine Funktion F: T — R mit
n
Fler,...,en) = Z(log 2)? fiir alle (e1,...,e,) €T (3.1.16)
i=1
mit T := {(e1,...,en) | (21,...,2n) € M} definieren. Die Frage der Giiltigkeit der SSLI wird somit zur
Frage nach dem monotonen Wachstum der Funktion (3.1.16) in ihren ersten n — 1-Komponenten.

Bemerkung 3.1.9. Bevor wir fortfahren, machen wir uns zunéchst klar, dass fiir jedes T' C Ry die Funk-
tion F aus (3.1.16) wohldefiniert ist: Nach Lemma 2.13.27 besteht (z1,...,2,) fiir alle (e1,...,e,) € R}
ausschliellich aus positiven reellen Zahlen und konjugiert komplexen Zahlenpaaren, insbesondere existiert
zu jedem Koeffizientenvektor ein Nullstellenvektor. Die positiven reellen Zahlen sind unkritisch. Zudem ist
(log)? = (log )% = (log x)2, so gilt fiir diese Paare z,7 € C somit (logZ)? + (logz)? = 2Re(logz)? € R.

Auf Basis der letzten Bemerkung konnen wir F auch direkt iiber die Vorgabe von T" C R} definieren:

Definition 3.1.10. Fiir die Menge der Koeffizientenvektoren I C R} definieren wir F: T" — R als die

Funktion, fiir die
n

Fler,...,en) = Z(logzi)2 (3.1.17)
i=1
gilt. Die Menge der mit T korrespondierenden Nullstellenvektoren bezeichnen wir als
M ={(z1,...,2,) €C" | e(z) € T}, (3.1.18)

also M = 2(T) und T = e(M). Definieren wir f: M — R mit f(z1,...,2,) := >, (logz;)?? so ist
F = f oz die Verkettung von f mit der Nullstellenabbildung z.

Bemerkung 3.1.11. Bei aller impliziten Definition von F mittels komplexer Argumente: Ganz gleich,
was ,innerhalb“ von F geschieht, die Funktion F: T'C R} — R ist eine rein reelle Funktion!

Beweisziel

Ko6nnen wir fiir 7 aus Definition 3.1.10 das monotone Wachstum in den ersten n — 1-Komponenten zeigen,
dann folgt fiir vorgegebene w1, ..., z,, T1,..., T, € Ry mit (e1,...,e,) =e(x1,...,2,) und (é1,...,8,) =
e(Z1,...,&n), welche

er < e fir alle k € {1,...,n — 1} und en = €n (3.1.19)

erfiillen, dass
]:(el,...,en) < .F(él,...7én), (3.1.20)
gilt.

Diese Monotonie von F in den Komponenten ey wollen wir nun anhand der k-ten partiellen Ableitung von
F untersuchen. Kénnen wir iiberhaupt sicherstellen, dass F partiell differenzierbar ist? Erinnern wir uns
an Folgerung 2.13.24 auf Seite 66, geschlossen aus einer Aussage von Ball [3, Theorem 3.2, S. 705], wonach
eine Funktion F(eq,...,e,) = Y1, #(2;) unendlich oft auf allen (eq,...,ey), fir die (z1,...,2,) € R}
gilt, differenzierbar ist, wenn ¢ auf R differenzierbar ist.

Die Menge T' = {(e1,...,e,) | z(e) € R} auf der wir so die Differenzierbarkeit von F zeigen konnen,
reicht — wie wir im folgenden Unterabschnitt sehen werden — fiir den Beweis der SSLI nicht aus!

3Hierbei ist log der Hauptzweig des komplexen Logarithmus, definiert als log(x + y) := log |« + iy| + i - arctan 4
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Beweisschritte

Zu gegebenem T' C R’ unterteilt sich der Beweis der SSLI in zwei Beweisschritte:

1) Sind die partiellen Ableitungen von F positiv? Also

OF
87(61,...,671) >0 fiir alle (eq,...,e,) €T?
k

2) Gibt es in der Menge Nullstellenvektoren M einen Weg ~ von x nach Z, sodass zugehorige Koeffizi-
entenvektoren in T bleiben und dabei alle e, monoton wachsen? Also

v [0,1] = M mit {7(0) - x’;(l) =7 ?
k

Grundsitzlich ist Bedingung 1) nicht ausreichend. Um dies zu verstehen, schauen wir uns in Abbildung
3.1 den Graphen einer Funktion g: D — R mit nichtkonvexem Definitionsbereich D C R" an:

Abbildung 3.1.: Nicht monoton wachsende Funktion mit nichtkonvexem Definitionsbereich und iiberall
nichtnegativen partiellen Ableitungen

Wie wir sehen, erfiillt die Funktion trotz ihrer nichtnegativen partiellen Ableitungen nicht fiir jedes Paar
von Stellen z,y € D mit (komponentenweise) = < y auch g(z) < g(y), insbesondere finden wir dann keinen
x mit y verbindenden, in den Komponenten wachsenden Weg.

So reicht die nichtkonvexe Menge T' = {(el, coen) | 2(e) € Ri} nicht aus. Aber auch ohne die Folgerung
aus der Aussage von Ball kénnen wir die partielle Differenzierbarkeit einer fiir den Beweis hinreichend
groflen Menge T belegen. Fiir k = n scheitert der Beweis fiir das folgende Lemma, wire dies nicht so, dann
wére die Bedingung e, () = e, (y) der SSLI nicht nétig, deren Notwendigkeit aber einfache Gegenbeispiele
belegen.

1) Positivitdt der partiellen Ableitungen

Lemma 3.1.12. Fir alle Koeffizientenvektoren (e1,...,e,) € R, die auf paarweise unterschiedliche
Nullstellen (d.h. j # i = zj # z fir alle i,j € {1,...,n}) fihren, sind die ersten n — 1 partiellen
Ableitungen von F stets positiv, d.h. seik € {1,...,n — 1}, dann gilt

27]:(61,...,6”) >0 fiir alle (e1,...,e,) € R mit z; # z; wenn j #i. (3.1.21)
k
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Bemerkung 3.1.13. Es sei trotz allem nochmal darauf hingewiesen, in der so gestalteten Menge T C R
fehlen alle (ey, .. ., e,) mit mehrfachen Nullstellen! Dadurch ist Konvexitiit der Menge T" aber verletzt. Die-
se Liicke werden wir mit Dichtheitsargumenten schliefen und die Aussage schlussendlich unter Einbiiflen
der Striktheit auf alle Koeffizientenvektoren aus R’} ohne Einschrankung paarweise unterschiedlicher Null-
stellen vervollstandigen.

Wir haben in Folgerung 2.13.17 auf Seite 65 gezeigt, dass sich F(ei,...,e,) = Y ., #(z;) im Falle paar-
weise unterschiedlicher Nullstellen per Kettenregel partiell differenzieren lésst mit

OF k+1 P k
Der —(e1,...,e Z H i) &' (2;) fir alle (eq,...,e,) mit z; # 2, wenn j #i. (3.1.22)
i %)
J?f

Fiir ¢(z) = log z ergibt sich die folgende Proposition sofort.

Proposition 3.1.14. Fir alle Koeffizientenvektoren (e1,. .., e,) € R, die auf paarweise unterschiedliche
Nullstellen (d.h. j #1i = z; # 2 fir allei,j € {1,...,n}) fihren, ist F partiell differenzierbar mit der
Ableitung
OF )
—(e1,...,6n) = —2 ——— log % firke{l,...,n}. (3.1.23)
der S iz — =)
Wir wollen nun zeigen, dass die partiellen Ableitungen von F positiv sind. Nun taucht der Ausdruck aus
Proposition 3.1.14 schon in anderen Arbeiten auf. So stellen beispielsweise Mitchison und Josza im Jahr
2004 im Anhang von [49] fest, dass

n n—q
\a z; "logz; S
(-1) ; e 0 (3.1.24)
i
fiir alle ¢ € 2, ..., n gilt. Damit scheinen wir unser Ziel bereits erreicht zu haben. Jedoch beweisen Mitchison
und Josza die Ungleichung (3.1.24) nur fiir den Fall, dass z1,. .., z, Eigenwerte einer Gram-Matrix sind,
welche notwendigerweise symmetrisch und positiv definit ist. So kann die Ungleichung nur auf positive
reelle Zahlen 2z, ..., z, angewandt werden. Dies reicht uns nicht aus, wir bendtigen die Aussage auch fiir

konjugiert komplexe Paare. Abhilfe schafft nun die folgende Proposition.
Proposition 3.1.15. Sei (21,...,2,) € M, dann gilt fir olle r € {0,...,n — 2}

logz;, = dt > 0. (3.1.25)
Z H7,¢1 ZJ - Zz)

[

Beweis. Nach Lemma 2.13.27 ist [[j_, (¢t + 21) > min{t", []j_, 2;} > 0 fiir alle ¢ € Ry. Somit ist, da
r<n-—2,

> tr Ly > 1
| dt < —dt+/ At < — + 1. 3.1.26
/0 H?:1 (t+ Zj) 0 €n 1 N €n ( )
<t—2
Also konvergiert das Integral fiir r € {0,...,n — 2} und wegen H”tfrt-kz) > (0 sogar gegen einen positiven
i=1 J
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Wert. Wir nutzen nun Lemma 2.9.6* und ziehen anschlieBend noch den Logarithmus auseinander:

o t" Lcmma 2.9.6 . (_Zi)r
/o Hj(t+2j)d / Zf+2z [1((~2) = (=2)) «

J#i

t—o0

( 2i)"
2T - =)

I
Ms

- log(t + z) ‘

.
Il

J#i
n (—Zi)r % t—o0
= ———— - (logt+log(1+ —
; [1(z — ) (og Flog(1+ t )) t=0
i

i z)" Zi ~ (=z)"
= t@&(z 1;[ long—z:l;éI - log(l-ﬁ-t)—;lwlogzi)

Damit ist das Lemma bewiesen, denn:
Offenkundig ist lim;_, log (1 + ﬁ) =0.
( 21)

1(z—2i)

Allerdings ist auch > !, ﬁ = 0, ansonsten wiirde lim;_,o Y i, e

e logt divergieren,

#J
obwohl das Integral selbst konverglert Ein Widerspruch. Also ist
o " (ca)
—dt = — ————log 2
/0 [1;(t+z)) ; [1(z — =)
J#i
und wir erhalten die Aussage. |
Beweis von Lemma 3.1.12. Wir kénnen nun direkt zusammensetzen: Es gilt fiir allen—k—1 € {0,...,n—

2}, also fiir k € {1,...,n —1}:

OF Prop. 3.1.14 )T

€1,---,En -2 log z;

ey, (Vo) Z g BTk
j i

Prop. 3.1.15 / dt > 0. -
[1;(

2) Weg durch T

Wir betrachten den Weg e® C R} fiir s € [0,1], der fiir s = 0 bei e(z) startet und dann linear in den
Koeflizienten mit wachsendem s ansteigt, um fiir s = 1 bei e(y) zu enden:

f monoton?
2 # 27
e(z) = e°

Abbildung 3.2.: in den Koeffizienten linearer Weg e® von e(z) nach e(y)

Wir definieren also
e; = (1—s)ep(x) +sex(y) fir s € [0,1]. (3.1.27)

t" a” " c”

4 ; : _
also eine Partialbruchzerlegung der Form = E=h =) = a=bG=oi=a) + =) b=y (=5 + =) e=b) =)
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Dann ist € = e(z) und e! = e(y), sowie

’

ex(xz) < e < e < ex(y) firalle0 < s<s <lundalleke{l,...,n—1}

und
en(z) = € = en(y) fiir alle s € [0,1].

n

Bedingungen 1) und 2) nicht (ganz) erfiillt

Wir haben nun Bedingung 1) auf beinahe ganz T' = R’} gezeigt. Das Einzige, was uns Probleme bereitet,
sind (eq,...,e,) € T, die auf mehrfache Nullstellen fithren. T ist zwar konvex, sodass unser Bedingung
2) erfiillende Weg e® sicher ganz durch T verlduft. Dennoch kénnen auf ihm mehrfache Nullstellen liegen.
Wir werden nun im Folgenden zeigen, dass diese nicht ganz erfiillten Bedingungen schon ausreichend sind,
um die Giiltigkeit der SSLI zu beweisen.

SchlieBen der Liicken

Zunichst machen wir uns daran, die Anzahl der s fiir die e® auf mehrfache Nullstellen fiihrt, auf eine
endliche Anzahl zu beschranken. Den Schliissel hierzu bietet folgende Proposition.

Proposition 3.1.16. Seien pg und p; Polynome n-ten Grades, die micht beide mehrfache Nullstellen
haben. Dann hat das Polynom ps := (s — 1) po+ sp1 nur fir endliche viele s € [0, 1] mehrfache Nullstellen.

Beweis. Seip=a [[l (X —2;) => i ,a; X" " ein Polynom vom Grad n mit den Nullstellen z1,..., 2,
und den Koeffizienten ay, ..., a,. Die Diskriminante von p ist definiert als
Dp) =[] (zi—2) (3.1.28)
1<i<j<n

und ist genau dann Null, wenn p mehrfache Nullstellen besitzt. Die Diskriminante ist als ein in den
21, ..., zn Symmetrisches homogenes Polynom auch darstellbar als ein homogenes Polynom in den eg(z1, . . ., 2,)
und somit in den Koeffizienten ay,.°

Die Koeflizienten von p, sind Polynome in s, so ist auch D(s) := D(ps) ein Polynom in s. Ist D(s) das
Nullpolynom, so gilt D(0) = D(1) = 0, also haben sowohl pq als auch p; mehrfache Nullstellen. Umgekehrt
folgt: Haben py und p; nicht beide mehrfache Nullstellen, dann ist D(s) nicht dass Nullpolynom und nur
fiir endlich viele s € [0,1] kann f,; mehrfache Nullstellen besitzen. |

Zum Preis einer weiteren Einschrinkung haben wir somit gezeigt

Folgerung 3.1.17. Fiir gegebene x1,...,Zp,Y1,---,Yn E Ry mit 1 > x0 > ... > Ty, Y1 > Y2 > ... > Yp
und den Weg
e; = (1—9)er(x) + sex(y) fiir s € [0,1] (3.1.29)

gibt es nur endliche viele s € [0,1], fir die e auf mehrfache Nullstellen fiihrt.

Bemerkung 3.1.18. Die Sortierung der x; und der y; ist aufgrund der Symmetrie von f keine weitere
Einschrankung, sondern dient nur der einfacheren Formulierung.

Der Weg e® ist somit in den elementarsymmetrischen Polynomen monoton wachsend, fiir alle bis auf
endlich viele s € [0, 1] sind die partiellen Ableitungen von F positiv, es gelten somit die Bedingungen 1)
und 2) fiir alle bis auf endlich viele s € [0, 1]. Nun verwenden wir noch die Stetigkeit der Verkettung von
F mit e®.

5So hat beispielsweise das Polynom q(t) = > — at? + bt — c die Diskriminante D(q) = a2 b —4b% —4a3c+18abc— 27 2.
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Lemma 3.1.19. Seien z1,...,%n,Y1,.--,Yn € Ry mit x1 > 22 > ... > Xp, Y1 = Yo = ... > Yp und
er(z) < eg(y) fir alle k € {1,...,n— 1} und e, (z) = e, (y). Dann gilt f(z) < f(y), also

n n

Z(logsci)2 < Z(logyi)Q. (3.1.30)

i=1 i=1

Beweis. Wir betrachten die Verkettung s — f(s) := f(z(es)). Nach Lemma 2.13.10 ist die Abbildung
der (ej,...,e?) auf die zugehorigen (eindeutig sortierten) Nullstellen stetig, zudem ist die Abbildung
f(z) = >, (log z;)? offenkundig fiir alle z € R stetig. Damit ist s — f(s) stetig. Da nun s — e* in
den ersten n — 1 Komponenten streng monoton wichst (und in der letzten konstant) und % fir alle
ke {1,...,n—1} echt positiv ist, wichst s — f(s) fiir alle bis auf endlich viele s € [0, 1] streng monoton.

Die Stetigkeit von s — f(s) liefert monotones Wachstum auf ganz s € [0, 1]. Somit gilt
fla) = f(2(e”) = f(0) < f(1) = f(z(eh) = fly). u

Im néchsten Schritt nutzen wir aus, dass die Menge der (e, ..., e,) € T = R’ mit paarweise unterschied-
lichen (z1,...,2,) dicht in T liegt und schaffen es so, die Einschrinkung x; > x5 > ... > z, aus Lemma
3.1.19 zu umgehen.

Lemma 3.1.20. Seien x1,...,%Tn,Y1,---,Yn € Ry mit ep(z) < ex(y) fir alle k € {1,...,n — 1} und
en(z) = en(y). Dann gilt f(z) < f(y), also

n n
Z(logﬂﬁi)Q < Z(logyi)Q,
i=1 i=1
Beweis. Sind die Komponenten von © = (21, ...,x,) paarweise unterschiedlich, so kénnen wir mit einer

Umsortierung 1 > x5 > ... > x, und y; > ys > ... > y, erreichen, dann ist die Aussage bewiesen.

Im anderen Fall ist die Idee, die Komponenten von = jeweils paarweise um ein hinreichend kleines Stiick

zu bewegen und fiir das so entstandene z’ immer noch eg(z’) < ex(y) fiir alle k € {1,...,n — 1} und
en(z') = en(y) zu erhalten. Erfolgt diese paarweise Bewegung von den wertgleichen x; und z; durch ein
vp = z; (1 +¢) und 2’ 1= ; ﬁ mit € > 0, so erhalten wir

(logx})? + (logz})?® = (logz; + log(1 + 6))2 + (log z; — log(1 + 5))2
= 2(logz;)* + 2(log(1 + 5))2 > (logz;)* + (logz;)?.
Losen wir alle paarweise Gleichheiten auf diese Art auf, so folgt unter Verwendung von Lemma 3.1.19

Z(log r)? <

n n
=1 =

n
3.1.19
(logx})* "< Z(logyi)Q. [ |
1 i—1

Es ist jetzt noch moglich, dass
ex(z) = ex(y) firein ke {1,...,n—1}

gilt und damit Lemma 3.1.20 trotz Erfiilltheit aller SSLI Voraussetzungen nicht anwendbar ist. Der
Schliissel zur Losung dieses Problems liegt in der Folge (€™),en mit

1
ey = €k($)*a fiir alle k € {1,...,n — 1} und ert =ep(x),

wie in Abbildung 3.3 angedeutet.

Unter Aufgabe der Stricktheit Y (logz;) < > (logy;) und Ausnutzung der Stetigkeit des Zusammenhangs
zwischen Koeffizienten und Nullstellen, sind wir nun abschliefend in der Lage, Proposition 3.1.20 zu
erginzen und damit die SSLI in aller Génze und ohne jede Einschrinkung zu beweisen:
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3. Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung

Abbildung 3.3.: Verwendung des Wegs von e! nach e(y) anstelle von e(z) nach e(y) um Strikheit in allen
elementarsymmetrischen Polynomen zu gewéhrleisten

Seien n € N und z,y € R} sodass

ex(z) < er(y) fir alle k € {1,...,n — 1},
und
en(r) = en(y)
Dann gilt
> (logz;)® < Y (logyi)?,
i=1 i=1

Beweis der Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung. Wie oben schon beschrieben definieren wir
1
e =ep(r) — — fiir alle k € {1,...,n — 1} und ert = ep(x).
m

Fiir hinreichend groie m € N erhalten wir damit 0 < e}* < ex(y), sodass (zusammen mit e’ := e, (z))
Proposition 3.1.20 die Ungleichung

n

i(log(zz'(ei”, e enm))>2 < Z(IOg %)2

i=1 i=1

liefert. Die Nullstellenabbildung ist stetig in den Koeffizienten, so gilt

mlgnoozi(el e e = X,
und wir erhalten schlussendlich
n n 2 n
Z(logmi)Q = li_1>n Z(log(zi(eT,...,enm))) < Z(logyi)z. [ |
i=1 i=1 i=1

3.2. Verbindungen der SSLI zur Entropie

Jozsa und Mitchison [41] studieren Entropie und ,Subentropie“ aus der Perspektive der Quanteninfor-
mationstheorie. Sie fithren partielle Ableitungen dieser Groflen nach e ein und untersuchen diese. Sie
betrachten Entropie als eine Funktion in den elementarsymmetrischen Polynomen e; und die analytische
Fortsetzung um die Definition auf die ganze Menge der nichtnegativen reellen e, zu erweitern. Folglich
untersuchen sie Integralreprisentationen der Entropie (und Subentropie), aus der die gewiinschen Eigen-
schaften der Nichtnegativitit folgen. Noch interessanter, sie studieren hohere partielle Ableitungen nach
den elementarsymmetrischen Polynomen und stellen die komplette Monotonie der Entropie und Subentro-
pie her. Es kénnen #hnliche Monotonieeigenschaften hoherer Ordnung fiir f(z) = >, (log z;)? hergestellt
werden.

Dannan, Neff und Thiel [21] diskutieren Anwendungen der SSLI hinsichtlich der Entropie von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen. Wir beweisen nun eine Aussage, bezogen auf einen Ausdruck, der dem Entropieaus-
druck zweier Vektoren sehr &hnlich ist.
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Wir wiederholen unser Vorgehen des letzten Abschnitts.

Gegeben seien T'=R" und M = {(z1,...,2,) € C" | e(z) € T} wie im Beweis der SSLL. Nun definieren
wir G: T — Rund g: M — R mit

Gler,...,en) == g(z1,...,2n) == *Zzi log z; . (3.2.1)

Analog zum Beweis der SSLI verwenden wir die Nullstellenabbildung z: T'— M, um die Funktion G = goz
als Verkettung zu definieren.

Die Wohldefiniertheit von G ist sichergestellt: Wir wissen, nach Lemma 2.13.27 besteht (z1,...,2,) fir
alle (eq,...,e,) € R ausschliellich aus positiven reellen Zahlen und konjugiert komplexen Zahlenpaaren,
insbesondere existiert zu jedem Koeffizientenvektor ein Nullstellenvektor. Fiir positive reelle Zahlen x € R
ist xlogx € R, fiir konjugiert komplexe Paare x, T gilt

zlogx +Tlogx = zlogx+7-loge = xlogx +zlogxr €R.

G: T — R mit
Gle,...,en) = Zzi log z; fir alle (eq,...,e,) €T (3.2.2)

Fiir alle (e1,...,e,) € Ry, die auf (z1,..., 2,) mit z; # z; fiir j # ¢ fithren, gilt

oG -
(%k(el,...,en) = ; "7 — )
J#L
n ( 1)k+1 n—k
= — ————(logz; +1
ZZ:; Hj:l(zi z5) ( )

1)k+1 n— k

¢’ (i)

JF#i
n ( k+1 S k k+1 nfk
log 2 RS A A (3.2.3)
ZH] 1 ZZ_ZJ) ZH] 1(2’/Z )
e e
=0 fir k € {2,...,n}
Hierbei machen wir uns klar, dass der zweite Summand in (3.2.3) fiir alle & € {2,...,n}® aufgrund von

Folgerung 2.9.77 verschwindet und wir einen Ausdruck erhalten, dessen Positivitit im letzten Kapitel
schon eine entscheidene Rolle eingenommen hat. Er korrespondiert (paarweise unterschiedliche Nullstellen
vorausgesetzt) mit Proposition 3.1.15

oG OF

2m(617...,6n) = aek(el,...,en) > 0 fiir alle k € {1,...,n—1}. (3.2.4)

Wie beim Beweis der SSLI kénnen wir nun analog zu den dort gefithrten Beweisschritten die Monotonie
von G, diesmal in den letzten n — 1 Komponenten, zeigen. So erhalten wir das folgende Resultat:

Folgerung 3.2.1. Seienn € N und x,y € R}, sodass

e1(z) = ei(y). (3.2.5)
und
ex(z) < ex(y) fir alle k€ {2,...,n}, (3.2.6)
Dann gilt
— Z x; logx; < — Z y; logy; . (3.2.7)
i=1 i=1

6was gleichbedeutend ist mit n — k € {0 ,n—2}
b2 o2 a2
also eine Identitit der Form = b)(a a=d) + =) (b=o)(b=a) + = a)(c B (e=a) + @=ayd=ba=o) =

=0
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Wenn wir die erste Bedingung abschwéichen und nur noch ex(z) < ex(y) fiir alle k € {1,...,n} fordern,
dann ergeben sich offenkundig dhnliche Gegenbeispiele, wie bei der SSLI: Fiir z = (e~ 1, ...et) e RY
und y = (1,...,1) € RY ist die abgeschwichte Bedingung erfiillt, aber es ist — Z:;l z;logz; =2 > 0=

— > 1og y

3.3. Andere Bedingungen fiir die SSLI und die
Sum-of-Powered-Logarithms-Ungleichung

Zuniichst wollen wir in den folgenden Theoremen weitere Bedingungen angeben, welche die Giiltigkeit der

SSLI sicherstellen.

Satz 3.3.1. Seien a,b € R7}. Weiter existiere eine Umordnung von a und b, welche

b b by,
2>2> > und arby >agby>...>anby, (3.3.1)
aq a9 Qp

erfillt. Wenn wir nun zusdtzlich eine der folgenden beiden Bedingungen annehmen

en(a) <en(b) wund ep(a)-e,(b) >1, (3.3.2a)
oder

en(a) > en(b) und en(a)-en(b) <1, (3.3.2b)
dann erhalten wir die Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung (3.1.1):

n

D (oga;)* < ) (logbi).

i=1 =1

Beweis. Zuniichst nehmen wir an, dass Bedingung (3.3.2a) gilt:
Wegen der Monotonie des Logarithmus folgt aus den Annahmen, dass

b b by,
log a—i > log a—z >...>log— und log(a;b1)>log(azbs) > ... >log(a,by,).

an
Nun kénnen wir mittels der Tschebyscheff-Summenungleichung (2.9.3) mit @, 51 := log % und l;nJrk,l =
log a; b; abschétzen:

n n n

Z(log bi)? — Z(logai)2 Z((log b;)? — (log ai)Q) Z (log b; — log a;)(logb; + log a;)

i=1 i=1 i=1

= E log P log b;a; > n( E log — > ( E log b; a2>
i=1 v i=1
L (1o ﬁbi lo Hb > Liogilogl 0
_ 1 bl s - = .
o\ 108 s g L 1P = leellos

S—— S——
en(b)/en(a) en(a)en(b)

SchlieBlich ist Y7 (logy;)? — >_" , (loga;)* > 0 dquivalent zu (3.1.1).

Als néchstes nehmen wir an, dass Bedingung (3.3. 2b) gilt:

Wir setzen a,b € R} mit ag := +11 - und by, 1= - s fir k € {1,...,n}, sodass wir (a1, ag,...,a,) =
-1 -1 -1 - -1
(aytaty, ... art) und (bl,bg, oy by) = (b, b ..., by t) erhalten. Dann
be B Gniik . 7 1
— = —=F = nt und agby = .
ar g bagis Ant1—kbnt1—k
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Daher
n o b — bn - 1 - 1 -
*1212722(1 L> . >2 und arb; = > agby = ——— > ... > apby,
ay bn a2 bn—l Qnp anbn an—lbn—l
Auflerdem
B)=— > @ und en(@en(d) = —— —_>1
T ) T e M T @) end) T

somit erfiillen @ und b Bedingung (3.3.2a). Deshalb ist die (3.1.1) fiir @ und b erfiillt, und wir kénnen
umformen:

- = )2 - 72 - 1\’ Z 1 \?
;(bg a;)* < ;(log b;) & ; (log an+1i> < ; <log bn+1i)
n 2 n 2 n n
< Z (log ai) < Z (log ;) & Z(— log ai)2 < Z(— log bi)2 (3.3.3)
=l i=1 i=1 i=1

& Z(log ai)Q < Z(log bi)z. |
i=1 i=1
Beispiel 3.3.2. Weder sind die Bedingungen der SSLI strenger als in Satz 3.3.1 noch umgekehrt:

i) Mit @ = (14,2,10) und b = (20,2,7) erhalten wir ex(a) < ex(b) fiir alle k¥ € {1,...,n — 1} und
en(a) = e, (b), aber es existiert keine Umordnung von a und b, die Z—ll > % > Z—i und ay by > ag by >
as by erfiillt. ‘

ii) Mit a = (6,5,7) und b = (10,8, 3) erhalten wir 2 > 3
und e, (b) = 240 erhalten wir e, (a) < e,(b) und e,(a)e,(b) > 1, aber nicht e, (a) = e, (b).

iii) Mit @ = (2,2,2) und b = (4,2,1) erhalten wir ex(a) < eg(b) fiir alle k¥ € {1,...,n — 1} und
en(a) = e, (b). AuBerdem % > % > %, 2:4>2-2>2-1and e,(a)e,(b) > 1.

und 6-10 > 5-8 > 7-3. Wegen e, (a) = 210

Q oo

>
en

Satz 3.3.3 (Sum-of-Powered-Logarithms-Ungleichung). Seien a,b € R™ undp € R mita; > 1, b; > 1 und
p < 0. Angenommen a <" b, dann gilt

n n

> (loga;)P < (logh;)”. (3.3.4)

i=1 i=1
Bemerkung 3.3.4. Wir setzen a; > 1 und b; > 1 fiir die Wohldefiniertheit von (log a;)? und (logb;)? fiir

alle p € R voraus.

Beweis. Aus a <" b mit Proposition 2.12.10 erhalten wir

k k
Zloga? > Zlogbg fiir alle k € {1,...,n}.
i=1 i=1

Seien z,y € R’} mit x := loga, y := logb (damit z; := loga; und y; := logb; fiir alle k € {1,...,n}), dann
x <" y. Betrachten wir nun die Funktion ¢g: Ry — R mit g(z) = 2P, dann

/ — .1 " — - 1)- p—2
g'(2) p -z <0 und  ¢"(z)= p(p—-1)-2 > 0.

<o >0 >0 >0

Aus diesem Grund ist g monoton fallend und konvex. Mittels Proposition 2.12.8 ii) erhalten wir, dass
¢: R% — R mit p(§) = Y, & monoton fallend und Schur-konvex ist. Mit Proposition 2.12.7 erhalten
wir o 2t < YT yP. Riicksubstitution liefert uns direkt die Aussage. [ |
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Bemerkung 3.3.5. a < b ist eine zu schwache und a < b plus e,(a) = e, (b) eine zu starke Bedingung
fiir (3.1.1):

Fiir a = (3,2,2) und b = (4,2,1) erhalten wir a < b, aber 2.17 &~ > (log a;)? < >_(log b;)? ~ 2.40.
Fiir a = (4,4,4) und b = (10,1, 1) erhalten wir a < b, aber 5.77 = Y (loga;)? > Y (log b;)? ~ 5.30.

Durch Lemma 2.13.43 haben wir gezeigt, dass a < b impliziert eg(a) > er(b) (Es sei auf die umgekehrte
Ungleichung hingewiesen!).

Wie sieht es aus, a < b und e, (a) = e,(b) als hinreichende Bedingungen fiir (3.1.1) zu fordern?

Wir konnen recht einfach zeigen: @ < b und e,(a) = e,(b) implizieren die logarithmische Majorizati-
on loga < logh. Weil die Abbildung ¢ + t? konvex ist, folgt mit Proposition 2.12.8, dass die Unglei-
chung Y7 (loga;)? < 37 (logb;)? erfiillt ist. Jedoch, fiir a < b, kénnen wir Folgerung 2.13.43 anwen-
den, um ej(a) > ex(b) zu finden, daher impliziert die SSLI Y 7 (loga;)? > >°"  (logh;)* und damit
S (loga;)? =31 (logb;)?. Dieser Umstand ist nicht iiberraschend: Wir wissen bereits (sieche Bemer-
kung 2.13.45), dass

a<b und e,(a)=en(b) = at=0"

gilt. Somit sind die Vektoren a und b € R’} bis auf Permutation identisch.

3.4. Verwandte Ungleichungen

Proposition 3.4.1. Secien z,y € R und m € Ry.. Nehmen wir zudem logx <, logy an, dann gilt

zn:em‘” < Zn:emyi. (3.4.1)
i=1 i=1

Beweis. Wir setzen ¢: R" — R mit ¢(z) = > 1, €™ %. Da x + e™? konvex und monoton wachsend ist,

ist die Funktion ¢ gem#f Proposition 2.12.8 ii) Schur-konvex und monoton wachsend. Mit Proposition
2.12.10 erhalten wir = <, y, so zeigt (2.12.7) i), dass ¢(z) < ¢(y). [ |

Satz 3.4.2. Wenn die reellen Zahlen a,b,c,x,y, z
a+bt+c =ax+y+z =0 (3.4.2)

und
A+ = 224y 422 £ 0, (3.4.3)

1
e eV e < (e”2 +ev’ —l—ezz) exp (—313/ 4a2b202> (3.4.4)
ab be ca a? b2 c? 93 1 2,292
e’ +e”+e < (e +e” +e° |exp| -3 T (3.4.5)

Beweis. Fiir a, 8,7 € R erhalten wir (a + 8 +7)? = oa? + %2 + 92 + 2a8 + 287 + 2y, damit gilt unter
den Voraussetzungen

erfillen, dann

und

ab+bc+ca = ((a+b+c)>—(a®+b*+ %))

((x+y+z)2—(x2+y2+zg)) = xy+yz+zx

DN = N =

und wir kénnen
p = ab+bc+ca = xy+yz+ zx.
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setzen. Weiterhin
3 _ 3, .2 2 _ 2 _ _
¥ +pr—ayz = Hzxytayz+az—ayz = z(z+y+z) = 20 = 0

und analog
vV py—axyz = 0 und B 4pr—ayz = 0.
Somit hat die kubische Gleichung X3 + pX — xyz = 0 genau die drei Losungen X € {x,y, z}.
Mit den Cardanischen Formeln (siehe Cardano [14]), hat die kubische Gleichung X3 + pX + ¢ = 0 genau

dann drei reelle Losungen, wenn
D= (1 +(2) <0
=(3) +(5) <o

2 : 2,22 3
—xyz (]3)3 _ 7Yz p° 0
( 2 ) + 3 4 +27 .

Somit erhalten wir

2.2 2
also p? < —27%%* und schlieBlich

2,22
p = oytyrtaz < —339”12 : (3.4.6)
Auf analoge Weise erhalten wir aus X3 + pX — abc = 0
Ja2b2e2
p = ab+bctca < -3¢ a 4C . (3.4.7)
Also
p = p—i—xQ—xQ = xy+yz+zx+x2—m2 = yz—xQ,
und damit

yz=2a"+p

und analog xz = y? + p und zy = 2% + p. Gem#fl (3.4.7) und der Monotonie der Exponentialfunktion
haben wir

212 02 252 02 212 02
eV < eg”zexp<—33 alzlc ) , e < ey2exp<—33 GZC ) , e < ezzexp<—33 aic)

und durch Summenbildung erhalten wir (3.4.4). Der Beweis von (3.4.5) erfolgt analog. [ ]

Satz 3.4.3. Fir I C R seien Funktionen f1,..., fn: I — R mit

D filt) =0 und fi(t) < fo(t) < ... < falt)  firalle te T (3.4.8)
i=1
und g: I — R mit
g(t) = Zefi(t) fir alle tel (3.4.9)
i=1
gegeben.
i) Falls fi(t) < f5(t) < ... < fl(¢¥) fir alle t € I, dann ist ¢'(t) > 0 fir alle t € I und g ist monoton
wachsend.
ii) Falls f{(t) > f4(t) > ... > fl(t) fir alle t € I, dann ist ¢'(t) <0 fir alle t € I und g ist monoton
fallend.
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Beweis. Die Bedingung Y., fi(t) = 0 fiir alle ¢ € I impliziert

Xn:f{(t) = % (if,»(t)) =0 firalle tel.
=1 i=1

Nehmen wir als erstes an, dass gilt: f1(¢t) < fi(t) < ... < fl(t) fir alle ¢ € I. Mit der Monotonie der
Exponentialfunktion und der Tschebyscheff-Summenungleichung mit a; := e/i®) | b; := ’(t) erhalten wir
n _ (293) 1/ LA
J0 = Ym0 2L (Z I (t>> <Z efl(t)> .

=1 12170 =1

Nun nehmen wir stattdessen an, dass f1(t) > f5(¢t) > ... > fl(¢) fiir alle ¢t € T gilt. Mit der Monotonie
der Exponentialfunktion und der Tschebyscheff-Summenungleichung mit a; := e/ b, 4 ; = f(t)
erhalten wir

(2.9.3)

) = gfi’(t)-efi(” B i(gfé(t)>(ge“”) _— .

=0

Beispiel 3.4.4. Gegeben seien die Funktionen fi, fo, f3: R — R mit

fl@)==2"+1,  folz)=2—-1, fa(e)=2" -2

und
@) =20,  fie)=1, file)=20-1.
Dann gilt
fi(x) + fa(x) + fa(x) =0 fiir alle z € R.
Zudem ist

f5(x) fiir alle z € [1,00),

filz) < folz) < fa(x) wnd fi(z) < fa(o)
Re) € fa) € AG) wd ) 2 4@ > A e se 1],

IN
IN

Definieren wir nun g: R — R mit
g(m) — e—r2+1 + e~ 1t +612—1 _ efl(ﬂc) + ef2(m) +ef3(<77) ;

dann kénnen wir mit Satz 3.4.3 schlieBen: ¢ ist monoton wachsend auf [1,00) und monoton fallend auf
3.1,

Jetzt verallgemeinern wir Satz 3.4.3.

Satz 3.4.5. Seien I CR und f1,..., fn: I — R mit

DLty =0, fi(t) < fo(t) < ..o < fult) und  f{(8) < f3(t) < .. < f(t) firalle teT
=1

(3.4.10)
und nehmen wir g,h: I — R, wobei h positiv und monoton wachsend ist und
gn(t) = Zeh(t)fi(t) fir alle te 1. (3.4.11)
i=1

Dann ist g, (t) > 0 fir alle t € I, woraus folgt, dass g, monoton wachsend ist.
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Beweis. Die Bedingung Y., fi(t) = 0 fiir alle ¢ € I impliziert

Zfl =5 (Zf >_0 fiir alle ¢ € 1.

Mit der Tschebyscheff-Summenungleichung, verwendend a; := f;(t) bzw. a; := f/(¢) und b; := eh(®)fi(t)
konnen wir schlieffen:

G0 = S OORO LIS )
- (Z fi(t) - O t>>+h @1 £t ﬂ(t)) (3.4.12)
CLD (Z £ )(Zeh<t>ﬁ<t>>+h(t)<i f{(t)) <zn:eh<t>fi<t>> ~ 0. m

Satz 3.4.6. Fir I CR sei fi,..., fn: I = R mit den Eigenschaften

Zfi(t) =0, f) < folt) < ... <fult) und fi(t) < f5t) < ... < fL(0) (3.4.13)

fir alle t € I. Zusdtzlich ist h: D — R monoton wachsend und konvex vorgegeben. Die Menge D C R stellt
hierbei sicher, dass h(f;(t)) fir alle i € {1,...,n} und alle t € I wohldefiniert ist. Weiterhin definieren

wir H: I — R mit i
H(t) = Zeh(fi(t)) )
i=1

Dann ist H'(t) > 0 fir alle t € I und H ist monoton wachsend.

Beweis. Die Bedingung Y7, fi(t) = 0 fiir alle ¢ € I impliziert

PG dt(Zfz ) fiir alle t € T.
i=1
Weil h monoton wachsend ist, gilt A'(z) > 0 und h(x) < h(y) fir z <y, sodass

W(fit) = 0 und A(f1(t)) < h(f2(t)) < ... < h(fa(t))

fir alle t € I gilt. Unter der Annahme, dass h konvex, also A’ monoton wachsend ist, erhalten wir
K (x) < K (y) fiir x <y, woraus

W(A®) < M(RE) < ..o < ()

fiir alle ¢t € I folgt. Wenn nun fiir reelle Zahlen ay, as, b1, bs die Ungleichungen 0 < a; < as und by < by
erfiillt sind, dann ist a1 by < as be. Wenden wir dies iteriert an, so erhalten wir

W(R®) - fit) < B(f0)) fot) < .. < W(fu(t) - (1)

fiir alle ¢ € I. Schliefflich kénnen wir sehr einfach die Originalaussage durch Anwendung der Tschebyscheft-
Summenungleichung einmal mit a; := h'(f;(t) f/(t) und b; := e"fi()) " ein zweites Mal mit a; := h'(fi(t))
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und b; := f/(t) erhalten. Es ist

H/(t) _ n (hofi)/(t) Pfi®) = zn:h/(fz(t)) le(t) . eh(fi(®)
(2.93) 1 /& n -
> D N(fit) - fit) et (™) (3.4.14)
(% ) ()
2 (T wum) (T aw) (L) = o .
=1 7,:120 =1

Das folgende Theorem wurde von Birsan, Neff und Lankeit in [9] bewiesen. Mit Satz 3.4.3 (beziehungsweise
den Verallgemeinerungen Satz 3.4.5 oder Satz 3.4.6) kénnen wir nun einen sowohl alternativen als auch
sehr elementaren Beweis fithren:

Satz 3.4.7. Seien a,b,c,x,y,z € R mit

a>b>c und x>y>=z. (3.4.15)

Weiterhin
a+btc =ax+y+z =0 und >+ 4+ = 2> +y* +2°. (3.4.16)

Dann ist
e +eP e < e eV et (3.4.17)

genau dann wenn a < x.

Bemerkung 3.4.8. Benutzen wir Satz 3.4.5 oder Satz 3.4.6 anstelle von Satz 3.4.3, erlaubt uns der
folgende Beweis sogar die starkere Aussage unter den Bedingungen von Satz 3.4.7 zu zeigen:

M 4 Ml g < gMT 4 eMmY | g2 genau dann wenn a<uz fiir alle m € Ry .

Beweis. Halten wir zuniichst a, b, ¢ fest. dann definieren wir zur Vereinfachung » € Ry mit r? := a?+b2+c2.
Mittels der Bedingungen (3.4.15) und (3.4.16) konnen wir eindeutig y und z in Abhiingigkeit von z € R
bestimmen (Mit (3.4.15) x < 0 impliziert a +b+c <0+ y+ 2z <0+ 0+ 0; ein Widerspruch zu (3.4.16)).
Wegen z = —x — y konnen wir y? + (—x — y)? + 22 — r2 = 0 sicherstellen. Seien 2 und r vorgegeben, dann
erhalten wir eine quadratische Gleichung, die wir mit der p-g-Formel 16sen kénnen:

2

1
= 2y2+2:cy+2x2—r2:0 =4 y2+xy+x2—*7‘2 =0

vt (—z—y)P+a®—r 5

1 1 1 1 [ 3 1
= ——x /22 —224+ 12 = ——x+/——x2+ =r2.
=y 23: 456 T —|—27" 23@ 43; —|—27‘

Setzen wir diese beiden Losungen in z = —z — y ein, so bekommen wir
1 3 1
= —— 2 2 .
z 2x F 4:r + 2r

Von den beiden Moglichkeiten + fiir y bleibt nur der positive Fall, bei F fiir z nur der negative Fall iibrig,

um (3.4.15) zu erfiillen. Beide Gleichungen haben drei reelle Losungen genau dann, wenn —%x2 + %7“2 >0

— dafiir muss z < %rQ gelten. Auflerdem

1 /3 1 3 3 1
> > __p2 2 — > _ 2 2
r >y & x> 2x+ 4x+2r & Qmi 4x+2r
2

9 3 1 1 1
& sz > —1x2+§7‘2 & 3z° > §r2 &S T > \/673.
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Mit D, := [, / %T2, \/ %1"2} erhalten wir die differenzierbaeren Funktionen y, z: D, — R mit

1 3 1 1 3 1
y(z) = 5Tt 1/—1332—1— 57"2 und z(z) = —3% - —ZxQ + 57“2 (3.4.18)

als die eindeutigen Losungen (x,y(x), z(x)) von (3.4.15) und (3.4.16). Da die vorgegebenen a,b, ¢ diese
Bedingungen erfiillen, sind offensichtlich a € D,, b = y(a) und ¢ = y(b).

Nun definieren wir fiir m € R die Funktion §: D, — R mit §(z) = ™¥®) 4 em*®) Wir wissen y(z) >
z(x) und

1 g 1 3y
y'(z) = - ——F——— < -+ 1

S B Y Y (i PR
Also konnen wir mit Satz 3.4.5 oder Satz 3.4.6 folgern (in beiden Fillen kénnen wir h(t) := mt setzen.
Fiir m = 1 kénnen wir direkt Satz 3.4.3 benutzen), dass § monoton wachsend istl. Zudem ist z — e™®

monoton wachsend, also ist die Summenbildung g: R — R mit g(z) = e™* +em¥(®) 4 em () ehenso
monoton wachsend. Deshalb

= 2'(z).

g(xz) > g(a) genau dann, wenn x> a,

was dquivalent zur Aussage ist, wenn wir m = 1 setzen. |

3.5. Neue logarithmische Ungleichungen in der Informationstheorie

Zunichst stellen wir die Jensen-Ungleichung (vgl. Mitrinovié, Pec¢arié, [50, eq. (2.1) S.191]) und die Log-
Summenungleichung (vgl. Cover, Thomas [19, 2.7 S.29]) vor. Danach beweisen wie die Informationsun-
gleichung, welche in abweichenden Schreibweisen unter dem Namen Gibbs-Ungleichung bekannt ist. Die
Informationsungleichung (vgl. Cover, Thomas [19, 2.6 S.28]) ist die grundlegendste Ungleichung in der
Informationstheorie. Es wird behauptet, dass die relative Entropie zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen p, q: Q — [0, 1], definiert als

—
~

X

D(pla) == > pl) logz (3.5.1)

e (:L’

~

nichtnegativ ist. Fiir den Fall, dass p und ¢ Wahrscheinlichkeitsmafle auf einer endlichen Menge Q =
{1,...,n} sind, ergibt sich die Formel zu:

D(pllg) =Y pilog’ " (3.5.2)

Lemma 3.5.1 (Jensen-Ungleichung). Sei I C R ein Inervall, f: I — R eine konvexe Funktion, A1, ..., A\,
positive Zahlen mit \y + ...+ A, =1 und z1,...,2, € I. Dann gilt

f (Zf; Ai x> < XE i fwy) . (3.5.3)

Wir bemerken: Mit n = 2 erhalten wir direkt die Definition der Konvezitit von f.

Beweis. Die Ungleichung folgt direkt aus der Definition der Konvexitat durch vollstdndige Induktion:

Der Fall n =1 ist trivial, n = 2 ist wahr, weil f konvex ist.
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Sei nun als Induktionsvoraussetzung (IV) die Gleichung (3.5.3) erfiillt fiir ein n € N und fiir n = 2, dann
folgt

= AnTp + A x
/\i €T; = )\ i + A + )\n nen ntl ondl )
f(; > (Z +1) /\n+>\n+1
IV n An A
< Z:: Alf(l'L) + (/\n + >\n+1) f()\n o Tn + \, ':—;\iJrl x7L+1>
_ n+1
IV 2
ZA F@i) 4 An f(@n) + Apr F(@ng1) = D Nif(@i),
somit ist (3.5.3) erfiillt fiir n + i =t [ |

Mit der Jensen-Ungleichung kénnen wir die sogenannte Log-Summenungleichung beweisen:

Lemma 3.5.2 (strengere Log-Summenungleichung). Seien ai,...,an,b1,...,b, € Ry und k > 0, dann
ZSt n @ n 1 n
1
Z a; log <bi + k) > (Z ai> log (m Zai + k) . (3.5.4)
1 = i=1
Wir erhalten genau dann Gleichheit, wenn Z“l = 2; =...= Z—:’

Bemerkung 3.5.3. Fiir £ = 0 haben wir die Log-Summenungleichung:
;ai log — 5, (Z al> log ( ZC”) . (3.5.5)

Beweis. Mit f(z) = x log(z + k), A :=b;/ > 1y bi, T := a;/b; und (3.5.3) erhalten wir

n ) n b; 41 +k n
Zai log(zt—i-k) = <Zbi> ZZ ! g:nogg‘ ) = Z’\i x; log(x; + k)

i=1 i=1Y P}

=1
n (3.5.3) n n n n
= ) Niflw) > f(z Ai x> = (Z bi> (Z Ai xi) log (Z Xi i + k)
i=1 i=1 i=1 i=1 j
B () - ()l )
= b; < = log| &=— + k& = log| &=—— +k (3.5.6)
(i_l Zi:l bi Zi:l bi ; Zz 1 i
Wenn nun ¢ := §* = ‘g—; = = Z—n dann ist ; = ¢ und so erhalten wir
f<z>\i$i> = f(z)\i0> = flo) = Z&'f(c) = Z)\zf(xz)
i=1 i=1 i=1 i=1
Gibt es ein i € {1,...,n — 1} mit §* # Z’“ dann erhalten wir

;Aif(xi) > f(; Am) . [

Proposition 3.5.4 (Gibbs-Ungleichung / Informationsungleichung). Bezeichne P, die Menge der Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf einer n-elementigen Menge, also P, = {p € R} | > | p; = 1}. Die folgenden
vier Ausdricke (die ersten drei werden Gibbs-Ungleichung, die vierte Informationsungleichung genannt)
sind dquivalent und erfillt fir alle a,b € Py:

i) sup {1:[5‘“} = ﬁa?i, i1) £ielrllgn{iai —log&;) } Zal —loga;),

EEP,

1i1) z:az —logb;) > Zal —loga;), i) D(a | b) = Zai log % >0. (3.5.7)
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Beweis. Zunichst beweisen wir die Aquivalenz der vier Ausdriicke:

Sup{Hba’} = ﬁa?"’ & 5ienlg {—ﬁbf} = —ﬁa?i S —ﬁb?i > —Ha?i
i=1 " i=1 i=1 i=1 i

§eP,
& flogHb;“ > flogﬁa;“ & filogbgi > filoga?‘
i=1 ] i=1 i=1
& Xn:ai(—logb Zaz loga;) & Zn:ai(logai—logbi) >0
' i=1

& Zazlog—i >0 < Dalb > 0.

Nun sei a,b € P,. Mit der strengeren Log-Summenungleichung und wegen >, a; = >, b; = 1 erhalten

wir
n n n
a; 1
Z a;log ( + k) > <Z ai> log <n Z a; + k) = log(l+k). (3.5.8)
i=1 bi i=1 2 bi
Mit k = 0 erhalten wir die Informationsungleichung aus Fall iv). |

Bemerkung 3.5.5. Analog konnen wir die Ungleichung (3.5.8) auch als die strengere Informationsun-
gleichung nennen.

Folgerung 3.5.6 (verallgemeinerte Log-Summenungleichung). Fir a,b € R und ki, ..., k, € [0,00) gilt

iz:;ailogf[l<zz+ks) > <Za> logH< 7 Zamtk) (3.5.9)

Beweis. Mit m Zahlen ki, ...,k € [0,1) erhalten wir durch m-fache Summenbildung iiber die strengere
Log-Summenungleichung (3.5.4)

i(gailog<zz+ks)> > i(iaﬂog( . Zaﬁ—k))

Unter Verwendung der Distributivitdt und den Logarithmengesetzen erhalten wir direkt unser gewiinschtes
Resultat. ]

Folgerung 3.5.7 (verallgemeinerte Informationsungleichung). Fiir a,b € P, ind ky,...,k, € [0,00) gilt

Zal logﬁ< ) > log ﬁ(1+ks). (3.5.10)

s=1

Beweis. Wir vereinfachen (3.5.9) unter der Bedingung a,b € P, somit gilt > " ;a; =>._; b; = 1. u
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Anwendung auf die nichtlineare
Elastizitatstheorie
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4. Einfiihrung in die nichtlineare
Elastizitatstheorie

4.1. Modellierung iiber das Kraftgleichgewicht nach Cauchy

Gegeben sei ein physischer Korper elastischen Materials, der Kriften ausgesetzt wird, die ihn verformen.
Dies sind zum einen auf seine Oberfliche einwirkende Krifte wie Ziehen oder Driicken, zum anderen auf
sein Volumen wirkende Krifte wie Gravitation oder Elektromagnetismus. Wir gehen davon aus, dass die
Verformung in einem stationdren Zustand endet. Die Elastizitit des Materials bewirkt eine elastische
Verformung. Diese ist nur abhéngig vom Ausgangszustand und den einwirkenden Kréften, nicht aber von
vorigen Verformungen und hat die Eigenschaft, dass der Korper sich unter Wegfall der verformenden
Krifte wieder zuriickverformt. Zudem gehen wir davon aus, dass kein Teil des Materials unendlich dicht
zusammengedriickt oder unendlich stark auseinander gezogen werden kann. Damit der Korper in einem
stationdren Zustand enden kann, miissen zu den von auflen einwirkenden Kriften auch innere Kréifte
entstehen, welche die dufleren ausgleichen.

Zur mathematischen Modellierung des stationdren Zustandes der Verformung definieren wir:
Definition 4.1.1. Gegeben sei ein Gebiet Q C R3 mit hinreichend glattem Rand und eine hinreichend

glatte, sich nicht selbstdurchdringende! Deformationsabbildung ¢: Q — R® mit z — 2% = ¢(z) und
Vo(x) € GLT(3), wobei wir das Bild von ¢ unter Q als Q¥ bezeichnen.

Pamm

Y
S

~L___

Abbildung 4.1.: Deformation eines Gebietes €2

Zudem sei eine Volumenkraftabbildung f#: Q¥ — R? gegeben. Zu einer Flichenkraftabbildung p¥: Q¥ x
R3 — R? sind ausschlieSlich die Funktionswerte fiir einen Teil des Randes I' C 92 vorgegeben, der Rest
ist nicht bekannt. Ziel ist es, zumindest Eigenschaften der Flachenkraftabbildung angeben zu koénnen.

Bemerkung 4.1.2. Ein hochgestelltes ¢ driickt immer die Abhéngigkeit der Menge oder Abbildung von
(© aus.

Die Volumenkréfte sind zu verstehen als Kraftdichten, somit Kraft pro Volumen, und sind abhéngig vom
Ort im verformten Gebiet z¥ € Q¥. Volumenkrifte kénnen durch beispielsweise Gravitation oder Elek-
tromagnetismus induziert werden. Hierbei wirkt dann ein Beschleunigungsfeld auf den Korper und die
Kraftdichte an einem Ort ergibt sich aus der Beschleunigung und der Dichte des Korpers an diesem Ort.

Die Fliachenkrifte sind ebenfalls als Kraftdichten zu verstehen. Sie sind abhéngig vom Ort im verformten
Gebiet 2% € Q% und dem Normalenvektor n¥ € R? der durch den Punkt 2% gehenden zu betrachtenden

1Eine Selbstdurchdringung setzt einen Punkt der unendlichen Kompression voraus, welchen wir ausschliefen.
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Fldche. Betrachten wir zwei durch den verformten Koérper gehende Flichen, die im Punkt xz¥ dieselbe
Normale haben, ist die Flichenkraftdichte auch dieselbe. Flichenkrifte sind die von auflen wirkenden
Krifte, die zur Verformung beitragen, wie auch die inneren Riickstellkréifte des gezogenen oder gestauchten
Materials.

(912

(912

n‘p
x‘P

MY M

Abbildung 4.2.: zwei Teilgebiete My und Mg von Q7 mit gleichem Normalenvektor n¥ im Punkt z¥

Es ist klar, dass sich die Volumenkréfte und Flachenkréifte in der Summe fiir jedes Teilgebiet M¥ C Q¥
ausgleichen miissen, damit der Kérper im ruhenden Gleichgewicht ist. Ansonsten wiirde eine Kraft auf M*¥
im Ganzen wirken und dieses bewegen. Damit keine Verschiebung des Korpers oder seiner Teile stattfindet,
jeder Teilkorper eine ausgegelichene Kraftbilanz aufweist, muss gelten:

fe(x¥)da¥ = 0
M

/ p¥(x?,n?)dz¥ + fiir alle M¥ C Q%. (4.1.1)
oM

Flachenkrifte

Volumenkrifte
Damit keine Rotation des Korpers oder seiner Teile stattfindet, jeder Teilkorper eine ausgeglichene Dreh-

momentbilanz aufweist, muss gelten:

/ ¥ x pf(x?,n%)da¥ + / ¥ x ff(x¥)dz®? = 0 fiir alle M¥ C Q7. (4.1.2)
OM¥ M

Fliachendrehmomente

Volumendrehmomente

Hierbei ist n¥ := n(z¥,0M) € S* stets der &uere Normalenvektor auf 9M¥ im Punkt z%.

Beispiel 4.1.3. Betrachten wir als Beispiel einen Zylinder Z, der durch gleichméfiigen Druck auf seine
beiden Stirnflichen auf einen Zylinder von gleicher Grundfliche Z¥ zusammengedriickt wurde. Volumen-
krifte sollen keine wirken. Wirkt auf die obere Stirnfliche A; die konstante Kraft p; und auf die untere
Stirnfliche As die konstante Kraft py, dann ergibt sich

/pldx“’—&—/ podz?¥ =0
Al A2

lpl L4

Ay /\ 1P

Lp”

(4.1.3)

Ay Tp2

sz

Abbildung 4.3.: Zylinder vor und nach der Verformung in Seitenansicht
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4. Einfiithrung in die nichtlineare Elastizitétstheorie

Axiom 4.1.4 (Spannungsprinzip von Euler und Cauchy). Sei Q¥ C R™ ein Gebiet mit hinreichend
glattem Rand und I'? C 0Q% ein Teil des Randes. Zu einer vorgegebenen auf dem Abschluss Q7 definierten
Volumenkraftabbildung f* : Q7 — R3 und einer auf dem Randteil T'¥Y definierten Vorgabe der Flichenkrdifte
g% : T'? = R3 existiert eine Flichenkraftabbildung p¥ 07 xS — R3, sodass p¥ auf dem Randteil T'% durch

pf(x?,n%) = g% (x¥) fir alle x¥ € I'?

festgelegt ist und zudem fiir alle Teilgebiete M¥ von Q¥ das Gleichgewicht der Krifte (4.1.1) und das
Gleichgewicht der Drehmomente (4.1.2) erfiillt ist. Hierbei ist n® := n(z?,0M) € S* := {v € R3|||v| = 1}
der duflere Normalenvektor auf OM im Punkt x¥.

Dies ldsst sich auch als Anfangswertproblem schreiben: Zu wie oben vorgegebenen f¢ und g® existiert p?,
sodass

o) da® + / p? (e, n?) dS(2%) = 0

Me aMe
/ 2% x fP(x®)dz? + / 2% x p?(x¥,n®)dS(z?) = 0 fiir alle Teilgebiete M¥ C Q¥
M oM

P(a,n¥) = g?(a¥) Va¥ € (MPNT¥)

(4.1.4)
gilt. Hierbei ist n® := n®(x%) € S* der dupfere Normalenvektor des Randes OM in x¥.

Lemma 4.1.5. Fir jedes x% € ﬁi ist die Flichenkraftabbildung p? linear in n® € S' := {v € R*[|jv]| =
1}, d.h. es gibt eine Abbildung o: Q° — R3*3, sodass p?(x¥,n?) = o(x¥) -n® fir alle z¥ € Q7 und alle
n¥ € St gilt.

Beweis. Sei ¥ € Q¢ und n® = (a,b,c)T € S, d.h. a® + b? + ¢ = 1. Wir withlen z,y,2 € R so, dass
%yz = aq, %zx =D, %xy = ¢ gilt und betrachten den Tetraeder mit den Endpunkten
zy Ty +ex-er, ry+ey-ea  und 2 +ex-es,

der fiir hinreichend kleines € ganz in Q¥ liegt.

Abbildung 4.4.: Tetraeder an z{ mit Seitenkantenlingen ez, ey, € 2

Wir charakterisieren die vier Seitenflichen des Tetraeders A;, Ao, A3, A4 durch die auf den Seitenflichen
senkrecht stehenden Normalenvektoren —e;, —eq, —e3, n¥ multipliziert mit dem jeweiligen Flacheninhalt:

1
v = §(£zeg)x(syeg) = —aey,
1 2
vy = é(sxel)x(szeg) = —¢beg,
1 2
vy = §(€y62)x(€xel) = —c“ces,
1
vy = §(€y€2—€$61)><(8263—8$61) = e%(ae; +bey +cez) = 2n?.
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4. Einfiithrung in die nichtlineare Elastizitétstheorie

Die zugehorigen Fliachenkréfte sind

D1 / p‘P(xg7_el)dS(xS@) ) b2 / pq)(mga_@) ds(mw) )
Ay As

P3 /p‘P(xBﬁ—eg)dS(:v“’), P4 /p“’(xg,n“’)ds(w“")~
As Ay

Fiir hinreichend kleines ¢ konnen wir die Kréfte hinreichend genau approximieren durch

pP1~ EQG'pSD(‘rg?_el) ) P2 ~ Ezb'pw(a’.g7_€2) B p3 ~ 520‘2790(*”557_63) B P4 ~ 52 ‘pw(CCg:n(P) .

Mit dem aus Symmetriegriinden fiir alle n € S* geltenden p?(zf,—n) = —p?(z§,n) konnen wir auch
schreiben
pi~—ea-pP(af,er), pr~ —e2b-pP(af,es), py~ —elc-pP(afies), pa~ et pPlaf,n®).

Aus der Formel fiir das Kraftgleichgewicht (4.1.4) mit dem Umstand, dass die Volumenkrifte f¥ kubisch
fiir e — 0 kubisch gegen Null streben, die Flichenkrifte hingegen nur quadratisch, die Volumenkréifte im
Grenziibergang somit vernachléssigbar sind, folgt die Forderung p; 4+ p2 + ps + p4 = 0, die uns, nochmal
durch £? geteilt,

p?(zf,n?) = p¥(zf,ae1 +bea+ces) = a-p?(af,e1)+b-p?(xf,e2) +c-p(zf,e3)
sicherstellt. |

Satz 4.1.6 (Satz von Cauchy). Es gelte das wie im vorigen beschriebene Spannungsprinzip von Cauchy
und Euler. Zudem gehen wir von Stetigkeit von f¥ in x¥ und 1% in n? und von stetiger Differenzierbarkeit
von t¥ in x¥ aus. Dann ezistiert eine Abbildung o%: Q= Sym(3), fir die

p?(z¥,n?) = o%(x¥).n¥ fiir alle 2% € Q° und alle n® € S* (4.1.5)
gilt und die -
dive¥(z?) = —f?(x%) fir alle ¥ € Q° (4.1.6)
und
c?(x?).n¥ = ¢g¥(z¥) fir alle z¥ € T'? (4.1.7)
erfillt.

Bemerkung 4.1.7. Hierbei entspricht dive? = —f dem Gleichgewicht der Kréfte. Das Gleichgewicht
der Drehmomente schligt sich wiederum in % (z%) € Sym(3) nieder.

Beweis. Die Linearitédt von p¥ haben wir in Lemma 4.1.5 bereits gezeigt.

Unter Anwendung des GauBlschen Integralsatzes gilt fiir alle Teilgebiete M¥ C Q7 das Gleichgewicht der
Krifte als

0= fe(x?)da? + / o?(xz¥).n?dS(x?) = fe(x®) + dive?(a¥) dz?,
M aM¢ Me
woraus f#(z?) = — div ¥ () fiir alle z# € Q7 folgt.

Wir schreiben o (%) fiir die Zeilen von 0¥ (%), dann ist

(0., n?)
p?(a%,n%) = 0?(z¥)n? = | (05 ,n?)
(0f..,n%)

Zusammen mit f#¥ = —divo® erhalten wir dann

f{(2%) = divaf (z¥) und  pf(z¥,n¥) = (of ,n%) fir i € {1,2,3}.

)
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ag b3 — as b2

Fir a,b € R3ist a x b = | asby —a1 b3 |, so lisst sich das Gleichgewicht der Drehmomente fiir alle
al b2 — ag bl

Teilgebiete M? C Q7 schreiben als

0= [ efe) —af st 1 | 0ol @) n7) (o of, (7). 0 dS0)

oM

3
/MW ol f7 (%) — xf f7(2¥) da® + /8 . ;(xi 0% (%) =z 07 (1)) - nf dS(a®) (4.1.8)

fiir alle (4,5) € {(2,3),(3,1),(1,2)}. Wir erinnnern uns an die Greensche Formel (1.2.15) auf Seite 11:
Jo 4 ui(z) ni(z)dS(z) = [, 2 () da fiir w € C'(R",R™). Mit ihr ist

3
o 2o )~y ) - 4 a)

k=1

“
3

/ of(x%) — o (2¥)dx? +/ zidivey (2%) — xjdivey (z?) dz?.
Me Me s ———
—fi(z#) —fi(z®)

a4
d{Ek

NE

(2 0% (a%) =z 0 (a¥)) da®

>
Il

1

d d
(Giof(a®) = Gnof(a9) + T gy (@) — 2y g0 () ) da*

M-

Einsetzen in (4.1.8) ergibt
0 = /M«: of(x%) — 0¥ (x¥) dz” fiir alle Teilgebiete M¥® C O und alle (i,7) € {(2,3),(3,1),(1,2)}

und damit 0 = o (2¥)—0o¥, (2¥) fiir alle ¥ € Q7 und alle (4, j) € {(2,3),(3,1),(1,2)}, was gleichbedeutend

mit 0% (2%)T = 0#(2%) fiir alle 2¥ € Q7 ist. |

Kennen wir die Abbildung ¢%, so konnen wir den Vektor der Kraftdichte in deformierten Gebiet in
Abhiingigkeit von der Stelle ¥ € Q¥ in Richtung n¥ € S! beides bezogen auf das deformierte Gebiet
als

P#(2%,1%) = 0 ().

ausdriicken. Damit wir p¥ auch bezogen auf das Referenzgebiet angeben kénnen, definieren wir die Abbil-
dung S7: Q — Sym(3) mittels
SY(z) = o?(z¥) Cof Vip(x) fiir alle 7 € Q.
Sie hat nun die Eigenschaft, dass
S7(z).n = o¥(x¥)Cof Vo(z).n = ||Cof V()| 0¥ (2¥).n?

gilt. Sei n = a x b, dann ist (Ve(z)a) x (Ve(z)b) = Cof Vo(z).n die Anwendung der Deformation auf
n, normiert erhalten wir
o _ Cof Ve(x).n 1
[[Cof Vo ()| '
Fiir einen Normalenvektor n soll die Anwendung auf S(x) also den gleichen Kraftdichtenvektor fithren
wie die Anwendung des deformierten (und nicht wieder normierten) Normalenvektor auf o (z%). Wenden
wir blof n?® auf 0¥ (z®) an, so miissen wir noch mit der Lingenverzerrung von n multiplizieren.

Um nun unsere Gleichgewichtsgleichung div 0% (x%) = — f¥(x%) auf das undeformierte Gebiet zu iibertragen,
brauchen wir zunéchst folgende Proposition. Im Beweis nutzen wir die auch Piola-Identitdt genannte Glei-
chung div(Cof V(z)) = 0 aus Proposition 2.1.9.

99
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Proposition 4.1.8. Sei S;: Q — R3*3 mit x — Sy (x) ein Elastizititsgesetz zur Deformation ¢: Q — R3
mit SY(z) = o%(x¥) Cof (Ve(z)) und 2% = p(z). Dann gilt

div S7(z) = det Vo(z) - divo?(z?). (4.1.9)

Beweis. Die Divergenz von S{ und o¥ ist zeilenweise definiert, fiir die i-te Zeile gilt

diV(Sf(m))iy_ = Za—%(Sl(m‘))”

— Z P (det V() - Z a? (@(x))m (V(p(x)_T)kJ>
= 0% k=1

k11 03
n n 8 B
+ > 0% (e(x)),, Z e <det Vo(z) (Ve(z) T)kj> (4.1.10)
k=1 j=1 "7
= div(Cof V@(m))k“: 0
Mit der Kettenregel folgt
0 "0 0 "9
T g0 — Y PP, - _Z5P(2%®).
57 @) = X e @ g @) = 3 oot @n(Vel),,

Einsetzen in (4.1.10) ergibt

n n n

div(Sf(@),. = Y>> 810“’(:0“’)% (Veo(z)),; det V() (Ve(z) ™).,

©
k=1 j=1 =1 o
n n a n B
— ZZ Wgw(x#’)ik det V() Z(Vgo(x))lj (Vo(z) 1)jk
k=11=1 "l j=1
=Dix
n n P ol
= ZZWU (x%)ir det V() o1
=11=1 7"
= Z %U“’(:ﬁ")ik det Vp(z) = div(o¥(z¥)),  det Vo(z). ]
X 5
k=1 "k
Folgerung 4.1.9. Zudem ist
S¢(x)dS(z) = / 0 (%) dS(2¥) . (4.1.11)
oM oMe

Beweis. Wir konnen die vorige Proposition direkt zum Substituieren benutzen. Mit dem Gaufischen Inte-
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4. Einfiithrung in die nichtlineare Elastizitétstheorie
gralsatz folgt
S (z)dS(z) = / div Sy (z)dz = / divo? (p(x)) det Vo(z) dz
M M

= /deiva“’(m“’)da:“’ = /Wwa“"(w”’)ds(w“”)- u

oM

Nach dem Satz von Cauchy gilt die Gleichgewichtsgleichung f%(z%) + divo¥(z¥) = 0 fiir alle z¥ € Q¥.
Gilt det Vip(z) # 0 fiir alle z € Q, so ist die Gleichgewichtsgleichung dquivalent zu

0 = detVy(z) (f“" (¢(x)) + dive? (gp(x))) = det V() f(p(z)) + div ST (z) fiir alle x € Q.

Fassen wir die Ergebnisse dieses Abschnittes kurz zusammen:

Gegeben seien: Ein Gebiet 2 C R3, eine Deformationsabbildung ¢: Q@ — R3, eine Abbildung der Volu-
menkrifte f¢: 0 — R3 und eine Flichenkraftabbildung auf einem Teil des Randes g#: I' C 99 — R3. Wir
interessieren uns fiir die Flichenkraftabbildung p?: Q — R3, welche das Kraft- und Drehmomentgleich-
gewicht, sowie die Randbedingung (4.1.4) erfiillt. Per Axiom (Spannungsprinzip von Euler und Cauchy)
setzen wir die Existienz eines solchen p¥ voraus. Dieses lidsst sich dann nach dem Satz von Cauchy schreiben
als p¥(x?,n%) = 0% (x¥).n? fir eine Abbildung o¥: Q¥ — R"*™. Alternativ definieren wir fiir Argumente
in Q die Abbildung S7: Q — R3*3 mit Sf(x) := 0¥ (2¥) Cof Vi(z). Zudem gilt 0¥ (2¥) € Sym(3) fiir alle
x € Q und die Eigenschaft divo?(x¥) + f?(2%) bzw. det Vo (z) f#(o(x)) + div ST (x) = 0 ist erfiillt.

Weitere Information findet sich in Ciarlet [16].

4.2. Modellierung iiber Energiefunktionen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Verformung eines Referenzgebietes 2 C R™ modelliert, indem wir
die Deformationsabbildung ¢: 2 — R™ vorgegeben haben und unter Vorgabe einer Volumenkraftabbil-
dung f¥: QQ — R"™ Eigenschaften einer moéglichen aus den Vorgaben resultierenden Flichenkraftabbildung
hergeleitet haben.

In diesem Abschnitt zeigen wir die Alternative auf, die Verformung iiber Potentiale zu modellieren.

Wir geben hierfiir die Deformationsabbildung nur fiir einen Teil des Randes des Referenzgebietes I' C 02
vor, dazu aber noch eine zweimal stetig differenzierbare Energiefunktion W: R™ x GL"(3) — R mit
(z,p) = W(z,p) mit W(z,QX) = W(x,X) fiir alle X € GL(3)? und alle Q € SO(3) und eine stetig
differenzierbare Funktion P: R” — R.

Hierbei ist P ein Potential fiir das Beschleunigungsfeld H : R™ — R™ mit

DPly] = —H(y),” (4.2.1)
also DP[x¥] = —H (x¥). Dieses Beschleunigungsfeld ist unabhéingig von ¢. Die Volumenkraftabbildung
ergibt sich dann als Produkt aus der Beschleunigung in ¥ mit der Dichte des verformten Materials in x%:

FP@f) = —— L H@®) = ——_ DPa®). (4.2.2)
det V() det Vo(x)

Weiterhin ist W das Potential fiir S7: Q — R3*3 mit

%—f(m,p) = Sf(x), (4.2.3)

?Diese Eigenschaft nennt sich Objektivitit und wird an spiterer Stelle noch thematisiert
3Das Minuszeichen ist erforderlich, da die Beschleunigungskrifte in Richtung kleiner (und nicht gréer) werdenden Potentials
wirken.
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also 2V (x V(z)) = Sf(z). Dadurch, dass W nur von = und V() abhéingt, setzen wir voraus, dass Sf
fir Jedes x nicht von ganz ¢ abhéngen kann, sondern nur von den linearen Termen einer Taylorentwicklung
von ¢ in .

Da SY in Q ,lebt“, also Argumente und Funktionswerte sich auf  bezichen, verschwindet zudem die

Verrechnung wie bei der Volumenkraft mit der Dichte (det Vgp(x))_l in Q¥ und somit ergibt sich S{
direkt aus der Ableitung.

Sei M :={p € C*(Q| Vyp € GL*(3) und ¢r = g) nun _die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren
Deformationsabbildungen ohne Selbstdurchdringung auf Q. Wir definieren auf M das Energiefunktional

I:M—R mit I(p) = /QW(.’L’,V(,O(.%’)) + P(p(z)) d (4.2.4)

und setzen axiomatisch voraus, dass eine Verformung immer nach dem Zustand minimaler Energie strebt,
die Deformationsabbildung g, welche I minimiert, genau die unter den Vorgaben sich physikalisch ein-
stellende Deformationsabbildung ist.

Wenden wir Lemma 2.10.18 mit L(z,y,p) := W(z,p) + P(y) an. Es ist
VyL(z,y,p) = H(y)  und  V,L(z,y,p) = S (z) (4.2.5)
und damit
VyL(z,2%,Vp(z)) = —det Vp(z) f%(p(z)) und VpL(z,2%9,Vo(z)) = Sf(z) (4.2.6)
und wir erhalten fiir das ¢, welches die Energie minimiert, die Fuler-Lagrange-Gleichung
det V() f?(p(z)) +divSf(z) = 0 firalle z € Q, (4.2.7)

in Ubereinstimmung mit dem letzten Abschnitt.

w ) fur alle X € GL"(n) und Q € SO(n): Mit

Nutzen wir nun noch die Bedmgung W(m QX) (z,
Vo(z)~t S7(z) € Sym(n), also

Folgerung 2.10.26 erhalten wir Vi (z)™! S1(Ve(z)) =

( det Vi (z) Vip(z) Lo (2%) Vip(z) T )T = det Vip(z) Vip(z) Lo (29)Vip(z) T, (4.2.8)
was dquivalent ist zu
det Vo(z) Vo(z) " Lo?(29)TVe(z)™" = det Vo(z) Vo(z) Lo¥ (2¥)Ve(z) T, (4.2.9)

sodass Kiirzen auf o%(z¥)?T = 0% (z¥) fiihrt, welches eine weitere Eigenschaft von o aus dem letzten
Abschnitt ist.

4.3. Nichtlineares Elastizitiatsgesetz

Wir haben in Abschnitt 4.1 zu einer gegebenen Deformation die Eigenschaft der Funktion o%: Q¥ — R3%3
hergeleitet, die in jedem Punkt ¥ € Q2% des verformten Gebiets die Fldchenkraftdichte auf eine Tangential-
fliche mit Normalenvektor n¥ € S mittels 0®(2%).n¥ angibt. Auch wenn wir 0% nicht explizit angeben
konnten, so konnten wir zumindest o¥(x¥) € Sym(3) und divo?(z¥)+ f#(2¥) = 0 nachweisen. Wir haben
auch die Funktion S7: Q@ — R iiber den Zusammenhang S7 (z) := 0% (2¥) Cof Vy(z) eingefiihrt, welche
die Flichenkréfte mittels ST (x).n angibt, wobei der Zusammenhang ||Cof V(z)|| - n¥ = Cof Vo (z).n gilt.

In Abschnitt 4.2 haben wir Potentiale W: Q x GL"(3) — R und P: R” — R und damit implizit S{ bzw.
0¥ und f¥ vorgegeben und iiber die Annahme einer die Energie

I(p) = /QW(:E, V(z0)) + P(p(z)) do (4.3.1)

102



4. Einfiithrung in die nichtlineare Elastizitétstheorie

minimierenden Deformationsabbildung dieselben Eigenschaften 0¥ (z#) € Sym(3) und div o¥ (%) + f¥(x¥)
= 0 nachgewiesen. Allerdings haben wir hierfiir die Eigenschaft W (z, QX) = W (z, X) fiir alle X € GL*(3)
und @ € SO(3), die wir im Folgenden noch als Objektivitéit kennenlernen werden, ausgenutzt.

Desweiteren haben wir durch SY = DpW[x,pHp:V implizit eine weitere Annahme an Sf und damit

o(z)
auch an ¢¥ gemacht. Wir nennen sie die Lokalitdt der Deformation.

4.3.1. Lokalitdt der Deformation

Betrachten wir die Deformation abgegrenzt auf ein hinreichend kleines Gebiet Q* C Q (z.B. eine Kugel
oder ein Wiirfel) um einen inneren Punkt des Referenzgebietes ¢ € €, so sind die Terme hoherer Ordnung
vernachléssigbar. Unter Beriicksichtigung der linearen Terme der Taylor-Entwicklung von ¢ in z ist die
Abweichung quadratisch in ||A]]:

o(zo+h) = z§ + Ve(z0).h+O(||h[?). (4.3.2)
—_——

lineare Verzerrung

Wir nennen eine Deformation nun lokal, wenn ¢¥ nur vom Verhalten von ¢ in einem so kleinen Gebiet
* C Q abhingt, speziell nur von z§ und V() (nicht von ¢(y) mit y # z, nicht von héheren Ableitungen
von ¢ an der Stelle z, etc.). Diese Abhiingigkeit impliziert die Existenz einer Abbildung &: Q¢ x GL*(3) —
Sym(3) mit & (2%, Vp(z)) = 0¥ (a¥).

Mit gleicher Argumentation gibt es eine Abbildung S;: Q¢ x GL"(3) — R3**3 mit S (2%,Vo(z)) =
0¥ (x¥) Cof Vo(z).

Noch einen Schritt weiter gehen wir mit der Annahme an die Homogenitéit der Deformation. Hierfiir
miissen wir aber Einschriankungen an die physischen Eigenschaften des verformten Materials hinnehmen.

4.3.2. Homogenitit der Deformation

Wenn wir davon ausgehen, dass das deformierte Material im physikalischen Sinn homogen ist, d.h. das
Material unabhéngig von der Stelle auf Verformung mit Spannung reagiert, kénnen wir den Zusammenhang
zwischen ¢ und o% bzw. SY vereinfachen:

Wir bezeichnen eine Deformation als homogen, wenn aus Vp(zg) = Vo (z1) fiir 2o, 21 €  immer o?(zf) =
o¥(x¥) folgt, d.h. bei gleichem Deformationsgradienten in x¢ und z; die gleichen Flichenkrifte herrschen.

Die ausschlieSliche Abhingigkeit von Vi (z) impliziert die Existenz einer Abbildung o: GL'(3) — Sym(3)
mit o (Vi (z)) = 0% (2%) und damit auch die Existenz einer Abbildung S7: GL"(3) — R*3 mit 1 (Ve(z)) =
0¥ (z%) Cof Vo(x).

AuBlerdem iibertréigt sich die Homogenitéit auch — falls vorhanden — auf das Potential zu S;. Wir schreiben
auch hier gleich W (p) anstatt W (z,p) und kénnen zu DW (Vg(z)) = S1(Vp(z)) vereinfachen.

Bezeichnen wir nun F := Vp(z) € GL"(3) als den Deformationsgradienten an der Stelle x € €, dann
erhalten wir

F—W(F), F—o(F), F— S (F) mit DW(F)=S1(F)=0(F) Cof F. (4.3.3)
Bemerkung 4.3.1. Unter Vernachlissigung der Volumenkrifte konnen wir (4.2.7) nun zu div S1(F) =0
vereinfachen; der sog. Divergenzfreiheit des ersten Piola-Kirchoff-Spannungstensors.

4.3.3. Polarzerlegung des Deformationsgradienten

Nach Satz 2.4.2 (Satz iiber die Polarzerlegung) koénnen wir den Deformationsgradienten F € GL"(3)
eindeutig zerlegen in

F =VR = RU mit V,U € Sym™(3) und R € SO(3). (4.3.4)
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Hierbei sind sowohl V' als auch U als symmetrische Matrizen diagonalisierbar und haben aufgrund von
V = RU RT dieselben Eigenwerte A1, A2, A3 € R. Diese nennen wir auch die Singuldrwerte von F.

Betrachten wir nun den linearen Teil der Deformation ¢(zg + h)

p(zo +h) = O(|*) = @(zo) + Fh, (4.3.5)
so konnen wir diese linearisierte Deformation im Falle einer rechten Polarzerlegung F' = VR als die
Uberlagerung von genau drei Bewegungen auffassen:

i) einer Rotation um R € SO(3),
ii) einer Dehnung® (Streckung/Stauchung) V € Sym™(3) in drei zueinander orthogonalen Richtungen
(den Hauptdehnungsachsen),
iii) einer Verschiebung um ¢(z¢) € R3.

Verwenden wir anstatt der rechten die linke Polarzerlegung F' = RU mit U € Sym™(3) und dem gleichen
R € SO(3) wie oben, so besteht ¢(zg + h) = ¢(x9) + RU.h auch aus drei Bewegungen, nur i) mit ii)
vertauscht.

ST TN

pamy N A
[ /N_uv | _ R /
\ ~/

\\~ //

Abbildung 4.5.: rechte und linke Polarzerlegung des Deformationsgradienten

4.3.4. Konstitutives Gesetz

Unter Voraussetzung der Homogenitéit haben wir den Zusammenhang zwischen Deformation und resul-
tierender Spannung als F' — o(F) bzw. F — S1(F') hergestellt. Fiir jedes F sind o(F) und S1(F) Span-
nungstensoren, wir werden in diesem Abschnitt noch Sy (F) und TB°*(F) vorstellen. Alle haben allerdings
die Eigenschaft, ineinander iiberfithrbar (so wie S1(F) = o(F) Cof F') zu sein. Die Abbildung von F in
die Aquivalenzklasse der zugehérigen Spannungstensoren nennen wir das Elastizititsgesetz oder auch das
konstitutive Gesetz.

Es sind unterschiedliche konstitutive Gesetze denkbar, manche passen besser auf gewisse physikalische
Beobachtungen bei Deformationsexperimenten als andere. Eine physikalisch motivierte Eigenschaft, die
wir von jedem Elastizitéitsgesetz fordern, ist o(1) = 0. Wir nennen dies die Eigenschaft der spannungsfreien
Referenzkonfiguration (kurz gesagt: ,ohne Deformation keine Spannung®). Eine andere Eigenschaft, die
wir bereits (als W(QX) = W(X)) kennengelernt haben und die im Folgenden noch niher erldutert wird,
ist die Objektivitit. Diese setzen wir auch stets voraus.

4auch Dilatation genannt
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Méogliche konstitutive Gesetze sind o(F) =V — 1 oder o(F) =logV.

Im eindimensionalen Fall entspricht F' +— o(F) = V — 1 dem Hooke’schen Gesetz: Wird eine Strecke der
Lénge 1 auf die Linge A gestaucht/gestreckt, ist F = V' = X-1. Die wirkenden Kréfte sind nun proportional
zur Auslenkung, also A — 1.

4.3.5. Spannungstensoren

Die in diesem Unterabschnitt vorgestellten Spannungstensoren haben allesamt die Eigenschaft, auf einen
Normalenvektor angewandt, die in einem Sinne zugehorige Flachenkraft auszudriicken. Wir haben hierbei
verschiedene Moglichkeiten der Wahl des Bezugssystems.

Sein € St := {v € R? | ||v|| = 1} ein Normalenvektor, senkrecht stehend auf der Tangentialebene in einem
Punkt des Randes des Referenzgebietes (2. Der Vektor n reprisentiert somit eine Teilfliche dieser Ebene mit
Fliachenmaf eins. Wir haben bereits gesehen, dass diese Fléche bei einer Verformung des Referenzgebietes
mittels F' € GL"(3) in das deformierte Gebiet zu der Fliche transformiert wird, auf der (Cof F)).n senkrecht
steht, und die das Fldchenma8 ||(Cof F').n|| besitzt. Die normierte zu n korrespondierende Fléche im

deformierten Gebiet bezeichenen wir von nun an mit n = %

Wir kénnen es auch so ausdriicken: ||(Cof F').n|| entspricht genau der Flichenverzerrung durch F: Der
Fldacheninhalt einer Fldche mit Normalenvektor n veréndert sich durch die Deformation um den Faktor
||(Cof F).n||.

Die Anwendung von 7 auf o und n auf S; haben wir bereits kennengelernt, hinzu kommt jetzt noch die
Anwendung von n auf So und auf 7Bt (F).

Als Ubersicht soll das folgende Beispiel dienen:

5 1 0
Beispiel 4.3.2. In Abbildung 4.6 deformieren wir einen Einheitswiirfel mittels 7 = | —1/5 6/5 0
0 0 1

@ - [|(Cot F).n

Abbildung 4.6.: Seitenansicht der Deformation eines Einheitswiirfels und wirkende Krifte
Cauchy-Spannungstensor

Der Cauchy-Spannungstensor o driickt die Spannung im verformten Material bezogen auf Flidchen im
verformten Material aus (kurz gesagt: Kraft pro deformierter Fliche). Hierbei beschreiben die Eintréige
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der Matrix o(F) mit ihren neun Eintriigen die jeweils drei Komponenten der drei Flichenkrifte zu n =
e1,ea,es. Die Symmetrie von o(F) entspricht der Drehmomentfreiheit des Zusammenwirkens der drei
Krifte.

So entspricht o.n¥ der Kraft im verformten Material auf eine Flache mit Flachenmaf 1, auf der n senkrecht
steht.

Erster Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Der erste Piola-Kirchhoff-Spannungstensor Sy driickt die Spannung im verformten Material bezogen auf
Fldchen im unverformten Material aus (kurz gesagt: Kraft pro urspriinglicher Fliche).

Hierzu ist S definiert als
S1(F):=0(F)Cof F (4.3.6)

und hat die Eigenschaft
S1(F)n = o(F)(Cof F).n = ||(Cof F).n| -o(F).n?.

Wir sehen, ||(Cof F').n|| bildet den Verzerrungsfaktor der Ebene von der Ausgangs- zur deformierten Kon-
figuration.

Natiirlich ldsst sich der Cauchy-Spannungstensor aus dem erstem Piola-Kirchhoff-Spannungstensor mittels

o(F) = 72751 (F) FT berechnen.

Zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

Der zweite Piola-Kirchoff-Spannungstensor Se transformiert die Spannung des verformten Materials be-
zogen auf Flachen im unverformten Material wieder zuriick auf das undeformierte Bezugssystem und ist
definiert als:

So(F) := F~18(F). (4.3.7)

Biot-Spannungstensor

Der Biot-Spannungstensor TPt dreht die Spannung des verformten Materials bezogen auf Flichen im
unverformten Material wieder zuriick auf das undeformierte Bezugssystem und ist definiert als:

T8 (F) .= RTS,(F). (4.3.8)

Hierbei ist R € SO(3) der orthogonale Faktor der Polarzerlegung F' = VR = RU.

Umrechnungsdiagramm

In Abbildung 4.7 sehen wir ein Umrechnungsdiagramm fiir die verschiedenen Spannungstensoren.

4.3.6. Hyperelastizitat

Definition 4.3.3. Wir bezeichnen ein Elastizititsgesetz als hyperelastisch, wenn es durch eine elastische
Energiefunktion® W: GL"(3) — R induziert wird. Dies ist genau dann der Fall, wenn der erste Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor S(F) ein Gradientenfeld ist, also eine Funktion W: GL"(3) — R existiert mit
DW(F) = S1(F).

Swelche als Modellierung eines physikalischen Zusammenhangs die physikalisch immer vorauszusetzende Eigenschaft der
Objektivitdt immer in sich triagt
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S, =0 Cof F
G\ =0 Co @

T8t = RT o Cof F So=F 1o Cof F

TBiot — RT Sl

TBiot - SQ
(/ Tt = 17 5, \)

Abbildung 4.7.: Umrechnung der verschiedenen Spannungstensoren

Bemerkung 4.3.4. Beispiele fiir hyperelastische Energiefunktionen sind

Wsvk(F) = |U?—1]2 ., (4.3.9)
Wu(F) = |logU]? .. (4.3.10)

Hierbei ist U = VFTF und |||, . die gewichtete Matrixnorm, definiert als

K
IXI7n = plidevs X% + 5 (tr(X))” (4.3.11)

K

mit dem deviatorischen (spurfreien) Anteil dev, X = X — L tr(X)1 und der Frobeniusnorm [|X|| :=

Via(XTX) = /(X X).

4.3.7. Objektivitat

Wir haben bereits in Abschnitt 4.2 die Eigenschaft W (z, QX) = W (z, X) fiir alle @ € SO(3) und X €
GL"(3) kennengelernt, die sich unter Einfluss der Homogenitit zu W(QX) = W (X) vereinfacht. Bevor
wir uns mit der Objektivitéit von Energiefunktionen beschéftigen, behandeln wir zunéchst die Objektivitét
von Spannungsabbildungen.

Dazu sei 0: GL(3) — Sym(3) ein Elastizititsgesetz, gegeben durch die Abbildung von F € GL"(3) auf
den Cauchy-Spannungstensor o(F) € Sym(3). Und sei n € R? ein Normalenvektor auf dem Rand des mit F
verzerrten Gebietes. Zur Erinnerung: Die Kraft pro Flidcheneinheit, die auf die Flache mit Normalenvektor
n wirkt, wird durch o(F').n gegeben.

Definition 4.3.5. Wir nennen ¢ im physikalischen Sinne objektiv, wenn diese Kraft unabhéngig vom
Bezugssystem ist. Drehen wir das Bezugssystem um @ € SO(3) nach der Deformation, d.h. wenden QF
anstatt I an, so dreht sich auch der Normalenvektor zu @Qn und es soll o(QF).Qn die gleiche Kraft ergeben,
wie Qo (F').n, was auf

o(QF) = Qo(F)QT  fiir alle F € GL"(3) und SO(3) (4.3.12)
fihrt.

Bemerkung 4.3.6. Aufgrund von physikalischen Uberlegungen muss bei (physikalisch plausiblen) Elas-
tizitéitsgesetzen immer die FEigenschaft der Objektivitit gelten! So werden wir im Folgenden nicht immer
explizit erwdhnen, wenn ein Elastizitétsgesetz objektiv ist.
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Lemma 4.3.7. FEin Elastizititsgesetz ist genau dann objektiv, wenn eine der folgenden zueinander dqui-
valenten Bedingungen erfullt ist:

i) o(QF) = Qo(F)QT  fir alle F € GL"(3) und Q € SO(3).
i) S1(QF) = QS1(F)  fiir alle F € GL"(3) und Q € SO(3).
iii) S2(QF) = Sa(F) fiir alle F' € GL(3) und Q € SO(3).

i) TPOYNQF) = TPYF)  fir alle F € GL"(3) und Q € SO(3).

Beweis. Die Aquivalenz der Objektivitiit zu i) ergibt sich direkt aus der Definition. Wir zeigen noch, dass
i), ii), iil) und iv) zueinander dquivalent sind:
Sei @ € SO(3) und F € GL*(3) mit Polarzerlegung F = UR und U € Sym™(3) und R € SO(3), somit

hat QF € GL'(3) die Polarzerlegung QF = R mit gleichem U und R = QR € SO(3). Zudem gilt
Cof(QF) = Q Cof(F') nach Folgerung 2.1.29. Nun kénnen wir folgern

i) = i4):
S1(QF) = o(QF)Cof(QF) = Qo(F)QTQCof F = QS\(F)
ii) = ii4):
$(QF) = (QF) ' S1(QF) = F'QTQS\(F) = Sy(F)
iii) = iv):
TPOUQF) = (QR)T(QF) S2(QF) = RTQTQF Sy(F) = TP°(F)
iv) = i):

a(QF) = (QR)T"(QF) Cof(QF)™" = QRT™'(F)Cof(F)~'Q" = Qo(F)Q" u

Lemma 4.3.8. Sei TP°t: GL'(3) — Sym(3) ein objektives Elastizititsgesetz. Dann ist T2 allein schon
durch die Abbildungsvorschrift auf Sym™ (3) bestimmt, d.h. es existiert eine Abbildung T5®t: Sym™(3) —
Sym(3) mit TBiot = TBiOtySym+ (3 und TBiot(F) = TBiol(U) fiir alle F = RU € GL"(3) mit U € Sym™ (3)
und Q € SO(3).

Beweis. Sei F € GL(3) mit Polarzerlegung F' = RU mit U € Sym™(3) und R € SO(3) gegeben. Ist
TBieY(U) bekannt, so gilt aufgrund der Objektivitit TPY(F) = TBY(RU) = TBi°Y(U), also ist auch
TB(F) bekannt. ]

Bemerkung 4.3.9. Die Einschrinkung auf Sym™(3) werden wir im Folgenden anstatt mit TBi°t auch
mit 7B°%; Sym™*(3) — Sym(3) als Elastizititsgesetz in U ausdriicken.

Zudem erhalten wir mit 73" : Sym*(3) — Sym(3) und C — TBt(C) := TBiot(\/C) ein T zugehériges
Elastizitatsgesetz in C.
Objektivitdt von Energiefunktionen

Wir fiithren nun auch formal den bereits schon verwendeten Begriff der Objektivitéit von Energiefunktionen
ein:

Definition 4.3.10. Wir bezeichnen eine Energiefunktion W: GL'(3) — R als objektiv, wenn
W(QF) = W(F) fir alle F € GL*(3) und Q € SO(3) (4.3.13)

gilt.
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Bemerkung 4.3.11. Ist F = RU mit R € SO(3) und U € Sym™(3) die (linke) Polarzerlegung des
Deformationsgradienten F' € GL'(3), dann gilt mit Objektivitit W (F) = W (U). So ist W allein schon
durch die Einschréankung auf die Menge der positiv definiten symmetrischen Matrizen W | Sym+(3) festgelegt.

So schreiben wir gleichwertig auch W: Sym™(3) — R mit U — W(U) als Energiefunktion.

Proposition 4.3.12. Die Objektivitit einer Energiefunktion W: GL"(3) — R impliziert die Existenz
einer Energiefunktion W: Sym™(3) — R mit

W(FTF) = W(F)  fir alle F € GLY(3). (4.3.14)

Bemerkung 4.3.13. Das Argument von W bezeichnen wir im Allgemeinen mit C := FTF € Sym™(3),
dem rechten Cauchy-Green-Deformationstensor [32].

Beweis. Fiir alle X € Sym™(3) ist die Abbildung X ~ v/X wohldefiniert. Mit W(X) := W(v/X) erhalten
wir

W(FTF) = WWFTF) = W(U) = W(F),
wobei F' = RU die (linke) Polarzerlegung von F' € GL"(3) ist. [ |

Lemma 4.3.14. Sei W: GL'(3) — R eine Energicfunktion. Ist W objektiv, so ist das durch W induzierte
Elastizititsgesetz objektiv.

Beweis. Wir entwickeln zunschst W an F € GL"(3) mit der Taylorformel zu
W(F+H) = W(F)+ (S1(F),H)+O(|H||*) fiir alle H € GL"(3). (4.3.15)
Nehmen wir nun einerseits Objektivitat an, dann gilt
W(QF) = W(F) wd W(QF+H)) = W(F+H) firalle F,H € GL"(3) und Q € SO(3) .
Entwickeln wir W in QF € GL"(3)
W(QF + H) = W(QF) +(S1(QF), H) + O(|H|?)
und setzen H = QH, erhalten wir O(|H||?) = O(||H||?) und

W(F+H) = W(Q(F+H)) = W(QF) + (S1(QF),QH) + O(| H|*)
= W(F)+(Q" S1(QF), H) + O(|H|?).

was mit (4.3.15) auf
(S1(F) - QT S1(QF), H) = O(|H|?) fiir alle H € GL"(3)
und damit auf S (F) = QT S;(QF) fiihrt. [ |

Uberfithren wir Proposition 2.10.25 auf die hier verwendete Notation.

Proposition 4.3.15. Sei W: GL"(n) — R eine objektive Energiefunktion und W Sym™*(n) = R mit
W(C) = W(F) fiir alle F € GL*(n) die hieraus resultierende Energiefunktion in C := FTF. Mit S;(F) =
DW(F) und So(F) = F~1S,(F) gilt fir alle F, H € GL*(n)

e 1 1
DcW(C) = 5 So(F) = 5 F718,(F) € Sym(n) (4.3.16)

und .
(S1(F),H) = (DcW(C), FTH+H'F). (4.3.17)
Beweis. Siehe Beweis zu Proposition 2.10.25 auf Seite 56. ]
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4.3.8. Isotropie

Anders als die Objektivitdt impliziert die in diesem Abschnitt vorgestellte Isotropie eine Einschriankung
an die physikalischen Eigenschaften des deformierten Materials. So sind sowohl isotrope, als auch aniso-
trope Elastizitéitsgesetze denkbar. Wir bezeichnen mit Isotropie zunéchst einen physikalischen Begriff, der
sich unter der Annahme von Objektivitiit als zur klassischen (mathematischen) Isotropie® als #quivalent
erweisen wird.

Definition 4.3.16. Wir nennen ein Elastizititsgesetz o: GLT(3) — Sym(3) im physikalischen Sinne
isotrop, wenn das verzerrte Material keine Vorzugsrichtung” aufweisen soll. Wenn wir beispielsweise unseren
Wiirfel vor der Verzerrung durch eine Vierteldrehung in einen Wiirfel gleicher Form iiberfiihren, soll dieser
sich unter F' mit der gleichen Kraft verformen, es soll also o(FQ).n = o(F).n gelten, was auf

o(FQ) = o(F)  fiir alle F € GL"(3) und Q € SO(3) (4.3.18)
fithrt.

Beispiele fiir isotrope Materialien sind Gummi und Stahl, Beispiele fiir nicht isotrope Materialien sind
Carbon und Holz.

Bemerkung 4.3.17. Wir erinnern uns: Fiir ein gegebenes Elastitdtsgesetz sind die Abbildungen
Sy, S8y, TP o: GL*Y(3) — Sym(3), (4.3.19)

welche den Deformationsgradienten F' € GL'(3) auf einen der dquivalenten Spannungstensoren S;(F),
So(F), TB°'(F), o(F) abbilden, ineinander umrechenbar (vgl. Abbildung 4.7). Sei F = V R die Polarzer-
legung mit V € Sym™(3) und R € SO(3), dann gelten die zyklischen Umrechnungsformeln, welche wir in
den folgenden beiden Lemmata verwenden werden:

S1(F) = o(F) Cof(F),
Sy(F) = F'Si(F),
TBY(F) = RTo(F) Cof(F),
o(F) = RTBYF) Cof(F)~ . (4.3.20)

Lemma 4.3.18. Ein FElastizititsgesetz ist genau dann isotrop, wenn eine der folgenden zueinander dqui-
valenten Bedingungen erfullt ist:

i) o(FQ) = o(F) fiir alle F € GL(3) und Q € SO(3).

i) S1(FQ) = S1(F)QT  fir alle F € GL"(3) und Q € SO(3).
iii) S2(FQ) = QTSo(F)Q  fir alle F € GLY(3) und Q € SO(3).
w) TP FQ) = QTTP'Q  fir alle F € GL'(3) und Q € SO(3).

Beweis. Die Aquivalenz der Isotropie zu i) ergibt sich direkt aus der Definition. Wir zeigen noch, dass i),
ii), iii) und iv) zueinander dquivalent sind:

Sei @ € SO(3) und F € GL*(3) mit Polarzerlegung F = VR und V € Sym™(3) und R € SO(3), somit
hat FQ € GL"(3) die Polarzerlegung FQ = VR mit gleichem V und R = RQ € SO(3). Zudem gilt
Cof (FQ) = Cof(F)Q nach Folgerung 2.1.29. Nun konnen wir folgern

i) = ii):

$1(FQ) = o(FQ)Cof(FQ) = o(F)Cof(F)Q = $1(F)Q.

60(QTXQ) = QT®(X)Q fiir alle X € GLT(3) und alle X € SO(3)
7So hat beispielsweise gemasertes Holz eine Vorzugsrichtung, Gummi oder Stahl hingegen nicht.
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i) = iii):
S:(FQ) = (FQ)T'S1(FQ) = QTFT'S1(F)Q = Q7S:(F)Q.
iii) = iv):
TP FQ) = (RQ)T(FQ)SFQ) = QTRTFS:(F)Q = QTP (F)Q.
w) = i):
o(FQ) = (RQ)TP°Y(FQ)Cof(FQ)™' = RTP°Y(F)Cof(F)™! = o(F). [

Folgerung 4.3.19. Somit gilt fiir ein isotropes Elastizitdtsgesetz, wenn wir zudem von Objektividt aus-
gehen, dass fiir die Spannungstensorabbildungen die mathematische Definition der Isotropie einer tensor-
wertigen Tensorfunktion gilt:

o(QTFQ) = QTo(F)Q,
S1QTFQ) = QT S1(F)Q,
$:QTFQ) = QTS (F)Q,
TN QTFQ) = QT TB(F)Q (4.3.21)

fiir alle F € GL(3) und Q € SO(3).

Lemma 4.3.20. Sei o: GLY(3) — Sym(3) ein isotropes Elastizititsgesetz. Dann ist o allein schon durch
die Abbildungsvorschrift auf Sym™ (3) bestimmt, d.h. es existiert eine Abbildung &: Sym™(3) — Sym(3)
mit ¢ = olg+(5) und o(F) =(V) fir alle F =VR € GL"(3) mit V € Sym™(3) und Q € SO(3).

Zudem ist o koazial und es existiert eine Abbildung o: RY — R3 mit (A1, X2, A3) — (01,02,03), welche
die Eigenwerte von V auf die Eigenwerte von o(V') abbildet. Ist V = Q diag(\1, Ao, A\3)QT, s0 ist

o(F) = o(V) = Qdiag(o1,02,03)QT . (4.3.22)

Damit sind die Hauptdehnungsachsen (die Eigenvektoren von V' zu A1, A2, A3 als Spalten in Q) auch die
Hauptspannungsachsen (die Eigenvektoren von o(V') zu 01,09, 03 als Spalten in Q). So werden o1, 02,03
auch Hauptspannungen (principal stresses) genannt.

Beweis. Sei F € GL'(3) mit Polarzerlegung F = VR mit V € Sym™(3) und R € SO(3) gegeben. Ist o (V)
bekannt, so gilt aufgrund der Isotropie o(F') = o(VR) = o(V), also ist auch o(F') bekannt.

Zusammen mit der Objektivitiit folgt die mathematische Isotropie o(QVQT) = Qo(V)QT fiir alle V €
Sym™(3) und alle Q € SO(3) und Proposition 2.5.12 garantiert die Aussage. [ |
Bemerkung 4.3.21. Die Einschrinkung auf Sym™(3) werden wir im Folgenden anstatt mit & auch mit
o: Sym™(3) — Sym(3) als Elastizitéitsgesetz in V ausdriicken.

Zudem erhalten wir mit 5: Sym*(3) — Sym(3) und B — &(B) := o(v/B) ein ¢ zugehoriges Elasti-
zitéitsgesetz in B = FFT.

Zusammen mit Bemerkung 4.3.9 erhalten wir somit fiir das Elastizitétsgesetz Funktionen o, TBiot Sym™(3)
— Sym(3) mit

s(Q"BQ) = Q"3(B)Q, (4.3.23)
THNQTCQ) = QTTH(0)Q, (4.3.24)

d.h. mathematisch isotrope Elastizidtsgesetze in B und C. Nach Folgerung 2.5.13 kommutiert jede isotrope
Tensorfunktion mit ihrem Argument, so konnen wir eine wichtige Eigenschaft sofort folgern.
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Folgerung 4.3.22. Gegeben seien die Darstellungen eines isotropen Elastizititsgesetzes o, 5, TPt TBiot .
Sym™(3) — Sym(3). Dann kommutieren alle vier Abbildungen mit ihrem Argument, d.h.

o(V)-V = V-a(V),
o(B)-B = B-a(V),
TN . U = U - TN,
TBiet(c). ¢ = C_fBiot(C) (4.3.25)

fiir alle V,U,C, B € Sym™(3).

Isotropie von Energiefunktionen
Betrachten wir nun noch den Begriff der Isotropie von Energiefunktionen:
Definition 4.3.23. Wir bezeichnen eine Energiefunktion W: GL'(3) — R als isotrop, wenn
W(FQ) = W(F) fiir alle F € GL"(3) und Q € SO(3) (4.3.26)
gilt.

Bemerkung 4.3.24. Ist ' = VR = UR mit R € SO(3) und U,V € Sym™(3) die Polarzerlegung des
Deformationsgradienten F' € GL'(3), dann gilt mit Isotropie W (F) = W (V). Da wir aber fiir gewohlich
immer von Objektivitdt ausgehen konnen, ist es sehr ungewohnlich, eine Energiefunktion in Abhéngigkeit
von V anzugeben, da ja bereits W(F) = W(U) gilt und eine Abbildungsvorschrift in V, falls sie denn
aufgrund von Isotropie existiert, identisch mit der Vorschrift in U wire.

Bemerkung 4.3.25. Eine objektive, isotrope Energiefunktion W: GL'(3) — R erfiillt die klassische
(mathematische) Defintion der Isotropie einer skalarwertigen Tensorfunktion:

W(QTFQ)=W(F)  fir alle F € GL"(3) und Q € SO(3).

Lemma 4.3.26. Sei W: GL"(3) — R eine Energiefunktion. Ist W isotrop (und in diesem Fall nicht
zwingend objektiv), so ist das durch W induzierte Elastizititsgesetz isotrop.

Beweis. Der Beweis verlduft ahnlich wie der Beweis zu Lemma 4.3.14:

Unter Annahme von Isotropie gilt
W(FQ) = W(F) ud W((F+H)Q) = W{EF+H) firalle F, He GL"(3) und Q € SO(3).
Entwickeln wir W in FQ € GL(3)
W(FQ+ H) = W(FQ)+ (S1(FQ), H) + O(| H|*)
und setzen H = HQ, erhalten wir O(||H||2) = O(||H||?) und

W(F+H) = W((F+H)Q) = W(FQ)+ (S1(FQ),HQ) + O(||H|?)
= W(F)+ (S1(QF)Q",H) + O(||H|]?),

was mit (4.3.15) auf
(S1(F) — Si(FQ)QT, H) = O(JH|?) fir alle H € GL*(3)

und damit auf S (F) = S1(FQ) QT fiihrt. |
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Lemma 4.3.27. Fir alle F € GL"(3) mit B= FFT = V? gilt
1

o(F) = o(V) = = DW(V)V (4.3.27)
= 5(B) = \/deD/W(B)B. (4.3.28)

Beweis. Wir erhalten (4.3.27) direkt iiber die Definition S;(F) = DW (F') und o(F) = o(V). Weiterhin
ist mit W (V) = W(B) auch
o(V) = DyW(V2)(det V) 'V
= DpW(V?)2V (det V) 'V
2 .
= ——=DW(V?)V?,
Vdet V2 ")

sodass mit o(B) = o(V) auch (4.3.28) folgt. |

Lemma 4.3.28. Sei W: GL'(3) — R mit F — W(F) eine isotrope Energiefunktion. Dann existiert
eine nur von den Singuldrwerten von F abhdngende Energiefunktion g: Ri — R und eine nur von den
Eigenwerten von B abhingende Energiefunktion g: Ri — R mit

Hierbei sind g und g invariant gegeniiber Permutation ihrer Parameter. Die Hauptspannungen gemdfs
Lemma 4.3.20, d.h. die Eigenwerte von o(F), lassen sich mittels g bzw. g bestimmen. Fiir i € {1,2,3} ist

)\i 69
.= AL, Ao, A 43.
7 A Ao s 8/\(1 2,A3) (4.3.30)
272 g

- (A, 23, 3). (4.3.31)

N TN

Die Singulirwerte von S1(F) lassen sich ebenso mittels g bzw. g bestimmen. Fir i € {1,2,2} ist

AL Az A )
ti == 1/\75301‘ = a)\g ()\1,)\2,)\3) (4332)
= 2 ;AQQ(X;’,/\g,A?) (4.3.33)

Beweis. Mit Lemma 2.5.26 erhalten wir aus der Isotropie von W die Existenz von g: Ri — R und mit
9(z,y,2) = 9(/7,\/y,/z) auch die Existenz von g: R} — R mit W(F) = g(A1, A2, A3) = G(A], A3, A3)
einschliefflich der Invarianz gegeniiber Argumentpermutation.

Seien nun A1, Ao, A3 € R, beliebig gewéhlt. Wéhlen wir nun fiir den Deformationsgradienten die Diago-
nalmatrix F' = (diag(A1, A2, A3), dann folgt mit Lemma 4.3.27

U(diag()\l, )\27 )\3)) = DW(diag()\l, /\27 )\3)) diag(/\l, )\2, )\3) .

M A2z

Mit Lemma 4.3.20 ist U(diag()\l, A2, )\3)) = diag(o1, 02, 03), also ist auch DW(diag(/\l, A2, )\3)) eine Dia-
gonalmatrix und es gilt

. . dg dg
DW (diag(Ay, Ao, As)) = d ( A Ao As) s L g A As) s —L (A Ag, A )
( iag(A1, Az 3)) 1ag Y ( 15 A2 3) 8)\1( 15 A2 3) 8/\1( 1, A2 3)
Betrachten wir die Diagonalelemente der zusammengesetzen Gleichung, so erhalten wir o; = m o 9 (A1, A2, A3).
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Analog ist

dg
N2

— . g Jg
DIV (diag(\d, A3, A9)) = ding( 55 (N3 X) | 525 (0228 A3) | W(A%,Aé,v))
1

und wir erhalten

. 2 TS .
diag(o1,02,03) = an DW (diag(A, A3, A3)) diag(Af, A3, A3)
17243
und somit bei Betrachtung der Diagonalelemente o; = 20 ()\%, A3, 03).

Nk o
Zudem ist Sy (diag(A1, A2, As)) = o (diag(A1, A2, As)) - Cof (diag(A1, A2, A3)), und damit t; = 0; 25223 Die
t; sind die Singuldrwerte von S1(F'), denn fiir F = RU = VR und R € SO(3) und V,U € Sym*(3) gilt

Si(F) = Si(VR) = S (V)R"
= $1(RU) = RS, (U). (]

Verwenden wir die Nebenbedingung det F' = 1, gehen also von inkompressiblem Material aus, so nehmen
o; und t; aus Lemma 4.3.28 die Form

o = N\ 88)‘? ()\1,)\2,)\3) +p, (4.3.34)
1 9 1
o= 5o = af (A, 2s) + 95 (4.3.35)

an. Hierbei ist p ein Langrange-Multiplikator, der auch hydrostatischer Druck genannt wird.

4.3.9. Einige einfache Beispieldeformationen fiir inkompressible Materialien

Im Folgenden betrachten wir fiir den Fall, dass das Elastizitidtsgesetz durch eine isotrope Energiefunktion
W(F) = g(A1, A2, A3) induziert wird, die Hauptspannungen von drei Typen von volumenerhaltenden De-
formationen: Im uniaxialen Fall wird ein Referenzwiirfel in e;-Richtung gedehnt (siehe Abbildung 4.8), im
equibiaxialen Fall wird er zugleich in e;-Richtung und in es-Richtung gedehnt (siehe Abbildung 4.9), im
Pure-Shear-Fall wird er in e;-Richtung gedehnt und in es-Richtung konstant gehalten (siehe Abbildung
4.10). In allen drei Féllen gleichen die iibrigen Richtungen die Deformation volumenerhaltend aus.

Uniaxiale Deformation

1

e
S

>
=

Abbildung 4.8.: Uniaxiale Deformation

Proposition 4.3.29 (Uniaxiale Deformation). Fiir A € Ry seien \y = X und Ay = \3 = \% Zudem
werde 09 = 03 = 0 bzw. ty = t3 = 0 angenommen. Dann gilt
dg 1 1 dg 1 1
- A—(A,—,—) it = —()\,—,—) . 4.3.36
o1 LIV un 1= D S ( )
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Beweis. Im Fall von ¢ € {2,3} ergibt (4.3.35)

8g</\1 1)2@01 1)2_])\57

X\ VATV x5\ VN VA

1

SO T A
N N VAV SV, VAW W) VANV SV VA

Wenden wir die Kettenregel an, so ist (4.3.35) fiir ¢ = 3

@(AL;> _ 9% (ALL>_ 1 @(ML’L) - @(A,L,L)

RY2NRVA) OM N7V VNS 202 0N PRRVA) 2X72 0)3 PRRVA)
dg 1 1 1
= —= (A —= =t
7 ( N \FA) AP T
Mit o; = A; t; gilt zudem die Aussage fiir die erste Hauptspannung. |
Equibiaxiale Deformation
1
N N A
1
! A b

Abbildung 4.9.: Equibiaxiale Deformation

Proposition 4.3.30 (Equibiaxiale Deformation). Fiir A € Ry seien Ay = Ay = X und A3 = % Zudem

werde o3 = 0 bzw. t3 = 0 angenommen. Dann gilt

Ad 1
g1 = 092 = 5%()\7)\,?) und tl = t2 =

% ii ()\, A %) . (4.3.37)

Beweis. Im Fall von ¢ = 3 ergibt (4.3.35)

%(A,)\,%) — —pAZ,

Zudem gilt aus Symmetriegriinden®

(0 w) = ()

annehmen. Wenden wir die Kettenregel an, so ist (4.3.35) fir ¢ € {1,2}

R0 7) = g (rw) o ) - s ()

dg 1 2
:2—</\>\ ) = 2t = 2ty.
an ) TP ! 2
Mit o; = \; t; gilt zudem die Aussage fiir die erste Hauptspannung. |

8genauer: aufgrund der Invarianz von g gegeniiber Argumentpermutation
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Pure-Shear-Deformation

>
>

Abbildung 4.10.: Pure-Shear-Deformation

Proposition 4.3.31 (Pure-Shear-Deformation). Fir A € Ry seien A\ = A\, Ao = 1 und A3 = % Zudem
werde o3 = 0 bzw. t3 = 0 angenommen. Dann gilt

o = Aji(/\,L%) und i = 7(/\ 1 7). (4.3.38)

Beweis. Im Fall von i = 3 ergibt (4.3.35)

aa)\gg(A)‘ )\) = A

Wenden wir die Kettenregel an, so ist (4.3.35) fir i =1

R 5) - %(M%)*%%(M%)

SCTAI

Mit o; = A; t; gilt zudem die Aussage fiir die erste Hauptspannung. |

4.3.10. Verschiedene Energiefunktionen und ihr Einfluss auf uniaxiale, biaxiale und
Pure-Shear-Deformation

Wie in Abschnitt 4.3.6 erldutert, wird jedes hyperelastische isotrope Elastizitéitsgesetz durch eine isotro-
pe Energiefunktion bestimmt. Wir wollen nun isotrope Energiefunktionen darauf untersuchen, wie gut
sich der durch sie hergestellte Dehnungs-Spannungs-Zusammenhang mit realen, physikalischen Messda-
ten deckt. Hierzu verwenden wir Daten, die Treloar [77] 1944 bei Experimenten zur uniaxialen Streckung
und Stauchung (vgl. Proposition 4.3.29), zur equibiaxialen Streckung (vgl. Proposition 4.3.30) und zur
Pure-Shear-Dehnung (vgl. Proposition 4.3.31) ermittelt hat.

Zum Vergleich verwenden wir als Energiefunktionen die Saint- Venant-Kirchhoff-Energie
T 2 A T
Wsvk(F) = *||F F—17+ (tf(F F-1)°
A
= gnu(A1, A2, As) = Z((A% —P MDD+ ST - 3)° (4.3.39)
mit 4 € Ry, A € R mit 3A + 2u > 0, die inkompressible® Neo-Hooke-Energie

Wan(F) = S(IFI?=3) = guu(Adade) = SOF+23+X3-3) (4.3.40)

9Inkompressibel heifit, dass det F' = 1, also F' € SL(3) vorausgesetzt wird.
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mit p € Ry, sowie die inkompressible quadratische Hencky-Energie
Wu(F) = pllogU|* = gu(A1,A2,A3) = p((logA1)® + (log A2)? + (log A3)?) (4.3.41)

Jones und Treloar [40] benutzen selbst eine inkompressible Form einer Valanis-Landel-Energie (siehe auch
Definition 5.2.1 auf Seite 127)

[/[/JT(F) = gJT()\l,AQ,)\g,) = w()\l) -‘r’w(>\2) —|—w()\3) (4342)
it 1 1 1
/ 03 _ * 3_ 41\ _ -3 _ ¢
w ()\) = 0.69 ()\ )\) +0.01 ()\ /\) 0.0122()\ )\) + h\ (4.3.43)

und dem Parameter ¢ = w’(1). Hierbei sei angemerkt, dass diese Jones-Treloar-Energie darauf angepasst
ist, die Messwerten von Treloar [77] moglichst gut zu approximieren und auf anderen Messdaten im Allge-
meinen keine guten Ergebnisse liefert. Fiir beliebige Messdaten 14sst sich die von Ogden [61] vorgeschlagene
Energie

M
Woc(F) = goa(A1,A2,A3) = Z %(A?" + AT+ NS —3) (4.3.44)
i=1 "
mit Parametern o, ..., o und g1, ...,y verwenden. Mit ihr lisst sich eine beliebig gute Anniherung!®

bei hinreichend groffem M erreichen. Allerdings lernt auch die Ogden-Energie vielmehr die Testdaten, als
dass sie einen physikalischen Dehnungs-Spannungs-Zusammenhang im Sinne der Elastizitit aufbaut.!?

Die folgenden Diagramme basieren auf denen von Martin [46], der ebenso verschiedene Energien beziiglich
der Messdaten von Treloar vergleicht. Wir stauchen/strecken in allen drei Féllen den Einheitswiirfel zu ei-
nem Quader, dabei in e;-Richtung auf Breite A, unter Einwirkung von Kréften auf alle sechs Wiirfelflichen,
insbesondere auf die Fliche mit Normale e;, d.h. die rechte Seitenfliche, mit Kraft t;.'2

Uniaxiale Deformation

Fiir eine uniaxiale Deformation F € GL"(3) mit Singulirwerten (A, Az, A3) = (/\7 %, %), wie in Abbil-
dung 4.8 zu sehen, verhilt sich die Kraft ¢; in Abhédngigkeit vom Dehnungsfakter in e;-Richtung A € Ry
(XA < 1 fiir Stauchung, A > 1 fiir Streckung) wie folgt:

Ogden:
d 1 1 a Y i ¥ M GE
_ _ LA 42N —3) = (Al \ Tl 4.3.4
b= geo(h o ) dA;ai@ +2A7 —3) ;MA ATETY, (43.45)

Jones-Treloar:

d 1 1 d 1 ’ Lo L
t1 = agJT(/\,i)\,i)\) = a(w(/\)_'_Qw(ﬁ)) = w(/\)_ﬁw(ﬁ

= 0.69 (A% = A1) 1 0.01 (A* =A%) 40.0122(1 = A73),  (4.3.46)

)

Saint-Venant-Kirchhoff:

= o ) = ) A2

104hnlich wie bei der Approximation einer analytischen Funktion durch ein Taylorpolynom hinreichend groBer Ordnung

HDas typische Szenario ist: Mit Testdaten fiir einfache Beispieldeformationen werden die Parameter einer Energie bestimmt,
um dann fiir beliebige Deformationen realistische Aussagen zum Dehnungs-Spannungs-Zusammenhang zu treffen. Hierfiir
eignet sich die Ogden-Energie weniger gut als andere verwendete Energien.

12Kraft pro Flicheneinheit im Referenzgebiet bezogen auf Fliche mit Flicheneinheit 1 im Referenzgebiet.
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A 1 3 1
- 2 )\3——)—( fA)()\——), 4.3.4
(n+3) (¥ -5) ~ (+38) (-3 (4:3.47)
Neo-Hooke:
d 1 1 d p 2 1
o= — (A——) - —f(/\Q 2 3) = (/\f—), 4.3.48
v= oM s) T e W R ey (4.3.48)
Hencky:
d 1 1 d 3u 3 log A
t1 = — (/\7 7)7) = —"Z(log))? = =2, 4.3.49
V= (s s) = g = 2 (4.3.49)
t
O Treloar 1944 t
307 i | —— Ogden R
] Jones-Treloar
...... SVK
i |-+---Neo-Hooke -5
20 ¢ Po--- Wy
H = ~10 |
o f 'l,' O Treloar 1944
~15 | — Ogden
10 ¢ (3«'{6 I."‘,'" Jones-Treloar
; - o0l ,':l': ...... SVK
B S . --=--Neo-Hooke
1 1 1 1 1 A =25+

Abbildung 4.11.: Uniaxiale Streckung Abbildung 4.12.: Uniaxiale Stauchung

t
QO Treloar 1944
6 | ——0Ogden
Jones-Treloar
V/NE S SVK
--=--Neo-Hooke
20 |eam Wy

Abbildung 4.13.: Uniaxiale Dehnung im Bereich
kleiner Verzerrung

Equibiaxiale Deformation

Fiir eine equibiaxiale Deformation F € GL"(3) mit Singulirwerten (A1, A2, A3) = ()\, A, /\1—2), wie in Abbil-
dung 4.9 zu sehen, verhilt sich die Kraft ¢; in Abhédngigkeit vom Dehnungsfakter in e;-Richtung A € Ry
wie folgt:

Ogden:
d 1 1 d &y, M
b=t = —go(ANg5) = 513 D0 @AY +ATT =3) = 3 (xRl (43.50)
i=1 " i=1
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1 1d 1 1 1
t1 = to d/\gJT()\,A /\2) = 55(210()\)‘“0(?)) = w/()\)—ﬁwl(ﬁ)
= 0.69(\% —A736) 1 0.01 (A3 — A7) +0.0122 (A3 — X 73),

Saint- Venant-Kirchhoff:

d 1 1dpu 1 A
no= = e (W) = g (G0t G -0+ G2 g -8)
1 1, A 1 3 1
_ 3 3
= u(x —A+ﬁ—ﬁ)+§(2)\ “3A -5+ 53
Neo-Hooke:
- 1N Tdpg ., 1 B 1
=t = ﬁgNHO A’P) 2 )\2(2)\ 33 ”(A )\5)’
Hencky:
d 1 1d 6 1 log A
t1 = to = — - - — 1 2 _
1=t = an(MA55) = 5 3x6m(los)) L

Q Treloar 1944
— Ogden
25 1 Jones-Treloar
--=-- Neo-Hooke
- Wi

20 +

Abbildung 4.14.: Equibiaxiale Streckung

Pure-Shear-Deformation

Fiir eine Pure-Shear-Deformation F' € GL"(3) mit Singulirwerten (A1, A2, \3) =

wie folgt:

Ogden:

Jones-Treloar:

d
ty, = T (A,

15)

().

Z_()\oq,—l _ )\—ai—l) ,

S

i=1 i=1

d 1 , 1,1
= () +e() +u(3) = W) - 5 w(5)

= 0.69 (A% = A7%3) +0.01 (A\* =A%) +0.0122 (\! = A 73)
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wie in Abbil-
dung 4.10 zu sehen, verhiilt sich die Kraft ¢; in Abhéngigkeit vom Dehnungsfakter in e;-Richtung A € R

(4.3.55)

(4.3.56)
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Saint- Venant-Kirchhoff:
_d N dopy, s 9 1 9 Aros 1 2
t = agsw{()\,l,—) = ((A 1%+ ( 1) )+ 8(>\ + 2)

A dr 4 A2 A2
B A 3 1 1
Neo-Hooke:
_d Dy _odpga, 1 1
b= JQNH(A’I’X) - dAz(A T 2) = “(A )\3)’ (4.3.58)
Hencky:
_d Iy 4 o 4plogA
t; = agHO\,l,X) = d)\Q,u(log/\) = (4.3.59)

QO Treloar 1944
—— Ogden
Jones-Treloar

20 1

--=-- Neo-Hooke
e

15 +

10 ¢

Abbildung 4.15.: Pure-Shear-Dehnung

4.3.11. Darstellung isotroper Energiefunktionen als Funktion in den Invarianten

In Lemma 2.13.25 aus Seite 66 haben wir gezeigt, dass wir jede isotrope (unendlich oft differenzierbare)
Funktion W: Sym™(3) — R mit U — W (U) auch als (unendlich oft differenzierbare) Funktion ¥: RY — R
in den Invarianten Iy, Is, I3 von U schreiben kénnen. Diese Invarianten sind hierbei die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms von U

xv(z) = DL+ Lhr—1I

und damit die elementarsymmetrischen Polynome der Eigenwerte A1, A2, A3 € Ry von U. Wegen der
Isotropie kénnen wir hierbei auch W: Sym*(3) — R mit U +~ W (U) durch W: GL*(3) — R mit
F — W(F) ersetzen, wobei I1,I5,I5 die Invarianten von U = vV FTF und A1, Aa, A3 die Singulérwerte von
F sind. Aufgrund der Bijektivitit der Abbildung U — C = U? bzw. F — C = FTF kénnen wir die
Isotrope Funktion W ebenso als Funktion W: Ri — R in den Invarianten Iy, Is, I3 von C schreiben. Fiir
die Invarianten gilt

L = tr(C), I, = tr(Cof C), I3 = detC.

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist zudem
C}-LC*+LC—-13 =0, (4.3.60)

woraus sich die folgenden niitzlichen Formeln ergeben.
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Proposition 4.3.32. Sei F € GLY(3) und C = FTF, dann gilt fir die Invarianten I, Iy, I3 von C

IF|I> = t(C) = I, (4.3.61)
|Cof F||? = tr(CofC) = I, (4.3.62)
ICI* = I —21I, (4.3.63)
I
2 2o h
Ic—I° = P (4.3.64)

Bemerkung 4.3.33. Stellen wir (4.3.63) um, erhalten wir sofort die bereits verwendete Identitit [o =
Ltr(C)? - L tr(C?).
2 2

Beweis. (4.3.61) ist klar, (4.3.62) ergibt sich iiber den Zusammenhang Cof(FTF) = (Cof F)T(Cof F).
Multiplizieren wir (4.3.60) mit C~! bzw. mit C~2, dann erhalten wir

C?—LC+1,-1-15C7' =0  bzw. C-IL-1+LC'—15072 = 0.

Wenden wir den Spuroperator an, nutzen seine Linearitit und den Umstand, dass Cof C' = Iy - C~1 gilt,
so erhalten wir

I2
IC|I2 =12 +3I,—1I, = 0  bzw. [17311+i,13”071”2 — 0

Umstellen liefert nun (4.3.63) bzw. (4.3.64). |

4.3.12. Verzerrung
Linearer Fall

Sei F € GL"(3) mit Polarzerlegung F' = RU und R € SO(3) und U € Sym™(3). Zudem sei Vu = F — 1.
In (4.3.74) zeigen wir (setzen wir m = 1)

U = 1+symVu+ O(||Vul?). (4.3.65)

In Folgerung 2.3.2 auf Seite 26 haben wir gezeigt, dass es fiir jedes @ € SO(n) ein W € so(n) gibt, sodass
Q = 1+W+0O(]|Q—1||?) gilt. Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit der Abbildung F +— FVFTF = R
auf GL"(3) ist die Abbildung auch lokal lipschitz-stetig, somit erhalten wir fiir eine Konstante ¢ € R die
Abschitzung |R — 1||2 < 2| F — 1||? = ¢2||Vu||? und kénnen auf

R = 1+W+O(|Vul?)  mit W € so(n) (4.3.66)
schlieffen. Nun gilt einerseits
F = 14+Vu = 1+symVu+ skew Vu, (4.3.67)
andererseits liefert das Produkt der Polarfaktoren

F =R-U= 1+W+0(|Vul?) - (14 sym Vu + O(||Vu|]?))
= 1+symVu+ W + O(||Vul?), (4.3.68)

woraus wir W = skew Vu + O(||Vu|?) und mit der Linearitéit von skew schlussendlich W = skew Vu
folgern kénnen.

Wir definieren den linearen Verzerrungstensor € := sym Vu und erhalten so

F=1+ ¢ + W (4.3.69)

lin. Verzerr. lin. Rotation
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mit e = sym Vu € Sym(3) und W = skew Vu € s0(3). Hierbei ist W die Linearisierung der Rotation'?:
Fiir infinitesimal kleine Rotationen ldsst sich F' somit additiv in Verzerrung und Rotation zerlegen. Wir
vergleichen dies mit der nichtlinearen multiplikativen (Polar-)Zerlegung
F = R - U (4.3.70)
-~

~—~—
Rotation Dehnung

mit Dehnung U € Sym™(3) und Rotation R € SO(3).

Zudem sei angemerkt, ist F' € SO(3) eine reine Rotation, so ist die Dehnung eins und die (lineare)
Verzerrung null.

Wir untersuchen die Abweichung von F zur linearen Rotation: Fiir @ € SO(n) ist @ = 1+ W +0(||Q—1|?)
mit W € so(n), so linearisiert sich @ zu 1 + W. Wegen F = 1 + Vu, ist die linearisierte Dehnung
die Abweichung von Vu zu so(n). Betrachten wir die Seth-Hill-Verzerrungsfamilie. Wegen (1 + H)" =
1+n-H+O(|H|?) ist

1 1 n
S(Un-1) = S(FTF)E -1
1 n
- ﬁ((l +2 sym Vu + Vu' V)2 - 1)
1
= E(l +n sym Vu + O(||Vul|?) — 1)
_ Symvu+0(”qu2)' (4371)

So linearisiert sich U zu 1 4 sym Vu. Ebenso lisst sich zeigen, dass sich R zu 1+ skew Vu linearisiert. Wir
sehen, F ist genau dann eine linearisierte Rotation, wenn Vu schiefsymmetrisch ist.

Nichtlinearer Fall

Um auch im nichtlinearen Fall eine Verzerrung zu definieren, machen wir uns klar, was wir von einer
Verzerrung erwarten:

i) Sie driickt den Abstand von U zu s0(3) aus.
ii) Sie linearisiert zu ¢ = sym Vu.
iii) Im Fall F € SO(3) ist sie null (schon durch ii) mit abgedeckt).

Da der Abstandsbegriff nicht eindeutig festgelegt ist (und die Linearisierung auch noch Freiheiten lisst),
kann es verschiedene Verzerrungsabbildungen geben.

Beispiel 4.3.34 (Seth-Hill-Verzerrungsfamilie). Fiir ein m > 0 definieren wir die Abbildung

U e %(U’” ~1) (4.3.72)

als Seth-Hill-Verzerrung [72]. Fiir m — 0 konvergiert diese Abbildung gegen den Hencky-Dehnungstensor
U — logU. (4.3.73)

Beuweis der Linerarisierungseigenschaft. Wegen (1+ H)" =1+mn-H + O(||H||?) ist

N l((FTF)W —1)

m m

1
. (142 symVu+ Vul'Vu)"? - 1)

1
= E(l +m sym Vu + O(||Vul|?) — 1) (4.3.74)
= e+ O(|Vul?) mit &=symVu. [ ]

IBWir sehen, F ist genau dann eine linearisierte Rotation, wenn Vu schiefsymmetrisch ist.

122



4. Einfiithrung in die nichtlineare Elastizitétstheorie

4.3.13. Lineares Elastizitatsgesetz

Im nichtlinearen Fall lisst sich das Elastizititsgesetz o als Abbildung der Dehnung V' € Sym™(3) auf
den Spannungstensor o (V) ausdriicken. Im linearen isotropen Fall verwenden wir statt der Dehnung die
Linearisierung der Deformation 1 + ¢ = 1 + sym Vu und bilden so den linearen Verzerrungstensor ¢ auf
die Spannung ab. Von dieser Abbildung verlangen wir zudem noch die Linearitdt in €. Insgesamt erhalten
wir eine isotrope lineare Abbildung C mit € — o = C.e.

In Lemma 2.5.40 auf Seite 38 haben wir gesehen, dass sich jede isotrope lineare Funktion C: R™*™ — R"*™
als

A
C.X = psymX + u. skew X + 3 tr(X)-1  fiir alle X € R™*", (4.3.75)

mit konstanten Koeffizienten p, ., A € R schreiben ldsst. Verwenden wir die Einschrénkung auf symme-
trische Argumente C: Sym(3) — Sym(3), so entfillt der schiefsymmetrische Summand. Mit syme = ¢
und einer Umbenennung/Skalierung der Konstanten erhalten wir:

Lemma 4.3.35 (Lineares Elastizititsgesetz). Jedes lineare Elastizititsgesetz o: Sym(3) — Sym(3) als
lineare isotrope Funktion im linearen Verzerrungstensor € := sym Vu ldsst sich als mit u, A € R bzw. mit
w, k € R gewichtete Summe

ole) = 2ue+Atr(e)-1 = o(e) = 2udevge+ktr(e)-1 (4.3.76)
schreiben. Hierbei bezeichnen A und p die Lamé-Parameter und k den Bulk-Modulus.

Bemerkung 4.3.36. Die beiden Darstellungen ergeben sich iiber die Identitdt ¢ = devse + % tr(e) - 1
und den daraus resultierenden Zusammenhang x = A + % L.
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5. Konvexitat von Energiefunktionen in C

Wesentliche Teile dieses Kapitels wurden bereits in [31] verdflentlicht.

In einem Beitrag von 2014 haben Lehmich et al. [44] Konvexitétsbedingungen fiir elastische Energien
W(F) = /W(C) im rechten Cauchy-Green-Deformationstensor C' = FT F angegeben — Bedingungen, wel-
che auch eine Abhingigkeit vom Logarithmus der Determinante ausdriicken und zudem das notwendige
Singularitétsverhalten W (C') — oo fiir det F' — 0 zeigen.

Spector [75] und Silhavy [73] haben dieses Thema aufgegriffen und jeweils alternative Beweise vorgestellt.
Thr Hauptresultat, das wir schon als Satz 2.11.6 auf Seite 57 vorgestellt haben, lautet:

Satz 5.0.37. Sei f € C%*(Ry). Dann ist die Funktion Sym™*(n) — R mit X ~ f(det X) genau dann
konvex in X, wenn

n—1

' (s)+ f'(s) >0 und fl(s) <0 fiir alle s € Ry (5.0.1)

ns

erfillt ist.

Bemerkung 5.0.38. Beispielsweise erfiillt f(s) = —log s die Bedingungen (5.0.1).

Lehmich et al. stellen die Behauptung auf, dass die Konvexitat einer Energiefunktion in C' eine niitzliche
Eigenschaft ist. Diese Behauptung wollen wir in diesem Kapitel mit einem auf ihr aufbauenden Lemma
belegen.

Wir wissen, wire die Energie polykonvex und koerziv, so koénnten wir mittels direkter Methoden der
Variationsrechnung die Existenz eines Minimierers zeigen. Aber wir miissen uns vor Augen fithren, dass
sowohl die Bedingung der Rang-eins-Konvezitit [71], als auch die Bedingung der Polykonvezitit (aus der
Rang-eins-Konvexitét folgt) [2] nicht allein durch die Konvexitéit der Energie in C erfiillt sind.

Natiirlich haben wir immer die Moglichkeit, auf Basis des Satzes iiber die impliziten Funktionen einen
Existenzbeweis zu fiithren, nur leider gilt dieser nur fiir kleine Umgebungen um die Identitét [18].

Auch wenn Konvexitét in C' nicht die Polykonvexitét in F' impliziert, finden wir in [44] ein Beispiel einer
Verzerrungsenergie W(F) = W(C’), die sowohl polykonvex in F' als auch konvex in C' ist; Zudem zeigt
diese Energie auch das korrekte Verhalten fiir unendliche Kompression, d.h. W(C’) — oo fiir det C — 0.

Eine allgemeinere Anwendung der Konvexitéit in C wurde durch Le Dret und Raoult [42] gegeben: Sie

zeigen, dass wenn W (F) = /W(C) in C konvex ist, dann ist die quasikonveze Hiille QW von W durch eine
Entsprechung der Pipkin’schen Formel [63] gegeben ist:

_ ; w(rT
QW(F) = %s%ﬂs) W(F*F+585). (5.0.2)

Schliefilich sei noch bemerkt, dass sich die Eigenschaft der Konvexitdt in C' bei der Ableitung einiger
Modelle der Elasto-Plastizitit sinnvoll nutzen ldsst, siche dazu [33].

5.1. Anwendungen der Konvexitdt einer Energiefunktion in C

Wir betrachten das Problem der Minimierung der elastischen Energie I(p) = [, W (V) dz, wobei p: Q —
R? die Deformation eines elastischen Korpers 2 C R? ist, welche einer Randbedingung ¢|r = ¢o mit
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

I' C 99 geniigt, siehe [15]. Die zugehérige formale Euler-Lagrage-Gleichung, wie schon in Bemerkung 4.3.1
beschrieben, lautet div Sq(F) = 0.

Das folgende Lemma, welches sich auch in [28, 29] finden lisst, zeigt die Anwendbarkeit unserer Konve-
xitdtsbedingung.

Lemma 5.1.1. Fir ein Gebiet Q C R™ mit C?-Rand und eine auf seinem Rand definierte Funktion
¢: 00 — R” sei W € C? (GL+(3)) eine Energiefunktion, die garantiert, dass fiir jedes ¢ € WP(Q,R™),
welches die Randbedingung cp’aﬂ = ¢ erfillt, das Energiefunktional

I(p) = /QW(Vga(x)) dz (5.1.1)

wohldefiniert ist. Sei pg € C1(Q) eine schwache Losung der Euler-Lagrange-Gleichung
div S (Ve(z)) = 0 fiir alle z €

zum Energiefunktional (5.1.1), d.h. g erfiillt die schwache Form der Euler-Lagrange-Gleichung?
/(Sl (Veo(z)), Vi(z))dz = 0 fir alle Testfunktionen ¢ € C§°(£2). (5.1.2)
Q

Sei nun W die zugehérige Energiefunktion in C, d.h. Wect (Sym+(3)) mit W(FTF) = W(F) fir alle
F € GL(3).

Ist W konvez und So (V(po(x)) fiir alle x € Q positiv semidefinit,? d.h.
(S2(Veo(z)), A) = 0 fiir alle A € R™™™ und alle v € Q, (5.1.3)

dann ist @y ein globaler Minimierer des Energiefunktionals (5.1.1).

Bemerkung 5.1.2. Es sei darauf hingewiesen, dass wir die Konvexitét der Energie in C' (also der Funktion
W) fordern. Anders als die Konvexitéit in F' (der Funktion 1), die gegen physikalische Prinzipien verstofit
und somit ausgeschlossen werden muss, steht die Konvexitét in C' in keinem Widerspruch zu plausiblem
physikalischen Materialverhalten. Wir werden die Eigenschaft der Konvexitét von W (in C) als Monotonie
des zweiten Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S

<S2(Cl) — SQ(CQ), Ci — CQ> >0 fiir alle Cl, s € Sym+(3) (514)

im Beweis nutzen. Die Aquivalenz der Konvexititsbedingungen findet sich in Proposition 2.11.3 auf Seite
57. Die zweite Forderung an Sy ist genau genommen eine Forderung an die Verkettung Sy o Vipg:® Wir
fordern die positive Semi-Definitheit von S» (Vo (z)) fiir alle z € Q. Sie driickt aus physikalischer Sicht
den , tensionalen“ Charakter der (wieder auf die Referenzkonfiguration zuriicktransformierten) Krifte aus.
Mit tensional bezeichnen wir den Umstand, dass die Losung ¢g nur Zug- und keinerlei Kompressionskréfte
aufweist.

Beweis. Wir haben zu zeigen

I9)=1(e0) = [ W(Tela)) do— [ W(Ve(w)) da

/QW(Vgo(x)) - W (Veo(z)) dz

/QW(V(,O((E)TVQO((E)) - W(Vgﬁo(x)TVgoo(x)) de > 0  fiir alle p € C*(Q). (5.1.5)

L Also hat die Abbildung ¢ +— [, W (Vo (z) + tu(z)) dz fiir alle u € C§°(Q2) in ¢t = 0 eine Extremalstelle.

*Hierbei gilt DeW (FTF) = 155(F) = 18, (FTF).

3Es wird nicht die Konvexitit von So gefordert. Ganz im Gegenteil: Wire So konvex, wiirde diese Konvexitit zusammen
mit der Konvexitit von W in C umgehend die Konvexitdt von W in F' ergeben!
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

Sei also ¢ € C() beliebig. Da ¢ und ¢ dieselben Randwerte haben, existiert ein ¢ € C§°(Q) mit
o(x) = @o(x) + () fiir alle x € Q.

Sei nun x € 2 beliebig. Wir schreiben unter Vernachlidssigung der Arguments = verkiirzt Vg, Vo, Vi)
und setzen Cy := Vi Vo € Sym™(3) und C := VTV € Sym™(3).

Mit (4.3.16) aus Proposition 4.3.15 und der Konvexitétscharakterisierung aus Proposition 2.11.3 ii) gilt

o~

_ _ 1~
W(C) — W(Co) > <DOW(Co) , C — C()> = <§ SQ(C()), C-0Cy > .
Nun ist
C—Cy = (Voo + V)" (Vg + Vi) — Vi Voo = Vg Vi + Vi Vg + V' Vi

Mit (4.3.17) aus Proposition 4.3.15 ist

(38:(C0), €= Co) = (35:(Co), Vel Vi + T4 Ti0) + (5 BalCo), VUTV4)

(51(T0), Vi) + (5 Sa(Vioo) , T V).

Nun ist ¢ eine Losung der schwachen Form (5.1.2) und S2(Vo(x)) nach Voraussetzung positiv definit,
somit kénnen wir schlieflen

Ie)=1(e0) > [ (51(Tu(@). Vo@) do + [ (55:(Ven(w) . V(@) V(o)) da > 0.

=0 >0

Da ¢ € C() beliebig gewiihlt war, folgt (5.1.5). [ |

Bemerkung 5.1.3. Wir haben in Lemma 5.1.1 die Konvexitét von W gefordert, diese globale Konvexitét
im Beweis aber nicht benutzt. Tatséchlich wird die globale Konvexitat von W nicht benttigt und es reicht
die abgeschwéchte Konvexititsforderung

W(C) - W(Co(x)) > <DC/W7(C()(CL'))7C — Co(x)) fiir alle C € Sym™(3) und alle z € Q, (5.1.6)

wobei Cy = Vi Vo der Cauchy-Green-Tensor zur vorgegebenen schwachen Losung ¢g der Euler-
Lagrange-Gleichung ist.

Spector [75, S. 254] zeigt in seinem Beweis von Satz 5.0.37, dass diese abgeschwiichte Konvexitétsbedingung
(5.1.6) im Falle von

W(C) = f(det C)
mit einer gegebenen Funktion f: Ry — R fiir alle C' € Sym™(3) erfiillt ist, falls

n—1

f7(s) + f

— I'(s)

f'(s)

>0 fiir alle s € Ry, (5.1.7)
<0 fiir alle s € (0, det C] (5.1.8)
gilt.

Vor allem kénnen die Bedingungen an W aus Lemma 5.1.1 somit abgeschwiicht werden, um Energiefunk-
tionen der Form

W(C) = M(C) + f(det C)

unter der Bedingung, M: Sym™(n) — R ist (global) konvex und f: Ry — R erfiillt (5.1.7) und (5.1.8) fiir
alle Co = Co(x) = Vpo(z)T Vo (), mit einzuschliefen.
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

Bemerkung 5.1.4. Wenn wir die Konvexitédtsbedingung aus Lemma 5.1.1 zur allgemeinen Konvexitéitsbedingung

Py

DLW (C).(H,H) > c¢* ||H||? fiir alle symmetrischen Matrizen H mit einem ¢™ > 0 verschéirfen und falls
die Losung ¢ zudem ein Diffeomorphismus ist, dann lésst sich zeigen, dass

i DEW (Vpo).(VO, V) dz > &% ||[VI|72(q

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(£2) mit einem ¢ > 0 gilt, was seinerseits die lokale Stabilitit der Losung
impliziert [54].

In Bemerkung 5.1.3 haben wir den Volumenterm f(detC) aus der geschlossenen Darstellung von W
herausgelost. Dieses Vorgehen wollen wir im néchsten Abschnitt mit den Valanis-Landel-Energien und
dazu sehr dhnlichen noch weiterfithren.

5.2. Die Konvexitat der Valanis-Landel-Energien in C

Definition 5.2.1. Eine Energiefunktion W: GL*(3) — R hat die (verallgemeinerte) Valanis-Landel-
Form, wenn es differenzierbare Funktionen w, f: Ry — R mit f/(1) = w’(1) = 0 gibt, sodass

3
W(F) = Z w(X;) + f(det F) fiir alle F € GL"(3). (5.2.1)

Achsenterm  Volumenterm

Hierbei sind A1, A2, A3 € R, die Singulérwerte von F' € GL"(3).

Bemerkung 5.2.2. Der Begriff der Verallgemeinerung rithrt von der Hinzunahme des Volumenterms f,
um die Energie nicht nur auf inkompressible Deformationen anwenden zu kénnen: Ohne diesen Term, d.h.
fiir f = 0 erhalten wir einen klassischen Vertreter der inkompressiblen Valanis-Landel-Energie.

Da die Singuldrwerte von F die Quadratwurzeln der Eigenwerte von C' = FTF sind und auch det F' =
Vdet C gilt, konnen wir die Funktion W auch als Funktion in C' schreiben als

W(C) = D(A2) + D(A2) + B(A2) + f(det A2A3A2)  fiir alle C € Sym™(3) (5.2.2)

mit @(z) = w(y/Z) und f(z) = f(\/z). Hierbei sind A2, \2, A2 € R, die Eigenwerte von C. Wir kénnen
nun ein Ergebnis von Davis [22], der fiir herkdmmliche Valanis-Landel-Energien ohne den Volumenterm
(d.h. f =0) gezeigt hat, dass W genau dann konvex in C' ist, wenn @ konvex ist, erweitern.

Proposition 5.2.3. Sei W: Sym™(3) — Sym(3) einer Energiefunktion der (verallgemeinerten) Valanis-
Landel-Form (5.2.2). Dann ist W genau dann konvez in C', wenn @ konvez ist und f die Bedingung (5.0.1)
aus Satz 5.0.37

f'(s) >0 und  f(s) < 0  firalle s € R, (5.2.3)
erfillt.

Beweis. Siehe Folgerung 2.11.10 auf Seite 58. ]

Bemerkung 5.2.4. Mit f = 0 ist die Bedingung (5.0.1) ebenfalls erfiillt, wir erhalten so das Ergebnis
von Davis.
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

5.3. Beispiele fiir die Konvexitat von
W(C) = atr(C)+ 3 tr(C)? + ~ tr(C?) — § logdet C

Mit Folgerung 2.11.11 auf Seite 58 haben wir die Konvexitéit der Klasse von Funktionen
W(C) = atr(C)+ B tr(C)% + 7 tr(C?) — 6 logdet C + (. (5.3.1)

fir o, € R und 3,7v,6 € Ry U {0} gezeigt. Wir miissen diese Parameter fiir physikalisch sinnvolle
Energien (spannungsfreie Referenzkonfiguration) selbstverstdndlich so wéhlen, dass DW (1) = 0 erfiillt
gilt. Als Beispiel hierzu betrachten wir:

Beispiel 5.3.1. Es seien «, 8 € Ry. Die Funktionen Wi, Wa, Ws: Sym™(3) — R mit

Wi(C) = atr(C)®+ Btr(C?) —logdetC  fir  6a+28—1=0, (5.3.2)
WQ(C) = atr(C) + Btr(C?) — logdet C fiir a+28-1=0, (5.3.3)
W5(C) = atr(C)®+ Btr(C) —logdetC  fiir  6a+B—1=0 (5.3.4)

sind konvex und es gilt DW;(1) = DW5(1) = DWs(1) = 0.

Aufgrund von tr(C) = 37 A2 und tr(C?) = Y A} sind die so gegebenen Energien sehr eng mit den Valanis-
Landel-Energien verwandst.

Bemerkung 5.3.2. Die Ableitungen lauten (zu finden in Lemma 5.5.1 am Ende dieses Abschnitts) im
ersten Fall le(C) =2atr(C)-1+28C — C~1, im zweiten Fall DWQ(C) =a-1+28C—C7! und im
dritten Fall DWs (C) =2atr(C)-1+3-1—C~1. Durch direktes Einsetzen sehen wir leicht die Eigenschaft
der spannungsfreien Referenzkonfiguration.

Bemerkung 5.3.3. Die zu W aus (5.3.1) gehorige Energie W in F hat die Eigenschaft, polykonvex und
koerziv zu sein. Dies garantiert die Existenz eines (die Randbedingung erfiillenden) Minimierers ¢ des
Energiefunktionals

I(p) = /Q W (Ve(a)) de. (5.3.5)

Die Energie erfiillt die Voraussetzung von Lemma 2.11.12. Aus ihr folgt die Abschétzung [W (Vep(z))| <
c1||[Vep(z)||* + ca, welche garantiert, dass fiir jedes ¢ € W1 4(Q, R™) mit det Vip(z) > ¢ fiir alle x € Q das
Energiefunktional wohldefiniert ist.

Das heift, ist g € WH4(Q,R™) mit det Vo(z) > ¢ fiir alle x € Q ein globaler Minimierer, so erfiillt er
auch die schwache Form der Euler-Lagrange-Gleichung.

Mit numerischen Methoden lassen sich leicht Losungen der schwachen Form der Euler-Lagrange-Gleichung
finden. Aber solange wir nicht wissen, ob det Vg > ¢t fiir ein ¢t > 0 fiir den Minimierer gilt, wissen
wir nicht, ob wir den Minimierer gefunden haben, selbst wenn wir alle Losungen der schwachen Form der
Euler-Lagrange-Gleichung kennen.

Hier zeigt sich die Niitzlichkeit von Lemma 5.1.1. Wir kénnen es direkt auf die Funktionen vom Typ (5.3.1)

iibertragen und wissen so, ob die unter den obigen Voraussetzungen gefundene Lésung ein Minimierer ist:

Proposition 5.3.4. Sei W: Sym*(3) — R mit

o~

W(C) = atr(C)+ B tr(C)? + v tr(C?) — § logdet C + C. (5.3.6)
und «, 3,7,6,( € Ry U{0} so gegeben, sodass DW(l) = 0 sichergestellt ist. Angenommen, W(C) birgt

eine glatte Losung @o der Euler-Lagrange-Gleichung, welche det Vipg > ¢t > 0 und S2(Vpy) ist positiv
semidefinit erfillt. Dann ist @y ein globaler Minimierer.
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

Wir wollen uns noch die linearen Elastizitdtsgesetze der drei Energien /Wl,/W27W3 aus Beispiel 5.3.1
ansehen. Am Ende dieses Abschnittes in Lemma 5.5.1 bestimmen wir die bis zur zweiten Ordnung nach
Vu in 1 entwickelten Energieapproximationen. Es gilt fiir Vu — 0:

—~ 3 4

Wi (C) = 5 T (—12a +4) ||devs e|® + 3 tr(e)? + O(||Vul?),

— 3 3 , 2 4 , s
Wy (C) = Jatg + (—2a+4)||devsel|” + (_§a+§) tr(e)?) + O(||Vul?)),
-~ 2

W5(C) = —9a+3 + 2|devszel® + (4o + §) tr(e)® + O(||Vul?).

Nach dem linearen Verzerrungstensor € abgeleitet, erhalten wir unter Vernachlissigung der Terme hoherer
Ordnung die linearen Elastizitétsgesetze der Form

o0 = 2pdevge+rtr(e)-1 = 2 e+ ktr(e)- 1.

So ist:*
p = —12a+4, K = g fir W,
nw = —2a+4, Iﬁ?:*§+§ fir WQ,
w =1, /<;:8a+§ fiir Wg.

5.4. Die Konvexitit der Saint-Venant-Kirchhoff-Energie in C
Eine weitere Klasse von Energiefunktionen wir durch die sogenannte Saint- Venant-Kirchhoff-Energie [30,
43, 65] dargestellt.

Definition 5.4.1. Seien p € Ry und A € R mit 3A + 2u > 0. Dann nennt Wsvk : Sym™(3) — R mit
—~ A 2
Wavk(C) = %IIC ~ 1P + 5 (tr(C - 1) (5.4.1)

die Saint- Venant-Kirchhoff-Energie.

Proposition 5.4.2. Die Saint- Venant-Kirchhoff-Energie ist fir alle p € Ry und A € R mit 3A +2u > 0
von der Form (5.3.1) und somit konvez in C.

Bemerkung 5.4.3. Fiir alle pu, A € R ist Wsvk nicht rang-eins-konvex [65].

Beweis. Unter Beriicksichtigung von CT = C formen wir um. Somit ist

— A
Wevk(€) = HlIC =1 + 2 (0x(C—1))°

8
A
8

=

= Bu(c-1TCc-1) + S((C)-3)°

S

— %(tr(CQ) —2tr(C)+3) + %((tr(C))Q —6tr(C) +9)

= atr(C) 4 tr(C)? + 4 tr(C?) + ¢,

mit
1 A 3
@ = —~BA+2u), B==>0, =550 wd ¢=@BA+2p
4 8 4 8
von der Form (5.3.1). |

4Wir erinnern uns, es gilt: D||devs ¢||? = 2devs e und Dtr(e)? = 2tr(e) - 1
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Bemerkung 5.4.4. In Beispiel 6.1.34 auf Seite 150 zeigen wir zudem, dass das durch die Saint-Venant-
Kirchoff-Energie induzierte Elastizititsgesetz o: Sym™*(3) — Sym(3) weder die empirischen Ungleichungen
noch die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen erfiillt.

5.5. Bestimmung der Approximation bis zur zweiten Ordnung von
Wl, Wz und W3
Wir haben in Abschnitt 5.3 drei Beispielenergien der Form (5.3.1)
W(C) = atr(C)+ B tr(C)? + 7 tr(C?) — v log det C + (.

auf ihre Bedeutung zum Thema Konvexitéit untersucht. Hierzu haben wir bereits auf das folgende, aufgrund
der Rechenlastigkeit ausgelagerte, Lemma zuriickgegriffen.

Lemma 5.5.1. Es seien «, 8 € Ry. Die Funktionen /V[71,/I/I72, Wg: Sym™*(3) — R mit

Wi(C) = atr(C)? + Btr(C?) —logdetC  fir 6a+28—1=0, (5.5.1)
Wa(C) = atr(C) + Btr(C?) —logdet C  fir a+28—-1=0, (5.5.2)
W5(C) = atr(C)? 4 Btr(C) —logdetC  fir 6a+B—1=0 (5.5.3)
haben die Ableitungen
DW,(C) = 2atr(C)-1+28C —C*, (5.5.4)
DWL(C) = a-1+28C —C 1, (5.5.5)
DW5(C) = 2atr(C)-1+B8-1-C'. (5.5.6)

Fiir diese gilt DW (1) = D/Wg(l) = DWs(1) = 0. Die bis zur zweiten Ordnung nach Vu in 1 entwickelten
Energieapprorimationen lauten fir Vu — 0:

Wi (C) = g + datr(e)® + (—12a+4)tr(e?) + O(||Vul?)

= g + (—12a+4) ||devse||* + gtr(e)er O(||Vul)®), (5.5.7)
Wo(0) = Sats + (-2a+4)u() + O(Vul?)

= %a+g + (—2a+4)||devse|® + (—§a+§) tr(e)?) + O(|Vul?)), (5.5.8)
W3(C) = —9a+3 + datr(e)? + 2tr(s?) + O(|Vul?)

= —9a+3 + (4a+g) tr(e)® + 2| devsel® + O(|Vul?®). (5.5.9)

3
Hierbei ist Vu := Vo — 1 € R?*3, C := VuTVu € Sym™(3) und ¢ := sym Vu.
Um das Lemma zu beweisen, brauchen wir die Darstellung der beteiligten Ausdriicke tr(C'), tr(C)?, tr(C?)
und logdet C' im linearen Verzerrungstensor € und im Verschiebungsgradienten Vu. Schliissel fiir den

Determinantenterm ist die folgende Proposition, welche die Entwicklung der Determinante in 1 auf die
Invarianten zuriickfiihrt.

Proposition 5.5.2. Fir alle X € R"*"™ gilt

det(1+X) =1+hLH+L+...4+1,. (5510)
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

Hierbei sind

I = tr(X), I, = tr(Cof X) = = (tr(X)? — tr(X?)), , I, = detX (5.5.11)

N | =

die Invarianten von X.
Beweis. Sei X € R"*"™ dann lautet das charakteristische Polynom vom X
det(X —X-1) = (=N)"+ L (=N)" 4+ L(=\N"2+...+1,.
Setzen wir A = —1 erhalten wir die Aussage. |

Unter Einfluss der letzten Proposition kénnen wir mittels der Definitionen Vu := Vi — 1 € R3*3, C :=
Vul'Vu € Sym™(3) und € := sym Vu direkt berechnen:

Proposition 5.5.3. Fir alle Vu € GL"(3) gilt fiir Vu — 0

tr(C) = 3+2tr(e) + || Vul?, (5.5.12)
tr(C)? = 94 12tr(e) + 4tr(e)? + 6||Vul® + O(||Vul?), (5.5.13)
tr(C2) = 3+4tr(e) + 4tr(e2) + 2| Vul® + O(|Vul®), (5.5.14)

detC = 14 2tr(e) + 2tr(e)? — 2tr(e?) + || Vu|*> + O(||Vul®), (5.5.15)

logdet C = 2tr(e) — 2tr(e?) + || Vul|® + O(||Vul?). (5.5.16)

Beweis. Es ist mit C = (1 +Vu)T(1+Vu) = 142+ VulVu

tr(C) = tr(l+2e+ VulVu) = 3+2tr(e) + || Vul?,

tr(C)?

(3+2tr(e) + || Vul|?)?
9+ 4tr(e)? + || Vul|* + 12tr(e) + 6| Vul|® + 4tr(e) ||Vl
9+ 12tr(e) + 4tr(e)? + 6||Vul|* + O(||Vul?),

tr(C?) = tr((1+2e+ Vu' Vu)?)
tr(1+ 4%+ (Vul'Vu)? + 4 + 2Vu'' Vu + 4eVuT Vu)
= 3+ 4tr(e) +4tr(e?) +2||Vu® + O(|Vul?).
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Mit Proposition 5.5.2 folgt

det C = det(1+2¢+ Vu'Vu)
1
= 1+tr(2e + Vu' Vu) + B (tr(25 + Vu"'Vu)? —tr((2e + VUTVU)Q)) +det(2¢ + Vul V)

= 1+ 2tr(e) + tr(Vul Vu)
+ %(2 tr(e) + tr(VuTVu))2 - % tr(4¢* +4eVu" Vu + (Vu' Vu)?)
+ det(2¢e + Vu' Vu)

= 1+ 2tr(e) + || Vul?
+2tr(e)? + 2tr(e) | Vul* + % [Vul|* = 2tr(e?) — 2tr(e Vul Vu) — %tr((VuTVu)Q)
+ det(2e + Vu' Vu)

= 1+ 2tr(e) + 2tr(e)? — 2tr(e?) + | Vul|® + O(||Vul?).

Es ist somit
detC —1 = 2tr(e) + 2tr(e)? — 2tr(e?) + || Vul? + R(Vu),

Quadrieren liefert
(det C — 1) = 4dtr(e)? + O(||Vul?).

Fiir Potenzen k > 2 gilt
(detC —1)* = O(|Vul?).

Fiir x € (-1, 1) liefert die Taylorentwickung der Logarithmusfunktion in der Eins: log(1+ ) =z — % %+

zx% — ..., so dass wir schlussendlich

logdetC = (detC —1) — %(detC’ - 1)2 + O(||Vul®)
= 2tr(e) — 2t2() + [ Vul]* + O(| Vul)
erhalten. ]
Nun sind wir auch in der Lage, das urspriingliche Lemma zu zeigen.

Beweis von Lemma 5.5.1. Die Konvexitit von /V[71, /Wg, Wg folgt direkt aus Lemma 2.11.8. Die Ableitungen
folgen mit Lemma 2.5.34.

Mit Proposition 5.5.3 und tr(e?) = ||¢[|? = ||devsel|* + & tr(e)? folgt
Wi(C) = a(9+12tr(e) + 4tr(e)? + 6]|Vu|? + O(| Vul*))
+ B (3+4tr(e) + 4tr(e?) + 2| Vu|® + O(||Vul|*))
— (2tr(e) — 2tx(e?) + | Vul]* + O(| Vul?))

= 9a+38 + (12a +48 —2)tr(e) + 4atr(e)?
—— —_— ——

:3/2 =0
+ (48 4 2)tr(e?) + (6a+26 —1)||Vul®> + O(||Vul?)
N————
=12c—4 =0

_ 2 + datr(e)® + (—12a+4)tr(e®) + O(|[Vul?)

3 1
= 5 + datr(@)? + (“12a+4)(|devsl? + £ 01(0)?) + O(IVul’)
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5. Konvexitdt von Energiefunktionen in C

4
+ (=120 +4) ||devse|® + 3 tr(e)? + O(||Vul]?)

N W

Wy(C) = a(3+2tr(e) + [|Vul?))
+ B (34 4tr(e) + 4tr(e®) + 2| Vu|® + O(||Vul|*))
— (2tr(e) — 2tx(e?) + |Vul]* + O(| Vul?))

= (Ba+38) + (2a+48 —2)tr(e)
—— —_—

=3/2 a+3/2 =0
+ (48 +2)tr(e®) + (a+28-D|IVul®* + O(|Vul?))
—— ———
——2a+4 =0
3 3 2 3
= §a+§ + (—2a+4)tr(e?) + O(|Vull ))
3 3 1
= §a+§ + (—204—1—4)(HdeV3€||2+§tr(E)Q) + (9(||Vu|\3))
3 3 2 4
= 5044—5 + (—2a+4)||devse|® + (—§a+§) tr(e)®) + O(||Vul*))

—~

W5(C) = a(9+12tr(e) + 4tr(e)® + 6/ Vu|® + O(||Vul|*))
+ B (342 tr(e) + | Vul?)
— (2tr(e) — 2tr(e?) + || Vul|* + (’)(||Vu||3))

= (9a+38) + (120426 —2)tr(e) + 4atr(e)?

—— | —
=—9a+3 =0

+2tr(e?) + (6a+ B8 —1)|Vul*> + O(|Vul®)
N————

=0

—9a+3 + datr(e)® + 2tr(e?) + O(||Vul®)

1
—9a+3 + datr(e)® + Q(HdeV36H2+§ tr(e)?) + O(||Vul®)

2
—9a+3 + (4a—|—§) tr(e)? + 2||devse|® + O(|Vul?)
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen
Ungleichungen

In der isotropen nichtlinearen Elastizitéit ist der (symmetrische) Cauchy-Spannungstensor o eine isotrope
Funktion im Finger-Tensor B = FFT € Sym*(3) (siehe auch Finger [27]). Wir haben gezeigt, dass nach
dem Darstellungssatz (Lemma 2.5.28) dann Funktionen 8_1, 89,81 in den Invarianten von B existieren,
sodass die Spannungsantwort in der Form

o(B) = Bol+fiB+p1 B! (6.0.1)

ausgedriickt werden kann. In Abschnitt 2.5.2 auf Seite 38 ff. haben wir bereits die sogenannten empirischen
Ungleichungen
Bo<0,  Bi>0, B1<0 (6.0.2)

fiir isotrope Funktionen ohne Kontext zur Elastizitit kennengelernt. Konform zu den Ergebnissen von
Truesdell haben wir dort gezeigt, dass die empirischen Ungleichungen die Semi-Invertierbarkeit der Ab-
bildung B — o(B) implizieren. Auch Destrade et al. beschreiben diese Implikation auf korrekte Weise in
ihrem Artikel aus dem Jahr 2012 [23] iiber Shear-Deformationen. Sie erhalten die Semi-Invertierbarkeit
aus einem Ergebnis von Johnson und Hoger [39, S.192] und geben explizite Reprisentationsformeln?® fiir
die Funktionen g, ¥1 und o mit?

B = gl+vY10+1pyo? (6.0.3)

in Abhéngkeit von 5_1, By und S, an.

Sie nennen die Reprisentation von o, die sie in ihren weiteren Untersuchungen des Zusammenhangs
zwischen Simple-Shear-Deformationen und Simple-Shear-Spannungen, benutzen, die ,,Invertierbarkeit der
Spannungs-Dehnungs-Beziehung “.

Diese Beschreibung ist jedoch irrefithrend, da die Semi-Invertierbarkeit im Allgemeinen nicht die Inver-
tierbarkeit dieser Abbildung mit sich bringt, wie wir schon in Truesdells Gegenbeispiel (Beispiel 2.5.42)
auf Seite 39 gesehen haben und dass sich mit der Spannungsantwort

o(B) = B—%tr(B)-l — devs B — devs(B—1). (6.0.4)

deckt. Sicherlich ist die konstitutive Beziehung (6.0.4) nicht vereinbar mit einem physikalisch brauchbaren
Elastizitdtsgesetz, denn es ist nicht hyperelastisch, das heifit es ldsst kein elastisches Energiepotential zu
und verstéfit gegen die Eindeutigkeit der spannungsfreien Referenzkonfiguration (wegen o(B) = 0 fiir alle
B = X-1mit A > 0). Gleichwohl zeigt das Gegenbeispiel die Notwendigkeit von zusitzlichen Annahmen,

!Die von Johnson und Hoger [39, S.192] vorgestellten Reprisentationsformeln lauten:

1 2 I 1
v = 3 (B2 p st B P h0a), e = 3
_ L E —hp o L B
1= —x (2604 I+ 2 8), A= 0Bty gt 5 - P

2 Erneut sei darauf hingewiesen, dass die rechte Seite von (6.0.3) implizit von B durch g, 11 und 2, welche Funktionen
in den Invarianten
Ii(B) =tr(B), I2(B)=tr(Cof B) wund I3(B)=detB,
sind, abhéngt. Hierbei ist Cof B der Kofaktor von B.
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

um die Invertierbarkeit der Abbildung B + o (B) sicherzustellen; die Semi-Invertierbarkeit allein ist dafiir
nicht ausreichend. Dennoch ist sie eine sehr erwiinschte Figenschaft.

Wir werden die Implikationskette die wir in Satz 2.5.56 auf Seite 42 beschrieben haben und mit der wir
von den empirischen Ungleichungen auf die Semi-Invertierbarkeit schlieBen, in diesem Abschnitt auf den
Kontext der Elastizitéit iibertragen und so die Ergebnisse von Truesdell und Destrade et al. in diesem
Zusammenhang verfeinern.

Weiterhin werden wir fiir hyperelastische Elastizitdtsgesetze eine konkrete Formel fiir die Berechnung
der B_1, Bo, 1 aus (6.0.1) in Abhingigkeit der zugrundeliegenden Energiefunktion in ihren Invarianten
vorstellen und unsere Ergebnisse iiber die SSLI ausnutzend zeigen, dass das durch W(U) = |[logU]||?
induzierte Elastizititsgesetz die empirischen Ungleichungen erfiillt und somit semi-invertierbar ist. Dies
wird sich als Schliissel erweisen fiir eine ganze Klasse von Energiefunktionen, welche wir als vom Hencky-
Typ bezeichnen werden, eine einfache Bedingung an die jeweilige Funktion dieser Klasse anzugeben, mit
der das von ihr induzierte Elastizitdtsgesetz semi-invertierbar ist. Wir werden zeigen, dass die Bedingung
fiir die sogenannte quadratische Hencky-Energie, sowie auch fiir die Exponentiated-Hencky-Energie erfiillt
ist.

6.1. Semi-Invertierbarkeit von isotropen Elastizitdtsgesetzen

Erinnern wir uns an Satz 2.5.56 von Seite 42. Zugeschnitten fiir das Elastizitéitsgesetz & in B € Sym™(3)
lautet er:

Satz 6.1.1. Gegeben sei ein isotropes Elastizititsgesetz o: Sym™(3) — Sym(3) mit Darstellung
G(B) = B1B '+ By-1+B1 B  firalle B<Sym"(3). (6.1.1)

Hierbei sind die B_1, Bo, B1 reellwertige Funktionen in den Invarianten von B. Zu jedem B bezeich-
nen wir die Eigenwerte von B mit X2, A3, A3 und die Eigenwerte von o(B) mit o1, 02, 03, wobei
o (diag(A}, A3, \3)) = diag(o1, 02, 03) gilt.

Dann gelten folgende Implikationen:®

=  (bi-coax) <
(E-TSS) = (WE-TSS) = (BE") _ (semi)
= (invert) =

Hierbei bezeichnen:

(E-TSS): o erfillt die empirischen Ungleichungen.
D.h. es gilt _1 <0, 5o <0, B1 >0 fir alle B.

(WE-TSS): o erfillt die schwachen empirischen Ungleichungen.

D.h. es gilt f_1 < 0, 1 > 0 fiir alle B, wobei fiir jedes B eine der beiden Unglei-
chungen jeweils strikt ist.

(BE™): o erfillt die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen.
D.h. es gilt \; > \j = o; > 0 fir allei,j € {1,2,3}.

(bi-coax) : o ist bi-koaxial.

D.h. jeder Eigenvektor von B zum Eigenwert \; ist Eigenvektor von &(B) zur Haupt-
spannung o; und umgekehrt.

3siehe auch Dunn [25]

135



6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

(semi) : o ist semi-invertierbar.

D.h. es gilt B =)y -1+1{0(B)+25(B)? mit reellen Funktionen 1g,1, 9 in den
Invarianten von B.

(invert) : o ist invertierbar.

D.h. es gibt eine Umkehrfunktion ¢~: Sym(3) — Sym™(3) mit B =0o"'(c(B)) fiir
alle X € G und Y =5 (" 1(Y)) fir alle Y € Sym(n).

Bemerkung 6.1.2. Wir kénnen simtliche der obigen Bedingungen und damit auch samtliche der
Implikationen auch nur auf isotropen Teilmengen von Sym™(3) definieren. Wegen der Isotropie
ist klar: Wenn eine Bedingung fiir zwei isotrope Teilmengen erfiillt ist, dann ist sie auch fiir deren Verei-
nigung erfiillt. Dieses so mogliche Zerlegen in Teilmengen hat den Vorteil, dass wenn wir eine Bedingung
nur fiir eine Teilmenge von Sym™ (3) nachweisen kénnen und die aus dieser Bedingung resultierende Fol-
gerung fiir den iibrigbleibenden Rest erfiillt ist, die Folgerung auf der ganzen Menge gilt! So bereiten uns
in diesem Kapitel Vielfache der Einheitsmatrix an einigen Stellen Probleme, und das, obwohl fiir diese
isotrope Teilmenge jedes isotrope Elastizititsgesetz semi-invertierbar ist, wir also fiir das Schlieflen auf
Semi-Invertierbarkeit diese Teilmenge gar nicht benétigen.

Denn gilt Ay = A2 = A3, so sind die Baker-Ericksen-Ungleichungen trivialerweise erfiillt:

Proposition 6.1.3. Jedes isotrope Elastizititsgesetz : Sym™(3) — Sym(3) erfillt auf der Teilmenge
aller Vielfachen der Einheitsmatriz {s-1 | s € Ry} die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen und ist
damit auf dieser Teilmenge semi-invertierbar.

Beweis. Erfolgt direkt aus der Definition. [ |

Wollen wir also Semi-Invertierbarkeit zeigen, brauchen wir uns nur auf alle Matrizen zu
konzentrieren, die nicht drei gleiche Eigenwerte besitzen!

Die empirischen Ungleichungen und die schwachen empirischen Ungleichungen beziehen sich auf 5_1, By, 51
der Darstellung eines isotropen Elastizitdtsgesetzes. Im hyperelastischen Fall haben wir anstatt dieser
Darstellung die Energiefunktion gegeben. Mit dem folgenden Lemma, dass sich auch bei Saccomandi im
Buch von Dorfmann und Ogden [24, S. 134] findet, kénnen wir aus dieser direkt S_1, By, 81 bestimmen.

Lemma 6.1.4. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W Sym™*(3) = R mit B — W(B)
Das durch W induzierte isotrope Elastizititsgesetz o: Sym™(3) — Sym(3) ist von der Form

G(B) = f1B ' +Bo-1+ 61 B, (6.1.2)

mit Funktionen B_1, By, B1: ]Ri — R in den Invarianten von B, die eindeutig festgelegt sind durch

o 2
B-1 = 213+ Bo = —&= <I2

ow ov 20U
oL, T ) und b1 (6.1.3)

Hierbei ist U R3 — R mit (I\I(Il, I, I3) = /W(B) die Energiefunktion in Abhdngigkeit von den Invarianten
von B.

Beweis. Wir erinnern uns: Fiir B € Sym™(3) sind die Invarianten I1(B) = tr(B), I2(B) = tr(Cof B) =
3 tr(B)? — 3 tr(B?) und I3(B) = det B. Fiir ihre Ableitungen gilt:

DI (B) = 1, DI(B) = I,-1-B und DI3(B) = Cof B = I3B™'.
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

Wir verwenden die Kettenregel, um einen Ausdruck fiir o(B) in den Invarianten von B zu erhalten:

~ 2 —~
7B = JeptB) B
3 o~
2 ov
= —F7= I,15,13) - DI (B) - B
\/E;;alk<l23> k(D)
2 [ov o L, 0
- \/E<6[1(11712’I3)B+812(]17[2;13)(113 B%) + oL, (I, 12,13) I3 - 1)

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist B Nullstelle seines charakteristischen Polynoms Pp(t) = t3 —
Lt? 4+ 1yt —1I5, also 0= B3 — I} B2 + I, B — I3 - 1. Umformen ergibt

ILB-B?> = I,-1-13B7},

was wir direkt einsetzen

. 2 (00 ov - ov
dm-_¢<m“hbeB abU“hh”54_hB ) 4 MJAQJ@Al)

ov 2 oU ov
(—2@5)[(11712713)) B~ m(b L (I, I, Is) + I o (11,12,13>> 1

2 U
\/Eah
BB +By-1+ 5B

(Ih,I2,13) B

mit 5,17 ﬂo, 51 wie in (613) |

Mit der Kenntnis, wie wir S_; und (; direkt mittels I3 und g}l’, g}p bestimmen konnen bzw. noch

spezieller: Mit der darausfolgenden Erkenntnis, dass (31 stets dasselbe Vorzeichen wie W und (_; stets

das umgekehrte Vorzeichen von g‘p hat, konnen wir die (E2)-Bedingung S_1 < 0 und 7 > 0 inklusive der
Striktheitseigenschaft einfacher direkt als Eigenschaft der Energie in den Invarianten ausdriicken. Auch
konnen wir die ,,unbequeme“ Konsequenz aus Bedingung [y < 0 ziehen:

Folgerung 6.1.5. Gegeben sei eine isotrope Energiefunktion W Sym*(3) = R, B — /W(B) mit Dar-
stellung ¥: R%. — R in den Invarianten von B € Sym™(3), d.h. W(B) = U(I,I5,I3). Dann erfillt das

aus W resultierende Elastizititsgesetz G: Sym™ (3) = Sym(3) mit B — &(B) die schwachen empirischen
Ungleichungen genau dann, wenn

T T
g[ (I1,15,13) >0 und g[ (I1,I5,I3) > 0  fiir alle B € Sym™(3) (6.1.4)

gilt und dabei fiir jedes B € Sym™(3) jeweils eine der Ungleichungen strikt ist. Erfillt ¢ die empirischen
Ungleichungen, so folgt aus der 5y < 0-Bedingung, dass

ov

oL —(I1,I3,13) <0 fiir alle B € Sym™(3). (6.1.5)

gelten muss.

Beweis. Der erste Teil ist aufgrund der Nichtnegativitéit der Invarianten klar. Zum zweiten Teil: Gelten
die empirischen Ungleichungen, so ist einerseits nach Definition Sy < 0, somit f (Iz + 13 ) <0,

als auch nach Teil eins I 8—}1; > 0, woraus Ig < 0 folgt. |
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

Bemerkung 6.1.6. Die 5y < 0“-Bedingung ist fiir die Giiltigkeit der schwachen empirischen Unglei-
chungen (WE-TSS) mathematisch irrelevant. Mehr noch: fiir physikalisch sinnvolle Energien, welche die
(WE-TSS) erfiillen und aus diesem Grund semi-invertierbar sind, ist die Eigenschaft g—}i < 0 als notwen-
dige Eigenschaft fiir Semi-Invertierbarkeit physikalisch nicht zu rechtfertigen. Im Gegenteil: Wir erwarten,
dass mit zunehmender volumetrischer Verzerrung auch die Energie wéchst. Ein Beispiel, an der wir diese

Eigenschaft beobachten kénnen, ist die kompressible Mooney-Rivlin-Energie

2 1 F 2
_ [ f—— || —
3 )+ 12 (ot g | -3) +

mit i1, g2, € Ry. Der volumetrische Term % (det F' — 1)? ist konvex in I3 mit Minimum bei I3 = 1 und
dominiert bei groffen Volumenverzerrungen den gesamten Energieausdruck. Wir zeigen in Beispiel 6.1.29
auf Seite 148: Die kompressible Mooney-Rivlin-Energie erfiillt die schwachen empirischen Ungleichungen
und ist somit semi-invertierbar, aber zu jedem ju1, 2,7 gibt es ein C' € Sym™(3) mit 5y > 0!

F
det F'/3

o2

5 (det F —1)%, (6.1.6)

Wur(F) = 22 (‘

Um nun zu zeigen, dass das durch W (U) = ||log U||? induzierte Elastizititsgesetz die (schwachen) empiri-
schen Ungleichungen erfiillt, brauchen wir noch etwas Vorarbeit.

Zunichst einmal miissen wir uns klarmachen, dass die Darstellbarkeit von W in den Invarianten von U
iiberhaupt gegeben ist. Hierzu erinnern wir uns an Lemma 2.13.25 auf Seite 66 und bringen dieses Lemma in
den Kontext der nichtlinearen Elastizitdtstheorie. Es sichert uns fiir hinreichend glatte Energiefunktionen
die Darstellbarkeit in den Invarianten.

Lemma 6.1.7. Sei W: Sym™(3) — R eine isotrope, unendlich oft differenzierbare Energiefunktion, dann
existiert eine unendlich oft differenzierbare Funktion W: R} — R mit W(U) = W(Iy, I3, I3) fir alle U €
Sym™(3), wobei I1 = tr(U), Iy = tr(Cof U) und I3 = det U die Invarianten von U sind.

Bemerkung 6.1.8. Es sollte klar sein, dass die in der Literatur kommentarlos beschriebene , Ableitung
der Energie nach ihren Invarianten* eine Eigenschaft von Lemma 6.1.7 ist. Andererseits legitimiert Lemma
6.1.7 auch diese Sorglosigkeit bei geniigend glatten Energiefunktionen.

Bemerkung 6.1.9. Im inkompressiblen Fall, also bei Deformationen F' € GL"(3) mit det F = 1,
erhalten wir mittels Lemma 6.1.4 die Koeffizientenfunktionen

oV oV oV
— = 21, — d = 2—
ol Bo 2 un B ol

B1 = =2 ol

(6.1.7)
fiir das aus W induziertes Elastizititsgesetz 6(B) = 8_1 B~'+ -1+ 1 B. Zudem haben wir in Folgerung
2.13.35 auf Seite 69 gezeigt, dass fiir B € Sym™(3) mit Iy = det B = 1 stets I; = tr(B) > 3 und
I, = tr(Cof B) > 3 gilt, also fiir k € {2, 3} eine Monotonie in I}, stets gleichbedeutend mit einer Monotonie
in | I — 3] ist.*

Welche Bedeutung hat eine Monotonie in | I — 3|? Geometrisch betrachtet bemisst 4 - | I (U) — 3| =
4| A+ A2 + A3 — 3| die Gesamtkantenverzerrung und 2 - | I2(U) — 3| = 2| A1 Ao + A Az + Ao Az — 3]
die Gesamtflichenverzerrung eines mittels U verzerrten Einheitswiirfels (siehe auch Folgerung 3.1.4). So
entspricht monotones Wachstum von Tin T 1 genau monotonem Wachstum in der Gesamtkantenverzerrung
und monotones Wachstum in /5 genau monotonem Wachstum in der Gesamtfldchenverzerrung. Damit ist
im inkompressiblen Fall die Bedingung 3_; < 0 gleichbedeutend mit der Eigenschaft, dass die Energie ¥
mit zunehmender Fldchenverzerrung wéchst und die Bedingung ;1 > 0 gleichbedeutend der Eigenschaft,
dass sie mit zunehmender Kantenverzerrung wéchst.

6.1.1. Semi-Invertierbarkeit bei W (U) = |[logU||?

Nun arbeiten wir darauf hin, zu zeigen, dass W (U) = ||log U||? die schwachen empirischen Ungleichungen
erfiillt. Wir werden sehen, dass wir die Menge aller Vielfachen der Einheitsmatrix aus der Menge Sym™(3)

4Da fiir det U = 1 die Ungleichungen I (U) > 3 und Iz (U) > 3 gelten, folgt I;,(U) < I (T) < |Iu(U) — 3| < |I(D) — 3] fiir
alle k € {1,2} und alle U € Sym™(3) mit det U = 1.
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herausnehmen miissen, um das zu zeigen. Aber wie in Bemerkung 6.1.2 und Proposition 6.1.3 beschrieben,
reicht uns dies, um damit die Semi-Invertierbarkeit von W (U) = |log U||? auf ganz Sym™(3) zu beweisen.

Mit Folgerung 6.1.5 haben wir ein Kriterium herausgearbeitet, dass die Giiltigkeit der schwachen empi-
rischen Ungleichungen unter der Positivitdt der ersten beiden partiellen Ableitungen der Energie in den
Invarianten® von C' = U? garantiert. Dass das Lemma sich auf die Invarianten von U (und nicht auf die
von C) bezieht, spielt mit Bemerkung 6.1.11 keine Rolle.

Lemma 6.1.10. Sei W: Sym™(3) — R eine Energiefunktion mit
W(U) = |[logU||? fiir alle U € Sym™ (3) (6.1.8)

und ¥: R} — R die zugehirige Energiefunktion in den Invarianten von U, d.h. U(Iy,I5,I35) = W(U).
Dann ist ¥ unendlich oft differenzierbar und fir alle U gilt
ov ov

(11,12713) Z 0 und W(Ihlg,lg) Z O, (619)
2

o6

wobei fir alle U nicht beidseitig Gleichheit gelten kann, aufler U ist Vielfaches der Einheitsmatriz. Beide
Ungleichungen sind sogar strikt, wenn U nur paarweise unterschiedliche Eigenwerte hat.

Bemerkung 6.1.11. Mit gleicher Argumentation ist C' + |[log C||? fiir alle C' € Sym™(3) als Funktion

¥ in den Invarianten von C' mit positiven partiellen Ableitungen nach den Invarianten I; und I von C
darstellbar. Wegen log C' = 2log U ist

1
W(U) = |logU|* = Z||1ogC||2 (6.1.10)

ebenso als Funktion W(U) = (I, I5,1I3) in den Invarianten von C' darstellbar, diese Darstellung
unendlich oft differenzierbar und fiir alle U gilt
oV v
(11,12,13) Z 0 und 87(11,12713) Z 07 (6111)
2

o6

wobei fiir alle U nicht beidseitig Gleichheit gelten kann, aufler U ist Vielfaches der Einheitsmatrix. Beide
Ungleichungen sind sogar strikt, wenn U nur paarweise unterschiedliche Eigenwerte hat.

Um das Lemma zu beweisen, formulieren wir es zunéchst um. Dabei beleuchten wir auch noch einmal die
Darstellbarkeit in und Differenzierbarkeit nach den Invarianten: U — W (U) ist offenkundig isotrop, so
konnen wir es auch als symmetrische Funktion f in den Eigenwerten von U schreiben, das heif}t

W(U) = f(A1, A2, As), (6.1.12)

mit f(z1,22,23) = Z?Zl #(2;) und ¢(z) = (log x)?. Folgerung 2.13.24 von Seite 66 garantiert uns nun, dass
es zu dieser symmetrischen Funktion f eine Darstellung in den elementarsymmetrischen Polynomen

F:T—R mit flz1, .o 2n) = F(er, ... en) (6.1.13)

gibt, wobei T := ((61, cosen) €ERY | (21,...,2,) € ]R’_f_) ist. Und sie sichert, dass wenn ¢ unendlich oft
differenzierbar ist, dass dann auch F unendlich oft differenzierbar ist. Da nun aber ¢(z) = (logz)? eine
glatte Funktion ist, haben wir einerseits die Differenzierbarkeit noch einmal bestétigt, aber auch den Weg
geebnet fiir die folgende dquivalente Darstellung von Lemma 6.1.10.

Lemma 6.1.12. Sei f: RY — R mit f(z1,22,23) = E?Zl(log 2)?. Zudem sei

F:T —-R mit f(z1,29,23) = F(e1,ea,e3) und T := {(61762,63)|(21,227Z3)GRi}

5Die Invarianten von B und von C sind identisch, daher spielt es keine Rolle, wenn wir in diesem Abschnitt die Darstellungen
auf C beziehen.
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gegeben. Dann ist F unendlich oft differenzierbar und es gilt fir die partiellen Ableitungen

oOF OF
—(e1,e2,e3) >0 und —(e1,e9,e3) >0 fiir alle (e1,e9,e3) €T, (6.1.14)
deq Oey
sogar mit Striktheit fir paarweise unterschiedliche (21, za, z3). Auflerdem folgt aus
%(61,62,63) = %(61,82,63) =0 (6115)

die Gleichheit aller drei Nullstellen zy = zo = z3, d.h. es gibt kein (z1,22,23) # (a,a,a), das (6.1.15)
erfillt.

Beweis von Lemma 6.1.10 und Lemma 6.1.12. Mit der Differenzierbarkeit der reellen Logarithmusfunkti-
on erhalten wir mit Folgerung 2.13.24 die Differenzierbarkeit der Funktion F. Zusammen mit der Monotonie
von F, die der Aussage der SSLI entspricht, erhalten wir (6.1.14). Dass sogar die Striktheit fiir paarweise
unterschiedliche Nullstellen gilt, war Teil des Beweises der SSLI.
Nun angenommen es gelte (6.1.15) und nicht z; = 23 = z3. Dazu sei 0.B.d.A. (21, 22, 23) = (a,a,b) und
a # b. Setzen wir
. b
‘R—R3 it t) = ( 1+t —)

’Y =+ mi FY() a(+)7a71+ta

dann ist v(0) = (a,a,b). Sei nun I" := e o+, d.h.

T:(-1,1) T mit T(t) = (el(v(ﬂ), ex(1(1)) | es(y@))),

also
i(t) = a(1+t)+a+L, (1) :a—L,
1+t (1+1)?
Ty(t) = a2(1+t)+ab%, % (t) :aQ—(lf’t)w
[3(t) = ab, Iy (t) =0,
und damit

I'i0) = 2a+b = ei(a,a,b),
I5(0) = a®+2ab = ey(a,a,b),
[3(t) = a*b = ez(a,a,b) fiirallet € R.

Nach unserer Definition ist F(e1,...,€,) = f(21,...,2,) also F(I'(t)) = f(v(t)) und damit

(FoD)/(t) = (fon)(t) firalleteR. (6.1.16)

Es ist (FoT)'(t) = Y1) 2 (0(t)) - T(t) und damit

OF oOF oOF
(‘F o F)/(O) = de (G,, a, b) F/l (0) + ) (a’7 a, b) FI? (O) + ) (a7 a, b) ' Fé (0) = 0.
1 €2 e3 ——

=0
=0 =0

Auf der anderen Seite ist

fF(v(@®) b

2
0
2 2 2
(loga +log(1+1t))” + (loga)® + (logb — log(1 + t))
= 2(loga)? + (logb)? + 2(log a — log b) log(1 + t) + 2(log(1 + t))2

(loga (1+ t))2 + (loga)2 + (log
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und damit

1 1
! = 2(1 —1 —— +4log(1 —
(f29)'(t) = 2(loga — logh) 7 +4 log(l+ ) 7.

was auf (f ov)'(0) = 2(loga — logb) # 0 fithrt, ein Widerspruch zu (6.1.16). |
Wir wissen nun also, die die Darstellung der Abbildung U s |[log U||? in den Invarianten von C hat fiir
alle U € Sym™(3), welche nicht Vielfache der Einheitsmatrix sind, positive partielle Ableitungen nach
I; und I,. Folgerung 6.1.5 garantiert uns nun die Giiltigkeit der schwachen empirischen Ungleichungen.

Bemerkung 6.1.2 und Proposition 6.1.3 sichern, dass dies den Schluss auf die Semi-Invertierbarkeit auf
ganz Sym™ (3) zuléisst. Insgesamt erhalten wir:

Satz 6.1.13. Die Energiefunktion W: Sym™(3) — R mit
W(U) = |logU||*>  fiir alle U € Sym™(3) (6.1.17)

induziert ein Elastizititsgesetz, dass fiir alle U € Sym™(3), die nicht Vielfaches der Einheitsmatriz sind,
die schwachen empirischen Ungleichungen (WE-TSS) erfillt, fir alle U € Sym™(3) die Baker-Ericksen-
Inequalities (BE™) erfiillt und somit semi-invertierbar ist.

Wenn wir |[log U||? noch mit einer monoton wachsenden Funktion f verketten, erhalten wir immer noch
ein Elastizitéitsgesetz, welche die Baker-Ericksen-Inequalities erfiillt:

Beispiel 6.1.14. Sei f: Ry — R eine differenzierbare, streng monoton wachsende Funktion. Die Energie-
funktion W: Sym™(3) — R mit

W(U) = f(logU||*) fiir alle U € Sym™(3) (6.1.18)

induziert ein Elastizititsgesetz, das ebenso wie Satz 6.1.13 (WE-TSS) und (BE™) erfiillt und semi-
invertierbar ist.

Beweis. Fiir k € {1,2} und alle U € Sym™*(3) \ R - 1 ist

d 2 d 1 2 l 1 2 d 2
il — - — - R >
ar(osU1?) = 377 (losCI?) = /(G CIP) - g-llos I > 0,
—_——————
>0

mit ansonsten analoger Argumentation wie bei Satz 6.1.13. |

6.1.2. Energiefunktionen vom Hencky-Typ

Wir haben in diesem Kapitel bereits ausgenutzt, dass wir isotrope Energiefunktionen F +— W(F) als
Funktionen in den Invarianten von C' = FTF darstellen konnen. In diesem Abschnitt wollen wir nun
Energiefunktionen untersuchen, die sich als Funktion in der Norm des spurfreien Anteils und im Betrag
der Spur des Hencky-Dehnungstensors log U = log v FTF' darstellen lassen.

Definition 6.1.15. Wir bezeichnen eine elastische Energiefunktion W: GL*(3) — R als vom Hencky-
Typ, wenn sich W als Funktion in ||devslogU||? und |trlogU|” schreiben ldsst, d.h. wenn W von der

Form
W(F) = W(||devslogU|?, |trlogU[*) (6.1.19)

mit einer differenzierbaren Funkton W: Ri — R ist.

Bemerkung 6.1.16. Offenkundig sind elastische Energiefunktionen vom Hencky-Typ isotrop, da log,
dev,,, tr und die Frobeniusnorm isotrop sind. Und aus diesem Grund konnen wir, wie wir es von Ener-
giefunktionen gewohnt sind, gleichwertig W(F) = W(||devslog V|2, |trlog V|2) mit logV = log VFFT
schreiben.
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So, wie wir Darstellungssétze von isotropen Funktionen als Ausdriicke in den Ableitungen nach den Inva-
rianten ausdriicken konnen, ist es uns moglich, fiir Funktionen vom Hencky-Typ eine Darstellung in den
partiellen Ableitungen von W anzugeben:

Lemma 6.1.17. Sei o: Sym™(3) — Sym(3) ein Elastizititsgesetz, welches von einer Energiefunktion
W: GL*(3) — R vom Hencky-Typ induziert wird. Dann gilt:

2 ow 5 5
o(V) = otV ( 8—961(HdeV3logV|| ,|trlog V|?) - devslog V/
+ gTW(Hdev;g log V||, [trlog V|?) - trlogV - 1 ) . (6.1.20)
2

Beweis. Wir setzen g: R® — R, sodass W(F) = W(||devslog V%, [trlog V[*) = g(A1, A2, A3) gilt und
bestimmen mit der Kettenregel:

9y oW K

TMO\M&J\?) = 71(||deV3logVH2,|trlogV|2)~d)\i||deV3logVH2
ow d
+ 8—‘732(HdeVglogVHQ,|trlogV|2)-d)\i|trlogV|2
ow 2 Ai
= ——(||devslog V||?, |trlog V|?) - = log ————
e ldevslog VI, erlog V) - log 1o
0 2
+ 7W(HdeV3 log V||, [trlog V) - — trlogV .
81’2 )\z

So lauten nach Lemma 4.3.28 auf Seite 113 die Hauptspannungen (principal stresses)

. 2
Ai  Og ( aW(Hdevg) log V||, | trlog V|?) - log

P = M) = |5 T

7T detU aAi( Ry D1 (det U)'/n

+ gﬂ(||deV3 log V12, | trlog V[2) - trlog V ) .
T2

Mit o (V) = Q diag(o1, 02,03)QT fiir U = Q diag(A1, A2, A3)Q” erhalten wir dann das zu Zeigende. [ ]

Der partiellen Ableitung nach dem ersten Argument von W kommt eine besondere Bedeutung zu. Wir
werden mit den beiden folgenden Lemmata zeigen, dass die Semi-Invertierbarkeit des Elastizitéisgesetztes
einer Energiefunktion vom Hencky-Typ nur von dieser ersten Ableitung abhéngt. Dies ist der Schliissel,
um fiir die typischen Vertreter der Energiefunktionen vom Hencky-Typ die Semi-Invertierbarkeit der kor-
respondierenden Elastizitdtsgesetze nachzuweisen.

Wir zeigen nun, dass eine Energiefunktion vom Hencky-Typ unter positiver partieller Ableitung von W
nach der ersten Komponente das Kriterium aus Folgerung 6.1.5 fiir die Giiltigkeit der schwachen empi-
rischen Ungleichungen erfiillt. Wie auch schon im letzten Abschnitt kénnen wir alle U mit drei gleichen
Eigenwerten bei der Argumentation auslassen.

Lemma 6.1.18. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL(3) — R vom Hencky-Typ
mit positiver partieller Ableitung nach ||devslogU||?, d.h.

d
%(Hdew logU||?, |trlog U|2) > 0 fiir alle U € Sym™ (n), (6.1.21)
1
dann gilt fiir alle U € Sym™(n), wobei U kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist
oV oV

— (11,15, I3) > d — (11,15, I3) > 0. .1.22
6[1( 1,12,13) > 0 un 812( 1,12,13) > 0 (6 )
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Hierbei ist U die Darstellung von W in den Invarianten Iy, I, I3 € Ry von C' = U2. Es kann nicht beidsei-
tig Gleichheit gelten. Beide Ungleichungen sind strikt, wenn U nur paarweise unterschiedliche Eigenwerte
hat.

Insbesondere erfiillt dann W die schwachen empirischen Ungleichungen fiir alle U € Sym™(3), die nicht
Vielfache der Einheitsmatriz sind.

Beweis. Wir leiten ¥ nach den Invarianten I, r von C ab, aufgrund von logU = %log C kénnen wir leicht
umrechnen. Mit ||log C||? = ||dev, log C||*> + | trlog C|*> und der Kettenregel gilt

v dw 5

o = 1 2 Jtrl

8Ik(U) A (lldevslog U|]?, |trlogU|)
0

d
_ —W(||deV3logU||2, trlog U[?) - | devs log U
k

W d
+ a—(”dev?, logU||?, |trlogU?) - d—Ik|t]rlofg;U|2
1 oW d 1
- 3 87(”(16‘]3 logU|?, |trlog U] ) a7 — (|fog C|I* = §|trlog0|2)
+1-8—(Hdev log U||2, |trlog U?) - i|trlog0|2
1 om ° dly
_ 1 oW 2 d 2
= 1% (||deV310gU|| |trlogU|) TkHIOgCH
1 [ 1oW oW > d 2
s ((5 5+ T ) (ldevalogUIP, llogUP) - - log CP.

Fir k € {1,2} ist %| trlog C|? = dilk| log I3|> = 0. Weiterhin ist nach Voraussetzung die erste partielle
Ableitung OW/0x;1 positiv. Wir erhalten

aw W ) o d ) )
= - — > .
. (U) 5, (|ldevslogU|]?, |trlogU|") . log C||* > 0 fir k € {1,2}

>0

Die Nichtnegativitdt des Ausdrucks erben wir aus der Ungleichung ﬁ”log C|? > 0 fiir k € {1,2} aus
Lemma 6.1.10 des letzten Abschnitts. Wir haben dort sogar gezeigt, dass die Ungleichung im Falle paar-
weise verschiedener Eigenwerte von C fiir £k = 1 und fiir k£ = 2 strikt ist und ansonsten fiir eins der beiden
k € {1,2} strikt ist. [ ]

Die weitere Argumentation erfolgt nun analog wie im Satz 6.1.13: Wir haben gezeigt, dass die Darstellung
eines Elastizititsgesetz vom Hencky-Typ in den Invarianten von C fiir alle U € Sym™(3) \ R - 1 positive
partielle Ableitungen nach I; und I5 unter der Voraussetzung hat, dass die zugehorige Energiefunktion vom
Hencky-Typ W iiber eine positive erste Ableitung verfiigt. Bemerkung 6.1.2 und Proposition 6.1.3 sichern
uns, dass dies den Schluss auf die Semi-Invertierbarkeit auf ganz Sym™ (3) zulésst. Insgesamt erhalten wir:

Satz 6.1.19. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL(3) — R vom Hencky-Typ
mit positiver partieller Ableitung nach ||devslogU||?, d.h.

6‘—;‘/\j(ﬂdew logU||?, |trlog U|2) > 0 fiir alle U € Sym™(3) . (6.1.23)

Dann erfiillt das aus W resultierende Elastizititsgesetz 5: Sym™(3) — Sym(3) fiir alle B € Sym™(3), die
nicht Vielfaches der Einheitsmatriz sind, die schwachen empirischen Ungleichungen (WE-TSS), fiir alle
B € Sym™(3) die Baker-Ericksen-Inequalities (BE™1) und ist somit semi-invertierbar.
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Als erstes Beispiel einer Energiefunktion von Hencky-Typ wollen wir die quadratische Hencky-Energie
nennen. Sie ist sozusagen der Ursprung der Hencky-Typ-Energien und wurde 1929 von H. Hencky [37]
im Kontext der nichtlinearen Elastizitdtstheorie eingefiihrt. Jiingst wurde sie durch eine eindeutige geo-
metrische Eigenschaft charakterisiert [51, 56, 57]: Sie misst die quadratische geometrische Distanz von
F zur speziellen orthogonalen Gruppe SO(3) in einer links GL' (n)-invarianten, rechts SO(n)-invarianten
Riemann’schen Metrik auf GL" (n).

Beispiel 6.1.20. Die quadratische Hencky-Energie Wy : GL'(3) — R mit

A
Wi(F) = plldevslog Ul + g (tr(log U))* = p|logU|® + 5 (tr(log U))?. (6.1.24)
wobei die Materialparameter p, A € R mit p > 0 und 3A + 2 > 0 Lamé-Parameter und x € Ry Bulk-
Modulus genannt werden, erfiillt fiir alle U = vV FTF, die nicht Vielfache der Einheitsmatrix sind, die
schwachen empirischen Ungleichungen und fiir alle U € Sym™(3) die Baker-Ericksen-Inequalities und ist
semi-invertierbar. Das von Wy induzierte Elastizititsgesetz o: Sym™(3) — Sym(3) lautet

2
oV) = T (1 devzlogV + g trlogV - 1) . (6.1.25)

Beweis. Die quadratische Hencky-Energie Wy (U) ist vom Hencky-Typ mit

K
W(z1,22) = pai+ 5 22,

2
und hat die partiellen Ableitungen
ow ow K
921 (5101,332) H un D (5617332) D)

Insbesondere lisst sich Satz 6.1.19 wegen der positiven partiellen Ableitung

dw

ow
——————(U) = ——(||devslogU|J? |trlogUJ*) = 0
Qdovs log U Y) = By, UldevslogUI, [trlogUI) = p >

anwenden. Unter Zuhilfenahme von Lemma 6.1.17 lautet das Elastizitdtsgesetz

2 [ o
o(V) = detV( a—?j(”dev?,logVHQ,|trlogV|2)-deV3logV
+(||deV310gV||2,trlogV|2)-trlogV-1>
8.’EQ
2 (4 devslogV + Ztrlog V - 1) m
e —tr . .
det v \HACYsI0BY TG BE08

Bemerkung 6.1.21. Das von der quadratischen Hencky-Energie induzierte Elastizidtsgesetz ist zwar
semi-invertierbar, aber nicht invertierbar. Dies lésst sich leicht anhand der Nichtinjektivitdt der Abbildung

. 2 . K . log z
x — a(ml/ 1) = m (u devs log(z"/™ - 1)) + 5<log det(z"/" - 1) ~1) =K (6.1.26)
—_—— =0 =

=T

fiir # € R, erkennen.b

Als néchstes Beispiel présentieren wie die von Neff, Ghiba und Lankeit [57] eingefiihrte Ezponentiated-
Hencky-FEnergie.

6Die Abbildung ist stetig und es gilt 10%1 =0, 10% = é und limg s 00 loiz =0.
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Beispiel 6.1.22. Die Exponentiated-Hencky-Energie Weg: Sym™(3) — R mit

Wen(U) = % ek lldevalogUI® % kltrlog U B e R, (6.1.27)
erfiillt fiir alle U € Sym™(3) \R-1 die schwachen empirischen Ungleichungen und fiir alle U € Sym™ (3) die

strikten Baker-Ericksen-Inequalities und ist semi-invertierbar. Das von W,y induzierte Elastizitéitsgesetz
o: Sym*(3) — Sym(3) lautet

2

a(V) = m(u ek lldevalog VI® oy log U7 + geﬁ\mogw? trlogV - 1). (6.1.28)

Beweis. Die Exponentiated-Hencky-Energie W (U) ist vom Hencky-Typ mit

Bk K ka
W(xi,m2) = — e + —e™
(e 22) = %
und hat die partielle Ableitungen
7?;\1}(961,352) = pef™  und %(Ihxz) = gegm

Insbesondere lésst sich Satz 6.1.19 wegen der positiven partiellen Ableitung

aw oW o 2
deevB—log(]HQ(U) = Tl‘l(HdeV3logUH2,\trlOgU|2) = ,uek”d slog U]l > 0.

anwenden. Unter Zuhilfenahme von Lemma 6.1.17 lautet das Elastizitdtsgesetz

2 3]
o(V) = detV( 8—];\1}(|\deV3logVH2,|trlogV|2)-deV3logV

+ gﬂ(||deV3 log V||?, |trlog V|?) - trlog V - 1 )
€2

2 ~
= m(ﬂ ek lIdevs log V||? devslogV + gekltrl"gv‘Z) trlogV - 1) . |
e

Bemerkung 6.1.23. Das Ergebnis der Semi-Invertierbarkeit des aus der Exponentiated-Hencky-Energie
hervorgehenden Elastizitéitsgesetzes erhalten wir auch als Konsequenz aus der Invertierbarkeit des Elasti-
zitétsgesetzes. Den Beweis dazu finden wir in Neff, Ghiba und Lankeit [57, S.25f].

Beispiel 6.1.24. Eine Variation der Ezponentiated-Hencky-Energie W3 : Sym™(3) — R mit

k
W= (U) = % exp (M - (ul|devs log U1 + §|tr10gU|2)) (6.1.29)

erfiilly fiir alle U € Sym™*(3) \ R - 1 die schwachen empirischen Ungleichungen und fiir alle U € Sym™ (3)
die Baker-Ericksen-Ungleichungen und ist semi-invertierbar. Das von W, induzierte Elastizitétsgesetz
o: Sym™(3) — Sym(3) lautet

1 2k

K
o(V) = TV Wen (V) - (u devzlogV + 5 trlogV - 1) . (6.1.30)

Beweis. Diese Variation der Exponentiated-Hencky-Energie W4 (U) ist vom Hencky-Typ mit

k K
W(x1,29) = % exp (M(u T+ 5 xQ))
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

und hat die partielle Ableitungen

ow ow kk
873:1(11,‘%2) = k‘W(SEl,J}Q) und (97372(1‘1’%2) = Z‘W(xl,l‘g).

Insbesondere lésst sich Satz 6.1.19 wegen der positiven partiellen Ableitung

dw ow

W(U) = Txl(ﬂdeVglogUHQ,|trlogU|2) = k-We(U) > 0

anwenden. Unter Zuhilfenahme von Lemma 6.1.17 lautet das Elastizitdtsgesetz

2 ow
= — 1 2 1 2. 1
o(V) detV( . (|[devslog V|7, [trlog V|?) - devslog V/

0
+ a—W(HdeVg, log V||, | trlog V|?) - trlog V - 1 )
L2

2 kk
= v (k Wen(V) - devglogV + % Wen(V) - trlogV - 1)
AN ( devslogV + = trlog V' 1) n
T etV p e praevslog ¥ g 108 '

6.1.3. Energien mit additiv isochor-volumetrischem Split

Definition 6.1.25. Eine Energiefunktion W: GL"(3) — R weist einen additiv isochor-volumetrischen
Split auf, wenn es stetig differenzierbare Funktionen Wis,: SL(3) — R und f: Ry — R gibt, sodass

W(F) = Wiso( a 1/3> + f(det F)  fiir alle F' € GL*(3). (6.1.31)

(det F)

Siehe auch Richter [66].

Proposition 6.1.26. Fiir jede Energicfunktion W: GLY(3) — R, die einen additiv isochor-volumetrischen
Split aufweist, lisst sich auch die Darstellung W(F) = W(Iy, Iy, I3) in den Invarianten von C = FTF
additiv isochor-volumetrisch aufteilen, d.h. es existiert eine Funktion Wiy, : R? — R in den Invarianten

von C = W, dem isochoren Anteil von C = FTF, mit
W(F) = Uio(h, L)+ f(I*)  fir alle F € GL*(3). (6.1.32)
Hierbei sind
L =tr(C), IL=tr(CofC), I3=detC (6.1.33)
die Invarianten von C und
- ~ I ~ ~ Iy - -
L =tr(C) = 7 I, =tr(Cof C) = 7 Iy=detC =1 (6.1.34)
1 3 1 3
die Invarianten von C mit F = ﬁ};l/a und C = FTF.

Beweis. Die Funktion Wiy, ist isotrop und hat fiir jedes Argument F e SL(3) eine Darstellung in den
Invarianten von C _ .
VViso(F) = ‘11150(11,12,[3).
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

Die Invarianten von C = FTF = (ot FT)}r/zf:iet e = det%% ergeben sich als
I = w(C) = tlr(detCCl/?’) - dethl/?’ (@) = [2}3
L = tr(Cof C) = tr(m Cof C) = 1?
fg = detC = detﬁ =1
Bei 12 verwenden wir die Umformung Cof C =detC-C~1 = =5 tc det C I tCC 11/3 I t02/3 Cof C. Da Ig =

1 konstant ist, hiangt \Iliso nicht von I3 ab. Somit kénnen wir ebenso Wig(F) = \Tf (I 1 IQ) schreiben. W

Bemerkung 6.1.27. Die Abbildung F' — Wi, ( ) lasst sich zwar als Funktion in den Invari-

_F
(det F)'/3
anten I 1, Ig, aber im Allgemeinen nicht als Funktion in den Invarianten Iy, I> (und Ausschluss von I3!)
ausdriicken. Machen wir uns klar: Die Abbildung ist invariant gegeniiber rein volumetrischen Anderungen
von F. Diese Anderung bedeutet allerdings eine Veriinderung aller drei Invarianten I1, I» und I3.” Halten

wir I; und I fest und veréndern blof} I3, so bedeutet dies auch eine Forménderung von F' und damit eine
F
(det F)'/3
einer Energie mit additiv isochor-volumetrischem Split nach der dritten Invarianten I3 = det C' héngt
im Allgemeinen nicht nur vom volumetrischen Teil f(det F'), sondern auch sehr wohl vom isochoren Teil

L

Proposition 6.1.28. Sei W: GL'(3) — R eine Energiefunktion, die einen additiv isochor-volumetrischen
Split aufweist und eine Darstellung in den Invarianten der Form (6.1.32) aufweist. Sind die partiellen
Ableitungen von Vi, positiv, d.h.

Anderung der isochoren Energie Wi, ( )! Und machen wir uns insbesondere klar, die Ableitung

\I/1so \IJISO
a (11,12) Z 0 und 6

(I,,I,) > 0  fiir alle C € Sym*(3), (6.1.35)
811 (9 2

wobei fiir jedes C € Sym™(3) jeweils eine der beiden Ungleichungen strikt ist, genau dann erfillt W die
schwachen empirischen Ungleichungen (WE-TSS).

Beweis. Wie in der vorigen Proposition hergeleitet, habe nun W die Darstellung

o s ' R
W(F) = Wio(l, L) + f(I5%)  mit I = I—}s I = 1—33
3 3

Ableitung mit der Kettenregel ergibt

o 1 0V~ ~ o 1 000 ~ ~
ol — (1,1, I3) = ETE(II’IZ) und oL, (I, I2,13) = FTE(IMIQ).

Nach Folgerung 6.1.5 erfiillt W genau dann die schwachen empirischen Ungleichungen, wenn

7 7
4 (11,12,13) > 0 und 4 (Il,IQ,Ig) > 0 fiir alle C' € Sym+(3)
ol 0l
gilt, wobei fiir jedes C € Sym™(3) jeweils eine der Ungleichungen strikt sein muss. Mit der Positivitéit von
— und von 2 7 folgt die Aussage. [ ]
IS

"Fiir eine reine Volumeninderung F + ¢ F gilt: Iy (¢ F) = cI1(F), I2(cF) = 2 I2(F), I3(c F) = ¢3 I3(F), es éndern sich
alle drei Invarianten!
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

Fithren wir uns vor Augen: Sei F € GL*(3) und damit F :=
von C = % = FTF

o F1/5 € SL(3). Dann lauten die Invarianten
I = u(@) = w(F"F) = |F|?,

I, = tr(CofC) = tr(Cof FTF) = tr(Cof F)T(Cof F)) = |Cof F|?,

detC = 1.

&
|

Vor diesem Hintergrund ist es uns ein Leichtes, die kompressible Mooney-Rivlin-Energie [70] und auch die
kompressible Neo-Hooke-Energie als Beispiele fiir Energien mit additiv isochor-volumetrischem Split zu
erkennen und direkt die Darstellung in den Invarianten von C anzugeben®.

Beispiel 6.1.29. Die kompressible Mooney-Rivlin-Energie Wy : GL'(3) — Sym(3) mit

2
1 2 F
Wan(F) = 2() —3>+2<HCOf e

weist einen additiv isochor-volumetrischen Split auf und hat die Darstellung in den Invarianten von C' =
FTF

F
det F'/3

2
—3>+g(detF—1)2, s p2,y € Ry (6.1.36)

Wur(F) = U(I,Ir, Is) = Uio(l, L) + f(1)%) (6.1.37)

mit L 1~ . ) o
Uio(I1, 1) = 71(11 -3)+ 72(12 —-3)  und (1) = 5(13/2 —1)2. (6.1.38)
Hierbei sind Il = fg = L2 und I, I, I; die Invarianten von C' = FTF. Die kompressible Mooney-

1/3 ] 2/3
I, I
Rivlin-Energie erfullt fiir alle ;1, w2,y € Ry die schwachen empirischen Ungleichungen, aber nicht

Truesdells empirische Ungleichungen, da die ,, 8y < 0“-Bedingung verletzt ist.

= ||Cof F||2 = I, erhalten wir leicht die Darstel-

= |F|)? =1, und HCof

Beweis. Mit ‘m
lung \Illso(Ila IZ)

Der Nachweis fiir die schwachen empirischen Ungleichungen wird uns mit Proposition 6.1.28 leicht gemacht:
<3 oV __ pi1 OV __ p2
Es ist of, — 2 > 0 und oL, — 2 > 0.

de tF1/3

Bestimmen wir nun Sy. Hier verwenden wir die Représentationsformel aus Lemma 6.1.4 und leiten dann
per Kettenregel ab

ov ow
L L
( 251, 18 313>

d - LI d ~ L I 1/2
I2 \Ijiso(17 By ) + IS\I]iso<17 ) > + 137f<—[ ))
( d T dfs Lk

L 00,z 7 1L 00~ > 210 O > Ts o1/
( (0. I2) 7= I) =2 D) + Vf’f(l/)>

Bo =

[N} [\ [\
SR

L or - 30 ol - 300 ol
2 I, Vi ,~ + 2 (2 OWiso ~ E
= = 00, L) — — (=1 I L,L) + f
317 oI, (11, I2) 137/6(3 ! 2) 0T, (11, 12) (")
2 I m 2

2 H2 1/2
= 3y~ mghoR)G -0
3 3

Dieser Ausdruck ist fiir grofle Volumenverzerrungen stets positiv. Zu vorgegebenen pu1, po,y € Ry betrach-
ten wir als Beispiel C' = c¢-1 mit ¢ € R;. Dann ist

Bo = Buo—m) e =2p¢ 44" -y 5 fiir c— 0.
Somit gilt fiir jede Wahl von pq, po,y € Ry nicht Sy < 0 und (E-TSS) ist nicht erfiillt. |

8Eine Diskussion hierzu findet sich auch in Truesdell und Noll [79, S. 348 ff].
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

Beispiel 6.1.30. Die kompressible Neo-Hooke-Energie Wyy: GL(3) — Sym(3) mit

2
~3)+

ist ein Spezialfall der kompressiblen Mooney-Rivlin-Energie mit @7 = p und ps = 0.

F
det F'/3

po |2

(det F —1)*, pu,v Ry (6.1.39)

Wan(F) = ;‘(]

Beispiel 6.1.31. Eine isochore Version der Saint- Venant-Kirchhoff-Energie (vgl. Beispiel 6.1.34) erhalten
wir durch W: GL'(3) — Sym(3) mit

2

= C
W) = || ——=7 — 6.1.40
©) = | e (6.1.40)
Sie hat die Darstellung als isochore Funktion @iso in den Invarianten E = %7 fg = Iiz% von C = ﬁ%% S
SL(3)
W(C) = Vio(l, ) = I§ =2, — 21, +3 (6.1.41)
und erfiillt wegen 6{3’1150 (fl, fg) = —2 < 0 laut Proposition 6.1.28 nicht die schwachen empirischen Unglei-
2

chungen.

Auch die folgende Energie weist einen additiv isochor-volumetrischen Split auf:
Beispiel 6.1.32. Die Energie W: Sym™(3) — R mit

2

-1
© ¢ + f(det C) , w>0. (6.1.42)

detC75  det C—/>

W(e) = Z‘

weist einen additiv isochor-volumetrischen Split auf und hat die Darstellung in den Invarianten von C =
FTF

W(C) = Wio(l1, I2) + f(I3) (6.1.43)
mit L N N o
Vol 1) = L —2L+20 - 13 - 6). (6.1.44)

Diese Energie erfiillt laut Proposition 6.1.28 nicht die schwachen empirischen Ungleichungen, denn es gilt
fiir die partiellen Ableitungen

~

i = =g = aq]i%o = = =
0T I,) = g(11+1) >0 wd (D) = —%(Ingl) <0. (6.1.45)
2

Beweis zur Darstellung in den Invarianten. Wir konnen die Energie auch schreiben als

W(C) = BIC=C7Y? + f(det ©)

mit C'= —C— und Invarianten I, I, Is = 1 von C. Da nun nach Proposition 4.3.32 auf Seite 121
1 13
2 _ 72 152 _ 1 2
ICI? = =25 wnd O = 20— =

gilt, konnen wir diese Ausdriicke auf C iibertragen und erhalten
ICI? = F-2, wd ||V = 2[, - I3,
da I3 = 1. Mit |C'— C~Y||? = ||C||? — 6 + | C"||? ist schlieBlich
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6. Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen

6.1.4. Andere Energien

Mit dhnlicher Rechnung wie in Beispiel 6.1.32 erhalten wir:

Beispiel 6.1.33. Die Energie W : Sym™(3) — R mit
W(C) = %Hc —CY2+ f(detC), >0 (6.1.46)

hat die Darstellung in den Invarianten von C = FTF

~ n I
V(1,1 I3) = ‘4‘(112 —2I —6+2 o 122> + f(I3). (6.1.47)

Diese Energie erfiillt laut Folgerung 6.1.5 nicht die schwachen empirischen Ungleichungen, denn es gilt fiir
die partiellen Ableitungen

ov
o6

v

3] (11712a13) = -

(I, I3, I3) = IL+—) >0 und
2 13

=

(1+5) < 0. (6148)
3

In Beispiel 6.1.31 haben wir bereits eine isochore Version (mit x4 = 4 und A = 0) der folgenden Energie
kennengelernt. Sie erfiillt nicht die schwachen empirischen Ungleichungen. Die nicht-isochore Version, die
wir in Proposition 5.4.2 bereits als Saint- Venant-Kirchhoff-Energie kennengelernt? haben, steht ihr dabei
in Nichts nach.

Beispiel 6.1.34. Die Saint- Venant-Kirchhoff-Energie WSVK: Sym™(3) — Sym(3) mit
— A
Wsvk(C) = —||0 1% + (tr(C’ 1)) 3A+2u>0 (6.1.49)
hat die Darstellung in den Invarianten von C' = FTF
5 Moo A 2
V(I 0o, I5) = L7 = 20— 20 +3) + T (1 - 3)°. (6.1.50)

Das aus dieser Energie resultierende Elastizitdtsgesetz erfiillt laut Folgerung 6.1.5 nicht die schwachen
empirischen Ungleichungen, denn es gilt fiir die partiellen Ableitungen

o A ov 1
or (1 o Is) = %(211—2)+Z(11—3) wd (T B Iy) = g < 0. (6.1.51)

Hierbei ist auch die Bedingungen g—g(f 1,12,13) > 0 fiir jedes A und p und hinreichend kleinem I; nicht
erfiillt.

Zur Darstellung in den Invarianten. Wir formen um

= A
Wsvk(C) = —||C 1|12 + (trc 1)
2 A 2
= Z(”C” —2tr(C) +3) + g( r(C) — 3)
Nun ist |[|C]|? = I — 2 I und so erhalten wir
(I, 1o, I3) = 22 —on, - Ao gy
1,142, 3) - 4( 1 2-[2 2I1+3)+ 8(I1 3) . [ |

9Wir haben in Proposition 5.4.2 auf Seite 129 die Konvexitét in in C' der Saint-Venant-Kirchhoff Energie gezeigt.
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Nicht nur die schwachen empirischen Ungleichungen werden vom aus der Saint-Venant-Kirchhoff-Energie
resultierenden Elastizitdtsgesetz nicht erfiillt: Die bedeutend schwécheren Baker-Ericksen-Ungleichungen
werden ebenso nicht erfiillt. Um dies zu zeigen, benttigen wir zunéchst die Darstellung des Elastizitédtsge-
setzes als ¢ in B:

Proposition 6.1.35. Das durch die Saint- Venant-Kirchoff-Energie induzierte Elastizititsgesetz : Sym™(3)
— Sym(3) lautet

. 1 , A 1
5(B) = m(w +§tr(B)~B—§(2,u+3A)B). (6.1.52)

Beweis. Die Ableitung der Saint-Venant-Kirchhoff-Energie

Wsvk(B) = %(tr(BQ) —2tr(B) +3) + %((tr(B))Q —6tr(B) + 9)

lautet
o~ L A
DWsvk(B) = Z(20 —9 1)+§(2 tr(B)-1-6-1)
A 1
= g(B—l)—FZ(tr(B)—?)) 1= gc+— tr(C)-1—1(2u+3A)-1.
gach.Lemma 4.3.27 auf Seite 113 gilt o(B) = 7?;3 DW(B) B. Einsetzen der Ableitung schliefit de:
eweis.

Proposition 6.1.36. Das durch die Saint-Venant-Kirchoff-Energie induzierte Elastizitdtsgesetz o erfillt
nicht die strikten Baker-Ericksen Ungleichungen (BE™).

Beweis. Sind A2, A3, \3 € R die Eigenwerte von B € Sym™(3), dann gilt nach Proposition 6.1.35 fiir die
Hauptspannungen

_ A 1 2

Nun angenommen, ¢ wiirde die strikten Baker-Ericksen Ungleichungen erfiillen, dann wiirde nach Satz
6.1.1 auf Seite 135 fiir alle B € Sym™(3) mit Eigenwerten A2, A3, \2 € R und Hauptspannungen o1, 02, 03
(also den Eigenwerten von 7 (B)) gelten: Aus A; > \; folgt o; > o; fiir alle 4,5 € {1,2,3}.

Zu vorgegebenen p € Ry und A € R mit 3A + 2p > 0 kénnen wir x,y € R so klein wihlen, dass
2(p+AN)x+Ay—(2u+3A) <0

gilt. Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 wihlen wir nun A\ = /x +¢, A2 = /o — ¢ und A3 = ,/y. Dann gilt
A1 > Ao und

1

o1 — 0y = m(“(“74'5)2—,u(x—s)2+A(2x+y)5—(2u+3A)s)
1
also 01 < 09, ein Widerspruch. |

In Ciarlet und Geymonat [17] findet sich die folgende Energiefunktion.
Beispiel 6.1.37. Die Ciarlet-Geymonat-Energie W Sym™(3) — R mit

_ A
Woa(C) = £(tr(C) —logdet €' —3) + 7 (det € — logdet €' — 1) (6.1.53)
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hat die Darstellung in den Invarianten von C'

~

V(I I, I3) =

=

(I —log I3 — 3) + %(13 —logls—1). (6.1.54)

Das aus ihr resultierende Elastizitéitsgesetz erfiillt die schwachen empirischen Ungleichungen (und somit

auch die strikten Baker-Ericksen-Ungleichungen) und ist folglich semi-invertierbar, erfiillt aber nicht die
»Bo < 0“-Bedingung von Truesdells empirischer Ungleichungen.

Beweis. Die Giiltigkeit der (WE-TSS) ist durch 2% = £ > 0 und 2¥
vo_ A
4

sichergestellt. Zudem erhalten wir mit Lemma 6.1.4 und g—}l' =

2 o AN A AN

ein Ausdruck, der genau fir I3 > % £ 41 positiv ist.
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7. Shear

Was ist eine Scherung? Dazu betrachten wir das Szenario eines in ej-Richtung und ez-Richtung unend-
lich ausgedehten Quaders eines homogenen elastischen Materials, der durch duflere Scherkrifte (auf der
Oberseite in ej-Richtung, auf der Unterseite in —e;-Richtung) deformiert wird.

obere Scherkraft
—_—

€
“ TLj

€1

% "
untere Scherkraft

Abbildung 7.1.: Scherung

Hierbei wird eine Rotation des Quaders durch seine unendliche Ausdehnung verhindert. Diese verhin-
dert auch, dass bis auf die Scherkrifte oben und unten sonstige Randbedingungen wirken. Durch die
Homogenitét (vgl. Abschnitt 4.3.2 auf Seite 103) kénnen wir nun die gesamte Deformation untersuchen,
indem wir die Einschrinkung auf einen Teilwiirfel betrachten. Es muss einen symmetrischen Spannungs-
tensor T' geben, der sdmtliche Flichenkrifte, die auf den Teilwiirfel wirken, charakterisiert: Auf einer
Fliche mit Normale n wirkt die Kraft' T.n. Die #uferen Scherkriifte erzwingen T.es = (s5,0,0)T bzw.
T.(—e3) = (—s,0,0), was die zweite Spalte von T festlegt.?2 Mit der Symmetrie von T ist auch seine zweite
Zeile festgelegt. Weiterhin nehmen wir T.e3 = (0,0,0)7 an, was insgesamt auf den Spannungstensor

0 0
T = |s 0 (7.0.1)
0 0

SO O w»

fithrt, den wir als Pure-Shear-Spannung bezeichnen.

So verstehen wir unter einer ,,Scherung“ klassischerweise eine Simple-Shear-Deformation, welche Ogden
[62, S.103] als volumenerhaltende und planare® Deformation, wie in Abbildung 7.2 zu sehen, beschreibt.

Wir werden in diesem Kapitel zeigen, dass unter Voraussetzung des linearen Modells jede Simple-Shear-
Deformation von jedem linearen Elastizitatsgesetz auf eine Pure-Shear-Spannung abgebildet wird. Weiter
werden wir zeigen, dass im Falle des finiten Modells jede (nichttriviale) Simple-Shear-Deformation mittels
eines isotropen Elastizitéitsgesetzes weder auf eine Pure-Shear-Cauchy-Spannung, noch auf eine Pure-
Shear-Biot-Spannung (vergleiche dazu Abbildung 7.7) abgebildet wird.

lgenauer Kraftdichte als Kraft pro Flicheneinheit

2@Genau diese Symmetrie erwirkt die Drehmomentfreiheit, welche ein Rotieren des Wiirfels verhindert. In Flichenkréften
ausgedriickt bedeutet dies, dass auf die Flichen mit Normalen e; bzw. —e; die vertikalen Krifte (0, s,0)T bzw. (0, —s,0)T
wirken, welche das Drehmoment der duBeren Scherkrifte kompensieren (vgl. Abbildung 7.7).

3d.h. det F =1 und e3 ist Eigenvektor von F zum Eigenwert 1
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F
1 1
1 v 0
F=1]10 120
1 1 0 0 1
1 1 SN——

Abbildung 7.2.: Simple-Shear-Deformation mit Scherungswinkel ¥ und Scherungsmafl v = tan(J)

F
1
1 sinh(2a)
\/COSh(QQ) \/COSh(Za)
= 0 cosh(2a) 0
1 Jeoh(za) . ) X
Abbildung 7.3.: linke Finite-Simple-Shear-Deformation mit tan(d) = tanh(2a)
F
1
_sinh(20)
cosh(2a) Nerrem)
F = RS D
O e
1 W) 0 0 1
cosh(2a)

—— —
1 v/cosh(2a) sinh(2a)

Vcosh(Za)

Abbildung 7.4.: rechte Finite-Simple-Biot-Shear-Deformation mit tan(¢) = sinh(2«)

Als Ersatz werden wir dafiir zwei dem Simple-Shear recht dhnliche Deformationen vorstellen: Wir wer-
den zeigen, dass das auf eine Pure-Shear-Cauchy-Spannung fithrende Pendant zum Simple-Shear die lin-
ke Finite-Simple-Shear-Deformation (siehe Abbildung 7.3) und das auf eine Pure-Shear-Biot-Spannung
fithrende Pendant die rechte Finite-Simple-Shear-Deformation (siche Abbildung 7.4) ist.

Desweiteren werden wir neben der Simple-Shear-Deformation alle Deformationen, die im linearen Fall auf
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Pure-Shear-Spannung fithren, als

Simple-Shear

0 1 0 0 % 0

F=1+ 1|32 0 0]+ |-3 0 0 +4 mit v € R und A € s0(3)
0 0 O 0O 0 0
€Sym(3) €50(3)

identifizieren. Hierbei entsprechen die ersten beiden (symmetrischen) Summanden einer Dehnung (siche
Abbildung 7.6) und die letzten beiden (schiefsymmetrischen) Summanden einer linearisierten Drehung
(vgl. Abschnitt 4.3.12).

P
1 1

1 20
P=12 10

0 0 1

1
I
1 1

Abbildung 7.5.: lineare Pure-Shear-Dehnung

Auch fiir den finiten Fall werden wir neben der linken und rechten Finite-Simple-Shear-Deformation alle
volumenerhaltenden und planaren Deformationen, die auf Pure-Shear-Spannungen fithren, ausmachen.
Wir werden beweisen, dass wenn die Pure-Shear-Spannung eine Cauchy-Spannung sein soll, sind dies alle
F € GL"(3) der Form

linker Finite-Simple-Shear

. cosh(a) sinh(a)
C.OSh(OL) Slnh(a) 0 \/t?osh(Q(x) \/cosh(Qa) mit o € R,
F = [sinh(a) cosh(a) 0 - | ——sinh(e) cosh(@) | .Q,
0 0 1 \/COSh(Qa) \/cosh(Q(x) Q1 € 80(3) s
0 0
€Sym(3)

€S0(3)

soll die Pure-Shear-Spannung eine Biot-Spannung sein, sind dies alle F' € GL*(3) der Form

rechter Finite-Simple-Shear

cosh(a) sinh(a)

0 .
\/(?osh(Qa) \/COSh(Za) COSh(Oé) smh(a) 0 mit o € R,
F = Qq- | —_sinh(®) cosh(e) | - | sinh(a) cosh(a) 0
\/cosh(Za) \/cosh(Za) 0 0 1 QQ S SO(3) .
0 0 1
€S0(3) <Sym(s)

Im ersten Fall folgt auf eine Rotation eine Dehnung, im zweiten Fall folgt auf eine Dehnung eine Rotation.
Wir werden zeigen, dass die Dehnung in beiden Féllen identisch ist und sie als Pure-Shear-Dehnung (siehe
Abbildung 7.6) bezeichnen.

Wir werden sogar sehen, dass die Linearisierungen der linken und der rechten Finite-Simple-Shear-Defor-
mation beide genau der klassischen Simple-Shear-Deformation mit 2cc = -y entsprechen.
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1
cosh(a) sinh(a) 0
P = [ sinh(a) cosh(a) 0
0 0 1

N ——
1 cosh(a)

Abbildung 7.6.: Pure-Shear-Dehnung mit tan(¥) = tanh(«)

/) ﬁ
F
_

pure shear Cauchy stress

T*ﬁ

pure shear Biot stress

S mw O
OO w
o O O

Abbildung 7.7.: Pure-Shear-Spannung dargestellt durch Kraftpfeile auf den Begrenzungsflichen eines un-
deformierten Referenzwiirfels und des mittels einer Simple-Shear-Deformation verformten
Wiirfels

Die Charakterisierungen der finiten Simple-Shear-Deformationen als Pure-Shear-Dehnung zuziiglich vor-
her bzw. nachher durchgefiihrter Rotation sind* lediglich notwendige Kriterien fiir Deformationen, um
auf Pure-Shear-Cauchy-Spannungen bzw. auf Pure-Shear-Biot-Spannungen fithren zu kénnen. Wir wer-
den aber in diesem Kapitel Energiefunktionen untersuchen, welche Elastizitatsgesetze induzieren, die eine
dieser beiden Abbildungseigenschaften garantieren, also dass jede Pure-Shear-Dehnung auf eine Pure-
Shear-Cauchy-Spannung bzw. jede Pure-Shear-Dehnung auf eine Pure-Shear-Biot-Spannung abgebildet
wird.

Abschlieend werden wir der Vollstédndigkeit halber die rechte und die linke Polarzerlegung des klassischen
Simple-Shear-Deformationsgradienten untersuchen.

Wie bereits benutzt, verwenden wir in diesem Kapitel die folgenden Definitionen.

4modulo der Rotation

156



7. Shear

Definitionen 7.0.38. Wir nennen F € GL'(3) einen Simple-Shear-Deformationsgradienten, wenn F
von der Form

1
F =10
0

O =2

0
0 mit vy € R (7.0.2)
1

ist, einen linken Simple-Finite-Shear-Deformationsgradienten, wenn F' von der Form

1 1 sinh(2a) 0
F = ———— |0 cosh(2a) 0 mit a € R (7.0.3)
cosh(Za) | 0 cosh(2 a)

ist und einen rechten Simple-Finite-Shear-Deformationsgradienten, wenn F' von der Form

1 cosh(2a) sinh(2a) 0
F= 0 1 0 mit a € R (7.0.4)
cosh(2a) 0 0 cosh(2 «)

ist.
Wir nennen P € Sym™(3) eine Pure-Shear-Dehnung, wenn P von der Form

cosh(a) sinh(a) 0
P = | sinh(a) cosh(a) 0 mit « € R (7.0.5)
0 0 1

ist.
Wir nennen 7' € Sym™(3) eine Pure-Shear-Spannung, wenn T von der Form

T = mit s € R (7.0.6)

S w O
OO W
o O O

ist.

7.1. Shear im linearen Modell — Simple-Shear-Deformationen und
Pure-Shear-Spannungen

Der Zusammenhang zwischen einer Deformation und der aus ihr resultierenden Spannung wird im linearen
Modell unter Annahme von Isotropie durch Lemma 4.3.35 auf Seite 123 beschrieben. Zu jedem isotropen li-
nearen Elastizistsgesetz gibt es Gewichtungskonstanten® . und &, sodass sich die lineare Cauchy-Spannung
zu gegebenem ¢ = sym(F — 1) als gewichtete Summe des spurfreien Anteils devse und des Spuranteils
tr(e) - 1 mittels

o = 2pdevse+ktr(e)-1 (7.1.1)

ausdriicken ldsst. Mit Hilfe dieser Darstellung kénnen wir den folgenden Satz, der den Zusammenhang
zwischen Deformationen und Spannung im isotropen linearen Modell beschreibt, leicht beweisen.

Satz 7.1.1. Die linearisierte Cauchy-Spannung o einer Deformation F € GL'(3) ist genau dann eine
Pure-Shear-Spannung, wenn die Deformation von der Form

0 2 0
2
F=1+|32 0 0]+A mity € R und A € s0(3) (7.1.2)
0 0 0

SHierbei bezeichnet y den Lamé-Parameter und s den Bulk-Modulus.
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ist. Insbesondere ist jede Simple-Shear-Deformation F. von der Form (7.1.2).

Beweis. Sei F von der Form (7.1.2), dann ist

0 2 0
e=(2 00
0 0 O
und zusammen mit Lemma 4.3.35 erhalten wir
0 wuy O
c =2udevget+rtr(e)-1 = [pwy 0 0],
0 0 0

also eine Pure-Shear-Spannung mit s = p~.

Sei andersherum o eine Pure-Shear-Spannung. Da eine Pure-Shear-Spannung selbst spurfrei ist, muss
aufgrund o = 2 devz e + k tr(e) - 1 ebenfalls tr(e) = 0, also auch devse = € gelten, was auf

0 0
s 0] = 2pe
0 0

SO w

fithrt. Damit konnen wir € eindeutig auf die Form

2n 0
0 0
0

ol o

festlegen. Diese Form fiihrt schlieBlich auf (7.1.2) mit v = > und A € s0(3).
Siehe auch Vallée [80]. [ |

Wir kénnen die Form der Deformationen (7.1.2), die im isotropen linearen Modell auf eine Pure-Shear-
Spannung fithren noch weiter aufgesplitten und als

0 2 0 0 % 0

F=1+12 00]+[-32 0 0] +A4 mityeRund A € so(3) (7.1.3)
0 0 O 0 0 0
=& € Sym(3) =B € s0(3)

ausmachen. Fiir jedes solche F' ist 1 4+ ¢ + B genau eine Simple-Shear-Deformation mit Scherungsmaf -,
wie wir in Abbildung 7.8 sehen kénnen und besteht aus der Dehnung ¢ € Sym(3) und der infinitesimalen

Rotation B € so(3).
€ ' B
é %

Abbildung 7.8.: Simple-Shear-Deformation

Wir wenden uns nun dem nichtlinearen Modell zu. Fiir den finiten Fall haben bereits Destrade et al. [23]
gezeigt, dass sich der Zusammenhang zwischen Shear-Deformationen und Pure-Shear-Spannungen nicht
so einfach darstellt.
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7.2. Shear in nichtlinearen Modell — finite
Simple-Shear-Deformationen und Pure-Shear-Spannungen

Fiir den finiten Fall haben Destrade et al. [23] gezeigt, dass keine Simple-Shear-Deformation, sondern nur
eine Kombination aus einer Rotation, einer triaxialen Dehnung und einer Simple-Shear-Deformation auf
eine Pure-Shear-Spannung fithren kann. Wir werden in diesem Kapitel dieses Ergebnis bestétigen und
zeigen, dass es zu jeder Simple-Shear-Deformation F, und Pure-Shear-Spannung 7 mit

F, = und T° = (7.2.1)

o O
O =2
= o O
S »w O
OO ®»
oS O O

eine triaxiale Dehnung diag(a,b,c) gibt, sodass F' = F, - diag(a,b,c) - Q fir alle Q@ € SO(3) auf ei-
ne Pure-Shear-Cauchy-Spannung, also ¢(FFT) = T¢, fithren kann, bzw. dass es eine triaxiale Dehnung
diag(a, b, ¢) gibt, sodass F=Q- diag(a, b, ¢) - F, fiir alle @ € SO(3) auf eine Pure-Shear-Biot-Spannung,
also TB°t(FTF) = T* fithren kann.

Wir bendétigen fiir unser Resultat, anders als Destrade et al., nicht die Semi-Invertierbarkeit des Elasti-
zitétsgesetzes, also die Darstellbarkeit iiber die Reprisentationsformel (siehe. Satz 6.1.1)

B =11+ 0+ 1y 0? fiir alle B € Sym™(3). (7.2.2)

Destrade et al. verwenden sie in ihrem Beweis, fordern sie aber implizit; denn sie gehen einen Schritt
weiter und fordern das Erfiilltsein der schérferen empirischen Ungleichungen (E-TSS). Dies hat fiir sie
den Vorteil, dass sie neben der Semi-Invertierbarkeit obendrein die Ordnung der Hauptdehnungen folgern
kénnen. Dennoch ist anzumerken, dass die deutlich schwéchere Bedingung der strikten Baker-Ericksen-
Ungleichungen (BET) dafiir auch gereicht hiitten [25].7

Auf dhnliche Weise zeigt Batra [4, S. 110], dass fiir ein Elastizitétsgesetz, dass die empirischen Ungleichun-
gen erfiillt, jede Dehnung, die auf eine uniaxiale Zugspannung fiihrt, eine einfache Streckung sein muss. Und
Marzano [48] zeigt fiir Elastizitéitsgesetze, welche die strikte Baker-Ericksen Ungleichung (BE™) erfiillen:
Fiir jede uniaxiale Spannung (T = diag(s, 0, 0)) ist die auslosende Dehnung eine einfache Stauchung/Stre-
ckung (V' —1 = diag(«, 0,0)). Allerdings erweckt Marzano den Eindruck, dass die Umkehrung , aus der Im-
plikation (V) = diag(s,0,0) = V — 1 = diag(a, 0,0) folgt die Giiltigkeit der Baker-Ericksen-Ungleichung
(BET)“ ebenso gilt. Dies ist nicht korrekt!®

6_fithren kann“ bedeutet hierbei (wie am Ende dieses Abschnitts noch ausgefiihrt), dass diese Form von F bzw. F ein
notwendiges Kriterium darstellt

"vgl. dazu die Implikationskette ,,(E-TSS) = (WE-TSS) = (BET) = (semi)“ aus Satz 6.1.1 auf Seite 135.

8Wir sollten uns vor Augen fithren: Offenkundig erfiillt jedes Elastizitiitsgesetz, welches eine Dehnung V' der Form V — 1 =
diag(a, 0,0) auf eine Spannung der Form T = diag(s,0,0) abbildet, fiir dieses V' und das zugehorige o (V') trivialerweise
die Implikation X\; > A\; = o; > o fiir alle ¢,j € {1,2,3}. Die Baker-Ericksen-Ungleichung ist aber keine punktweise
Eigenschaft und gilt fiir einzelne V! Nur ein Elastizititsgesetz kann die Baker-Ericksen-Ungleichung erfiillen, und dann
gilt Ay > \; = o; > oy fiir alle 4,5 € {1,2,3} und alle V € Symt(3). Als Gegenbeispiel zu Marzanos Aussage
betrachten wir das Elastizitdtsgesetz

a(V) = (1—h(A1,A2,23)) -V —1

mit der symmetrischen Funktion h: Rg’r — R in den Eigenwerten von V' mit
h(A1, A2, A3) = (A1 —A3)?(A2 — A3)* (A2 — A3)?,

welche genau dann null ist, wenn zwei Eigenwerte gleich sind. Dann ist

o(V) = (

also A2 = A3 und damit hA(A1, A2, A3) =0, was auf A1 = 1+ s, A2 = A3 = 1 und damit auf
1+4s 0 O
VvV = 0 1 0
0 0 1
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Wir sollten uns aber bewusst machen, dass die Semi-Invertierbarkeit, ob wir sie nun direkt oder indirekt
annehmen, immer eine Restriktion des Elastizitatsgesetzes mit sich bringt. Auf diese Einschrinkung wollen
wir verzichten. Wir fordern fiir den in diesem Kapitel von uns erbrachten Beweis nichts auler der Isotropie
des Elastizifitsgesetzes. Unsere verwendeten Berechnungen sind denen von Destrade et al. zwar stellen-
weise dhnlich, allerdings liegt der Schliissel unseres Beweises nicht in (7.2.2), sondern in Lemma 7.2.3:
Aufgrund von Folgerung 4.3.22 auf Seite 112 wissen wir, dass fiir ein isotropes Elastizitdtsgesetz der linke
Dehnungstensor B = FFT stets mit 5(B) und der rechte Dehnungstensor C' = FTF stets mit TP°t(C)
kommutiert. So kénnen wir die allgemeine Form aller F' € GL*(3) bestimmen, fiir die B = FFT mit einer
Pure-Shear-Cauchy-Spannung 7° kommutiert und die allgemeine Form aller F' € GL"(3) bestimmen, fiir
die C = FTF mit einer Pure-Shear-Cauchy-Spannung T° kommutiert.?

Allerdings sei an dieser Stelle explizit erwihnt, dass diese Kommutativitit nur ein notwendiges Kri-
terium an die Deformation F' € GL¥(3) darstellt. Wir beweisen in diesem Abschnitt nicht, dass es ein
Elastizitdtsgesetz gibt, das solche F' auf eine Cauchy oder Biot Pure-Shear-Spannung abbildet, sondern
nur, dass wenn es eines gibt, dass dann die Deformationen zwingend die nachgewiesene allgemeine Form
aufweisen.

Aber anders als Destrade et al. sind wir nicht direkt an Deformationen der Form

1 v 0 a 0 0 a 0 0 1 v 0
F=1010 0 b 0| @ bzw. F=@Q|0 b O 01 0], (7.2.3)
0 0 1 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 1

also an Deformationen, die neben einer triaxialen Dehnung blof} eine Simple-Shear-Deformation enthalten,
interessiert. Wir fordern, dass die Deformation als Ganzes die Eigenschaft hat, eine Scherung genannt
werden zu konnen. Dafiir muss die Deformation volumenerhaltend und planar sein. Wir werden zeigen,
dass die Deformationen, die das erfiillen, die linke und die rechte Finite-Simple-Shear-Deformation sind:
Jede Shear-Deformation, die auf eine Pure-Shear-Cauchy-Spannung fiihrt, ist dabei eine linke Finite-
Simple-Shear-Deformation und jede Shear-Deformation, die auf eine Pure-Shear-Biot-Spannung fiihrt, ist
dabei eine rechte Finite-Simple-Shear-Deformation.

7.2.1. Die allgemeine Form

Wie in (7.0.2) definiert, nennen wir T' € Sym™(3) einen Pure-Shear-Spannungstensor, wenn T von der
Form

0
T=1|s
0

OO w

0
0 mit s € R (7.2.4)
0

ist.

Proposition 7.2.1. Sei T' € Sym™(3) ein Pure-Shear-Spannungstensor von der Form (7.2.4), dann hat
T die Figenwerte s,—s,0 zu den Eigenvektoren (ﬁ V2 07T, (—ﬁ V2 0)T und (0,0,1)T. Insbesondere

297 20 20 20
ldsst sich T mittels
1 -1 0
2
Q= g 1 1 0] esom), (7.2.5)
0 0 V2

2u Q diag(s, —s,0)QT = T diagonalisieren.

Bemerkung 7.2.2. Wir sehen, entweder ist ein Pure-Shear-Spannungstensor entweder trivial (der span-
nungsfreie Fall des Nulltensors) oder er hat unterschiedliche Eigenwerte.

fithrt. Somit fithrt uniaxiale Spannung auf eine einfache Streckung. Aber o erfiillt nicht die Baker-Ericksen-Ungleichungen,
wie das Beispiel V = diag(3,2,1) zeigt. Denn es ist h(3,2,1) = 2 und damit c7'(diag(3,27 1)) = —diag(3,2,1) — 1 =
diag(—4, —3, —1). Wir haben somit A\ =3 > A2 = 2 und 01 = —4 < 03 = —3, ein Widerspruch zu (BE™1).

9Wir miissen allerdings anmerken, dass unsere eingesetzte Methode beim Problem der von Batra betrachteten uniaxialen
Belastungen nicht funktioniert, da in diesem Fall der Spannungstensor nicht drei unterschiedliche Eigenwerte besitzt (vgl.
Bemerkung 7.2.4).
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Beweis. Einfaches Nachrechnen ergibt

s 00 L -1 0\ /s 00 11 0
QO—SOQT:§1100—50—110
0 00 0 0 +v2/\0 0 0 0 0 V2
11—105 0
:51105750
0 0 +v2/\0 0 0
L [0 250
:52500:? ]
0 0 0

Es soll nun &(B) fiir jedes B = FFT mit F € GL(3) ein Pure-Shear-Spannungstensor sein. Wir untersu-
chen, welche Einschrinkungen wir unter Voraussetzung der Isotropie von & dafiir am Deformationsgradi-
enten F hinnehmen miissen. Die Isotropie stellt nach Folgerung 2.5.13 sicher, dass B mit ¢(B) kommutiert,
daher untersuchen wir zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 7.2.3. Seien T ein Pure-Shear-Spannungstensor mit s # 0 und P € Sym™(3). Dann kommutieren
P und T genau dann, wenn P der Form

P = (7.2.6)

o 3
o KR
S oo

gendigt. Sind 1, 2, u3 € RT die Eigenwerte von P, dann gilt p = %(Ml +p2), g = %(,ul — o) und r = p3.

Beweis. Angenommen, P und T lassen sich gemeinsam diagonalisieren. Lemma 2.5.20 besagt nun: Hat
T zudem nur unterschiedliche Eigenwerte, so ist T" koaxial zu P, d.h. jeder Eigenvektor von T ist auch
Eigenvektor von P. In Proposition 7.2.1 haben wir gezeigt, dass wir T' mittels @ wie in (7.2.5) diagona-
lisieren konnen und dass alle Eigenwerte von 1" genau dann unterschiedlich sind, wenn s # 0 gilt, wobei
wir letzteres in diesem Lemma voraussetzen. Somit ist T koaxial zu P und wir kénnen P mittels @ in
Diagonalgestalt bringen. Seien 1, p2, us € R die Eigenwerte von P, dann erhalten wir

w00 Lt -1 0\ [m 0 0 1 1 0
P:QOM2OQT:§1 1 0 0 puy O -1 1 0
0 0 pus 0 0 V2 0 0 pus 0 0 V2
1 1 -1 0 M1 M1 0
=3 1 0 |—p2 p2 O
0 0 V2 0 0 V2us
1 (it p2 p—p2 O
= 5| prt+pe 0

0 0 2/.1/3

Also ist auch P von der Form (7.2.6).

Nehmen wir andersherum an, dass P von der Form (7.2.6) ist. Dann gilt

p q O 0 s O qgs ps O 0 s O p q O
PT = 1|q p O s 0 0] =|ps gs O = |s 0 O g p 0] =1TP. |
0 0 r 0 0 O 0 0 O 0 0O 0 0 r

Bemerkung 7.2.4. Es ist zu beachten, dass der Beweis von Lemma 7.2.3 den Umstand nutzt, dass eine
(nichttriviale) Pure-Shear-Spannung ausschliefllich einfache Eigenwerte besitzt; ansonsten wire es ohne
weitere Annahmen nicht moglich zu schlieflen, dass jeder Eigenvektor von 7' auch ein Eigenvektor von P
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ist. Im Hinblick auf Elastizitstensoren muss dies nicht allgemein erfiillt sein, es sei denn die Hauptspan-
nungen sind paarweise unterschiedlich oder wir nehmen zusétzliche Beschrankungen an das konstitutive
Gesetz an. Unter den konstitutiven Voraussetzungen, welche diese ,,Bi-Koaxialitdt“ von Spannung und
Dehnung garantieren, sind die empirischen Ungleichungen [78], obgleich die (schwéicheren) Baker-Ericksen-
Ungleichungen ebenso hinreichend sind.

Damit B = FFT bzw. C = FTF mit einem Pure-Shear-Spannungstensor 7" kommutiert, muss B bzw. C
von der Form

p g O 1 A24+02 N2 0
¢ p 0) =3 AM-X AL+ 0 (7.2.7)
00 r 0 0 2)2

sein. Hierbei sind Aj, A2, A3 die Singuldrwerte von F' und A2, A3, \3 die Eigenwerte von B und von C.
Zudem ist

poa O\ atd M- 0
¢ p 0] =5 M-d Mtd 0. (7.2.8)
0 0 r 0 0 23

Machen wir uns aber noch einmal explizit klar: Auch wenn tiber @) wie in (7.2.5) die Form von B bzw. C
festgelegt sind, gilt das nicht fiir die Eigenwerte; fiir alle A1, A2, A3 € Ry kommutieren B bzw. C mit 7.

Lemma 7.2.3 ist von zentraler Bedeutung fiir die Charakterisierung der Deformationen, die einer Pure-
Shear-Spannung entsprechen. Denn wir wissen durch Folgerung 4.3.22 auf Seite 112, dass B mit (B) und
C mit 7Pt und mit S, kommutiert. So kénnen wir ohne weitere Vorarbeit direkt zeigen, dass eine (nichttri-
viale) Simple-Shear-Deformation niemals auf eine Pure-Shear-(Cauchy/Biot/Pioala-Kirchhoff-)Spannung,
fiihren kann.

Bemerkung 7.2.5. Seien F' ein Simple-Shear-Deformationsgradient mit v # 0 und T ein Pure-Shear-
Spannungstensor mit s # 0. Da

1 v 0\ /1 00 14492 ~ 0
FFT = (0o 1 o|[~ 1 0} = ¥y 10 (7.2.9)
00 1/\0 0 1 0 0 1
und
1 00\ /1 ~ 0 1 v 0
FTF = [~ 1 0]l0 1 0] = |y 14+4% 0 (7.2.10)
0 1/ \0o 0 1 0 0 1

beide nicht von der Form (7.2.6) sind, kommutieren weder FFT noch FTF mit T.

Aber welche F' € GL"(3) fithren nun als der quadrierte positiv definite Faktor B = FFT der linken
Polarzerlegung von F oder als der quadrierte positiv definite Fakter C' = FTF der rechten Polarzerlegung
von F auf die Form (7.2.6)? Wir wollen mit den nichsten zwei Lemmata dieser Frage nachgehen und die
entsprechenden Deformationen charakterisieren.

Lemma 7.2.6. Sei P € Sym™(3) mit

0
P = 0 und p>|q|, >0 (7.2.11)
T

o 3
o

gegeben. Dann ist F € GL"(3) mit FFT = P bis auf beliebiges Q € SO(3) eindeutig bestimmt durch

1
F =10
0

O =2

0
0
1

o o e

0 0
b 0] Q@ (7.2.12)
0 ¢
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wobei

a = , b=y, c=+r und yzg.
p p

bzw. in den Singuldrwerten A1, Ao, A3 € Ry von F ausgedriickt

[ 2 [A2+ A3 A2 — A3
a=AA E a2 b= — c= A3, 7—)\%+)\%-

Lemma 7.2.7. Sei P € Sym™(3) mit

P = und p>|q|, >0 (7.2.13)

o3
o R
= O O

gegeben. Dann ist F € GLT(3) mit FTF = P bis auf beliebiges Q € SO(3) eindeutig bestimmt durch

a 0 0 1
F=Q1[0 b 0 0
0 0 c 0

O~ 2

0
0 (7.2.14)
1

wobei

P> — ¢ q
a=+/p, b= P c=+/r und 'y:;;. (7.2.15)

bzw. in den Singuldrwerten A1, Ao, A3 € Ry von F ausgedriickt

N2 a2 2 X
a 2 P 112 )\% T )\g ) c 3 Y )\% ¥ )\g ( )

Bemerkung 7.2.8. Fiir die Wohldefiniertheit des Ausdrucks ,/pZ;qQ fiir a bzw. b muss p > |q| gelten.
Dieser Umstand fithrt auf die Schranke |y| = % < 1.

Bemerkung 7.2.9. Mit den Lemmata 7.2.6 und 7.2.7 kénnen wir auf das Hauptresultat von Destrade et
al. schlieflen: Eine Pure-Shear-Spannung induziert keine Simple-Shear-Deformation, aber eine Kombination
einer triaxialen Dehnung mit einer Simple-Shear-Deformation. Hierbei ist das Scherungsmafl v der Simple-
Shear-Deformation betraglich durch eins damit der Scherungswinkel durch 45° beschrinkt. Neben der
Isotropie ist unsere einzige Forderung an das konstitutive Gesetz die Eindeutigkeit bis auf Rotation der
spannungsfreien Referenzkonfiguration, das heifit 6(B) = 0 genau dann, wenn B = 1. Wir benétigen nicht
die Semi-Invertierbarkeit von ¢! Zudem machen wir uns klar: Fiir ein vorgegebenes s € R fordern wir
weder die Existenz, noch die Eindeutigkeit eines F' € GL'(3) mit

0
G(FFTy= s
0

O O w

0 - 0
0 bzw.  TPOYFTF) = (s
0 0

O O w

0

0 (7.2.17)
0

Ob solch ein F existiert, hingt einzig und allein von der konstitutiven Beziehung ab. Aber was wir sagen
koénnen, ist: Falls solch ein F' existiert, so ist es unweigerlich von der Form (7.2.12) bzw. (7.2.14).

Beweis von Lemma 7.2.6. Jedes F' € GL'(3), welches FFT = P erfiillt, lisst sich eindeutig als F = VR
mit V € Sym*(3) und R € SO(3) und V2 = P darstellen. Auf Sym™(3) ist die Abbildung V2 +— V
injektiv, sodass V eindeutig durch P bestimmt ist. Andererseits gilt dann

FQFQ)T = FQQRTFT = P fiir jedes Q € SO(3).

163



7. Shear

Ohne Einschrinkung setzen wir also

1 v 0 a 0 0
F = {0 1 0 0 b O
0 0 1 0 0 ¢
und rechnen aus
1 v 0 a 0 0 a 0 0 1 0 0
FFT = (o 1 o]0 & 0]J|0 b O]~ 1 O
0 0 1 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 01
1 v 0 a? 0 0 1 0 0
=10 1 0 0 v 0 v 1 0
0 0 1 0 0 ¢ 0 0 1
1 v O a2 0 0
=0 1 O b2y b 0
0 0 1 0 0
a?+by* by 0\ | [p q O
= b2y ¥ 0| =1|qg p O
0 0 c? 0 0 r

Damit nun a? + b*4? = b? = p, by = g und ¢ = r erfiillt ist, muss b = \/p, c = /7, v = % = % und
a=+/p—b2y2 = \/ - % = \/p2;q2 gelten.
Nach Lemma 7.2.3 sind p = $(Af+A3), ¢ = 3(Af — A3) und r = A3, woraus sich sofort b = 1/ w, c= A3

2 2
und v = % ergeben. Zudem ist p + ¢ = A\? und p — ¢ = A3, woraus p? — ¢ = A\? \3 und daraus dann

a = )\1)\2

2

Beweis von Lemma 7.2.7. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 7.2.6:

Jedes F' € GL"(3), welches FTF = P erfiillt, lisst sich eindeutig als F = RU mit R € SO(3) und
U € Sym*(3) und U? = P darstellen. Auf Sym™(3) ist die Abbildung U? — U injektiv, sodass U
eindeutig durch P bestimmt ist. Andererseits gilt dann

(QF)TQF = FTQTQF = P fiir jedes Q € SO(3).

Ohne Einschréankung setzen wir also

a 0 0 1 v O
F =10 b 0 0 1 0
0 0 ¢ 0 0 1
und rechnen aus
1 00 a 0 0 a 0 0 1 ~ 0
FTF = [~ 1 0o]l[0o &5 0|0 » 0)[0 1 0
0 01 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 1
1 00 a> 0 0 1 v 0
=1y 1 0 0 b 0 0 1 0
00 1/)\0o 0 ¢/ \o 1
1 0 0 a? a%y 0
= |y 10 0 b 0
0 0 1 0 0 2
a? a’y 0 ] p qg O
= [a®*y a*y¥*+0* 0] = ¢ p O
0 0 c? 0 0 r
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Damit nun a? = a®y? 4+ b* = p, a®y = ¢ und ¢ = r erfiillt ist, muss a = \/p, c = /1, v = &= % und

b=/p— a2 = \/p_ € \/p"’;q?' gelten.

Nach Lemma 7.2.3 sind p = 1(A\? + A3), ¢ = 1(A\? — A3) und r = A}, woraus sich sofort a = 1/ w,

2 2
ié;i% ergeben. Zudem ist p + g = A und p — ¢ = A3, woraus p? — ¢> = A\? A2 und daraus
1 2

c=MAzund v =

dann b = A\ A2 ﬁ folgt. |

7.2.2. Finite-Simple-Shear-Deformationen

Wir kennen nun die allgemeine Form der F' € GL"(3), fiir die B = FFT bzw. C = FTF mit einem
Pure-Shear-Spannungstensor

0 s O
T =|s 0 0 (7.2.18)
0 0 O
kommutieren. Aber nicht jede Deformation dieser allgemeinen Form
1 v 0 a 0 0 a 0 0 1 v 0
F =10 1 0 0 b 0| Q bzw. F=Q10 b 0 0 1 0 (7.2.19)
0 0 1 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 1

ist geeignet, ,shear* genannt zu werden. Als charakteristische Eigenschaften einer Shear-Deformation F
werden die drei folgenden Merkmale angenommen:

i) Die Deformation F' ist volumenerhaltend, d.h. det F' = 1.
ii) Die Deformation F ist planar, d.h. F hat den Eigenwert 1 zum Eigenvektor es.
iii) Die Deformation F' ist bodenparallel, d.h. ey ist ein Eigenvektor von F'.
Hierbei sind A1, A2, A3 € R die Singuldrwerte von F'.
Machen wir uns klar, dass die ersten beiden Eigenschaften zur Folge haben, dass zu den Singulérwerten
A1, A2, A3 € Ry von F ein A € Ry gibt, sodass \; = A\, Ay = % und A3 =1 gilt.

Lemma 7.2.10. Seien T ein Pure-Shear-Spannungstensor mit s # 0 und P € Sym™(3) mit \; = ),
Ay = % und A3 = 1 fiir ein A\ € Ry, wobei A}, \3,\% die Eigenwerte von P sind. Dann kommutieren P
und T genau dann, wenn P der Form

cosh(a) sinh(a) 0
VP = | sinh(a) cosh(a) 0 mit o € R (7.2.20)
0 0 1

geniigt, d.h. wenn /P eine finite Pure-Shear-Dehnung ist.

Beweis. Aufgrund von Lemma 7.2.3 kommutiert P genau dann mit 7', wenn

M4+A2 A2-)02 o
P=-|XN=-X M+X o0]. (7.2.21)
2\ o 0 22

Verwenden wir nun die Vorgabe \; = A\, Ay = %, A3 = 1 und setzen dabei « :=log(\) € R, dann ist

A+ A AL — Ao 0

1
VP = S M=de Mtde 0
0 0 2\
e Te T et —em ™ 0 cosh(e) sinh(a) 0
=3 e*—e® e*+e* 0] = |sinh(a) cosh(a) 0] . [ |
0 0 2 0 0 1
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Bemerkung 7.2.11. Im Gegensatz zur linearen Pure-Shear-Dehnung aus Abschnitt 7.1 ist die finite Pure-
Shear-Dehnung volumenerhaltend. Diesen Umstand kann man fiir ausgew#hlte v bzw. o in Abbildung 7.9

erkennen: Die Determinante der linearen Pure-Shear-Dehnung ist 1 — %, die der finiten Pure-Shear-
Dehnung ist 1.

linear pure shear stretch finite pure shear stretch

1 3 0 cosh(a) sinh(a) 0
7 1.0 sinh(a) cosh(a) 0
0 0 1 0 0 1

Abbildung 7.9.: lineare und finite Pure-Shear-Dehnung

Lemma 7.2.12. Sei P wvon der Form (7.2.20) gegeben. Dann ist F € GLY(3) mit FFT = P bis auf
beliebiges @ € SO(3) eindeutig bestimmt durch

1 1 sinh(2a) 0
F = —————— 0 cosh(2a) 0 Q. (7.2.22)
cosh(2a) \ 0 cosh(2«)

Lemma 7.2.13. Sei P wvon der Form (7.2.20) gegeben. Dann ist F € GLY(3) mit FTF = P bis auf
beliebiges @ € SO(3) eindeutig bestimmt durch

1 cosh(2a) sinh(2a) 0
F=Q — 0 1 0 . (7.2.23)
cosh(2a) 0 0 cosh(2a)

Beweis von Lemma 7.2.12. Wir verwenden Lemma 7.2.6 und setzen dort direkt A\y = e*, Ao =e ¥, A3 =1
ein. Dann erhalten wir

1 v 0\ fa 0 0
F=1010 0 b 0]@Q,
0 0 1 0 0 ¢
mit
a = MA 2 ete”® S
A SV e?*+e2 | /eosh(2a)
22 22 2a —2a«
b = \/ 12 _ \/e te cosh(2a)
2 2
c = )\3 =1
)\2 _ )\2 20 _ ,—2«x
o= A7 f ¢ = tanh(2«)

A2+ A2 e2o 4 g2
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und damit
1 v 0 a 0 O
F=1010|{0 b 0]Q

0 0 1 0 0 ¢
1 tanh(2a) O \/ﬁm 0 0

- |o 1 0 0 cosh(2a) 0 Q
0 0 1 0 0 1

) 1 sinh(2a) 0

= —— [0 cosh(2a) 0 Q. u

cosh(2a) | 0 cosh(2a)

Beweis von Lemma 7.2.15. Der zweite Beweis erfolgt analog zum ersten: Wir verwenden Lemma 7.2.7 und
setzen dort direkt Ay = e®, Ao = e~ %, A3 = 1 ein. Dann erhalten wir

a 0 0 1 v O
F=Q|o b o]flo1 0],
0 0 ¢ 0 0 1
mit
)\2 )\2 2a —2a
0 — \/ 1;‘ 2 _ \/e —;e = /cosh(2a)
2 2 1
b = M = e\ g = ——
! 2\/; e2 4 g2 cosh(2a)
Cc = )\3 =1
)\% _ A% 62(1 _ 6—2(1
Y )\%_~_>\% e2a+672a an ( Oé)
und damit
a 0 0 1 v 0
F=Q|0 b 0 0 1 0
0 0 ¢ 0 0 1
cosh(2a) (1) 0\ /1 tanh(2a) 0
=Q 0 m 0 0 1 0
1 cosh(2a) sinh(2«) 0
=Q — 0 1 0 . [ ]
cosh(2a) 0 0 cosh(2a)

Nun sind wir in der Lage, unser angekiindigtes Hauptresultat schlusszufolgern.

Satz 7.2.14. Jede Shear-Deformation’® F € GLY(3), die auf eine (nichttriviale) Pure-Shear-Cauchy-
Spannung fihrt, ist eine linke Finite-Simple-Shear-Deformation

1 1 sinh(2a) 0
F = ——— |0 cosh(2a) 0 mit o € R (7.2.24)
cosh(2a) \ o 0 cosh(2a)

10d.h. es gilt det F' = 1, e3 ist ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert 1 und e; ist ein Eigenvektor von F'
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Abbildung 7.10.: linke Finite-Simple-Shear-Deformation mit Scherungsmafi 7; = tanh(2a) und rechte
Finite-Simple-Shear-Deformation mit Scherungsmaf +, = sinh(2«)

und jede Shear-Deformation, die auf eine (nichttriviale) Pure-Shear-Biot-Spannung fihrt, ist dabei eine
rechte Finite-Simple-Shear-Deformation

1 cosh(2«)  sinh(2a) 0
F=_—— 0 1 0 mit a € R. (7.2.25)
cosh(2a) 0 0 cosh(2a)

Beweis. Seien T ein Pure-Shear-Spannungstensor mit s # 0 und P € Sym™(3) mit \; = A, Ap = % und
A3 = 1 fiir ein A € R, wobei A2, A3, A3 die Eigenwerte von P sind. Nach Lemma 7.2.10 wissen wir, dass

P und T genau dann kommutieren, wenn P von der Form (7.2.20) ist, also
cosh(a) sinh(a) 0
VP = [sinh(a) cosh(a) 0 mit o € R
0 0 1

eine finite Pure-Shear-Dehnung ist.

Aufgrund von Folgerung 4.3.22 auf Seite 112 wissen wir, dass fiir ein isotropes Elastizitdtsgesetz der linke
Dehnungstensor B = FFT stets mit 5(B) und der rechte Dehnungstensor C' = FTF stets mit TP°t(C)
kommutiert.

Fiir den Fall, dass 7(B) eine Pure-Shear-Cauchy-Spannung ist, muss B = FFT der Form (7.2.20) geniigen
(also ist V dann eine finite Pure-Shear-Dehnung). Mit Lemma 7.2.12 ist F' bis auf eine Rotation @ € SO(3)
von rechts durch eine linke Finite-Simple-Shear-Deformation festgelegt.

Fiir den Fall, dass fBiOt(C) eine Pure-Shear-Biot-Spannung ist, muss C' = FT F der Form (7.2.20) geniigen
(also ist U dann eine finite Pure-Shear-Dehnung). Mit Lemma 7.2.13 ist F' bis auf eine Rotation @ € SO(3)
von links durch eine linke Finite-Simple-Shear-Deformation festgelegt.

Genau fiir @ = 1 haben beide so entstandenen Deformationen die Eigenschaft der Bodenparallelitét,
d.h. e; als Eigenvektor zu besitzen und wir erhalten zu einer Pure-Shear-Cauchy-Spannung die linke
Finite-Simple-Shear-Deformation und zu einer Pure-Shear-Biot-Spannung die rechte Finite-Simple-Shear-
Deformation. ]
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Zum Abschluss beweisen wir noch einen auf den ersten Blick iiberraschenden Zusammenhang:

Lemma 7.2.15. Sei a € R vorgegeben und

cosh(a) sinh(a) 0 1 cosh(a)  sinh(a) 0
VP = | sinh(a) cosh(a) 0 und R = ———— [ —sinh(a) cosh(a) 0
0 0 1 cosh(2a) 0 0 cosh(2«)
(7.2.26)
Dann st
1 1 sinh(2«) 0
VPR = ———— [0 cosh(2a) 0 (7.2.27)
cosh(2a) \ g 0 cosh(2a)
die linke Finite-Simple-Shear-Deformation und
1 cosh(2c)  sinh(2«) 0
RVP = —(——— 0 1 0 (7.2.28)
cosh(2a) 0 0 cosh(2a)

die rechte Finite-Simple-Shear-Deformation zum vorgegebenen .

Beweis. Der Beweis erfolgt per Nachrechnen. Hierbei rufen wir uns die hyperbolischen Additionstheoreme
cosh(a)? + sinh(a)? = cosh(20) und 2 sinh(a) cosh(a) = sinh(2a)
ins Gedéchtnis. |

Bemerkung 7.2.16. In anderen Worten ausgedriickt besagt das Lemma: Zu einem gegebenen o € R
bestehen die linke Finite-Simple-Shear-Deformation und die rechte Finite-Simple-Shear-Deformation aus
genau der gleichen Dehnung und Rotation — nur wird im Fall der linken Finite-Simple-Shear-Deformation
zunéchst rotiert und dann gedehnt und im Fall der rechten Finite-Simple-Shear-Deformation zun#chst
gedehnt und dann rotiert.

7.3. Linearisierung von Finite-Simple-Shear

Die linke und rechte Finite-Simple-Shear-Deformationen tragen beide zu Recht den Namen Simple-Shear in
sich, denn sie sind tatséchlich die finiten Entsprechungen der Simple-Shear-Deformation, wie der folgende
Satz belegt.

Satz 7.3.1. Fiir jedes a € R linearisiert sowohl die linke Finite-Simple-Shear-Deformation als auch die
rechte Finite-Simple-Shear-Deformation zur Simple-Shear-Deformation mit v = 2.

Beweis. Fithren wir uns zunichst die Taylorentwicklungen der Matrixeintrige von Finite-Pure-Shear-
Stretch, linker und rechter Finite-Simple-Shear-Deformation vor Augen:

1 1 1 7
cosh(z) = 14+ =22+ = 2* + O(2%), — = 1-22+ -2t + 0@,
(z) 2! 4! @) cosh(z) 6 =)
. 1 1 5 cosh(z) 1 17
sinh(z) = 24+ = 23+ = 2° + O(2Y), — L = 1--24+ =zt + 0",
1 2 sinh(x) 5 121 .
tanh(z) = = — - 2%+ — 25 + O(29), — = g3+ 5+ 0,

1
cosh(z) = 1+a%— 6x4 +0O(29).
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pure shear stress linear pure shear strain linear simple shear deformation
0 s 0 0 2 0 1 v 0
s 0 0 70 0 1 0
0 00 0 0 0 0 1
pure shear stress finite pure shear stretch left finite simple shear deformation
1 1 : 1 sinh(2a)
0 s 0 e oo, O cosh(a) sinh(a) 0 Werery B ey
s 00 /\lih /\lih 0 | —— | sinh(a) cosh(e) 0| —— 0 /cosh(2a) 0
0 00 0 0 A3 0 0 1 0 0 1
o Vv det ' =1 14
planar
pure shear stress finite pure shear stretch right finite simple shear deformation
0 s 0 ﬁ )\li)\Z 0 cosh(a) sinh(a) 0 cosh(2a) \;:::E]%
1 1 o .
s 00 xow g 0| —— |sinh(a) cosh(e) 0| —— 0 \/w:hm
0 00 0 0 A3 0 0 1 0 0 1
TBiot’ 52 U U

Abbildung 7.11.: Vergleich von Simple-Shear und Finite-Simple-Shear

So gilt fiir die Finite-Pure-Shear-Dehnung

cosh(a) sinh(a) 0 0 a 0
P = [sinh(a) cosh(a) 0| = 1+ |a 0 0| +0(?),
0 0 1 0 0 O

sie linearisiert somit zur linearen Pure-Shear-Dehnung. Fiir die an beiden Finite-Simple-Shear-Deformationen
beteiligte Rotation gilt

cosh(a) sinh(a)

\/COSh(20é) \/cosh(QOz) 0 0 a 0
R = _\/sinh(zx) ; \/cosh((a)) 0 =14+|-a 0 0 +O(042),
cosh(2a cosh(2a
0 0 0
0 0 1

die Linearisierung entspricht dem schiefsymmetrischen Summanden der Zerlegung der Simple-Shear-Deformation.

Fiir die linke Finite-Simple-Shear-Deformation gilt

1 a O 1 a O
PR = [a 1 0||-a 1 0]+0(?
0 0 1 0 0 1
—a?+1 2a 0 1 2a 0
= 0 a?2+1 0] +00@* = [0 1 0| +0(?
0 0 1 0 0 1
Fiir die rechte Finite-Simple-Shear-Deformation gilt
1 a O 1 o O
RP = |-a 1 0||a 1 0|+0(?
0 0 1 0 0 1
a?+1 2a 0 1 20 0
= 0 —-a?+1 0]4+0@@*» =0 1 0]|+0(?
0 0 1 0 0 1
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Beide Deformationen lienearisieren somit zur linearen Shear-Deformation.

Betrachten wir noch die Scherungsmafe:

1 = tand; = tanh(2a) = 2a + O(a?),
¥ = tand, = sinh(2a) = 2a+ O(a?).
Sowohl das linke als auch das rechte Scherungsmafl linearisieren zum Scherungsmafl der Simple-Shear-

Deformation. [ |

7.4. Konstitutive Bedingungen damit Pure-Shear-Dehnungen auf
Pure-Shear-Spannungen fiihren

Wir haben im vorigen Abschnitt gezeigt, dass fiir eine linke Simple-Finite-Shear-Deformation

1 1 sinh(2«) 0
F = ——" 1[0 cosh(2w) 0 mit o € R (7.4.1)
cosh(2a) \ 0 cosh(2a)

alle Eigenvektoren von B = FFT bzw. der zugehorigen Pure-Shear-Dehnung

cosh(a) sinh(a) 0
V = VB = |[sinh(a) cosh(a) 0 (7.4.2)
0 0 1

auch Eigenvektoren einer Pure-Shear-Spannung
0 s O
T=1s 0 0 mit s € R (7.4.3)
0 0 0

sind, wir also gemeinsam mit

1 -1 0
Q:? 1 1 0] eso®) (7.4.4)
0 0 1

diagonalisieren kénnen zu

1

O 1 T O 2 L T ~ _
V= le&g()\, =, 1)@ baw. B= le&g()\ 35 1)@ mit  A—e (7.4.5)
und T = Q diag(s, —s,1)QT. Ob ein konstitutives Gesetz o: Sym™(3) — Sym(3) nun solch ein B auf solch

ein T abbildet, hingt aufgrund der Isotropie von & ausschliellich davon ab, ob

A0 0 s 0 0
a(lo & o])=1([0 -s o0 (7.4.6)
0 0 1 0 0 0

gilt. Oder anders ausgedriickt: Ob die Cauchy-Spannung &(FF7) eines Simple-Finite-Shears eine Pure-
Shear-Spannung ist, hingt einzig und allein von den Eigenwerten oy, 02, o3 von o(FFT) ab.

Insbesondere gilt: Fiir eine gegebene Spannungsantwort induziert eine Pure-Shear-Dehnung genau dann
immer eine Pure-Shear-Spannung, wenn fiir alle A € R ein s € R existiert, sodass aus (A1, A2, A3) =
(A, %, 1) stets (01, 092,03) = (s, —s,0) folgt, wobei A1, A2, A3 die Singulidrwerte von F' sind und o7 den i-ten
Eigenwert von o(FF7T) bezeichnet.

Im Folgenden gehen wir von der Hyperelastizitit des Elastizitdtsgesetzes aus, d.h. ¢ ist induziert durch
eine elastische Energiefunktion W: GL'(3) — R, genauer o(F) = DW (F)(Cof F)~! fiir alle F € GL*(3).
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Zur Erinnerung: In Lemma 4.3.28 auf Seite 113 haben wir gezeigt, dass es zu einem gegebenen isotropen
und hyperelastischen Elastizititsgesetz o: Sym¥(3) — Sym(3), stets eine nur von den Singulirwerten
A1, A2, A3 € R, von F' € GL"(3) abhingende Energiefunktion g: R? — R (und analog eine nur von den
Eigenwerten A\?, A3, A3 € R} von FFT abhiingende Energiefunktion g: Ri — R) existieren muss, sodass
die ¢ induzierende Energiefunktion W: GL"(3) — R festgelegt ist durch

W(F) = g(A1, h2, A3) = G(AT, A3, A3) - (7.4.7)

Das Elastizititsgesetz o: RS — R? léisst sich dann ausdriicken durch

)\i 6g
- . _ 4.
o NPy (A1, A2, A3) (7.4.8)
202 g

= (A1, 23,A3), (7.4.9)

U2 N

wobei die o; die Eigenwerte von o, die sogenannten Hauptspannungen, sind.

7.4.1. Pure-Shear-Cauchy-Spannungen

Wir wollen nun isotrope elastische Energiefunktionen W: GL'(3) — R untersuchen, die garantieren,
dass das induzierte isotrope Elastizititsgesetz o Pure-Shear-Dehnungen V' € Sym™(3) auf Pure-Shear-
Spannungen 7' € Sym(3) abbildet, also dass es zu jedem A € Ry ein s € R mit U(diag()\,%,l)) =
diag(s, —s,0) gibt.

Zuniichst definieren wir Energiefunktionen W, deren Argument F' € GL" (3) wir in einen nur forméndernden
(und damit volumenerhaltenden) Teil m € SL(3) und den Faktor der Volumenénderung det F' € R
zerlegen und getrennt auswerten kénnen.

Definition 7.4.1. Eine Energiefunktion W: GL'(3) — R weist einen additiv isochor-volumetrischen Split
auf, wenn es stetig differenzierbare Funktionen Wig,: SL(3) — R und f: Ry — R gibt, sodass

F
W(F) = Wiso ((detF)l/3

) + f(det F)  fiir alle F € GL(3). (7.4.10)
Proposition 7.4.2. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GLY(3) — R, die einen
additiven isochor-volumetrischen Split aufweist. Dann ist die Spur der Cauchy-Spannung eine Funktion in
der Determinante, d.h. es exisitiert eine Funktion F: Ry — R mit

tr(o(V)) = F(det V) fiir alle V € Sym™(3) . (7.4.11)

Beweis. Die Funktion W lisst sich aufgrund ihrer Isotropie als Funktion in den Singuldrwerten schrei-
ben. Die Determinante lisst sich mit det F' = A1 A3A3 ebenso als Funktion in den Singuldrwerten schrei-

ben. Somit muss sich F' — Wi, ( ) als Differenz der beiden Funktionen auch als Funktion in

F
(det F)'/3
den Singulidrwerten schreiben lassen; also gibt es eine Funktion gis: Ri — R mit giso(A1, A2, A3) =

Wiso (W) Offenkundig ist giso isochor, also ¢ +— giso(t A1,t A2, t A\3) konstant und damit
A (E A1t Ao, tA ):23:/\-6%0(” tAa,tA3)  fiirallet €R
dtglso 15 25 3 pa 7 a)\Z 1, 25 3 + -
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Nun gilt mit ¢t =1

1 dg
5 = A1, Az, A
o1+ 09+ 03 )\1/\2/\3 8/\ ( 1, A2, 3)
_ 391«3 1 - af
- AWAB Z)\ = (s A2, Aa) 5 Z/\ gy, MAada)
=0 :%Ju(kl)@)\‘s)
= 3 f'(MA2)3),
also tr(o(B)) = 3 f/(det V). Setzen wir F = 3 f/, sind wir fertig. |

Wir kénnen nun fiir Energien der Form (7.4.10) ein einfaches Kriterium angeben, das sicherstellt, dass aus
Pure-Shear-Dehnungen immer Pure-Shear-Cauchy-Spannungen folgen.

Lemma 7.4.3. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL™(3) — R, die einen additi-
ven isochor-volumetrischen Split aufweist. Ist W streckungs-stauchungs-symmetrisch (tension-compression
symmetric), d.h. W(F~Y) = W(F) fir alle F € GL*(3), dann gilt fiir alle Pure-Shear-Dehnungen V , dass
o(V) eine Pure-Shear-Spannung ist.

Beweis. Sei Ay = A\, Ay = % und A3 = 1. Wie in Proposition 7.4.2 gezeigt ist die Spur von o(B) eine
Funktion F in der Determinanten von V', also invariant gegeniiber isochoren Verdnderungen von B. Wegen
det B = A1 A2A3 =1 und o(1) = 0 gilt

o1+ 02+03 = tr(o(V)) = F(1) = tr(e(1)) = 0.

Koénnen wir nun o3 = 0 zeigen, so folgt o1 = —02 und wir sind fertig. Hierzu definieren wir p: Ry — R
mit p(t) := g(\, i,t) und der Ableitung p'(t) = aA:; ()\, i,t) Nun ist
A0 0 £ 00 A0 0
w(o + o o= Ww({0 x o0 =  w(lo 1 o],
0 0 t tension compr. sym. O 0 % Sym. von g 0 0 %

|

) fiir alle t € R, folgt. Leiten wir beide Seiten ab, erhalten wir

d d 1 1 1
') = —pt) = —pl| =) = —=p' (= fiir alle t € R .
0 = ) = 5 (3) = -5 (3)  mwarerer.

Setzen wir ¢ = 1 ein, erhalten wir iiber p/(1) = —p/(1) den Wert der Ableitung 0 = p/(1) = 2L (A 5. 1).

Also ist ) P
g5 = —22 9(A1)=0. u

woraus p(t) = p (

i

A1A2A3 O3 A

Definition 7.4.4. Eine Energiefunktion W: GL"(3) — R hat die (verallgemeinerte) Valanis-Landel
Form, wenn es differenzierbare Funktionen w, f: Ry — R mit f/(1) = w'(1) = 0 gibt, sodass

——

Achsenterm Volumenterm

3
Z + f(det F) fiir alle F € GL"(3). (7.4.12)

Bemerkung 7.4.5. Offenkundig ist W isotrop. Die Bedingung f/(1) = w’(1) = 0 stellt sicher, dass F = 1
eine spannungsfreie Referenzkonfiguration ist. Wir bemerken, dass eine Energie der Valanis-Landel Form
im Allgemeinen keinen isochor-isometrischen Split aufweist.

Lemma 7.4.6. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL(3) — R won der (verall-
gemeinerten) Valanis-Landel Form. Ist w streckungs-stauchungs-symmetrisch, d.h. w (%) = w(t) fir alle
t € Ry, dann gilt fiir alle Pure-Shear-Dehnungen V, dass o(V') eine Pure-Shear-Spannung ist.
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Beweis. Sei A = A\, A\g = + und \3 = 1. Wir setzen g(\1, A2, \3) = W (F), dann ist

)
0 A1 A2
57)1(/\17/\29\3) — w'(/\i)“L%ff’(/\l/\Mz)
und damit N 5 )
- i 9 _ i Iy ’
o; = My DA (A1, A2,A3) = N w'(Ai) + f(A1A223) -

Einsetzen ergibt

or = AW\ + (1) = Aw'(N),

o= () o =5 (3).
o3 = w'(1)+ f/(1) = 0.

Leiten wir beide Seiten der Bedingung w (%) = w(t) ab, erhalten wir

d d 1 1 1
/ = — = — — = —— ! — f 11 R
w'(t) dtw(t) dtw(t> e (t) ir alle t € Ry,
und damit § w’ (5) = —Aw(A), also o1 = —05». [ ]

Im letzten Kapitel haben wir Energiefunktionen vom Hencky-Typ definiert. Wir erinnern uns:

Definition 7.4.7 (Energiefunktion vom Hencky-Typ). Wir bezeichnen eine elastische Energiefunktion
W: GL*(3) — R als vom Hencky-Typ, wenn sich W als Funktion in ||devs log U||? und |trlog U|* schreiben
ldsst, d.h. wenn W von der Form

W(F) = W(||devslogU|?, [trlogU[?) (7.4.13)

mit einer differenzierbaren Funkton W: Rf_ — R ist. Hierbei bezeichnet logU = log VFTF den Hencky-
Dehnungstensor.

Definition 7.4.8 (quadratische Hencky-Energie). Wir bezeichnen die quadratische Hencky-Energie Wy :
Sym™(3) — R mit

Wru(U)

p||devslog U||> + g(tr(log U))2
>k
+ §(log det U)?

log —
178 qet s
A
= pllog U|]* + 5 (tr(log U))°. (7.4.14)
Hierbei sind p, A € R mit ¢ > 0 und 3A + 2p > 0 die sogenannten Lamé-Parameter und k € Ry der
sogenannte Bulk-Modulus.

Lemma 7.4.9. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL' (3) = R vom Hencky-Typ.
Dann gilt fiir alle Pure-Shear-Dehnungen V', dass o(V') eine Pure-Shear-Spannunyg ist.

Beweis. Wir setzen g(\1, A2, A\3) = W (F). Nach Proposition 2.5.38 auf Seite 37 kénnen wir ||devs log U||?
und | trlog U|? leicht in den Eigenwerten ausdriicken

3

Ak ? 2
Ao Ag) = W log —25 ) (log A Ashs)? | .
A A ) (Z(gm) ~—v~(°g1“’>

=1 | tr(log U)|2

=||devs log U||2
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Folgerung 2.5.37 liefert uns die Ableitungen von ||devslogU|* und |tr(logu)|?
sodass wir per Kettenregel die partiellen Ableitungen von g bestimmen kénnen:
9g

o\

nach den Eigenwerten,

Ai

oW 2
(A2 2a) = 5= (lldevslog U, ItrlogUIQ)’*logW

i

+ a—Z\:(HdeVg log U||?, \trlogU|2) . )%trlogU.

Einsetzen von A\; = A\, Ay = Iund A\5=1 ergibt

by
1
|[devslogU||? = g((1ogA2)2+(1ogx2)2+(1ogA)2) = 3(log \)?,
1
|trlogU* = |10g)\X1|2 =
also 5 )
g 2
- —(3(1 —1
o Al = 5o (3ogA)%,0) - - log
und damit 9 . oW
g 2
i = AN — (A, =, 1) = 2logA; — (3(log M),
o o ) 0g Ai 7 (3(log A)%, 0)
Wir priifen fiir ¢ € {1,2,3}
0
o] = 2log)\a—z\1}(3(log>\)2,0),
oo = 2lo fa—w(?)(log)\)z?O) = —210g)\—(3(log)\)2,0),
A 6.231
0
oy = 2log1—w(3(1ogA)2,o) =0
8$1
und sehen, dass 07 = —o9 und o3 = 0 sichergestellt ist. |

Folgerung 7.4.10. Die Energiefunktion W: GL'(3) — R sei diber Funktionen h, f Ry — R bestimmt
durch R
W(F) = h(||devslogU|?) + f(|trlogU|?). (7.4.15)

Dann gilt fiir alle pure shear stretches V, dass o(V') ein pure shear stress ist.

Beweis. Die Folgerung ist sowohl ein Spezialfall von Lemma 7.4.9 als auch von Lemma 7.4.3. Fiir das erste
setzen wir einfach W(x,y) = h(x)+ f(y). Im zweiten Fall kénnen wir wegen ||devslog U|| = ||log W I

die Funktion Wis, = h(||log vV XT X ||?) und wegen trlog U = log det U die Funktion f(x) = f(log? z) setzen
und erhalten damit den isochor-volumetrischen Split

W(F) = W< : F

Nun zeigen wir noch die Dehnungs-Stauchungs-Symmetrie von W, d.h. W(F _1) = W(F). Fiir den ersten

Summanden gilt
F VFTF
Wiso 1 = h| [log 1 1) -
(det F)'/» (det F)Y/s
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Mit F' = RU ist

(F1)'F1 = \J(RU)-T(RU)!
= VRU-TU-1R-1
= VRU-2RT
= RVU—2RT
= RU'RT

und damit

Pl RU-'RT
Wieo (| = h [log =t |2
((detF1)1/3> g g 7y | )

(

= (g s )
( N
(

Il
>

Fiir den zweiten Summanden ist

(logQ(detF)*l) = f(lodeetF) = f(detF).

5

fldet F7Y) = f((detF)™") =

Wir erhalten damit

F1 F
W(F™Y) = Wi | ———r det F71) = Wi | ———— det F) = W(F).
(F) () + e ) = Wi () 4 gy = wi
Damit sind auch die Voraussetzungen fiir Lemma 7.4.3 erfiillt. ]

Folgerung 7.4.11. Die Energicfunktion W: GL"(3) — R sei diber die Funktion h: Ry — R bestimmit
durch B
W(F) = h(|logU|J*). (7.4.16)

Dann gilt fiir alle Pure-Shear-Dehnungen V', dass o(V) eine Pure-Shear-Spannung ist.

Beweis. Die Folgerung ist ein Spezialfall von Lemma 7.4.9. Wir setzen W(s,t) := h(s + t). Da mit
Proposition 2.2.18 [[log U||* = |devslog U||*> + 3| tr(log U)|? gilt, erhalten wir

W(||devs log UJ|?, | tr(log U)|2) = B(Hlog Ul?). |
Lemma 7.4.12. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL(3) — R von der Form
W(F) = W(||devslogU|J?, trlogU) (7.4.17)
mit einer differenzierbaren Funkton W: Ri — R, wobei logU = logVFTF den Hencky-Dehnungstensor
bezeichnet. Zudem sei L
ow

+—(#1,0) = 0 fiir alle x1 € R4 (7.4.18)
8{E2

Dann gilt fiir alle pure shear stretches V', dass o(V') ein pure shear stress ist.
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Beweis. Wir gehen analog zum Beweis von Lemma 7.4.9 vor, setzen abermals g(A1, A2, A\3) = W(F) und
erhalten

3 2
— AL
g(A1, A2, A3) = W <log> , log A1 Ao )s | .
(A1, A2, Az) ; Do 1A2A3
=tr(log U)
=||devs log U||?
Analog zu Folgerung 2.5.37 auf Seite 37 ist 35~ -trlogU = und wir bestimmen die partiellen Ableitungen:
dg aW 2 i
A, Ao, A3) = ——(||devslogU||?, trlogU) - — log —————r
a)\ ( 1, M2, 3) (” eV3 Og || I T Og ) )\1, (detU)1/3
W 2
(HdeVglogUH2 trlogU) - Ve

Einsetzen von A\; = A\, Ay = % und A3 = 1 ergibt
|[devslogU||*> = 3(log \)? und trlogU =

also

0g 1 oW 9 2
a)\i ()\7 X? 1) - 8371 ( (3(10g )\) ,0)

) _
3(log \)? O)o—log)\i+8—w o

)\i 81‘2

anders als im vorigen Lemma verschwindet der Summand mit der zweiten partiellen Ableitung von W
nicht! Wir erhalten

o = A gf (A,%,l) - 210g)\i?;\1}(3(10g)\)2,0) +2g§j(dev;>,logU||2, trlogU) .
und damit
o1 = 2log\ ?’)Z (3(log A)%,0) +2 gz\; (3(log A)%,0) ,
oy = 210g§ gz\l}@(log A)20) = —2logA gz\l}(?;(log A)2,0) 42 ?;:(3(1% A)2,0),
o3 = 2logl ?Z@(log A20) = gz\:( (log A)?,0)
und sehen, dass 01 = —05 und o3 = 0 genau dann gilt, wenn g—E(B(Mg )\)2,0) =0. |

Folgerung 7.4.13. Die Energiefunktion W: GL"(3) — R sei diber Funktionen pu,g: R — R bestimmt
durch

W(F) = pu(trlogU) - (|logU|?*) + g(trlogU), (7.4.19)
mit
sgn(z) - x|+
w(@) = pr — (pr — po) exp (g”E') ; (7.4.20)

9(x) = kolee)? (1 - <1 + :) exp <:)> , (7.4.21)

mut Konstanten po, tor, Ko, €r,Ec, € € Ry
Dann gilt fiir alle pure shear stretches V', dass o(V') ein pure shear stress ist.

Bemerkung 7.4.14. Es ist sgn(z) - |[z|'™¢ — 2 fiir ¢ — 0, somit entspricht lim.\ o W(F) genau der
Energie aus Henann und Anand [36] mit u(z) = p, — (4r — po) exp(a%).

177



7. Shear

Beweis. Wir verwenden Lemma 7.4.12 und setzen W (F) = W(||devslog U|]?, trlogU) mit

W(z1,x2) = pl(xs) - x1 + g(xe).

und B
ow
G, (@1w2) = (@) w1+ (2).
Es ist
1 sen(x) - |z|ite
W(x) = ——(ur — po)(1+e) sgn(z) - 2] exp (z‘:'?()€|> ’
1 1
o = e (e 2) (12 (L) on ()
Ec Ee Ee e £e
(%)
= —KoT exp | ——
Ee
und damit

p'(0) = 0 und ¢'(0) = 0.

Wir erhalten somit

%(3(log)\)2,0) = 1/(0)3(log\)? +4'(0) = 0. .

7.4.2. Pure-Shear-Biot-Spannungen

Gegebenenfalls ist es auch interessant, die Bedingungen an eine Energiefunktion W zu kennen, sodass
aus jeder Pure-Shear-Dehnung eine Pure-Shear-Belastung folgt, d.h. es folgt TPt ist eine Pure-Shear-
Spannung.

Zur Erinnerung: Fiir den Biot-Spannungstensor T2t : GL"(3) — Sym(3) gilt definitionsgemiB
TBYF) = detF-RT o(F)F~ T, (7.4.22)

wobei F' = VR die Polarzerlegung von F' € GL"(3) mit V' € Sym™(3) und R € O(3) ist. Eingeschrinkt

auf Sym™(3) erhalten wir TBY(U) = detU - o(U) U™}, was fiir isotrope Energiefunktionen W (F) =

9(A1, A2, A3) auf

det U dg
N o=y

TBot (1) = (A1, A2, A3) (7.4.23)

fihrt.

Lemma 7.4.15. Gegeben sei eine isotrope elastische Energiefunktion W: GL"(3) — R von der (verall-

gemeinerten) Valanis-Landel Form. Ist nun w'(}) = —w/'(t) fiir alle t € Ry, dann gilt fiir alle Pure-Shear-
Dehnungen V, dass TP°Y(B) eine Pure-Shear-Spannung ist.

Beweis. Sei Ay = A, A2 = § und A3 = 1. Wir setzen g(A1, A2, A3) = W(F), dann ist

; 0
TP = 8)? (A3 A2, A3) = w'(N) +

A1d2As
Ai

F(Ada)s).
Einsetzen ergibt

TP = W'(N) + 5 f'(1) = o'(N),

TBiet — o (i) +AF(1) = —w'(N),

I = ')+ f'(1) = 0.

und damit TPt = —TPiot ynd TPt = 0. m
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05 1 15 2 25 3

Abbildung 7.12.: Die Valanis-Landel Energieausdriicke @ und w wie in (7.4.25) bzw. (7.4.27) definiert.

Bemerkung 7.4.16. Mit der Bedingung w’(1) = —w’(t) fiir alle ¢ € Ry ist w: R — R eindeutig durch
die Abbildungsvorschrift auf [1, 00) festgelegt, denn fiir alle ¢t > 0 gilt

w@) - w(l)+/1t %w (i) ds — w(1)+/1t S%w <i) ds = w(1)—/1t w;(;)ds. (7.4.24)

Beispiel 7.4.17. Die Funktion @w: Ry — R mit

B(t) = {“ -1 fiir ¢ 2 1 (7.4.25)

2(t—logt—1) fiirt<1
erfiillt die Bedingung @'(1) = —@'(t) fiir alle ¢t € Ry.
Beispiel 7.4.18. Die isotrope Energiefunktion W: GL"(3) — R mit
W (F) = 2u(U,logU — 1) + 3 (7.4.26)
der (verallgemeinerten) Valanis-Landel Form W (F) = Y" | @w(\;) + f(det U) mit f =0 und
w(t) = 2u(t(logt—1)+1) (7.4.27)
erfiillt die Bedingung w'(3) = —w'(t) fiir alle ¢ € Ry

Bemerkung 7.4.19. Die Energiefunktion aus Beispiel 7.4.18 induziert das Beckersche Elastizitétsgesetz
im querkontraktionsfreien Spezialfall [53]. Dieses konstitutive Gesetz wurde als erstes vom Geologen G.F.
Becker [5] beschrieben, der es aus einer Reihe von Axiomen einschlieBlich der Aquivalenz von Pure-Shear-
Dehnung und Pure-Shear-Biot-Spannung hergeleitet hat.

7.5. Polarzerlegung des Simple-Shear-Deformationsgradienten

Lemma 7.5.1. Gegeben sei ein Simple-Shear-Deformationsgradient F' € GLT(3). Dann lautet seine rechte
Polarzerlegung:

1 v 0 1 2+92 v 0 ) 2 0

01 0 = —- vy 2 0 ———— 0 . (7.5.1)
00 1 VAt 0 0 irz) VAEY \o o0 Jir?

FeGL*(3) VEeSym™(3) ReSO(3)
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Und fir die linke Polarzerlequng gilt:

1 v 0 1 2 v 0 1 2 0 0

01 0] = ———-[— 2 0 e[y 2+~ 0 . (75.2)
00 1 Vita? o o Vira2) VAT \o o 1+ 2

FeGL*(3) RESO(3) UeSym+ (3)

Beweis. Wir machen uns daran, den Verzerrungstensor (stretch) V' zu bestimmen. Dies erreichen wir iiber
das Wurzelziehen des Fingertensors

1 v 0\ /1 00 1++4%2 v 0
B=FF' =10 1 0|y 1 0] = ¥y 10 (7.5.3)
0 0 1/ \0 0 1 0 01
Das charakteristische Polynom von B lautet
L+ —p o 0
det(B—p-1) = v L—p 0 | = (1=p?(+~*—p)—(1—pr
0 0 1—p

= Q-p(A-p@-p++*) -7 = Q=w (1 —pw?++> -y’ -+
= Q=p=2u+p"—p7?) = Q=p)(®+(=2-7)u+1),

seine Nullstellen sind somit g =1 und

1 1 1 1
= 14+ 244 /(142922 -1 = 14+ 2+ 4 /72 + =74
1 +37" /(14577 +37 E

1 1
= 1P HAENVPR H4497) = (VP H4E9)

V2 +4
Setzen wira::% > 1, dann ist
L 2 _ Py (WP AP A VAP
a /2 Hdty 2P t+4+y 2(v/2 +4+7) 2 '

Die Eigenwerte von B lauten also (u1, 2, u3) = (a?,1, ﬁ) (die Singuldrwerte von F' sind (A1, A2, A3) =
(a,1,1)). Zu diesen Eigenwerten bestimmen wir nun die Eigenrdiume:

) ? o

Fiir o ist die Rechnung recht kurz

v oy 0 1 0 0
Br=py-z < (B-1-Dz=0 <+— v 0 0 — 010
0 0 0 0 0 0

x € span { } (7.5.4)
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Im Falle von pq und pg brauchen wir etwas Vorarbeit:

Br=ps-z < (B—XMg3-1)z=0

L+ = (14572 /72 + 1Y) v 0

— v 1— (14372 +4/72+ 194 0
0 0 1— (14372 + /7 + 7Y
7V F VA gl 0
— v —%7(7i\/4+72) 0
0 0 1
T FVA+?) 1 0
— 1 —3(yEV4+9%) 0
0 0 1
IOF VAT EVA+?) —s(r V4192 0 1 %vi\/4+v 0
— 1 ~ly£V4+42) 0] <= |0 0
0 0 1 0 O 1
Nun ergeben sich die Eigenrdume zu
—5(r VAR ) a
Br=a’-r < x€span -1 = span 1 (7.5.5)
0 0
und .
) 3o = VD) 3
Br=—-r <« x€span -1 = span -1 . (7.5.6)
«
0 0
Es ist leicht zu sehen, dass
0 a 0 1 a 1
1 0 1 0 0 0
sowie
0 a 1 VIt a?
[ I=vieer o)1= ma (5] )=y -
1 0 @ @
gilt. Somit spannen
& 11&2 0 é 1 _|_a2 1—1i-o¢2
e = () (o] wa (G) o (T
0 0 1 0 0
ein Orthonormalensystem aus Eigenvektoren zu B auf und wir erhalten
o g 1
\/1-1i-a2 \/1+Oéo¢2
Q= = 0 — (7.5.7)
0 1 0
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Wir kénnen nun auch V' bestimmen. Dazu multiplizieren wir:

a 1 a 1
T liroﬂ 0 1+a? a 0 0 Vita? 1+a?
_ : _ a
V = leag(Al,)\Q,Ag)Q = Tra? 0 —W 8 (:; (1) (1) OOI
0 1 0 o/ \Vita?z ~Vita?
o? a” ! a 1
V1ta? 0 V1+ta? V1ta2 1+a? 0
= @ 0 ——L1_ 0 0 1
14?2 14?2 1 o
o 1 0 Virer  “virer 0
o a”! o? 1 0
1+92 + 1+loc2 1+a2 = 1+a2
= T+aZ = 1+a? 1+a2 + 14+a? 0
0 1
a@®+a?) a1
1;&2 1+a? 0
= [} 7'1 2a' 0
1+a? 1+a?
0 0 1
Wir kénnen noch etwas vereinfachen: Es ist
1, I e
a=(Vy'+d+y)  ud  — = S(Vrit+d-),

somit ) )
1 1 —1 1
ta = —+4a = Vy*+4 und a = a—— = 7.
« « a
Damit ist
2« 1 o —1 o -1 o 1
B = . 5 un: 3 = . 5 — 727
1+« V2 +4 1+« a 1+« 2 44

Weiterhin ist

und damit
ale® +a™?) o+ L A +2
1+a? a+ < V2 +4
Insgesamt erhalten wir also
24+ ot 0 9
vakT vt VA +o? 0 0 Ad+2

—_ O

(7.5.8)

(7.5.9)

(7.5.10)

(7.5.11)

(7.5.12)

(7.5.13)

Mit der Kenntnis von V einschlieBlich seiner Diagonalisierung kénnen wir leicht die Polarzerlegung F' =
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V R = RU bestimmen. Da bené6tigen wir zunédchst die Inverse

11042 0 1+o¢2 é 0 0 Vita? 1+a? 0
vl = Qdiag()\l—l,/\2—17)\§1)QT — \/Ii_? 0 1+a2 0 1 0 (1) 0 1
0 1 00 of \rws ~vatar 0
« 0 1 1 a ! 0
Vita? + 1+a? Vita?
= 711?12 0 0 0 1
(e} a2
0 1 14?2 o 14+a? 0
1 o?
1+a2 + 1+a2 1+a? o 1+g2 0
- 1-1-0(2 B 1+a2 10—(i-a2 + lﬁaz 0
0 1
2« 1—a?
1+((;2 1+a2 0
= 1-a?  ale®+a”?) 0
1+a2 14+a2
0 0 1
2 _ ol 0
Va2 Va2
- | __ 2++2 0
VA2 Vat+r?
0 0 1
1 2 —y 0
= —— .| =y 24472 0 : (7.5.14)

Wegen F'= VR ist

1 2 —y 0 1 ~ 0
R=V1'F == —— .| -y 2++2 0 01 0
0 0 1

y
= ——— -2 o0 . (7.5.15)
VAt \o o Jar?

Zudem ist F' = RU, also

1 2 —v 0 1 v 0
U=R'F = Ay 2 0 010
Vit \o o Vat12) \o 0 1
1 2 vy 0
= —— |y 24792 0 |
Vit (0 0 gy
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8. Zusammenfassung und Ausblick

8.1. Zusammenfassung der Haupt- und Nebenresultate

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die folgenden neuen Ergebnisse erzielt:

Beweis der Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung im beliebigdimensionalen Fall

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Beweis der Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung (SSLI), der bis
dato nur fiir n < 4 vorlag, entwickelt. Dieser Beweis funktioniert fiir beliebige Dimensionen und verwendet
recht elementare Konzepte der Mathematik und kann so leicht nachvollzogen werden. Wir beweisen: Seien
n € Nund z,y € R"}, sodass

ex(z) < er(y) fir alle k € {1,...,n—1} und en(z) = enly).

Dann gilt

n n

> (loga;)* < ) (logy:)*.

i=1 i=1
Fiir die Anwendung auf die nichtlineare Elastizititstheorie wurde die folgende Matrix-Variante vorgestellt:
Seien U, U € Sym™ (n), sodass

I(U) < I(U) firalle ke {l,...,n—1} und  detU = detU.

Dann gilt _
log U||* < [llog U

Neue Kriterien, die ebenfalls die Giiltigkeit der SSLI sicherstellen

Wir erforschen weitere Bedingungen, welche die Ungleichung Y, (log z;)* < Y7, (log y;)? sicherstellen.
Diese Bedingungen sind keine Verschirfung der klassischen Bedingung an die elementarsymmetrischen
Polynomen zweier Vektoren und erschliefen so die Ungleichung auch fiir weitere Szenarien.

Beweis der Sum-of-Powered-Logarithms-Ungleichung im beliebigdimensionalen Fall

Es wird eine mit der SSLI sehr verwandte Ungleichung présentiert, dessen Bedingung ein weiteres Beispiel
fiir die Relevanz des Konzeptes der auch in dieser Arbeit behandelten Majorization darstellt. Wir zeigen:
Seien a,b € R™ mit a;,b; > 1. Angenommen a wird schwach von b majorisiert (a <* b), dann gilt

n n

Z(log a;)? < Z(log b;)?, fiir alle p < 0.

=1 =1

Neue Interpretation der SSLI in Bezug auf die Hencky-Energie
Wir wenden die SSLI auf die Hencky-Energie Wy : Sym™(3) — R mit

A
Wi(U) = plllog U||* + 5 (tr(log U))*  fiir alle U € Sym™ (3)
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an und zeigen die Monotonie in den Invarianten von U, d.h. von ¥ (I, I, I3) = W(U). Wir zeigen, dass
U unendlich oft differenzierbar ist und fiir alle U gilt:*
ov ov

— (I, 15, 1I3) > d — (I, 15,I3) > 0.
all(la 2, 3) fl 0 ul 612(13 2 3) = 0

Wir fithren die Klasse der Energien vom Hencky-Typ mit
W(F) = W(||devslogU|?, |trlog U|2)

ein und zeigen, dass unter Voraussetzung des monotonen Wachstums von W beziiglich des ersten Argument
die SSLI die Giiltigkeit der Baker-Ericksen-Ungleichung impliziert.

Strukturierte Herangehensweise an Shear und Finden der finiten Entsprechung des linearen
Simple-Shear

Die auf eine Pure-Shear-Cauchy-Spannung bzw. Pure-Shear-Biot-Spannung fithrende Deformation (beste-
hend aus Rotation, triaxialer Dehnung und Shear bzw. Shear, triaxiale Dehnung und Rotation) wird von
uns unter der Voraussetzung ,,Shear“ zu sein, also Volumenerhaltung, Planaritdt und Bodenparallelitiit?,
als Produkt PR bzw. RP aus Pure-Shear-Dehnung P und Rotation R der Form

cosh(a) sinh(a) 0 1 cosh(a)  sinh(a) 0
P = | sinh(a) cosh(a) 0 und R = —————— | —sinh(a) cosh(a) 0
0 0 1 cosh(2a) 0 0 cosh(2a)
ausgemacht. Wir fithren den linken Simple-Finite-Shear-Deformationsgradienten
1 1 sinh(2a) 0
F = ———— |0 cosh(2a) 0 mit « € R
cosh(Za) \g 0 cosh(2 «)

und den rechten Simple-Finite-Shear-Deformationsgradienten

1 cosh(2a) sinh(2a) 0
F = ———— 0 1 0 mit o € R
cosh(2a) 0 0 cosh(2 «)

als finite Cauchy- bzw. Biot-Entsprechung des linearen Simple-Shear ein und belegen die Linearisierung
zu Letzterem.

Zudem bietet die Arbeit die nachstehenden Nebenresultate:

e Zusammenstellung und Erweiterung von Ergebnissen aus dem Bereich der konstituti-
ven Bedingungen mit Fokus auf empirische Ungleichungen und Semi-Invertierbarkeit
von Spannungsantwortfunktionen

e Systematische Aufarbeitung des Modellierungsansatzes der nichtlinearen Elastizitéts-
theorie

e Eine hinreichende Bedingung, damit eine L6sung der Euler-Lagrange-Gleichung zum
Energiefunktional globaler Minimierer ist

e Untersuchung von Energiefunktionen der Form W (C) = a tr(C) + 8 tr(C)? 4+ v tr(C?)

—4d logdet C + ¢ mit o, 3,,d,¢( > 0 sodass Dﬁ\/(l) = 0 beziiglich der Konvexitit in C
und Anwendung obengenannter Resultate

1Hier nehmen wir explizit die Vielfachen der Einheitsmatrix aus der Betrachtung heraus; ein Umstand, der uns keinerlei
Probleme beim Schlielen auf die verwendeten Aussagen bereitet.
2Es gilt det F = 1, F hat den Eigenwert 1 zum Eigenvektor ez und e; ist ein Eigenvektor von F.
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8.2. Ausblick auf weiterfiihrende Forschungsmoglichkeiten

In vielen der betrachteten Bereiche verbleiben offene Fragestellungen, die Gegenstand zukiinftiger For-
schungsarbeiten werden konnten.

Verallgemeinerungen der Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung

Es ist bislang nicht bekannt, ob die SSLI unter schwicheren Bedingungen an die Vektoren x,y € R} gilt.
Eine mogliche Erweiterung betrifft den Fall e,, (2) < e, (y), obgleich gezeigt wurde, dass ex(z) < ek (y) nicht
ausreichend fiir die Giiltigkeit der SSLI ist. Wire es moglich, dass andere Restriktionen als die Gleichheit
en(z) = ey (y) hinreichend fiir das Gelten der SSLI sind?

Konsequenzen aus der Semi-Invertierbarkeit, die nicht notwendig die empirischen Unglei-
chungen voraussetzen

In Abschnitt 7.2 wurde gezeigt, dass viele positive Eigenschaften von elastischen Energiefunktionen, die
in der Literatur hidufig aus den empirischen Ungleichungen gefolgert werden, auch von schwécheren kon-
stitutiven Bedingungen impliziert werden, beispielsweise die Semi-Invertierbarkeit bzw. die Bi-Koaxialitéat
der Cauchy-Spannungsantwort. Eine weitere mogliche Fragestellung betrifft die Erweiterbarkeit dieser Er-
gebnisse: Gibt es leicht zu iiberpriifende Aquivalenzkriterien fiir die Bi-Koaxialitéit? Welche weiteren Kon-
sequenzen der empirischen Ungleichungen folgen aus schwécheren Bedingungen, wie z.B. den schwachen
empirischen Ungleichungen?

Alternative Eigenschaften und Bedingungen fiir die Konvexitit von Energiefunktionen in C

Das in Abschnitt 5.1 bewiesene Kriterium fiir die Minimierungseigenschaft von Losungen der elastischen
Gleichgewichtsgleichung erfordert zusitzlich zur Konvexitiit von C' = FT F die positive Semidefinitheit der
zur Losung gehorenden zweiten Piola-Kirchhoff-Spannung. Diese Bedingung ist in der Praxis nur schwer
zu lberpriifen. Es stellt sich daher die Frage, ob ein praxistaugliches Kriterium fiir diese Bedinung existiert
oder ob die Aussage auch unter zugénglicheren Bedingungen bewiesen werden kann.

Kriterien fiir den Zusammenhang zwischen Pure-Shear-Dehnungen und Pure-Shear-Span-
nungen

Die in Abschnitt 7.4 aufgezeigte hinreichende Bedingung an das konstitutive Gesetz dafiir, dass Pure-Shear-
Deformationen stets Pure-Shear-Spannungen entsprechen, kénnte um notwendige Kriterien ergénzt wer-
den. Desweiteren konnte es von Interesse sein, Kriterien aufzufinden, unter denen Pure-Shear-Spannungen
stets Pure-Shear-Deformationen erzeugen.

Zusammenstellung der Eigenschaften von verschiedenen in der Literatur erwihnten Ener-
giefunktionen

Ziel einer zukiinftigen Forschungsarbeit konnte auch die systematische Zusammenstellung eines ,, Kom-
pendiums der Elastizitétsgesetze* sein, in dem eine moglichst grofie Vielfalt konstitutiver Gesetze der
nichtlinearen Elastizitdtstheorie gesammelt und hinsichtlich ihrer konstitutiven Eigenschaften untersucht
wird. Dies wiirde unter anderem das Auffinden von Gegenbeispielen zu moglichen Implikationen konstitu-
tiver Eigenschaften ermdglichen.
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gewichtete Frobeniusnorm, 23
gewichtetes isotropes Skalarprodukt, 20
Gibbs-Ungleichung, 92

Gleichgewicht der Kréfte, 96

Hauptachsen, 24
Hauptspannungen, 111, 113, 142, 151, 162, 172
Hencky-Energie
exponentiated, 145
inkompressible, quadratische, 117
quadratische, 39, 144, 174
Heron-Verfahren, 48
Homogenitét einer Deformation, 103
Hyperelastizitét, 106

Invarianten einer Matrix, 28, 33, 34, 38-42,
66-69, 72, 120, 131, 134-152

Invertierbarkeit, 43

von isotropen Elastizitéitsgesetzen, 136
Isotrope Mengen, 27
Isotropie, 27-38

von Elastizitédtsgesetzen, 110

von Energiefunktionen, 112

Jacobi-Matrix, 8
Jensen-Ungleichung, 91

Koaxialitét, 27-35
Kofaktor, 14, 99
konstitutives Gesetz, 104
konvexe Funktion, 57
konvexe Menge, 57
Konvexitét
von Energiefunktionen, 124-133
Kreuzprodukt, 15

Lebesgue-Raum, 52
Lokalitét einer Deformation, 103

MacLaurin-Ungleichung, 68
Majorization, 59, 75

schwache, 59

schwache logarithmische, 61
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Matrixexponential, 44

Matrixlogarithmus, 46

Mooney-Rivlin-Energie
kompressible, 148

Neo-Hooke-Energie

kompressible, 149
Newton-Ungleichung, 68
Norm, 7
Normalenfeld, dufleres, 10
Normalenvektor

duflerer, 11, 95-97, 102, 105, 107

Objektivitat
von Elastizitéitsgesetzen, 107
von Energiefunktionen, 108

Piola-Identitét, 99
Polarzerlegung, 26
eines Deformationsgradienten, 103
Polynom
Koeffizienten, 63
Nullstellen, 63
primére Matrixfunktion, 44

Rotation, 56, 96, 104, 122, 153, 155, 156, 159,
163, 168, 169
lineare, 122

Saint-Venant-Kirchhoff-Energie, 116, 129, 150
isochor, 149
Satz von Cauchy, 98
Scherung, siehe shear
Schur-Konvexitét, 62, 69, 85, 86
schwache Differenzierbarkeit, 52
Semi-Invertierbarkeit, 39, 43, 134, 152, 159, 160,
163
von isotropen Elastizitétsgesetzen, 136
Shear
Szenario, 153
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shear, 153-183
Simple-Shear
finit, 158-169
linear, 157158
Skalarprodukt, 6
Sobolev-Raum, 53
Spannungsantwort, 134
spannungsfreie Referenzkonfiguration, 104, 128,
134, 163, 173
Spannungsprinzip von Euler und Cauchy, 97
Spannungstensor
Biot-Spannungstensor, 106
Cauchy-Spannungstensor, 105
Erster Piola-Kirchhoff-Spannungstensor,
106
Pure Shear, 159
zweiter Piola-Kirchhoff-Spannungstensor,
106
SSLI, siehe Sum-of-Squared-Logarithms-
Ungleichung
Sum-of-Powered-Logarithms-Ungleichung, 85
Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung,
71-86, 135, 140
Matrixform, 71
symmetrische Funktion, 63
symmetrische Menge, 63

Tangentialraum, 25
Tschebyscheff-Summenungleichung, 49

Umordnungsungleichung, 48

Valanis-Landel-Energie, 117, 127
verallgemeinerte Form, 173, 178
Verzerrung, 121
Verzerrungstensor
linearer, 121
Volumenkraftabbildung, 95, 101

Waérmeleitungsgleichung, 11



	Vorwort
	Einleitung
	Bisherige Publikationen

	Mathematische Zusammenhänge
	Grundlagen
	Matrizen und Skalarprodukte
	Differenzierbarkeit

	Matrix-Analysis
	Mengen auf Rnn
	Operatoren auf Rnn

	Frobenius-Skalarprodukt und Frobeniusnorm
	Tangentialräume
	Polarzerlegung
	Isotropie und Koaxialität
	Isotrope Funktionen
	Semi-Invertierbarkeit, Baker-Ericksen und empirischen Ungleichungen

	Matrixexponential und Matrixlogarithmus
	Exponential
	Logarithmus

	Spurungleichungen
	Heron-Verfahren
	Monotonie und die Tschebyscheff-Summenungleichung
	Partialbruchzerlegung

	Differenzierbarkeit
	Differentiation von L2mu-:6muplus1mu`39`42` "613A``45`47`"603AGL+(n)R mit L(QX)=L(X)

	Konvexität
	Majorization und Schur-Konvexität
	Nullstellen und Koeffizienten von Polynomen
	Ungleichungen zu elementarsymmetrischen Polynomen
	Eigenschaften von elementarsymmetrischen Polynomen


	Sum-of-Squared-Logarithms-Ungleichung
	Einleitung
	Die Ungleichung
	Die SSLI als Schlüssel zur Lösung eines Minimierungsproblems
	Chronologie der Lösung
	Ein elementarer Beweis auf Basis der Konvexität für n=2
	Gescheiterter Beweisversuch auf Basis von Majorization
	Der Beweis für beliebige Dimension

	Verbindungen der SSLI zur Entropie
	Andere Bedingungen für die SSLI und die Sum-of-Powered-Logarithms-Ungleichung
	Verwandte Ungleichungen
	Neue logarithmische Ungleichungen in der Informationstheorie


	Anwendung auf die nichtlineare Elastizitätstheorie
	Einführung in die nichtlineare Elastizitätstheorie
	Modellierung über das Kraftgleichgewicht nach Cauchy
	Modellierung über Energiefunktionen
	Nichtlineares Elastizitätsgesetz
	Lokalität der Deformation
	Homogenität der Deformation
	Polarzerlegung des Deformationsgradienten
	Konstitutives Gesetz
	Spannungstensoren
	Hyperelastizität
	Objektivität
	Isotropie
	Einige einfache Beispieldeformationen für inkompressible Materialien
	Verschiedene Energiefunktionen und ihr Einfluss auf uniaxiale, biaxiale und Pure-Shear-Deformation
	Darstellung isotroper Energiefunktionen als Funktion in den Invarianten
	Verzerrung
	Lineares Elastizitätsgesetz


	Konvexität von Energiefunktionen in C
	Anwendungen der Konvexität einer Energiefunktion in C
	Die Konvexität der Valanis-Landel-Energien in C
	Beispiele für die Konvexität von W"0362W(C) = `39`42` "613A``45`47`"603Atr(C) + `39`42` "613A``45`47`"603Atr(C)2 + `39`42` "613A``45`47`"603Atr(C2) - logdetC
	Die Konvexität der Saint-Venant-Kirchhoff-Energie in C
	Bestimmung der Approximation bis zur zweiten Ordnung von W"0362W1, W"0362W2 und W"0362W3

	Semi-Invertierbarkeit und die empirischen Ungleichungen
	Semi-Invertierbarkeit von isotropen Elastizitätsgesetzen
	Semi-Invertierbarkeit bei W(U)=69645069 logU 86422285 2
	Energiefunktionen vom Hencky-Typ
	Energien mit additiv isochor-volumetrischem Split
	Andere Energien


	Shear
	Shear im linearen Modell – Simple-Shear-Deformationen und Pure-Shear-Spannungen
	Shear im nichtlinearen Modell – finite Simple-Shear-Deformationen und Pure-Shear-Spannungen
	Die allgemeine Form
	Finite-Simple-Shear-Deformationen

	Linearisierung von Finite-Simple-Shear
	Konstitutive Bedingungen damit Pure-Shear-Dehnungen auf Pure-Shear-Spannungenführen
	Pure-Shear-Cauchy-Spannungen
	Pure-Shear-Biot-Spannungen

	Polarzerlegung des Simple-Shear-Deformationsgradienten

	Zusammenfassung und Ausblick
	Zusammenfassung der Haupt- und Nebenresultate
	Ausblick auf weiterführende Forschungsmöglichkeiten

	Literaturverzeichnis
	Stichwortverzeichnis


