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Zusammenfassung

Ein stetiges, lineares Funktional auf der Menge der n-dimensionalen Differentialformen mit
kompaktem Triger in einer offenen Menge des R™* heift n-dimensionaler Strom mit Ko-
dimension k. Wir betrachten n-dimensionale rektifizierbare Strome mit kompaktem Tréger,
welche durch Integration iiber eine rektifizierbare Menge M entstehen. Diese Objekte erwei-
tern die klassische Differentialgeometrie auf Flachen, welche nicht notwendigerweise glatt
sind, durch Verallgemeinerung der Konzepte in einem maftheoretischen Weg.

In dem ersten Teil dieser Arbeit beweisen wir Einschlieffungssétze fiir Area-stationdre Stro-
me, Strome mit mittlerem Kriimmungsvektor sowie fiir Area-stationdre Strome in einem
Gravitationsfeld und in Untermannigfaltigkeiten. Falls alle Randkomponenten in einer ver-
allgemeinerten nichtkonvexen Menge liegen, dann ist bereits der gesamte Tréger des Stroms
in dieser Menge enthalten. Dazu setzen wir geeignete Barrierevektorfelder in die jeweiligen
ersten Variationsformeln ein. Weiterhin zeigen wir, dass die Trager der Strome in diesen
verschiedenen Situationen nicht durch die Spitze eines Doppelkegels verlaufen kénnen. Das
fiihrt zu Nichtexistenzsétzen fiir zusammenhéngende, verallgemeinerte Fldchen unter ge-
wissen Bedingungen. In dem Fall der Area-stationéren Strome mit Kodimension Eins ver-
grofern wir den Offnungswinkel des Kegels und geben den gréftmoglichen Kegel mit der
Nichtexistenz-Eigenschaft an.

In dem zweiten Abschnitt betrachten wir Kriimmungsfliisse fiir Flichen ohne Rénder, so-
dass wir mit rektifizierbaren Varifaltigkeiten arbeiten. Wir beweisen ein Einschliefsungsre-
sultat fiir den Brakke-Fluss in eine zeitabhingige nichtkonvexe Menge und analysieren die
Entwicklung von Singularitdten. Wir enden mit der Definition eines schwachen mittleren
Kriimmungsflusses in einem Gravitationsfeld. Zusétzlich zu den Beweisen der grundlegen-
den Eigenschaften konzentrieren wir uns auf Vergleichs- und Einschliefsungssétze.






Abstract

A continuous linear functional on the set of n-dimensional differential forms with compact
support in an open set of R"** is called an n-dimensional current with codimension k. We
consider n-dimensional rectifiable currents with compact support which are obtained by in-
tegration over a rectifiable set M. These objects extend the classical differential geometry to
surfaces that are not necessarily smooth by generalizing the concepts in a measure theoretic
way.

In the first part of this thesis we prove enclosure theorems for area stationary currents,
currents with mean curvature vector and for area stationary currents in a gravity field as
well as in submanifolds. If all boundary components are in a generalized nonconvex set then
the whole support of the current is contained in this set. To see this we plug appropriate
barrier vector fields into the first variation formulas. Furthermore we show that the supports
of currents in all these different situations cannot pass through the vertex of a double-
cone. This leads to non-existence theorems for connected generalized surfaces under certain
conditions. In case of area stationary currents of codimension one we are able to enlarge the
angle of the cone and state the largest cone with the non-existence property.

In the second part we consider curvature flows of surfaces without boundaries, thus we
deal with rectifiable varifolds. We prove an enclosure result for the Brakke-flow in a time
dependent nonconvex set and we analyze the development of singularities. We end with the
definition of a weak mean curvature flow in a gravity field. In addition to the proofs of basic
properties we focus on compare and enclosure theorems.
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Einleitung

Taucht man zwei Drahtringe in Seifenlauge und zieht diese parallel und koaxial in einem hin-
reichend kleinen Abstand voneinander wieder heraus, so bildet sich eine zusammenhéngende
Seifenflache mit kleinstmoglicher Oberflache zwischen den beiden Drahtringen. Diese Flache
besitzt die Form eines Katenoids. Sind die Randringe weiter voneinander entfernt, so ent-
steht keine zusammenhéngende Flache mehr. Das Objekt mit minimaler Oberflache zerfallt
in mehrere Komponenten und besteht in diesem Fall aus den zwei disjunkten Kreisscheiben
innerhalb der Ringe. Besitzen die beiden Randringe jeweils den Radius 1 und einen Abstand
voneinander, welcher grofer als 3,01775912307664 . .. ist, dann kann die Flache nicht aus
einem zusammenhéngenden Stiick bestehen.

Wie kann man dieses und dhnliche, komplexere Phénomene in einem moglichst allgemeinen
mathematischen Kontext beschreiben? Welche Aussagen iiber Fldchen lassen sich treffen,
falls nicht nur Kreisrdnder, sondern beliebige Randkonfigurationen mit beliebig vielen Kom-
ponenten zugelassen werden? Was passiert, wenn nicht nur glatte zweidimensionale Fléachen
betrachtet werden, vielmehr in beliebigen Dimensionen und Kodimensionen gerechnet wird
sowie eine unvorstellbar grofse Klasse von Singularitdten zugelassen ist? Weiterhin ist man
bestrebt nicht nur Flachenminimierer zu betrachten, sondern auch stationdre Flichen von
verallgemeinerten Energien und die Entwicklung von geschlossenen Flachen zu untersuchen,
welche sich in einem zeitlichen Verlauf in Abhéngigkeit ihrer Kriimmung verformen.

Schon in den einfachsten Féllen ist in der Regel eine explizite Losung kaum berechenbar.
Dennoch ist man an den Ausmafen der Flichen interessiert, um einen konkreten Uberblick
iiber das Aussehen der Losungsfliche zu bekommen. Eine zweite beachtenswerte Frage ist,
ob bei den gegebenen Randdaten eine zusammenhéngende Flache existieren kann oder eine
mogliche Losung in mehrere Komponenten zerfallen muss. Bei der Untersuchung von zeitlich
fliekenden Fléchen ist man erneut an dem Ausmalt der Familie der Fldchen und besonders
an der Entstehung von Singularitdten interessiert. Die weitreichende Beantwortung dieser
Fragestellungen ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit.

Was bisher bekannt war

Wir gehen hier kurz auf die dieser Arbeit zugrunde liegenden Verdffentlichungen ein. In den
einzelnen Kapiteln wird die Literatur genauer vorgestellt.

Es war bereits T. RADO [31] bekannt, dass eine zweidimensionale Fliche in dem dreidimen-
sionalen Euklidischen Raum mit minimaler Oberflache in der konvexen Hiille ihrer Rand-
werte liegt. Ohne die Losung explizit zu kennen, erhélt man damit eine grobe Abschétzung
fiir die Form der Fldche. Das Resultat ist unabhéngig von der Anzahl der Randkomponen-
ten. S. HILDEBRANDT [21] erweiterte dieses Ergebnis, in dem Sinne, dass er nichtkonvexe
Einschlieffungsmengen fiir die Losung fand. Liegen die Randwerte beispielsweise in einem
Doppelkegel, so liegt auch die Minimalfliche oder - unter geeigneten Bedingungen - eine
Fldache mit vorgeschriebener mittlerer Kriimmung innerhalb dieses Kegels. Aufserdem ist es
fiir die Fléache, welche durchaus Verzweigungspunkte besitzen kann, nicht moéglich durch die
Kegelspitze zu verlaufen und die Fldche muss somit in mehrere Komponenten zerfallen, falls
ihre Randdaten in den beiden Kegelhilften liegen.



Diese Ergebnisse wurden von U. DIERKES [6] sowie von U. DIERKES und D. SCHWAB [10]
auf beliebige Dimensionen und Kodimensionen verallgemeinert, jedoch werden in ihren Un-
tersuchungen nur glatte Flachen ohne Singularitdten zugelassen.

Fiir Minimalflichen in einer Kodimension konnte U. DIERKES [6] aukerdem den Offnungs-
winkel des Doppelkegels verbessern, basierend auf einer Idee von R. OSSERMAN und M.
SCHIFFER [30] fiir den zweidimensionalen Fall. Dieser Doppelkegel besitzt den groftmogli-
chen Offnungswinkel, um das Nichtzusammenhiéingen von Flichen bei geeigneter Lage der
Réander zu beweisen.

Eine gute Ubersicht dieser Resultate liefert auch das Buch von U. DIERKES, S. HILDE-
BRANDT und A. J. TROMBA [8, §4.1-§4.3].

Bei der Betrachtung von Hyperflichen mit konstanter Dichte in einem Schwerefeld veran-
dern sich die Ergebnisse. Erste Resultate fiir nichtkonvexe Einschliefstungsmengen existieren
fiir den zweidimensionalen Fall unter Bedingungen an die dufieren Daten von R. BOHME,
S. HILDEBRANDT und E. TAUSCH [3] und die Erweiterung auf glatte Flachen beliebiger
Dimension stammt von S. WINKLMANN [39].

Ist eine Fléche in einem nichtstationdren Zustand gegeben, so wird sich diese in dem zeitli-
chen Verlauf verformen, um in eine ,physikalisch® giinstigere Form zu gelangen. Eine gute
Beschreibung dieses Phénomens liefert das Fliefsen in Normalenrichtung der Fldche, wobei
die Fliekstdrke durch die mittlere Kriimmung bestimmt wird. K. ECKER [13] betrachtete
diesen mittleren Kriimmungsfluss fiir glatte, beliebig dimensionale Flachen einer Kodimen-
sion und konnte, adaptierend auf dem oben genannten Resultat von U. DIERKES, ein Ein-
schliellungsresultat beweisen, welches auflerdem einen direkten Beweis fiir die Entstehung
von Singularitéten in endlicher Zeit zulésst.

Fiir Hyperflachen in einem Schwerefeld wurde der entsprechende Fluss fiir glatte parame-
trische Flachen von S. WINKLMANN [39] betrachtet. Durch vergleichbare Bedingungen wie
in dem stationdren Fall sowie an die Hohe der Anfangsfliche konnte er den gesamten Fluss
in eine nichtkonvexe Menge einschliefien.

Was bisher nicht bekannt war
Alle beschriebenen Forschungsergebnisse weisen eine Gemeinsamkeit auf:

Zunéachst existierten die entsprechenden Resultate fast immer fiir zweidimensionale Abbil-
dungen in den dreidimensionalen Raum; solche Flachen kénnen Verzweigungspunkte aufwei-
sen, also zumindest einen sehr eingeschrankten Typ von Singularitdten besitzen. Bei Flachen
beliebiger Dimension wurde in allen existierenden Arbeiten gefordert, dass diese mindestens
zweimal stetig differenzierbar in dem Sinne einer Untermannigfaltigkeit sind.

In der vorliegenden Arbeit wird diese starke Voraussetzung an die Regularitit vollsténdig
aufgehoben. Es werden beliebig dimensionale Flachen mit - in der Regel - beliebiger Kodi-
mension betrachtet, die zusétzlich jede nur vorstellbare Singularitéit besitzen diirfen. Trotz-
dem konnten wir alle Aussagen in analoger Weise darstellen und mithilfe anderer Techniken
beweisen. Haufig erweitern wir zusétzlich die nichtkonvexen Einschliefungsmengen gegen-
iiber dem glatten Fall. Des Weiteren werden weitergehende verwandte Problemstellungen



untersucht, die kein Pendant in dem klassischen Kontext besitzen. Dazu zdhlt die Untersu-
chung von nichtglatten Flachen in Untermannigfaltigkeiten und die weitreichenden neuen
Resultate des Flusses von Flichen in einem Schwerefeld. Fiir letzteren beweisen wir eine
Integralschreibweise fiir geschlossene Flachen, geben eine Definition des Flusses iiber Sin-
gularitdten hinaus an und enden mit einer ausfiihrlichen Diskussion iiber Vergleichs- und
Einschliefsungsséatze.

Aufbau der vorliegenden Arbeit und deren Hauptergebnisse

Zu Beginn stellen wir die wichtigsten Notationen dieser Arbeit vor und besprechen einige
grundlegende Funktionen mit ihren wichtigsten Eigenschaften, die wiederholt in der Arbeit
benétigt werden.

Anschliefsend geben wir in dem zweiten Kapitel eine kurze Einfilhrung in die geometrische
Maftheorie. In diesem werden die Definitionen angegeben und Resultate dargestellt, welche
fiir die weiteren Sétze und Beweise essentiell sind.

Mit Kapitel 3 und 4 folgen die beiden Hauptteile der Arbeit, zundchst die Untersuchung
der stationaren verallgemeinerten Flachen in verschiedenen Kontexten und anschlieffend die
Bearbeitung zweier Kriitmmungsfliisse.

Wir geben nun eine Ubersicht iiber die grundlegenden Definitionen und die neu bewiesenen
Resultate dieser Arbeit. Dazu seien n > 2 und k& > 1 natiirliche Zahlen.

Fiir eine offene Menge U C R"** bezeichne D"(U) die Menge aller n-dimensionalen C°°-
Differentialformen w in U mit kompaktem Trager in dem iiblichen Sinne. Der Dualraum
D,(U) := (D™(U))* ist der Raum der n-dimensionalen Strome. Fiir ein T' € D,,(U) kénnen
wir in natiirlicher Weise den Rand 0T € D,,_1(U) durch 9T (w) := T(dw) mit w € D"~ (V)
definieren. Der Trager sptT" ist das Komplement der grofiten offenen Menge 2 C U, so-
dass T(w) = 0 fiir w € D*(Q2), die Masse oder der Flécheninhalt ist vermége M(T') :=
supj,|<1 I'(w) definiert und das Bild fxT" eines Stroms 7" unter einer Abbildung f wird iiber
die zuriickgeholte Differentialform gebildet.

Wir sind im Speziellen an rektifizierbaren Strémen 7' € R, (U) interessiert. Ein Strom gehort
zu der Klasse, falls dieser die Darstellung

T(w) = /M<w<x>,5<x>> 0(x) A" (z) = /M<w<x>,s<az>> dur(z), weD'(U)

besitzt. Dabei ist M eine H™-messbare, abzéhlbar n-rektifizierbare Teilmenge von U, 6 ei-
ne positive, lokal H"-integrierbare Funktion und &: M — A, (R™**) ist eine H™-messbare
Funktion, die den H"-f.i. existierenden approximativen Tangentialraum 7, M von M ori-
entiert; die Einschrankung H" 6 bezeichnen wir mit ur.

Fiir diese Klasse léasst sich in natiirlicher Weise mit einer geeigneten Diffeomorphismus-
Einparameterfamilie ¢y, |[t| < € die erste Variation 6T := d/dt M(¢1(TLK))|1=0, K C R"T*
kompakt, bestimmen und wir kénnen von stationdren Stromen reden, welche 0T = 0 fiir
alle glatten Variationsvektorfelder erfiillen. Diese erweitern den klassischen Begriff der mi-
nimalen Untermannigfaltigkeit auf nichtregulare Mengen.

Damit kénnen wir bereits den ersten Satz der vorliegenden Arbeit formulieren, welcher ein
Einschlieffungsresultat in eine nichtkonvexe Menge fiir stationdre Strome ist und anschlie-
$end zu einer Nichtexistenzaussage fiihrt.



Aussagen, in denen wir etwas iiber die Ausmafse einer Fliache nur aus der Lage ihrer Rand-
werte erfahren, indem wir beweisen, dass die Flache innerhalb einer anderen Menge liegt,
also eingeschlossen ist, nennen wir Finschliefungssdtze. Weiterhin bezeichnen wir in der
vorliegenden Arbeit Resultate, in denen wir aus der Lage der Randwerte schlieften kénnen,
dass keine zusammenhéngende Flache existieren kann, als Nichtexistenzsdtze.

Fiir eine Signatur j = 1,...,n — 1 definieren wir die beiden quadratischen Polynome

ri(x) == 23 +...+xi+k_j und s;(x) := 37721+k—j+1 +...+22 .

Satz A Sei T € R, (R"™F) ein stationdrer Strom in R™"* mit kompaktem Triger sptT
und die Randwerte erfiillen spt 0T C H;(R) := {x € R"™*: r; — (n — 7)/j s; < R} fiir ein
j=1,...,n—1und ein R € R. Dann gilt sptT C H;(R).

Liegen weiterhin Randkomponenten spt 0T sowohl in der oberen Kegelhdlfte H1(0) N {x €
R 2,41 > 0} als auch in H1(0)N{x € R"F: 2, < 0}, dann kann spt T nicht zusam-
menhdngend sein.

In dem Fall & = 1 erhalten wir mithilfe einer anderen Beweismethode, statt des Offnungswin-
kels § = arctan(y/n — 1) des Doppelkegels H1(0), einen Nichtexistenzkegel mit groferem,
optimalem Offnungswinkel. Mit dieser Konstruktion ist der Abstand der beiden Randringe
des Seifenhautexperiments zu Beginn der Einleitung zu erkléren.

Ist die totale Variation [|§7'|| ein Radonmaf und gilt ||07||.{z € R""*: D, ||0T||(z) =
+00} = 0, dann kann —D,,.||6T ||o =: H € LY(R"k R"*; ;1) mit einer geeigneten Signa-
tur ¢ € LY (R"* S"+E=1(1); 7)), als der mittlere Kriimmungsvektor des Stroms 7" interpre-
tiert werden. Hierbei bezeichnet D,, vy die Radon-Nikodym-Ableitung fiir zwei Radonmafie
vi,© = 1,2. Wir erhalten unter geeigneten Bedingungen an den mittleren Kriimmungsvektor
exemplarisch das folgende Resultat.

Satz B Sei T € R, (R"*) ein Strom mit kompaktem Triger spt T und mittlerem Kriim-
mungsvektor H. Die Randwerte erfiillen spt 0T C H;j(R) := {x € R"*k: r; —(n—j)/jbs; <
R} firein j=1,...,n—1, ein b € [0,1] und ein R € R. Weiterhin gelte q := |z||H(x)| < 1
fiir pr-f.a. € R"*\ H;(R) und der Parameter erfiille b < 1—q. Dann gilt spt T C H,;(R).
Ist zusitzlich 0(x) > 1 pp-fii., H € LT (B.(0),R™*; up) fir ein p > n sowie sowohl

spt 0T N H1(0) N{x: zpyr > 0} # O als auch spt 0T N H1(0) N {x: zpip < 0} # 0, dann
kann spt T nicht zusammenhdngend sein.

Untersucht man nicht die erste Variation der Masse M(T') eines Stroms, sondern betrach-
tet stattdessen eine beliebige stetige Funktion F: U x A,R"** — R, welche homogen
in der zweiten Komponente ist, so lasst sich fiir das Integral von F' iiber einen Strom
T erneut die erste Variation bestimmen. Wir betrachten F(z,() = w5, |¢[,a > 0 fiir
T € Ro(R"™ N {z: 7,41 > 0}), da diese Funktion fiir « = 1 die potentielle Energie
einer homogenen Fléche in einem Schwerefeld modelliert. Kritische Losungen der ersten Va-
riationsformel dieser Masse nennen wir a-stationére Strome.

Es sind eine Reihe von Vorarbeiten notig, um geeignete Einschliefsungssidtze zu beweisen.
Fiir diese Klasse erhalten wir mithilfe eines Maximumprinzips zunéchst eine Aussage von
dem Typ eines Konvexen-Hiille-Satzes in RT’l =R N {z e R"!: 2,1 > 0}. Dazu sei
conv(A) die konvexe Hiille einer Menge A und Pg» die orthogonale Projektion auf den R™.



Satz C Sei T € R,(R™) ein a-stationdrer Strom, dann gilt

spt T' C conv(Pgrn(spt 9T)) x [mggrl)ltlT T, xens:lp%}éT xn+1].
Weiterhin erhalten wir eine allgemeine nichtkonvexe Menge als verscharfte Aussage; dazu
sei in diesem Fall H;(R) ein um v > 0 in positiver x,41-Richtung verschobenes Hyperbo-
loid. Stellen wir eine geeignete Bedingung an die ,Aufseren Daten“, also an die Geometrie
des Hyperboloiden, an o und an die Hohe der Randwerte 0T, so folgt die entsprechende
Einschlieftung ohne Kenntnisse der mittleren Kriimmung einer Losung T' € Rn(RiH).

Zusétzlich beweisen wir fiir diesen Integranden die folgende Monotonieformel.

Lemma D Sei T € R,(RT™) ein a-stationdrer Strom in einer offenen Menge U C R'H

mit T =0 in U und hy :== min_xz,11 > 0. Fir p > n gilt
respt T

(J_"MT(BU(Z/)))% < (P_n“T(BP(y»)% + hl*P i( n

fiir alle 0 < o < p < R, sodass Br(y) C U.

(e (Br()” (0% — o' 7)

Mit dieser Formel konnen wir unter der Voraussetzung 6 > 1 pp-f.i. die Existenz von sta-
tiondren Tangentialkegeln in allen Punkten des Trégers zeigen und damit beweisen wir die
Nichtexistenz von a-stationdren Stromen mit zusammenhéngenden Trégern, falls die Rand-
daten eine geeignet getrennte Lage besitzen. Ist ein Strom sogar a-minimierend unter allen
Vergleichsstromen, so merken wir an, dass in diesem Fall auch jeder Tangentialkegel Area-
minimierend ist.

Wir beenden diesen ersten Abschnitt, indem wir nun fordern, dass T' € R,,(U) und U C N,
wobei N eine beliebig dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit des R"*¥ ist. Es lassen sich
wiederum stationdre Strome definieren, wobei die erste Variationsformel von der Kriimmung
der gesamten geometrischen Situation abhingt, das heift von N und der Losung T'. Ist
speziell N eine Hyperflache, so geben wir eine Bedingung fiir einen Einschliefungssatz an, die
nur von der Kriimmung der umgebenden Untermannigfaltigkeit AN abhéngt und nicht mehr
von der stationdren Losung T selber. Dazu definieren wir eine neue Art von Kriimmung.
Es bezeichne A, (z) die Summe der n betragsmifig groften Hauptkriimmungen von N in
2 und wir erhalten ein analoges Resultat zu dem Satz B, indem H durch A,, ersetzt wird.

In dem zweiten Teil der Arbeit betrachten wir verallgemeinerte Fldchen, welche nicht sta-
tiondr sind, sondern mit der Zeit in Richtung und Stérke ihrer mittleren Kriimmung fliefen
und in dem letzten Kapitel zusédtzlich einer dufteren Schwerkraft unterworfen sind. Diese
Fléchen sollen keinen Rand besitzen, sodass wir in den Kontext der Varifaltigkeiten gehen.
Wir untersuchen die Ausmafse der Fliachen, indem wir allgemeine, zeitabhdngige Mengen
definieren, in denen der gesamte Fluss enthalten ist. Wir sprechen erneut von Finschlie-
Bungssdtzen und beweisen, dass bei einer geeigneten Startvarifaltigkeit die Tréager in dem
zeitlichen Verlauf nicht zusammenhéngend bleiben kénnen und formulieren diese Aussage
als Nichtexistenzsatz.

Sei G(n + k,n) die Menge aller n-dimensionalen Teilriume des R™™* und fiir ein offenes
U C R™* definieren wir G,,(U) := U x G(n + k,n) mit einer geeigneten Metrik. Eine
Varifaltigkeit V' in U ist dann ein Radonmaf auf G, (U).



Sei M eine abziahlbar n-rektifizierbare Menge und 7M die Menge aller Paare (z, T,M) €
G, (U), mit Punkten z, in denen der approximative Tangentialraum 7, M existiert. Ist wei-
ter eine positive, lokal H"-integrierbare Funktion 6 gegeben, dann wird fir A C G, (U)
durch V(A) := H"L(0 Xr(TMn4)) eine n-rektifizierbare Varifaltigkeit V' = v(M, 6) definiert.
Dabei ist x die charakteristische Funktion und 7 die Projektion von G, (U) auf U. Mit
diesen Objekten, welche wir in der Klasse V,,(U) zusammenfassen, arbeiten wir. Analog zu
den rektifizierbaren Stromen existiert ein assoziiertes Radonmafs uy := H"L6 auf U und es
ldsst sich die erste Variation dV bestimmen.

Ist wieder das totale Variationsmafs ||§V]| lokal endlich und absolutstetig beziiglich py-, dann
existiert ein mittlerer Kriimmungsvektor H fiir V' € V,,(R"**) und ist dieser zusitzlich in
L?(uy), dann definieren wir in dieser nichtsinguléren Situation fiir eine beliebige Testfunk-
tion ¢ € C}(R"* R*) den Brakke-Kern

Bv.o)= [

o O+ (Pr (D), H) dpay

und andernfalls setzen wir B(V,¢) := —oo. Eine Familic (Vi);eor] € Va(R™*) ist ein
Brakke-Fluss, falls mit der oberen Ableitung Dy, (¢) < B(V;, ¢) fiir alle ¢ € CH(R"* RT)
und fiir alle Zeiten ¢ € [0, T] gilt. Fiir diesen Fluss erhalten wir das folgende Einschliefungsre-

sultat, welches bei nichtpositiver rechter Seite interessante geometrische Folgerungen zulésst.

Satz E Sei (Vi)iepo,m) € Vo (R™"*) ein Brakke-Fluss in R mit spt Vo kompakt. Fiir ein
j=1,...,n—1, ein B> 0 und ein R > 0 gelte spt Vo C H;(R) := {z € R"™: r; — (n —
J—0)/j sj <R}, dann ist sptV; C H;(R — 2pt) fir alle Zeiten t € [0,T).

Folgerung F Es gelten die Voraussetzungen von Satz E. Wir betrachten den speziellen Fall
j =1 sowie f <n—1und gehen von T > 1 := R/(28) aus. Gilt 0 € spt V;, so gehort dieser
Punkt zu der singuldren Menge der Varifaltigkeit und fiir Zeiten t > 7 kann der Triger
des Brakke-Flusses Vi nicht zusammenhdngend sein, falls Komponenten des Trdgers in den
beiden Halbriumen h* = {z € R"¥: £ 2,4 > 0} liegen.

In dem letzten Kapitel dieser Arbeit beweisen wir zuerst eine Integraldarstellung fiir den
Fluss von Fléachen in einem Schwerefeld. Durch die Berechnung der Evolution des Flachen-
elements konnen wir zeigen, dass eine glatte Familie von eingebetteten n-dimensionalen
Hyperflichen M; C R’}fl mit der Gaukabbildung v: M; — S8™(1) und dem stetigen mitt-

leren Kriimmungsvektor H () := —(div g, v(z)) v(z) die Gleichung

d T — e —

” /R o, = /R (ol aar v P (Do, ( — vt vnsaw) e i,
+ +

fiir alle Testfunktionen ¢ € CH(R"™ R) erfiillt.

In einem néchsten Schritt zeigen wir, wie sich die rechte Seite der Gleichung auch fiir rek-
tifizierbare Varifaltigkeiten V' € Vn(R’ffl) interpretieren lasst und wir definieren einen
a-Brakke-Kern B%(V, ¢). Der entsprechende a-Brakke-Fluss fiir eine Familie (V});cj0,m €
Vo (R ist dann durch Dipy, (9, () < B*(Vi, ¢) fiir beliebige Testfunktionen ¢ €
CHR,RT) und alle Zeiten t € [0,7] gegeben sowie der Forderung, oberhalb der ho-
rizontalen Ebene {x € R""1: 2,11 = h,} mit einem h, > 0 fiir alle Zeiten zu bleiben.



Wir zeigen, dass fiir diesen Fluss grundlegende Eigenschaften iiber Beschréanktheit und Ste-
tigkeit erfiillt sind und geben hier die Einschliefung des gesamten Flusses in einen zeitun-
abhangigen konvexen Zylinder an.

Satz G Sei (Vi)ejo,r € Vu (R ein a-Brakke-Fluss mit spt Vo C K x [hy, h*] mit einer
abgeschlossenen, konvexen Menge K C R™ und einer Zahl h* € (hy,00). Dann gilt ebenfalls
spt Vi C K X [ha, h*] fir alle Zeiten t € [0,T).

Dieser wichtige Satz liefert die natiirliche M6glichkeit bei unseren Vergleichs- und Einschlie-
fungssitzen jeweils nur spt Vj als eine kompakte Menge vorauszusetzen. Diese Kompaktheit
ibertragt sich auf die Trager aller Zeiten.

Wir beweisen eine Reihe von Sétzen, welche konkrete Aussagen iiber den Verlauf eines
a-Brakke-Flusses machen und enden wieder mit einem Einschlieffungsresultat in einen Hy-
perboloid, wobei wir keine Bedingungen an den konkreten Fluss stellen miissen. Dieser Satz
erlaubt eine Startvarifaltigkeit zu konstruieren, sodass sich eine Singularitédt bilden kann,
wie wir an dem Beispiel konkret zeigen.

Beispiel H Sei (Vi)cjo,(n+1)-1] € Vo (R ein 1-Brakke-Fluss mit maxgespt vy Tnt1 < 20.
Weiterhin sei spt Vo kompakt und in {x € R"™: 22+, 422 —2(n—1)(2,11—10)2 < ﬁ}
enthalten sowie disjunkt von den beiden Kugeln {x € R"": 224+ 422+ (2,11 —15)? < 2}
und {z € R"": 2 + .. 422 + (241 — 5)% < 5}, Umliuft der Triger die beiden Kugeln
und tritt kein pléotzlicher Verlust von Masse auf, so liegt in dem Punkt (0,...,0,10) €
spt Vipg1)-1 eine Singularitit vor und es kann ein Fluss konstruiert werden, der anschliefiend
in mehrere Komponenten zerfillt.

Mein Dank gilt Herrn Professor U. DIERKES fiir viele interessante Vorlesungen wahrend
meines Studiums, mit denen er friithzeitig meine Begeisterung fiir die Analysis wecken konnte,
und besonders fiir die Betreuung dieser Arbeit und jegliche Unterstiitzung wiahrend meiner
Promotionszeit.
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Fachrichtungen sowie durch viele weitere Kontakte und Veranstaltungen bereichert.

Ferner gilt mein Dank der Stanford Universitdt in den USA, insbesondere danke ich Herrn
Professor B. WHITE und Herrn Professor L. SiMON, fiir die Moglichkeit meines For-
schungsaufenthalts an dem mathematischen Institut, der unter anderem fiir die erste Hélfte
dieser Dissertation inspirierend war.

Schlieflich bedanke ich mich bei meinen Kollegen TRISTAN JENSCHKE, PETER LEWIN-
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den Alpen und auf der ganzen Welt.



1 Notationen und grundlegende Definitionen

Wir verwenden in der vorliegenden Arbeit die folgenden Bezeichnungen und Definitionen in
der Regel ohne weitere Erklarungen. Sei N € N :={1,2,3,...} eine natiirliche Zahl.

Vektoren, Mengen und Funktionen

RY ist der reelle, N-dimensionale Euklidische Raum mit der Standardbasis {e1,...,en}, wo-
bei der Vektor e;j := (0,...,1,...,0) die Eins an der j-ten Stelle hat. Vereinzelt verlangen
wir von der (N + 1).-Koordinate eine Positivitatsbedingung, sodass Rf T=RNtIN{z e
RN+ & ~N+1 > 0}, und in einer Dimension ist mit dem Plus der nichtnegative reelle Zah-
lenstrahl R™ := RN {¢t € R: ¢ > 0} gekennzeichnet.

Sind v = (u1,...,un),v = (v1,...,vy) € RY zwei Vektoren, dann bezeichnet (u,v) :=
vaz 1 u;v; das (euklidische) Skalarprodukt und |u| := /(u,u) die (euklidische) Norm von u.
Das Quadrat der (euklidischen) Norm einer linearen Abbildung RN 5 Q = (g;)1<ij<n
ist durch |Q|?> = nyj:l qz-gj gegeben. Auferdem stellt Iy die N x N-Einheitsmatrix oder
Identitatsabbildung dar.

fl,fi bezeichnet den Abschluss respektive das Innere einer Menge A C R und 9A deren
(topologischen) Rand. Der Durchmesser einer Menge A ist diam(A) := sup{|z — y|: z,y €
A}. By(wo) = {x € RN: |z — 29| < p} bezeichnet den offenen Ball mit Mittelpunkt
zo € RY und Radius p > 0. Falls wir betonen wollen, dass der Ball in RY liegt, so schreiben
wir B;])V (xg). Mit einer anderen, aber sinnvollen Notation ist SV (p) := QBZJV T10) = {z €
RN+L: 2| = p} die N-dimensionale Sphdre in dem RV *! mit Radius p sowie SV (w0, p) die
entsprechende Sphire mit dem Mittelpunkt zo € RV*!. Dieselben Bezeichnungen gelten in
analoger Form fiir einen beliebigen metrischen Raum X mit der Metrik d.

Fiir eine Menge A C R besitzt die charakteristische Funktion x 4(x) den Wert Eins, falls
z € A und sie verschwindet fiir Punkte z € R \ A. Das Kronecker-Delta &;; ist Eins in dem
Fall gleicher Indizes ¢ = j und andernfalls Null.

Funktionenraume

Seien Ni, Ny € N, U eine offene Menge des RN oder eines beliebigen metrischen Raumes
X und V C RM. Eine Funktion f: U — V gehort zu der Klasse f € C(U,V) fiir eine
natiirliche Zahl j € N, falls jede Komponentenfunktion f;,;i = 1,..., Ny alle partiellen Ab-
leitungen bis zu der einschlieklich j-ten Ordnung besitzt und diese zusétzlich stetig sind.
Ist V = R, so schreiben wir f € C7(U). Es ist f € C(U,V), falls f € C(U, V) fiir jedes
j € Nund f € CO(U,V), falls alle f; stetig sind. Der Triger einer stetigen Funktion f ist
der Abschluss aller Punkte z € U, sodass f(x) # 0. Schlieflich bezeichnet f € CZ(U, V) fiir
ein j € NU {0, 00} eine C7 (U, V)-Funktion mit kompaktem Triiger in U.

Fiir f € CY(U,V) ist Df die Jacobi-Matriz von f und in dem Fall f € C?(U) bezeichnet
Df den iiblichen Gradienten und D?f die Hesse-Matriz zu der Funktion f.

Mafitheorie

Sei X ein separabler, lokal kompakter metrischer Raum. Wir bezeichnen mit 2% die Men-
ge aller Teilmengen von X. Ein (&uferes) Maff v auf X ist eine monotone, subadditi-
ve Funktion v: 2¥ — [0,00] mit v()) = 0 und eine Menge A C X ist v-messbar, falls
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v(S) =v(S\ A)+v(SNA) fir jede Teilmenge S C X gilt. Das eingeschrinkte Maf§ vi.S
fir S C X ist geméh (v.S)(A) = v(S N A) definiert. Die Borelmengen sind die Teilmengen,
welche die kleinste o-Algebra (in dem iiblichen Sinne der Maftheorie) bilden, die die offe-
nen Mengen von X enthélt. Ein Maf v heiflt Borel-reguldr, falls alle Borelmengen v-messbar
sind und fiir jede Menge A C X eine Borelmenge B D A existiert, sodass v(B) = v(A4).
Schlieflich kénnen wir das fiir diese Arbeit wichtige Radonmaf p definieren, welches ein
Borel-reguléres Mafs bezeichnet, das endlich auf kompakten Mengen ist.

Der Trdger sptp eines Radonmafes p auf X ist gegeben durch sptpu := X\ O, wobei
O 1= U;ec10; und O,y die Familie aller offenen Mengen mit p-Mafs Null ist.

In dem Fall (X,d) = (RY,|-|) betrachten wir hiufig die folgenden Mafe: Fiir zwei Mafe v;
auf RYi i = 1,2, definieren wir zunichst das Produktmaf vi x vo: oRM xRNz, [0, o]
fir eine Menge S C RM x RM durch (11 x 12)(S) = inf { 33% 11 (Ai)rva(Bi): S C
U2, (A4; x B;), A; C RNt yi-messbar , B; ¢ RN2 l/g—messbar}

Das eindimensionale Lebesguemaf$ auf R ist fiir eine Menge A C R gegeben durch L(A) =
LY(A) = inf {3, diam(C;): A € U2, Ci, C; C R} und das N-dimensionale Lebesgue-
map auf RY ist induktiv durch £V := £LN~! x £ definiert. wy := LY (B (0)) bezeichnet
das N-dimensionale Lebesguemaf des Einheitsballs in RY. Fiir eine Menge A ¢ RY und
ein m € N ist H™(A) := limg\ o inf {352 wp, (3 diam(4;))™: A € U2, A;, diam(4;) < 6}
das m-dimensionale Hausdorffmaf. Dieses ist im Allgemeinen kein Radonmafk.

Die N-dimensionale Dichte eines Mafes v in dem Punkt xz € X ist definiert vermoge
ON (v, x) == lim gwx'p~Nv(B,(z)), falls der Limes existiert.

Lemma 1.1 Sei U C RY ecine offene Menge und p ein Radonmaf auf U. Dann gilt fir
alle, bis auf abzdhlbar viele p > 0, die Identitit p(0B,(y)) = 0 fir ein beliebiges y € U,
sodass B,(y) C U.

Aus diesem Grund kénnen wir bei Radonmafien auf einem Euklidischen Raum in der Defi-
nition der Dichte den abgeschlossenen durch einen offenen Ball ersetzen.

Beweis: Die Funktion p — p(B,(y)) ist schwach monoton wachsend und somit existieren
hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen, siehe S. HILDEBRANDT |23, §2.4, Satz 2|. Sei

po ein Radius, in dem die Abbildung stetig ist, dann folgt 0 < u(9B,,(y)) = (B, (y)) —

(B (1)) = 1(Bpy(y)) — lim, ~,, 1(B,(y)) = 0, da das Radonmaf einer beliebigen Menge
von innen durch kompakte Teilmengen approximiert werden kann. (|

Eine Funktion f : U — V mit U C X,V Teilmenge eines topologischen Raumes, heifst
v-messbar, falls f=1(Q) fiir alle offenen Mengen Q C V eine v-messbare Menge ist.

Das Integral |, y J dv einer v-messbaren Funktion f: U — R ist in dem tiblichen Sinne mithil-
fe der Approximation durch einfache Funktionen definiert. f heilst v-integrierbar respektive
lokal v-integrierbar, falls [;;|f|dr < oo beziehungsweise [, |f|dv < oo fiir jede kompakte
Menge K C U erfiillt ist. Wir schreiben auferdem dt anstelle von d£!(t).

Eine Folge von Radonmafen (u;);en auf X konvergiert gegen ein Radonmafs p auf X, in
Zeichen p; — p,i — oo, falls lim; o0 [3 fdp; = [ fdp fiir jede Funktion f € C2(X) gilt.
Diese Eigenschaft wird in der Literatur haufig schwache Konvergenz genannt.

Eine Funktion f : U — V gehort zu dem Raum LP(U,V;v),1 < p < oo, fiir ein Mak v, falls
f v-messbar ist und || f|| ., @) == (f;; | fP dv)'/P < oo erfiillt. Weiterhin ist f € LY (U, V;v),
falls f € LP(K,V;v) fiir alle kompakten Mengen K C U gilt.
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Multilineare Algebra

Seien n < N zwei natiirliche Zahlen. Fiir die Vereinfachung der Darstellungen sei im Folgen-
den (i1,...,4,) eine Permutation von (1,...,n) und o = (iy,...,4,) € N ein Multivektor
sowie I, y = {a e N": 1 <4 <...<i, < N} die geordnete Multiindexmenge. Mit dem
Dach A ist die iibliche multilineare und alternierende Verkniipfung von Vektoren gemeint.

Mit A, RY bezeichnen wir den Raum aller n- Vektoren. Jedes Objekt v € A, R kann mithil-
fe der Standardbasis des RY dargestellt werden als v = Zl§i1<...<z‘n§N Qi in€iy N . N€;, =

> acl, y Gafa mit a,, € R. Das innere Produkt von A,,RY - induziert von RY - ist definiert

vermoge <Zaeln v daCas Zaeln N boa) = Zaeln + @aba, sodass {ea}aer, y eine Orthonor-
malbasis von A,RY ist. Fiir eine lineare Abbildung Q: R™ — R und einen n-Vektor
v = Eael v, Gata € A, RM definieren wir das Bild Quv € A, RNz durch

n,iN1

Quvi= Y aaQueq = > aa Qei ) A ... AQlei,). (1.1)

a€ly Ny a:(il,...,in)efn,Nl

Ein n-Vektor heiftt einfach, falls er als einfaches Dachprodukt v = v1 A... A v, von Vektoren
vj € RY geschrieben werden kann. Einfache n-Vektoren stehen in einer direkten Korrespon-
denz zu orientierten n-dimensionalen Ebenen durch den Ursprung des RV . Das erweitert die
Identifikation von Vektoren mit orientierten eindimensionalen Linien auf héher dimensionale
lineare Objekte. Wir begriinden diesen Zusammenhang genauer:

Sei L ein orientierter n-dimensionaler Teilraum von R™ und 71,...,7, eine positiv orien-
tierte Orthonormalbasis von L. Wir definieren den einfachen n-Vektor &7 ;=71 A ... AT, €
A,RN . Ist o1,...,0, eine weitere Basis von L, dann gilt mit einer linearen Abbildung
@ = (gij): R* — R der Zusammenhang o; = > ", ¢;;7; und mit den Eigenschaften des
Dachproduktes folgt o1 A... Ao, =det Q 71 A ... ATy Ist 01,..., 0, eine andere orientiere
orthonormale Basis von L, so folgt det ) = 1. Das heifit der n-Vektor &, ist eindeutig durch
die orientiere n-dimensionale Ebene L und unabhéngig von der Basis definiert. Betrachtet
man allgemeiner nur eine orientiere Basis 71, ..., 7, von L, so ist der entsprechende n-Vektor
durch &, = (11 A ... AT) /|T1 A ... ATyl gegeben.

Sei umgekehrt 0 # £ € A,RY ein einfacher n-Vektor. Wir definieren L¢ := {v € RV : ¢ Av =
0}. Dann ist L¢ ein n-dimensionaler linearer Teilraum von RY. Da ¢ einfach ist, besitzt
dieser eine Darstellung £ = v; A...Av, und die Vektoren v; sind linear unabhéngig, weil wir
& # 0 vorausgesetzt haben sowie nach den Eigenschaften des Dachproduktes. Genauer gilt
sogar v € L¢ genau dann, wenn v eine Linearkombination von vy, ..., v, ist und somit folgt
L¢ = span(vy, ..., v,). Orientiert man L¢ in der Weise, dass die vy, ..., v, positiv orientiert
sind, so folgt {1, = §/|¢]. Das erklért den behaupteten Zusammenhang.

Seiel,..., e die duale Basis des Dualraumes (R™)* von RY, welche durch (e;, e/) = §;; cha-
rakterisiert ist. A"RY := A,,(RY)* bezeichnet den Raum aller n-Kovektoren. Jedes Element

w € A"RY besitzt eine Darstellung in der Form w = > ael, y @ae”. Das innere Produkt von
A"RY ist analog durch (Zaelnw aae, Zaeln,N boe®) = Zaeln,N aqbe gegeben.
Betrachtet man fiir ein 4 = 1,..., N die Funktion z;: RN — R, (p1,...,pn) + pi, SO

gilt fiir das totale Differential angewandt auf den Basisvektor e; in dem {iblichen Sinne
(dzi(p), ej) = %%‘(p + tej)|i=o0 = %(pi + t0;5)|t=0 = d;j, sodass wir im Folgenden fiir die
Basisvektoren €' = dx; schreiben.
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Sei U € RY eine offene Menge, dann verstehen wir unter einer (glatten) n-Differentialform
w eine Abbildung U — A™RY. Diese besitzt eine Form w = Zaeln v @adTo mit aq € C>(U)
und die Menge aller n-Differentialformen auf U bezeichnen wir mit £"(U).

Die duflere Ableitung E"(U) — ETH(U) ist definiert durch dw = Zjvzl Dael, x %‘;dxj A

dz,. Die zuriickgeholte Form f#w fiir eine Abbildung f: U — V C R™2 und eine Differenti-
alformw =% Ny aa(y)dys € E™(V) ist gegeben vermége f#w := >
fdfi, A ... Adfi, € EM(U), wobei df; == S0 FHda;, j=1,..., N,

Der Trager einer Differentialform w ist der Abschluss der Menge {x € U: w(x) # 0}. Die

Menge aller glatten n-Differentialformen mit kompaktem Trager auf U bezelichnen wir mit
D"(U). Fiir jedes w € D"(U) ist die Norm durch |w| := sup,cy(w(z),w(x))?2 definiert.

a=(i1,vwesin) €Ly, Ny P ©

Fiir zwei Funktionen w = Zaeln v aadze: U — A"RYN und € = Zaeln v boo: U — A,RY
ist das Dualititsprodukt gegeben durch (w(z),&(z)) = ,c;  @a(®)ba().

Generalvoraussetzungen fiir die gesamte Arbeit

Anstelle des RY betrachten wir in der Regel den Raum R™**. Falls nicht anders angege-
ben sind stets n > 2,k > 1 natiirliche Zahlen. Dabei bezeichnet n die Dimension einer
verallgemeinerten Fliche und k deren Kodimension, welche in dem R™* enthalten ist. Wir
betrachten also keine eindimensionalen Flichen. Aukerdem ist U C R™** immer eine offene
Menge.

Wir stellen abschlieffend fiir dieses Kapitel drei Funktionen mit ihren grundlegenden Eigen-
schaften vor, welche wir in der gesamten Arbeit vielfach benotigen.

i) Die orthogonale Projektion P,

Sei L ein n-dimensionaler linearer Teilraum des R***. Mit Pr: R"** — L bezeichnen wir
die orthogonale Projektion des R™** auf L und (pij)i,jZI,...,n—l-k sind die Eintrage der Matrix

‘Pr, beziiglich der kanonischen Basis eq, ..., e,k des R % Wir wiederholen die Eigenschaf-
ten der orthogonalen Projektion, welche wichtig fiir die Resultate in dieser Arbeit sind.

Eine Projektion ist symmetrisch und idempotent, sie erfiillt also Pt = Py, sowie 73% =P
und somit ist

(PL(x),y) = (z,Pr(y)) und (Pr(z),z) = [Pr ()] fir alle z,y € R (1.2)
sowie
1PL(x)> = (Pp(z), ) < |Pr(x)||z|, das heikt |Pr(x)| < |z| fiir jedes z € R™™F.  (1.3)

Bei einer Projektionsmatrix sind alle Eigenwerte Null oder Eins und es gilt

n+k

rang Py, = spur Py, = Zpu‘ =n. (1.4)
i=1
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Betrachten wir auflerdem die Rechnung

n+k n+k n+k
pi = Y _pipii = Y _(pii)? = (pi)” + > _(pi)? = (pis)?,
j=1 j=1 =1
i
so folgt
0<py<lfirallei=1,...,n+k (1.5)

und da die i-te Spalte das projizierte Bild des Einheitsvektors e; ist, gilt
pi; = 1 genau dann, wenn e; € L fir jedesi =1,...,n+ k. (1.6)

Hiufig verwenden wir zur Verkiirzung die Schreibweise (-)' fiir die orthogonale Projektion
Pr. Mit P;1: R"* — L1 bezeichnen wir auferdem die orthogonale Projektion auf das
k-dimensionale orthogonale Komplement L+ des Raumes L und schreiben in diesen Fall

verkiirzt (-)*.

ii) Die Zoomfunktion 7, )

Die Funktion 7, ,: Rk — R"** ist fiir einen Parameter A > 0 und einen Punkt y € R"+k
definiert durch

nya(z) = A7z — y).
Insbesondere ist 7,1 die Translation T — x — y sowie 1o die Homothetie x — A\~ 'z. Die
Jacobi-Matrix der Abbildung lautet

Dny,)\(l') = /\_I]In-‘rk:- (1.7)
Lemma 1.2 Die Zoomfunktion 1, ) : Rk 5 R R st eigentlich.

Seien U,U C R™* offen. Eine invertierbare Funktion f: U — U heikt eigentlich (auf U),
falls fiir jede kompakte Menge K C U folgt, dass die Menge f~!(K) kompakt in U ist.

Beweis: Fir die Umkehrfunktion gilt n;/l\(w) = w4 y. Ist K C R*"* eine kompakte
Menge, dann ist K C B,(0) fiir ein p > 0. Fiir das Bild der Umkehrabbildung haben wir
die Inklusion 7, V(K) € By,(y) und dieses ist somit beschrinkt.

mit w; — w,i — oo. Aufgrund der Stetigkeit K > lim; o0 my x(wi) = 1y 2 (limy—so0 w;)

Fiir die Abgeschlossenheit betrachten wir eine beliebige konvergente Folge (w;);en € un }\(K )
Ny a(w) gilt fiir den Grenzwert w € ny_/l\(K) O

iii) Die Abschneidefunktion Uy (x)

Diese Abschneidefunktion wird bei der Konstruktion geeigneter Testfunktionen wiederholt
benoétigt, da die Aussagen in der Regel nur unter bestimmten Kompaktheitsvoraussetzungen
gelten.

Fiir eine Menge A C R™* bezeichnet die Funktion W4 (z) in der gesamten Arbeit eine
Abschneidefunktion beziiglich der Menge A, das heifit W4 € C®°(R"* [0, 1]) mit Uy(x) =1
fiir alle Punkte x in einer hinreichend kleinen Umgebung um die Menge A und auferhalb
nimmt die Funktion in glatter Weise den Wert Null an.

In der Regel ist die Menge A kompakt, sodass wir ¥y € C°(R"**,[0,1]) erhalten.
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2 Geometrische Malitheorie

Die geometrische Maftheorie ist ein Gebiet der Analysis, welches geometrische Probleme
durch Techniken der Maftheorie 16st. Sie erweitert die Notationen der Differentialgeometrie
auf Abbildungen und Flachen, die nicht notwendigerweise glatt sind, durch Verallgemeine-
rung dieser Konzepte in einem maftheoretischen Weg.

Warum ist geometrische Mafitheorie notwendig?
Die historische Entwicklung der Suche nach minimalen Flachen:

Ist ein Rand in dem Euklidischen Raum R™ vorgegeben, dann besteht ein typisches Pro-
blem in dem Finden einer Fléche mit diesem gegebenen Rand und kleinstmoglicher Oberfla-
che. Man denke beispielsweise an zweidimensionale Seifenhéute, die in Drahtgestelle einge-
spannt werden und nach einem Zustand minimaler Oberflachenenergie streben. Das Problem
ist nach dem Physiker J. A. F. PLATEAU (1801-1883) benannt, der solche Seifenhaut-
Experimente durchfiihrte.

Das Plateau-Problem: Existiert zu einer vorgegebenen geschlossenen Kurve I' C R? eine
Flache mit minimalem Flécheninhalt, welche von der Kurve I' aufgespannt wird?

Eine mogliche Losung des Problems stammt von J. DouGLAS [11] aus dem Jahr 1931. Er
betrachtete Abbildungen von der Einheitskreisscheibe B := B1(0) C R? in den R? und der
Rand der Scheibe 0 B wird homdomorph auf eine gegebene geschlossene Kurve I' abgebildet.
Dann existiert eine Abbildung, sodass das Bild kleinstmdglichen Flacheninhalt hat. Wir
werden Fliachen dieser Art in dem weiteren Verlauf auch Fldchen von dem ,, Abbildungstyp*
nennen.

Satz 2.1 (Existenzsatz nach J. DouGLAs) Sei ' C R? eine einfach geschlossene Kur-

ve und C := {X: B — R3, X|pp homdomorph auf '}, dann ezistiert eine Parametrisierung
Xo € C mit Area(Xy(B)) = inf yec Area(X(B)).

Es stellt sich jedoch heraus, dass diese Methode gravierende Nachteile bei der Suche nach
Flachen mit minimierender Oberflache aufweist. Sie liefert Losungen, die nicht der physika-
lischen Realitét entsprechen und auch bei der Realisierung beispielsweise durch Seifenlauge
und Drahtgestelle niemals auftauchen. Es wird in dem Allgemeinen nicht der wirkliche Fl1a-
chenminimierer gefunden, sondern nur der Minimierer in dieser sehr speziellen Klasse von
Flichen. Es existieren aber einfach geschlossene Kurven in dem R3, sodass die Fliche mit
minimierender Oberfliche nicht durch eine Abbildung von der Kreisscheibe parametrisiert
werden kann.

Betrachtet man als Randkurve einen Kreisring mit einer langlichen Ausbuchtung, wobei die-
se mittig durch den Kreisring verlauft, dann ist die minimale Fldche von dem Abbildungstyp
nicht eingebettet, sondern besitzt einen Selbstdurchschnitt. Der reale Flachenminimierer hat
einen kleineren Flacheninhalt sowie topologisch gesehen ein hoheres Geschlecht, vermeidet
dadurch den Selbstdurchschnitt und ist eine eingebettete Fliache. Fiir Abbildungen dieses
Phénomens verweisen wir auf das Buch von F. MORGAN |29, §8].

Man konnte daher zusétzlich Abbildungen von Fldchen mit hoherem Geschlecht zulassen.
Jedoch ist diese Idee nicht sehr zielfiihrend. Betrachtet man erneut den Kreisring mit Aus-
buchtung, sodass an dem Ende dieses Art Schwanzes erneut ein Kreisring ist, welcher koaxial
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iiber dem ersten Ring liegt, so werden von dieser Randkonfiguration bei geeignet angepas-
ster Skalierung sogar zwei verschiedene Fliachenminimierer von dem Abbildungstyp gefun-
den. Die wirklich minimierende Flache besitzt hingegen erneut das Geschlecht g = 1. Diese
Randkurve lasst sich in selbstdhnlich schrumpfender Weise geeignet zu einer Kette zusam-
menbauen, sodass man eine rektifizierbare Randkurve erhélt, deren eingespannte minimale
Flache von unendlichem Geschlecht ist. U. DIERKES ET AL. [7, §4.1] nennen dieses Beispiel
die ,,Monsterfldche".

Ebenso lasst sich diese Methode von J. DOUGLAS nicht auf héhere Dimensionen und Kodi-
mensionen verallgemeinern. Es fehlen Kompaktheitseigenschaften beziiglich der natiirlichen
Topologie, denn iiblicherweise méchte man solche Probleme mit der direkten Methode der
Variationsrechnung 16sen:

(1) Betrachte eine Folge von Fldchen, deren Flidcheninhalt gegen das Infimum strebt (Mi-
nimalfolge),

(2) extrahiere eine konvergente Teilfolge,

(3) zeige, dass der Limes die Flache mit kleinstem Fldcheninhalt ist.

Ein geeigneter Raum fiir diese Methode wurde mithilfe der Maftheorie gefunden. H. FEDE-
RER und W. H. FLEMING [17] fithrten 1960 die Theorie der rektifizierbaren Strome ein und
konnten Plateaus Problem in diesem sehr allgemeinen Kontext 16sen. Die Geburtsstunde
der geometrischen Mafstheorie. Grob gesprochen zeigen sie fiir beliebige Dimension n und
Kodimension k und ohne vorherige Fixierung auf einen topologischen Typ:

Satz 2.2 (Existenzsatz nach H. FEDERER und W. H. FLEMING) Sei R ein (n —
1)-dimensionaler Strom in dem R"** ohne Rand. Dann existiert ein n-dimensionaler Strom
T, sodass 0T = R und Area(T') < Area(S) fiir alle n-dimensionalen Stréme S mit 0S = R.

Die fundamentalen Objekte in der geometrischen Mafstheorie sind rektifizierbare Mengen.
Wir werden diese in dem folgenden Kapitel kurz vorstellen. Anschliefsend folgt eine Einfiih-
rung in die Theorie der Varifaltigkeiten sowie Strome, welche beide in speziellen Féllen auf
den rektifizierbaren Mengen ,leben®.

Wir verwenden im Wesentlichen die Notationen aus L. SIMON [33] und alle Referenzen die-
ses Kapitels beziehen sich ebenfalls auf diese Quelle. Wir diskutieren nur die Eigenschaften,
welche wir in dem weiteren Verlauf der Arbeit bendtigen werden. Insbesondere geben wir
nicht immer die allgemeinsten Definitionen oder die bestméglichen Folgerungen an.

2.1 Rektifizierbare Mengen

Eine rektifizierbare Menge ist beliebig nahe - in einem Maf-Sinne - an einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit und besitzt trotzdem eine sehr grofse Klasse von Singularitdten. Es
existieren zwei dquivalente Definitionen, mit denen wir direkt beginnen.

Definition 2.3 (rektifizierbare Menge) M C R"** ist eine n-dimensionale, abzihlbar
rektifizierbare Menge (im Folgenden: rektifizierbare Menge), falls
M = My U (U;’il F;(4;)), wobei H"(Mo) = 0 und Fj: A; — R"™* A; C R, ist eine
abzihlbare Familie von Lipschitzstetigen-Abbildungen.

oder
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M C U;’;OJ\/]-, wobet H"(Ny) = 0 und jedes Nj,j > 1 ist eine n-dimensionale eingebettete
C'-Untermannigfaltigkeit des R™"5.

Definition 2.4 (approximativer Tangentialraum) Sei M C R"* cine H"-messbare
Menge und 0 eine positive, lokal H"-integrierbare Funktion auf M. FEin n-dimensionaler
Unterraum P ist der approzimative Tangentialraum von M in dem Punkt x beziiglich 6,

falls
z—x

A (e ) = 06w) [ ) a )
fiir jede Funktion f € CO(R"**) gilt. Durch die Transformation z = x + My kénnen wir die
linke Seite auch durch limy\ fnz (M) f(y) 0(z + \y) dH"(y) ausdricken.

Ist eine weitere positive, lokal H"-integrierbare Funktion 6 auf M gegeben, so stimmen die
jeweiligen approximativen Tangentialraiume H"-f.ii. iiberein [33, Rmk. 11.5] und wir schrei-
ben daher P = T, M ohne eine Indizierung mit der Funktion 6.

Es gilt die bemerkenswerte dquivalente Charakterisierung [33, Thm. 11.6]: M ist genau dann
rektifizierbar, wenn es eine positive, lokal H™-integrierbare Funktion 6 auf M gibt, beziiglich
welcher der approximative Tangentialraum T, M fir H"-f.a. x € M existiert.

Da rektifizierbare Mengen M somit H"-f.i. einen Tangentialraum besitzen, ldsst sich auf
diesen Mengen Analysis betreiben und wir definieren die grundlegenden Konzepte. Dazu
kénnen wir eine disjunkte Zerlegung M = |J;Z, M; annehmen, wobei H"(Mo) = 0, M;
ist H"-messbar und M; C Nj fiir j > 1, wobei jedes Nj eine eingebettete n-dimensionale
C'-Untermannigfaltigkeit des R™** ist [33, Rmk. 11.7].

Definition 2.5 Es sei M eine rektifizierbare Menge, U C R"* offen mit M C U und
f : U — R lokal Lipschitzstetig in U sowie F : U — R"* sodass jede Komponente
F;,5 = 1,...,n+k, lokal Lipschitzstetig in U ist. Dann definieren wir in den Punkten
x € M, in denen der approrimative Tangentialraum T, M existiert,
approz. Normalraum T;-M = {v € R"™*: (v,7) =0 fiir alle 7 € T,M},
Vv f(x) :== Ny, f(z) fiir z € Mj;,
Ve TeM = R, d¥fo(7) = (7, Var f () fiir 7 € ToM,
n+k
dMFy: .M = R dVE,(r) =Y (7, Vi Fy(2))e; fiir T € T, M,
j=1
JuF(z) = \/det ((dMFy)* o (dMFy)), (-)* := adjungierte Abb.,
n+k

divaF(z) ==Y (VuFj(x),e;).
j=1

Damit haben wir die klassischen Begriffe der Differentialgeometrie iiber glatte Unterman-
nigfaltigkeiten M auf rektifizierbare Mengen M erweitert. Insbesondere gilt fiir diese Men-
gen auch buchstablich wie in dem glatten Fall die Area-Formel [33, §12|. Dazu sei g €
LYM,R*;H") und F: M — R™F injektiv sowie jedes Fj lokal Lipschitzstetig, dann folgt

/ go F~1an" :/ gJuFdH™. (2.1)
F(M) M
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2.2 Varifaltigkeiten

Sei G(n + k,n) die Menge aller n-dimensionalen linearen Teilriume des R"** ausgestattet
mit der Metrik d: G(n+ k,n) x G(n + k,n) = R, d(S,T) := |Pg — Pr|. Dabei ist Pg die
orthogonale Projektion des R"** auf den Teilraum S beziiglich der Standardbasis.

Fiir eine Menge A C R"** definieren wir das Produkt G,,(A) := AxG(n+k,n). Ausgestattet
mit der Produktmetrik wird G,,(A4) zu einem metrischen Raum, Gy, (K) ist kompakt fiir jede
kompakte Menge K C R™™* und G, (R"**) ist lokal homdomorph zu einem euklidischen
Raum der Dimension n + k + nk [33, §38|; uns stehen daher die Begriffe aus dem ersten
Kapitel zur Verfiigung. Weiter sei w die Projektion (z, S) — x von G,,(A) auf A.

Definition 2.6 (allgemeine Varifaltigkeit) Eine n-dimensionale allgemeine Varifaltig-
keit V in einer offenen Menge U C R™ ¥ st ein Radonmaf auf G, (U).

Fiir U ¢ R™* ist mit der Notation V € Gn(U) in dieser Arbeit ein Radonmaf V' auf dem
Raum G, (U) gemeint, sodass V also eine allgemeine Varifaltigkeit darstellt.

Zu einer allgemeinen Varifaltigkeit V' € G, (U) lasst sich ein Radonmafl py auf U assoziie-
ren, welches durch py (A) := (7(V))(A) fiir A C U definiert ist.

Ist eine Folge von allgemeinen Varifaltigkeiten (V;);en € G, (U) gegeben, dann ist mit einem
Grenzwert V € G, (U) die Konvergenz V; — V,i — oo die tibliche Konvergenz von Radon-
maken auf G, (U).

Seien U,U C R"** offen und f € cl(, ﬁ)~ eine Funktion, die eigentlich auf der Menge
spt py N U ist, dann ist das Bild f4V € G,(U) von V € G,(U) durch f gegeben vermoge

faV(A) = /FI(A) Jsf(x)dV(z,S), AC Gn(U) Borelmenge, [33,§39].

Dabei ist df, die bestmogliche lineare Approximation von f in x in dem iiblichen Sinn
[33, §7] und Jgf(z) := \/det ((dfz|s)* o (dfz|s)) die Jacobische, sodass die Abbildung

F:{(x,8) € Gp(U): Jsf(x) # 0} -Gp(U) durch F(z,S) := (f(x),dfz(S)) definiert ist.

Grob gesprochen dienen allgemeine Varifaltigkeiten der Untersuchung und maftheoretischen
Beschreibung von Fléchen, bei denen in ihren Punkten eine Vereinigung von linearen Rau-
men mit verschiedener Vielfachheit assoziiert werden kann. In vielen Anwendungen ist in
H"-f.a. Punkten einfach ein Tangentialraum mit Vielfachheit gegeben. Wir werden diese
speziellen Varifaltigkeiten, welche wir erneut mit V' bezeichnen, nun definieren und grund-
legende Definitionen angeben, welche mit den obigen allgemeinen Definitionen vertraglich
sind, aber hdufig eine handlichere Form besitzen.

Ist eine rektifizierbare Menge M C U gegeben und eine positive, lokal H"-integrierbare

Funktion 6 auf M, welche auf U \ M identisch verschwindet, dann definieren wir die n-
dimensionale rektifizierbare Varifaltigkeit V- = v(M,0) durch

V(A) = / O(z) AH (z), A C Gn(U), (2.2)
w(TMNA)

wobei TM = {(z,TzM): x € M, sodass T, M existiert}. Wir bezeichnen den Raum aller
n-dimensionalen rektifizierbaren Varifaltigkeiten (im Folgenden: Varifaltigkeiten) in U mit
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Vo (U). Besitzt die Funktion 6 nur positive ganzzahlige Werte, so bezeichnen wir diesen
Teilraum mit ZV,,(U) und wir sprechen von einer (rektifizierbaren) Varifaltigkeit mit ganz-
zahliger Vielfachheit.

Fiir eine Varifaltigkeit V' = v(M, 0) € V,,(U) ist das assoziierte Radonmaf py auf U durch
py = H™ 0 gegeben. Ist also A C U eine H"-messbare Menge, dann gilt

poia) = [ oanr
ANM
und wir erhalten die folgende wichtige Struktureigenschaft, T. ILMANEN [25, 1.3].

Lemma 2.7 Sei V. = v(M,0) € V,,(U) eine Varifaltigkeit mit assoziiertem Radonmaf
py = H"O, dann folgt fir py-f.a. x € U, dass die Dichte O™ (uy, x) existiert und in diesen
Punkten die Gleichheit O™ (uy,z) = 6(x) gilt.

Beweis: Wir konnen wieder eine disjunkte Zerlegung der rektifizierbaren Menge M =
Mo UUjZ, Mj mit H"(Mp) = 0 und M; C Nj annehmen und definieren das eingeschriinkte
Ma® p; := pyNj. Nach [33, Thm. 3.5] gilt fiir ein Borel-reguldres Maf p und eine p-
messbare Menge A mit endlichem Maf die Aussage O™ (u_A, x) = 0 fiir H"-f.a. x € R"TF\ A.
Daher ist ©"(uy, z) = O™ (uj, z) fiir H"-f.a. z € Nj. Somit gilt fir H"-f.a. Punkte z € N}

n n _ki(Br(@) pi(Br(x))  H"(Br(z) NNj)
Oy, 2) = 0%y ) = limy == 0= = lim <’H"(Br(x) AN )
Der zweite Faktor konvergiert fiir N\, 0 per Definition gegen die Dichte ©™(H" N}, x),
welche den Wert 1 besitzt, da N eine glatte Untermannigfaltigkeit ist und der Punkt z in

dieser liegt.
Der erste Faktor konvergiert ebenfalls, da dieser Term exakt die Radon-Nikodym Ableitung
Dagn vy ist und diese H™-f.ii. existiert [33, Thm. 4.7]. Ausgerechnet folgt

li pi(Br(z)) . py(Br(z) NN;) fBT(m)ﬂNj O(x) dH™(y)

im = lim = lim =0(x),
\0 /H?"L(BT(SC) ﬁ./\/']) 0 /Hn(Br(.’E) ﬂ./\/’]) \0 fBr(m)ﬂN} d’H’n(y) ( )
sodass insgesamt mithilfe des Grenzwertsatzes die Behauptung folgt. g

Weiterhin seien die folgenden {iblichen Definitionen fiir eine Varifaltigkeit V = v(M,0) €
Vi (U) gegeben [33, §15]:
Masse von V: M(V) := py (R"),
Tangentialraum von V in z: T,V := T, M fiir H"-f.a. x € M,
Triger von V: sptV := spt uy.
Fiir eine beliebige H™-messbare Menge A C R** ist die eingeschrinkte Varifaltigkeit VA
definiert durch

VLA :=v(M N A, H‘MQA) eVn(U). (2.3)
Seien U, U € R"** offen und ist f: spt VNU — U eine eigentliche, injektive Lipschitzstetige-
Abbildung, dann definieren wir das Bild f4V von V unter f vermoge

faV = v(f(M),00 f~1) € V(D). (2.4)

Da f(M) eine rektifizierbare Menge und @ o f~! lokal H"-integrierbar ist, stellt fxV wieder
eine rektifizierbare Varifaltigkeit dar. In dem Vergleich zu einer allgemeinen Varifaltigkeit
bendtigen wir hier weniger Regularitdt an die Funktion f.
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2.3 Strome

Die Varifaltigkeiten besitzen keine Orientierung und daher besteht keine Moglichkeit einen
geeigneten Rand fiir diese verallgemeinerten Flachen zu definieren. Wir betrachten aus die-
sem Grund ein weiteres, starkeres Konzept der geometrischen Maftheorie: Strome [33, §26].
Wiederum beginnen wir zunéchst in einem allgemeinen Kontext und konkretisieren dann
durch die Betrachtung von rektifizierbaren Stromen.

Erneut sei U C R™* eine beliebige offene Menge und fiir dieses Kapitel lassen wir aus
Griinden der Anschauung einzelner Beispiele ausnahmsweise n, k € NU {0} zu.

Definition 2.8 (Strom) Ein n-dimensionaler Strom T auf U ist ein stetiges, lineares
Funktional auf dem Raum D™(U).

Die Menge aller n-dimensionalen Stréme in U ist somit der Dualraum (D"(U))*, welchen
wir in dem Folgenden mit D,,(U) bezeichnen.

Beispiele

i) Seia € R ein beliebiger Punkt und f € D°(R) = C*®(R) eine 0-Differentialform, dann ist
durch 0,(f) := f(a) € Do(R) ein 0-dimensionaler Strom auf R definiert. Die 0-dimensionalen
Strome auf R werden auch Distributionen genannt.

ii) Sei M C R"** eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit. Dann ist durch
[M](w) == [y,w € Dyp(R"*) cin n-dimensionaler Strom definiert, wobei das Integral in
dem klassischen differentialgeometrischen Sinne zu verstehen ist.

Definition 2.9 (Rand) Sei T' € D, (U), dann ist fir n > 1 der Rand 0T € D,_1(U) des
Stroms T definiert durch 0T (w) := T (dw) fiir w € DY (U) und 8T = 0, falls n = 0.
Beispiele

i) Sei T = [(a,b)] € D1(R) und mit der 0-Differentialform f € D(R) = C*°(R) liefert
die Rechoung 8(a, B](f) = [(a, DI(dF) = [(@,))(F/(x) dz) = [* /() da = F(B) — (a) =
(0p — 94)(f) den Ausdruck 9[(a,b)] = dp — dq.

ii) Ist T = [M] € D,(R"**), so gilt nach dem Satz von Stokes I[M](w) = [M](dw) =
Jmdw = [yw = [OM](w). Also O[M] = [OM] und die Definition 2.9 verallgemeinert
den klassischen Rand einer orientierten Untermannigfaltigkeit.

Fiir einen Strom T € D,,(U) definieren wir die Masse M sowie die lokale Masse Myy fiir
ein offenes W C U durch
M(T) :=sup{T'(w): w € D"(U), |w| < 1} respektive
My (T) :=sup{T(w): w € D"(U),sptw C W, |w| < 1}

und der Trager sptT ist definiert durch
sptT:=U\ { UW offen: T'(w) = 0 fiir alle w € D™(U) mit sptw C W}.

Definition 2.10 (Bild) Sei T € D, (U) ein Strom und f: U — U C R""* eine C'-
Funktion mit flsper eigentlich. Dann ist das Bild f4T von T wunter f definiert vermdge
faT(w) = T(Uf#w) fir w € D(U). Dabei ist U = Vept Trspt (4w € Coo(U) eine belie-
bige Abschneidefunktion, die Eins in einer Umgebung der Menge sptT N spt f#w ist. Die
Definition ist unabhdngig von dieser Funktion [33, 26.20].
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Lemma 2.11 (Eigenschaften des Bildes) Sei T € D,(U) und f € C*(U,U) eigentlich
auf flsptT. Dann gelten die folgenden Aussagen

i) O(fuT) = fx(0T),
ii) spt(fuT) C f(sptT).

iii) Ist f zusdtzlich ein Diffeomorphismus, so folgt die Gleichheit spt(f4T) = f(sptT).
Bemerkung

i) Mit einem fixierten 0 < A < oo gilt fiir die Homothetie 19 y: R** — Rk po \(z) =
A7z bei der Vertauschung von Bild und Triiger die Gleichheit spt(nozT") = 1o (spt T).

Beweis: Zu i) Sei w € D"(U) eine beliebige n-Differentialform, dann folgt

OF4T(w) = 4T (do) = T(Uf#dw) & T(A(W fF0)) = OT (W fHw) = £4(0T) (),
wobei in (%) die Zuriickholung mit der &uferen Ableitung kommutiert, [33, 25.5].
Zu ii) Sei w € DM(U) mit sptw N f(sptT) = §. Dann gilt (f4T)(w) = T(Tf#w) = 0, denn
die zuriickgeholte Form f#w hat einen disjunkten Triger von der Menge spt 7 und daher
ist spt fT' C f(sptT).
Zu iii) Die Umkehrabbildung f~! ist aufgrund der Zusatzvoraussetzung ebenfalls eine ei-
gentliche C'!-Funktion. Mit zweimaliger Anwendung von der Aussage ii) folgt

spt T = spt(f, " (f4T)) C f~ (spt(f4T)) C £~ (f(spt T)) = spt T

und somit herrscht tiberall die Gleichheit. O

Wir konkretisieren nun unsere Betrachtung auf einen speziellen Teilraum von D, (U) und
gehen erneut von einer rektifizierbaren Menge M C U aus, deren Tangentialraum 7, M wir
orientieren und mit einer Vielfachheit belegen wollen [33, §27].

Definition 2.12 (Rektifizierbarer Strom) EinT € D, (U) ist ein n-dimensionaler, rek-
tifizierbarer Strom in U, falls dieser die folgende Darstellung besitzt

T(w) = /M<w(x)7€(ﬂf)>«9($) d#H"(z), weD"(U),

dabei ist M eine H™-messbare, rektifizierbare Teilmenge von U, 0 eine lokal H™-integrierbare
Funktion mit positiven Werten und €: M — A,R"* ist eine H™-messbare Funktion, sodass
diese in H"-f.a. Punkten x € M die Darstellung £(z) = T1(z) A ... A To(x) besitzt, wobei
{r1(x),...,mm(x)} eine orthonormale Basis des approximativen Tangentialraumes T,M von
M in x ist.

Die Klasse aller n-dimensionalen, rektifizierbaren Strome (im Folgenden: Strome) in U be-
zeichnen wir mit R, (U) und schreiben fiir diese Objekte auch T'= 7(M, 6,¢) € R, (U). Die
Funktion 6 heiftt die Vielfachheit und die Funktion £ die Orientierung des Stroms 7.
Besitzt 0 € N nur ganzzahlige positive Werte, so sprechen wir von einem (rektifizierbaren)
Strom mit ganzzahliger Vielfachheit und bezeichnen diesen Raum mit ZR,,(U).
Offensichtlich gelten mit diesen Definitionen die Inklusionen ZR,,(U) C R, (U) C D,(U).
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Fiir einen Strom T' = 7(M, 0,§) € R, (U) ist der approzimative Tangentialraum einfach der
approximative Tangentialraum 7, M der rektifizierbaren Menge M. Weiterhin assoziieren wir
zu T ein Radonmaf$ auf U vermoge pp := H'™L0, sodass wir auch die folgende Darstellung
fiir einen Strom T dieser Klasse erhalten

ﬂmzAwwﬂmmmn

Ist A C U eine Borelmenge, dann definieren wir die Einschrinkung Tt A € Ry, (U) durch

@ﬂmmzéwmmeMMmm=/wm@mme.

A
AuRerdem gelten die Zusammenhénge M(T) = [p.x 0dH™ = pr(R") sowie sptT =
spt p und fiir das Bild von T unter einer eigentlichen Lipschitzstetigen-Abbildung f erhal-
ten wir mit (1.1) die explizite Darstellung [33, Rmks. 26.21 & Rmks. 27.2]

(f4T)(w /(w ), d fm#f >6’ )dH" (z (2.5)

Fiir zwei Strome T, = T(Ml,al,fl) € Rnl(Ul) und 15 = T<M2,92,§2) S Rn2(U2) mit zwei
offenen Mengen U; C R™ %1 Uy ¢ R™%*2 und n;, k; € NU{0},i = 1,2, definieren wir das
kartesische Produkt durch [33, Def. 26.16 & Rmks. 27.2]

Ty x T := T(M1 X My, 0105, A fg) € Rn1+n2(U1 X Ug). (2.6)
Zusammenhinge zwischen Varifaltigkeiten und Strémen

Zu einem rektifizierbaren Strom T' = 7(M, 6,¢) € R,,(U) in einer offenen Menge U C R"+¥
mit 07 = 0 in U wird eine rektifizierbare Varifaltigkeit V' = v(M,0) € V,(U) assoziiert.
Durch das Ignorieren der Orientierung & von 7' wird die Varifaltigkeit V' wie in (2.2) mit
der Menge M und der Funktion 6 des Stroms T" definiert. Daher iibertragen sich alle Eigen-
schaften der Funktion 6 von T auch auf die Varifaltigkeit V' [33, §27].

Wir werden in dieser Arbeit wiederholt von diesem Fakt Gebrauch machen. Fiir Aussa-
gen iiber einen rektifizierbaren Strom in seinem Inneren, das heifft in einer Menge U mit
0T U = 0, wechseln wir gelegentlich in den Kontext der Varifaltigkeiten, da die entspre-
chenden Definitionen dann zusammenfallen.

Weiterhin korrespondiert zu einem rektifizierbaren Strom T' = 7(M,0,§) € Ry, (U) mit
OT = 0 in U auch eine allgemeine Varifaltigkeit V' € G, (U). Fiir eine Menge A C G, (U)
wird das Radonmafs V' definiert durch V(A) := pr(n(A)), wobei m(A) die Menge {z €
U: (z,<&(x)>) € A} bezeichnet und <&(x)> den zu dem n-Vektor § korrespondierenden
n-dimensionalen linearen Teilraum meint, vergleiche [33, Ch. 8| und Kapitel 1.

Fiir allgemeine Varifaltigkeiten, die in dieser Art aus einem rektifizierbaren Strom entstan-
den sind, fallen daher die allgemeinen Definitionen mit den spezielleren fiir die rektifizier-
baren Varifaltigkeiten zusammen. Diesen Fakt werden wir ebenfalls verwenden.

Das folgende Diagramm verdeutlicht die beschriebenen Zusammenhénge:

Varifaltigkeiten : Vv, (U) C Vo (U) C Gn(U)

definiert de finiert
definiert

Strome : IR, (U) C Rn(U) C D,(U)
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3 Einschliefungs- und Nichtexistenzresultate fiir stationare
Strome

In diesem Kapitel betrachten wir die folgenden vier unterschiedlichen Klassen von Stromen:
e Stationdre Strome des Area-Funktionals

e Strome mit vorgeschriebener mittlerer Kriimmung

e Stationdre Strome in einem Schwerefeld

e Area-stationire Strome in glatten Untermannigfaltigkeiten

In den ersten drei Féllen existieren verwandte Resultate fiir zweidimensionale Fldchen von
dem Abbildungstyp X € C%(Q,R3) N C%(Q,R3), Q C R? offen, sowie fiir n-dimensionale
C?-Untermannigfaltigkeiten M des R™*! beziehungsweise R"**. Der vierte untersuchte Fall
besitzt keine direkte klassische Vorlage.

Die bestehenden Resultate verwenden jeweils ein klassisches Maximumprinzip fiir subhar-
monische oder allgemeine elliptische Differentialgleichungen. Diese liefern eine einfache, aber
starke Moglichkeit, um von Informationen iiber die Randdaten auf das Innere einer Fliche
zu schliefien. Bei den Untermannigfaltigkeiten M in beliebigen Dimensionen n wird ,auf der
Fliche* gerechnet und daher miissen diese mindestens von der Regularititsklasse C? sein,
damit der Laplace-Beltrami Operator Ay definiert ist.

Wir verwenden kein Maximumprinzip, sondern eine Methode, bei der wir geeignete Test-
funktionen in Integralgleichungen einsetzen. Damit kénnen wir eine ,,Barriere” konstruieren,
welche die Fliachen nicht iiberwinden kénnen. Anstelle von Einschliefsungssétzen kénnte man
auch von Barriereprinzipien sprechen, wegen der starken geometrischen Bedeutung haben
wir uns jedoch fiir Ersteres entschieden.

Die Nichtexistenz von zusammenhingenden Fléchen ist bei den bestehenden Arbeiten in
der Regel eine direkte Konsequenz aus der Regularitdt der betrachteten Flachen. Unsere
Vorgehensweise ist deutlich umfangreicher und auf den jeweiligen Kontext zugeschnitten.

In den folgenden Abschnitten werden wir zunéchst jeweils die klassischen Resultate kurz dar-
stellen, anschlieltend die Klasse der betrachteten Strome genauer definieren und schliefslich
die neuen Aussagen formulieren und beweisen. Einzelne Bemerkungen weisen auf weiterfiih-
rende Ergebnisse hin oder verdeutlichen die Einbettung des Satzes in den iibergeordneten
Kontext.

3.1 Stationare Fliachen des Area-Funktionals

3.1.1 Klassische Minimalflachen

Sei Q C R? offen, zusammenhingend und beschrinkt und wir schreiben typischerweise
w = (u,v) € Q fiir einen Punkt in dieser Menge. Dann heift eine nichtkonstante Abbil-
dung X € C%(Q,R3) N C%(Q,R3) eine (endliche, zusammenhingende) Minimalfiiche, falls
AX := Xy + Xop = 0 und | X, |? = | A, |2, (Xy, Xy) = 0 in Q erfiillt ist.
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Wir bezeichnen mit conv(A) := ({K: A C K, K konvex} die konvere Hiille einer Menge A.
Es war bereits dem ungarischen Mathematiker T'. RADO [31] in dem Jahr 1933 bekannt, dass
eine Minimalfliche in der konvexen Hiille ihrer Randwerte liegt, also X' (Q) C conv (X (92))
erfiillt ist. Der Beweis benétigt ausschliefslich die Harmonizitdt AX = 0 der Flédche und der

Satz gilt daher fiir jede harmonische Abbildung.

Verwendet man zusitzlich die Konformititsrelationen |X,|2 = |A,|?, (X, X,) = 0, dann
lassen sich unter Umsténden stérkere Aussagen treffen. In dem Jahr 1972 betrachtete S.
HILDEBRANDT |21, §1] nichtkonvexe Mengen und erhielt den folgenden Einschlieffungssatz.

Satz 3.1 (EinschlieRungssatz nach S. HILDEBRANDT) Sei X: Q — R3 eine Mini-
malfliche, deren Rand X (02) innerhalb des Hyperboloids

H(R) == {(z,y,2) eR>: 2 + > — 22 <R}, RcR

liegt, dann gilt bereits fir die komplette Fliche die Inklusion X (2) C H(R).

Der Beweis dieses Satzes basiert auf dem Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen,
indem gezeigt wird, dass die Verkniipfung f o X mit f: R3 — R, f(x,y,2) = 22 + y? — 22
eine subharmonische Funktion in €2 ist. Da fo X (w) < R fiir Punkte w € 09, folgt aufgrund
des Maximumprinzips die Ungleichung ebenfalls fiir innere Punkte w € 2.

In dem Grenzfall R = 0 erhélt man den Doppelkegel K = {(z,y,2) € R3: 22 + % < 2?}
und der Einschlieffungssatz bleibt weiterhin giiltig. Wir nehmen nun an, dass Komponenten
des Randes X'(92) in den beiden disjunkten Kegelhilften K* := K N {£2z > 0} liegen. Da
Q zusammenhéngend ist, existiert ein wy € €2, sodass der Punkt X (wp) in der Kegelspitze
liegt, also X'(wp) = 0 erfiillt. Allerdings besitzt X' in jedem Punkt eine (verallgemeinerte)
Tangentialflache, da stets der Grenzwert

lim v(w) = lim tu N Xy

w—rwo w—wo |Xu VAN XU|

(w)

fiir eine Normale v existiert, und somit die Relation X(wp) = 0 unmdglich ist. S. HILDE-
BRANDT erhielt weiterhin einen Nichtexistenzsatz.

Satz 3.2 (Nichtexistenzsatz nach S. HILDEBRANDT) Es euistiert keine Minimalfid-
che X: Q — R3 mit Randkomponenten in K, welche sowohl in K+ als auch in K~ liegen.

Etwa zwanzig Jahre spiter wurden die Resultate zunéchst von U. DIERKES [6] und nach wei-
teren 14 Jahren allgemeiner in einer gemeinsamen Arbeit von U. DIERKES und D. SCHWAB
[10] auf beliebige kompakte n-dimensionale minimale Untermannigfaltigkeiten M C R"+¥
mit beliebiger Kodimension k& erweitert. Diese konnen durch die Gleichung Ayqz = 0 cha-
rakterisiert werden. Es werden Hyperboloide H(R) mit verschiedener Signatur als Einschlie-
Bungsmengen angegeben. Der Beweis beruht erneut auf einer Form des Maximumprinzips
fiir subharmonische Funktionen, daher miissen die Untermannigfaltigkeiten von der Re-
gularitiitsklasse C? sein. Wir zitieren hier exemplarisch das Hyperboloid H(R) = {x €
RHE: 22 4.+ a2 — (n—1)a2,, < R}, welches fir R = 0 in einen geeigneten Dop-
pelkegel iibergeht, und da glatte Fliachen nicht durch die Punktsingularitit der Kegelspitze
verlaufen konnen, erhélt man somit das folgende Resultat.
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Satz 3.3 (Einschliefungs- und Nichtexistenzsatz nach U. DIERKES) Es sei M C
R™* eine kompakte, n-dimensionale, minimale C2-Untermannigfaltigkeit mit Randwerten
OM innerhalb des Hyperboloids H(R) fir eine Zahl R € R. Dann gilt fir die gesamte Fliche
die Einschliefung M C H(R).

Weiterhin existiert keine zusammenhdngende, kompakte, n-dimensionale, minimale C?- Un-
termannigfaltigheit M C R™* mit OM C K := H(0), sodass Randkomponenten sowohl in
KT := KN {zpr > 0} als auch in K~ := K N {x, < 0} liegen.

Es sei angemerkt, dass eine Minimalflache oder eine minimale Untermannigfaltigkeit nicht
den Flacheninhalt minimieren muss, sondern nur eine kritische Losung des Flachenfunk-
tionals ist. Wir sprechen jedoch nicht von stationédren Flachen, sondern schliefsen uns der
allgemein verbreiteten Ausdrucksweise an.

Es stellt sich die Frage, ob wir analoge Resultate fiir eine n-dimensionale Fliche in dem R t*
beweisen konnen, fiir die wir keine Regularitdt fordern miissen. In den folgenden Kapiteln
werden wir diese Frage positiv beantworten und dazu in den Kontext der geometrischen Mafs-
theorie gehen. Wir wollen ebenfalls nur kritische Losungen des Area-Funktionals betrachten
und keine Fléachen, die den Flacheninhalt minimieren. In der geometrischen Mafstheorie wird
dann in der Regel von stationdren Stromen gesprochen. Wir folgen dieser Ausdrucksweise.

3.1.2 Stationire Strome

Im Folgenden sei U C R™** offen und fiir € > 0 bezeichne (bt)te(—ce): U — U eine Einpa-
rameterfamilie von Diffeomorphismen mit den folgenden Eigenschaften

(1) ¢o(z) =z fiir alle x € U,
(2) (z,t) — ¢¢(x) ist eine glatte Abbildung U x (—¢,¢) — U,

(3) es existiert eine kompakte Menge K C U, sodass ¢;(z)|in g = = fiir alle t € (—¢,¢).

Weiterhin sei X (x) := 6¢étt:z:) ‘ 1o die Anfangsgeschwindigkeit fiir die Familie (¢¢). Anstelle
eines Stroms T = 7(M,0,§) € R, (U) betrachten wir zundchst allgemeiner eine rektifi-
zierbare Varifaltigkeit V' = v(M,0) € V,(U). Dann gilt nach dem Kapitel 2.2 {iber die
Varifaltigkeiten

(23)&(24) 1
)

M (¢ (VLK (v(¢t(MﬂK),0|MmK oY) :/ fo¢ dH"

ot (MNK)

:/ oy OdH™,
M

wobei die letzte Gleichheit aufgrund der Area-Formel (2.1) gilt und wir ¢, := ¢|pnu gesetzt
haben. Wegen der Entwicklung Jas1y = 1 + tdivy, X + o(t), vergleiche L. SIMON [33, §9],
folgt fiir die erste Variation schliefslich

d

WV (X) := 7

M(¢t#(VI_K))|t70 = / divys X 0dH" = / divy X dpy.

N M M
Somit erhalten wir die folgenden sinnvollen Definitionen der Area-Stationaritét fiir rektifi-
zierbare Varifaltigkeiten und Stréme. Wir werden im Folgenden , Area“ unterdriicken und
einfach von stationdren Objekten sprechen.
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Definition 3.4 (Stationére Varifaltigkeit) Eine Varifaltigkeit V. = v(M,0) € V,(U)
heifst stationdr in U, falls

/ divy X duy =0
U

fiir alle X € CH(U,R"tk) gilt.

Definition 3.5 (Stationédrer Strom) FEin Strom T = 7(M,0,§) € R, (U) heifst stationdr
in U, wenn die zugehdrige Varifaltigkeit V.= v(M,0) € V,(U\spt 0T") stationdr in U\spt 0T
u5t.

In Aquivalenter Weise konnen wir stationare Strome direkt charakterisieren, indem wir in der
ersten Variationsformel Anfangsgeschwindigkeiten einsetzen, die auf dem Trager des Randes
eines Stromes verschwinden.

Definition 3.6 (Stationédrer Strom) FEin Strom T = 7(M,0,§) € R, (U) heifst stationdr
in U, falls

r(X) = / divp X dpr =0 (3.1)
U

fiir alle X € CL(U \ spt 0T, R"*¥) gilt.

Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Beweise der Aussagen {iber die stationdren Strome stellt
die sogenannte Monotonieformel dar, welche wir fiir spatere Referenzen hier zitieren. Wir
formulieren diese direkt in dem Kontext der stationdren Strome; natiirlich gilt das analoge
Resultat fiir jede stationédre Varifaltigkeit. Wir werden in den spéteren Kapiteln noch weitere
Monotonieformeln in anderen Kontexten betrachten.

Satz 3.7 (Monotonieformel fiir stationire Strome) Sei T' € R, (U) ein stationdrer
Strom in U, y € U \ spt T ein beliebiger Punkt und R > 0 so gewdhlt, dass Br(y) C U
und Br(y) NsptdT = 0. Dann ist fir 0 < p < R die Funktion f(p) :== p "ur(B,(y)) =
p "M(TLB,(y)) (schwach) monoton wachsend in p.

Beweis: L. SIMON [33, Thm. 17.6] mit A = 0. O

Wir werden in den folgenden Bemerkungen vereinzelt von der starkeren Voraussetzung der
Area-minimierenden Strome sprechen. Daher geben wir hier die entsprechende Definition
nach L. SIMON [33, Def. 33.1] an.

Definition 3.8 (Minimierender Strom) Ein T € R, (U) heifst Area-minimierend in U,
falls My (T) < My (S) fir alle offenen W CC U und fiir alle S € Ry, (U) mit S = 0T in
U gilt, sodass spt(S —T) eine kompakte Teilmenge von W ist.

Diese Klasse von Stromen minimieren also tatséchlich den Flicheninhalt unter fixierten
Randwerten. Es ist leicht zu sehen, dass ein Area-minimierender Strom die Variationsformel
(3.1) fiir stationdre Strome erfiillt. Dazu betrachten wir die Deformation ¢(¢,z): (—¢,¢) x
U— U o¢(t,x) = ¢(x) := 2 +tX () mit einem C'-Vektorfeld X auf U, welches kompakten
Tréager in U \ spt 0T besitzt. Dann gilt O(¢pT') = ¢ (0T) = OT sowie spt(pepl —T) =
spt X, sodass ¢y T ein zulédssiger Vergleichsstrom ist und die Definition 3.8 liefert fiir jedes
offene W O spt X die Abschétzung My (T') = My (¢oxT) < My (¢exT'). Somit folgt mit
K := W notwendigerweise 6T(X) = %M(gﬂ)t#(Tl_K))’t:O =0.
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3.1.3 Ein Einschliefsungssatz

In der Literatur ist in dem Kontext der geometrischen Mafitheorie bisher nur der folgen-
de Konvexe-Hiille Satz fiir stationdre Strome bekannt, L. SIMON [33, Thm. 19.2 & Rmk.
34.2(2)]. Weitere Einschliefungssidtze oder gar Nichtexistenzsitze existieren nach Wissen
des Autors nicht.

Satz 3.9 (Konvexe-Hiille Satz) Es sei T € R, (R"*) ein stationdrer Strom in Rtk
mit kompaktem Triger und Randwerten OT. Dann gilt spt T C conv(spt 0T).

Wir beweisen einen Einschliefsungssatz mit nichtkonvexen Mengen. Dazu definieren wir fiir

jedes j = 1,...,n — 1 eine quadratische Funktion g¢;(z) = ¢;j(z1,...,Zn4k): R*™ T+ & R
vermoge
n+k—j n—j n+k
2 - 2
gj(z) == Z i — — Z xy.
i=1 I imnieji
Definieren wir die Polynome r;(z) und s;(z) durch
n+k—j n+k
2 2
ri(x) == Z xj und sj(x) := Z xs,
i=1 i=n+k—j+1

so erhalten wir ¢;(z) = rj(x)—(n—j)/Jj s;(x). Weiterhin betrachten wir das verallgemeinerte
Hyperboloid H;(R) := {x € R : g;(z) < R} fiir ein beliebiges R € R, welches im
Allgemeinen nicht konvex ist. Wir nennen den Parameter j die Signatur des Hyperboloids.
Damit kénnen wir den allgemeinen Einschliefsungssatz fiir stationére Strome formulieren.

Satz 3.10 (EinschlieBungssatz) Sei T € R, (R"™*) ein stationdrer Strom in R™F mit
kompaktem Triger spt T und die Randwerte erfillen spt 0T C H;(R) fiir ein R € R und ein
j=1,....,n—1. Dann gilt sptT C H;(R).

Bemerkungen

i) Die Aussage gilt auch fiir eine Menge, welche kongruent zu dem Hyperboloid H;(R) ist,
das heifst durch Anwendungen von Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen aus dem
Koérper #H;(R) hervorgeht.

ii) Die Behauptung ist ebenfalls fiir Signaturen n < j < n + k giiltig, jedoch erhalten wir
dann fiir die Menge H;(R) einen konvexen Kérper und die Aussage ist in diesen Féllen
sogar schwécher als der Satz 3.9 iiber den Einschluss in die konvexe Hiille der Randwerte.
Konkret erhalten wir fiir den Kérper H;(R) bei j = n einen Zylinder, fir n+1 < j <n+k
cinen Ellipsoiden mit n + k — j Halbachsen der Linge v/R sowie j Halbachsen der Linge
VRj/(j —n) und fiir den Grenzfall j = n+ k eine Kugel mit Radius \/R (n + k)/k, indem
wir in diesem Fall 7j(x) = 0 interpretieren.

In allen diesen Féllen ist —(n — j)/j > 0 und daher ist auch der Beweis des Satzes elementar,
da der unten abzuschétzende Ausdruck divysZ in diesem Fall pp-f.d. positiv ist.

Beweis: Wir definieren die offene Menge U := R"+k\7{j(R). Dann ist nach Voraussetzung
0T = 0 in U und wir konnen in der Variationsformel (3.1) mit Vektorfeldern X testen,
welche kompakten Tréager in U besitzen.

Sei € > 0 beliebig. Die Funktion v: R — R, ¢ — 7(¢), bezeichnet eine beliebige nichtnegative
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und nichtfallende C'-Funktion, es gilt also () > 0 und ~/(t) > 0 fiir alle ¢ € R. Diese
soll folgende zusétzliche Eigenschaften erfiillen: v(t) = 0 fir ¢t < R + € und «(t) > 0 sowie
7/(t) > 0 fiir t > R+ e. Wir definieren weiter eine Funktion & : R"*¥ — R"** durch

. n—J n—j
$($) = 9517-‘-7$n+k—j7—7$n+k—j+1,~~,— j Tn+k

und betrachten das Vektorfeld X (z) := Vg, 7(x) v(gj(x)) (). Aufgrund der Konstruktion
gilt X € CH(U,R"**) und somit ist X eine zuliissige Testfunktion in der ersten Variations-
formel. Auf dem Tréger des Makes pg ist die Funktion Wgp 7(x) konstant Eins, sodass wir
sie bei den Rechnungen nicht weiter beriicksichtigen miissen.

Im Folgenden bezeichne T, M den approximativen Tangentialraum von T, welcher pr-f.ii.
existiert. Weiter sei Py 37 : R"* — T, M die orthogonale Projektion mit der Matrixdarstel-
lung (pij)i j=1,..n+k beziiglich der Standardbasis ey, ..., ep4s des R™** und wir verwenden
zusétzlich abkiirzend ()T fiir diese Projektion.

Fiir die Divergenz auf der Menge M folgt mithilfe der Produktregel divy, X = (Vyy, &) +
~v divysz. Wir berechnen die verschiedenen Ausdriicke getrennt. Zunéchst gilt

Vuv(a5) = 7' (¢)) (Dgj) " =27'(g) &'
und damit erhalten wir den folgenden Ausdruck fiir den ersten Summanden

. T oA (12 )
(Y (g), &) = 29 (g) (@ T, ) 2 29/ (qy) |3 T2,

welcher nichtnegativ ist. Zweitens ist

n+k n+k—j n— ] n+k
divy = Z(VM@‘, e;) = Z (Vs eq) — — Z (Vi eq)
i1 i=1 I it
n+k—j n—j n+k n+k—j n—j n+k
T - T -
= > e e) — — doolele) =D pi— — > b
i=1 . TS| i=1 . TS
n+k n+k . n+k n+k
n—j (1.4) n
:me;— Z Dii — p Z Pii = N — — Z Dii,
i=1 i=n+k—j+1 A S TS i=n+k—j+1

welcher nach (1.5) erneut nichtnegativ ist.
Setzen wir die Terme in die Variationsformel (3.1) ein, so erhalten wir die Integralgleichung

n+k

mn ~
0=/R+k7(qj){n—. > pn}+27’(qj)\$T\2duT~

i=n+k—j+1

Wir untersuchen den Integranden im Detail. Fiir jedest =n+k—j5+1,...,n+ k gilt wie
in (1.6) fiir das Matrixelement p; = 1 genau dann, wenn e; € 7, M. In anderen Worten
ausgedriickt, wir haben fir up-f.a. x € M

n+k
{n—ﬁ Z pii}—Ogenaudann,wennpii—lfﬁrallei—n+k—j+1,...,n+k
I imnth—jt1
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und andernfalls ist der Term strikt positiv. Wir definieren die Menge F durch
E:={x e M: T, M existiert und epqr—ji1,...,ntr € T M}

und betrachten die disjunkten Mengen E und R"**\ E. Einerseits haben wir

n+k

n A
():L/ w(%){n-. > pu}-+2vﬁqﬂleVduT
Rn+k\E J i=ntk—j+1
n n+k
2/ ’Y(Qj){n—. Z Pu}dMTZO
Rnt+k\E J =tk jt1
und damit die Gleichung

n n+k

/ v(g5) {n - = Z pii} dpr = 0.

Rn+k\ B J imnthe 41

Der Ausdruck in den Klammern {...} ist positiv in der betrachteten Menge und da die
Funktion v so gewéhlt ist, dass y(t) > 0 fir ¢ > R + ¢ ist, folgt

spt ur N (R™F\ B) c {x e R"™: ¢j(x) < R+¢} = Hj(R +e).
Andererseits gilt {...} = 0 in der Menge E und daher

n+k

n N ~
. /E @) {n—j 5 pii}ﬂf(qj) T2 dpar = /E Y (q) 272 dper.

i=n+k—j+1

Es ist |2 7|2 = 0 genau dann, wenn & L 7, M und in der Menge E heift das i 5—j11 =
coo = Tpyr = 0, da epyk—jy1, .-, engk € T M. Formulieren wir dies in der Kontraposition,
so bekommen wir

Tpih—jr 7 0 fiir (mindestens) ein I =1,...,5 = [2'|* > 0in E.
Wiederum, aufgrund der speziellen Wahl von 7 und der Ableitung, erhalten wir
sptpur N(EN{z € R, s #0fiiveinl=1,...,5}) C Hj(R+e).

Fassen wir beide Ergebnisse zusammen, so folgt

sptpur C Hj(R+e)U(EN{z e R"™: 2, g i1 =0,..., 2,4 = 0}). (3.2)
SchlieRlich gilt BN {z € R""*: 2, i1 = 0,...,251 = 0} C H;(R + ¢). Nehmen wir
dazu im Widerspruch an, es existiert ein Punkte & = (%1,...,Zp1%) € sptur mit & € E
sowie Tpip—ji1 = ... = Tpyk =0, aber T &€ H;(R +¢).

Wir withlen eine Funktion f € CO(R"**), welche f = 0 auf der Menge {z € R"**: 2,4 .14
=0,...,2Zy4r = 0} und sonst strikt positiv in einem hinreichend grofen Ball B,(0),p > 1,
ist. Da & aufterhalb des abgeschlossenen Hyperboloiden liegt und weil wir die Einschliefung
(3.2) bereits bewiesen haben, miissen Punkte des Trigers von 7' in einer hinreichend kleinen

Umgebung alle 2,1 x—j+1 =0, ..., 2y, = 0 erfiillen und somit folgt mit der konkreten Wahl
der Funktion f

mn/ 0(F + \y) dH"(y) = 0.
A\OW(M)J”(y)( Y) (y)
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Da aber auferdem Z € F, folgt €,4k—jt1,---,entk € TzM oder anders ausgedriickt Tz M ¢
{x € R*F: Tptk—j+r1 = 0,...,Zptr = 0} und daher der Widerspruch zu der Definition 2.4
des approximativen Tangentialraumes

0(z) f(y)dH"(y) > 0.
Tz M
Insgesamt gilt somit sptT = sptur C H;j(R +¢). Da € > 0 beliebig war, ist der Satz
bewiesen. 0

3.1.4 Ein Nichtexistenzsatz

Genauso wie S. HILDEBRANDT und U. DIERKES sind auch wir an zusammenhéngenden
Stromen T interessiert beziehungsweise unter welchen allgemeinen Bedingungen an spt 0T
solche micht existieren konnen. Zunéchst ist jedoch iiberhaupt nicht klar, was zusammen-
héngend in dem Kontext der Maftheorie bedeuten soll. Wir fithren dazu den Begriff zusam-
menhdngender Strom ein.

Definition 3.11 (Zusammenhingender Strom) FEin Strom T € R, (U) heifit zusam-
menhdngend, falls spt T eine zusammenhdngende Menge in U ist. Das bedeutet spt’T" kann
nicht in zwei disjunkte, nichtleere, abgeschlossene Mengen zerlegt werden.

Wir betrachten in diesem Kapitel das spezielle Hyperboloid mit der Signatur j = 1. Ist R
negativ, so zerfallt der Korper in zwei disjunkte Schalen, denn es existieren keine Punkte des
Hyperboloids in der gesamten {z,,41 = 0}-Ebene, und wir sprechen von einem zweischaligen
Hyperboloid. Somit erhalten wir mit Hilfe des Einschliefsungssatzes 3.10 direkt:

Proposition 3.12 (Pri-Nichtexistenzsatz) Sei T € R,,(R"**) ein stationdrer Strom in
R™* mit kompaktem Triger. Fiir ein R < 0 gelte spt 0T C H1(R), sodass sowohl spt T N
(H1(R) N{zpik > 0}) # 0 als auch spt OT N (H1(R) N {xpik < 0}) # 0. Dann kann sptT

nicht zusammenhdngend sein.

Wir betrachten jetzt das einschalige Hyperboloid mit R > 0 und zeigen, dass wir in dem
Grenzfall R = 0 erneut einen Nichtexistenzsatz erhalten. Fir R = 0 bekommen wir den
Korper

Hi(0) = K :={(x1, ., @ngr) €R™F a4 22 ) < (n—1afyy )

Anhand der Definition von K lésst sich sofort nachpriifen, dass dieser 7y \(K) = K fiir alle
A > 0 erfiillt und somit der Kérper K ein Kegel ist. Wir bezeichnen mit K+ := K N{tzp4x >
0} die beiden disjunkten Kegelhélften.

Sei T € R, (R"*) ein stationirer, zusammenhingender Strom mit kompaktem Triger. Wir
zeigen in diesem Kapitel, dass die Situation spt 97 € KT UK~ sodass sowohl spt 0T N K™
als auch spt 9T N K~ nichtleer sind, unmdoglich ist. Ein solcher Strom kann nicht existieren,
obwohl dieser Singularitdten besitzen darf und daher auch Kegelspitzen im Allgemeinen
,durchdrungen“ werden konnen. Konkret kénnen wir uns dazu die folgenden Beispiele an-
schauen. Sei

Spg = 8" ( piq) < < pquq) C SPHIH(1) CRPH2 pgeN



30

und C(Spq) = {tx: 0 <t <1,z € S, 4} der Kegel iiber der Menge S, . Dann gilt, dass der
Kegel C(S15) - aufgefasst als rektifizierbarer Strom - zwar nicht Area-minimierend in dem
R® unter seinen eigenen Randwerten ist, dafiir aber eine stationéire Losung mit Singularitéit
in dem Ursprung darstellt.

Die allgemeine Situation ist sogar noch schlimmer, denn die Kegel C(S24),C(S33) und
C(Spq),p + g > 7 sind allesamt Area-minimierend unter ihren eigenen Randwerten und
besitzen eine Singularitdt in dem Nullpunkt.

Eine umfangreiche Ubersicht dazu liefert die Notiz von P. SIMOES [32]. Unser Resultat wirkt
daher zunéchst erstaunlich.

Fiir den Beweis des Nichtexistenzsatzes definieren wir die beiden eingeschrankten Strome
T+ =Tz € R"*: £ 2, > 0} € R,(R"F). Dann gilt nach dem Einschliefungssatz
3.10 aus dem vorherigen Kapitel spt 7F ¢ KT = KT U{0} sowie spt7~ ¢ K~ = K~ U{0}
und wir zeigen, dass die beiden Strome weiterhin stationér sind.

Lemma 3.13 Sei T € R, (R"*¥) ein stationdrer Strom in R"* und spt T C K. Dann sind
die Strome TT € R, (R"F) und T~ € R, (R"*) ebenfalls stationdr in R"F.

Beweis: Wir betrachten nur den Strom T, da der Beweis fiir 7~ vollkommen analog
durchfiihrbar ist. Sei e > 0 beliebig und ¢.(t) eine nichtnegative C''(R)-Funktion mit ¢.(¢) =
0 fiir t <0 und ¢.(t) =1 fiir t > € sowie 0 < ¢L(t) < Cp/e fiir alle t € R mit einer fixierten
Konstanten Cjy > 0.

Aufgrund der speziellen Eigenschaft der Kegelhilfte K+, welche in dem Halbraum $) :=
{x € R"™*: 2,4, > 0} enthalten ist, bekommen wir die Inklusion

K* 0 {: onip <} € B_s(0) = Boy(0) (3.3)

mit einer weiteren Konstanten C; := cos(8)™! > 0, die nur von dem Offnungswinkel § des
Kegels und somit nur von der Flachendimension n abhangt.

Wir verwenden nun den Satz 3.7 iiber die Monotonieformel fiir den stationdren Strom 7.
Fiir ein hinreichend kleines 9 > 0 sind die Voraussetzungen erfiillt, sodass fiir 0 < € < g
die Abschitzung e "7 (B:(0)) < ;" (B (0)) gilt. Somit finden wir noch eine weitere
Konstante Cy > 0 mit

pr(Bey(0)) < Coe™ fiir kleines £ > 0. (3.4)

Sei X ein beliebiges C''-Vektorfeld mit kompaktem Triger in R"* und spt X Nspt 0T+ = 0.
Das Vektorfeld ¢c(z,4%)X verschwindet dann auf dem gesamten Rand spt 9T und da T' nach
Voraussetzung stationdr ist, konnen wir diese Funktion in der ersten Variationsformel (3.1)
verwenden. Unter Beriicksichtigung der Voraussetzung spt 7" C K und allen Voriiberlegun-
gen folgt mit einer generischen Konstante C' die Abschétzung

0= / div s (¢e(Tn k) X) dur = / (VM be(Tnyk), X) + de(Tnir) divar X dur
Rn-+k R

n+k

- / & (@) {en o X) dpir + / (s divar X dpir
K+N{zngp<e} :

R7+

C .

<< el sup |X]| dur + / e (o) divar X dpig
€ Rntk Bee(0) Rtk
C

< Chr(Be-(0) + / be (i) divar X dur

13 Rn+k
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< C&nil + / ¢5($n+k) diVMX dNT
Rn-Hc

0 . .
El> / X{xn+k20} divps X dMT = / divps X dMT+
Rn+k R')’H—k
Dieselbe Abschatzung ist giiltig fiir das Vektorfeld — X anstelle von X und wir erhalten die
Stationaritit von 7%, da 6T+ (X) = 0 fiir alle X € CH(R"** \ spt 9T, R"+*) gilt. O

Bemerkung

i) Es ist offensichtlich, dass exakt die gleiche Argumentation fiir rektifizierbare Varifaltigkei-
ten funktioniert, da die Monotonieformel auch fiir Varifaltigkeiten gilt und an keiner Stelle
in dem obigen Beweis die Orientierung verwendet worden ist. Wir halten fiir eine spétere
Referenz daher noch fest:

Lemma 3.14 Sei V = v(M,0) € V,(R"*) eine in R"* stationdre Varifaltigheit mit
sptV C K. Dann sind die beiden Varifaltigkeiten VE := Vi{z € R"**: £ 2,5 > 0}
ebenfalls stationdr in R"TF.

Nun ldsst sich auf die beiden Strome 77 und T~ der Konvexe-Hiille Satz 3.9 anwenden
und, da spt 9T+ C K¥, erhalten wir sofort, dass der Ursprung nicht in dem Triger von T
enthalten sein kann.

Alle Rechnungen sind invariant unter Kongruenzabbildungen und wir haben somit das fol-
gende Resultat bewiesen.

Satz 3.15 (Nichtexistenzsatz) Sei K = KTU {po}UK~ C R™"** ein Kegel mit Spitze po,
welcher kongruent zu dem Kegel K ist. Dann existiert kein stationdrer Strom T' € Ry, (R"HF),
sodass spt T eine kompakte und zusammenhdngende Menge ist und mit Randwerten spt 9T C
KT UK™, sodass sowohl spt 0T N KT als auch spt 0T N K~ nicht leer sind.

Bemerkungen

i) Wir bemerken, dass mit zunehmender Dimension n der Fliche auch der Offnungswinkel
/3 des Nichtexistenzkegels K grofer wird. Konkret gilt fiir den Offnungswinkel

1
1/v/n—1
dementsprechend wéchst f mit zunehmendem n und es gilt 8 — 90° fiir n — oo. Der

Offnungswinkel (in °) fiir die Dimensionen n = 2,...,10 ist auf zwei Nachkommastellen
gerundet in der Tabelle dargestellt.

tan 8 = =+v/n—1, also 8 = arctan(v/n — 1), (3.5)

Dimension 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Oﬁnungswinkel 45,00 54,74 60,00 63,43 6591 67,79 69,30 70,53 71,57

ii) Keines der Resultate in diesem und in dem vorherigen Kapitel benotigt die Ganzzahlig-
keit der Vielfachheitsfunktion #, da die Beweise nur auf der Variationsformel aufbauen.
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iii) Der Einschliefungs- und Nichtexistenzsatz erweitert den (reinen) Existenzsatz fiir Area-
minimierende Strome mit ganzzahliger Vielfachheit, L. SIMON |33, Lem. 34.1]. Ist ein Strom
S € IR,_1(R"*) mit spt.S kompakt und S = 0 gegeben, so existiert ein Strom T €
IR, (R"*) mit kompaktem Triiger und 9T = S, der Area-minimierend in dem Sinne der
Definition 3.8 ist. Unsere Séatze liefern zusétzliche Informationen iiber die Form des Stroms T’
oder beweisen, dass der Trager bei geeigneter Lage von S in mindestens zwei Komponenten
zerfillt.

iv) Betrachtet man speziell Area-minimierende Strome mit # € N in den Dimensionen
n < 6 und mit der Kodimension k¥ = 1, dann sind die Flachen in dem Inneren glatte Un-
termannigfaltigkeiten. Dieses Ergebnis wurde sukzessive bewiesen, zuerst von W. FLEMING
[18] in dem Jahr 1961 fiir 2-dimensionale Losungen im R? sowie 1966 von F. J. ALM-
GREN [1] fiir 3-dimensionale Stréme im R* und schlieRlich von J. SIMONS [35] fiir bis zu
6-dimensionale Area-Minimierer des R” in dem Jahr 1968. In hoheren Dimensionen ist die
Aussage tatsichlich falsch, wie wir durch das Beispiel

Ol{(z,y) € R* x R [a] < [y[}]-B1(0)

von E. BOMBIERI, E. DE GIORGI und E. GIUSTI [4] wissen, vergleiche auch die Diskussion
tiber die Kegel C(S)4) zu Beginn dieses Abschnittes.

Der Einschlieffungs- und Nichtexistenzsatz folgt fiir Minimierer mit # = 1 in den kleinen
Dimensionen somit aus der Arbeit von U. DIERKES [6] sowie U. DIERKES und D. SCHWAB
[10]. Die von dem Autor bewiesenen Sétze gelten jedoch in beliebiger Dimension sowie Kodi-
mension und die Flachen miissen nur stationér sein und nicht zusétzlich Area-minimierend,
weiterhin diirfen diese mit einer beliebigen positiven Vielfachheit ausgestattet sein.

v) Es existiert offensichtlich kein analoges Ergebnis fiir eindimensionale Strome. Der Korper
H;(R) wiirde in diesem Fall zu einem Zylinder entarten. Es existiert aber auch kein anderer
Kegel mit einer entsprechenden Eigenschaft, da eine Gerade als stationédre Losung von zwei
geeigneten Randpunkten, stets durch eine Kegelsingularitit verlaufen kann.

3.1.5 Notwendige Bedingungen fiir zusammenhingende Strome

In diesem Abschnitt geben wir allgemeine notwendige Bedingungen fiir die Lage der Rand-
werte spt 9T an, damit ein stationirer Strom 7' € R, (R"* ) mit einem zusammenhéngenden
Tréager spt T existieren kann. Dazu verwenden wir den Nichtexistenzsatz 3.15. Fiir glatte n-
dimensionale C2-Flichen M C R"** geht der entsprechende Satz auf U. DIERKES [6, Cor.
3] in dem Fall £ = 1 sowie auf U. DIERKES und D. SCHWAB [10] fiir beliebiges k € N
zuriick.

Satz 3.16 FEs seien By, By C R zwei abgeschlossene Mengen und T € Rn(Rn+k) ein
zusammenhdngender, stationdrer Strom in R"*. Die Randwerte erfiillen spt 0T C By U Bo,
sodass sowohl spt OT N By # O als auch spt OT N By # (). Wir erhalten die beiden folgenden
Aussagen:

i) Falls B; := {x € R"**: |x —y;| < 6;},i = 1,2, abgeschlossene Bille mit Mittelpunkten y;
und Radien 0; sind und R := |y1 — y2| den Abstand der Mittelpunkte bezeichnet, dann gilt

< ()" 61+ o).

n—1
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ii) Falls By und Bo beliebige kompakte Mengen mit Diameter dy und dg sind, welche durch
eine Scheibe der Dicke r > 0 getrennt sind, dann gilt

;( on (n + k)

1/2

< = dy + da).
" (n—l)(n+k—1)> (d+d)
Beweis: Nach einer moglichen Rotation und Translation konnen wir annehmen, dass die

: Ré Ro
Mittelpunkte der Kugeln durch y; = (0,...,0, m) und y2 = (0,...,0, —61+§2) gegeben
sind und somit den Abstand R voneinander besitzen.
Wie in (3.5) gilt fiir den Offnungswinkel des Nichtexistenzkegels K die Formel tan 3 =
v/n' — 1 und weiterhin folgt aus elementargeometrischen Uberlegungen fiir den Abstand p
der Mittelpunkte y; zu dem Kegelmantel 0K die Relation p = |z,,4%|sin 8. Wir verwenden
aukerdem die Identitét sin 8 = anf __ fiir die trigonometrischen Funktionen.

\/1+tan? 3

Wir nehmen an, dass R > (%)1/2(51 + J2) und zeigen, dass §; < p gilt. Somit liegen
die beiden Kugeln in der oberen sowie unteren Kegelhilfte K* und es kann nach dem
Nichtexistenzsatz 3.15 kein zusammenhéngender Strom existieren. Direktes Nachrechnen

liefert in der Tat

_ Ro; . no \1/2 . B n \1/2 ' tan 3
p—51+628111ﬁ><n_1) 6181nﬁ_(n—1) 511/1+tan25

n \1/2 Vn—1
-(1) Vi

und damit den Beweis der ersten Aussage. Fiir den zweiten Teil verwenden wir die folgende
Hilfsaussage aus H. FEDERER |16, 2.10.41].

Lemma 3.17 (Satz von Jung) Sei S C RY eine beliebige Menge mit 0 < diam S <
00. Dann ist S in einer eindeutigen abgeschlossenen Kugel mit minimalem Durchmesser
enthalten, welcher nicht grofer als (2N(N 4 1)~1)1/2 diam S ist.

Daher sind die Mengen B; in Kugeln mit Radius d; < %(i(flj g)l/ 2ali,i = 1,2, enthalten
und wir gelangen zu der Abschétzung

1/2
) @+

= (n i 1)1/2% (W)lﬂ(dl o) = ;<(n —2?)((212)— 1))1/2(d1 + da),

0)
r<m-vl=R<(
n

welche der Behauptung entspricht. g
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3.2 Area-stationire Strome in einer Kodimension

Es stellt sich die Frage, ob wir den Offnungswinkel 3 des Nichtexistenzkegels K vergrofern
und weiterhin beweisen kénnen, dass kein zusammenhéngender Strom existieren kann, falls
Randwerte in den beiden disjunkten Kegelhilften K und K~ vorhanden sind. Betrachten
wir nur Strome mit der Kodimension k& = 1, so lasst sich in der Tat der Kegel ,weiter 6ffnen*.
Wir geben sogar den optimalen Kegel mit der ,Nichtexistenz-Eigenschaft an.

Fiir zweidimensionale Minimalflichen X von dem Abbildungstyp in den R3 wurde dieses
Resultat von R. OSSERMAN und M. SCHIFFER [30, Thm. 6] in dem Jahr 1975 bewiesen.
Thre Idee besteht aus der Konstruktion einer Familie von Katenoiden (Cy)q~0 := {(x,y, 2) €
R3: 22 + 4% < a®cosh?(z/a)}. Es lisst sich zeigen, dass diese Familie einen Kegel K ,um-
hiillt“. Dabei verstehen wir unter dem Begriff ,,umhiillen“ in beliebig dimensionalen Rdumen
die folgende Definition nach U. DIERKES [6, §2|: Eine Familie von Mengen (Cy)q>0 umhillt
eine Menge K in dem R™*!, falls gilt

(1) C, ist stetig in dem Parameter a, das heift fiir jedes ap > 0 existiert zu jedem £ > 0
ein § > 0, sodass in dem Fall |a — ag| < ¢ folgt, dass C4AC,, := (Cu U Cyy) \ (CoaNCy,) C
T.(0Cy,) := {p: dist(p,0Cq,) < €},

(2) K c C, fiir jedes a > 0,

(3) jeder Punkt p € R"™1\ K gehort nicht zu mindestens einem der C,,

(4) jede kompakte Teilmenge A C R™! liegt in mindestens einem der Cj,.

Es ist wichtig zu bemerken, dass jede Katenoidfliche 0C, C R3 selber wieder eine zweidi-
mensionale minimale Untermannigfaltigkeit ist. Um nun zu zeigen, dass eine Minimalflache
X innerhalb des Kegels K liegen muss, falls nur fiir die Randwerte X(9Q) C K gilt, ver-
wendet man ein Maximumprinzip iiber Minimalflachen, welches besagt, dass zwei Minimal-
flichen entweder disjunkt sind oder iibereinstimmen. Dazu kann man diese zunéchst lokal
als Graph schreiben. Ist der Beriihrungspunkt ein Verzweigungspunkt der Flache X, dann
lasst sich jedes einzelne ,Blatt“ der Minimalflache als Graph schreiben. Die Konstruktion ist
beschrieben in U. DIERKES ET AL. [8, Thm. 1]. Beide Flidchen erfiillen dann eine (gleiche)
quasilineare elliptische Differentialgleichung. In dem Beweis von Theorem 10.7 zeigen D.
GILBARG und N. S. TRUDINGER [19] wie sich dieser Fall auf den linearen Fall reduzieren
lisst und die Ubereinstimmung folgt dann mit dem Hopfschen Maximumprinzip [19, Thm.
3.5 ff.|. Daher kann die Fliche X keine der Katenoidenflichen dC,,a > 0 beriithren und
muss daher innerhalb des eingehiillten Kegels K liegen.

Zusétzlich ist dieses Resultat in dem Sinne optimal, dass sich der Offnungswinkel nicht ver-
grofern lasst, da andernfalls zwei koaxiale, parallele Kreise ein Katenoid beranden wiirden.

Diese Konstruktion wurde von U. DIERKES [6, §2| erweitert, um einen Nichtexistenzsatz
fiir n-dimensionale C2-Untermannigfaltigkeiten in dem R"*! zu erhalten. Dabei sind zwei
Schwierigkeiten zu {iberwinden: Zunachst muss eine n-dimensionale Familie von minimalen
Fldachen konstruiert werden, welche die Katenoide auf beliebige Dimensionen verallgemei-
nert. Diese Flachen werden dann n-Katenoide genannt. Zweitens muss gezeigt werden, dass
diese Familie als Volumenmenge betrachtet einen Kegel umhiillen, der die Nichtexistenz-
Eigenschaft besitzt. Per Konstruktion ist ein so definierter Kegel dann ebenfalls optimal. In
dem Beweis wird ein Maximumprinzip fiir zwei minimale Untermannigfaltigkeiten verwen-
det, welches die Glattheit beider Flachen erfordert. Somit ist diese Erweiterung auf héhere
Dimensionen erneut nur fiir C2-Flichen anwendbar.
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Wir zeigen in diesem Kapitel, dass wir mithilfe der Konstruktion von U. DIERKES auch ge-
eignete Flachen erhalten, um einen Kegel zu umhiillen, welcher die Nichtexistenz-Eigenschaft
fiir zusammenhiingende stationiire Stréme T € R, (R" 1) erfiillt. Wir miissen hier ebenfalls
auf ein Maximumprinzip zurtickgreifen, sodass wir nur den Fall k¥ = 1 betrachten. In den
abschliefenden Bemerkungen dieses Kapitels erldutern wir, dass bei héherer Kodimension
stets eine strikte n-Konvexitat oder positive n-mittlere Kriimmung, eine Zusammensetzung
der n kleinsten Hauptkrimmungen, benotigt wird.

Wir wiederholen der Vollstédndigkeit halber zunéchst die Konstruktion der n-Katenoide nach
U. DIERKES [6, §2] und zeigen, dass diese einen Kegel umbhiillen.

3.2.1 Die Konstruktion minimaler Enveloppen

Wir konstruieren rotationssymmetrische minimale Untermannigfaltigkeiten und betrachten
dazu eine Kurve (x,y(z)) in der Euklidischen Ebene R? und ihren rotationssymmetrischen
n-dimensionalen Graph &,ot := {(7,y(z)w) € R x R" : z € [z9,21],w € S"}(1)}. Wir
wollen den Flicheninhalt minimieren. Definieren wir F: R x R x R — R durch F(z,z,p) =
F(z,p) := z""1\/1 4 p?, dann ist der Flicheninhalt des Graphen &, proportional zu dem
eindimensionalen Variationsintegral

)= [ " Fy(). ¢ (@) dz = / N @) Y @) d.

Die Extremalen von Z korrespondieren somit zu n-dimensionalen rotationssymmetrischen
minimalen Untermannigfaltigkeiten in dem R+, welche wir ,,n-Katenoide" nennen.

Da der Integrand F' nicht explizit von x abhéngt, lésst sich ein klassisches Resultat der
Variationsrechnung anwenden. Die Funktion ®(z,p) := pF,(z,p) — F(z,p) ist ein erstes
Integral und daher erfiillt jede Losung y(x) der Relation ®(y(z),y'(x)) = C fiir eine beliebige
Konstante C' auch die Eulergleichung zu Z, S. HILDEBRANDT [22, §2.4, Satz 5 f.|. Wir
nehmen dazu an, dass die Ableitung 3/(z) nur isolierte Nullstellen besitzt, eine geometrisch
legitime Forderung. Andernfalls ist der obige Schluss in dieser Richtung nicht moglich. In
unserem Fall erhalten wir

y"Y(z) = a\/1 + /()2 fiir ein beliebiges a > 0. (3.6)

Es folgt dx/dy = a(y*™ Y — a?)~1/2 und die Integration von "+Va bis y liefert fiir eine
Losung y(z) die Inverse

Y 1
$(y) = a/n_%\/mdé + c. (37)

Diese inverse Funktionen z(y) sind fiir alle @ > 0, ¢ € R und fiir jedes y > "~/a definiert.

Bemerkung

i) Fiir n = 2 erhalten wir

wy) =a y\/€2d£72:a1n< (%)2 1+Z>:aarcosh(z>
a —a
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und daher als Losung die klassische Kettenlinie y(z) = a cosh (%), welche auch R. OSSER-
MAN und M. SCHIFFER in ihrer Konstruktion verwendet haben. Denn durch die Rotation
der Kettenlinie entsteht ein Katenoid, welches eine zweidimensionale minimale Unterman-
nigfaltigkeit ist.

Lemma 3.18 Jedes Mitglied der Einparameterfamilie von n-Kettenlinien

:ng(ya)‘:a/y —%dg a>0,y>"Va
’ . ni\l/a 62(%—1) — a27 ) -

tangiert die von a unabhdngige Halbgerade y = 1oz, > 0, wobei zy die eindeutige Lisung
der Gleichung

o / o dg (3.8)
V22— _1 ) [e2n—1) _ 1 :
bezeichnet und 19 := (zg(n_l) — 1)1/2 gesetzt ist. Auflerdem ist jeder Punkt der Halbgerade

i genau einem Familienmitglied enthalten.

Beweis: Wir schauen uns die Losungsfamilie x = g(y,a),a > 0 genauer an. Durch Berech-
nung der beiden ersten Ableitungen
dx a d*x a(n —1)y*n=3

dy D — g2 >0, AE T (e — g2 < 0

erkennen wir, dass jede Losung z = ¢(y, a) eine strikt monoton wachsende und strikt konkave
Funktion ist, falls sie als Graph {iber y betrachtet wird. Aufgrund der strikten Monotonie
folgt, dass sie als Graph {iber x betrachtet strikt konvex ist. Zusétzlich gilt offensichtlich

d
li — = . .
i (Gal)) = oo (3.9)

Fiir jeden Parameter a > 0 existiert nun eine eindeutige Tangente, die durch den Ursprung
verlduft. Es existierten also eindeutige Zahlen x = z(a) > 0 und y = y(a) > 0, sodass

z(a) = g(y(a), a) und y(a) = y'(x(a))z(a),

wobei ¢/ (z(a)) die Steigung der Kurve x = g(y, a) bezeichnet, aufgefasst als Funktion y(x)
in dem speziellen Punkt x(a). Wir bezeichnen die Steigung mit 7(a) := y'(x(a)), diese Zahl
ist somit fiir jedes a > 0 ebenfalls eindeutig bestimmt.

Aus dem ersten Integral der Bewegung (3.6) erhalten wir fiir die Ableitung den Ausdruck

1/y2(n=1) — ¢2 und koénnen damit schreiben

Yy =a"

Wir zeigen nun, dass der Quotient Q(a) := y(a)/ "/a sogar unabhéngig von a konstant ist.
Damit ist die Steigung der eindeutig bestimmten Ursprungstangenten fiir jeden Parameter
a der Familie identisch.
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Es gilt einerseits nach der Gleichung (3.10) direkt

=¥ _ v Q) Ve
m(a) QX D(a)—1 /Qxn-1

und andererseits ist aufgrund (3.7)

y(a) d y(a) d
z(a) = a/ 4 = § .
n—1/a /52(71—1) — a2 n-Yg \/(5/ nf\l/a)2(n71) -1

Eine Substitution mit £ = { "Va liefert

y(a)/ " Va 1 Q(a) _
= [ ey A= [T v
Setzen wir beide Ausdriicke gleich, erkennen wir mit einer anschlieffenden Division von
"Va, dass Q(a) die Gleichung (3.8) erfiillt.
Es existiert nur eine Losung der Gleichung (3.8), da beide Seiten stetig in z sind, sogar
differenzierbar, und fiir die Ableitungen gilt

d 2 —n)2n=1) _1 d
i ( n)? < 0und —

: dé 1
il = = >0
dz . /22(n—1) _ 1 (22(”—1) — 1)3/2 dz /1 A /62(7171) -1 \/ z2(n=1) _ 1

sodass die linke Seite strikt monoton fillt, wihrend die rechte Seite strikt monoton wéchst.
Die Losung der Gleichung ist somit eindeutig und diese hatten wir mit zg bezeichnet, also
20 = Q(a) = y(a)/ "Va und mit der Gleichung (3.10) folgt der Ausdruck fiir 7.

Wir haben also gezeigt, dass jedes Mitglied der Familie ¢g(y,a),a > 0,y > "*/a, die Halb-
linie y = 19z, 79 = (202("_1) — 1)1/2, welche fixierte Steigung unabhéngig von a besitzt, in
genau einem Punkt beriihrt, ndmlich in

zo(a) =

Auferdem ist jeder Punkt der Halblinie y = mpx, x > 0, Kontaktpunkt fiir genau ein Mitglied
der Familie ¢(-,a),a > 0. Damit ist das Lemma bewiesen. O

yO(a) _ Q(a) n_\l/a _ 270 n_\1/57 yo(a> = 2o n—\l/a.

70 70 70

Sei f(-,a) die Familie der inversen Funktionen, diese erfiillt also
flg(y.a),a) =y firy > "V,
9(f(z,a),a) =z firz>0.
Wir erweitern f durch eine Achsenspiegelung, f(x,a) = f(—=x,a) fiir z < 0, damit wir eine

glatte Funktion f(-,a): R — R erhalten. Dies folgt unter Beriicksichtigung des Grenzwertes
n (3.9). Definieren wir p := (23 4 ... + 22)'/2, dann besteht die Familie

Mo = {z eR"™ 1 p= f(zni1,0)}, a>0

aus glatten n-dimensionalen minimalen Untermannigfaltigkeiten des R"*!. Weiterhin um-
hiillen die Mengen
Co:={x € R p < f(zpnt1,a)}, a>0

aufgrund ihrer Konstruktion den Kegel

Ku{0}:={z e R"™: p < +r9z, 11} U{0}.
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3.2.2 Ein optimaler Nichtexistenzsatz

Wir beweisen, dass sich der oben konstruierte offene Doppelkegel K als Einschliefungsmenge
fiir einen stationdren Strom eignet, falls die Randwerte in diesem enthalten sind. Zuséatzlich
kann der Trager des Stroms nicht durch die Kegelspitze des Abschlusses K verlaufen.

Proposition 3.19 (EinschlieRungssatz) Sei T € R, (R""!) ein stationdrer Strom in
R mit kompaktem Triger und die Randwerte erfiillen spt 0T C K = {z € R""!: p <
+70Tp+1}. Dann gilt spt T C K.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass spt 1" C C, fiir jedes a > 0 gilt, und wegen (), ,Cy =
K folgt die Behauptung der Proposition.

Dazu nehmen wir an, es gelte sptT ¢ C, fir ein a > 0, und betrachten die Kontrak-
tion mo 1T € R, (R"™1) in Richtung des Ursprungs mit dem minimalem X\ > 1, so-
dass spt(nor4T) C C, gilt. Wegen der Minimalitidt von A existiert (mindestens) ein p €
spt(no#1) mit p € 0C,. Der kontrahierte Strom liegt somit vollstandig auf einer Seite
der glatten Flache 0C, und beriihrt diese in dem Punkt p. Bevor wir ein Maximumprinzip
anwenden konnen, bendtigen wir einige Hilfsresultate, die im Wesentlichen aussagen, dass
Eigenschaften von 7" auch fiir die Kontraktion 7y xx1" giiltig sind.

Wir verwenden in dem gesamten restlichen Kapitel die beiden Kurzschreibweisen n(z) =
no(z) sowie T := no 4T = nyxT fiir die Homothetie respektive den abgebildeten Strom.

Lemma 3.20 Sei T € RnN(]R”H) mit spt 0T C K, dann gilt auch fiir die Randwerte des
kontrahierten Stroms spt 9T C K.

Beweis: Der Beweis folgt mit Anwendung des Lemmas 2.11 iiber die Eigenschaften des
Bildes, wodurch unter Beriicksichtigung der Voraussetzung spt 97" C K und der Definition
eines Kegels direkt spt 0(nyT") = sptnx(0T") C n(spt(9T)) C n(K) = K folgt. O

Wir kommen nun zu weiteren Aussagen, welche wir fiir spatere Referenzen direkt in beliebi-
ger Kodimension k£ beweisen, und zudem betrachten wir nicht nur Kontraktionen, sondern
lassen fiir die Homothetie 7 := 19 y: R"** — R"*¥ eine beliebig fixierte Zahl A > 0 zu.

Lemma 3.21 Sei M C R™* ecine rektifizierbare Menge. Fir die Homothetie-Abbildung
N =No\: Rtk _ Rtk gilt JM770,)\ =\,

Beweis: Wir betrachten einen beliebigen, fixierten Punkt = € M, in dem der approximative
Tangentialraum 7, M existiert und legen das Koordinatensystem des R™** mit der Standard-
basis {e1, ..., ensx} 50, dass T,M = {y e R*™ .y oy = ... =y, =0} XR"x{0} C R*F
mit Basis {e1,...,e,} entspricht. Daher besitzt die Projektion (-)T := Pz s auf diesen Un-
terraum die Blockmatrix

Prac= (g o) €m0

n

0 0
und wegen der Jacobi-Matrix Dn(x) = A7, gilt dann fiir jedes i = 1,...,n + k, wobei
wir Vektoren stets als Spaltenvektoren auffassen, der Ausdruck

0,...,A71...,0), fallsi<n,

\v/ 7 — Dl T:P )\71@:
' (x) = (Dn'(x)) T[] {(o,...,o), falls i > n + 1.
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Da dn, (1) = S 7, Vi () )e; eine lineare Abbildung des 7, M in den R™** ist, setzen
wir die Standardbasis des approximativen Tangentialraums ein, um an eine Matrixdar-
stellung zu kommen. Nach Konstruktion besteht die Basis aus den Vektoren {ej,...,e,}
aufgefasst in dem R"** und fiir die j-te Spalte, j = 1,...,n, gilt

n+k

> les, Vun'(z))ei = (0,...,A7",...,0,...,0) € R,
=1

Somit ist eine Darstellung der Abbildung dMn, : T,M — R™! durch die Blockmatrix

()‘S Hn) c R(n+k) xXn

gegeben, (d™n,)* : R*** — T, M ist die transponierte Matrix und wir erhalten schlieklich

Jun = \/det ((dMUm)* o (dM’Ux)) - \/det ()\—Q]In) — V2m =\ -

Lemma 3.22 Sei T € R, (R"*). Der approzimative Tangentialraum T, M von T existiert
in dem Punkt x € R"* genau dann, wenn der des kontrahierten Stroms To@n(M) in dem
entsprechenden Punkt n(x) existiert und es gilt die Gleichheit T, M = Ty n(M).

Beweis: Der Beweis folgt direkt mit der Definition 2.4 des approximativen Tangentialrau-
mes, dazu sei f € C?(R"*) eine beliebige Funktion. Beachten wir, dass A > 0 eine fixierte
Zahl ist, so liefert eine kurze Rechnung

Ersetze s

lim s~ /M f(z - x)&(z) AH™ (z) kA lims~"A /M f(i - %)9(@ dH"(2)
Transf.
vz lim 57" /n(M) F(—r _:(x)>9(n‘1(y)) dH"(y)

und der Grenzwert auf einer der beiden Seiten existiert nach Voraussetzung, da diese genau
die Definitionen fiir den approximativen Tangentialraum 7, M und Tpyn(M) darstellen.
Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt die Behauptung. O

Lemma 3.23 Sei T = 7(M,0r,¢7) € R (R™F) ein stationdrer Strom in R dann ist
auch der mit einem A > 0 gestauchte oder gestreckte Strom T = no 4T = T7(n(M),07,&7) €
R (R™F) stationdr in R*TF.

Beweis: Sei Y € CHR"F\ spt(0(nor4T)), R"*¥) ein beliebiges Vektorfeld, dann miissen
wir das Verschwinden der ersten Variationsformel

(5T(Y) = / diVn(M)Y d,uf =0
Rn+k
zeigen.

Mit diesem beliebigen Y definieren wir das Vektorfeld X (z) := Y o n(z) und behaupten,
dass dieses in der Klasse C}(R"** \ spt(9T), R"**) liegt, sodass X ein giiltiges Vektorfeld
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fiir die erste Variation 67 des Stroms T ist.

Die Homothetie z +— n(x) ist eine C*°-Abbildung und daher bleibt nur zu zeigen, dass der
Tréger von X auferhalb des Randes spt 0T liegt.

Wir erhalten zunichst Y € CL(R"¥\ 5(spt(9T)),R"**), da nach dem Lemma 2.11 iiber
die Eigenschaften des Bildes die Identitat spt(0(nygT')) = spt(ng(0T)) = n(spt(97T)) gilt.
Hier wird insbesondere die Gleichheit bei der Vertauschung der Abbildung mit dem Trager
benétigt, welche in dem Fall einer Homothetie erfiillt ist; wir verweisen dazu speziell auf das
Lemma 2.11 iii) und die anschliefflende Bemerkung.

Wir nehmen jetzt an, es existiere ein Punkt z¢ € spt(97)Nspt X . Definieren wir yg := n(zo),
dann gelten die beiden Aussagen

zo € spt(9T") = n(xo) € n(spt(9T)) = yo € n(spt(07)) und
0 < [X(zo)| = [Y on(z0)| = Y (v0)|

und somit yo € n(spt 1) Nspt Y, was ein Widerspruch zu der angenommenen Existenz des
Punktes xg darstellt, da der Trager des Vektorfeldes Y auferhalb der Menge n(spt 0T) liegt.

Wir berechnen die erste Variation des kontrahierten Stroms
ST = [ divyanY @ digly) = [ divyanY () 03(0) dH°()
Rtk n(M)

= / divy ) (X o~ (y)) Or o~ (y) dH" (y).
n(M)

Eine detaillierte Betrachtung des ersten Faktors des Integranden ermoglicht die folgenden
Umformungen

n+k n+k
divyan (X on ' (1) = Y (Vyan(Xion™ W), ei) = > (Pryan[D(Xion ™ (y)],ei)
i—1 i=1
Ketteln- n+k (17) n+k
N (PraonDXion ™ (y) Dn ' W)ei) =" D (Praan[DXion ' (y) Tnprd], ei)
i—1 i=1
n+k @) n+k
— Yy=nm\x _
=AY (PraanDXion ' W) e) "= XY (Pr wanDXion ' (y)],e:)
i—1 i=1
(%) n+k L%Hégla n+k
=\Y (Prman[DXil ey o (y) = XY (Prum[DXil,ei) on ! (y)
=1 =1
n+k
=AY (Vu(DXi),ei) o~ (y) = A (divarX) o' (y).
=1

Wir liefern noch den Beweis fiir die Relation (x) nach. Fiir einen beliebigen Punkt y € spt T,
in dem der approximative Tangentialraum von 1" existiert, drehen wir das Koordinatensys-
tem erneut so, dass Tyn(M) = R™ x {0} C R™"*. Dann gilt

Prnon[DXion™ = Praxqoy[(Day Xion ..., Dy Xion™h)]

= (Dy X;on Y. .. Dy Xion 10,...,0) = (Dy, Xy, ..., Dy, X;,0,...,0) 0~

= (Prax{oy[DXi]) o™
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1

und daher ist die Verkettung der Homothetie n~" mit der orthogonalen Projektion ,yer-

tauschbar*.

Somit erhalten wir fiir die erste Variationsformel

ST(Y) = / o div,(an Y (y) dus(y) = A / (divir X 07) o' (y) dH" (y)
n

n(M)
Area-F. Lemma
(2.1) , n 321 \\—n . n
2Dy / divas X () Or(z) JumdH™(z) “20 A / diva X () Op (2) dH" (x)
M M
T ist

— A [ diva X (o) dara) " 0
M

und da das Vektorfeld Y beliebig war, folgt die Stationaritit des Stroms T in R, U

In dem Beweis haben wir die folgende allgemeine Aussage gezeigt, welche wir in dem Kapitel
3.3.4 wieder aufgreifen werden.

Korollar 3.24 SeiT € R, (R"**) und n := no \ die Homothetie mit einem beliebig firiertem
A > 0. Fiir einen beliebigen Punkt o € R"F betrachte den Ball B,(xq),r > 0, sodass
Br(z0) Nspt(0(nygT)) = 0. Sei Y ein beliebiges C*-Vektorfeld auf R"* mit sptY C B, (zo)
und |Y| < 1. Definiere das Vektorfeld X := Y omn, dann gilt spt X C n 1(By(z0)) =
Byr(wo) und | X| < X sowie die folgende Identitit 6(ngT)(Y) = X" 6T (X) fiir die erste

Variationsformel.

Wir fiihren nun den Beweis des Einschlieffungssatzes zu Ende. Wir haben einen stationéren
Strom T € R,,(R™!) konstruiert, der auf einer Seite einer glatten minimalen Hyperfliche
0C, liegt und diese in einem Punkt p beriihrt. Es sei festgehalten, dass der Schnitt von zwei
abgeschlossenen Mengen weiterhin abgeschlossen ist.

Wir benétigen nun die vorausgesetzte Kompaktheit des Tréagers sptT. Diese iibertragt
sich offensichtlich auf die Kontraktion und es existiert daher ein Ball B,(0),p > 1, mit
B,(0)NsptT = 0.

Nun lésst sich das Maximumprinzip von B. SOLOMON und B. WHITE [36] anwenden, wel-
ches die Ubereinstimmung von spt 7 und dC, in einer offenen Umgebung liefert, vergleiche
auch die untenstehende Bemerkung. FEine nichtleere Schnittmenge, die offen und abgeschlos-
sen ist, kann nur bei Gleichheit beider Fléchen eintreten. Dies ist ein Widerspruch, da auch
die Randwerte der Kontraktion spt 9 nach Lemma 3.20 innerhalb des Kegels liegen. Das
beweist die Proposition 3.19.

Mit ezakt der gleichen Argumentation wie in Abschnitt 3.1.4 folgt der optimale Nichtexis-
tenzsatz, da der hier betrachtete Kegel K ebenfalls die wichtige Eigenschaft (3.3) besitzt,
also Kt N{z: 41 < €} C Be(0) mit einer Konstanten C' = C(n) erfiillt.

Satz 3.25 (Optimaler Nichtexistenzsatz) Sei K = KT U {po} UK~ C R"*! ein Kegel
mit Spitze po, welcher kongruent zu dem Kegel K* U {0} = {x € R""1: 22 + ... + 22 —
18221 < 0,xxn41 > 0} U {0} ist. Dann existiert kein stationdrer Strom T € R, (R™1)
mit kompaktem Trager, sodass sptT eine zusammenhdngende Menge ist und fir den Rand
spt 0T C KT UK~ gilt, wobei sowohl spt 0T N KT als auch spt 0T N K™ nicht leer sind.
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Bemerkungen

i) Per Konstruktion ist dieser Kegel in dem Sinne optimal, dass kein Kegel dieser Art mit
groferem Offnungswinkel existiert, der die Nichtexistenz-Eigenschaft besitzt. Mit zunehmen-
der Dimension wird der Offnungswinkel des Nichtexistenzkegels erneut groker. Konkret gilt
fiir den Offnungswinkel 3 = arctan(7g). Die Losung zg, die Konstante 79 und der Offnungs-
winkel (in °) fiir die Dimensionen n = 2,...,10 sind auf zwei Nachkommastellen gerundet
in der Tabelle dargestellt. Die Rechnungen wurden jeweils mit einer Genauigkeit von vier
Nachkommastellen in dem Programm MATLAB R2016a ausgefiihrt.

Dimension 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20 1,81 1,60 1,49 1,42 1,36 1,33 1,30 1,27 1,25
To 1,51 2,37 3,15 389 462 533 6,03 6,73 7,42

Offnungswinkel 56,47 67,10 72,38 75,60 77,79 79,38 80,59 81,54 82,32

Weiterhin ergibt sich beispielsweise fiir die Dimension n = 1000 mit dieser Rechengenauig-
keit ein Offnungswinkel von 88, 42°.

ii) Mit diesem Nichtexistenzsatz ldsst sich die Zahl 3,01775912307664 . .. in der Einleitung
erkliren. Fiir n = 2 wird die Gleichung (3.8) zu z(2% — 1)~%/2 = JiE - 1)~-12de =
arcosh(z) und diese besitzt die eindeutige Losung zp = 1,81017058069898. ... Die Zahl
10 == (28 — 1)Y/2 = 1,50887956153832... gibt in diesem Fall genau die z3-Hohe h an,
in welcher der Schnitt des Kegels mit den {x3 = +h}-Ebenen einen Kreis mit Radius 1
darstellt. Zwei parallele und koaxiale Einheitskreisringe, die einen Abstand grofer als 27
besitzen, liegen somit innerhalb des Kegels und kénnen keinen zusammenhéngenden Strom
beranden.

iii) Das Maximumprinzip von B. SOLOMON und B. WHITE [36] gilt sogar fiir eine deut-
lich allgemeinere Klasse von Stationaritédt. Sie betrachten sogenannte F-stationére Fla-
chen. Dazu sei F: R"1 x A, (R"*!) — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
F(z,t¢) = tF(z,(),t > 0, fiir jedes x ist F' symmetrisch in der zweiten Variablen und es
existiert ein € > 0, sodass die Abbildung ¢ — F(z,() — ¢|¢| konvex ist.

Ist nun V = v(M,0) € V,(R""1) eine rektifizierbare Varifaltigkeit, dann kann das Integral
von F iiber V, definiert durch [, F := [}, F(z,{(z)) duy, betrachtet werden. Ist die be-
trachtete Fliche sogar ein rektifizierbarer Strom T = 7(M,0,¢) € R,(R"™!), dann kann
((x) mit der Orientierung &(x) identifiziert werden. Mit einer iiblichen Einparameterfami-
lie ¢ wie in Kapitel 3.1.2 folgt, V ist F-stationér, falls fiir alle Anfangsgeschwindigkeiten
9¢/0t|i=o

d

dt F(¢¢(x), Doy(z) 4¢(x)) dNV‘t:O -0

gilt. Die Abbildung in der zweiten Komponente ist geméfs (1.1) zu verstehen.

Das Maximumprinzip gilt dann fiir zwei F-stationdre Hyperflichen in einem offenen Ball
B,(0), p € R. Die eine Fliche muss eine eingebettete, glatte und zusammenhéngende Un-
termannigfaltigkeit sein und die andere Fléche kann eine rektifizierbare Varifaltigkeit sein,
deren Triager komplett auf einer Seite der glatten Fléche liegt. Existiert ein gemeinsamer
Punkt des Tragers mit der glatten Fliche, so liegt bereits der komplette Tréager der Varifal-
tigkeit in der Untermannigfaltigkeit. Offensichtlich ist F'(x, () := |(] eine zulédssige Funktion
und das Area-Funktional daher ein Spezialfall dieses allgemeinen Resultats.

iv) Die verwendete Beweismethode ldsst sich nicht auf den Fall mit hoherer Kodimen-
sion verallgemeinern. Betrachtet man verallgemeinerte Fldchen mit Dimension n in dem
R™** k> 1, und beriihren diese eine glatte Hyperfliche, dann ist das Maximumprinzip von
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B. WHITE [38] zu verwenden. Dazu muss die Hyperfléche strikt n-konvex sein, das bedeutet
die n-mittlere Krimmung H,, := k1 + ... + K5, welche sich aus der Summe der n kleinsten
Hauptkriimmungen x; < k;41 ergibt, muss positiv sein. Die vorgestellte Konstruktion von
U. DIERKES liefert zwar eine Familie von minimalen Hyperflichen M, allerdings keine
Information iiber die einzelnen Hauptkriimmungen.

v) Ist man speziell an Area-minimierenden Fliachen interessiert, so existiert ein entspre-
chendes Maximumprinzip von L. SIMON [34], bei dem beide Flidchen singulér in dem Sinne
von rektifizierbaren Stromen sein kénnen. In unserer Situation, in der die eine Fléche eine
glatte Untermannigfaltigkeit ist, greift sogar ein elementares Beweiskonzept, welches wir
kurz wiedergeben mochten. Alle Referenzen beziehen sich auf L. SIMON [33].

Betrachtet man eine hinreichend kleine Umgebung um den Beriihrungspunkt, dann gilt
dort 9T = 0 und Stréome 7' mit der Kodimension 1 lassen sich zerlegen in Rdnder der Form
T =272 o O[E;] und zusétzlich verhalten sich die jeweiligen Massen additiv [33, Thm.
27.6]. Dabei sind die E; eine Folge von £""!'-messbaren Mengen, die lokal endlichen Pe-
rimeter in R™"*! besitzen und E; 1 C Ej fiir jedes j erfiillen. Weiterhin ist jeder einzelne
Strom O[E;] selbst wieder Area-minimierend [33, Lem. 33.4|. Mithilfe der Monotonieformel
aus dem Satz 3.7 ldsst sich zeigen, dass nur endlich viele Rdnder eine kompakte Teilmenge
schneiden konnen, sodass wir ohne Finschriankung annehmen kénnen, dass unser minimie-
render Strom die Form T' = 9[E] besitzt.

Beriihrt ein in dieser Form gegebener Strom eine glatte Untermannigfaltigkeit in einem
Punkt p ohne diese zu schneiden, dann gehort der Punkt zu der regulédren Menge |33, Cor.
37.6]. Innerhalb einer offenen Menge ist der Strom daher eine glatte Flache. Jetzt greift
die klassische Theorie, wie sie bereits zu Beginn dieses Kapitels dargestellt worden ist. Wir
kénnen beide Flachen lokal als Graph interpretieren, welche die gleiche elliptische Diffe-
rentialgleichung erfiillen, und mit dem klassischen Maximumprinzip folgt, dass sie in einer
offenen Umgebung iibereinstimmen. Da der Schnitt somit offen und abgeschlossen ist, miis-
sen sie komplett identisch sein, in dem Widerspruch dazu, dass die Randwerte innerhalb des
Kegels liegen.

3.2.3 Verbesserte notwendige Bedingungen fiir den Zusammenhang

Wir verbessern die notwendigen Bedingungen aus dem Kapitel 3.1.5 fiir den Fall der Kodi-
mension k = 1. Dafiir ist nur zu beachten, dass der optimale Kegel den groferen Offnungs-
winkel tan 8 = 7 besitzt und der Beweis bleibt identisch.

Satz 3.26 Es scien By, Bo C R zwei abgeschlossene Mengen und T € R,(R™1) ein
zusammenhdngender, stationdrer Strom in R". Die Randwerte erfiillen spt 0T C By U Ba,
sodass sowohl spt 0T N By # 0 als auch spt 0T N By # 0. Dann erhalten wir die beiden
folgenden Aussagen:

i) Falls B; := {x € R"": |z —y;| < §;},i = 1,2, abgeschlossene Bille mit Mittelpunkten y;
und Radien 0; sind und R := |y1 — y2| den Abstand der Mittelpunkte bezeichnet, dann gilt

1\1/2
< il
R< <1+702) (61 + 62).

i1) Falls By und By beliebige kompakte Mengen mit Diameter di und dy sind, welche durch
eine Scheibe der Dicke r > 0 getrennt sind, so folgt

1 1yn+1\"?
r§2<2(1+ 2) - > (dy + d2).

70
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3.3 Fliachen mit mittlerer Kriimmung

3.3.1 Kilassische Flichen mit mittlerer Kriimmung

Sei Q C R? offen, zusammenhéngend und beschrénkt und H : R? — R stetig. Dann heifit
eine Abbildung X € C?(Q,R3) N C°(Q,R3) eine (endliche, zusammenhdingende) Fliche
mit mittlerer Kriimmung H (kurz: ,,H-Fliche®), falls AX = H(X)X, A X, und |&,|> =
X, 2, (X, Xy) = 0 in Q erfiillt ist. Hiufig wird die mittlere Kriimmung noch mit dem
Faktor % multipliziert; wir haben jedoch diese Definition gewéahlt, um konsistent mit der
Definition zu sein, welche iiblicherweise in der geometrischen Mafstheorie verwendet wird.

Es stellt sich die Frage, ob unter geeigneten Bedingungen an die mittlere Kriimmung H ein
Einschliefungssatz existiert. S. HILDEBRANDT [21] beantwortet diese Frage in dem gleichen
Artikel, in welchem er auch den Fall der Minimalflichen untersuchte, positiv. Wir geben
hier direkt ein Einschlieffungsresultat in einen Doppelkegel an.

Satz 3.27 (EinschlieRungssatz nach S. HILDEBRANDT) Sei X':  — R3 eine Fliche
mat mittlerer Krimmung H, sodass

sgg | X (w)||H (X (w))| =:¢q < 1. (3.11)

Mitb = 1—q € (0,1] gelte fiir die Randwerte X(0Q) C K = {(x,y, z) € R3: 22 +y? < bz?},

dann folgt bereits X(Q) C K.

Wir erkennen, dass sich die Fliche X immer mehr einer Minimalfliche angleichen muss, je
weiter sie von dem Ursprung entfernt ist, um weiterhin die Bedingung (3.11) zu erfiillen.

Aus diesem Satz folgt direkt ein entsprechendes Nichtexistenzresultat, falls die Randwerte
in den beiden Kegelhélften liegen, denn andernfalls muss die Fléche durch die Kegelspit-
ze verlaufen. Dieses ist nicht moglich, da auch bei Flachen mit mittlerer Kriimmung H in
jedem Punkt eine (verallgemeinerte) Tangentialebene existiert, S. HILDEBRANDT |20, §4,
Bem. 3d|. Es greift daher die gleiche Argumentation wie in dem Fall der Minimalflachen.

Die Verallgemeinerung auf glatte n-dimensionale Flachen mit mittlerer Kriimmung in einer
Kodimension stammt ebenfalls von U. DIERKES [6] sowie von U. DIERKES und D. SCHWAB
[10] fiir den Fall beliebiger Kodimension.

Eine n-dimensionale C2-Untermannigfaltigkeit M des R™** besitzt den (stetigen) mittleren
Kriimmungsvektor H gegeben durch H(z) := — Zzzl(divMVa(x))Va(x) fiir eine lokal um
x definierte Orthonormalbasis {vq}qa=1,. 1 des Normalraums EJ-M. Eine weitere Charak-
terisierung des Vektors ist durch die elliptische Differentialgleichung Ay x = H (z) gegeben.
Unter geeigneten Bedingungen an H lisst sich erneut zeigen, dass ein entsprechendes qua-
dratisches Polynom subharmonisch ist, und mit dem Maximumprinzip folgt ein Einschlie-
flungsresultat in einen Hyperboloid. Betrachtet man im Speziellen einen Kegel, so kann
die glatte Untermannigfaltigkeit nicht durch die Spitze gehen und man erhélt das folgende
Nichtexistenzresultat.

Satz 3.28 (Nichtexistenzsatz nach U. DIERKES und D. SCHWAB) Sei M C R"tF
eine kompakte n-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit mit mittlerem Krimmungsvektor
H, der q := sup,e v ||| H(z)| < 1 erfillt. Mit b:=1— q gelte fir den Rand OM C K =
{r e RVr: 22 4+ 221 < (n—1)ba?,,}, sodass sowohl OM N K™ # (0 als auch
OMN K™ #0. Dann kann M nicht zusammenhdngend sein.
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Wir vermeiden erneut die C2-Regularitit der betrachteten Fliche. Zusitzlich schwichen wir
die Stetigkeitsbedingung an den mittleren Kriimmungsvektor ab, denn in der geometrischen
Maftheorie geniigt es, dass dieser lokal H™-integrierbar ist. Weiterhin ist die Bedingung
an den mittleren Kriimmungsvektor fiir den Einschlieffungssatz leicht schwécher gegentiber
dem klassischen Fall; fiir den Nichtexistenzsatz miissen wir allerdings als Bedingung eine
L,-Integrierbarkeit des Kriimmungsvektors sowie fiir die Vielfachheit # > 1 voraussetzen.

3.3.2 Strome mit mittlerer Kriimmung

Im Folgenden sei U C R™* eine offene Menge.

Definition 3.29 (Strom mit mittlerer Kriitmmung) Sei T' = 7(M,0,£) € R, (U) ein
rektifizierbarer Strom und H € LL (M N U,R"**; ur). Dann besitzt T den mittleren Kriim-

loc
mungsvektor H in U, falls die Variationsgleichung

/ divyX dur = —/ (H, X) dpr (3.12)
U U

fiir alle X € CHU \ spt 0T, R"**) erfiillt ist.

Ist ein Strom gegeben durch 7' = [M] € R, (U) fiir eine glatte n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit M C U mit OM NU = (), dann entspricht der mittlere Kriimmungsvektor H
aus der Variationsgleichung (3.12) exakt dem klassischen mittleren Kriimmungsvektor H
von M, L. SIMON [33, Rmk. 16.6].

Wir wollen nun Charakterisierungen fiir Strome 7' € R,,(U) angeben, sodass diese einen
mittleren Kriimmungsvektor H besitzen, der die Variationsgleichung (3.12) erfillt. Wir un-
tersuchen einerseits die zu T assoziierten Mafse genauer und kénnen so auf die Existenz
eines mittleren Kriimmungsvektors schliefsen. Weiterhin betrachten wir eine gewisse Klasse
von Stromen genauer, welche ein bestimmtes Funktional minimieren und somit eine mittlere
Kriimmung besitzen.

Wir erinnern uns, dass die erste Variation der Masse (3.1) in U durch
0T (X) = / divp X dugr  fiir X € CL(U \ spt 9T, R" M)
U

gegeben ist. Das totale Variationsmaf |67 ||: 2V — R ist als das grokte Borel-regulire Maf
auf U festgelegt fiir eine Menge A C U durch

10T)|(A) := sup{|dT(X)|: X € CH(U \ spt T, R"™*) spt X C A,|X| < 1}. (3.13)

Falls 07| ein Radonmaf ist, dann existiert nach dem Satz von Riesz, L. SIMON [33, Thm.
4.1], eine ||6T'||-messbare Funktion o: U — R™* mit |o(z)| = 1 ||6T|-f.ii. in U, sodass

T(X) = / (X, o)y d|loT.
U
Die Radon-Nikodym Ableitung des Mafes ||07T'|| nach dem Mafs p7 ist definiert durch

— iy 19T N(B ()
Dy 0T 0(@) := Ny =25
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und nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert diese Ableitung pr-f.ii., ist pp-f.4d. endlich
sowie pp-messbar.

Sei Z :={x € U: D, ||0T||(z) = +oo}, die Menge erfiillt also pi7(Z) = 0, und wir definieren
die singulére Menge ||07 ||sing := ||0T||Z. Nach dem Zerlegungssatz von Lebesgue konnen
wir schlieflich fiir die erste Variation

/U (X, 0) d[I6T|| = /U Dy 6T (X, o) dur + /U (X, 0) A[I6T |sing

schreiben. Alle genannten Definitionen und Resultate stammen aus L. SIMON [33, Thm.
4.7]. Wir erhalten somit die folgende Aussage.

Proposition 3.30 Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt: Ist |0T|| ein Radonmaf
und ist ||0T||sing = 0, dann existiert der mittlere Krimmungsvektor und ist durch die pr-
messbare Funktion H(z) = —D,,,.||0T||(z)o(z) € R*** gegeben.

Bemerkung

i) Es gilt |67 ||sing = 0, falls ||6T"|| absolut stetig beziiglich pp ist. Das bedeutet aus pr(A) =
0 folgt auch |[6T"]|(A) = 0 fir jede Menge A C U.

A-minimierende Strome

Wir betrachten nun eine gewisse Klasse von minimierenden Stromen mit ganzzahliger Viel-
fachheit und greifen dazu auf das Konzept der A-minimierenden Stréme von F. DUZAAR
und K. STEFFEN [12] zuriick.

Definition 3.31 (\-minimierend) Sei T = 7(M,0,¢) € IR, (R"™*) und U C R*"*F of-
fen. Dann heifit der Strom T A-minimierend in U fiir eine Zahl 0 < \ < 0o, falls

M(T) < M(T + 0Q) + \M(Q) (3.14)
fiir alle Strome Q € TRy 1 (R™F) mit Triger spt Q C U gilt.

Dass jeder A-minimierender Strom einen mittleren Kriimmungsvektor H in dem Sinn unserer
Definition 3.29 besitzt, zeigt die Berechnung der ersten Variation.

Satz 3.32 (Erste Variation) Sei T € TR, (R"*) A-minimierend in U. Dann existiert
ein pr-messbares Vektorfeld H auf R"* sodass |[H| < X und die Variationsgleichung

/diVMX d,uT = — /(H,X> dMT (3.15)

fiir alle Vektorfelder X € CL(U \ spt 0T, R"**) erfiillt ist.

Beweis: Wie bei den Area-minimierenden Stromen betrachten wir wieder die spezielle
Deformation ¢(t,z): (—¢,&) x R** — Rk o(t,2) = ¢4(x) := = + tX(z) mit einem C-
Vektorfeld X (z) auf R"** welches einen kompakten Tréiger in U \ spt 9T besitzt.

Wir definieren gemif (2.6) den Strom Q; := ¢4 ([(0,)] x T) € ZRy41(R"*) und fiir ein
hinreichend kleines € > 0 besitzt dieser Strom einen kompakten Tréger in U \ spt 9T, da
das ,Deformationsvektorfeld* X kompakten Tréger in dieser offenen Menge hat. Der Strom
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@ ist damit ein zuldssiger Vergleichsstrom in der Definition der A-minimierenden Stréme.
Mit der Homotopieformel, L. SIMON [33, 26.22|, folgt

dipT —  dopT =0 dx([(0,1)] x T) + ¢4 ([(0, )] x OT),
——

Ly kgt T=T =Q¢ =0

also die Identitat
T =T + 0Q. (3.16)
Fiir eine kompakte Menge K C U mit spt X C K resultiert aus der A-Minimalitit

(3.14) (3.16)
M(TLK) < M(TUK +0Q0) + AM(Qr) “2Y Mgy (TUK)) + AM(Q))

und fiir ein beliebiges ¢t > 0 erhalten wir die Ungleichung

L (Mo (T ) - M(TLK)) + 2M(Q)) 2 0

Der erste Summand konvergiert fiir ¢t \, 0 gegen die einseitige Ableitung %M(qﬁt# (TLK))|t=0
und diese existiert genau wie in dem Kapitel 3.1.2 iiber Area-stationidre Strome und ist ge-

geben durch das Integral
/ diva, X dpr.
Rn+k

Fiir die Berechnung des zweiten Summanden machen wir zunéchst einige Anmerkungen.
Fiir einen rektifizierbaren Strom R bezeichne {r dessen Orientierung. Nach L. SIMON |33,
26.23| gilt §ro,.0]xT = €1 A &r und fiir das assoziierte Radonmal pijo njxr = LY x pr,
wobei wir das Produktmaf in dem ersten Kapitel definiert haben. Weiterhin verwenden
wir die explizite Darstellung (2.5) des Bildes eines rektifzierbaren Stroms, kennzeichnen die
induzierte lineare Abbildung mit d und erhalten die folgende Abschétzung

TM(@0) = FM(04 (10,01 x ) = F sup (62100 % 7))
(255)% ‘il‘l<pl /RHM+1 <w(¢(t7x))vd¢(t,x)#(£[[(07t)]]><T)> dpgo,npxr
= iufl/ / ))> do (s a4 (€1 A £T)> dpr ds
t
< iuflssel[gpt]/ <w(¢( x)), dd(s m)4 (€1 /\ST)>duT/O ds

<Asup sup [ (w(0(s.2), ddpouuler A &r)) dr

|w|<1 s€[0,t] J M

< Asup sup / ‘w(¢(8,~’6))’ ‘d¢(s,x)#(el A §T)‘ dpr
|w|<1 s€[0,t]

<aswp [ fao e nen|dur 23 sup [ |2 o(s,0) A d(o)ser)|dur
s€[0,t] s€[0,t]

— X sup / ’X A ((Tngk + st)#gT)‘ dpr 20 A/ X A &r| dpr
s€(0,t] J M M
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Zusammengenommen erhalten wir die folgende Variationsungleichung

/divMXduT+>\/|X/\£!duT > 0.

Dieselbe Rechnung ist auch fiir das Vektorfeld —X anstelle von X giiltig und wegen den
Eigenschaften des Dachproduktes | — X A &| = [E A X| = | X A E] < | X|[¢] folgt

|€l=1
\/divMXduT\SA X Agldur < A/|X|duT.

Die Existenz des mittleren Kriimmungsvektors H ergibt sich aus den vorangestellten Uber-
legungen. Denn fiir eine beliebige Menge A C U erhalten wir die Abschéatzung

ISTI(A) < A sup [ 1X]dur < Apr (), (3.17)
X]<1./4

Ist die Menge A kompakt, so ist die rechte Seite endlich, da pr ein Radonmaf ist, und
somit ist auch ||07"]] ein Radonmaf. Aus der Abschétzung folgt aukerdem direkt, dass ||67]|
absolut stetig beziiglich 7 ist. Die Proposition 3.30 liefert die Existenz des mittleren Kriim-
mungsvektors H := —D,, ||0T'||o. Abschliefend schétzen wir noch den Betrag ab

e o i JTIB @) 610 (B ()
F()| = | = D 9T o] = | Dy 10T )| = i 550 5007 <" Xl BTG —

und damit ist der Satz vollstdndig bewiesen. O

Wir werden im Folgenden lediglich mit der Variationsformel (3.12) arbeiten.

3.3.3 Ein Einschliefsungssatz

Wir definieren erneut die beiden quadratischen Polynome

n+k—j n+k
ri(x) == Z z? sowie s;(z):= Z 7
i=1 i=n+k—j+1
und betrachten fiir ein j = 1,...,n—1 und einen freien Parameter b € [0, 1] die quadratische

Funktion g¢;(z) = rj(z) — (n — j)/jbsj(x). Fir ein R € R bezeichnen wir mit H;(R)
wieder das verallgemeinerte Hyperboloid H;(R) := {z € R"**: ¢;(z) < R} und beweisen
einen EinschlieRungssatz fiir Strome mit vorgegebener mittlerer Kriimmung unter geeigneten
Voraussetzungen an den mittleren Kriimmungsvektor H.

Satz 3.33 (EinschlieBungssatz) Es sei T € R, (R"F) ein Strom in R"* mit mittlerer
Kriimmung H(x) und kompaktem Triger sptT. Fiir die Randwerte gelte spt 0T C H;(R)
fir ein R € R, einj=1,...,n—1 und ein b € [0,1]. Der mittlere Kriimmungsvektor H
erfille die Bedingung

LGOS DN -
W+P8j($) <1 fir MT—f.a. reR \HJ(R) (3.18)

Dann gilt spt T C H;(R).

b+ [H(z)]



49

Bemerkungen

i) Es ist nur eine Bedingung an H auferhalb des Hyperboloiden #;(R) zu stellen. Die
Bedingung ist also leicht schwécher, als die in dem klassischen Fall von U. DIERKES und D.
SCHWAB [10] benétigte Abschétzung.

ii) Fiir einen Area-stationiren Strom 7 € R, (R"**), welcher H = 0 erfiillt, kénnen wir
b =1 wahlen und erhalten damit den vorherigen Einschliefungssatz 3.10.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt 9T = 0 in der offenen Menge U := R"™* \ H,(R). Fiir
ein beliebiges ¢ > 0 sei die Funktion v: R — R, + 7(t), erneut eine C'-Funktion mit
v(t) > 0,7/(t) > 0 fiir alle t € R sowie y(¢t) =0 in dem Fall t < R+¢ und ~(¢) > 0,7'(¢) > 0
fiir jedes t > R + e. Wir betrachten die Abbildung &: R"*% — R"** vermoge

R n—j n—j

Z(x) = (931, ey Tpgk—j —T b Tpgh—jgls ey — 7 b l“n+k>
und definieren das Vektorfeld X (z) := Uqr(x)v(gj(z)) Z(x), welches von der Klasse
CHU,R™*) und somit zuldssig in der Variationsformel (3.12) ist.
Es gelten die gleichen Bezeichnungen fiir die Projektion Pr, s wie in dem Fall der statio-
néren Strome und wir berechnen die einzelnen Ausdriicke wieder getrennt. Fiir den ersten

Term gilt mithilfe exakt der gleichen Rechenschritte

Viy(g) =7 (q5) (Dg;)" =27 (g;) &7

und somit

. T (1.2 )
(Varv(g;), 2) = 2v/(g) (@ 2) ) 2y/(gy) 12T 2.

Die Divergenz des Vektorfeldes & berechnet sich vermége

n+k n+k—j " — j n+k
diVMi’ = Z(VMJAZ@, €i> = Z <VM.731, €i> —_ b Z <VM3717 €i>
=1 =1 J i=n+k—j+1
n+k—j n— ] n+k n+k—j n— ] n+k
= > fele)——=b D> lele)= > pi——=b > pi
i=1 J i=n+k—j+1 i=1 J i=n+k—j+1
n+k n+k n— ] n+k n— j n+k
:Zpii_ Z pii ———— b Z pii:n—<1+7‘b) Z Dis.-
i=1 i=ntk—j+1 J i=ntk—j+1 J i=n+k—j+1

Den Term mit dem mittleren Kriimmungsvektor kénnen wir schlieflich durch die gewthn-
liche Cauchy-Schwarzsche Ungleichung leicht nach unten abschétzen

, 1/2
N . n—7j\?2
(F.3) = el = -[8]|r0) + (") | (319
Das Einsetzen aller Ausdriicke in die Variationsgleichung liefert
0= /R o Vv (a7), @) + divard y(q;) +(g5) (@ H) dpr
" — ] n+k n — ] 9 1/2
> / ’Y(Qj){n - (1 + — b) Z pii — [H] [Tj + (7) bzsj] }
Rtk J i=ntk—j+1 J

+27(gj)|& " * dpr.
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Den Ausdruck {...} kénnen wir punktweise wie folgt abschétzen

n—j n+k n— N2, 1/2
n—(l—i— ; b) Z pii—|H’|:7"j+( N ) ij:|
J i=n+k—j+1 J
n—j . n—7J\%2 2
2n—<1—|—jb>]—]H|[rj+( ; )bs]} (3.20)

= (n—j)(1—b)—|H| [rj + (”jj)zb%j]

T b2 1Y2
(om0
= (-0 - ()
und dieser ist nach Voraussetzung in R"**\ H;(R) fiir up-f.a. Punkte = nicht negativ.

Wir definieren wieder die Menge E := {x € M: T, M existiert und e, r—j41,...,entr €
T.M} und betrachten zuerst den Teilraum R"+*\ E.
Da der Term 27/(g;)|2"|? nicht negativ ist, erhalten wir sofort

n+k

. il9 1/2
0> /Rn+k\E ’y(qj){n - <1 + nji] b) Z pii — |H| [rj + (%) bzsj] }duT.

i=n+k—j+1

Fiir den Ausdruck {...} bekommen wir in der betrachteten Menge R"** \ E die strikte
Ungleichheit in der Zeile (3.20), da auferhalb E nicht alle Summanden p;; den Wert Eins
haben konnen, also

{.}>n —j)((l —b) — |H] [(ni]])Q n <§)25j] 1/2>

und dieser Term ist, wie schon erwihnt, in R"*%\ 7;(R) fiir pur-f.a. o nicht negativ. Auf-
grund der speziellen Wahl der Funktion v mit der Eigenschaft v(g;) > 0 fiir ¢; > R+ ¢ folgt
spt ur N (R4 \ E) C H;(R +e).

Wir hatten festgestellt, dass in R"™* \ #H;(R) der Ausdruck {...} nicht negativ ist und
erhalten auferhalb des Hyperboloiden 7 ;(R) die Abschétzung

0> / 2v/(gj)|&" [ dur > 0
R\ H; (R)
und somit die Gleichheit. Insbesondere verschwindet in der Menge F das Integral

0 =/ 7 (g2 [* dpr.

EN(R™\H;(R))
Wie schon in dem Beweis des Einschliefungssatzes 3.10 fiir die stationidren Strome gilt
12T|? > 0 aukerhalb der Menge {x € R"*F: Tpth—j+l = ... = Tpyg = 0}. Aufgrund der
speziellen Forderung an die strikte Positivitidt der Ableitung +'(g;) fiir ¢; > R + ¢ folgt

sptpur N (EN{z € R"™: 2, iy # 0 fiivein I =1,...,5}) C Hj(R+e).

Der letzte Beweisschritt folgt wieder exakt wie in dem stationéren Fall, das heifst es gilt fiir
die verbleibende Menge ebenfalls die Inklusion £ N {z € RHE, Tpgk—jt1 = 0,0, Tpyp =
0} C Hj(R+¢), und da € > 0 beliebig war, folgt der EinschlieSungssatz. O



o1

Wir geben abschlieffend noch zwei hinreichende Charakterisierungen fiir den mittleren Kriim-
mungsvektor H an, sodass die Bedingung (3.18) erfiillt ist.

Lemma 3.34 Die Bedingung (3.18) ist erfillt, wenn
i) q:= |z|[H(x)| <1 fir pp-f.a. € R*%\ H;(R) gilt und b < 1 — q gesetzt ist oder

i) q = |z||H(z)| < n—j fir pr-f.a. x € R"™\ H;(R) gilt und b < min { 25,1 — %}
gesetzt ist.

Beweis: Wir stellen fest, dass der Wert des Parameters b in beiden Fallen wohldefiniert ist,
da dieser nicht grofser als Eins ist. In dem ersten Fall gilt

ri(x b2 1/2
(nj_( j))2 .7,233‘(.7]):| <b+Hlz|=b+tg<1

und in dem zweiten Fall konnen wir das b nach oben abschitzen und erhalten

b—i—]H\[

M+$Sj(w)]l/2—b+’H‘ ! .|:T'j(l')+(nj__j)2b23j(x):|

n—J

e+ () ) )]
L1 1
n—j n—j n—j

hﬂHw

1
<1-——q+H|
n-—7

1
<1-——q+|H|
n-—y

A 2
wobei die Relation (% ﬁ) < 1 ausgenutzt wurde. O

3.3.4 Ein Nichtexistenzsatz

Setzen wir in dem allgemeinen Hyperboloid H;(R) die Signatur j = 1, so erhalten wir ein
gewOhnliches Hyperboloid, welches fiir R < 0 in zwei disjunkte Hélften zerfillt. Liegen Kom-
ponenten der Randwerte spt 9T in den beiden Schalen, so kann ein Strom T' € R,,(R"+)
mit mittlerem Kriimmungsvektor H, der die Voraussetzung (3.18) des Einschlieffungssatzes
erfiillt, offenbar nicht zusammenhéngend sein. In dem Grenzfall R = 0 erhalten wir den
Doppelkegel

K :={z e R""F. 34t a e < (n—1)bal, )

Wir bezeichnen mit K+ := K N {£x,, > 0} die beiden disjunkten Kegelhélften und wer-
den auch fiir diesen Grenzfall ein entsprechendes Nichtexistenzresultat herleiten.

Dazusei T € R, (R"*¥) ein zusammenhingender Strom mit mittlerer Kriimmung H, welcher
die Bedingung (3.18) oder eine der hinreichenden Bedingungen aus dem Lemma 3.34 erfiillt.
Weiterhin gelte spt 0T C K+ U K, sodass sowohl spt 0T’ N K als auch spt 97 N K~ nicht
leer sind. In dem Fall klassischer Flachen mit mittlerer Kriimmung wiirde nun das gleiche
Argument greifen wie bei minimalen Fléchen: zweidimensionale Fléachen des Abbildungstyps
in den R? besitzen auch in Verzweigungspunkten eine verallgemeinerte Tangentialfliche und
glatte Untermannigfaltigkeiten konnen erst recht nicht durch die Kegelspitze verlaufen. In
der geometrischen Mafstheorie haben wir in dem Fall H # 0 aber nicht den Konvexe-Hiille



52

Satz 3.9 zur Verfiigung und kénnen daher nicht den Beweis aus dem vorangegangenen Ka-
pitel 3.1.4 adaptieren, sondern miissen einen anderen Weg wahlen.

Aufgrund der Voraussetzungen gilt nach dem Einschliefsungssatz des vorherigen Kapitels
insbesondere 0 € spt T\ spt 9T und es existiert eine komplette Umgebung U := B:(0), e > 0,
um den Ursprung, in der 0T = 0 erfiillt ist. Wir rechnen nun nur noch in dieser Umgebung
und bendtigen im Moment nicht mehr die Orientierung £ des Stroms. Daher betrachten wir
zu dem Strom T = 7(M, 0,£) € R, (U) die assoziierte Varifaltigkeit V' = v(M,0) € V,,(U),

welche die Variationsgleichung

/ diVMX d/iv = —/ <H,X> d,uv (3.21)
Rn+k Rn-Hc

fiir alle X € C}(U,R"*) erfiillt. In diesem Fall sagen wir dann, dass V die mittlere Kriim-
mung H besitzt. Wir zeigen zunéchst, dass V' in dem Ursprung einen Tangentialkegel besitzt,

der Area-stationér in dem gesamten Raum R™* ist. Dazu verwenden wir den folgenden Satz
aus L. SIMON [33, Thm. 19.3].

Satz 3.35 (Existenz von Tangentialkegeln) Sei V = v(M,0) € V,(U) eine Varifaltig-
keit in einer offenen Menge U C R™* mit 0 € U, sodass die Dichte in dem Ursprung
O™ (v, 0) = lim, o(wnp™) L v (B,(0)) existiert und mit einer Folge A\; N\, 0,7 — oo gelte
fiir die Bildvarifaltigkeiten Vj :=no x4V, dass die assoziierten Radonmafe v, — pc,j —
00, in R * konvergieren, dabei ist der Limes uc assoziiert zu einer rektifizierbaren Vari-
faltigkeit C' € V,,(R"F), die Area-stationdr in R"*F ist.

Dann gilt, dass C' ein Kegel ist und daher eine Darstellung der Form C = v(N,9) besitzt,
mit einer rektifizierbaren Menge N, die no x(N) = N fiir jedes X > 0 erfillt, und mit einer
positiven, lokal H"-integrierbaren Funktion ¥ auf N, die ¥ong\ = 9 fiir jedes X > 0 erfiillt.

Bemerkung:

i) Wir nennen einen solchen Grenzwert C' € V,(R"*) einen Tangentialkegel in 0. Ein
Tangentialkegel muss nicht eindeutig sein, da nicht klar ist, ob der Limes von der speziellen
Folge A; abhéngt. Ein Tangentialkegel ist somit wiederum eine Varifaltigkeit, im Gegensatz
zu dem Tangentialraum 7,V , der nur eine Menge darstellt.

Der Satz beinhaltet eine Reihe von Voraussetzungen und wir werden jetzt zeigen, dass diese
in unserer Situation erfiillt sind. Dazu miissen wir einerseits fiir die Vielfachheitsfunkti-
on 6 > 1 py-f.ii. und fiir den mittleren Kriimmungsvektor H € L{, (U, R™*: 11y,) fiir ein
p > n fordern. Falls die betrachtete Varifaltigkeit zu einem Strom mit positiver ganzzahliger
Vielfachheit assoziiert ist, dann gilt automatisch 8 > 1 py-f.ii. Wir priifen im Prinzip die
Giiltigkeit der beiden Behauptungen aus L. SIMON [33, 42.1] nach und erldutern ausfiihrlich,
dass aus diesen die Bedingungen des obigen Satzes folgen.

Behauptung 1: In dem Ursprung existiert die Dichte und ist nicht kleiner als Eins, das
heifst @”(,uV,O) =0y € [1,00).

Beweis der Behauptung: In dem Lemma 2.7 haben wir bereits bewiesen, dass die Dichte
©"(ny,x) in py-f.a. Punkten € U existiert. Die nun zusétzlich angenommene lokale L,-
Regularitét sichert, dass die Dichte in jedem Punkt x € U existiert. Dies folgt direkt aus
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der Monotonierelation fiir Varifaltigkeiten mit mittlerer Krimmung H, welche fiir p > n
besagt, dass

3=

1]l 2, (Br ) (o

1—n
- 22
o o) (3.22)

(o~ (Bo ()7 < (0" v (By()) 7 +

fiir alle 0 < 0 < p < R gilt, wobei Br(y) C U beliebig fixiert ist. Somit ist die Funktion

_ 1 1 1-n
Fp) = (07" 1w (Bp(y)))? + [l 1, By (@ —n) "o
schwach monoton wachsend in p und daher existiert der Grenzwert p “\, 0, welcher mit p
potenziert der Dichte in dem Punkt y entspricht, vergleiche L. SIMON [33, Thm. 17.7 &
Cor. 17.8].

Weiterhin ist die Dichte ©™(uy, -) eine oberhalbstetige Funktion in U, das heiflt O™ (uy, x) >
limsup,_,, ©"(py,y) fiir jeden Punkt x € U; die Dichte kann in dem Limes daher nicht

kleiner werden. Die Behauptung folgt ebenfalls mit Hilfe der Monotonieformel (3.22) aus L.
SIMON [33, Cor. 17.8|.

Nun ist V = v(M,0) € V,,(U) eine rektifizierbare Varifaltigkeit mit einer Funktion 6 > 1
py-f.ii. nach der zusétzlichen Annahme. Weithin gilt nach dem Lemma 2.7 die Gleichheit
0(x) = ©"(uy,x) py-f.i. Fir einen beliebigen Punkt x € spt V' = spt uy findet sich daher
eine Folge von Punkten y; — x, j — oo, mit ©"(py,y;) > 1 fiir jedes j € N. Zusammen mit
der Oberhalbstetigkeit folgt schlieflich ©™(uy,x) > 1 fiir jeden Punkt € spt py. Da der
Ursprung in dem Tréger liegt, erhalten wir insbesondere ©™(uy,0) = 6y > 1 und damit die
Giiltigkeit der ersten Behauptung. O

Wir zeigen jetzt, dass ein Radonmaf pc als Grenzwert existiert, welches zu einer in R?t*
stationdren, rektifizierbaren Varifaltigkeit C' € V,,(R"**) korrespondiert, um die Vorausset-
zungen des Satzes zu komplettieren.

Ist eine Folge von stationéren, rektifizierbaren Strémen T; € R, (U) gegeben, die gegen
einen Strom T konvergieren, also Tj(w) = T'(w), j — o0, fiir alle w € D™*(U) erfiillen, dann
lasst sich zeigen, dass der Strom 1" wieder rektifizierbar ist. Allerdings ist nicht klar, ob der
Grenzwert ebenfalls stationdr ist. Im Allgemeinen konvergieren die assoziierten Radonmafe
pr; némlich nicht gegen pp. Zu dem Strom T = 7(M,0,§) € R, (U) betrachten wir daher
die assoziierte (allgemeine) Varifaltigkeit V' € G, (U), die wir ebenfalls mit V' bezeichnen.
Wie am Ende des zweiten Kapitels beschrieben, ist V' ein Radonmaf auf G, (U), welches
durch V(A) := ur(m(A)) = pr{z € U: (z,<€&(x)>) € A}) fiir eine Teilmenge A C G,,(U)
gegeben ist.

Behauptung 2: Fiir alle Punkte z € U gilt

lim p'~"(|6V||(B,(z)) = 0. (3.23)
PN\O0

Dabei ist ||6V]| das totale Variationsmafs geméfs (3.13) zu der ersten Variation 6V (X) :=
le. o divs X dV(z, 5) fiir X € CHU,R™*), diesmal aufgefasst beziiglich der allgemeinen
Varifaltigkeit V' € G,,(U), sodass S ein Element in G(n+k, n) ist. Die Behauptung entspricht
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der zweiten Bedingung in L. SIMON [33, 42.1]

Beweis der Behauptung: Da die allgemeine Varifaltigkeit V' aus einem rektifizierbaren
Strom entstanden ist und dieser durch Unterdriickung der Orientierung wiederum zu einer
rektifizierbaren Varifaltigkeit assoziiert ist, fallen die allgemeinen Definitionen fiir Radon-
make auf G, (U) mit den speziellen fiir V' € V,,(U) zusammen.

Somit gilt fiir ein beliebiges Vektorfeld X € C}(U, R"**) die Identitiit

W (X) = / divgX dV(z,S) = / divar X dpy
n(U) U

und aus der Variationsgleichung (3.21) folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

| [ x| = |- [ ] < [ 106G a0y < [ 1] i
U U U U

Schauen wir uns erneut die Monotonieformel (3.22) an, so erhalten wir durch das Weglassen
des negativen Summanden auf der rechten Seite und anschliefsendem Potenzieren mit p fiir
alle 0 < 0 < R die Ungleichung

— — 1 HHHL B _n\P
0" (Bo(y)) < { (R (Br(y))? + = =t R
wobei erneut Br(y) C U vorausgesetzt ist. Das ist die Erklirung zu der Bemerkung in
L. SiMoN [33, Rmk. 17.9(3)], welche die Existenz einer Konstanten c¢ liefert, sodass fiir
hinreichend kleines p > 0 die Schranke

v (Bp(y)) < cp” (3.24)

erfiillt ist. Es ist zudem die Erweiterung zu der analogen Abschétzung des Area-stationéren
Falles (3.4) auf Varifaltigkeiten mit mittlerer Kriimmung H € LF (U, R""*; 11y/) fiir p > n.

loc
Wir gelangen somit fiir ein kleines p > 0 und ein beliebiges € U zu der Abschétzung

VI = sw | [ dvsXaves)| = sw | [ dvuXde
IX|<1 Gn(U) 1X|<1 U
spt X CBp(x) spt XCBy(x)
< s [IXIHdw < [ Hlde
|XI<1 U B,(z)
spt XCBy(x)

Holder-

Ungleichung 1— 1

1_1 (3.24) .
IH|| Lo (B, ) (v (Bo(2))) 7 < [ Hl 1o, ) (cp™) 7.

Mit dieser beweisen wir die Behauptung (3.23) und benétigen dafiir erneut die lokale LP-
Regularitédt in U des mittleren Kriimmungsvektors. Fiir ein p > n folgt mit einer generischen
Konstante c schliefslich

_1 —ndn—"n ..
POV (By(a)) < o B oo (™) 7 = ep!HE 0 i p 0. O

Wir betrachten die Folge Vj :=ng x4V € G (R™F) mit A; \, 0 als (allgemeine) Varifaltig-
keiten in dem gesamten Raum. Dann gilt fiir jeden Punkt 2 € R*"* und jedes R > 0 die
Abschéatzung

. . ) . n 3.23
lim [|5V;|(Br(z)) = lim [[(no.x,V) | (Br(@)) 2 lim A7 |6V [(By, r(@) 27 0.
J—00 J—00 J—00
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Die Relation (x) folgt aus dem Korollar 3.24, dessen Aussage ebenfalls fiir rektifizierbare Va-
rifaltigkeiten gilt. Da aufserdem die Varifaltigkeiten V und V; alle rektifizierbar sind, fallen
die allgemeinen Definitionen fiir Radonmafe auf G, (U) mit den speziellen fiir V' € V,,(R"+*)
zusammen. Der Ausdruck V;(G,(Br(z))) = fGn(BR(x)) dVj(z,S) < [|6V;||(Br(x)) ist da-
her fiir jedes 7 € N ebenfalls beschriankt und wir konnen den iiblichen Kompaktheitssatz
fir Radonmafe, L. SIMON [33, Thm. 4.4], anwenden. Es existiert somit eine Teilfolge j’,
sodass Vjy — C,j' — oo, fiir ein Radonmaf C, das heifit eine allgemeine Varifaltigkeit
C € G,(R™*), Wir bezeichnen die Teilfolge 5’ in dem Folgenden wieder mit 7.

Wir erliutern jetzt, dass dieser Grenzwert C stationdr in R™* ist, das heift die ers-
te Variation 6C(X) = fGn(RnJrk)diVSX dV(x,S) verschwindet fiir alle Vektorfelder X €

CHR™* R"™F). Wir zeigen, dass das totale Variationsmaf ||[6C|| auf allen offenen Billen
Bg(r) € R"k Null ist.

Dies folgt aus den bisher gezeigten Abschitzungen und aus der folgenden Aussage geméf
L. SimoN [33, Rmk. 40.7(1)]: Seien (V;)jeny und C allgemeine Varifaltigkeiten auf dem
Raum G, (R™"*) und es gelte V; — C,j — oo, im Sinne von Radonmafen in G, (R""*),
dann ist ||6C|(W) < liminf;_, ||6V;]|(W) fiir alle offenen Mengen W CC R™**. Somit
gilt erneut fiir jeden Punkt z € R™* und jedes R > 0 die gewiinschte Abschiitzung
16C1[(Br(x)) < liminfj o0 [|6V]|(Br(z)) = 0.

Wir haben die Existenz eines Grenzwertes gezeigt, welcher stationér in dem gesamten Raum
R™** ist, allerdings in dem Sinne einer allgemeinen Varifaltigkeit C' € G, (R"%). Als letztes
miissen wir zeigen, dass der Grenzwert mehr Regularitét besitzt als ein beliebiges Radonmaf
in G,,(R"*) und C wieder eine rektifizierbare Varifaltigkeit ist.

Dazu benétigen wir die Voraussetzung 6 = 0y > 1 py-f.ii. und den Satz aus L. SIMON |33,
Thm. 40.6], welcher besagt, falls V; — C,j — oo, in G,,(R™™), jedes V; lokal beschriink-
te erste Variation besitzt und ©"(Vj,y) > 1py,-f.ii., dann gilt auch fiir den Grenzwert
O™ (uc,y) > 1 uc-f.i. Die beiden Bedingungen sind aufgrund der obigen Abschétzung und
der Definition (2.4) der Bildvarifaltigkeit V; zusammen mit der Voraussetzung an 6y erfiillt.

Durch die pc-f.i. Positivitéit der Dichte ©™ (e, y) steht schlieflich der Satz iiber die Rektif-
zierbarkeit nach L. SIMON [33, Thm. 42.4| zur Verfiigung, sodass der allgemeine Grenzwert
C € G,(R"*) eine rektifizierbare Varifaltigkeit C' € V,(R"**) darstellt und sogar in der
Klasse ZV,(R"**) enthalten ist, falls V ganzzahlige Vielfachheit besitzt, L. SIMON [33,
Rimk. 42.8].

Damit ist in der Tat der Satz iiber die Existenz von Tangentialkegeln 3.35 anwendbar und
C besitzt eine Form C = v(N, ) mit ng \(N) = N sowie ¥ o 19\ = ¥ fiir jedes positive .

Wir beweisen im Folgenden, dass der Tréger eines Tangentialkegels C' im Ursprung in dem
Nichtexistenzkegel K enthalten ist.

Satz 3.36 Es seien V = v(M,0) und C = v(N,9) zwei Varifaltigkeiten wie in dem obigen
Satz 3.35 iiber die Eristenz von Tangentialkegeln. Weiterhin gelte spt V C K := {x € R"** :
i+ +ad < (n—1)ba2.,}, dann ist auch sptC C K.
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Wir benétigen vorab das folgende Hilfsresultat iiber die ,Vertauschbarkeit von Grenzwert-
bildung und Tréger bei einer konvergenten Folge von Radonmafen.

Lemma 3.37 FEs seien (115) jen, it Radonmafe mit i — p, j — 00, in R, Weiterhin gelte
fiir eine abgeschlossene Menge A, dass spt pj C A fiir alle j € N. Dann folgt spt p C A.

Bewets: Wir zeigen hier die Implikation aus « ¢ A folgt = & spt u, also dass ein p > 0
existiert mit u(B,(x)) = 0.

Da nach Annahme x nicht in der abgeschlossenen Menge A liegt, ist dist(z, A) > & > 0 und
wir wahlen den positiven Radius p := % dist(z, A). Aufgrund der Voraussetzung spt pu; C A
fiir alle j € N gilt

Boy(z) Nspt pj = 0 fiir jedes j € N. (3.25)

Wir withlen eine stetige Funktion ¢ : R"** — [0, 1] mit ¢|B,(x) =1 und @lpntr\By, () = 0,
dann ist ¢ lokal pj-integrierbar fiir alle j € N, denn ¢ hat einen kompakten Trager und u;
ist ein Radonmafs. Es folgt schliefslich die Behauptung

o Def. von ¢ L. (3.25)
0 < u(By(x)) <liminf puj(By(x)) < lim 1nf/ ¢dp; =lim mf/ ¢dp; ="0.
Rn+k J spt

j—o0 Jj—o0 —00

Dabei haben wir in dem zweiten Schritt die schwache Unterhalbstetigkeit verwendet, die fiir
eine Folge p; — p,j — oo besagt, dass p(Q) < liminf;_,o 115(2) fiir jede offene Menge
erfiillt ist, L. C. EvANs und R. F. GARIEPY [15, §1.9, Thm. 1]. a

Beweis zum Satz 3.36: Es sei wieder V; := g 5,4V und wir zeigen zunachst die Inklusion
spt V; C K fiir jedes j

Vorauss. K=Kegel

spt Vj = spt(mox,#V) Cnox; (spt(V))  C mop, (K) K.

Der Satz 3.35 liefert uns die Konvergenz uy; — uc, j — 0o, und daher folgt mit dem Lemma
3.37 die Behauptung spt C = spt uc C K, indem die Menge A durch den abgeschlossenen
Kegel K ersetzt wird. O

Wir betrachten nun die beiden eingeschrinkten Varifaltigkeiten
Cc* = C\_{l‘t + Tpqp > 0} = U(N N {J:: * Tpyk > O}, ﬁ‘Nﬁ{x: :tacn+k>0})

mit spt CT ¢ K+ = KT U {0} C {x € R"™*: ,,,1 > 0} und spt C~ liegt entsprechend in
dem abgeschlossenen Halbraum {z € R"**: z,, ., < 0}.

Beide Varifaltigkeiten sind weiterhin Kegel und wie in Lemma 3.14 erklirt, ist sowohl C™
als auch C~ stationir in R"**. Somit kénnen wir auf beide Flichen getrennt das folgende
Lemma anwenden, L. SIMON [33, Thm. 36.5 & Rmk. 36.6].

Lemma 3.38 Sei C = v(N,9) € V,(R"*) eine rektifizierbare Varifaltigkeit, die stationdr
in R"k 4st und noxx#C = C fiir alle X > 0 erfillt. Weiterhin sei spt C' C §), wobei § ein
offener Halbraum des R"* mit 0 € 0% ist. Dann gilt spt C C 05).
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Es ist spt C* C {1 = 0} in dem Widerspruch zu spt C* ¢ K = K, da nach Kon-
struktion offensichtlich C' # 0 ist. Somit kann der stationédre Tangentialkegel nicht durch
die Kegelspitze verlaufen und daher kann der Ursprung nicht in dem Tréger des Stromes T’
liegen und wir erhalten das folgende allgemeine Nichtexistenzresultat.

Satz 3.39 (Nichtexistenzsatz) Sei T € R, (R"*) ein Strom mit kompaktem Triger
spt T und mittlerer Krimmung H. Fir die Randwerte gelte mit einem b € [0,1] die In-
klusion

n+k—1
sptdT C K+ .= {x e R Z a? < (n—1)ba? ., tr,p > 0},
=1

sodass sowohl spt 0T N KT als auch spt T N K~ nichtleer sind. Definiere die quadratische
Funktion ri(x) :== a3 + ...+ a2, ,_|. Der mittlere Krimmungsvektor H erfiille sowohl

1/2
() 5 + b2$721+k] <1 fir uy — f.a. x € R"F\ K (3.26)

b+ [H] M—l)

als auch in einer Umgebung U um Null

He P

loc

(U, Rk i) fiir ein p > n und

O(x) > 1 fir pp-f.a. x € U.

Dann kann sptT nicht zusammenhdngend sein.

Bemerkungen

i) Anstelle der Bedingung (3.26) kann auch eine der Forderungen aus dem Lemma 3.34 mit
j=1und R = 0 erfiillt sein.

ii) Die Bedingung 6 > 1 pp-fii. ist fiir Strome T' € ZR,,(R"**) automatisch gegeben.

iii) Betrachtet man A\-minimierende Stréme 7' € TR,,(R"**) in R"** mit mittlerem Kriim-
mungsvektor H, dann ist nur die Bedingung (3.26) an den mittleren Kriimmungsvektor
H zu stellen, die lokale LP-Regularitdt ist nicht notwendig. Ein A-minimierender Strom
T besitzt in jedem Punkt x € sptT einen in R™* Area-minimierenden Tangentialke-
gel C = 7(Mc,0c,é0) € TR, (R™F), welcher nox#C = C fiir jedes A > 0 erfiillt, sie-
he F. DuzaAr und K. STEFFEN [12, Prop. 5.1]. Somit ist die zugehorige Varifaltigkeit
V =v(Mc,0c) stationér, L. Simon [33, Lem. 33.2], und erfiillt die geforderten Invarianzen
unter der Homothetie 79 x. Der Satz 3.35 iiber die Existenz von Tangentialkegeln wird dem-

zufolge fiir diese Klasse von Stromen nicht benotigt und damit entfallt die LfOC—Forderung.
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3.4 Flachen unter Einfluss einer Schwerkraft

Die Betrachtung von stationédren Stromen des Area-Integranden ist nur ein spezieller Fall von
vielen moglichen Variationsproblemen. Bei einem allgemeinen Problem kann der Integrand
variabel von dem Ort und der Orientierung abhéngen. Dazu sei wieder U C R*** offen und
F:U x AR — R, (2,¢) — F(x,(), eine beliebige stetige Funktion, die in der zweiten
Komponente homogen vom Grad Eins ist, also F(z,t¢) = tF(z,() fiir t > 0,2 € U und ¢ €
A,R"* erfiillt. Fiir einen n-dimensionalen rektifizierbaren Strom T = 7(M, 0, €) € R, (U)
ist das Integral von F iiber T' definiert durch

[ 7= [ Fas@ea) i@ = | Fecw) .

Man erkennt, dass durch F(z, () := |(| die gewohnliche Masse eines Stroms gegeben ist. Wir
sind in diesem Kapitel an einem speziellen Integranden interessiert, welcher eine besondere
physikalische Interpretation besitzt. Dazu schauen wir uns zunéchst die klassischen Resultate
an.

3.4.1 Klassische schwere Flachen

Ist man auf der Suche nach minimalen Fléachen, die einer weiteren, dufseren Kraft wie bei-
spielsweise einer Gravitationskraft unterworfen sind, so verdndert sich die Problemstellung
gegeniiber dem Area-stationdren Kontext. Es existieren verschiedene Ansétze, die alle ihre
Berechtigung verdienen. Wir wollen hier Flachen mit konstanter Massendichte unter ei-
ner konstanten Gravitationskraft betrachten, sodass eine Flache mit moglichst niedrigem
Schwerpunkt bei fixierten Randwerten gesucht ist.

Ist Q C R? und X: Q — R3N {z > 0} eine Fliche von dem Abbildungstyp, dann betrigt
die potentielle Energie unter einer Gravitationskraft in z-Richtung

/sz:/qu/\Xv\dudv,
Q Q

falls (u,v) die Koordinaten in dem Parametergebiet () sind und (x,v,2) € R? in dem Bild-
bereich liegen. Zu diesem Funktional kénnen stationdre Losungen bestimmt werden und
wir sprechen dann von Fléachen unter Einfluss einer Schwerkraft oder kurz von schweren
Fldchen. Stellt man sich eine Losung nach oben umgedreht vor, so liefert das Funktional
aukerdem die optimale Form einer Kuppel. Dieses Variationsintegral wurde in der Klasse
der Sobolevfunktionen X € Hj(B;(0),R?) ausfiihrlich von R. BOHME, S. HILDEBRANDT
und E. TAuscH [3] in dem Jahr 1980 behandelt.

Sie waren insbesondere an der Existenz von Losungen bei einer vorgegebenen rektifizier-
baren Randkurve I' interessiert, die oberhalb der Hyperebene {z = €}, > 0, liegt. Um
einen Uberblick iiber das Aussehen der Losungen dieses Hindernisproblems zu bekommen,
wurden eine Reihe von Einschliefungssédtzen bewiesen. Unter Bedingungen an die dufseren
Daten sowie an die Hohe ¢ liegt eine Losungsflache in einem geeigneten Zylinder, Ellipsoid,
Kegel oder Paraboloid, falls nur die Randkurve in diesen Kérpern enthalten ist, R. BOHME
ET AL. [3, Thm. 4, 5, 6 & 7.

25 Jahre spéter wurden durch S. WINKLMANN [39] glatte Abbildungen X = (X1..., Xp41)
von n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeiten M in den R = R N {y,1 > 0}
betrachtet, die stationdre Punkte des Energiefunktionals

/ XpdA, a>0,
m
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sind. Mit o = 1 wird der physikalisch interessante Fall der potentiellen Energie von Fléchen
unter einer Gravitationskraft abgedeckt.

Betrachtet man den speziellen Fall der Graphen in einem euklidischen Raum, es sei also
M =R" und X (21,...,%n41) = (21,...,Tn,y(z1,...,T,)) mit einer positiven C2-Funktion
y sowie zusatzlich a« = n — 1, dann erkennen wir das Variationsintegral aus dem Kapitel
3.2.1 iiber den optimalen Nichtexistenzsatz wieder. Durch Rotation liefern die Losungen
also rotationssymmetrische Minimalflichen in dem gew6hnlichen euklidischen Raum ohne
dukere Krafte. Diese Losungen hatten wir n-Katenoide genannt.

Ist X eine beliebige kritische Losung des Funktionals, dann ist die vektorwertige Gleichung
LX = aX;ilenH mit einem elliptischen Operator L erfiillt. Somit lassen sich mit Hilfe
des Maximumprinzips fiir elliptische Differentialgleichungen Einschliefungssitze unter ge-
eigneten Zusatzbedingungen beweisen, die aber teilweise explizit von der Lésung abhéngen,
im Wesentlichen ein verallgemeinerter Konvexe-Hiille Satz und Einschlieffungsresultate in
einen Ellipsoiden sowie in einen speziellen Hyperboloiden, S. WINKLMANN [39, Thm. 3.1,
3.2 & 3.3].

In den folgenden Kapiteln werden wir erneut die bestehende Liicke in der Abschwéchung
der Regularitdt schliefen. Auch fiir n-dimensionale Flachen mit Singularitdten, die statio-
nér in einem Schwerefeld sind, existieren Einschliefungssétze. Weiterhin betrachten wir im
Gegensatz zu S. WINKLMANN Hyperboloide mit verschiedener Signatur, erweitern die ent-
sprechende Bedingung an die dufseren Daten und werden zusétzlich noch die Frage nach
einem Nichtexistenzsatz beantworten. Wie in den klassischen Fallen untersuchen wir aus-
schlieflich Flachen mit der Kodimension k£ = 1.

3.4.2 Stationire Strome unter Einfluss einer Schwerkraft

Sei U C ]R’}F'H = R"™" N {yn+1 > 0} eine offene Menge des oberen Euklidischen Halbraumes
und die Funktion F: U x A,R™™ — R sei durch F(z,¢) = 2%, || mit einer reellen Zahl
a > 0 gegeben. Wir betrachten Strome T' = 7(M,0,&) € R, (U), welche stationér fiir das

Integral
M(T) :—/F—/xﬁﬂduT—/ w10 dH"
T U M

sind. Fiir den Grenzfall a = 0 erhalten wir die gew6hnliche Masse oder den Flécheninhalt
eines rektifizierbaren Stroms. Wir nennen M%(T') die a-Masse von T und definieren aufer-
dem noch das Radonmaf p$ = prcag, | =H" L (025, ).

Zunichst wollen wir eine Variationsformel fiir diese Klasse von Stromen herleiten. Da-
zu betrachten wir eine beliebige Varifaltigkeit V' = v(M,0) € V,(U). Fiir ein € > 0 sei
(#t)te(—e,e): U — U eine Einparameter-Familie mit den gleichen Eigenschaften wie in Ka-
pitel 3.1.2. Bezeichnet [g]n4+1 := (g, ent1) die (n + 1).-Komponente einer vektorwertigen
Funktion g, dann gilt mit Hilfe der Area-Formel (2.1)

M (Ver) S [ gegtant = [ i os0)00aK
¢t(MﬂK) (bt(MﬂK)

= / ([Pe)oy1 0) 0§y M dH™ = / [bt]p 1 Inthe O dH™,
bt (MNK) M

wobei erneut ¥ := ¢¢|pny definiert wurde. Wir wenden die Produktregel an, um

d [0 L0
MV = [ ololit 5] s i g vy
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zu berechnen. Die Auswertung an der Stelle t = 0 liefert schliefslich eine Formel fiir die
Stationaritit der a-Masse. Wir werden im Folgenden kurz von a-stationdr sprechen.

Definition 3.40 (a-stationire Varifaltigkeit) Eine Varifaltigkeit V= v(M,0) € V,,(U)
heifst a-stationdr in U, falls

Xn
/ . (diVMX + « +1).€C${+1 duy =0 (3.27)
R

Tn+1
fiir alle X € CHU,R™1).

Definition 3.41 (a-stationdrer Strom) Ein Strom T = 7(M,0,¢) € R,(U) heifit a-
stationdr in U, falls die assoziierte Varifaltigkeit V.= v(M,0) a-stationdr in U \ spt 0T ist
oder mit anderen Worten die Variationsformel

Tn41

Xn
/ B (divMX—l—a “):cgﬂdwzo (3.28)
R}

fiir jedes Vektorfeld X € CH(U \ spt 0T, R"1) erfiillt ist.

3.4.3 Ein Maximumprinzip und Einschlieflungssitze

Zu Beginn beweisen wir eine Aussage, die sehr intuitiv ist, wenn man sich die physikalische
Situation vor Augen fiihrt: Eine stationiire Fliiche strebt der {x € R"™!: z,,,; = 0}-Ebene
entgegen, sodass kein Punkt in dem Trager der Flache weiter oben in z,11-Richtung als
die hochste Randkomponente liegen wird. In dem klassischen Kontext ist dieses Resultat
tatséchlich eine direkte Konsequenz aus dem Maximumprinzip fiir elliptische Gleichungen.
In der geometrischen Maftheorie ist die Uberlegung dagegen umfangreicher. Dazu bezeichne
in dem gesamten Kapitel Py as: ]RZ‘F'H — T.M wieder die orthogonale Projektion auf den
approximativen Tangentialraum mit den entsprechenden Darstellungen und Schreibweisen
wie in den vorangegangenen Kapiteln.

Satz 3.42 (Maximumprinzip) Sei T € R,(R}™) ein a-stationdrer Strom in Ry, der
kompakten Trager sptT besitzt, dann gilt

max Tp+] = MaAX Tpyi.
zespt T zespt 0T
Beweis: Wir definieren
h* := max z,41
rEspt 0T s

und die offene Menge U := R\ {z: 2,41 < h*}, sodass 0T = 0in U ist. Seiv: R — R, ¢
7(t), eine beliebige C'-Funktion mit y(t),~/(t) > 0 fiir alle t € R und y = 0 fiir t < (h* +¢)?
mit einem beliebigen ¢ > 0. Wir definieren weiterhin die vektorwertige Funktion #(x) :=
(0,...,0,%p41) = Zn41€ns1 und betrachten das Vektorfeld X (z) = Wgper(z) v(22,,) (),
welches von der Klasse C}(U,R"*!) ist. Wir berechnen die einzelnen Ausdriicke der Diver-
genz divy X. Es gilt

VM’Y(SC%-H) = 2’7,($%+1) @’
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und somit
(Vary(a2.1),8) ) 2y (e2,)12 T > 0
sowie
n+1 (15)
divyz = Z<VM§%jv€j> = (VM Tn+1, ent1) = <e:;+1,en+1> = Pn+int1 = 0.
j=1

Das Einsetzen dieser Terme in die Variationsformel (3.28) liefert die Abschétzung

X
0—/ divas X + =2 4,
Ri+l Tn+1

7($72L+1)$n+1

dut
Tn+1

= [ 2 @R+ divad (et +a
+

> / ar(22y) dug > 0
R+

und daher schlieRlich
/ 7($721+1)33%+1 dpr = 0.
R

Wiihlen wir die Funktion (¢) so, dass y(¢) > 0 fiir jedes t > (h*+¢)? gilt, dann verschwindet
auch der mit xy  ; gewichtete Integrand dort nicht und es folgt spt ur = sptT' C {x: x2 1 <
(h*4+¢)?} und, da € > 0 beliebig vorausgesetzt war, ist die Behauptung spt T C {z: 2,411 <
h*} gezeigt. O

Wir beweisen nun einen Konvexe-Hiille Satz fiir a-stationédre Stréme. Wir benétigen zu-
néchst einige vorbereitende Hilfsresultate. Da wir Bélle in niedrigerer Dimension betrachten
werden, indizieren wir zusétzlich die Dimension, um Verwechselungen auszuschlieffen.

Lemma 3.43 Fiir ein beliebiges y' € R™ und ein R > 0 sei die offene Menge U := RTFI \
(BR(y') x[0,00)) gegeben. Weiterhin sei T = 7(M, 0,€) € R, (RT) ein a-stationdrer Strom
in U mit kompaktem Trager sptT, der OT = 0 in U erfillt. Dann liegt der gesamte Triger
des Stroms in dem Halbzylinder spt T C B(y') x [0, 00).

Beweis: Sei v: R — R,t + 7(t), eine beliebige C''-Funktion mit v(t),~'(t) > 0 fiir alle
t € Rund v =0 fiir t < R+¢ mit einem beliebigen € > 0. Wir definieren die Vektorfunktion
#(z) = (71,...,2,,0) und den Punkt y := (y/,0) = (y1,...,9,,0) € R* sowie r(z) :=
|2(x)—y|. Wir testen mit dem Vektorfeld X (z) = Wgpir(7) v(r(2)) (2(x)—y) € CHU,R™H1).

Wir miissen nur in der Menge U rechnen, da X andernfalls identisch Null ist, und somit
kénnen wir fur die folgende Rechnung den Wert r(z) fiir jedes = € U stets als strikt positiv
annehmen. Aus

"(r) . . 12) Y (r), .
V) = LG )T solet (W), - w) Ty TP
und es gilt
n n n+1
divar(d —y) =Y (Vmzj,e)) +0= (], e;) =D pjj = Prtins1
= =1 =1

=spur’P — ppyinyt = N —Ppyint1 = n—1>0.
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Durch das Einsetzen der Ausdriicke in die Variationsgleichung (3.27) erhalten wir
1 A
0> [ (= 100)+ 0@ =) B 04 2 (0=1) [ a(r)dug =0
T

Das bedeutet
[o a —
/ 700 = / BRGEEED
Wahlen wir jetzt v(t) so, dass v(t) > 0 fiir t > R+ &, dann folgt die ,horizontale Ein-
schliefung® in den Ball und, da wir keine Kontrolle iiber die Hohe besitzen, insgesamt
spt upr = sptT C B?ﬂ_a(y’) x [0, 00) sowie, weil £ > 0 beliebig war, schlieflich die Behaup-
tung spt T C B (y') x [0, 00). O

Lemma 3.44 Fir eine beliebige kompakte Menge K C R’}fl definiere die offene Menge
U= R\ K. Weiter sei T' = T(M, 97~§) € Ru(RYTT) ein Strom mit kompaktem Triger,
der a-stationdr in U ist und 0T = 0 in U erfullt. Dann gilt

spt T C conv(Pgrn(K)) X | min 41, max xpi1|.
zespt T’ zespt T

Beweis: Der Strom T ist insbesondere a-stationir in U := R\ (BR(y') x [0,00)) fiir
alle n-dimensionalen Bélle B} (y'),y" € R™ mit Prn(K) C B(y'), denn dann herrscht die
Inklusion U C U. Nach dem obigen Lemma ist in diesem Fall spt T C B}(y') x [0, 00) und
da dieses Ergebnis fiir alle solche Bille gilt, muss der auf den R" projizierte Tréger in dem
Schnitt dieser Bélle liegen; dies ist gerade die konvexe Hiille der Projektion von K. U

In Verbindung mit dem Maximumprinzip 3.42 und der Definition K := spt 0T erhalten wir
den folgenden Satz fiir a-stationdre Strome.

Satz 3.45 (Konvexe-Hiille Eigenschaft) Sei T € R, (R'™) a-stationdr in R mit
kompaktem Trdger. Setze
hy = i h* = A = Pprn(spt OT).
Lin, a4, ,Jnax Tn1, Prn (spt OT)

Dann gilt
spt T C conv(A) x [hy, h*].

Wir stellen uns nun die Frage, ob wir die Aussage verschirfen kénnen und nichtkonvexe
Mengen existieren, die sich fiir einen Finschlieffungssatz eignen. Unter geeigneten Bedin-
gungen an den Parameter o und die Hohe des Korpers sowie den Rand des Stroms ist dies
in der Tat der Fall. Fiir eine Hohe v > 0 und eine Signatur j = 1,...,n — 1 definieren wir
die Funktion ¢;: R"™! — R vermoge

2244 2d - (n—1)b(zpe1 —v)?, falls j =1,
gj(x) =

x%+...+m%+17j — ”T_.jb<x%+1fj+1+...+m%+(a:n+1 —v)2), falls j > 1
mit einem beliebigen Parameter b > 0. Weiter betrachten wir das um v in die positive x,1-

Richtung verschobene verallgemeinerte Hyperboloid H;(R) := { € R"™': ¢;(z) < R} fiir
ein R € R.
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Satz 3.46 (EinschlieRungssatz) Sei T € R, (RI) ein a-stationdrer Strom in R mit
kompaktem Triger sptT. Die Randwerte erfiillen spt 0T C H;(R) fir ein j=1,...,n—1,
v > 0 sowie ein R € R und definiere die maximale Randhéhe durch

h* == max z,41.
xEspt 0T s

Gilt § — (1+ %)+ S =0, dann folgt spt T C H;(R).

Bemerkungen
i) Wir stellen hier keine Bedingung an die mittlere Kriitmmung H einer Losung 7' wie in
dem vorherigen Kapitel, sondern nur an die Randwerte 07" und die dufseren Daten «, v, j.

ii) Das Energiefunktional M®(-) ist invariant unter horizontalen Translationen 7,1 : R?!
— R™ n,1(y) = y — w, mit einem Vektor w = (wy, ..., wy,,0) € R"1. Daher bleibt der
EinschlieBungssatz giiltig, falls wir das allgemeine Hyperboloid durch die Menge 7., 1 (#;(R))
ersetzen.

Bewets: Wie {iblich schauen wir die offene Menge U := ]RZ‘FJrl \ #;(R) an, in der 0T = 0
ist. Wir definieren die vektorwertige Funktion

Ba) = {(ml,...,xn,—(n— 1) b(xpt1 —v)), falls j =1

(wl,...,$n+1_j,—71]—_.9 bxn+1_j+1,...,—7 by, — ”]—_.Jb(:zm_l —v)), falls 7 > 1

und mit einer beliebigen C'-Funktion ~(¢) mit (¢),~(t) > 0 fiir alle t € R und ~(t) = 0 fiir
t < R+ ¢ mit € > 0 beliebig betrachten wir das Vektorfeld X (z) := Vg () v(g;(2)) Z(z),
welches von der Klasse C}(U, R"*1) ist.

Wir berechnen die einzelnen Ausdriicke der Variationsformel separat. Aus Viry(g;) =
7(4j) (Dg;) " = 29/(qj) &' folgt wieder (Vir(gj),2) = 2¢/(gj){@ ", &) = 29/(q5) 12" |*. Es
gilt weiterhin

n+1l—j
divyz = Z (Vg e) — —— b Z (Vg e) — —— b (Vi (g1 — ), €ng1)
=1 i=n+2—j ]
n+1l—j ] ]
T — T
- Z <ei ' b Z . b <€n+156n+1>
=1 i=n+2—7 J
n+1—j n— ] n+1 n+1 n+1 n— ] n+k
= Z Dii — b Z Dii = Zpu - Z Pii — b Z Dii
i=n+2—j i=n+2—j i=n+2—j
n — n+1
=n— <1 + J b) Z Diis
i=n+2—j

wobei die leere Summe in dem Fall j = 1 hier und im Folgenden den Wert Null besitzt und
auferdem erhalten wir

Tn+1 — ’U)

L X A n—j
v(gj) divard + a =" = ~(gp) divird — (gj) a — L p (
X J Tn+1

n+1

sl )

Tn+1
= 7(%’){ (

n+1

P1) 3wt (-2}

i=n+2—j
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Setzen wir die Terme in die erste Variationsformel (3.28) ein, so bekommen wir

0=/Rn+17(qj){ (Hi) Z Pii —

1=n+2—j

v
1—- 2 dpg.
Lo (1) b TP o

Den Ausdruck {...} kénnen wir pp-f.i. punktweise wie folgt abschétzen

(147 >z e
o (10250 § a1 )
i=n+2—j

zn(j+(nj)b)ajjb(1”) (3.29)

S (§-1-50-7)

“omab (- (105)+57)

und dieser Ausdruck ist aufgrund der verlangten Voraussetzung an die dufseren Daten nicht-
negativ.

Wir betrachten wieder die Menge E := {z € M: T, M existiert und epj2—j,...,€n41 €
T:M } und schauen uns zuerst das Komplement dieser Menge an. Da der Term 27’( DT
nichtnegativ ist, folgt sofort

n+1

OE/RT\EV(QJ'){ (1+7 ) > pi-a Jb<1—$:+1)}du%-

i=n+2—j

Fiir den Ausdruck {...} erhalten wir in der betrachteten Menge R"*!1 \ E die strikte Un-
gleichung in der Zeile (3.29), sodass also

{...}>(n—j)b(2—(1+])+j£’*)20

gilt. Wihlen wir ~(t) so, dass y(t) > 0 fiir t > R+e, so folgt spt urN(R"*\ E) C H;(R+e).

Fiir die Betrachtung in der Menge F nutzen wir die Nichtnegativitit des ersten Summanden

aus und erhalten
0= [ . @) aug.
R NE

Durch die genaue Analyse des Vektors #(z) in der Menge E folgt die Aquivalenz

27 ()] = 0 genau dann, wenn { ~ T2 T T T O = v, falls j b
Tpil =0, falls j = 1.

Und mit Hilfe der analogen Uberlegungen wie in dem stationéren Fall folgt durch die spezielle
Wahl der Ableitung +/(t), welche wir strikt positiv fiir ¢ > R + ¢ annehmen koénnen, die
Inklusion
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Tppl—jpl #F 005 fireinl=1,...,7, falls j > 1

}) CH;j(R+e).

spt purN Eﬂ{xeR"+1:
praT ( Tnt1 # U, falls j = 1.

Der Abschluss des Beweises folgt exakt wie in dem Einschliefsungssatz 3.10 der stationdren
Strome. O

3.4.4 Ein Nichtexistenzsatz

Wir werden zeigen, dass auch Strome 7', die stationér beziiglich des a-Funktionals F'(x, () =
x5 1|¢| sind, nicht durch die Kegelspitze o := (0,...,0,v) des Doppelkegels K = H1(0) :=
{r e R"M: 224 422 < (n—1)b(zy41—v)?} verlaufen kdnnen. Da dieser Integrand in der
geometrischen Maftheorie noch nicht weiter untersucht worden ist, bendtigen wir zunéchst
einige Vorarbeiten, bevor wir den entsprechenden Nichtexistenzsatz beweisen kénnen.

Wir beweisen zuerst, dass ein a-stationérer Strom eine Variationsungleichung vom mittleren
Kriimmungstyp mit einem konstanten mittleren Krimmungsvektor erfiillt.

Lemma 3.47 Se: T € Rn(RTFI) ein a-stationdrer Strom in qufl mit hy := inf .1 >
0. Dann erfillt T die Variationsungleichung zesptT
/ divas X dup < — / (H, X) dpr (3.30)
Ri+1 R1+1

fiir alle Vektorfelder X € C} (R:‘_H \ spt 0T, R"*1) mit dem konstanten mittleren Kriim-
mungsvektor H := (0,...,0,ah; 1) € R**L,

Bemerkungen

i) Besitzt T € R,(R?™) kompakten Triger in dem offenen Raum R’ dann ist die
Bedingung h, > 0 automatisch gegeben.

ii) Die Klasse der a-stationdren Strome erfiillen natiirlich auch die Variationsgleichung
(3.12) mit einem ortsabhéngigen mittleren Kriimmungsvektor H(x). Fiir unsere Arbeit ist
die Ungleichung ausreichend und von Bedeutung, dass in diesem Fall die mittlere Kriim-
mung konstant ist. Wir definieren fiir die weiteren Resultate des Kapitels den Betrag des
mittleren Kriimmungsvektors I' := |H| = ah;! > 0.

Beweis: Ist ein Strom 7' mit den Voraussetzungen des Lemmas gegeben, dann geniigt dieser
per Definition der Variationsformel (3.28) und wir schétzen ab

0= / divy Xy 1 + aXnHmz;} dpr > inf  zp / diva X durp
Ri+1 xespt T Ri+1

+ inf 29 /IR oy Xy dpr = B2 /R . divyr X dpg + he ™! / aXnpidur
+ +

zespt T n+
P RY

fiir alle X € C}(R™"1F \ spt T, R"*1). Durch Umformung dieser Ungleichung folgt

a—1

. hS
/R"*l divys X dpr < — /R"“ Xnt1 he dur
+ +

fiir jedes giiltige Vektorfeld X und damit die Behauptung. O
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Wir moéchten in diesem Kapitel dhnlich vorgehen, wie in dem Kapitel {iber die Strome mit
mittlerer Kriimmung und zeigen, dass fiir einen zusammenhingenden Strom, welcher durch
den Kegelmittelpunkt ¢ des nach oben verschobenen Doppelkegels K verlduft, dort ein Tan-
gentialkegel existiert, welcher Area-stationiir in dem gesamten Raum R+ ist.

Zunéchst bendtigen wir dazu wieder die Existenz und Positivitét der Dichte ©"(ur,v) =
lim,\ o (wnp™) Lz (B,(9)). Bei den Strémen mit mittlerer Kriimmung mussten wir voraus-
setzen, dass der mittlere Kriimmungsvektor H lokal LP-integrierbar mit einem p > n ist,
um die Existenz der Dichte ©™(ur, z) in jedem Punkt x zu garantieren. Analog zu diesem
Resultat lasst sich fiir a-stationédre Strome ohne LP-Bedingung zeigen, dass die Dichte tiber-
all existiert.

In den folgenden allgemein formulierten Resultaten kann die offene Menge U so hinreichend
klein gewahlt werden, dass fiir den Kegelmittelpunkt © € U und fiir den Rand 07T U = 0
gilt, da wir stets spt 0T C K N {£xp4+1 > v} annehmen.

Satz 3.48 SeiT € Rn(RIH) ein Strom mit h, > 0, der a-stationdr in einer offenen Menge
UcC R’frl ist und OT = 0 in U erfillt. Dann existiert die Dichte O™ (up,y) in jedem Punkt
yeU.

Beweis: Wir verwenden die Variationsungleichung (3.30) mit einer geeigneten Testfunktion
X € CHU,R™1). Sei y € U ein beliebig fixierter Punkt und - verschieden von den sonsti-
gen Testfunktionen - v € C*(R), wobei v/(t) < 0 fiir jedes t € R, v(t) = 1 fiir t < p/2 und
v(t) = 0 fiir t > p, mit einem Radius p > 0, sodass B,(y) C U. Definiere r = r(z) := |z —y|,
dann betrachten wir die Funktion X (z) := y(r(z))(z —y) € C}H(U,R"+1).

Es gilt divys X = y(r) divay(z — y) + (Vary(r),  — y) und fiir den ersten Summanden daher
n+1 n+1 n+1 1.4)

divar(e —y) = > (Vam(z —y)irei) = > (e ,ei) = Y pii = spur(Pr,m) o,

i=1 i=1 i=1
Weiterhin erhalten wir mit der orthogonalen Projektion auf den approximativen Normal-
raum (-)* = Pr.1y die Identitét

_ e (ETYNT i [(ETYY (FoYNT
Vi () = 0)Vule =yl = 0) (=) =70 (=) ~ (=)
und somit fiir den zweiten Summanden

! ]m—y[, r—Yy L (1.2) ! /
(Vary(r), =) =7/ (1) = o= O = (=) ) = ) = (o)

Das Einsetzen des kompletten Ausdrucks in die Variationsungleichung liefert

n /U A(r) dpp + /U () dpur < — /U (HL 2 — )y (r) dper + /U ()| (D)2 dper.

Wir betrachten jetzt eine beliebige Funktion ¢ € C(R,[0,1]), sodass ¢(t) = 1 fiir t <
1/2,¢(t) =0,t > 1 und ¢/(t) < 0 fiir alle t. Dann kénnen wir die obige Integralungleichung
mit der Funktion v(r) = ¢(r/p) verwenden. Wir definieren

I(p) 3=/U¢<;> dur,

r

L) = [ 6() o= H) dur,
J(p) = /U o(2) (D) dyr
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und aufgrund der Relation rv'(r) = rp~1¢/(r/p) = —pa% (¢(r/p)) folgt die Ungleichung

nl(p) — pI'(p) < —pJ'(p) — L(p).
=1 erhalten wir

Durch Multiplikation mit dem negativen Faktor —p~
J' (p)>0
4 > p "' L(p).

dp
Wir betrachten das Integral L(p) im Detail und schétzen ab

[ o(5) = wraur = = [ o(%)je ol 1 der

Holder-

L (o 1(0)) = o7 () + p~"LL(p)

Y —p/U¢(;)\H!duT

L(p) =
pT /U o(5) dur ET o pr(Ba(y) T </U¢ ;) - d’”) h

_1 _n_
—p T pr(Bgr(y)) 1 I(p)"+1,

¢(§1 _PFMT(BR(y))%H (/U¢(;> dMT) " =

= (3.31)

sodass wir
n+1

dp
erhalten. Die Konstante I' = ach ! bezeichnet den Betrag des mittleren Kriimmungsvektors
wie in der obigen Bemerkung definiert. Schliefslich bekommen wir die Differentialungleichung

© (1)) = —p T (ur(Br(y))) T I(p)

ddp(p”f (o)™ = ni (pI (p))_"zlddp(p"f (p))
(3.31) 1 n n 1 n
> =g ()T L) p T (ur(Br(y)) T L (p)

1 n 1
= —— “n P B n+1'
nri’ T (ur(Br(y)))

Die Integration dieser Ungleichung iiber das Intervall (o, p) mit 0 < o < p < R liefert

LT (jr(Br(y) " / " dp,

=

also nach der Ausfiithrung der Integration
1 1 1 1
(p n+l — O'n+1 )

(7 1) = ()T 2 =T (Brl)
n+l

=-T (NT(BR(Q)))%H(p%“ — o),

Lassen wir nun ¢ gegen die charakteristische Funktion von (—oo, 1) streben, siehe L. SIMON
[33, §17] fiir ein dhnliches Argument, dann erhalten wir die folgende Monotonieformel
1 1

(3.32)

n+l — gn+ )

(07" (Bo (1)) ™ < (p"pr(By(»))) ™ + T (ur(Br(y))) ™ (p

Diese Ungleichung bedeutet, dass die Funktion
1 1
f(p) = (p7"ur(Bp(y))) ™ + T (ur(Br(y))) " p

1
n+1
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schwach monoton wachsend in p ist und daher existiert der Limes lim,\ o f(p), siche S.
HILDEBRANDT [23, §2.3, Satz 5|. Somit besitzt auch der erste Summand den Grenzwert
lim,\ o p~"u7(B,(y)) und die Existenz der Dichte ist damit gezeigt. O

Wir halten noch fest, dass durch eine einfache Modifikation unseres obigen Beweises die
allgemeine Monotonieformel fiir a-stationédre Strome 7' € Rn(R’}rﬂ) folgt.

Proposition 3.49 (Allgemeine Monotonieformel) Sei T € Rn(R’}fl) ein Strom mit
h. > 0, der a-stationdr in einer offenen Menge U C Rﬁ“ ist und 0T = 0 in U erfillt.
Dann gilt fiir jedes p > n mit T := ah;! die Monotonieformel

L (Br)? (5~ F)

RS

(o "ur(Bo))* < (07" ur(B,(w))? +

fiir alle 0 < o < p < R, sodass Br(y) C U.

Wir kommen nun zu einer weiteren Aussage iiber die Dichtefunktion z — ©"(up, x), welche
ebenfalls bei den Stromen mit der mittleren Kriimmung verwendet worden ist.

Lemma 3.50 Gegeben sei ein Strom T mit denselben Voraussetzungen wie in dem Satz
3.48. Dann ist die Dichte O™ (ur,-) eine oberhalbstetige Funktion in U, also gilt ©™(ur,y) >
lim sup O™ (g, z) fir alley € U.

Ty

Beweis: Mit der oben bewiesenen Monotonieformel (3.32) folgt der Beweis nun ezakt wie
1
in L. SimoN [33, Cor. 17.8] mit p:=n+1 und ¢ :=T (ur(Bg(y))) . O

Wir nehmen nun wieder an, dass in der Umgebung U um die Kegelspitze der Strom
T =7(M,0,§) € Rp(U) mit 0T = 0 eine Funktion besitzt, die § > 1 pp-f.i. erfiillt. Diese
Bedingung ist automatisch fiir Strome T' € ZR,,(U) mit ganzzahliger Vielfachheit gegeben.
Weiterhin gilt nach dem Strukturlemma 2.7 pp-f.i. die Gleichheit 6(x) = O™ (ur, z) und
daher folgt mit dem Satz 3.48 {iber die Existenz der Dichte und durch die geeignete Wahl
einer Folge von Punkten in Verbindung mit dem Lemma 3.50 iiber die Oberhalbstetigkeit,
dass ©"(up,z) > 1 in jedem Punkt z € spt T gilt. Insbesondere ist auch in der Kegelspitze
0 = (0,...,0,v) die Dichte strikt positiv. Das ist erneut die erste Bedingung in L. SIMON
[33, 42.1].

Aus der Monotonieformel (3.32) erhalten wir eine wichtige Abschétzung iiber das Wachstum
des Radonmafses pr fiir einen a-stationédren Strom 7T, die wir auch in dem Area-stationéren
Fall und bei den Stromen mit mittlerer Kriimmung bewiesen haben. Fiir einen Strom T,
der die Voraussetzungen der Monotonieformel erfiillt, existiert eine Konstante ¢, sodass fiir
ein hinreichend kleines p > 0 die Abschétzung

ur(By(@) < cp" (3.33)
gilt.

Denn aus (3.32) folgt durch Streichen des negativen Summanden auf der rechten Seite und
mit p = R die Ungleichung

(0~ "ur(By(2))) ™ < (R pr(Br(x))) ™ + T (ur(Bnr(x))) 7 R+t

und anschlieffendes Potenzieren mit n 4 1 liefert die geforderte Ungleichung.
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Bemerkung

i) Die Resultate 3.48, 3.49 und 3.50 sowie die Relation (3.33) gelten offensichtlich auch fiir
a-stationdre rektifizierbare Varifaltigkeiten V' e Vn(RTffl). Wir haben die Formulierung in
dem Kontext der Stréme gewéhlt, da alle Aussagen zur Vorbereitung des Nichtexistenzsatzes
fiir a-stationédre Strome dienen.

Wir zeigen nun die zweite Bedingung aus L. SIMON [33, 42.1]. Dazu sei wieder V' € G, (U)
die allgemeine Varifaltigkeit, welche zu dem Strom T' € R, (U),U C R:‘_H assoziiert wird.
Fiir die exakten Definitionen und die genauen Ausfithrungen der einzelnen Rechenschritte
verweisen wir auf das analoge Vorgehen in dem Kapitel 3.3.4 iiber den Nichtexistenzsatz fiir
Strome mit mittlerem Kriimmungsvektor.

Fiir das totale Variationsmafs dieser Varifaltigkeit gilt dann

lim p' |6V ||(B,(z)) = 0. (3.34)
PN\O0

Dieser Grenzwert folgt mit Hilfe der Variationsungleichung (3.30) mit konstanter mittlerer
Kriimmung direkt aus den folgenden Abschitzungen

16V][(B,(z)) =  sup ‘ / divsX dV(z, S)| = sup ‘ / divas X dpy ()
|X]<1 n(U) |X|<1 U
spt X C B, (x) spt XCB,(x)
(3.33)
< s [ XIH|du (@) STa(By@) < Tep (3.35)
xl<t Ju
spt X C B, ()

Aus der wichtigen Relation (3.34) folgt wiederum fiir die Folge 7,3,V € Gn(R™1),; \, 0,
mit Hilfe des Korollars 3.24 die Abschétzung lim;_, [|0V}||(Bgr(z)) = 0 und daher sind die
Voraussetzungen des Kompaktheitssatzes fiir Radonmafse gegeben. Es existiert ein abstrak-
tes Radonmaf C' auf G,,(R""1), sodass 7. r#V = G, j' — oo fiir eine Teilfolge 5, die wir
nun wieder mit j bezeichnen.

Weiterhin folgt wegen der Ungleichung |[0C||(Bgr(z)) < liminf;_, |[0V}]|(Br(x)) direkt die
Area-Stationaritit der allgemeinen Varifaltigkeit C' in dem gesamten Raum R+,

Der letzte Schritt besteht wieder aus dem Beweis, dass C' € G, (R"™!) eine rektifizierbare
Varifaltigkeit ist und damit in dem Raum V, (R"*1) liegt.

Wir miissen zuerst wissen, dass fiir das assoziierte Radonmalt pc von C' fiir die Dichte
O™ (uc,y) > 1 pe-fi. gilt. Der Beweis ist erneut derselbe wie bei den Stromen mit der
mittleren Kriimmung, da sich ©"(Vj,x) > 1puy,-f.ii. auf den Grenzwert in der verlangten
Form iibertragt.

Mithilfe des Satzes tiber die Rektifizierbarkeit L. SIMON [33, Thm. 42.4] folgt schlieflich die
Behauptung C' € V,(R™™!) und es kann der gewdhnliche Satz 3.35 {iber die Existenz von
Tangentialkegeln angewandt werden.

Mit exakt der gleichen Argumentation wie bei dem Nichtexistenzsatz von Stromen mit mitt-
lerer Kriimmung beenden wir schliefslich dieses Kapitel mit dem Satz iiber die Nichtexistenz
von zusammenhingenden a-stationdren Stromen bei bestimmter Lage der Randwerte.



70

Satz 3.51 (Nichtexistenzsatz) Sei T € R,(R™™) ein a-stationdrer Strom in R mit
kompaktem Triger sptT. Fiir einen Vektor w = (wi,...,wy,,0) € R™ sei ny1(y) =
y — w die horizontale Translationsfunktion und K = {z € R"": 23 + ... + 22 — (n —
1) b (xne1 — v)? <0} mit v,b > 0 ein in positiver x,41-Richtung verschobener Kegel. Die
Randwerte erfiillen spt 0T C ny1(K), sodass sowohl spt 0T N (ny1(K) N {zpt1 > v}) #0
als auch spt OT N (w1 (K) N {zpe1 < v}) # 0. Gilt weiterhin mit h* = maxXgespt o7 Tnt1
die Bedingung % — (14 a)+azxz >0und § > 1 pp-fi. in einer Umgebung um den Punkt
Nw,1((0,...,0,v)), dann kann spt T nicht zusammenhdingend sein.

Bemerkung

i) Betrachtet man spezieller a-minimierende Strome T € IRH(RCLFH), dann existiert in
jedem Punkt zog € sptT \ spt T ein Tangentialkegel, der Area-minimierend in R™*! ist.
Dabei ist 7' a-minimierend, falls M, (T) < M (S), W cC R fiir alle S € ZR(R’)
mit 05 = 0T in RTFI, sodass spt(S—T') eine kompakte Teilmenge von W ist. Wir skizzieren
den Beweis in sechs Schritten, da dieser verschieden von der Argumentation des Area-
minimierenden Falls ist, vergleiche dazu L. SIMON [33, Thm. 34.5], und in der Literatur
bisher nicht auftaucht.

Beweis: 1.) Der gezoomte Strom konvergiert gegen einen Strom

Fiir eine Folge A; ™, 0,7 — oo, betrachten wir die Bildfolge T; = njuT" = ngo x4 T
von gezoomten Stromen um den Punkt xg. Diese Folge erfiillt die gleichférmige Massenbe-
schriinkung sup;cn(Mw (1) + My (0T))) < C < oo fiir jedes offene W cC R"*!, denn
fiir einen beliebigen Ball gilt Mp () (n;#1) = )\;”Mnj_l(Br(O))(T) = A;nMijr(xo)(T) =
wnr”(wn()\jr)”)*lMBAjr(xo)(T) = wpr"O™(ur,xo),j — o0, und das ist nach dem Satz
3.48 eine endliche Zahl. Da zg € sptT \ spt 0T, gilt weiterhin 07; = 0 auf B,(0) fiir
ein hinreichend grofes j. Nach L. SIMON [33, Thm. 27.3 & Thm. 31.2] existiert dann ei-
ne Teilfolge, welche wir erneut mit j bezeichnen, und ein Strom C € TR, (R""!), sodass
bw (T;,C) — 0, — oo, fiir jedes offene W CcC R™*! in der Flat-Metrik b, L. SIMON [33, §31].

2.) Der gezoomte Strom minimiert ein skaliertes und translatiertes Funktional

Aufgrund der horizontalen Translationsinvarianz nehmen wir ohne Einschrankung an, dass
der Punkt z¢ von der Form z¢ = (0,...,0,v) € R’};H ist. Fiir drei positive Zahlen o, A\, u >
0 definieren wir den Integranden F(®AW: U x A,R"! — R gegeben durch (z,¢) —
FleAW) (g ¢) == (Mpi1 + u)¥[¢|. Fiir einen Strom P = (M,9,¢) € TR, (R*™) und ei-
ne offene Menge W ccC R"H! ist das Integral von F(@M4 iiber P in W gegeben durch
Ipow Fledy) — M%‘;’)"u)(f’) = [y (ATng1 + u)*0(x) dH"(x). Wir sagen, dass P die
skalierte und translatierte a-Masse minimiert, falls M%’;’)"u)(f’) < M%’;’)"u)(Q) fiir alle Ver-
gleichsstrome Q € TR, (R") mit dQ = OP und spt(Q — P) cC W gilt. Wir erhalten
das folgende Resultat: Sei T € IR, (R™) a-minimierend in R’ dann minimiert jedes
Folgenglied Tj = ng, \,# T die skalierte und translatierte a-Masse M(@A50) jp R+

Denn sei j € N beliebig fixiert und w: R™™! — R,y — w(y) := (\jyn41 + v)?, dann folgt

A\ 2.4 o _ n
Mg (1) (:)/ (Ajynt1 +v)* Op o (y) dH () =/
n; (Mr)NW n; (M0 (W)

_ n (2.1)&Lem. 3.21 o n
((won;)br) o n; Lau (1) &Le A; / (Aj (g1 —0)/Aj +0)* O dH" (2)
My (W)

_ -n (0] -—-n (67
= XM ) (1) < XM (),
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wobei die letzte Ungleichung aus der a-Minimalitdt von T resultiert, da 77]-_1(W) offen
ist und S bezeichne einen geeigneten Vergleichsstrom. Alle Stréme Q € TR, (R"*!) mit
0Q = 0T} erhalten wir durch @ := 1,45, dann ergibt sich mit exakt der gleichen Rechnung

M%;’)‘j’”) Q) = )‘j_an.‘l(W) (S), sodass insgesamt die verlangte Ungleichung ME,[O;’)‘j’U) (T)) <
J

M%/IC;”\J"U)(Q) folgt. Aukerdem gilt spt(Q —T}) = spt(n;»xS —njxT) nach Det. 2.10 spt(n;# (S —
Lem. 2.11 1)
T)) et nj(spt(S —T)) CC n; (nj_l(W)) = W, womit die Minimierung bewiesen ist.

3.) Der Grenzwert ist Area-minimierend

Sei K C R™*! eine beliebige kompakte Menge und W (z) so gewihlt, dass spt Ui C {z €
R™*L: dist(z, K) < £} mit einem beliebigen € > 0 und fiir ein 0 < ¢ < 1 definieren wir die
offene Menge W, := {z € R"": Wk (z) > ¢}.

Die Konvergenz in der Flat-Metrik in dem ersten Schritt liefert die Existenz von zwei Strom-
folgen R; € ITRp+1(R") und S; € IR, (R"1), sodass C — T; = OR; + S in Wy und
M(R;) + M(S;) — 0,j — oo, erfiillt ist. Fiir einen Parameter 0 < ¢ < 1 definieren wir
den Schnitt P; = (Rj, Uk, t4) := —0(Rju{z: Y (zx) > t}) + (OR;){z: ¥i(zx) > t} =
—9(R;.Wt)+(OR;).W;. Nach L. SIMON [33, §28] folgt P; € ZR,,(R"™!), spt P; C W, sowie
fiir eine Teilfolge, die wir erneut mit j bezeichnen, M(P;) — 0, j — oo. Die letzte Behaup-
tung resultiert aus der allgemeinen Ungleichung des oberen Integrals f:b My ((Rj, f,t4+))dt
< esssupy | Df| My (Rj.{a < f < b}) =: ¢, aus der nach Ubergang zu einer Teilfolge der
Integrand durch 2¢/(b — a) abgeschéitzt werden kann und M(R;) konvergiert gegen Null.
Schrénken wir die obige Gleichung auf die Menge W; ein, so erhalten wir CLW; —T;.W; =
OR;LW; + S;LW; beziehungsweise mit dem definierten Schnittstrom C.W; — T; W, =
O(R;uWy) + Pj + Sju.W;. Nach dem Lemma 1.1 konnen wir aufserdem annehmen, dass ¢
so gewahlt ist, dass M(T;L0W;) = 0 fiir alle j sowie M(CLOW;) = 0 gilt.

Sei Z € R,,(R™1) ein beliebiger Strom mit dZ = 0 und spt Z C K. Wir zeigen die Unglei-
chung M (C) < M (C+Z), welche aufgrund des beliebigen K dquivalent zu der Definition
3.8 ist und die Area-Minimierung des Grenzwertes C beweist.

Nach dem zweiten Schritt gilt M(@X)(T; . W,) < M@N V(T W, + Z + O(R;LWy)) fiir
q>t,da Z + 0(R;jLW;) ein zuléssiger Vergleichsstrom ist, und der Ubergang ¢ \, t liefert
die Abschitzung M@0 (T;LW;) < M@ (T3 W, + Z + 9(R,;LW;)), welche nach unten
durch M(@%:%) (T; . W;) beschriinkt ist. Fiir die rechte Seite folgt

M@ (T Wy + Z 4 (OR) Wy — Pj) < M@V (T3 Wy + Z + Sj Wy + (OR;)LWy)
+ M@ (Py) 4 M@A) (S, W) + M@ (T3 W) = M@ (CLIW; + Z)
+ M@AV)(P) 4 M@0 (S5 W) + M@ O)(T W) =: M@ (CLW, + Z) + 6.

Wir zeigen, dass fiir die drei Summanden des Strafterms d; ~\, 0, j — oo, gilt.

(1) 0 < M(@A52)(Py) = M@ (PLaW,) < supgyy, (AjZnt1 + ©)*Maw, (P) 7257 v*0 = 0.
(I) 0 < M(a’)\j’v)(SjLWt) < supyy, (A\jTnt1 + v)*Myy, (Sj) = 0,7 — .

(ITT) Einerseits ist M(*A¥)(T;L0W;) < supyy, (AjZnt1 + v)*M(T;L0W;) und andererseits
M(@A0) (T OWy) > infyp, (Ajrpy1 + v)*M(T;L0W;), wobei die jeweiligen Faktoren kon-
stant sind und die Masse nach der obigen Bemerkung verschwindet.

Durch eine erneute Abschétzung nach oben respektive nach unten erhalten wir die Unglei-
chung (*) infyp, (Ajzng1 +v)*M(T3LWe) < supyy, (AjTng1 + ) *M(CLW; + Z) + §;, welche
fiir alle j € N giiltig ist, und somit folgt auch
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liminf (inf(Ajzn41 4 ) *M(TLWy)) < liminf (sup(Ajznq1 + 0) " M(CLW, + Z) +6;).
Wi

J—00 Wt J—00
Die rechte Seite konvergiert gegen den Ausdruck v*M(CLW; + Z) und die linke Seite lasst
sich mithilfe der Unterhalbstetigkeit der Masse, L. SIMON [33, 26.13|, gegen v*M(CLW})

abschétzen. Die entstandene Ungleichung ist dquivalent zu der Behauptung M (C) <
M K(C + 7 )

4.) Die assoziierten Radonmafe pur,, uc konvergieren ebenfalls gegeneinander

Bemerkung: Diese Aussage gilt nicht in den stationdren Fallen, weswegen wir in jenem
Kontext auf die allgemeinen Varifaltigkeiten ausweichen miissen.

Mit Z = 0 folgt aus der Ungleichung (*) die Abschéitzung

infyp, (\jznp1 +v)°
supyy, (AjTpq1 +v)@

0 < M(CLW,).

M(T: _
(T;-W) suth()\jan +v)* —

Der Vorfaktor konvergiert gegen Eins und der zweite Summand gegen Null, sodass wegen
K Cc W C{z: dist(r, K) < ¢} die Ungleichung limsup;_, ., p7; (K) < My, gist(z,5)<<}(C)
folgt, welche mit € \, 0 in limsup;_,, pu7; (K) < po(K) iibergeht. Mithilfe des Teilfolgen-
von-Teilfolgen-Prinzips lasst sich die Abschétzung auch fiir die urspriingliche Folge beweisen.
Andererseits gilt aufgrund der Unterhalbstetigkeit der Masse puc(W) < liminf; o pr; (W)
fiir alle offenen Mengen W CC R™*!. Da beide Ungleichungen fiir beliebige Mengen gelten,
folgt [gns1 fdpr, = [gass fduc,j — oo, fiir alle Funktionen f € CO(R™+1).

5.) Die Dichte von T in dem Punkt xo und von C in dem Ursprung stimmen tberein

o Lem. 1.1 _ _ 4) . 3 _ Def. der T; .
Es gilt o "uc(By(0)) =" 07" uc(B,(0)) 2 Yim; ee 0 gy (Bo(0)) ST Timy o
(Ajo) " ur (B0 (70)) = wnO" (T, x0) fiir ein beliebiges o > 0. Division durch w;,, und o\, 0

liefert die Behauptung ©™(C,0) = ©™(T, xo).

6.) Der Grenzwert C ist ein Kegel
Der Area-minimierende Strom C, kann mit einer stationdren Varifaltigkeit V' assoziiert wer-
den, L. SIMON |33, Lem. 33.2], sodass die Formel nach L. SIMON [33, 17.5] 0" uy (B4 (0)) =
p~ "y (By(0)) — pr(D)\Ba(O) ]x\_”|P7;¢M(D\a:|)|2 dpy fiir 0 < o < p erfiillt ist. Nach Schritt
5.) ist das gleichbedeutend mit |[Priy(D]z|)|*> = 0 py-f.ii. Wegen D|z| = |z|7tz, gilt
Priy(z) = 0 py-fii., das heift x € .M puy-f.i. oder in der Terminologie des Stroms
C = (M¢,&c,0c) ausgedriickt o A x = 0 pe-f.ii. Da 9C = 0, bedeutet das aufserdem
trivialerweise £y A = 0, sodass nach H. FEDERER [16, 4.3.14] folgt, dass C' ein Kegel ist
und 79 \xC = C fiir jedes A > 0 erfiillt.

Q.£.D.

Aus diesem Grund lésst sich der Nichtexistenzsatz 3.51 elementarer beweisen, falls ein a-
minimierender Strom gegeben ist. In diesem Fall existiert ein Area-minimierender Tangen-
tialkegel in der Kegelspitze v des Nichtexistenzkegels K und der Beweis kann exakt wie in
dem zweiten Teil des Nichtexistenzresultats von Stromen mit mittlerer Kriimmung gefiihrt
werden.
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3.5 Stationire Strome in einer Untermannigfaltigkeit

In diesem Kapitel betrachten wir stationdre Strome nicht in dem gesamten Euklidischen
Raum R"** sondern in beliebig gekriimmten Untermannigfaltigkeiten. Dazu sei N fiir ein
0 <1 < k eine (n + l)-dimensionale eingebettete C2-Untermannigfaltigkeit des R"*. Fiir
einen Strom T = 7(M, 6, £) respektive eine Varifaltigkeit V = v(M, 6) fordern wir M C N,
sodass diese in der Untermannigfaltigkeit enthalten sind. Weiterhin ist U C N stets eine
beliebige offene Menge.

Wir werden sehen, dass stationére Strome in N im Prinzip einem Strom mit einem speziellen
mittleren Kriimmungsvektor in dem Euklidischen Raum entsprechen. Diese abstrakte mitt-
lere Kriimmung werden wir in dem néchsten Kapitel definieren und ihren Betrag geeignet
abschétzen. Unter geeignet verstehen wir die Abschétzung durch eine Grofe, welche nur von
der Kriimmung der Fliche A/ abhingt und nicht von der Losung T oder V selber. Anschlie-
fend leiten wir die erste Variationsgleichung eines stationéren Stroms her und beweisen einen
Einschliefungs- und Nichtexistenzsatz, fiir den kein Analogon mit klassischen C2-Flichen
existiert. Den Abschluss bildet ein Beispiel iiber die Nichtexistenz von zusammenhéngenden
stationdren Fléachen in Sphéren, falls die Randwerte eine spezielle Lage besitzen.

3.5.1 Kriimmungsdefinitionen und -abschétzung

Wir definieren die bendtigten Kriimmungsgrofen und beweisen die beschriebene geeignete
Abschétzung.

Fiir einen Punkt x € N sei {vj41,...,;} eine lokal definierte Orthonormalbasis des Nor-
malraumes 7,5\, die Vektoren erfiillen also (v, (2),v5(2)) = 64p und ve(2) € TSN fiir alle
Punkte z in einer Umgebung von z in A. Da nach Voraussetzung N € C? gilt, ist jeder
Normalenvektor v, (x) differenzierbar. Es bezeichnet D, die Ableitung in dem Punkt z in die
Richtung eines Tangentialvektors t € T,\; ist 7 eine C!-Kurve in N mit v(0) = x,¥(0) = t,
dann ist fiir eine Funktion f: N — R"™* die Ableitung vermoge D;f := % F(v(®)]e=o0
definiert. Aufgrund der Normierung |v,(z)|> = 1 folgt sofort die Orthogonalitiitsrelation
(Va(2), Divo(z)) = 0, sodass der Vektor D, (x) in dem Tangentialraum 7, N liegt. Die
folgenden beiden Definitionen sind daher sinnvolle Gréfien.

Definition 3.52 (Weingartenabbildung) In einem Punkt x € N ist die Weingartenab-
bildung —dvy () beziiglich des Normalenvektors vy, fir ein a = 1+1,...,k von N die lineare
Abbildung gegeben durch

—dvg(x): ToN — TN,
t— — dvg(z)(t) := —Dwe(x).

Definition 3.53 (Zweite Fundamentalform) Die (vektorwertige) zweite Fundamental-
form By = By(+,-) von N in einem Punkt x € N ist definiert durch die Bilinearform

By: ToN X ToN — TN,
k k

(t,7) =Ba(t,7) = — > {dva(z)(t), TIva(@) = = > (Diva, T)val,.

a=l+1 a=Il+1
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Wir betrachten nun eine Varifaltigkeit V' = v(M, ) und einen Punkt z € sptV, in dem
der approximative Tangentialraum 7,M existiert. Weiter sei 71,...,7, eine beliebige Or-
thonormalbasis von 7, M. Wir halten fest, dass mit Hilfe der tangentiellen Divergenz dann
gilt

k

n k n
> Be(mim)=— > (Drva,mila=— > (divya)va. (3.36)
=1

a=l+1i=1 a=l+1

Diese Berechnung von divj;(-) ist konsistent mit dem in Definition 2.5 gegebenen Ausdruck,
da

n n n+k n+k n
Z (Drv, 1) = Z <Dn Z Vj6j77i> = Z Z (Drvje;; )
i=1 i=1 j=1 j=1i=1
n+k n n+k
= Z <ej, ZDTZ.I/]'TZ'> = Z <€j,VMVj>-
j=1 i=1 j=1

Wir kénnen nun mit Hilfe der (vektorwertigen) zweiten Fundamentalform By(-,-) von N
den auf M eingeschrinkten mittleren Krimmungsvektor von N vermoge

n
H M (2) = Hy(z) := Y Ba(7i,7:) = spur(By)| -, € R (3.37)
=1

definieren. Diese Grofse wird bei den stationédren Stromen in einer Untermannigfaltigkeit ei-
ne zentrale Rolle spielen. Wir wollen diesen abstrakten Vektor nun genauer charakterisieren.
Das Ziel besteht darin, den Betrag von Hy; durch eine Grofe nach oben abzuschétzen, die
nur noch von der zugrunde liegenden Untermannigfaltigkeit N abhingt und nicht mehr von
der Varifaltigkeit V' = v(M, 0) selbst. Die entsprechende Abschétzung scheint bisher in der
Literatur nicht aufzutauchen.

Dazu sei | := k — 1, sodass N eine Hyperfliche in dem R™** ist. Bis auf das Vorzeichen
existiert dann fiir z € N nur eine Normale v(z) := vi(z). In der klassischen Differential-
geometrie wird die folgende Definition gemacht.

Definition 3.54 (Hauptkriimmungen) Die Hauptkrimmungsrichtungen von N in dem
Punkt x € N sind gegeben als die Eigenvektoren der Weingartenabbildung —dv(z) und die
Hauptkrimmungen k1(x), ..., kntx—1(x) als die zugehorigen Eigenwerte.

Setzen wir I, : TLN X TN — R, (¢, 7) = 1 (t,7) := —(Dw(x), T), so kénnen wir B, (t,7) =
I, (¢, 7)v(x) schreiben. Wir nennen II, die skalare zweite Fundamentalform von N in dem
Punkt z. Die Abbildung ¢ ~— II,(t) := II,(¢,t) definiert eine quadratische Form auf dem
Tangentialraum von A mit den Hauptkriimmungen k1, ..., Kk, x_1 als Eigenwerte. Im Fol-
genden unterdriicken wir meist die Abhéngigkeit von dem speziellen Punkt x € N und
betrachten eine neue Kriimmungsgrofse.

Definition 3.55 (n-mittlere Kriimmung) FEs seien |ki| > ... > |kpix—1| die (betrags-
mafig) geordneten Hauptkrimmungen von N'. Dann definieren wir die (skalare) n-mittlere
Kriimmung A,, von N durch

Ay = k1| + ...+ |Enl
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Bemerkungen

i) Die Grofe A,, ist unabhéngig von der Wahl der (beiden) Normalen +v und daher eine
sinnvoll definierte Zahl, welche nur von der Fliche N abhingt.

ii) Wir weisen darauf hin, dass sich unsere Definition von der n-mittleren Krimmung un-
terscheidet, welche in L. P. JORGE und F. ToMmI [26] oder in U. DIERKES und D. SCHWAB
[10] eingefiihrt wird.

Um nun die Grofe Hjps mit der n-mittleren Kriimmung A, in Verbindung zu bringen,
benotigen wir die folgende allgemeine Hilfsaussage aus der linearen Algebra, basierend auf
einem dhnlichen Resultat in L. P. JORGE und F. Towm1 [26, Lem. 2.3|. Dabeisind N > n > 1
natiirliche Zahlen.

Lemma 3.56 Es sei Q: U — R eine quadratische Form auf einem N -dimensionalen Eu-
klidischen Vektorraum 0 mit den geordneten Eigenwerten |k1| > ... > |kn|. Dann gilt fir
jeden n-dimensionalen Teilraum 03 C U die Abschdtzung

‘ spur(Q)‘w‘ <|k1| + ...+ |Knl-

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von vollstdndiger Induktion iiber N + n.
Fiir den Induktionsanfang betrachten wir N + n = 2, sodass die beiden Rdume U und J
eindimensional sind und daher zusammenfallen. Wir erhalten die Gleichheit

‘spur(Q)‘w‘ = ‘spur(Q)‘ = |Kk1].

In der Induktionsbehauptung nehmen wir nun an, die Behauptung gelte fiir alle qua-
dratischen Formen @) sowie fiir alle linearen R&ume U der Dimension N und deren n-
dimensionalen Unterrdumen 20 C 0 mit N + n < ng fiir ein ng > 2.

Fiir gegebene @, U und 27 setzen wir in dem Induktionsschritt voraus, dass N +n =ng+1
ist. Mit v1 € U bezeichnen wir einen Eigenvektor von @), der zu dem betragsméfig grofsten
Eigenwert #7 korrespondiert. Wir definieren auferdem 27 := (span v1)* als das (N — 1)-
dimensionale orthogonale Komplement von vy. Wir unterscheiden die folgenden zwei Félle:

Fall 1: 20 C 0,
Da der Oberraum eine Dimension kleiner ist, dim0; = N — 1, kdnnen wir die Induktions-
behauptung verwenden und weil ko nun der betragsméfig grofste Eigenwert ist, folgt

Kip1]<|Kq

ki <l
’Spur(Q)‘w‘S‘/i2|+...+]/<;n+1| S

Fall 2: 20 ¢ U

Es gilt weiterhin 20 C U und da 20 ¢ 201 muss somit v; € 20 gelten. Setzen wir wy := v1,
so kénnen wir eine orthonormale Basis ﬁ, wa, . .., w, von 2 wihlen. Nach Konstruktion
stehen die wo, ..., wy orthogonal zu vy, das bedeutet wo, ..., wy € Y.

Wir definieren 207 := span(ws, ..., wy) und wenden die Induktionsannahme auf das Tripel

Q|w,, V1 und W, an. Diese liefert die Abschétzung

> Q(w)
=2

[5pur(Q)y, | = < ol + o+ [kl



76

und insgesamt folgt

‘spur ‘%‘_’ZQ w;) +Q |’LU1| ‘ ‘ZQ w;)

#Je(i)]

w1
s|m|+...+nn|+‘@()‘g|fﬂ|+|m|+...+|»@n|. 0

w1 |

Aus dem Lemma folgt mit Q(-) := IL,(:),N :=n+k — 1,0 := T,N,20 := T, M nun die
wichtige Abschéatzung

|Hy ()] = ’spur(BmﬂTxM‘ = ‘spur (IL,) ‘TM ‘ = ‘spur (IL) ‘TM‘ < Ap(2)
fir py-fa. x € M. (3.38)

Natiirlich ist diese Abschétzung nur py-f.i. giiltig, da der approximative Tangentialraum
T.M nur in py-f.a. Punkten x existiert.

3.5.2 Stationire Strome in gekriimmten Flichen

Sei (#t)ie(—ce): U — U die gleiche Einparameterfamilie, wie in dem Kapitel 3.1.2 iiber
stationdre Strome des euklidischen Raumes R wobei wir jetzt zusitzlich U ¢ N for-
dern. Wir wollen erneut einen Ausdruck fiir die erste Variation £M (¢ (VLK))|i=0, K C U
kompakt, einer Varifaltigkeit V' = v(M,6) € V,,(U) bestimmen. Es folgt dieselbe Integral-
gleichung fU divayr Xy, dpy = 0, wobei jetzt mit Vektorfeldern X, € T,N fiir jeden Punkt
y € M zu testen ist, L. SIMON [33, §9].

Wir koénnen diese Bedingung handlicher ausdriicken. Dazu sei {v1, ..., vy} eine orthonormale
Familie von Vektorfeldern, definiert in einer Umgebung eines Punktes x, in dem der appro-
ximative Tangentialraum 7, M existiert, und die normal zu M sind. Dabei seien v, ...,y
tangential zu N und vj;1,..., v normal zu N.

Ist X ein beliebiges Vektorfeld auf M, dann konnen wir dieses in den tangentiellen und
normalen Anteil beziiglich N zerlegen: X = Prn(X) + Pruy(X) = X7 + X fiir alle
Punkte z in einer Umgebung von x in A. Fiir den Normalanteil gilt

k

Prn(X) = Xt = Z (79, ¢17%
a=[l+1

Wir berechnen von diesem Anteil die beziiglich M tangentielle Divergenz und erhalten

k k k
divar X = D (Ve X)va) + Y Vo, X)divirva = Y (Va, X) divasva.
a=[+1 -0 a=Il+1 a=Il+1
Ist {71,..., 7y} eine Basis des approximativen Tangentialraumes 7, M, dann folgt

n

divy X =divy X " + Z (Va, X) divpsvg (3:36) divyy X' — Z(X, By (7, 7))
a=[+1 i=1

B2 qivp X T — (X, Hy).
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Fiir eine in U C N stationare Varifaltigkeit V' verschwindet bei der Integration iiber U
beziiglich des Radonmafses py der Ausdruck fU divys X T dpy und wir erhalten die folgende
Charakterisierung.

Definition 3.57 (Stationiire Varifaltigkeit) Fir ein 0 < | < k sei N eine (n + 1)-
dimensionale eingebettete C?-Untermannigfaltigkeit des R** und U C N offen. Eine Va-
rifaltigkeit V.= v(M,8) € V,(U) mit M C N heifit stationdr in U, falls mit dem einge-
schrankten mittleren Krimmungsvektor Hyy wie in (3.87) die Variationsgleichung

/divMXd,uV:/<HM,X>d,uV
U U

fiir alle Vektorfelder X € CH(U,R"**) gilt.

Definition 3.58 (Station&rer Strom) FEs sei die Geometrie wie in der obigen Definition.
Ein Strom T = 7(M,0,¢) € R,(U) mit M C N heifit stationdr in U, falls die assoziierte
Varifaltigkeit V- = v(M,0) € V(U \ spt 9T) stationdr in U \ spt 0T ist.

Ein in einer Untermannigfaltigkeit stationdrer Strom entspricht also einem Strom mit einem
mittleren Kriitmmungsvektor im R?**. Damit kénnen wir weitestgehend die Ergebnisse aus
dem entsprechenden Kapitel 3.3 verwenden.

3.5.3 Einschliefsungs- und Nichtexistenzsitze

Wir definieren erneut die quadratischen Polynome

n+k—j n+k n— j
ri(x) == Z z?, si(z) = Z x? sowie ¢;j(z) :=rj(r) — —= bs;(w)
i=1 i=ntk—j+1 J

fiir ein j = 1,...,m — 1, ein b € [0,1] und es sei H;(R) := {z € R"*: ¢;(z) < R} das
verallgemeinerte Hyperboloid mit einer Zahl R € R. Fiir j = 1 und R = 0 erhalten wir den
Kegel K := #H1(0) mit den beiden disjunkten Kegelhélften K* := K N {£x, 1 > 0}.

Der Vollstandigkeit halber formulieren wir zunédchst den Satz mit der abstrakten einge-
schrankten mittleren Kriimmung Hy,.

Satz 3.59 (Allgemeiner EinschlieBungs- und Nichtexistenzsatz) Sei N eine (n+1)-
dimensionale eingebettete C?-Untermannigfaltigkeit des R"* fiir ein 0 < 1 < k. Weiter sei
T =7(M,0,¢) € Ro(R™F) mit M C Nund kompaktem Triger spt T ein stationdrer Strom
in N. Fiir ein R € R gelte

ri(x) b? 12 .
W + j—25j(:t) <1 fir pr — f.a. v € N\ H;(R). (3.39)

Ist nun spt 0T C H;(R), dann folgt sptT C H;(R).

b+ [Hp(z)]

Gilt (3.39) mit j = 1 sowie R = 0 und ist zusdtzlich fir ein e > 0 einerseits 0 > 1 pp-f.i. in
B.(0) sowie Hyy € LY (B.(0),R"*; up) fiir ein p > n und gilt spt 0T C K+, sodass sowohl

loc

spt 0T N KT # 0 als auch spt 0T N K~ # (0, dann kann spt T nicht zusammenhdngend sein.
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Beweis: Zunichst wird die Variationsformel fiir stationédre Stréme in Untermannigfaltig-
keiten aus dem Kapitel 3.5.2 benotigt. Anschlieftend ist der Beweis exzakt identisch mit dem
des Einschlieffungssatzes fiir Stréme mit mittlerer Kriimmung in Kapitel 3.3.3 und des ent-
sprechenden Nichtexistenzsatzes in 3.3.4. 0

Der wesentlich ,natiirlichere Satz ist hingegen das folgende Resultat.

Satz 3.60 (Einschliefungs- und Nichtexistenzsatz in Hyperflichen) FEs sei N eine
(n + k — 1)-dimensionale eingebettete C?-Untermannigfaltigkeit des R"*. Weiter sei T =
7(M,0,€) € Ro(R™K) mit M C Nund kompaktem Triger sptT ein stationdrer Strom in
N. Fiir ein R € R erfiille die n-mittlere Kriimmung A, von N’

rj(z) b 12 )
W + ﬁSj(:U) <1 fiir ur — f.a. v € N'\ Hj(R). (3.40)

Ist nun spt 0T C H;(R), dann folgt sptT C H;(R).

b+ Ay (x)

Gilt (3.40) mit j = 1 sowie R = 0 und ist zusdtzlich fir ein € > 0 einerseits 0 > 1 pp-f.1.
in B-(0) sowie Ay, € LY (B:(0),R; ) fiir ein p > n und gilt spt 9T C K*, sodass sowohl

spt TN K' # 0 als auch spt 0T N K~ # 0, dann kann spt T nicht zusammenhingend sein.

Beweis: Der Beweis verlduft genau wie in dem obigen allgemeinen Satz und es ist zusédtzlich
die Abschétzung (3.38) fiir die eingeschriankte Kriimmung Hy; in dem Beweis des Einschlie-
fungssatzes 3.33 fiir Strome mit mittlerem Kriimmungsvektor in der Gleichung (3.19) zu
verwenden. 0

Bemerkungen

i) Anstelle der Bedingung (3.39) beziechungsweise (3.40) ist auch eine der Bedingungen aus
dem Lemma 3.34 - substituiert mit der entsprechenden Kriimmung - hinreichend.

ii) Strome mit ganzzahliger Vielfachheit T € TR, (R"*¥) erfiillen automatisch die Bedin-
gung 0 > 1 pp-f.ii. in dem ganzen R**,

iii) Statt stationdrer Strome kann man spezieller Area-minimierende Strome mit ganzzahli-
ger Vielfachheit in Untermannigfaltigkeiten betrachten. Dabei ist ein T € ZR,,(R"**) Area-
minimierend in AV, falls My, (T') < Myy(S) fiir alle W cC R™* und fiir alle S € ZR,,(R"+)
mit S = 9T in R"** gilt, sodass spt(S —T') eine kompakte Teilmenge von W NN ist. Dann
ist keine LfOC—Bedingung an die Krimmung Hy; respektive A,, fiir die Nichtexistenz von zu-
sammenhéngenden Stromen notig, da in diesem Fall in jedem Punkt x € spt T\ spt 9T ein
in R"** Area-minimierender Kegel existiert, L. SIMON [33, Thm. 35.1].

3.5.4 Nichtexistenz von stationdren Stromen in Sphiren

Wir beenden dieses dritte Kapitel mit konkreteren Beispielen von stationédren Flachen in
Sphéren 8" =1(xg, R) := {x € R"**: |z —2¢| = R}. Diese besitzen wie der R"** konstante
Kriimmung und sind daher ein wichtiges Objekt in der Forschung der Minimalflachen. Im
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Gegensatz zu dem Euklidischen Raum existieren in Sphéren auch geschlossene Minimal-
flichen, beispielsweise die Aquatorlinie. Wir wollen hier aber erneut Randwertprobleme in
dem Kontext der geometrischen Mafitheorie untersuchen und einfache Bedingungen fiir die
Nichtexistenz von zusammenhéngenden Strome angeben.

Betrachten wir eine (n + k — 1)-dimensionale Sphére mit Radius R, dann besitzt diese die

Hauptkrimmungen k1 = ... = Kptk—1 = % und daher die n-mittlere Kriimmung
A o "1 n
" L4R R
=1

Diese ist als konstante Zahl insbesondere lokal L, fiir jedes p integrierbar. Wir stellen uns
jetzt weiter vor, dass der Nullpunkt in der Sphérenflache liegt, damit ein in der Sphére
stationdrer Strom durch den Ursprung verlaufen kann. Zusammen mit dem Satz 3.60 und
Lemma 3.34 i) erhalten wir dann exemplarisch das folgende Resultat.

Satz 3.61 (Nichtexistenzsatz von stationiren Stromen in Sphéren) Wir definieren
die verschobene Sphire S = S"*~1(zg,R) := {x € R""*: |z — 29| = R} mit 0 € S.
Weiterhin sei T = 7(M,0,¢) € IR, (R™™F) mit M C S ein in S stationdrer Strom mit
kompaktem Trager sptT und

n
q:= sup |z|= <1
CCESptT’ ‘R

Die Randwerte erfiillen spt 0T C K := {x € R"TF: 22 . A2 < (n-1)(1—q)22,,},
sodass sowohl spt 0T N (K N {xp1r > 0}) # 0 als auch spt 0T N (K N {zpir < 0}) # 0 gilt.
Dann kann sptT nicht zusammenhdngend sein.
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4 Einschlieffungs- und Nichtexistenzresultate fiir Kriitmmungs-
fliisse

In dem zweiten Teil der Arbeit betrachten wir Flachen ohne Rénder und untersuchen ihre
zeitliche Entwicklung, falls sie einer Evolutionsgleichung unterworfen sind.

Das Paradebeispiel fiir eine solche zeitliche Verformung von Flédchen ist der mittlere Kriim-
mungsfluss, bei dem eine Fliche M in jedem Punkt x in die Richtung ihres mittleren
Kriimmungsvektors H (z) mit der Geschwindigkeit des Betrags |H (z)| fliekt.

Betrachten wir beispielsweise eine Sphére 8™ (p) C R"** so wird diese mit einem sehr grofen
Radius p > 1 zu Beginn sehr viel langsamer schrumpfen, als eine Sphére mit einem kleinen
Radius, da der mittlere Kriimmungsvektor nach innen zeigt und sein Betrag das Reziproke
des Radius multipliziert mit der Dimension n ist.

Eine physikalische Anwendung findet sich in der Betrachtung des Erstarrungsprozesses von
geschmolzenem Aluminium. Dabei kommt es an willkiirlichen Punkten zu einer Kristalli-
sation und es entsteht ein Aluminiumgitter. Diese einzelnen Regionen, auch Kérner ge-
nannt, werden schliefslich aneinander stofsen, jedoch besitzen sie eine unterschiedliche ato-
mare Struktur. Betrachtet man ein Atom an dem Rand eines Korns, dann ist es nur einseitig
in das Gitter eingebunden und befindet sich daher in einem leicht erh6hten Energiezustand.
Somit besteht die Moglichkeit, dass ein Atom spontan das Korn wechselt und zu einer be-
nachbarten Region {iberspringt. Durch experimentelle Beobachtung stellte sich heraus, dass
die Wahrscheinlichkeit eines Wechsels grofer ist, je mehr die Korngrenze konvex gekriimmt
ist. Genauer sogar, dass sich die Korngrenzen mit einer Geschwindigkeit proportional zu
ihrer mittleren Kriimmung bewegen. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in dem An-
hang in K. A. BRAKKE [5, App. A].

Die systematische Untersuchung des mittleren Krimmungsflusses hat mit der Arbeit von K.
A. BRAKKE [5] in dem Jahr 1978 begonnen. Er wihlte einen Zugang mithilfe der geometri-
schen Maftheorie und konnte somit den Fluss sowohl {iber Unstetigkeiten in dem zeitlichen
Verlauf als auch {iber Singularitédten der Fliache hinaus definieren. Beides sind typisch auf-
tretende Phanomene, so konnen ganze Flachenteile plotzlich verschwinden oder es werden
in der Flache beispielsweise Spitzen oder Zacken gebildet.

G. HUISKEN [24] hat in dem Jahr 1984 den klassischen differentialgeometrischen Zugang
zu dem mittleren Kriimmungsfluss gewahlt und viele Resultate wurden in den folgenden
Jahren zuerst fiir diesen glatten Fluss bewiesen. Fiir glatte Einbettungen erhalten wir die
folgende Definition.

Definition 4.1 (Mittlerer Kriimmungsfluss) Gegeben sei eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit M sowie eine Familie von glatten Einbettungen Fy = F(t,-): M — R*"™* und wir
definieren die Flichen My = Fy(9M) fir alle t € [0,T] mit einem fizierten T' € (0, 00). Dann
heifit (My)iecpo,r) ein (eingebetteter) mittlerer Kriimmungsfluss, falls fir alle t € [0, T] und

fiir alle p € M die Gleichung
OF

ot
erfillt ist. Dabei bezeichnet I;T(:n) den mittleren Krimmungsvektor in dem Punkt x € My,
welchen wir in Kapitel 3.3.1 definiert haben.

(t,p) = H(F(t,p))



81

Wir werden so oft wie moglich die explizite Einbettungsabbildung F unterdriicken und
stattdessen einfach mit = F(p,t) die mittlere Kriimmungsgleichung 8z/8t = H(zx) be-
trachten. Wir hatten ebenfalls in dem Kapitel 3.3.1 die Charakterisierung H(z) = Az
angegeben, sodass wir die Gleichung 0x/0t = A,z fiir den mittleren Kritmmungsfluss
erhalten. Dennoch unterscheidet sich dieser Fluss von der Warmeleitungsgleichung, da sich
der Laplace-Beltrami Operator in dem zeitlichen Verlauf mit der Fldche dndert und wir
daher eine nichtlineare Gleichung vorliegen haben.

Wir sind wie in dem dritten Kapitel erneut an Einschliefsungsmengen interessiert. Dabei
wollen wir diesmal beweisen, dass der gesamte Fluss Myt € [0,T], in einer speziellen
Menge liegt, falls nur die Anfangsfliche My in dieser enthalten ist. Dabei kann sich die Ein-
schliellungsmenge ebenfalls mit der Zeit ¢ verdndern, sodass wir stérkere Resultate erhalten.
Wieder sind die Konvexitidt der EinschlieBungsmengen und die Glattheit sowie die Kodi-
mension der Flidchen des Flusses M; wichtige Eigenschaften bei den bereits existierenden
Ergebnissen und besonders bei den offenen Fragestellungen in dieser Richtung.

Das bekannteste und &dlteste Resultat dieser Art ist die Einschliefung in eine Sphére: Liegt
die Startfliche Mg eines mittleren Kriimmungsflusses in einer Sphére, dann werden auch
die Flachen M, fir jedes t € [0,T] von dieser eingeschlossen, wobei sich der Radius der
Sphére mit der Zeit verringert. Das Resultat gilt fiir Flichen mit beliebiger Dimension und
Kodimension und diese miissen nicht glatt sein und nicht glatt bleiben, da das Ergebnis
bereits von K. A. BRAKKE [5, Thm. 3.9] in dem Kontext der geometrischen Mafstheorie
bewiesen wurde.

Das nach Wissen des Autors erste und einzige Einschliefsungsresultat in eine nichtkonvexe
Menge stammt von K. ECKER [13, Prop. 3|. Er betrachtete jedoch nur n-dimensionale Fla-
chen mit der Kodimension £ = 1 und diese miissen die ganze Zeit liber zwangslaufig glatt
sein, da die verwendete klassische Theorie bei einer Singularitiat zusammenbricht. Insbeson-
dere kann eine Aussage nur maximal bis zu dem Zeitpunkt getroffen werden, in dem der
Korper zu einem Doppelkegel mit einer Singularitdt in der Spitze entartet.

Satz 4.2 (Einschlieffungssatz nach K. ECKER)  Sei (My)c(o.1] ein n-dimensionaler
mittlerer Kriimmungsfluss in R" 1. Fiir ein 0 < 8 < n und ein R > 0 gelte

MoC{zeR" ot +. ..+l —(n—1-p)zi 4 <R},
dann folgt die Einschlieffung
Myc{zeR" gl + . +22—(n—1-B)ai < R—2Bt},
fir alle Zeiten t < T*,T* := min{T, R/(25)}, solange die Fliche bis dahin glatt bleibt.

Wir schlieffen in dieser Arbeit erneut die vorhandenen Liicken und beweisen ein Einschlie-
fungsresultat fiir Flachen mit beliebiger Dimension und Kodimension unter dem mittleren
Kriimmungsfluss, die nicht notwendigerweise glatt sind und auch in dem zeitlichen Ver-
lauf nicht glatt bleiben miissen, sowie fiir Flachen, die plétzlich ,,grofse Teilstiicke verlieren
diirfen. Wir erweitern das Hyperboloid von K. ECKER durch verschiedene Signaturen und
kénnen aukerdem den Fluss {iber den Zeitpunkt hinaus untersuchen, in dem das Hyperbolo-
id zu einem Doppelkegel wird. Unser EinschlieRungssatz bleibt auch giiltig nach dem Zerfall
in ein unzusammenhdngendes, zweischaliges Hyperboloid und wir formulieren das Ergebnis
als Nichtexistenzsatz flir Fliisse mit zusammenhéngenden Fléachen.
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In dem zweiten Teil dieses vierten Kapitels untersuchen wir den mittleren Kriimmungs-

fluss in einem zusétzlich angelegten Schwerefeld oder genauer ausgedriickt, wir méchten den

Fluss zu dem Funktional fRn+1 xydp, a0 > 0, aus dem Kapitel 3.4 betrachten, den wir
+

daher kurz a- Krimmungsfluss nennen.

In dem Jahr 1994 betrachtete A. STONE [37] den entsprechenden Fluss als nichtparame-
trisches Randwertproblem. Ist eine Anfangsfliche ug: Q C R™ — RTFI hinreichend glatt
und liegt in der positiven x,41-Richtung hoch genug, wobei die hinreichende Hohe in Ab-
héngigkeit der Grofke des Definitionsgebietes €2, der mittleren Kriimmung von 92 und der
Dimension n gegeben ist, dann existiert eine Losung u; des a-Kriimmungsflusses, welche fiir
t — oo gegen die Losung des stationdren Problems konvergiert. Damit ist eine weitere Lo-
sungsmethode bewiesen worden im Gegensatz zu U. DIERKES und G. HUISKEN [9], welche
die Existenz einer Losung fiir das stationdre Randwertproblem mit einer Fixpunktmethode
gezeigt haben.

Fiir den parametrischen Kontext existiert wohl nur die Arbeit von S. WINKLMANN [39] aus
dem Jahr 2006, in der erneut die Glattheit der Fliachen gefordert wird. Wir geben seine
Definition des Flusses mit fixierten Randwerten an.

Definition 4.3 (a-Kriimmungsfluss) Gegeben sei eine n-dimensionale, orientierte, zu-
sammenhdngende und kompakte Mannigfaltigkeit 9T mit nichtleerem Rand 09 und ihrer
Gaufabbildung v: M — S"(1). Weiter sei F: [0,T) x M — R F, := F(t,-), eine glatte
Familie von eingebetteten Hyperfidchen, deren Bild wir mit My = Fy(9N) bezeichnen. Ist F
eine Losung der Gleichung

() = A(F(t.9)) ~ @ Fy (6p) vasa () vp) i 0,7) x

unter der Randbedingung Fy = Fo auf OM, dann heifit (My).ejo,r) ein a-Krimmungsfluss.

Fiir diesen Fluss beweist er zwei Einschlieffungsresultate unter geeigneten Bedingungen an
die dufieren Daten und die Startfliche M. Der gesamte Fluss lasst sich in einen Ellipsoiden
einschlieffen und fiir den nichtkonvexen Fall konnte er das folgende Resultat beweisen.

Satz 4.4 (Einschliefungssatz nach S. WINKLMANN)  Sei (My)icpor) ein a-Krim-
mungsfluss in Riﬂ. Fiir ein ¢ > 0, ein v > 0 und ein R > 0 gelte

My C H(R) = {ac cR"™hg 4 b2k - nCT(Jjn_H —v)?2 < R}
sowie IMg = Fy(0OM) C H(0)N{x: py1 > v}. Weiterhin sei die Bedingung ¢ — (1+a) +
v (supy, Tnt1) t— 2 (n—1)"1C > 0 erfillt, dann gilt My C H(R — 2Ct) fir alle Zeiten
t<T*, T :=min{T,R/(2C)}.

Wir beweisen erstmalig eine Beschreibung dieses glatten a-Kriimmungsflusses M, fiir innere
Punkte in Integralform und formulieren daraus eine Definition des Flusses, welche auch fiir
cine Familie von Varifaltigkeiten V; = v(My, 0;) € V,(RTH) sinnvoll ist.

Dann werden wir die grundlegenden Eigenschaften iiber die Beschrénktheit des Flusses
und Stetigkeitsaussagen beweisen. Anschlieffend zeigen wir neben den EinschlieBungen in
konvexe Mengen und Vergleichssétzen mit sinkenden Ebenen auch eine Einschliefung in
eine nichtkonvexe Menge. Letztere eignet sich fiir einen einfachen Beweis fiir die Existenz
von Singularitdten und den Zerfall der Fliche in mehrere Komponenten. Zum Abschluss
geben wir ein solches Beispiel an.
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4.1 Der Brakke-Fluss

Wir definieren in diesem Kapitel den mittleren Kriimmungsfluss in der geometrischen Mafs-
theorie, den wir im Folgenden Brakke-Fluss nennen. Wir geben grundlegende Eigenschaften
an, wodurch wir schlieklich ein Resultat tiber orts- und zeitabhéngige Testfunktionen be-
weisen konnen, welches fiir den Einschliefsungssatz wichtig ist. Wir bereiten hier Ergebnisse
aus K. A. BRAKKE [5] und A. LAHIRI [27] auf, sodass sie in den Gesamtkontext der Ar-
beit passen. Ersterer erklirt einen Fluss fiir allgemeine Varifaltigkeiten V € G,,(R"**) und
letzterer fiir rektifizierbare Varifaltigkeiten mit ganzzahliger Vielfachheit V' € ZV, (R™*F),
wir hingegen betrachten beliebige rektifizierbare Varifaltigkeiten V' € V,(R"**) und folgen
damit beispielsweise dem Weg von T. ILMANEN [25].

Bevor wir mit der Definition des Brakke-Flusses beginnen, definieren wir die obere Ableitung
einer eindimensionalen Funktion und betrachten zwei wichtige Hilfsergebnisse.

Definition 4.5 (Obere Ableitung) Fir eine Funktion f: (a,b) — R, t — f(t), und einen
Punkt to € (a,b) ist die obere Ableitung Dy in dem Punkt ty gegeben durch

D, f(to) := limsup fto +h) = f(to)
h—0 h

€ [—o0, 0.

Die obere Ableitung existiert somit immer.

Lemma 4.6 Sei f: (a,b) — R, t — f(t), eine L-messbare Funktion.
i) Falls Dyf(t) <0 fiir alle t € (a,b) gilt, dann ist f schwach monoton fallend.

ii) Falls Dif(t) < T fiir eine Konstante T' € R und jedes t € (a,b) ist, dann gilt fir alle
a <ty <ty <b die Relation

to

f(t2) = f(t1) < | Dif(s)ds.

t1

Beweis: Ein Beweis zu der Aussage i) findet sich beispielsweise in M. MATELJEVIC, M.
SVETLIK, M. ALBIJANIC und N. SAVIC [28, §4].

Fiir die zweite Behauptung nehmen wir zunéchst an, dass fiir die Konstante I' < 0 gilt, sodass
die Funktion f nach i) schwach monoton féllt. Definieren wir fiir n € N die Funktionenfolge
gn(t) :==n(f(t+n~1) — f(t)), dann sind die Folgenglieder nicht positiv. Wir verwenden das
Lemma von Fatou und bleiben geringfiigig von to entfernt, damit die Funktionen g,, sinnvoll
erklart sind. Somit erhalten wir

to—e to—e
lim sup/ gn(s)ds < / lim sup g, (s) ds

n—oo Ji t n—00

fiir jedes hinreichend kleine £ > 0. Durch die erneute Ausnutzung der Monotonie folgt fiir
jedes n > e~ ! die Abschitzung

/tQ_E gn(s)ds = n/tz_af(s +n1)ds — n/tra f(s)ds

t1 t1 t1

to—e+n—1 to—e
—n / f(s)ds —n / F(s)ds > flta—e +n7Y) — f(tr) > f(ta) — f(t2).

1+n 1 20
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Es gilt limsup,,_,o gn(s) < D:f(s) und mit allen Abschiitzungen zusammen ist fiir jedes
hinreichend kleine ¢ > 0 daher

to—e
ft) = 1) < [ Difleas

1
Wir mochten jetzt den Grenzwert € N\, 0 untersuchen und betrachten daher die Funktionen
hu(t) := Dif ()X[t,ta—n—1]» Welche punktweise und monoton gegen D, f auf dem Intervall
(t1,t2) konvergieren. Der Satz von Beppo Levi liefert die Konvergenz des Integrals fiir € \, 0
und somit die Behauptung.
Falls T' > 0 ist, dann betrachten wir die Funktion f(t) := f(t) —I't, welche eine nichtpositive
obere Ableitung besitzt. Die Anwendung des bereits Bewiesenen auf die Funktion f liefert

die Ungleichung
to

f(te) =Tty — f(t1) +Tt1 < | Dyf(s) —I'ds

t1

und damit direkt die Aussage des Lemmas. O

Wir erinnern noch einmal an die Definition aus dem Kapitel 3.3.2 iiber den mittleren Kriim-
mungsvektor H in der geometrischen Maftheorie.

Definition 4.7 (Varifaltigkeit mit mittlerer Kriimmung) Sei U C R"** offen und
V =wv(M,0) € V,(U) eine rektifizierbare Varifaltigkeit in U. Diese besitzt den mittleren
Kriimmungsvektor H € LIIOC(M N U, R uy) in U, falls die Variationsgleichung

/ divyy X dpy = —/ (H, X) duy (4.1)
U U

fiir alle Vektorfelder X € CH(U,R"*) erfiillt ist.

In dem glatten Fall ist es wohlbekannt, dass der (stetige) mittlere Kriimmungsvektor H senk-
recht auf dem Tangentialraum einer C2-Untermannigfaltigkeit A steht, also H(z) € TN
erfiillt, L. SIMON (33, 7.4]. Der néchste Satz zeigt, dass dies auch py-f.i. fiir den mittle-
ren Kriimmungsvektor H von Varifaltigkeiten V = v(M, ) € ZV,,(R"**) mit ganzzahliger
Vielfachheit gilt. Das ist ein tiefliegendes Resultat von K. A. BRAKKE [5, Thm. 5.8|.

Satz 4.8 Sei V =v(M,0) € IV, (R"F) eine Varifaltigkeit mit ganzzahliger Vielfachheit in
R"* und mit mittlerem Krimmungsvektor H gemdf der Definition 4.7, dann ist H(zx) €
TM fiir py-f.a. Punkte x € R*F.

Definition 4.9 (Brakke-Kern) Fiir eine Varifaltigheit V = v(M, 0) € V,(R"**) und eine
Testfunktion ¢ € CL(R"* RT) definieren wir den Brakke-Kern B(V, ¢) wie folgt:

Falls V' einen mittleren Kriimmungsvektor H wie in der Definition 4.7 besitzt und dieser
L2-integrierbar beziiglich des Radonmapfes py ist, dann bezeichnen wir diese Situation als
nichtsinguldr und definieren

B.0)i= [ 0l + (Proa(Do). H) du.

andernfalls setzen wir B(V, ¢) := —oo und bezeichnen diesen als den singuldren Fall.
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Bemerkungen

i) Nach der Proposition 3.30 in dem Kapitel 3.3 iiber die Strome mit mittlerer Kriimmung
gilt B(V,¢) = —oo, aufer das totale Variationsmaf ||0V|| ist lokal endlich, das heifit ein
Radonmaf, und ||6V ||sing = 0, also das Mafs ||0V]| ist absolutstetig beziiglich p1 sowie der
dann existierende mittlere Kriimmungsvektor H = —D,,, |6V ||o ist in L?(uy).

ii) Der erste Summand des Brakke-Kerns lasst sich mit Hilfe der Variationsformel (4.1) und
der Definition 3.4 der ersten Variation §V auch wie folgt formulieren

[ —omPan == [ Hedny = [ divy(Ho) duy = 5V (H0),
Rtk Rtk Rtk

iii) Fiir eine Varifaltigkeit V = v(M, 6) € ZV,,(R"**) mit ganzzahliger Vielfachheit kénnen
wir nach dem Satz 4.8 fiir den Brakke-Kern in dem nichtsingularen Fall auch

B.6) = [ —6HP+ (D6, H) duy

schreiben.

Wir sind nun fiir den Brakke-Fluss ausgeriistet. Um einen Fluss einer Familie (V;)ej0,) €
V,(R"F) von Varifaltigkeiten zu definieren, miissen wir eine Testfunktion integrieren und
anschliefend nach t differenzieren. Dies wird aber im Allgemeinen nicht mdéglich sein, da wir
den Fliachen erlauben wollen, dass Flachenteile mit positivem H"-Mafs zu einem Zeitpunkt
augenblicklich komplett verschwinden. Dieses Phénomen bezeichnen wir als pldtzlichen Mas-
severlust. Das ist bei dem klassischen mittleren Kriimmungsfluss nicht moglich, doch K. A.
BRAKKE [5, App. C5| erlautert ein konkretes Beispiel, in dem der plotzliche Masseverlust
auftritt. Somit ist der Ausdruck fR"+k ¢duy, fir eine glatte Testfunktion nicht stetig in
t und daher erst recht nicht differenzierbar. Wir verwenden aus diesem Grund die obere
Ableitung, welche stets existiert.

Das zu der Familie V; = v(M;, 6;) € V,(R"**) assoziierte RadonmaR uy, = H"L6; werden
wir in der Regel durch p; abkiirzend darstellen, falls Missverstdndnisse ausgeschlossen sind.
Auferdem schreiben wir hiufig mit einer Testfunktion ¢ € CO(R™™* R¥) fiir das Integral

fRn+k pdug =: Nt(¢)'

Definition 4.10 (Brakke-Fluss)  Eine Familie von Varifaltigkeiten Vi = v(My,0:) €
Vo (R™F) ¢ € [0, T] mit einem Endzeitpunkt T € (0,00), ist ein Brakke-Fluss in R" | falls
Dips(¢) < B(Vy, @) fiir jede Testfunktion ¢ € CL(R™F R*) und alle Zeiten t € [0, T) erfiillt
15t.

Beispiele

i) Sei Vo = v(8™(r),1) = v(0B**1(0),1) € V,(R"*!) eine n-dimensionale Varifaltigkeit in
dem R"* dann ist V; = v(S"(Vr? — 2nt),1) fiir t € [0,72/(2n)] ein Brakke-Fluss. Wir
konnen jeden Punkt z € sptV; darstellen durch z = r(t)v, = V1?2 — 2nt v, wobei v, die
nach aufen zeigende Einheitsnormale der glatten Flache S™(v/r? — 2nt) in dem Punkt x ist.
Dann erhalten wir

Ox 0 0 -n
— — 2 __ e —
pr —atr(t) Vg 5 V12 —2ntu, o v, = H,
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da n(r? —2nt)~/? die skalare mittlere Kriimmung einer n-dimensionalen Sphére mit Radius
V72 — 2nt ist und wir so den nach innen zeigenden mittleren Kriimmungsvektor H=H
erhalten. Die Definition des Brakke-Flusses D;u:(¢p) = B(V;, ¢) ist in diesem Fall mit Gleich-
heit erfiillt, indem die Berechnungen des spéteren Kapitels 4.1.3 beriicksichtigt werden.

ii) Sei Vo = v(M,0) € V,(R"¥) eine beliebige Varifaltigkeit. Dann ist V; = 0,¢ € (0, T},

ein (trivialer) Brakke-Fluss.

Ein Brakke-Fluss ist somit nicht eindeutig, denn fir die Startfliche Vo = v(S"(r),1) €
IV, (R™*1) liefern die beiden Beispiele zwei unterschiedliche zeitliche Verliufe.

Wir zeigen zunéchst, dass der Brakke-Kern B(V, ¢) durch eine Konstante, die nur von der
Testfunktion abhéngt, beschrankt bleibt und anschliefsend, dass auch ein Brakke-Fluss lokal
endlich ist, also der Wert u,(K) := [, dp fiir ein kompakte Menge K beschrénkt ist. Vorab
wird ein Hilfsresultat aus T. ILMANEN [25, Lem. 6.6] benttigt und wir schreiben in dem
Folgenden {¢ > 0} fiir die Menge {2 € R™*: ¢(z) > 0}.

Lemma 4.11 Fir eine Funktion ¢ € C?(R"* R*) ist auf der Menge {¢ > 0} die Ab-
schdtzung

2
D4 <2 sup |D%*p| < 00
¢ {¢>0}

erfillt.
Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig und definiere f¢(z) := |D¢(z)|?/(¢(x) +¢). Dann ist f¢ eine C*-
Funktion mit kompaktem Triger und besitzt daher ein globales Maximum in einem Punkt

xg. Falls ¢ # 0, dann liegt der Punkt z( in der offenen Menge {¢ > 0}. In diesem Maximum
verschwindet der Gradient der Funktion f¢ und wir erhalten die Gleichung

_ 2D%¢(x0) Dp(z0) | De(20)|> Dd(x0)

0= DI = =) + e (6e) + 2
welche wir wie folgt umformen

P(z0) + ¢

Da D¢(zg) # 0 in dem Maximum zy von f€ ist und natiirlich f¢(z) < f¢(zo) fiir jeden
Punkt x € {¢ > 0} gilt, folgt zunéchst

DOWIE _ e < peny = IPO@OE _ylpa Do) |y o
o) +e DRI = g e P | =2 5, 1P

und mit ¢ — 0 schlieflich die gewiinschte Ungleichung auf {¢ > 0}. O

Satz 4.12 (Beschriinktheit des Brakke-Kerns) Gegeben seien V € V,(R"*) und ¢ €
C2(R™F R*) eine beliebige Funktion, dann existiert eine Konstante C = C(¢) € R, sodass
B(V,$) < C gilt.
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Beweis: In dem singuldren Fall B(V, ¢) = —oo ist nichts zu zeigen. Wir untersuchen den
nichtsinguléren Fall. Da ¢ nichtnegativ ist, verschwindet auch der Gradient D¢ in den
Punkten, in denen die Funktion Null wird. Somit reicht es aus iiber die Menge {¢ > 0} zu
integrieren und wir erhalten mit einer quadratischen Ergénzung und der Kurzschreibweise
()t = Prpm(+) fiir die orthogonale Projektion die Abschétzung

Bv.o)= [

]Rn

O (P (D) By = [ 0B+ (D6) 1) dy

LD P 1](Do)P 1(D6)

— —oH- = - d Yo7
/{¢>0} o “VS/{¢>0}4 g

(2)/{ 1|D¢>]2 q VLem. 411 1

4 < 5 s D] py(spte) =: C(g) < oo,
¢>0} ¢ {¢>0}

dpy

Dieser Ausdruck ist aufgrund des RadonmaRes - und der Regularitit ¢ € C2(R"F RT)
beschrankt. O

Satz 4.13 (Beschriinktheit des Brakke-Flusses) Sei (Vi);eqo.1] € Vn(R"F) ein Brakke-
Fluss in R"* und K C R"* eine kompakte Menge. Dann existiert eine Konstante I' €
(1,00), sodass pi(K) < T fir alle Zeiten t € [0,T] gilt. Die Zahl T' kann von dem Fluss
(Vi)ielo,r) sowie der Menge K abhdngen.

Beweis: Wir fixieren ein 6 € (0, 1) und erweitern den Fluss auf das Intervall [0, 7+ 6] durch
Vi =0 fiir t € (T,T + 6]. Dann ist der erweiterte Fluss (V;)e(0,745) € YV (R™F) weiterhin
ein Brakke-Fluss, vergleiche dazu das einfiihrende Beispiel ii).

Da K kompakt ist, konnen wir als zulissige Testfunktion ¢(x) := U (z) € C2(R"**,[0,1])
wihlen, welche somit ¢(z) =1 fiir alle z € K erfiillt.

Sei nun t € [0,T] ein beliebiger Zeitpunkt. Nach der Definition des Limes superior finden
wir ein h; € (0,9), sodass fur alle Schrittweiten h € (0, h;] die Ungleichung

W (s n(9) — (@) < Dopun(d) +1

erfiillt ist. Es folgt die Abschétzung

- Def. 4.10

pe+n(9) < pe(d) +h (Dt“t(é) + 1) < (@) +h (B(W7 @)+ 1)

Satz§4.12 pi(@) + h (% sup |D?*@| s (spt @) + 1) = pu(d) + hTy (4.2)
{¢>0}

fir alle h € (0, hy] mit einer Konstanten I'y := %sup{¢>0} |D2¢| pe(spt @) + 1 € (1, 00), die
von der Funktion ¢ und damit von der Menge K abhingt sowie von dem Radonmafs pi,
welches zu der Varifaltigkeit V; assoziiert ist.

Es gilt [0 4 ho,T] C Ute[o,T} (t,t + hy) und da das Intervall [ho,T] kompakt ist, existieren
nach dem Satz von Heine-Borel endlich viele Zeiten t; € (0, 7,4 = 1,...,N mit t; < t;11,
sodass [ho, T] € UY, (ti, ti + hs, ). Definieren wir noch als Anfangszeit to := 0, dann erhalten

wir die Inklusion
N

0,7) C |J i, ti + hay).
=0
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Jeder Zeitpunkt ¢ € (0,7 ist somit in mindestens einem der Intervalle (¢;,¢; + h;) mit
i =0,...,N enthalten.

Wir betrachten jetzt eine beliebig fixierte Zeit t* € (0,0 + hg), dann folgt

pee (@) < po(@) + hTo < po(d) + To.

Dabei erhalten wir die erste Ungleichung aus der obigen Abschéitzung (4.2), welche fiir alle
h € (0, ho] gilt, und die zweite folgt einfach aus h < hg < 0 < 1.

Betrachten wir einen Zeitpunkt t* € (¢1,%1 + he, ), dann ist analog = (¢) < e, (¢) +T'¢, und
da t; € (0, hg), kommen wir zusammen mit der obigen Ungleichung zu dem Ausdruck

pas (@) < po(@) + Lo+ Ty,

Dieses Verfahren lésst sich iterativ fortsetzen, sodass wir fiir ein beliebiges t € (t;,t;+he,),i =
0,..., N die Abschétzung

ue(6) < o) + 3Ty,
j=0

erhalten. Aufgrund der Uberdeckung des Intervalls (0,7 folgt damit fiir jedes t € (0,7
schlieflich

und da ¢ kompakten Triger in R™™* besitzt, ist der Ausdruck auf der rechten Seite endlich.
Wir schétzen die linke Seite noch wie folgt nach unten ab

m(eﬁ)z/qudutz/qudut:/Kdutzutu{).

Insgesamt erhalten wir somit fiir jede Zeit ¢ € [0, T] die endliche Schranke

N

pe(K) < po(¢) + Y Ty, =T < o0. -
j=0

Satz 4.14 (Stetigkeitseigenschaften) Sei (Vi)icor) € Va(R™*) ein Brakke-Fluss in
R und ¢ € C2(R"* RY), dann gelten die folgenden Aussagen

i) Dipi(¢) = limsup,_o h (pean(9) — (@) < L < oo fiir alle t € [0,T], wobei die
Konstante L € R von ¢ und dem ganzen Fluss (Vi) abhdngen kann, aber nicht explizit von
dem Zeitpunkt t,

i) im u114(0) < u(6) < lim u_s(6) fir alle ¢ € (0,7),

iii) fir L-f.a. Zeiten t € [0,T) ist }lliIT(l) pren(9) = i (9) fiir jede Testfunktion ¥ € CO(R™HF)
%

ohne Vorzeichenbeschrinkung.
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Beweis: Da die Testfunktion ¢ in der Klasse C2(R"¥ RT) ist, existiert eine Konstante
Ly € (0,00), sodass supgn+x |D?¢| < Ly gilt. Definieren wir die kompakte Menge K := spt ¢,
dann folgt nach dem Satz 4.13 die Existenz einer weiteren Konstante Lo € (1,00) mit
pi(K) < Lo fiir jede Zeit t € [0,T]. Wir erhalten also durch die gleiche Vorgehensweise wie
in dem Beweis des Satzes 4.12 die Abschétzung

Dupel0) < B(Visd) < [ |D*|dpe = [ 100l dus < sup | D6 u(K) < LLo = L
R™ K

fir alle ¢ € [0, 7], was der ersten Behauptung entspricht.

Wir betrachten die Funktion g¢: [0,7] — R gegeben durch t — ¢(t) := p(¢) — Lt. Dann
gilt Dyg(t) = Dypuy(¢p) — L < L — L = 0 und folglich ist g nach Lemma 4.6 i) schwach mo-
noton fallend. Fiir schwach monotone Funktionen existieren in jedem Punkt die einseitigen
Grenzwerte, vergleiche S. HILDEBRANDT |23, §2.3, Satz 5|, und die zweite Behauptung folgt
somit aus limg\ o g(t + 6) < g(t) < lims\ g(t — 0), da der lineare Teil von g stetig ist.

Fiir die dritte Aussage betrachten wir erneut die Funktion g. Die Anzahl der Unstetigkeits-
stellen bei monotonen Funktionen ist abzéhlbar, vergleiche S. HILDEBRANDT [23, §2.4, Satz
2|. Demnach ist auch fiir jedes ¢ € C2(R"** R*) die Abbildung t + p(¢) fiir £L-f.a. Zeiten
t € [0, T stetig.

Wihlen wir nun eine abzihlbare Menge A C C?(R"** R*), sodass A dicht in C?(R"* R*)
ist, dann wissen wir, dass fir £-f.a. t € [0,7] der Grenzwert limy, o p1n(¢p) = pe(¢) fiir
jede Funktion ¢ € A existiert. Ein beliebiges 9 € C2(R"** R) zerlegen wir in den po-

sitiven und negativen Anteil ¥ = ¥4 — ¥_ mit den beiden nichtnegativen Funktionen
Y4 (z) = max{d(x),0} sowie ¥_ := max{0, —¥(z)} und die Approximation von 94,9_
durch Funktionen aus A liefert die Behauptung. O

Zum Abschluss in dieses einfithrende Kapitel in den Brakke-Fluss betrachten wir Testfunk-
tionen ¢(t,x), die zusétzlich von der Zeit ¢ abhéngen.

Satz 4.15 (Zeitabhingige Testfunktionen) Sei (V;)ic(o 1) € Va(R" ) ein Brakke-Fluss
in R"F und ¢ € C1([0, T] x R*™* RY) mit ¢ := ¢(t, ) € CHR"* RY) fiir alle t € [0,T).
Dann gilt fir L-f.a. Zeiten s € (0,T) die Abschitzung

— 0

De(pue(01(@))|,—, < BVas ds(@)) + (008, 2)] ., ).

Beweis: Wir berechnen die obere Ableitung

Dy(pe(80))|,_, = lim sup W (psn (Dsan) — ps(ds))

= lim sup [hil (Ms+h(¢s+h) - Ns+h(¢s) + Ns+h<¢s) - MS(¢S))

h—0
(2202~ (2063
< limsuph~? (kstn(ds) = pms(9s))

h—0
. _ 0
tlimsuph ! [ (Gunle) = 0u(a) ~ B0 (5,0)) dpesn(a)
h—0 Rntk t
. d¢
+1 s EYRGEN
imsup 1 +h<at (s ))

= (I) + (IT) + (III).
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Fiir den ersten Summanden gilt nach der Definition 4.5 der oberen Ableitung und der
Definition 4.10 des Brakke-Flusses

(I = HI}Ill S[l)lp h_l[:uS-i-h(d)S) - ,Us((z)s)] = Et,ut((z)s)h:s < B(Vs, ¢s)-

Fiir den zweiten Summanden beachten wir, dass ¢;(x) kompakten Triger in R"** hat.
Definieren wir die kompakte Menge K C R™"* durch K := spt ¢;(z), dann gilt auch spt g—f -
K und wir verwenden aukerdem die Abschétzung supycjo ) pe(K) < I' fiir eine Schranke
I' € (1,00) aus dem Satz 4.13. Wir erhalten

(5,2)) dpts ()

[ (dunla) = onte) -
Rn+k
:/ <¢(s+h x) — (s, x) — a—¢( ,:v)) dptsin(z)

// (9t (s+rxz)— g¢( ,:c)) dr dpren ()

o¢ 9¢ "
< suhp7|h|)/ (8t (s+rx)— 5t (s,x)) du5+h(x)/0 dr

—n s [ (254 r,2) ~ 22(5,0)) it

re(=[h],|hl)

0%
6

<h sup sup’ s—i-?“x)—asx’/ dpsip(z)
re(—|h|,|n)) zek | O

o¢
<TI'h sup sup’ (s+rx ——s,x’.
re(—|h|,|n)) zek | Ot ) 875( )
Da insbesondere % stetig in der Zeitvariablen ist, folgt
: 1 0¢
(I1) = limsup (Bu4n(@) = 6s(@) = h57 (5,0)) dprgan(@) = 0.
h—0 ntk ot

Wir weisen darauf hin, dass man keine Information iiber das Vorzeichen der Ableitung
% besitzt. Aus diesem Grund unterscheidet sich unser Aufbau dieses Kapitels von dem ur-
spriinglichen Vorgehen in K. A. BRAKKE [5, §3|. Nach dem Satz 4.14 ist mit einer beliebigen
Funktion ¥ € CO(R"**) die Abbildung ¢ + p(99) fiir £-f.a. Zeiten ¢ stetig, sodass sich fiir
den dritten Summanden

06, N\ 96 )
(ITT) = llI}ILl_S>(1)1pLLs+h(at( )) = UUs <§(S’ )) fir £L-fa. s

ergibt und zusammengenommen ist der Satz damit bewiesen. U

Wir verwenden die Abschétzung des Satzes, um eine wichtige Ungleichung zu erhalten, auf
welcher der Beweis des Einschliellungssatzes aufbauen wird. Da die Summanden fiir alle
Zeiten t € [0,T] beschréankt bleiben, kénnen wir das Lemma 4.6 ii) anwenden und mit der
L-f.ii. giiltigen Abschétzung erhalten wir mit Testfunktionen ¢(¢,x) wie in dem Satz 4.15
und fiir beliebige Zeiten 0 < t; < to < T fiir einen Brakke-Fluss die Ungleichung

b (12 (2)) — oy (61, () < / Q(Bm,@(aﬁ)) /R 99 ¢ ) dpu (e >) ar. (43)

t1 n+k at
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Mit diesem Ausdruck folgt der interessante Fakt, dass der Brakke-Kern B(V;, ¢;) fiir £-f.a.
Zeiten t nichtsingulir ist und daher der mittlere Kriimmungsvektor H existiert und L?(juy)-
integrierbar ist.

In dem folgenden Kapitel werden wir eine spezielle orts- und zeitabhéngige Testfunktion
o(t,x) = ¢¢(x) wihlen, sodass der gesamte Integrand auf der rechten Seite der Ungleichung
nicht positiv ist. Auflerdem werden wir fiir die Anfangsfliche fordern, dass zu dem Start-
zeitpunkt ¢ := 0 auch po(¢po(z)) gilt. Aus der Ungleichung (4.3) folgt somit die Relation
pe(pe(x)) = 0 fiir alle Zeiten t € [0, T'], welche Interpretationen fiir das Aussehen der Flachen
spt Vi zulésst.

4.1.1 Ein Einschlielfungssatz

Wir beweisen, dass wir einen Brakke-Fluss in beliebiger Dimension und Kodimension in eine
nichtkonvexe Menge einschliefen kénnen. Dabei wird erneut die Kompaktheit der Fléchen
eine natiirliche und essentielle Bedingung darstellen. Eine mdogliche Voraussetzung wollen
wir dabei nur an die Startvarifaltigkeit Vj stellen und nicht an den gesamten Fluss (V;t)te[o,T]-
Aus diesem Grund bendtigen wir das folgende Resultat von K. A. BRAKKE [5, Thm. 3.8]
iber konvere Mengen.

Lemma 4.16 Sei (Vi)eo,1) € Vo (R™F) ein Brakke-Fluss in R"* und spt Vo C A fiir eine
abgeschlossene konveze Menge A C R"*. Dann gilt spt V; C A fiir jedes t € [0, T].

Eine Kompaktheitsbedingung miissen wir daher nur an den Trager der Anfangsfliche stellen
und diese Kompaktheit iibertragt sich auf den gesamten Fluss.

Wir definieren jetzt erneut die quadratischen Polynome

n+k—j n+k
ri(x) == Z 7 und  sj(z) = Z 7
i=1 i=n+k—j+1
fiir eine Signatur j = 1,...,n — 1. Fiir ein reelles 8 > 0 betrachten wir das verallgemeinerte

Hyperboloid .
H;(R) == {IL‘ € R rj(x) — n_j,_ﬂsj(:x) < R}
mit einem R > 0.

Wir charakterisieren diese Menge nun genauer. Gilt fiir den Parameter 8 > n — j, so stellt
der Korper ein Ellipsoid dar und speziell eine Kugel in dem Fall 5 = n. Ist § = n — j, dann
entartet die Menge H,;(R) zu dem Zylinder B;;r/]z*j (0) x RJ. Der interessante Fall liegt bei
B < n — j vor, da die Menge in diesem Fall ein verallgemeinertes Hyperboloid beschreibt

und daher im Allgemeinen nicht konvex ist.

Satz 4.17 (EinschlieRungssatz) Es sei (V)icjo1) € Va(R™) ein Brakke-Fluss in R"*
und spt Vg sei kompakt. Es gelte spt Vo C H;(R) fir einj=1,...,n—1, ein B > 0 und ein
R >0, dann folgt

spt V; C Hj(R — 25t)

fir alle Zeiten t € [0,T].
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Bemerkungen

i) Ist T > R/(28), dann gilt die Aussage des Satzes auch fiir Zeiten t > R/(2/3), das heifst
die Familie V; bleibt eingeschlossen in dem verallgemeinerten Hyperboloid mit negativer
rechter Seite. Fiir tiefergehende Untersuchungen dieses Falles verweisen wir auf das néchste
Kapitel.

ii) Der Satz ldsst aufgrund von Invarianzen des Brakke-Flusses auch translatierte und ro-
tierte Korper des Hyperboloids H;(R) zu.

Beweis: Wegen der Voraussetzung an die Kompaktheit des Tragers der Startvarifaltigkeit,
ist spt Vy C K fiir eine kompakte, konvexe Menge K C R*™* und nach dem anfangs erwihn-
ten Lemma 4.16 gilt die Inklusion spt V; C K fiir alle t € [0, 7.

Wir wihlen nun eine spezielle orts- und zeitabhéngige Testfunktion ¢(t,x) = ¢¢(x) und
zeigen damit - wie bereits erwdahnt - die Ungleichung

BV o))+ [ 99 (4, 2) duy, () < 0.

Rn+k at

Es bezeichne {h}; := max{h,0} erneut den positiven Anteil einer Funktion h. Dann defi-
nieren wir zunichst die Funktion f(z) = {R™'z — 1}3, welche aufgrund der dritten Potenz
zweimal stetig differenzierbar mit den nichtnegativen Ableitungen

f(z)=3R"MR"'2-1}3, ['(z)=6R*{R'2—1},
ist, da wir R > 0 vorausgesetzt haben. In den Punkten f(z) # 0 ist die Abschéitzung

S BRTHR 21332 9R{R 12 -1}
fz) — {r'2-1}  {R1z-1}
<2URHR 2 -1}, =4f"(2) (4.4)

=9R{R'2 -1},

erfiillt. Weiterhin betrachten wir die in x quadratische und in ¢ lineare Funktion

n+k—j n+k

o) =)= 3 a2 -0 NN 2

i=1 J i=n+k—j+1

Wir testen mit der Funktion ¢(¢,z) := f(q(t,2))¥x(x) € C%([0,T] x R** RT), welche
b = P(t,-) € C2(R™*, RT) erfiillt. Da die Abschneidefunktion ¥x (z) = 1 in der Menge K
erfiillt und in dieser die Tréger aller (V4),c(0,r) liegen, brauchen wir diese Funktion bei den
Rechnungen nicht weiter zu beriicksichtigen.

Fiir die folgenden Rechnungen definieren wir die Vektorfunktion

Slp) = n—j—p n—j—p
x(x) = xla"'7wn+kfj7_fxn+k7j+17"'7_f:€n+k )
sodass wir fiir den Gradienten Dgq;(z) = 2&(z) erhalten. Die Projektionsmatrix P ps, kiirzen

wir mit (-) " ab und bezeichnen deren Komponenten mit (p;;)1<; j<n+- Fiir die tangentielle
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Divergenz des Vektors z gilt die Abschétzung div,, 2 =

n+k—j n+k n+k—j n+k

n—j—p n—j—p
S (Vmmie) - ———= > (Vmmine)= ¥ pi———— > Di
i=1 T s i=1 R
n+k—j n+k n+k
> Y pi—(n—j-B) =) _pi— Y pi-n+tj+tB=n—j-n+j+p8=4
i=1 =1 i=ntk—j+1

Auflerdem verwenden wir die elementare Zerlegung

(Pra, (Do (2)), H(z)) = (Do(x), H(z)) — (Pr.a,(Di(2)), H(z))

und untersuchen zunéchst den ersten Term. Mit Hilfe der Variationsformel (4.1) des mitt-
leren Kriimmungsvektors folgt

/ (Dgy(x)), H(x)) dpu :/ (D(f(qi(x))), Hz)) d
Rtk Rn+k
= o D28 B = = [ v (7 28) i

R7L+k:

. / (Vt, S (a0 (2)), ) dpsg — 2 / P (@) divag 2 dys
Rn+k R4k S e N —

n+
>0 >3

<4 / P @) Prand 8 due—28 | F(a(@)) dpa
Rn+k Rn+k

- /R @)l P du— 28 /R Pl dur

Wir haben insbesondere die Nichtnegativitat der Ableitung f’(z) verwendet.

Da mit ¢¢(z¢) = 0 auch der Gradient in diesem Punkt verschwindet, D¢ (o) = 0, ist es
ausreichend iiber die Menge {¢; > 0} := {z € R"**: ¢,(x) > 0} zu integrieren. Durch eine
quadratische Ergénzung erhalten wir

[ @@ = Pra (Do), H) dn
= / — () ‘H(x) + %Pth(Dsbt(x)) ¢t($)_1‘2 + % ‘PEMt(D@(:E))r b0(x) L dpy
{¢p+>0}

< [ alPrwoa@] o an= [ GraE) Pr@)] o

{gr>0} 4 {o>0} 4
/ 2 —1 (T2 (4.4) " ~T2
= [f (qe(@) " f(qe(2)) " |27 [Fdpe < 4 Fae(x)) 1277 dpe
{¢+>0} {¢+>0}
und insgesamt kénnen wir somit abschétzen

B(Vi, di(x)) =/ ~e(2)[H(2)]* = (Pr.a1, (D ()), H(z)) + (Dy(x), H(w)) dpae

R7L+k

< / A" (@) [T — AF" (@) 18T - 28 £ (au(a)) dpe
{¢+>0}

—=26 [ a)dp = [ Fa@) g du

Rn+k Rn+k

d
—— [ Gttt de
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Wegen der Voraussetzung spt Vo C H;(R) folgt po(¢(0,z)) = 0, sodass wir mit der Unglei-
chung (4.3) in der Schlussbemerkung des letzten Kapitels

/ ¢(t> l‘) th =0
Rtk

fir alle Zeiten ¢ € [0, T enthalten. Somit miissen die Tréger der Varifaltigkeiten V;, welche
mit der Menge spt iy iibereinstimmen, innerhalb der Menge H;(R — 2/t) liegen, was der
Behauptung entspricht. O

Bemerkung

i) Die Rechnung vereinfacht sich, falls wir fordern, dass die Familie (V;);c(o. 1] eines Brakke-
Flusses fiir £L-f.a. Zeiten t ganzzahlige Vielfachheit besitzt. Nach dem Satz 4.8 liegt der
mittlere Kriitmmungsvektor py,-f.ii. in dem Normalraum, sodass sich der Brakke-Kern fiir
fast alle Zeiten in dem nichtsingulédren Fall zu

BV =~ [ | olBPduy+ [ (Do H)duy,

RnJrk: Rn+k‘
vereinfacht. Daher kénnen wir fiir eine beliebig fixierte Zeit bei der Abschétzung nach oben
das nichtpositive erste Integral streichen und den zweiten Term direkt durch den gewtinsch-
ten Ausdruck

| pomydu <28 [ Plao)dm =~ [ G fatto) du

]Rn-HQ Rn+k’ dt

abschiitzen, indem wir den anderen nichtpositiven Term — [4f”(q:)|2"|>duy, ebenfalls
ignorieren.

4.1.2 Singularitidtenbildung und ein Nichtexistenzsatz

Sei V' € V,,(R"*F) eine beliebige Varifaltigkeit. Ein Punkt y € sptV heifit ein regulirer
Punkt, falls ein € > 0 existiert, sodass spt V N B:(y) eine glatte n-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des R™** ist. Die Menge aller reguliiren Punkte von V bezeichnen wir mit reg V.
Wir nennen einen Punkt y € spt V' \ reg V' eine Singularitit von V.

Die Bildung von Singularitdten ist ein typisches Phdnomen des mittleren Krimmungsflusses.
Die klassische Theorie endet in so einem Zeitpunkt zunéachst, da die Differentialoperatoren
in diesen Punkten nicht erkléart sind. Der Brakke-Fluss behilt seine Giiltigkeit in und auch
iiber diese Zeiten hinaus.

In diesem Kapitel beweisen wir die Existenz von Singularitdten in endlicher Zeit fiir spezi-
elle Anfangsflichen und zeigen weiterhin, dass die Flache anschliefsend in mindestens zwei
Komponenten zerfallt.

Die bekannteste Konstruktion des glatten zweidimensionalen mittleren Kriimmungsflusses
fiir die Existenz einer Singularitét geschieht mithilfe des Torus von S. B. ANGENENT |[2] in
dem R3 und verwendet das Vergleichsprinzip, K. ECKER [14, Prop. 24|, welches besagt, dass
zwei disjunkte, kompakte Flachen des Flusses in dem gesamten zeitlichen Verlauf disjunkt
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bleiben. Der Torus kann eine geschlossene Flache an einem zylinderartigen Nacken umschlie-
fen, welche zusétzlich zwei Enden mit hinreichend kleiner mittlerer Krimmung aufweist. In
dem Verlauf der Zeit schrumpft der Torus selbstdhnlich auf einen Punkt und daher muss
sich in diesem Punkt eine Singularitét gebildet haben, falls die Fldche nicht aus dem Loch
des Torus heraus geflossen ist.

K. ECKER [14, Rmk. 3.8| fiihrt eine Uberlegung fiir den n-dimensionalen klassischen mittle-
ren Kriitmmungsfluss in einer Kodimension aus, welche die Existenz einer Singularitét liefert.
Dieses Resultat ist die Basis fiir die folgenden Ausfiihrungen.

Unser Einschliefsungssatz 4.17 eignet sich fiir einen einfachen Beweis fiir die Existenz von
Varifaltigkeiten, die unter dem Brakke-Fluss in endlicher Zeit eine Singularitat in ihrem Tra-
ger bilden. Dabei untersuchen wir in dem Gegensatz zu K. ECKER Flidchen mit beliebiger
Kodimension und beschreiben zusétzlich das Verhalten des Flusses nach der Bildung einer
Singularitét.

Wir benétigen vorab die folgende Hilfsaussage von K. A. BRAKKE [5, Thm. 3.7

Satz 4.18 (Kugelbarriere fiir aufien liegende Flichen) Sei (V;)co7) € Vo (R™HF) ein
Brakke-Fluss und spt Vo N B,(0) = 0. Dann gilt

sptVtﬂB\/m(O) = fiirt <T* T*:= min{T, p*/(2n)}.

Aufgrund der Translationsinvarianz des Brakke-Flusses gilt dieser Satz auch fiir Kugelmit-
telpunkte, die von dem Ursprung verschieden sind.

Wir betrachten nun das spezielle Hyperboloid mit der Signatur j = 1, einem beliebigen
reellen 0 < 8 < n — 1 sowie einer Zahl R > 0. Fiir die Konstruktion definieren wir die
beiden Hyperboloidhilften H*(R) := Hi(R) N {£x,1x > 0} und betrachten zwei Biille,
sodass B} (vt) € H*(R) und B, (v™) C H~(R) mit zwei Mittelpunkten v*, v~ € R"K
erfiillt ist. Den Radius py werden wir noch genauer festlegen.

Sei (Vi)iejor) € Va(R™F) cin beliebiger Brakke-Fluss. Die Startvarifaltigkeit Vp besitze
einen zusammenhéngenden und kompakten Triager und es gelte spt Vo C Hi(R) sowie
spt Vo N B;to (vt) = (. Dennoch ,umlaufe* der Triiger beide Kugeln, wodurch dieser eine
hanteldhnliche Form besitzt.

Nach dem Einschliefungssatz 4.17 gilt spt V; C Hi(R — 25t) und zu dem Zeitpunkt 7 :=
R/(2p) wird das Hyperboloid zu einem Doppelkegel mit Punktsingularitat. Wir verwenden
den angegebenen Spharenvergleich 4.18 und wollen, dass zu diesem Zeitpunkt 7 die bei-
den Balle B;f)(vi) noch nicht zu einem Punkt geschrumpft sind. Da fiir den Verlauf des

Radius p(t) = /p3 — 2nt gilt, folgt p(1) = p(R/(28)) = +/p§ — 2nR/(28) und somit ist
po > y/nR/B ein hinreichend grofter Startradius.

Wir nehmen fiir den Endzeitpunkt 7" > 7 an und aus der Konstruktion folgt, dass die Flache
spt V; nicht in eine Halfte des Kegels geflossen ist oder bereits verschwunden ist, falls kein
plotzlicher Masseverlust aufgetreten ist. Gilt 0 € spt V., dann liegt in diesem Punkt eine
Singularitdt vor, das heiflt 0 & reg V..
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Da der Korper H1(R—2ft) fiir Zeiten t > 7 in ein zweischaliges Hyperboloid zerféllt und der
Einschliefsungssatz seine Giiltigkeit behalt, kann spt V; fiir t > 7 keine zusammenhéngende
Menge sein, falls Teile des Trégers in den beiden Halbraumen {z: £, > 0} liegen. Diese
letzte Bedingung ist notwendig, da auch fiir dieses Resultat der plotzliche Masseverlust eines
Brakke-Flusses beachtet werden muss. Wir formulieren dieses Ergebnis als Nichtexistenzsatz.

Satz 4.19 (Nichtexistenzsatz) Gegeben sei eine Familie von Varifaltigkeiten (Vi)ic(o,m) €
Vo (R™K) - deren Anfangsfiiche kompakten Triger spt Vy besitzt sowie

spt Vo C Hi(R) ={z e R"™*:af4+ . . 422,  —(n—1-pB)a,, <R}

fir ein B € (0,n—1) und ein R > 0 erfillt. Weiterhin gelte T > R/(28) und es existiert ein
Zeitpunkt to € (R/(28),T], fir den spt Vyy N {zpix > 0} # 0 und spt Viy N {xpin < 0} # 0
gilt. Dann kann die Familie (V;‘/)te[O,T} kein Brakke-Fluss sein, dessen Triger spt Vy fiir alle
Zeiten t € [0,T) eine zusammenhingende Menge darstellen.

4.1.3 Der klassische mittlere Kriimmungsfluss

Der allgemeine Einschliefungssatz 4.17 und alle weiteren Ergebnisse gelten auch fiir den
klassischen mittleren Kriimmungsfluss mit glatten, eingebetteten Mannigfaltigkeiten nach
der Definition 4.1. Um eine Verbindung mit dem Brakke-Fluss herzustellen, muss die Evo-
lution des Area-Elements betrachtet werden. Diese wurde zuerst von G. HUISKEN |24,
§3] berechnet. Dazu sei wieder F(t,-): M — R"* die glatte Einbettungsabbildung ei-
ner n-dimensionalen Mannigfaltigkeit 9. Dann gilt in dem klassischen Kontext du(p) :=
Vv det gi;(p, t) dpon(p) wobei g;;(p,t) = <8£ (p,t), gTi(p, t)) und dpgn das Volumenmaf der
Parametermannigfaltigkeit 9 bezeichnet. Elementare Rechnungen liefern
AQ”_<QQEEE> <§i§é§>_%ééiéi>_%f’§i§g
at9 = \ ot Opi” Op; Opi’ 0top;/  “\otop;’ Op;/  “\Op; Ot Op;

und sei g¥(p,t) die inverse Metrik, dann folgt unter Beriicksichtigung der Ableitung einer
Determinante die Gleichung

0

1 0 1 0 1 0
det g, = det g;; = det g ; ) = —./det g;: )
at\/ €t gij 9 detgij ot €t gij 9 detgij €L gi; g 8tgzj 5 €t gi; g atgw

Zusammengenommen folgt der Ausdruck

8 - a 3F 8F K; ECK}ER ] 8F
g V3ot = Vaeta o (5 gy ) T Vieta dian ()

also
0 0 : OF . oF
o e = 5/ det gy (0. 1) dam(p) = divaa, (G )/ det gig(p, ) dpam(p) = divaa, (G ) de

Wir halten das Ergebnis in dem folgenden Lemma fest.

Lemma 4.20 (Evolution des Area-Elements) Sei du; das Area-Element wie oben be-
schrieben, dann gilt fir die zeitliche Ableitung

0 , oF
% dpy = div gy, (E) dpe.
Spezieller folgt fiir das Area-Element einer Losung (M), des mittleren Kriimmungs-

flusses die Evolutionsgleichung % dpy = —|H|? Ay fiir alle Zeiten t € [0,T).
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Beweis: Wir miissen nur noch die zweite Behauptung beweisen. Diese resultiert direkt aus
der Definition 4.1 des mittleren Kriimmungsflusses und mit Hilfe des klassischen Divergenz-
satzes fir glatte Flachen, L. SIMON |33, 7.6],

0 ) oF _ o -
g dpe = div g, (5) dpe = divag, H dpe = —[H|? dps. O

Wir erhalten schlieflich einen Ausdruck fiir den klassischen mittleren Kriimmungsfluss in
Integralform, vergleiche auch K. ECKER [14, Prop. 4.4].

Satz 4.21 (Integraldarstellung) Fiir einen glatten, eingebetteten mittleren Krimmungs-
fluss (My)sepo,r) C R™™ gilt

d

G [ edu= [ |Po+ (Do) dy (4.5)
t Rn+k Rn+k

fiir jede Funktion ¢ € CH(R" %) und alle Zeiten t € [0, T].

Beweis: Mit der Produktregel folgt

d

ox 5] . -
a dpe = Do, — ) + ¢ duy = Do, Hy + ¢(—|H?) dpy.
G L odm= [ (DoG)rogdu= [ (Do )+ o) A o

Fiir n-dimensionale, glatte, eingebettete Flichen M; C R*** ¢ € [0, T, gilt H"(M;NW) <
oo fiir alle offenen Mengen W CC R™**. Somit sind fiir ¢ € [0, T] durch ppg, = pe := H"L. M,
Radonmafe definiert, welche zu der Familie der Varifaltigkeiten V; = v(My, 1) € TV, (R*F)
korrespondieren. Weiterhin stellt der klassische mittlere Kriimmungsvektor H auch einen
LY (v, )-integrierbaren mittleren Kriimmungsvektor H fiir jede Varifaltigkeit V; dar. Die be-
wiesene Integralgleichung (4.5) impliziert die verlangte Ungleichung in der Definition 4.10
des Brakke-Flusses mit Gleichheit und jede klassische Losung des mittleren Kriimmungs-
flusses definiert somit auch einen Brakke-Fluss.

Die Umkehrung gilt selbstverstédndlich nicht, da plétzlicher Masseverlust in dem klassischen
Fall nicht auftreten kann und der glatte Fluss nur bis zu einer ersten auftretenden Singula-
ritdt beschrieben werden kann.

Die Formulierung in dem Brakke Kontext ist somit deutlich allgemeiner und unser Einschlie-
fungssatz 4.17 sowie die Uberlegungen zu der Singularitéitenbildung gelten insbesondere fiir
den klassischen mittleren Kriimmungsfluss geméfs der Definition 4.1.
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4.2 Der Brakke-Fluss in einem Schwerefeld

In diesem Abschnitt geben wir eine Definition des a-Kriimmungsflusses an, welche sich
auch auf rektifizierbare Varifaltigkeiten iibertragen lasst. Ausgangspunkt ist die punktweise
Formulierung von S. WINKLMANN [39] fiir innere Punkte, in der wir nun die explizite
Einbettungsabbildung F': [0,T") x I — R’}fl unterdriicken. Mit z = F (¢, p) folgt dann die
Differentialgleichung o

ot
Wir schreiben diese punktweise Gleichung zunéchst in eine Integralform um und benétigen
dazu die allgemeine Evolution des Area-Elements aus dem Lemma 4.20. Somit ergibt sich fiir
eine Testfunktion ¢ € C} (R’ffl) mit dem Maf dp; = y/det g;; dpon, wie in dem vorherigen
Abschnitt, der Ausdruck, wobei wir stets iiber den Halbraum R”+1 integrieren,

£ ot (0 o o o
RO AN
S T O
+ /dith <¢ %xg—i-l) - <gj VMt(¢$n+1)> dpg
=0, da %% € TA M,
Divésatz/ (<D¢7gf> qﬁax;ilaan:l xoy g dpy — /(25 Ty diw

(4.6) - _
2 [ (Do (0 - awbypnsaw)) + b by (- axn+1vn+w> eni)

—

=H — aa;;}rlum_ly. (4.6)

—¢ (ﬁ, (H - am;}rlvnHV)))xﬁH dps

— / ((ng, (H — ax;ilynﬂy» + (b{own;_lH (H,en+1) —a2$;_~2_11/721+1
=—Hvny1
— 4 aadyvne (v H)Y ) o du
——
——H

= [ (= ol — artinan? + (D6, ( = a ) )it di

Wir haben somit das folgende klassische Resultat bewiesen, welches in dieser Form noch
nicht in der Literatur auftaucht.

Satz 4.22 (a-Kriimmungsfluss in Integralform) Fir eine n-dimensionale, orientier-
te, zusammenhdngende und kompakte Mannigfaltigkeit 9N ohne Rand sei F': [0,T) x M —
RT‘l, F, := F(t,-), eine glatte Familie von eingebetteten Hyperflichen My = F(9). Wei-
terhin sei F eine Lisung der Gleichung

or -

B =H —aF, +1I/n+1lj in [0,T) x 9N,
dann gilt fiir eine beliebige Funktion ¢ € C} (Rfﬁ“) die Integralgleichung

d — _ — _
dt Jonin pyy dpe = /]R”'H <— ¢|H — oz, vny1v|* + (Do, (H — a$n41r1vn+17/)>)$z+1 dpug.
+ +
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Diese Darstellung ist unser Ausgangspunkt fiir die Ausarbeitungen in dem Kontext der
Mafstheorie. Die folgenden Fixierungen gelten fiir das gesamte restliche Kapitel 4.2.

Wir betrachten stets rektifizierbare Varifaltigkeiten V' = v(M, 6) € V,,(R’:"!) in dem offenen
Halbraum ]R?L'H, sodass fiir den abgeschlossenen Tréger spt V' C R’}fl gilt.

In den Punkten z € Rfrl, in denen der approximative Tangentialraum 7, M existiert, de-
finieren wir die approzimative Gauflabbildung v : Riﬂ — 8™(1),z — v(x), als den Vektor
der Lange Eins, welcher orthogonal auf der Menge T, M steht. Diese Abbildung existiert
somit in py-f.a. Punkten x € R7 und kann auch durch v = (11 A ... A 7,) fiir eine ge-
eignete Orthonormalbasis {71, ...,7,} von T, M mit dem Hodge-Stern x: A,R**1 — Rn+1
charakterisiert werden. Besitzt V' ganzzahlige Vielfachheit, so existiert eine skalare Funktion
H(z) € Rmit H(x) = —H (x)v(z) py-f.d., da der mittlere Kriimmungsvektor in diesem Fall
nach dem Satz 4.8 in dem approximativen Normalraum 7~ M liegt.

Hiufig werden wir erneut die Kurzschreibungen (-)7 := Pr3(-) und (-)* := Prop(-) fiir
die orthogonalen Projektionen und {¢ > 0} fiir die Menge {z € R/*': ¢(z) > 0} verwenden.
Definition 4.23 (a-Brakke-Kern) Fiir eine Varifaltigkeit V = v(M,0) € V,(R") in
RT‘l und eine Funktion ¢ € CH(R'T RY) definieren wir fiir ein a > 0 den a-Brakke-Kern
B*(V, ¢) wie folgt:

Falls V' einen mittleren Kriimmungsvektor H gemdf$ der Definition 4.7 besitzt und dieser
mit der approrimativen Gauflabbildung v die Abschdtzung

/ ¢ |H Oél‘n+1yn+11/| n+1 d/LV < o0

R+

erfillt, dann definieren wir den nichtsinguldren Fall vermdge

B(V.) = [ = 0lH = aa sl + (Pras (Do), (8 = oz o) bt dir,
+

andernfalls setzen wir B(V, ¢) := —oo und sprechen von dem singuldren Fall.

Bemerkungen

i) Fir den Grenzfall o = 0 erhalten wir den Brakke-Kern B(V, ¢) aus der Definition 4.9.

ii) Verwenden wir die elementare Zerlegung (-)* = () — (-)7, dann kénnen wir in dem
nichtsinguléren Fall mit Hilfe der Definition 4.7 des mittleren Kriimmungsvektors und den
Eigenschaften der Projektion die einzelnen Summanden das a-Brakke-Kerns abschatzen

_ /R D Hyasy — )y (D6, vy duy
- /R"+1 —divar (Do ap 1) — oz 1 (Do), ensi)ap i duy
= /R”“ —divar (Do) 25y — (D, azliten 1) — az, 1 (Do), ens1)ad y duy

_ /R A= dvar(Dg) — ot (Do, en 1) by dpv
+
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und, da mit ¢(z¢) = 0 auch fiir den Gradienten D¢(xo) = 0 folgt, weiterhin

/nJrl { o |H — aﬂfn+1Vn+1V| — <737; (D¢),(H — aa:;}rlynﬂy»} a8 dpy
1 2 1 2
- /{¢>>0} { ¢ ‘(H - ax;}rlynﬂy) + §(D¢)T¢71’ + Z’(D(b)T’ qsil}x?oléﬂ dpy

<[ LD o a day
{¢>0}

Insgesamt erhalten wir die folgende fundamentale Abschéitzung des a-Brakke-Kerns
o - - 1 2,1\ .«
o)< [ { =~ diva(Do) — (Do enr) + 4 [Pras(DO) 6 Jai dy.
{¢>0} 4

Diese Ungleichung werden wir in den spéteren Vergleichs- und Einschlieffungssétzen verwen-
den, sodass wir im Folgenden die Ausdriicke divys(D¢), (D¢, enq1) und (D¢) " wiederholt
fiir verschiedene Testfunktionen ¢ ausrechnen werden.

Anstelle von dem ,, Brakke-Fluss in einem Schwerefeld sprechen wir in Anlehnung an das

Kapitel 3.4 auch hier kurz von einem a-Brakke-Fluss. Diesen definieren wir jetzt, dabei ver-

wenden wir hier und im Folgenden wieder p; (¢ x%, ) fiir das Integral [pn+1 ¢(x) 2 dpy,.
+

Definition 4.24 (a-Brakke-Fluss) Eine Familie von n-dimensionalen rektifizierbaren Va-
rifaltigkeiten V; = v(My, 0;) € Vo (R, ¢ € [0,T) mit einem Endzeitpunkt T € (0,00), ist
mit einem o > 0 ein a-Brakke-Fluss in R"+1 falls

1. eine Zahl hy > 0 existiert, sodass inf xpi1 > he > 0 fir alle Zeiten t € [0,T] gilt und
zespt Vi

2. Dy (d(z) 2% 1) < B*(Vi, ¢) fiir jede Testfunktion ¢ € C'cl(RTrl,Rﬂ und alle Zeiten
t € 10,7 erfillt ist.

Wir zeigen nun, dass sich die Sétze aus dem Kapitel 4.1 des Brakke-Flusses auch auf den a-
Brakke-Fluss iibertragen lassen. Die Beweise verlaufen in der Regel analog, daher verweisen
wir vereinzelt auf den parallelen Satz.

Satz 4.25 (Beschriinktheit des a-Brakke-Kerns) Gegeben sei V € V,, (R und eine
Funktion ¢ € C2(R" RT). Dann ezistiert eine Konstante C = C(¢) und es gilt

BV, ¢) < C’/ xh ., dpy < oo.
{¢>0}

Beweis: Ist B*(V,¢) = —oo, dann ist nichts weiter zu zeigen. Andernfalls erhalten wir
wieder durch Integration iiber {¢ > 0} mit der typischen quadratischen Ergéinzung

B*(V,¢) = /R LUy, (B axyfyvnaw) = 6(H — axy )bl day

- /{¢ 0} {{(Do)*", (H =z, } vniav)) — $(H — aw, §vnav) o duy
>

_ 1(Dg)t 12 1|(Do)*1 2y o,
= /{¢>0} { _¢’(H_a$nilyn+ly) - 2(?‘ +4’((f;)‘}xn+l d,uV

(1.3) 1|Dg)* 1 a
< / Z ‘ (b ’ Tp+1 dlL’LV < 5 sup |D2¢| Tpt1 d:“‘V?
{¢>0} {#>0} {#>0}
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wobei wir in dem letzten Rechenschritt das Lemma 4.11 verwendet haben. Das letzte Integral
ist schliefslich endlich, da die Funktion ¢ kompakten Trager besitzt. O

Satz 4.26 (Beschrénktheit des a-Brakke-Flusses) Sei (Vi)co,1] € V(R ein a-
Brakke-Fluss in RZLF'H und K C RTFI eine kompakte Menge. Dann existiert eine Konstante
I € (1,00), sodass [ x5, 1 dpy < T fiir alle Zeiten t € [0,T] gilt. Dabei kann T von K sowie
a und dem Fluss (Vi)iepo,r) abhdngen.

Beweis: Wir folgen dem Beweisaufbau des analogen Satzes 4.13.

Fixieren wir zuerst ein § € (0,1), dann konnen wir den Fluss auf das Intervall [0,7 + §]
durch V; = 0 fiir t € (T, T+ 6] erweitern. Dann ist der erweiterte Fluss (V;)yc[0,7+5) ebenfalls
ein a-Brakke-Fluss, da insbesondere die erste Bedingung der Definition wegen inf () = oo
trivialerweise erfiillt ist.

Wir testen mit der Funktion ¢ := W € C2(R%™,[0,1]) und fiir eine beliebige Zeit ¢ € [0, T
finden wir nach der Definition des Limes superior ein h; € (0,9), sodass

h_l(ﬂt+h(¢ 93%4—1) - Mt(¢$g+1)) < Etﬂt((ﬁ 5534—1) +1
fir alle h € (0, hy] gilt. Es folgt fiir diese h die Abschitzung

_ Def. 4.24
pern(@ 1) < p(dxp ) +h (Dyu(dan, ) +1) < mldzny) +h(B*(Vi,¢) + 1)

Satz 4.25 N 1 9 N o
< (opxn ) +h (5 sup [D¢| (perzyyq)(spt @) + 1) = (P xny) + AT
{¢>0}

Aufgrund der Kompaktheit des Intervalls [hg, T'] existieren endlich viele Zeiten t; € (0,T],i =
1,...,N, wobei mit tq := 0 die Uberdeckung (0,7] C Ui]\io(ti, ti + he,) erfiillt ist und jeder
Zeitpunkt ¢t € (0,7] daher in mindestens einem der Intervalle (t;,t; + hy;),i = 0,..., N
enthalten ist.

Fiir einen Zeitpunkt t* € (0, hg) folgt nach der obigen Abschéitzung, welche fiir alle h €
(0, ho) gilt, und wegen h < 1 die Schranke

pe(pnyy) < po(@xpyq) +hlo < po(pxy )+ To.

Ist die Zeit t* € (t1,t1 + hyy), dann ergibt sich die analoge Abschitzung p (¢ x5, ;) <
i, (@ x5 1) + 'y und weil £y € (0, ho), folgt mit obiger Ungleichung

pi= (¢ $g+1) < po(9 JU%H) + o+ I,

Iterativ gilt fiir jedes t € (¢, t;+hy;),i = 0,..., N, die Abschéitzung p¢ (¢ xpy 1) < po(P 1)+
'y, +...+I'y,und wegen der Uberdeckung folgt fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ € (0,7

schlieflich
N

(9 a911) < po(paley) + > Ty
j=0

Da ¢ kompakten Tréger in R’ffl besitzt, ist der erste Summand ebenfalls endlich

po(@r) = [ 6()aiyduo < 0

n+1
RJr
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Die linke Seite konnen wir weiter nach unten abschatzen
plori) = [ owatadu> [ oetadn= [ adu
R K K

und insgesamt folgt somit fiir alle Zeiten ¢ € [0, 7] die Behauptung

N
/ xﬁﬂdutﬁ/nﬂ qﬁ(m)x%Hduo—&-Zth =T < 0. 0
K RY =0

Satz 4.27 (Stetigkeitseigenschaften) Sei (Vi)icpo1) € Vo (R ein a-Brakke-Fluss in
RTFI und ¢ € Cc?(]Rii“, RT), dann gelten

1) Dup(p(x)agyy) = limsup, o h™! (pepn(@(x)aq ) — pm(d(2)an,,)) < L < oo fir alle
t € 10,77, wobei L € R von ¢ und dem ganzen Fluss (Vi) abhdingen kann,

i)l s (0(2)25 1) < p(@(2)atyy) < lim e s(9(2)aty,) fir alle t € (0.7),

iii) fir L-f.a. Zeitent € [0,T] ist }llin%) pern(D(x)xy 1) = pe(I(x)zsy ) fiir jede Testfunktion
—>
¥ € CORT) ohne Vorzeichenbeschrinkung.

Beweis: Aufgrund der Regularitit der Testfunktion ¢ € C? (RT’I, R™) existiert eine Kon-

stante Ly € (0,00), sodass supgn+1 |D%¢| < L gilt. Definieren wir die kompakte Menge
+

K := spt ¢, dann folgt nach Satz 4.26 die Existenz eines Ly € (1,00) mit [, 28, dpe < Lo

fir alle ¢ € [0,7T]. Zusammen mit den Abschitzungen des Satzes 4.25 erhalten wir

Dun(éatin) < BVind) < [ 1D%lat d

+

= / |D?layy ) dpsy < sup ’D2¢|/ o dpy < LiLg =: L
K K K

fiir alle Zeiten ¢ € [0,T], was der ersten Behauptung entspricht.

Fiir die zweite Behauptung betrachten wir wieder eine Hilfsfunktion g: [0,7] — R, diesmal
gegeben durch g(t) := p(¢p x5, ;) — Lt. Dann gilt ebenfalls D;g < 0 und die Existenz der
Grenzwerte folgt aus der schwachen Monotonie der Funktion g.

Die dritte Aussage folgt exakt wie in dem analogen Satz 4.14, wobei nun die Abbildung
t = p(pxgy, ) fir L-fa. t € [0,T] stetig ist. Die beiden nichtnegativen Anteile ¥4 der
Funktion ¥ = 94 — 9_ konnen dann durch glatte Funktionen approximiert werden. O

Wir haben somit die natiirlichen Eigenschaften flir den a-Brakke-Fluss beweisen konnen,
sodass unsere Definition ein sinnvolles Konzept darstellt. Zum Abschluss betrachten wir
erneut Testfunktionen ¢(¢, x), die neben dem Ort zusétzlich von der Zeit ¢ abhéngen diirfen.

Satz 4.28 (Zeitabhéngige Testfunktionen) Sei (V;)cjor) € Vo (R ein a-Brakke-
Fluss in R und ¢ € CY([0,T] x R RY) mit ¢y = ¢(t,) € CHRTTLRT) fir alle
t €10, T). Dann gilt

_ 0
Dy (¢ () 254 1) |t:s < BY(Vs, ¢s()) + ps (aﬂtv x)’t:ﬁgﬂ)

fir L-f.a. Zeiten s € (0,T).
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Beweis: Wir schitzen erneut die obere Ableitung ab und teilen den Term in drei Summan-
den auf

D (de wy41)|,—y = limsup h™ " (s (dstn Ty 1) — ps(Ps 20 41))

h—0

= 1i1}711 Sup [h‘l (15t (Bstn Toi1) = tsph(Ps Tog1) + Hosn(Ps Toy)
_)

(00 2550)) + st (o5, o) — s (s, o) |

< limsup A~ (psin(fs 2001) — prs(ds 2241))
h—0

: - 99 o
+ lim Suph ! /[R”+1 |:¢s+h - ¢5 - h—(s,x)} Tp41 d,us—i-h(x)
+

h—0 ot
9¢
li S
+ lrl?jgpuerh(at (s, )$n+1>

= (I) + (II) + (III).

Und die Behauptung folgt wie in dem analogen Satz 4.15 iiber zeitabhéngige Testfunktionen
fiir den Brakke-Fluss, indem die Terme entsprechend mit x| erweitert werden. O

Abschliefsend erhalten wir mit dem Resultat iiber die zeitabhéngigen Testfunktionen und mit
der fundamentalen Abschétzung in der Bemerkung ii) nach der Definition 4.23 des a-Brakke-
Kerns die nachfolgende Charakterisierung, indem erneut das Lemma 4.6 ii) angewandt wird.

Lemma 4.29 Sei (V;)cpo,1] € Vo (R ein a-Brakke-Fluss in R und ¢ € C2([0,T] x
R RY) mit ¢y = ¢(t,-) € CHRYT,RY) fiir alle t € [0,T), dann gilt fir alle Zeiten
0<t; <ty <T die Abschitzung

to a
Pty Dty 1) — ity (D1 Ty1) < / (BQ(VL ¢i(x)) + / ﬁ(tw’ﬂ) Tpiq th) dt

n+1 8t
t1 RJr

to . - 1 ) 8
< / / {— divay, (Dér) — Oél‘n_’l_1<D¢t, ens1) 4+ (D) T2 7t + —d)(t, x)} 2%, dpy dt.
t1 J{p:>0} 4 ot

Wir werden in den folgenden Sétzen wiederholt fiir verschiedene Testfunktionen ¢(t,z)
zeigen, dass der innere Integrand nicht positiv ist. Gilt mit der Anfangsvarifaltigkeit Vj
zusitzlich po(do(x) x5 ) = 0, dann folgt aus dem Lemma (¢ (z) 25, ) = 0 fiir alle
Zeiten t € [0,T7].

Zusatzlich erhalten wir das folgende Regularitédtsresultat fiir den a-Brakke-Fluss.

Proposition 4.30 (Regularitét des a-Brakke-Flusses) Sei (Vi)icjo,r) € V(R ein
a-Brakke-Fluss in RTFI und ¢(t,x) eine Testfunktion wie in dem Lemma 4.29, dann sind
die Zeitpunkte t € [0,T], in denen der a-Brakke-Kern B*(Vy, ¢1(x)) singuldr ist, eine L-
Nullmenge.
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4.2.1 Eine allgemeine konvexe Einschlielfungsmenge

In unserem allgemeinen Einschliefungssatz 4.17 flir den Brakke-Fluss ist eine essentielle
Bedingung, dass die Trager spt V; fiir alle Zeiten ¢t € [0,7] in einer kompakten Menge K
enthalten sind. Dadurch kann die Testfunktion ¢;(z) mithilfe der Abschneidefunktion W g ()
so modifiziert werden, dass diese kompakten Triger in dem R™* besitzt. Es ist natiirlich
und auch ausreichend den Trager der Anfangsfliache spt Vj als kompakt vorauszusetzen, weil
somit durch das Lemma 4.16 folgt, dass die Mengen spt V; fiir jeden Zeitpunkt t in einer
konvexen und kompakten Menge liegen.

Da wir auch bei den folgenden Vergleichs- und Einschliefungssétzen fiir den a-Brakke-Fluss
nur eine Kompaktheitsbedingung an die Ausgangsflache spt Vj stellen wollen, besteht unser
erstes Ziel in dem Beweis eines vergleichbaren Resultats zu dem Lemma 4.16. Anstelle
einer beliebigen konvexen Menge ist - aufgrund der ausgezeichneten x,.1-Richtung - das
bestmogliche Ergebnis die Einschliefung in einen konvexen Zylinder.

Satz 4.31 (Konvexer Einschlieftungssatz) Es sei (V;)eom) € Vo (R ein a-Brakke-
Fluss und mit der Schranke h, > 0 aus der Definition 4.24 des «-Brakke-Flusses gelte

spt Vo C K X [hy, h*] mit einer abgeschlossenen, konvexen Menge K C R™ und einer Zahl
h* € (hy,00). Dann gilt spt Vi C K X [hy, h*] fiir alle Zeiten t € [0, T].

Fiir den Beweis bendtigen wir drei Hilfssdtze. Mit einem Radius R > 0 werden wir mehrfach
die Funktion g € C%(R,RT) gegeben durch z — g(z) := {1 — R722}3 betrachten. Aufgrund
der dritten Potenz ist diese zweimal stetig differenzierbar mit den Ableitungen

g (z)=-3R*{1-R 22} <0, ¢'(z)=6R*{1-R*z};>0.

Analog zu der Relation (4.4) der Funktion f aus dem Einschliefungssatz des Brakke-Flusses
erfiillt diese Funktion in den Punkten g(z) # 0 dieselbe Relation

' (=)
9(2)

Lemma 4.32 (Kugelbarriere fiir auften liegende Flichen) Definiere den Punkt v :=
(0,...,0,0) € RT™ mit ciner beliebigen Héhe v > 0 und die Kugel Br(d) = {z €
R 22+ 4+ 22 4 (241 —v)? < R%} mit Mittelpunkt © und Radius R, wobei v und R so
gewdhlt sind, dass Br(v) C R erfiillt ist. Sei (Vi)eepo,r) € Vo (R ein a-Brakke-Fluss
mit spt Vo N Br(v) = (0. Dann gilt

<44¢"(2). (4.7)

~ .. * * i R2
spt Ve N B, /pagiyay(0) = 0 fiir alle t < T7, T" := min {T’ m}

Bemerkungen

i) Wegen der horizontalen Translationsinvarianz ist die Aussage auch fiir andere Mittel-
punkte v = (vy,...,v,,v) mit beliebigen vy, ... v, € R giiltig.

Beweis: Wir definieren die in z quadratische und in t lineare Funktion q(t,z) := z% +
o2 4+ (Tpa1 — v)? 4+ 2(n + )t und mit der oben eingefiihrten Funktion g betrachten wir
die Testfunktion ¢(t,z) := g(q(t,z)). Diese ist hinreichend regulér und aufgefasst als Funk-
tion von x besitzt ¢(t,-) = ¢:(-) kompakten Triger in R’
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Wir verwenden die Abschétzung aus dem Lemma 4.29 und bestimmen die benétigten Ab-
leitungen der Testfunktion. Wir betrachten nur Punkte, in denen ¢¢(x) > 0 ist, somit gilt

99

ot = 29,((])(” + Oé),
D¢ =24 (q)(x1, .-, Tn, Tni1 — v) =: 29'(q)1,
wobei wir &(z) := (21,...,%n, Tnt1 — v) definiert haben,

(

1 B 1 ) _ 4.7) )
1|(D¢)T12¢ 1=14|9’(q)IQ\CL’T\ZQ(q) b< 4 (gl P

divag, Do = 4" (q)& " 1> +29"(9) (P11 + - - + Prn + Prtins1) (i)‘lg
<D¢, 6n+1> = 29/(Q) (xn-i-l - v)'
Wir erhalten fiir den inneren Integranden auf der Menge {¢; > 0} C erfl die Abschétzung

~ diva,(DO) — a1 (D6, enir) + 11(D6) P67 + 2

< —4g"(q)|& "> = 2¢'(9)n — 20,1,9'(4) (w1 —v) + 49" ()2 * + ¢'(@)(n + )
=—2¢'(¢)(n+ o —az, ;v — (n+a)) = 2¢(q)ax, ;v < 0.
Nach Voraussetzung ist spt Vo N Br(?) = 0 und da der Triager von ¢(0,-) innerhalb dieser
Kugel liegt, folgt somit [pn+1 ¢(0,2) 2%, dpo = 0. Die Anwendung des Lemmas 4.29 liefert
+
/ ) P(t,x) xpy 1 dpy = 0 fiir alle Zeiten t € [0, 7]
R*

und damit die Behauptung. O

Lemma 4.33 (Konstante obere Ebenenbarriere) Es sei (V)01 € Vo (R ein a-
Brakke-Fluss und spt Vo C {x € RZ’;H: Tnt1 < h*} fir eine Zahl h* > 0. Dann gilt spt V; C
{x e R 241 < B*Y fiir alle Zeiten t € [0,T).

Beweis: Nehmen wir an, es existiert ein Zeitpunkt to € (0,77, sodass spt V;, N {z €
R 2,41 > h*} # 0. Dann findet sich eine Kugel Br(3) C R, mit der einerseits

spt Vi, N Br(?) # 0 (4.8)
und andererseits, wenn nur der Radius R hinreichend grofs gewéhlt wird, auch die Inklusion
B R2+2(n+a)to (0) C {x € RT™: @py1 > b7} gilt.

Wir begriinden detaillierter, dass diese Konstruktion méglich ist. Nehmen wir dazu ohne
Einschrankung an, die Flache spt V; rage an der Stelle z; = ... = z, = 0 um die Distanz
2e,e > 0, iiber die Ebene {# € R"*!: x,,,1 = h*} hinaus. Dann existiert ein R > 0, sodass
VR?+2(n+a)ty < R+ ¢ gilt, indem R > 1(n + o)ty — § gewiihlt wird, und bestimme
aufierdem den Kugelmittelpunkt o = (0,...,0,v) so, dass dist(v,h*) = v — h* = R + ¢ gilt.
Mit dieser Konstruktion sind die beiden Forderungen erfiillt.

Nach der Voraussetzung gilt spt Vo N B CT (0) = 0 und mithilfe des Lemmas 4.32

folgt spt Vi, N Br(9) = 0 in dem Widerspruch zu der Relation (4.8). O
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Lemma 4.34 (Zylinderbarriere fiir auflen liegende Flachen) Wir definieren den of-
fenen sphirischen Zylinder Zr(0) := BR(0) x R = {x € R"™: 23 + ... + 22 < R?*} und
es sei (Vi)iepor) € Vn(RiH) ein a-Brakke-Fluss. Fir die Startvarifaltigkeit gelte sowohl
spt Vo N Zg(0) = 0 als auch spt Vo C {z € R*™!: 2,11 < h*} mit einem h* > 0. Dann folgt
SptVlL N Z\/m(()) = @ f’LLT t < T*,T* = min{T, RQ/(2n)}

Bemerkung

i) Aufgrund der horizontalen Translationsinvarianz gilt das Lemma auch fiir Zylinder Zg(a)
mit Mittellinien verschieden von Null, also fiir Zr(a) := {z € R""': (1 —a1)?+... + (20 —
an)? < R?} mit einem beliebigen Vektor a = (ay, ..., a,) € R™.

Beweis: Wir betrachten erneut die Funktion g(z) := {1 — R722}3 und definieren das Po-
lynom q(t,z) := 22 4+ ... + 22 + 2nt. Es sei h. > 0 aus der Definition des Flusses und wir
testen mit der C*-Funktion ¢(t,z) := g(q(t,x))¥ip, <q, ., <n*} (@), sodass ¢;(-) kompakten
Tréger in ]RCLFH besitzt.

Nach der Definition des a-Brakke-Flusses und aufgrund der Voraussetzung der Hohenbe-
schrinkung folgt zusammen mit dem Lemma 4.33, dass spt V; C {z € R"*!: h, < 2,1 <
h*} fiir alle Zeiten ¢ € [0,T] gilt. Somit muss die Abschneidefunktion Wy <, . <p+y()
nicht weiter beriicksichtigt werden, da diese Eins auf allen Tragern spt V; ist.

Wir berechnen die benétigten Ableitungen auf der Menge {¢:(x) > 0}

20
5 = 29 (q)n,

ng = 29/(2)('T15 B ) 0) = 29/(Q)‘%)
1 I ) @ )
1|(D0) Po™! = 24ld (9Pl Pe(a)™ < 49" (@)l ",

. ) (1.4) .
divar, Do = 49" ()& 2 +29' (@) (P11 + - - . + pon) = 49" ()|2" P+29"(0)(n — Pryins1),
<D¢7 €n+1> =0.

Unter der Berticksichtigung der Relationen ¢'(z) < 0 sowie pp41n+1 > 0 nach (1.5) folgt fiir
den inneren Integranden aus dem Lemma 4.29 die Abschétzung

— diva, (DY) — a1 (D6, enin) + 11(D6) P67 + 00

< —4¢" (@) — 29" (@) (n — Pryins1) + 49" (q)|3T >+ 2d (¢)n
= —2¢(¢)n + 29" (@)pn+in+1 + 29" (@)1 = 29 (O)Pn+1n+1 < 0.

Aufgrund der Voraussetzung spt Vo N Zg(0) = 0 folgt [pn+1 ¢(0,2) 2%, duo = 0. Nach
+
dem Lemma 4.29 ist [pn+1 ¢(t, x) 20, dpy = 0 fiir jede Zeit ¢ € [0,7] und damit ist die
+
Behauptung gezeigt. O

Beweis zu Satz 4.31:

Die untere Schranke {z € R:‘_H: ZTpy1 = hy} folgt direkt aus der Definition 4.24 des a-
Brakke-Flusses und die Schranke {x € Ri“: Zp+1 = h*} nach oben folgt aus dem Lemma
4.33. Es bleibt noch zu zeigen, dass Pgn (spt V;) innerhalb der konvexen Menge K C R™ fiir
jede Zeit t liegt.
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Nehmen wir dazu im Widerspruch an, es existiert ein Zeitpunkt to € (0,77, sodass spt V;, N
R\ (K x R) # (. Dann existiert ein Zylinder Zg(a) C R\ (K x R) mit

SPLViy N Zr(a) £ 0 (19)
und Z \/m(a) N(K xR) = (. Dazu kann der Radius R hinreichend grof gewahlt werden,

nach demselben Prinzip wie in dem Beweis des Lemmas 4.33, da die Menge K konvex ist.

Aufgrund der Voraussetzung gilt spt Vo N Z \/m(a) = () und mithilfe des Lemmas 4.34

folgt spt Vi, N Zr(a) = 0 in dem Widerspruch zu der Annahme (4.9). O

Wir haben somit ein Analogon zu Brakkes konvexem Einschlieffungslemma 4.16 fiir den «-
Brakke-Fluss bewiesen. Wir definieren den kompakten und konvexen Zylinder Z(p, h., h*) :=
B (0) X [ha, h*] = {z € R™: 2§ + ... 4 27 < p? he < 2pyq < h*}. Ist nun spt Vp als kom-
pakt vorausgesetzt, dann existieren ein Radius 0 < p < oo und Héhen 0 < h, < h* < oo,
sodass spt Vo C Z(p, hs, h*) ist. Nach dem Satz 4.31 ist dann spt V; C Z(p, hy, h*) fiir alle
Zeiten t € [0, 7] erfiillt. Diese Erkenntnis benttigen wir in den néchsten Sétzen.

Als eine erste Anwendung untersuchen wir, wie sich fiir einen beliebigen a-Brakke-Fluss
(Vi)eejor) = v(My, 0:) € Vo (R mit spt Vo kompakt die a-Masse M (V;) =H" (028, 1) =
fRiﬂ Ty dyg in dem zeitlichen Verlauf andert.

Betrachten wir den klassischen mittleren Kriimmungsfluss (M).ecjo,r), dann gilt nach K.
ECKER |14, Cor. 4.3] fiir kompakte Losungen M, die bekannte Fldchenabnahmeformel

Ly, = —/ |H|*dH"™ < 0.
dt M,

Fiir einen «a-Brakke-Fluss erhalten wir die folgende Verallgemeinerung, wenn wir in der
Definition mit der Funktion ¢(t,z) := Wz(, 5, »+) () testen, welche konstant Eins auf den
Tragern aller V; ist und dort offensichtlich D¢ = 0 erfiillt. Da wir plotzliche Massever-
luste zulassen, kénnen wir nur die obere Ableitung verwenden und erhalten lediglich eine
Ungleichung.

Satz 4.35 (Abnahme der a-Masse) Sei (V;);co.1] € Vo (R ein a-Brakke-Fluss und
spt Vo kompakt. Dann gilt fir die a-Masse die Zerfallformel
DMV =D [ atdu< - |
R+

—1 2 a
- (H — O[xn+ll/n+1l/) Ty 1 dpe < 0.
+

4.2.2 Vergleichs- und Einschlieffungssitze

In den folgenden Satzen werden wir insbesondere von der konvexen Einschliefsung aus dem
vorherigen Kapitel wiederholt Gebrauch machen.

Zunéachst wollen wir wie bei den a-stationdren Strémen in Kapitel 3.4.3 wieder physikalisch
intuitive Resultate beweisen. Der a-Brakke-Fluss modelliert - in einem mafstheoretischen
Kontext - den mittleren Kriimmungsfluss fiir geschlossene Flachen unter Einfluss einer ge-
wissen Schwerkraft in z,1-Richtung. In dem zeitlichen Verlauf wird die Fliache nach unten
in Richtung der {z € R"*!: z,,,1 = 0}-Ebene sinken. Wir wollen diesen Effekt nun erstma-
lig genauer charakterisieren und betrachten dazu sinkende horizontale Ebenen unter- und
oberhalb der Flachen.
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Satz 4.36 (Untere Ebenenbarriere) Sei (V;)co0,1) € Vo (R ein a-Brakke-Fluss und
spt Vo kompakt. Es gelte spt Vy C {x € R’}fl: Zpy1 > h} fir ein h > 0, dann folgt

h? — h?

spt Vi C {w € RY™: wnpy > /B2 = 2(a + D)t} fiir t < T*, T* := min {T’ m}

Bemerkung

i) Per Definition gilt spt V; > {x: 2,41 = h.} fiir alle Zeiten ¢, sodass wir aus diesem Satz
keine neuen Informationen bekommen, wenn /h? —2(a + 1)t < h, gilt. Das begriindet
unsere Wahl der Endzeit T™.

Beweis: Nach Voraussetzung ist der Tréger spt Vy kompakt und daher existieren Zahlen
p € (0,00) und h* € (hs,00), sodass spt Vo C Z(p, hs, h*) = B7(0) X [hs, h*] gilt und mit-
hilfe des Satzes 4.31 folgt spt Vi C Z(p, hy, h*) fiir alle Zeiten ¢ € [0, T.

Wir definieren einerseits das Polynom q(t, z) := 2 ; +2(«+ 1)t und andererseits die Funk-
tion g(z) := {1 — h72z}3, in der wir gegeniiber dem letzten Kapitel das R durch ein h
ersetzt haben. Wir testen mit der Funktion é(t,z) := g(q(t, z))¥ z(y p, »+)(7), welche die
Anforderungen an eine zuléssige Testfunktion erfiillt, und wir miissen - wie immer - die Ab-
schneidefunktion ¥ bei den weiteren Rechnungen nicht beriicksichtigen. Fiir die Ableitungen
erhalten wir

0
% 2@ +1),

D¢ =2¢'(¢)(0,...,0,2,41) =: 2¢9'(¢q)1,

1 B 1 . B (4.7) R
ZI(D¢)T\2¢ 1=Eﬁllg’(tz)!2|~”CT|29((1) b< g (gl TP,

. " ~T 2 / 9'<0& (1.5) " ~ T2 /
diva, Do = 49" (q)|2 " |° + 26" (Q)Pny1nsr > 49" (@)|T |7+ 29'(q),
(Do, ent1) = 2¢' (¢)Tns1-

Somit folgt erneut die Nichtpositivitat fiir den bekannten Ausdruck

—divag, (Do) — Oz:E;Jlr1<D¢, ent1) + i|(D¢)T|2¢_1 + %
< —4g"(q)2 "> — 24'(q) — 29" (@) + 49" (@)|2 T * + 29" (@) (e + 1)

=-2¢(¢)1+a—(1+a))=0.
Aufgrund der geforderten Mindesthohe an die Startflédche spt Vp gilt [pnr1 ¢(0, ) 2%, dug =
+
0 und mithilfe des Lemmas 4.29 ist [pn+1 ¢(t, ) 25, dpe = 0 fiir jede Zeit ¢ € [0, 7] und
+

dies liefert uns wegen der speziellen Funktion ¢(t, x) die gewiinschte Kontrolle der Hohe. [

Dieser Vergleichssatz ermoglicht den Einblick, dass die Familie der Flachen (spt V;f)te[O,T}
eines a-Brakke-Flusses nicht schneller sinken kann als die entsprechende Ebene. Der fol-
gende Satz liefert ein gegenteiliges Resultat, sodass die Flédchenfamilie mindestens so schnell
sinken muss wie eine horizontale Ebene.

Satz 4.37 (Obere Ebenenbarriere) Sei (V;)icjo1) € Vo (R ein a-Brakke-Fluss und
spt Vo kompakt. Es gelte spt Vo C {x € Rﬁ“: Tnt1 < h} fir ein h > 0, dann folgt

h* — b3
spt Vi C {x € Riﬂz Tpy1 < \/m} firt <T7,T" := min {T’ 2a * }
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Aus diesem Satz folgt sofort, falls ein a-Brakke-Fluss mit h, > 0 gegeben ist, dann gilt
notwendigerweise fiir die Endzeit T < (h* — h})/(2c), wobei h = Sup,cq v, Tn+1 minimal
gewahlt werden kann und wir V; # 0 ab einer Zeit 0 < tg < T annehmen. Aufferdem erhalten
wir direkt das folgende Korollar.

Korollar 4.38 (Maximumprinzip) Sei (Vi)cpor] € Vo (R ein a-Brakke-Fluss mit
spt Vo kompakt. Dann gilt fir jedes t € [0,T]

max Tp4+1 < mMax Tp4l.
z€spt Vi zespt Vo

Es folgt sogar fiir alle Zeiten t1,ts € [0,T] mit to > t1 die Verschirfung

max Zni1 < Max Tpii
zespt Viy + zespt Vi, +h

indem die Hohe h zu der Zeit t1 optimal bestimmt wird.

Beweis zu Satz 4.37: Wir definieren q(t,z) := 22 | +2at und setzen f(z) := {h™22—1}3,
in Anlehnung an die Funktion f aus dem Einschlieflungssatz 4.17 des Brakke-Flusses, dann
gilt fiir die Ableitungen

f(z)=3"2{h22-1}3 >0, f'(z)=6L"*h22—-1};>0 (4.10)
1 2
sowie |ff((z))| < 4f"(2), falls f(z) #0. (4.11)

Durch das Ausnutzen der Kompaktheit spt Vy konnen wir mit der Funktion ¢(t,z) :=
fq(t,2))¥ z(ph, ne)(7) testen. Fiir die Ableitungen berechnen wir
o¢

a = 2f/(Q)aa

qu = 2f/(Q)(07 ceey 07 xn+1) = 2f,(q)§37

| 1 (411)
Z!(D@T\%_l = 14!f/(Q)’2!50T|2f(Q)_1 < 4f"(g)aT?,
(%)
divar, Dp = 4f"(@)1&7 1> + 21" (@)pps1nir = 4" (q)l3 ",
<D¢7 €n+1> = 2f,(Q)xn+l,

wobei wir in (%) die Nichtnegativitdt des zweiten Summanden ausgenutzt haben, da nach
(1.5) einerseits ppyin+1 > 0 und andererseits auch f’(¢) > 0 nach der Berechnung (4.10)
gilt.

Die Behauptung folgt schliefllich durch analoges Vorgehen wie in dem ersten Vergleichssatz
4.36 mit einer horizontalen Ebene. g

Wir betrachten nun eine weitere Einschlielfung in eine konvexe Menge, welche aber eine
deutlich stirkere Aussage als der von der Zeit unabhéngige konvexe Zylinder in dem Satz 4.31
liefert. Fiir eine Hohe v > 0 und einen Parameter ¢ > 0 definieren wir mit ¢ := (0,...,0,v)
den Ellipsoiden

n—1
Er(v) = {x R a2 4 422+ CT(an —v)? < RQ}

mit einer Zahl R > 0. Dieser besitzt n Halbachsen der Lange R und eine Halbachse der

C

Lange mR in xpy1-Richtung. Der Satz gilt aber auch fiir jeden beliebigen horizontal

verschobenen Punkt & = (v1, ..., v,,v) € R*™! mit v > 0.
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Satz 4.39 (Ellipsoideinschliefungssatz) Sei (Vi)ico1] € Vo (RTHY) ein a-Brakke-Fluss.
Fir ein v > 0,¢ > 0 gelte spt Vo C Er(D) fir ein R > 0 und ist mit einem C > 0 die
Bedingung

v 2 2

ahi*Smin{62+1+a_nc—107nﬁ102+a_ncflc}7 (412)

erfillt, dann folgt die Inklusion

R2
spt Vi C € /mmaez (D) fiir alle t € [0,T7], T* := min {T7 %}

Beweis: Da der Triger spt V innerhalb der kompakten Menge Eg(9) N {z € R""!: 2,11 >
h«} liegt, ist spt Vp ebenfalls eine kompakte Menge in ]R?FH, wodurch diese Eigenschaft
nicht zusétzlich vorausgesetzt werden muss. Es existieren somit Zahlen p > 0, h* € (hy, 00),
sodass spt V; C Z(p, hs, h*) fiir alle Zeiten t € [0,T] gilt.

Wir definieren q(t,2) := 23 +...+22 4+ "5 (2,41 —v)? +2Ct sowie mit der Funktion f(z) :=
{R2z—1}3 die Komposition ¢(t,z) := f(q(t, )V z(,p, n+)(x) € C*([0,1] X R RY). Es
gelten die Relationen (4.10) und (4.11), da schlicht 4 in R umbenannt wurde. Auf der Menge
{¢¢(x) > 0} berechnen wir die Ausdriicke

¢

L —9f
5t ()G,
n—1

Dé = 2f(q) (w1, 0, " (a1 —v)) = 2 ()
1 T2 ,.—1 1 / 21T 12 —1 (411) " ~ 112
7(P9) o = dlf (@Flz Ffla™ < 4f (gl [,
—1
diVMtD¢ == 4f”(Q)’jT’2 + 2f/(Q) (pll + ... +pnn + %pm—lm—l),

Eup (@ +21'(q) (n + ("2 - - Dpniini)

(D, eni1) =27 (0) " 5 (onir —v)

und wenden das Lemma 4.29 an. Fiir den inneren Integranden erhalten wir die Abschétzung

— divag, (Do) — a1 (Do, enta) + 3|(D¢)T\2¢‘1 T gi’
< -2/"(a) (n + (n02 - 1>pn+1n+1> - 2f’(Q)0493;}r1n7(xn+1 —v) +2f'(¢q)C

n—1 n 2 v 2
e B L ‘
f(a) 2 n—1° 1) Prtintl a+a:zn+1+n—1
;o n—1 no c? v c?
<2f(q) c? {_n—lc _(1_n—l)pn+1n+1_a+ah7+n—lc}'

In der letzten Ungleichung haben wir die Definition des a-Brakke-Flusses ausgenutzt. Fiir
alle Zeiten t € [0,T] gilt die Schranke sptV; C {z € R : 2,11 > h.} nach unten und
auflerdem verwendeten wir explizit die Nichtnegativitdten f’(¢) > 0 sowie v > 0. Wir er-
kennen, dass jede Zahl h = h((V;)¢) > hs mit spt V; C {z € R 2,11 > h} fiir alle Zeiten
t € [0, T] hinreichend ist und somit die geforderte Bedingung (4.12) unter Umsténden leicht
schwécher ware, falls in der Definition 4.24 nicht das grofstmogliche h, gewahlt worden ist.
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Fiir die weitere Abschitzung des Ausdrucks {...} unterscheiden wir zwei Fille.

(1.5)
Fall 1: ¢? < n—1, dann ist (”31 — 1) > 0 und wegen pptint+1 > 0 kann der entsprechende

C
Term ignoriert werden, ohne dass der Wert kleiner wird

2

no o, v c
N — —
{ }_{ n_1° a+ah*+n—1

C}go.

Fall 2: ¢> > n—1, dann ist (”C—El - 1) < 0 und ebenfalls nach (1.5) gilt p41n4+1 < 1, sodass

02 2

{"'}S{*nifz*(1*n—1>*a+ah%+nc—10}
:{—c2—1—a+oz;*—|—n_210}§0.

Beide Ausdriicke sind aufgrund der Voraussetzung nicht positiv und zusammengenommen

mit der Nichtnegativitit des Vorfaktors 2 f/ (q)”c—g1 folgt die Nichtpositivitdt des gesamten in-

neren Integranden. Aus der Bedingung spt Vo C Er(7) erhalten wir [pnr1 ¢(0,x) 2%, dpg =
+

0 und durch das Lemma 4.29 die gewiinschte Einschlieffung. (|

Wir kommen nun zu unserem letzten Einschlielfungsresultat fiir den a-Brakke-Fluss. Dieses
beinhaltet eine nichtkonvexe Menge und bildet gleichzeitig die Grundlage fiir die Untersu-
chung von Singularitdten in dem letzten Kapitel.

Satz 4.40 (HyperboloideinschlieRungssatz) Fir eine Signatur j = 1,...,n — 1, eine

Héhe v > 0 sowie einen Parameter b > 0 definieren wir das Hyperboloid

n+1l—j . n

Hj(R)::{xE]R”H: Z a:?—nfjb Z a:?—n,‘]b(xn+1—v)2§R}

i=1 S J

fiir ein R > 0, wobei die zweite Summe in dem Fall j = 1 als leer zu interpretieren ist. Es
sei (Vi)iejo,m € Vn(RT'l) ein a-Brakke-Fluss mit spt Vo kompakt. Fir die Startzeit t = 0
definieren wir die Hohe ho := Supgegpt v, Tnt1 und gilt spt Vo C H;(R) sowie die Bedingung

14—
J

%—( 2)+22 L C 5, (4.13)

dann folgt spt V; C H;j(R — 2Ct) fiir alle Zeiten t € [0,T.

Beweis: An das Hyperboloid #;(R) angepasst betrachten wir mit denselben Parametern
das Polynom

n+1—j n

n—j n—j
q(t,x) = g e 2 E r? — — J b(zne1 —v)2 +2Ct
i=1 A . N J

und erneut die Funktion f(z) := {R7'z — 1} wie bei dem Einschliefungssatz 4.17 des
Brakke-Flusses. Da der Trager der Anfangsvarifaltigkeit eine kompakte Menge ist, besitzt
die Funktion ¢(t,z) := f(q(t,2))¥z(,p, n+) () durch eine geeignete Wahl von p > 0 sowie
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h* € (h.,00) als Funktion aufgefasst von x kompakten Tréger in R’}F'H und ist insgesamt

eine zuléssige Testfunktion. Wir definieren die vektorwertige Funktion

. n—j n—j n—7
2(x) = (3?1,---,$n+1—ijjb$n+1—j+17--.7 7 J bl‘n,ij(l’nH —v))

mit der iiblichen Interpretation in dem Fall j = 1 und berechnen die benétigten Ableitungen
und schétzen diese mithilfe der Eigenschaften der orthogonalen Projektion ab

99
Fri =2f"(q)C,
D¢ = 2f'(q)i,
(4.4)
I(D¢)T! ¢ = 4\f’( WIETPf)™ < af(@)le ",
n+1—j n—j n+1
diva, Do = 41" (@& P +2f (@ Y pu—"=2b > pa)
i=1 J i=n+1—7j+1
n+1 n+1 . n+1
—af" @l P42 @Y pi— > w0 Y pa)
i=1 i=n+2—j i=n+2—j
n+1
= 4f"(@)|a" P +2f'(a) (n— ( > pn)
i=n+2—j

>4f"()a" ] + 2.f/( @)(n—(+(n- j)b)),
(D, ens1) = 2'(a)( - "% blnst — ).

Die Terme mit der zweiten Ableitung f”(z) kiirzen sich weg und wir erhalten

99
ot

2@+ 0 =)v) =21 @) riti (= b =) + 20 t0)C

— divay, (Do) — ax,t 1 (Do, ent1) + *|(D¢)T’ ¢+ o

—of @ —nt it m—b+ L ba— " g +C
f(Q){ J+m—j) ; ; -~ }
1 C
—2f()n—fbpd - -1 422 0 o
fa)(n—j) { p P15 ]anern_j}
1 a av 1 C
<2f SR Y% Y T .
<2f(q)(n—j) { ; +] ]h0+bn_j}

Die letzte Ungleichung folgt nach Korollar 4.38, sodass wir hier explizit die Nichtnegativitét
von f'(z), welche aus der Bedingung R > 0 resultiert, und j < n — 1 ausgenutzt haben.
Aufgrund der Bedingung (4.13) ist der gesamte Ausdruck nichtpositiv.

Da nach Voraussetzung fRn+1 #(0,2) zyy ; dpo = 0 gilt, folgt mit dem Lemma 4.29, dass
+
fRi+1 é(t, x) x5 | dpy fiir alle Zeiten t € (0,7 ebenfalls Null ist und somit spt V; C H;(R —

2C't) erfiillt sein muss. Diese Einschlieftung bleibt auch fiir Zeiten ¢ > R/(2C) giiltig, falls
die Endzeit T hinreichend grofs ist. O

Wir weisen darauf hin, dass aufgrund der Konstruktion des a-Brakke-Flusses alle Sétze in
diesem Kapitel auch fiir den glatten a-Kriimmungsfluss geméfs der Definition in dem Satz
4.22 gelten.
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4.2.3 Ein Beispiel zu der Singularitidtenbildung

Der zuletzt bewiesene Einschlieffungssatz liefert erneut einen einfachen Beweis fiir die Exis-
tenz von Singularitdten in endlicher Zeit bei dem a-Brakke-Fluss.

Analog zu dem Kapitel 4.1.2 betrachten wir zwei Kugeln in den beiden Hélften des Hyper-
boloids mit der Signatur j = 1 und, falls deren Radius hinreichend grof in dem Vergleich
zu dem Nackenradius R des Hyperboloids ist, dann kann eine Singularitét in der Spitze
des Doppelkegels entstehen, falls dieser Punkt trotz der Mdéglichkeit eines plétzlichen Mas-
severlustes in dem Tréger der Fliache enthalten ist.

Anders als bei dem Brakke-Fluss miissen wir bei der Konstruktion in diesem Kapitel die
Bedingung (4.13) aus dem Hyperboloideinschlieffungssatz 4.40 beriicksichtigen. Wir bleiben
daher nicht so allgemein wie in dem Kapitel 4.1.2, sondern zeigen anhand eines konkreteren
Beispiels, dass ein solcher a-Brakke-Fluss in der Tat existieren kann.

Wir untersuchen den physikalisch relevanten Fall o = 1, sodass wir eine Fldche mit kon-
stanter Dichte und ohne Rand in einem Schwerefeld untersuchen.
Nach dem Lemma 4.32 iiber die Kugelbarriere fiir aufsen liegende Fliachen wissen wir, dass

die Tréger eines a-Brakke-Flusses V; disjunkt von der schrumpfenden Kugel B m(v)
0

bleiben, falls fiir die Startfliche spt VoN B, (0) = 0 gilt, wobei ¢ von der Form (0, ...,0,v) €
Rﬁ“ ist. Wir wahlen zwei Kugeln mit den Mittelpunkthohen v = 15 respektive v = 5 und

dem Radius pg = 1/5/2. In dem zeitlichen Verlauf kann also mit den folgenden Barrieren
verglichen werden

B*(t) == {x eR™: S0 4 (s — 15) < g —on+ 1)t},

i=1
. 5
B~ (t) :== {x eR™: ) "a? + (wpa1 — 5)* < 3 ~2n+ 1)t}.
=1
Beide Kugeln sind zu dem Zeitpunkt 7 := %H noch nicht auf einen Punkt zusammen ge-

schrumpft.

Weiterhin betrachten wir fiir die Konstruktion das Hyperboloid mit der Hohe v = 10 und
der Skalierung b = % Wir definieren C' = 1, sodass wir in dem Verlauf der Zeit geméf des

4
Einschlieffungsresultats 4.40 fir R = 2(%5-1) die folgende Menge ansehen
H(t) := {:v e R Enzaz:2 S 1(3: 1 —10)% < _1 —21t}
. . < i 2 n+ = 2(7’L+1) 4 .

Zu der Zeit T = n%rl wird aus diesem Hyperboloid ein Doppelkegel mit einer Punktsingula-
ritat in (0,...,0,10).

Wir zeigen nun, dass die schrumpfenden Kugeln B*(t) fiir ¢ < 7 innerhalb des sich zeitlich
verdnderlichen Hyperboloids H(¢) liegen. Dazu reicht es aus, dass die Kugeln zu dem Zeit-
punkt, in dem ihr Radius am grofsten ist, das heifst fiir £ = 0, in dem Doppelkegel H(n%rl)
liegen, da sich das Hyperboloid von auften an den Kegel annéhert. Somit ist fiir die obere
Kugel BT (0) die folgende Inklusion zu zeigen
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{Zz + (Tng1 — 15)2 } {Z 2 _n—1 xn+1—10)2§0,xn+1210}.

Mit anderen Worten lasst sich diese Bedingung wie folgt ausdriicken
15 —+/5/2 > 10 und

n n
5 _
z;xg < 5 (Tpg1 — 15)2 impliziert E 1: 5”12 < n
1= =

1
(Zpy1 — 10)2.

Somit verbleibt die Ungleichung

5 _
D= (o — 15 <

zu verifizieren. Die rechte Seite wird mit zunehmendem n grofer, aber die Ungleichung
ist bereits in dem kleinst mdglichen Fall mit Vorfaktor % erfiillt, da % — (zpg1 — 15)2
% (2541 — 10)? #quivalent zu der offensichtlich wahren Aussage

1 35
——(3xpp1 —40)* = == <0
6(90+1 ) 6

ist. Das analoge Resultat gilt fiir die untere Kugel B~(0).

1
(€41 — 10)?

Sei (Vi)tepr) € Vo (R ein beliebiger 1-Brakke-Fluss, dessen Anfangsvarifaltigkeit die
Hohenbeschrinkung ho = sup,egpt vy Tnt1 < 20 besitzt. Dann ist die Bedingung (4.13) aus
der Hyperboloideinschlieftung fiir jedes n > 2 erfiillt

1_(1+g)+av 1 C ( ) _1 C

b J 7 ho bn—1_ bn—1
1 1 1 2

—2—2+—072 —0—7 =0.

ho n—14-20 1

Wir nehmen weiterhin an, dass dieser 1-Brakke-Fluss die Definition mit einer Zahl h, <1
erfiillt, dann kénnen die Flichen (spt V;)ic[o -] unterhalb der unteren Kugel verlaufen, das

heifst eine geringere Hohe als 5 — m besitzen. Liegt spt Vj oberhalb der Ebene {z €
R 2,00 = /1 +4/(n+ 1)}, dann folgt aus dem Satz 4.36 iiber die untere Ebenenbar-
riere, dass die Fliche zu dem Zeitpunkt 7 noch oberhalb der Ebene {z € R"*!: z,,,1 = 1}
liegen muss.

Beispiel

i) Sei (Vi)iep,1] € Vo (R ein 1-Brakke Fluss mit 7 > 7 := %H’ s0dass Sup,eqpt v Tntl <
20 gilt. Weiterhin sei spt Vp zusammenhangend, kompakt und liege innerhalb des oben kon-
struierten Hyperboloids #(0) und umlaufe die Kugeln B*(0) und B~ (0) in einer hantel-
ahnlichen Form ohne diese zu schneiden. Ist ¢ := (0,...,0,10) € spt V;, dann gehort dieser
Punkt nicht zu der reguldren Menge © ¢ reg V. Durch den pl6tzlichen Masseverlust besteht
aber die Moglichkeit die Konstruktion zu ,,umgehen” und somit nur innerhalb einer Héalfte
des Kegels H(7) zu liegen.

Da der Einschliefungssatz auch fiir Zeiten t > 7 giiltig bleibt, lasst sich auch fiir den a-
Brakke-Fluss ein entsprechendes allgemeines Nichtezistenzresultat analog zu dem Satz 4.19
formulieren. Wir vertiefen diese Uberlegungen in der vorliegenden Arbeit aber nicht weiter.
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