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1. AEGRIDADE KORRELATSIOON- JA REGRESSIOONAWALUUS

1.1. UDLDISED KUSIMUSED

Uhiskondlikud n&htused muutuvad ja arenevad pidevalt. Uhe
nihtuse muutumisega kaasneb teis(t)e néhtus(t)e muutumine:
jérelikult on need nihtused mingil miéral omavahel seotud.
Statistilises kirjanduses esinevad tihti terminid "korrela-
tiivne s8ltuvus" ja "korrelatiivme seos". Terminitel "seos"
ja "s8ltuvus" on erinev sisu ning seet3ttu tuleb eristada ka
"korrelatiivaset seost" ja "korrelatiivset s3ltuvust". S8na
"a8ltuvus" viib m3ttele p8hjuslikkusest. Kul meil on ette
teada, et ithe nihtuse (ja ainult selle) muutumine p3hjustab
teise nthtuse muutumise, siis v8ib kasutada terminit "kor-
relatiivne s3ltuvus". Kui aga p8hjuslikkus pole ilmne, siis
on m3istlikum rétkida "korrelatiivsest seosest", et viltida
analiilisitulemuste vidra interpreteerimist.

K8ige iildisemaks seoste liigiks on stohhastiline seos,
mis seisneb selles, et iihe niéhtuse (x) muutumisega kaasneb
teise nthtuse (y) tingliku jaotusseaduse muutumine:

£(y/x) = F(x) .

Stohhastiline s3ltumatus tihendab seda, et tinglik jao-
tusseadus f£(y/x) JjHED muutumatuks x viHirtuste muutumiz:
korral.”

Korrelatiivne seos on stohhastilise seose {ildjuhuks.
Stohhastilise seose puudumine téhendab ka korrelatiivse seo-
se puudumist, kuid vastupidine viide pole 8ige. Stohhastili-
ne seos v8ib eksisteerida ka korrelatiivse seose puudumise
korral.

Korrelatsioonanaliilisi eesméirgiks on hinnata néhtuste-
vahelise seose tugevust. Seoste olemasolu analiilisimiseks on



mitmeid meetodeid, kuld ainult korrelataioonanaliiiis annab
lihtsa hinnangu nihtustevahelise seose tugevuse kohta.

Regressioonanaliliisi eesmiirgiks on n¥htustevahelise seo-
se vormi mi#iramine. See on viéga vastutusrikas etapp statis-
tilises analiiisis ning mittelineaarsete seoste korral s81-
tub ka korrelatsioonanaliilisi 18pptulemus regressioonanaliiii-
sl 8igsusest. Tihti statistilised kriteeriumid v3imaldavad
lugeda 3igeks mitut erinevat seose vormi, analiiiis aga annab
igal konkreetsel juhul erinevad tulemused. Siin peab toimu-
ma kompromiss uuritava materjali iseloomu ning analiiiisija
vahel, mis eeldab uuritavate nihtuste iseloomu pShjalikku
tundmist. Liigne lihtsustamine, kuid ka liigne keerukus vii-
vad 18ppkokkuv8ttes viliradele ja m3ttetutele analiliisitule-
mustele.

Majandusnihtuste vaheliste seoste analiilisimise teed
tihti keerukaks asjaolu, et pole v8imalik analiilisiga h3l-
mata kogu oluliste ndhtuste kompleksi.. Alati on vaja sil-
mas pidada seda, et iga konkreetne regressiooniv8rrand on
mingil mé#ral abstraktsioon - regressioonivdrrandi konst-
rueerimine on niéhtustevaheliste seoste vormi selgitamise hii-
poteetiliseks eksperimendiks.

Ei tohi unustada asjaolu, et statistiliseks andmesti-
kuks on tavaliselt viljav8tukogum. Seet3ttu on analiiiisitu-
lemustel t8endosuslik iseloom ning tulemuste usaldusviilirsust
tuleb kontrollida spetsiaalsete kriteeriumide abil. Vasta-
sel korral ei tohi analiilisitulemusi laiendada {ildkogumile.

Nii korrelatsioon- kui ka regressioonanaliilisile peab
eelnéma loogilis-teoreetiline analiiiis nihtuste iseloomu ning
seoste vdimalikkuse osas. Ainult sel juhul, kui teoreetili-
ne analiiiis v8imaldab eeldada seoste olemasolu, v38ib rakenda-
da korrelatsioon- ja regressioonanalillisi ning saada tulemu-
si, millel on reaalne mSte.

Eelnevalt on vaja selgitada, kas seoste analiilisimiseks
on tarvis kasutada just korrelatsioonanaliiiisi. V8ib juhtu-
da, et piisavaks osutub mSne lihtsama analiliisimeetodi (ndi-
teks dispersioonanaliiiisi) kasutamine. Seejuures tuleb hoo-
likalt jélgida, et statistiline andmestik vaetaks korrelat-
sioonanaliiiisi eeldustele.



Tuleb vdlja selgitada k3ik tegurid, mis v3ivad mdjuta-
da uwuritava ndhtuse muutumist, samuti seoste v3imalikud struk-
tuurid. Analiiiisimudeli konstrueerimisel v3ib vajalike tegu-
rite selgitamiseks kasutada dispersioonanaliiiisi.

Védga tdhtsal kohal on seose vormi valik. Kuigi on vél-
ja tootatud mitmed meetodid seose vormi 3igsuse kontrolli-
miseks, on siiski vajalik professionaalne majanduslik ana-
liilise Tihti lubavad kriteeriumid 3igeks 1lugeda iiheaegselt
mitut erinevat seose vormi. Samal ajal tegurite mdjuulatus-
te kvantitatiivse analiilisi tulemused sdltuvad seose vormist.
Siin on vajalik uurija teadmiste, uurimistsdde vajalikkuse
ja uuritava materjali kompromiss. Ei tule karta mahukaid ja
keerukaid arvutustoid, mitmekordseid kontrollimisi ning ne-
gatiivseid tulemusi.

Majandusndhtuste omavaheliste seoste keerukus tingib
tihti olukorra, kus ei ole v3imalik ithel vdi teisel p3hju-
sel analiilisiga h3lmata k3iki olulisi tegureid. Seetdttu tu-
leb pidada silmas, et iga konkreetne regressiooniv3rrand on
mingil m#déral abstraktsioon - regressioonivdrrandi konst-
rueerimine on hiipoteetiliseks eksperimendiks n#dhtustevahe-
lise seose konkreetse vormi selgitamisel.

Ei tohi unustada, et algandmed kujutavad endast prak-
tiliselt alati vidljav3tukogumit. Seetdttu on analiiiisitule-~
mused 3iged ainult teatava t8endosusega ning vajalik on tu-
lemuste kontrollimine spetsiaalsete kriteeriumide abil. Vas-
tasel korral ei tohi analiilisitulemusi laiendada iildkogumi-
le.

1.2. TSUKLILINE AUTOKORRELATSIOON

Tsiikliline autokorrelatsioon kujutab endast seost aegridade

Tt ja Yo RAKD WS ¥ Yi-a
vahel., Tsiiklilise autokorrelatsiooni olemasolu hinnatakse
ildjuhul koefitsiendiga

v = t[(Vt'th)'(Ye-L"en)} . (1.1)
b OVEEGe-E %] [& Genem E v, )*]
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Taiiklilise autokorrelatsiooni koefitsiendi jaotused on
kiillalt p8hjalikult 1#bi uuritud ja on koostatud tabelid,
mis v8imaldavad kontrollida hiipoteese seose olemasolu v3i
puudumise kohta.

Tdhtsaimaks peetakse juhtumit, kus L =1 , 8. t. eel-
datakse, et on tegemist esimest jérku autoregressiivse prot-
sessiga. Sel juhul

_ _ T - %
v, Z-iT(Ye'Y)(‘Ie-A'Y) - . . (1.2)
) T o o= -
éa(ﬁQ 7) 2 7; -1 ;

Koefitsiendi (1.2) jaotuse m#éras R. Anderson 1942. ass-
tal eeldusel, et vy ,...,y,. on 881ltumatud ja jaotunud nor-
maalselt. Koefitsiendi jaotus on toodud tabelis,

Tabel 1
1
Tsiilklilise autokorrelatsiooni koefitsiendi jaotus

T 0,01 0.05 0.95 0,99
1 2 3 4 5
5 -0,798 -0,753 0,253 0,297
6 -0,863 -0,708 0,345 0,447
7 -0,799 -0,674 0,370 0,510
8 -0,764 -0,625 0,371 0,531
9 =0,737 -0,593 0,366 0,533
10 -0,705 -0,564 0,360 . 0,525
11. -0,679 -0,539 0,353 0,515
12 -0,655 -0,516 0,348 0,505
13 -0,634 -0,497 0,341 0,495
14 -0,615 -0,479 0,335 0,485
15 -0,597 -0,462 0,328 0,475
20 -0,524 -0,399 0,299 0,432
25 -0,473 -0,356 0,276 0,398
30 -0,433 -0,324 0,257 0,370
(35) -0,401 -0,300 0,242 0,347

(40) -0,376 -0,279 0,229 0,329



Tabel 1 (jérg)

T 2 3 T 5

45 -0,356 -0,262 0,218 0,313
(50) ~0,339 -0,248 0,208 0,301
(55) -0,324 -0,236 0,199 0,289
(60) -0,310 -0,225 0,191 0,278
(65) -0,298 -0,216 0,184 0,268
(70) -0,287 -0,207 0,178 0,259
75 -0,276 -0,201 0,174 0,250

Umarsulgudes olevatele T-dele vastavad viirtused on
saadud graafilisel interpoleerimisel. Tabel on v3etud raama-
tust:IT. Anmepcor. CraTMCTHueCKMil aHAamM3 BDEMEHHHX DAZOB. M.:
Mup, y Ce .

Kuiv3rd trendist vdetud hélvete summa on v38rdne nulli-
ga, siis valemi (1.1) v3ib esitada kujul

To- ; 2 N (1-3)
Kui L =1, siis

g2-—4 e Y£-4.
T %
Z Y,
Kui on teada uuritava n#htuse {ildkeskmine (mitte segi
ajada viljav3tukeskmisega, mis on iildkogumi hinnanguks), siis
v3ib tsiiklilise autokorrelatsiooni kontrollimiseks kasutada
valemit

7 =

4

) Yo = Y1 - (1.4)

1
Z_ (\/t-Y)(\/e—4 -7)*‘;—; (74" Y)“ I(.YT-Y)’J

. (1.5)
Z (\/e"y)

tzs



Antud juhul v8ib r kontrollimiseks kasutada K. Pear-
soni korrelatsioonikoefitsiendi »r Jaotust, kusjuures N =

=T+ 2,
On v8imalik, et aegrida sisaldab perioodilist trendi.

Juhul, kui T on paaritu, siis
Wfk
£+ f () sen
T Y

t), (1.6

7, + 2 (a(yy)

on tédisarvude hulga 1,...,(T-1)/2 alamhulgaks.

Kui T on paarisarv, siis

9’::6\,04- (a(xlk)cos {+ _
T PRI
b (1.8)
k= !
&t —
Y, sdu—T—“—'b, ykfo,n,(1.9)
=4
4
Ja kui T on paarisarv, siis
T t
4 —
o, ==2 7 (-1, (% 10)
1}& U g=q

Tsilklilise autokorrelatsiooni koefitsiendid on jargmi-

sed:

: b Y TR
rf?«ytyf-'_TY LT J"‘]

ja kui T on paarisarv, siis

T . _ .
_tZ'M 7£ A + (-4)30}173]' %" { L(Y&)‘] »

kg
!! I L
-7 4
2oy Doy ]- %
8

T



1.3. MITTETSUKLILINE AUTOKORRELATSIOON

Mittetsiikliline autokorrelatsioon on seos ridade n,.n,prje
Y YT vahel., 1djuhul voib mittetsiiklilise autokor-
relatsiooni olemasolu kogtroll%ﬁa jdrgmise koefitsiendiga:
=L

2'72 2;u4’u
i;; Te Y;*L T-L
: = (1.13)
Emre) P —
T-L talrd © T-L

Juhul, kui Z:yt = 0 (algandmeteks on hidlbed trendist, kesk-
misest jneJ,siis v8ib valemit (1.13) lihtsustada:

L
UG T Ve (1.14)
(T-L)

Tuleb aga mérkida, et selline lihtsustamine on v38imalik ai-
nult sel juhul, kui T > 30 , s. t. rida pole liihike.
Mittetsiiklilise autokorrelatsiooni jaotus on teadmata.

1.4, DURBINI-WATSONI KRITEERIUM

Autokorrelatsiooni olemasolu v8ib kontrollida ka Durbini-
Watsoni kriteeriumi abil:

T-4 L
d:ﬁ[ A )
%
Z e
Kriteeriumi v3imalikud vadrtused asuvad intervallis O -
4. Avtokorrelatsiooni puudumisel kriteeriumi viddrtused k8i=
guvad 2 imber. Kriteeriumi empiirilist vddrtust kontrollitake
se selle teoreetilise viddrtusega vastavalt I-le.
Kui: 1) 4 ( d,_ - reas on autokorrelatsioon;

2) d» d, - autokorrelatsioon puudub;
3) 4 (d ¢ 4, - probleem jé&b lahtiseks.

(1.15)
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4, Jja d, on vastavalt kriteeriumi alumine ja {ilemine piir.

Negatiivse autokorrelatsiooni korral asuvad d vdlrtu-
sed vahemikus 2 - 4, Sel juhul tuleb kontrollimiseks vdtta
suurus d' = 4 - d .

1.5. HARMOORILINE AUTOKORRELATSIOON

Eeltoodud autokorrelatsiooni uurimise meetodid eeldasid, et
seos aegrea tasemete vahel on lineaarne. Tegelikkuses see nii
el pea olema. On tdiesti v3imalik, et analiilisitavas aegreas
peitub mingi harmooniline v8nkumine v3i harmoonikute summa
(Pourier' rida). See aga tdhendab, et aegreas on mingi peri-
oodiga autokorrelatsioon. Harmoonilise autokorrelatsiooni
uurimine on kiillaltki keeruline, kuid voimaldab anda téhtsat
informatsiooni prognoosimudelite konstrueerimiseks. Demonst-
reerime harmoonilise autokorrelatsiooni uurimist kahe lihtsa
néite abil.

Sinusoidaalne autokorrelatsioon. Oletame, et aegrida

esitudb v3rrandiga
¢ X
y1 =sin1.llT ) t=. 0|1|-'- ) (1-16)

kus T on v8nkeperiood.

Kasutades faasinihet 7T, saab reast (1.16) moodustada
teise aegrea

t+ T

Yo = sin AW i
Vdnkeamplituudi v3tame v3rdseks ithega, sest antud juhul sel-
lel pole pdhim3ttelist tdhtsust. Autokorrelatsiooni  uurimi-
seks vOtame aluseks klassikalise valemi

Yo = Y4 Y (1.17)

Olgu tarvis korreleerida ¥4 Jja Yo véértusi intervallis
u,:&,. Vajalikud keskmised ja dispersioonid arvutame teise
harmooniku pdhjal, v38ttes hiljem T = 0 :

10



t+T T w+T h
¢ . i ] — .
Z\/z,‘ J siwdu s 2. T sim b i st dit T (1.18)

T
w-
L
7'& ——L sin LT - = St.h.wll T (1.19)
-J suku.f\l-—_—:'e dt _ k- —cosu — stwsn _ . (1.20)
u- !
6“' . A s hT t:-—-s~u"1lt -l sinaW bscuzui“ﬂ'
T 5—1: L‘ \J,(1.21)
V3ttes valemites (1.18) ja (1.20) T = 0, saame:
w N
Y - sinaT ¥ - (1.22)
1
G =1~ @k T -
o w oo .ﬁ.L.]
_LJL\ I— st dn T T T (1.23)
Niiiid leiame korrutiste keskmise:
wt b
. t
747,_|=f{:5 SL\A’»“;SL\'\LT t B
“w-

T T 4 L
= dosaw— - —— cosa™ sew bW = . (1,24)

Seega on leitud valemis (1.17) vajalikud suurused.
Autokorrelatsioon Fourier' reas. Oletame, et statisti-
line andmestik on keskmisega null ja esitub Fourier' reana:

s+ e,
k=4 oA, (1.25)
Dispersiooniks on siin
2
= A L
61_ IZAk (1.26)
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Kasutades faasinihet T , moodustame teise rea

t+ +C

) (1.27)
mille dispersioon on samuti
L 1 . Y
Korrutiste keskmiseks saame
VaYy = (1.28)
ja autokorrelatsiooni koefitsient arvutatakse valemiga
A u - C
1 LA ZA ALy
v = - (1.29)
T ) 3
Z A,

Igakuulistest andmetest koosnevates majanduslikes aeg-
ridades v3ib tihti sisalduda sinusoid v3i koosinusoid Juba
sesoonse komponendi t3ttu. Seevastu ridades, mis koosnevad
iga-aastastest andmetest, esineb iiksainus harmooniline kom-
ponent harva. Tavaliselt on m3istlikum seal uwurida harmoo-
nikute esitumist Fourier' reana.

1.6. VIITKORRELATSIOON

Aegridade korreleerimisel tuleb silmas pidada, et iiks ndh-
tus v3ib teist md3jutada teatava hilinemisega, s. t. mdddub
teatud aeg, enne kui ilhe nédhtuse muutumine toob kaasa teise
nidhtuse muutumise. Néiteks v3ib tuua pdhifondide ja toodan-
gu mahu vahelise seose. Kui tehases lastakse kdiku uued t&i-
endavad seadmed ja t&6pingid, siis need ei saavuta oma téis-
v8imsust kohe, vaid m66dub teatud aeg seadmete hédlestami-
seks, uute to6v3tete omandamiseks jne. Alles mingi ajavahe-
miku mssdumisel hakkavad seadmed té6le téie v3imsusega, mis
13ppkokkuvdttes avaldub toodangu mahu suurenemises.

Sellise ajalise nihke (viitaja) olemasolu selgitamiseks
tuleb pdhjalikult analiiiisida uuritavate n&htuste olemust.
M3nikord on viitaja olemasolu selge ilma pikema arutluseta,

12



vahel see loogilistest arutlustest tidpselt ei selgu. Samuti
pole v3imalik intuitiivselt médrata viitaja pikkust (peri-
oodide arvu). «

Viitaja olemasolu ja pikkuse uurimine seisneb tavali=
selt viitkorrelatsioonifunktsiooni uurimisest mille moodus-
tavad viitkorrelatsiooni koefitsiendid:

T-L [ 8 L

-4
zL re— (1.30)

R \*” Tty IS \"‘

Juhul,- kui algandmeteks on jédkliikmed, siis valem (1.30)
lihtsustub:
L
Z;xt7@~L
v o= . (1.31)

Viitaja pikkus (max L) viitkorrelatsioonifunktsiooni
arvutamisel soltub uuritavate nidhtuste spetsiifikast. Ma-
Janduslikes uurimustes on harva max L » 10. Viitkorrelatsi-
oonifunktsiooni graafik on tavaliselt kiirelt sumbuva vén-
kumise graafik. Kui graafikul esinevad tipud, kus (L) vésr-
tus on oluliselt suurem r(L-1) ja =r(L+1) vidrtustest, siis
vididetakse, et uuritavad nd#htused on seotud ajalise hiline-
misega, mille pikkus on L perioodi. Kui sellised tipud
esinevad iga k L perioodi jérele, siis on pohjust eeldada
perioodilise komponendi olemasolu uuritavates ridades.

Mérgime veel, et viitaja olemasolu v8imalikkust tuleb
kontrollida ka siis, kui teoreetiline analiiiis otseselt ei
anna pohjust selle olemasolu eeldada. Tihtipeale v&ivad ana-
lillisitulemused olla uurijale cotamatud ning pole mdtet vii-
taja olemasolu v3imalikkust ignoreerida.

13



2. PAARISKORRELATSIOON JA -REGRESSIOON

KSige lihtsamaks juhtumiks seoste analiliisimisel on seos
kahe néhtuse vahel., Seose tugevuse hindamiseks kasutatakse
#ildjuhul korrelatsiooniindeksit

R= | Lo - —= (2.1)

kus Uy - resultaatnéhtuse dispersioon;

Ci; - jddkdispersioon, mis mdédratakse resultaatndhtu-
ge tegelike vddrtuste ja regressioonijoone punk-
tide vddrtuste vaheliste hédlvete ruutude kesk-
misena:

. M ¢ = T, (2.2)

Y T }

Et tavaliselt ei ole v3imalik kindlaks médrata, millise mér-
giga ruutjuur v3tta, kasutatakse analiliisis korrelatsiooni-
indeksi absoluutvéértusi, mis asuvad intervallis O élR‘ <1,

Kui R =1, s8iis on tegemist funktsionaalse seosega;
kui R = 0, siis uuritavad ndhtused pole omavahel seotud.

Kui on kindlalt teada, et kahe ndhtuse vahelise seose
vorm on lineaarne, s. t. esitatav sirgjoone vOrrandiga,siis
v3ib valemi (2.1) teisendada lihtsamale kujule:

*y
GZ' 6;

Suurust r nimetatakse lineaarseks korrelatsioonikoefitsi-
endiks (-kordajaks) ning selle vidédrtused asuvad intervallis
-1 &r &1,

Kui korrelatsioonikoefitsient on positiivne, siis wuri-
tavate néhtuste vahel valitseb v3rdeline seos (niéhtused muu-
tuvad samas suunas); negatiivne korrelatsioonikoefitsient

tdhendab podrdvdrdelist seost.

Praktilisteks arvutusteks on sobivamad valemi (2.3) tei-
sendused

(2.3)

14



(2.4)

T =
\ [Tz Sy (2y)]
Jja
. Zxy - LxSy/T
[z ez - @A

Mdnikord kasutatakse k8rvuti korrelatsiooniindeksiga ka
determinatsioonikoefitaienti

d= R

)
mis nditab, kui suur osa resultaatniihtuse dispersioonist on

(2.5)

(2.6)

pdhjustatud uuritava teguri varieerumisest. Sellesse ndita-
jasse tuleb suhtuda ettevaatusega, sest majandusnéhtuste ana-
liilisimisel pole kunagi kiillaldast alust védita, et just uuri-
tav tegur on ainuke, mis pohjustab resultaatnéhtuse variee-
rumist.

Seose vormi mdéramisel kasutatakse  jérgmisi pOhilisi

funktsioone:

sirge ¥y = a, +ax, (2.7)
parabool ¥y = a, +ax+ a2x2 , (2.8)
hiiperbool ¥y = a, + 844 » (2.9)
eksponentfunktsioon y = aoax . (2.10)
astmefunktsioon y=ax , (2.11)
poollogaritmiline funktsioon y = a, + a,lnx , (2.12)

Funktsioonide parameetrid leitakse tavaliselt vdhimruutude
meetodil.

2.1. LINEAARSE TRENDIGA
AEGRIDADE KORRELEERIMINE

Aegridade korrelatsioon- ja regressioonanaliilis esitab sta-
tistilisele andmestikule terve rea ndudeid: aegread ei tohi
sisaldada trendi, autokorrelatsiooni, peavad olema sdltuma-
tud jm. Tavaliselt trendi vdértused lahutatakse aegrea tege-
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likust vdértusest ning enaliilisimiseks kasutatakse hélbeid
trendist. Sellisel juhul j&&b uurijal saamata osa informat-
siooni, mis md8nel juhul v8iks analiilisi kvaliteeti t8sta.
Aegridade korrelatsioon v8ib toimuda ka ndnda, et tren-
di aegreast ei eemaldata. Sisuliselt kujutab aegridade kor-
relatsioonanaliiiis endast aegridade paralleelse varieerumise
astme midramist. Seejuures on kasutusel kaks pShilist n#i-
tajat -~ kovariatsioon ja dispersioon. Esimene neist ise-
loomustab kahe aegrea paralleelset variatsiooni, teine aga
ihe aegrea individuaalset variatsiooni.
Tdhistame: x,y - uuritavad aegread;
X,Y =~ jadkliikmetest koosnevad aegread
(nditeks =X, - &8y~ a1t) :
t - aeg;
C = kovariatsioon;
V - variatsioon;

84, bj -~ trendide parameetrid;

o(j - regressioonijoone parameetrid.
Eeldame, et X ¢ = 0.
Clr,y) = xy - xv, (2.13)
Vi) - -E - (2.14)

Oletame, et kaks aegrida x, y sisaldavad mS8lemad lineaar-
seid trende. Seose tugevuse hindamiseks peab 8iis kasutama

valemit —
ZXY E£Y
ey ————— (2.15)

Kui aegridadest trendi mitte eemaldada, siis tuleb valem (2.3)
teisendada kujule, kus lugejas ja nimetajas olevatest ndita-
jatest oleksid eemaldatud trendiga seotud kovariatsioonid ja
variatsioonid.

(x-ag-a, t)(y-bo-6,¢). (2.16)
Kuna aegridade silumise teooriast on teada, et
Rg -~ X ) =y
— T tx
Z_t" - (2.17)
Zte* Lyee V(g
)
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b 2EY ekt A v) 2.18)
i L VW) e
[

siis (2.16) saab kuju

£y = :4‘..-2-_(1-;(—&4{:)(7- y-k,t) =
= L(X)’-"\/- —yi-xy-&,{,x—m,‘ty+
+ &At\/ 4+ a,‘llu\t ) -
C(t)C(Ly)
= Lol =0 (2.19)
iin C(},c&)(b, m35dab lineaarsetest tendentsidest tin-

gitud kovariatsiooni, mis on uuritavate ridade kovariatsioo-
ni iliheks osaks.

G -_%_-Z A5 (& 2Ex+x -
-Lath—»z) x "a‘:{’ -
= V(x)- ECH (2.20)

\/(t) iseloomustab seda osa aegrea x variatsioonist,

mis on omane tendentsile. Analoogiliselt saame

R CRY) (2.21)
G, = D i
v = Vi) 7@
Valem (2.15) saab niiiid kuju
Clxy)-
T ASY «(2.22)
v x) - - ]
I ) 0 HVM

Lineaarse regressiooni koefitsient &1 leitakse véhimruutu-
de meetodil saadud v3rrandisiisteemist



Tu°+oc42(x-a°-a, =Z(7"°'
ool -
sZ(x-ac-at)y-bo-4i€) . (2.23)

Siit o= O ja

v ClEelty)
VIS

et )
vt)

n

(2.24)

V(x) -

Lineaarse regressiooni jhikdispersiooni lelame valemiga
Ga = —1—2_[_\/—7-1”t - oty (x-x -a,‘{:)]L
€ (&) C[t,y)‘ll‘

(2.25)

vie etit,x)
\ —_—

(x -
Vi)
Niide 1. Olgu teada tehase kogutoodangu maht (tuh. rbl.) ja
téotajate arv aastail 1969 - 1976. Silume m3lemad read sir-
gega ning leiame variatsioonid ja kovariatsioonid. Arvutuste
tulemused on esitatud tabelis 2.

Vastavalt (2.13)

C(x,y) =33 - X3 = _£2§ié92L _ 34816 - 6855 _ _

= 3705504,8 - 3729120,0 = -23615,2 .

(2.14) annab

Vie & = 5 o= 2
Edasi, € (4,x)= €x = — = - 450, 835 -
e ley) = ty =
Viy)eyr-y = ”5‘—%1‘-*—“— 18333904 = 528985 5,
b [} 4

PR 3
V)= x*-x = - 334334 3L = A4OA, 36
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Niliid lelame lineaarse korrelatsioonikoefitsiendl valemiga
(2.22):

—its g - 220 o
L=
199, 1 494,1
\[ \, 4326100, 4
SEE————Y
1354, 5548

Esimesel pilgul tulemus erineb oodatust. Kuivdrd uuritaval
perioodil kogutoodangu maht on suurenenud ja ttttajate arv
véhenenud, siis v3iks oodata negatiivset seost uuritavate
nihtuste vahel (saaksimegi r = -0,8674). Peale seda aga,
kui aegridadest on eemaldatud lineaarne trend, nieme, et te-
gelik seos on siiski positiivme, kuid viiga ndrk. Jérelikult
uuritavas ettevdttes kogutoodangu maht pole tittajate arvu-
ga mérkimisviddrselt seotud.

2.2. LINEAARNE JA PARABOOLNE TREND

Oletame, et resultaatnéhtuse aegreas on lineaarne trend Jja
faktornihtuse aegreas - paraboolne. Jddkliilkmete regres-
gioon peaks olema lineaarne, sest trendi eemaldamist aeg-
reast v3ib samastada mastaabi muutumisega, mist3ttu uue aeg-
rea (jatkliikmetest koosneva) tasemed varieeruvad abstsiss-
telje iimber.

Miirame paraboolse trendi parameetrid. Viéhimruutude
meetodil saame v3rrandisiisteemi
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To, + -ZK,
va, 1t' = Ttk

a, - 26k,
Siit
4ot - £ )
o:“{i'_%x_‘— v S e
Y t* Vi
a, = X - et ; (2.27)
¢ V()
t - «
a‘.:. f/z/—‘ t;z _ CLé,X) . \(2.28)
Edasi, T -t v(e])

- iZ(x-a°~a,€-a,£‘)(\/-(,,-Lé)-
_-;_l—-Z(xy— agy - -o.,.ﬁy- X + Qg bot
+Qg&o{7z-— &4 “aoadé +G4£46’”+ G*&,‘ tj) =
KT %5 s ot e (£, Cltx)elt,y)

TR CEY T T v©
L AR 3o -Fy - S el )
Lm0 elhelly)  ewrctsy)
V(Y v(e) vie) .
C—(tr*) C(é,y) C((:l,ﬂ Q(fz,y)
= C (X,y) -~
V(¢) V(%)
(2.29)

21



(2.30)

3 v ($) Vv (¢)
Niiiid saame miéidrata korrelatsioonikoefitsiendi:

clt ) ety  elraelthy)

Cxuy)- 1
chit, 0 C‘(t‘;)l ¢ (£,v)
V x) - ) - ) - IY
W N vier | Y v (€]
Regressioonikoefitsiendi saame valemiga
X X
ey - ChalClty) el ,Jt}f y)
i c‘(v*u)) o
V(K) . C( ,K) 6::
Vi(¢) vit)
Jidkdispersioon midratakese valemiga
Uin CeGNElty)  eoey)
ot X Lyl V) TV
(v] v (2.33)
V) cr( )
ViE) V(¢3)

Oletame niilid, et paraboolset trendi omab resultaatnéh-
tus, faktornéhtuse trend on aga lineaarne.

—.‘z-z,(xy-a‘,y~ - + osbet vac t -
~fatxra, t txra, ca byt =
= vy -aey-addy- Lt x ekt
- ) eleelty) eletaetdy)

V¢) v (£2) (2.34)

Valem (2.34) iihtib téielikult valemiga (2.29). Jhrelikult,
s8ltumatult sellest, millise nihtuse trend on mittelineaar-
ne, trendi m3ju avaldub iihtemoodi:
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e(ene(dy)

et I VT
e (8!
e (8.y) (2.35)
ltaretty)  elds)eley)
. Y V(b )
e (4, 0)
B V(K) V(6 (2.36)
Gp==% - bt - A cac - 6,
L 2 t‘
V (t) V()
elEatlty)  ewae@y) T‘
v($) V()
. (2.37)
AVAFS] £ (t,x)
v () V(tY

2.3+ PARABOOLSED TRENDID

Vaatleme 138puks juhtumit, kus m3lemad aegread sisaldavad pa-
raboolset trendi.

- ?Z(X’Q.— tn‘ hﬁ-l.‘{‘) =

Cleaelty)  e(Baelely)
vie V(&Y

Valem (2.38) iihtib valemitega (2.34) ja (2.29). Seetdttu vo

me vidita, et paraboolne (mittelineaarne) trend pdhjustab ala-

ti ilhesuguse aegridade kovariatsiooni struktuuri. Korrelat-
sioonikoefitsient

= v) (2.38)

Cls, 08,y cthx) eley)
2
v 3 = Vl.(:g ) el (2.39)
eHey) H S UV 4 T
R-anai® LEp—— VA TR [ ¢
W VIE) v(#) | ) Y (¥ GR
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Regressioonikoefitsient
et )elty)

CLK\Y) -

V(t) v (¢)
2.40
via e ey e
V(t) V(&Y
Jatdkdispersioon
cHt,y) ey
- V _ Y VY
(«] v{t) V()
e Cledelty)  CEOCEY
i V(4] vIE) (2.41)
Vi Glbo o e '
Vit) v(§Y)

Trendidega aegridade regressioon.

Olgu meil kaks aegrida, mis sisaldavad lineaarseid tren-

de:
Yoz YW+ =alea.br €ad, o, T (2.42)
xe= i(é)"?ﬁ ‘-La‘ &Ai*ft 1l €= "‘)T' (2'43)
Regressioonivdrrand on lineaarne
i: Aot Ay Ky = al..(L“Lé:,f{_). (2.44)
Parameetrid «, Jja miééirame vihimruutude meetodil saada-

va normaalv8rrandite siisteemi abil:
Tag+ Z4- 2y, -Tu, b Zt-«,2§ =0;
Tacke tasbo2t ¢ 2~ tp b~ T bo -, bk, 2€ -
-« b 28, SteadaZe 02y, b -y b, -
ot laZ e5, .
aa2 z -, - 7

— 2
Z;& -0. ~ (2045)
Aja mastaapl v8ime muuta nii, et 5 t = 0 . Peale selle,
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vihimruutude meetodil méédratud trendide parameetrite 8,0 849

b, Ja b, korral Z1b—Z§é=0.

Nditame niilid, et -J =

Kui 2 t =0, sile nditeks parameetri b1 saame médrata
valemiga s

L4 = Z t:, ) . (2046)
Asendades valemis (2.46) x, v8rrandi (2.45) parema poole-
ga, saame:

[ LA

¢

! Z 546
- Zﬁ'. ) (2047)

millest
= 0. (2.48)
2¢

Kuiv8rd 5¢*#£0 , saiis = O . Analoogiliselt

~31ib néidata, et ka J § 6{6 =0 .
Arvestades eeltoodut, v3ime siisteemi (2.45) teisendada
jérgmisele kujule:
Toot Ta bz Tao - (2.49)
T 20" Lo 4+ ol y =
s Tacbosa b, 2t 25, v, . (2.50)

Jagades v38rrandid (2.49) ja (2.50) T-ga, saame

(%o dabo- o
|

! T (2.51)

\ p—

)
Lahendame saadud siisteemi Krameri meetodil:
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L 2
‘o &0"‘%4’?‘*‘

=f.:+L:'—T—-+ -Lo :ﬂ.—\_—_—+ . (2.52)

a, =| . o L gt bRy
A L N -

1 t

n

[
Qo&o *ao'lq‘-if‘ -

hz1e6=

S

2,
?js "“4f‘oea4£’:.£ - —_ (2.53)

P
= o.o'ui_.-“' + Qg —=

by by sk Z‘ A

L 8
:a.Qova,.C,,—_‘_- M ~a b, -
= a.b, “‘ F_‘U_f_-‘- (2.54)

a
AL, (a.’;:'—a‘t,(.,)-—_r—+a‘§__§-t- —

L [
. WV ZE I8
T T

(ao&‘\ ’aA"ol’A)z qaZ;g - i;e‘zb

(2.55)

(2.56)
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Regressiooniv3rrand omandab niiiid kuju

s T 2 Hea b’ 12t -4

Lkt e Ik 1 beg ) -

_ a°l4 Zf"wx.ih N (AALA i‘b" Z f¢ ‘(t ) L'E
25’"6

049542-{ * -

(tr el (2.58)

Niiiid v8ime teha jlrelduse, et kul aegridade korreleeri-
misel lineaarseid trende ridadest ei eemaldate, eiie regree-
sioonivirrandi liikmed s8ltuvad trendide parameetritest a,,
by, ajast t , JjEEXliikmeet , kovariatsioonist C(q,;7
Jja dispersioonist.

Vaatame niiiid, milline on tulemus, kui koostada regres-
siooniv3rrand ainult trendide p8hjal. Kui trendid on 1line-
aareed, siis ka regressioonivdrrand peab olema lineaarne:

Y8 e foe pox () (2.59)
Parameetrid {5. Ja 4 leiame vihimruutude meetodil. Sihi-
funktsioon on

i S = 2[7({)‘ 7(‘)]‘-- (2.60)

Normaalvdrrandi silsteem on
(lae V8o - 1L, =0}
Cade-t o-Taboea,baZé-Ads ta0
millest
fot B be = s,

Aato*/%.'(!o‘ﬁl: 'E'T_{" )‘-‘aoLo“’a« LA'i:;_é‘.‘ . (2.61)
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Lahendame siisteemi (2.61) Krameri meetodil:

1 A Log gt
8- ox :l’4z?£
b oo

s 2
0« A2

1 a 54"

A = a.‘ £4 ——
/’4 La aol. +a4e.4-z—'_—- -

(a.b, - - aob-

/60= = l”

AA,‘ a4[.¢'2.61/-r Q,
ﬁ.«: - FRRPY {
A L,. /1 4

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

Nifiild konstrueerime regressioconivirrandi Jjiikliikmete p3hjal:

= for fupe

Vihimruutude meetodil saame normaalvdrrandite siisteemi

fo =0,

Ve - 1 !

sest Zze = 2%, = 0.
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Summeerides niitid trendide ja jHlkliikmete regresseeri-
mise tulemused, saame

Yt=\/ *P(_t=/5°+/5‘“(“"3(4§6

Qa - ra4‘£*

n
"

- a°+a4‘b + =Y . (2.69)
Seega saime tulemuseks resultaatnlihtuse trendi Ja Jhlkliik-
mete regressiooni summa.
Niide 2. Vaatleme aegridade regressiooni niite 1 andmete
p3hjal.
Resultaatnihtuse lineaarne trend avaldub v8rrandiga

y (&)= 43520 +451,45 ¢ t= 5

Niilid leiame JHHkliikmete regressiooniv3rrandi. Arvutused on
toodud tabelis 3.

x(t) = 856,875 - 7,185% ;

XW a = 0,624 .

Seega saame analiiiisitavate aegridade regressioonivdrrandiks

7': 435%,0 + 453, 85¢ + O,

2.4. PAARISKORRELATSIOONI JA -REGRESSIOONI
TULEMUSTE KONTROLLIMINE DISPERSIOON-
ANALUUSIGA

Lineaarset trendi sisaldavate aegridade regressioonivdrran-
diks saime

P t
7, = oo (bt g, (2.70)

kus o, on regressioonikoefitsiendi d: hinnanguks v8rrandis

Y- oot (bits )48 . (2.71)
Traditsiooniline kontroll toimub n3nda.

Eeldades normaaljaotust, v8ib kontrollida nullhiipo=-

teesi (H,:e,=0 ) P-kriteeriumi abil, kasutades dispersi-
oonanaliilisi tabelit 4.
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Tabel 4
Dispersioonanaliiiisi tabel

Yariatsiooni Ruutude Vabadus- Keskmine -
allikas summa astmed ruut
Regressioon  Q,=1(y-v/= 5
(o) = o, Z (2~ x) L Z(y-7 SR
Jidkliige
(regressioo- I8,
nist) = &} T-%
K31k Q= Ga+t Qus

= Z(Yt'Y)u ™A

Hilvete ruutude summad tabelis (4) v3ib teisendada jJlirg-
miselt:

n

A

2(3p-9) = Zlaer s (bt §,) -agd’ =
(LfZﬁi ZF:‘) . (2.72)

n

- 4-‘&— Qg - -
z by 2zt }':) . (2.73)

Q=2 (Yé "/)&-— S(acra ts« bu-ag)l-_- q”;Z'l"'+IbLt.(2-74)

On teada, et P=jaotus kehtidb s3ltumatute 'X“ =muutujate
suhte korral, kusjuures kumbki ’Yf‘ jagatakse libi oma vaba-
dusastmetega. ’)(,b -Jjaotus kehtib omakorda standardse normaal-
Jaotusega muutujate ruutude korral. Seega, eeldades (2.71)-s

jédkliikmete normaaljaotust, jHikliikmete ruutude summa,
Jjagatud nende dispersiooni hinnanguga s on jaotunud nagu
')cl'vabaduaaatmetega T=2:
L
SN (2.75)
&£, T- 3 O\E

Jitkliikmete normaaljaotusest johtub samuti

KL ‘0‘4 - tql JZ th')()' U N(O"l)
M Gg
Jhrelikull

(2.76)
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on jaotunud nagu ‘)CL vabadusastmega 1. Kui léhtuda asja-
olust, et (2.75) ja (2.77) on s3ltumatud, siis v3ib null-
hiipoteesi ( H, " d: = © ) kontrollida suuruse

F - ‘25177F;j35——- . (2.78)

abil, vastavalt vabadusastmeile 1 ja T-2. Kasutades valemeid
(2.72) ja (2.73), saame
- _ OA -
Q,/(1-2) ~ zvi)-

Kuigi formaalselt valemi (2.79) lugeja ja nimetaja vdi-
vad olla s3ltumatud (lugejas on ainult {ihe juhusliku suuru-
ge dispersiogm X , nimetajas kahe juhusliku suuruse
dispersioonid Z'l'; ja Z F: ), suhe annab ikkagi vddra tu-
lemuse, sest peale parameetrite 8 » ‘n.I on valemis ka veel
aja dispersioon + Jirelikult esialgu loogilisena paist-
nud tulemus pole 8ige ning lineaarseid trende sisaldavate
aegridade korrelatsioon- ja regressioonanaliilisi tulemuste
kontrollimine tavalise F-kriteeriumi abil pole v3imalik.

Analoogilisele tulemusele jduame ka Studenti t-~kritee-
riumi kasutamise suhtes.

Kontrollsuurus t nullhiipoteesi kontrollimise korral

- (2 79)

on

r ——

gsest s3ltumatuks muutujaks on &44, + ja regressiooni-
v8rrandi jH#kliikme standardhélbe hinnang on

6o - RY (11
(T T-%
V8rreldes kontrollsuurusi (2.79) ja (2.80), nieme, et F=t“,
mida oligi oodata.
Analoogilistele tulemustele jduame ka korrelatsiooni-

koefiteiendi kontrollimisel.
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2,5, AUTOREGRESSIIVSED PROTSESSID

Autoregresaiivaeteks protaeaaideka nimetatakse selliseid
aegridu, kua aegrea tase mingil ajamomendil t 838ltub sel=-
lele eelnevatest tasemetest:

Y, =/6.*/54‘/e-4 + W, . (2.82)
Vdrrand (2.8%) esitatakse tavaliselt kujul

N R - (2.83)

kus s eee oOn adltumatud ithtlaselt jaotunud
juhuslikud suurused, kusjuures t“"f 0 Ja E:..«.",a = G\b ’
Euw u,=0, . V#lismaises kirjanduses nimetatakse
v3rrandit (2.83) tihti stohhastiliseks vahev3rrandiks (sto-
chastic difference equations).

Iga Jjuhusliku suuruse Ye v3ib esitada temale eelneva-
te ja juhusliku suuruse Yy, Jja W, lineaarse kombinatsiooni-

na.
Lihtsaimaks juhtumiks on esimest jérku v3rrand
YeT§ Ye-at Uy (2.84)
Kui v3rrandisse (2.84) asendada temale vastava vir-

randiga vy, (=9y£_1+ue_4 ,» Saame

Y, - N (2.85)
Korrates asendamisi, saame 13puks
Yt:' l&_e‘t 4. ..+ 3 (2-86)
millest
Yo (4, + +o 4 (s44) - (2.87)

Vérrandi (2.87) matemaatiline ootus ei 83ltu t-st ja 1ihe-
neb nullile s kasvamisel. Seet3ttu

00
= b 2.88
yt gﬁ ? Meow - ( )
Vdrrandi (2.83) v3ime esitada kujul
Yo Rem MYen Ve " T AoYeen, (2.89)
kus \
(2.90)
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Asendades (2.90) (2.89)-sse, saame
- (2.91)

Korrates seda protseduuri s korda, saame !

Yo = +dou. L +J{u N
(2.92)
t XsaVe-s-a .t "‘sf‘/a-s-g
Asendades (2.92)-s8
2.
Te-s-4- Mo ooa™HaYe-5-2 s-p-1) (292
saame LY

Ve ® Mt 4“‘¢—1"---+J‘s“e-s“ds't“ﬁ-sq +
t(%sp - “31/54)‘/(,-5-g,+ ...*'(V‘s(

""‘34/1’f7’¢-s—w4' (2.94)
Koefitsiendid vdrrandis (2.94) leitakse rekurrentsete vdr-
randitega

6\564 T %sa )

A

ds-A,():"“‘so\/‘-’P~ (2.95)
Eeltoodud protseduuri kordamine annab 13puks

<O
Ye goJl'Zut-’L ) d"e: 4. (2096)

On t3estatud, zt kiillalt suure % korral v3rrandite (2.88)
ja (2.96) paremad pooled korduvad. See tidhendab, et auto-
regressiivsel protsessil on alati olemas jirk p (o £ pda?).

Beltoodust on selgesti n#éha, et autor gressiivsetel
protsessidel on prognoosimisel vidga tédhtis osa. Kui on miéé-
ratud autoregressiivse protsessi jdrk p ning parameetrid
/-, v3ime leida protsessi viidrtused momentidel t+1,"t + 2,
ees o Autoregresgiivse protsessina v3ib esitada ikskdik mil-,
liseid aegridu; majanduslikus analiilisis. uuritakse tavali-
gelt jddkliikmete (hdlbed trendist, perioodilisest Ja
sesoonsest xomponendist) esitamise v3imalust autoregres~
slivse protsessina.

P3hiliseks t806ks autoregressiooni uurimisel on para-
meetrite /b,: ja protsessi jérgu p mddramine. Parameetreid
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on v3imalik méérata nii autokorrelataiooni koefitasientide
kaudu kul ka tavalisel vdhimruutude meetodil.

Kui on jaotunud normaalselt (iildreeglina on) Ja
kasutame mudelit (2.83), siis saame maksimaalse t3epéra mee=-
todil, kasutades autokorrelatsiooni koefitsiente, parameet-
rite 4 médramiseks Jﬁrgmisﬁg rekurrentsed v3rrandid:

L+2 VY

é:d’...‘P,(2.9B)
Rullindat Jjérku protsessi korral /5,: ° ja = 4 . Esimest
Jérku protsessi parameetri saame (2.97)-st:
()= - = -x (2.99)
/6 ) L+, /A (0) A
Teist jérku protsessi parameetrid Ay Ja on
(2.100)
A =AM f (0 s - ———— (2.101)

A- %,
Analoogiliselt saame ka k3rgemat jérku protsesside parameet-
rid.

Normaaljaotuse korral annavad védhimruutude meetod ja
maksimaalse tSepﬁra meetod iihesugused tulemused. Demonstree-
rime seda esimest jédrku protsessi abil.

Mudeliks on

Ve r PY¢-a = Moo
Sihifunktsiooniks saame
l
S”Z(Ye—uf“/g\/ﬁ-'\) 1

mille diferentseerimine annad

N (Ye- Ye-4
Kuiv3drd
2 Yeq My =0,

8iis
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Ja -
/b:—M_-'zq' (2.102)

Autoregressiooni uurimisel v8ib kasutada ka mudelit, mis
sisaldab mdningaid s8ltumatuid eksogeenseid muutujaid:

4 9

N o+ Z. ¢ 2.c 2 - .

T = J JL (2.103)
Véhimruutude meetodi sihifunktsioon on

3 P Y

S=2Z Y+ Z » 2. €2, )>win, (2.104)

6-1 C=A 24

Tavaliselt eeldatakse, et =z 1es 4 ning jdetakse para-

meetrite arvutamisel k8rvale. Kui q/=4 s B8iis parameetrid
L‘: sasme vdrrandist

P
Z'a‘j&j:”“'ox E=A ey p, (2.105)
kus
z

a,. - . T . )
4 ﬁ"‘\/*"'\/*’g lY(:)/(_p) (2.106)
o =2 v v T~ - S (2.107)

. T

72 Yoy Yoy © '—FZ;'A\/ Ty L=0,A, o (2.108)
Autoregressiivse protsessi parameetrite usaldatavuse

kontrollimiseks v8ib kasutada standardiseeritud normaaljao-
tust § (0,1), arvutades kriteeriumi empiirilise védrtuse

lemi
valemiga N(/ﬁ\: /5¢-NLT13"5~é‘ ' ‘
v V’T— (2.109)

kus N(ﬂ métiratakse standardiseeritud normaaljaotuse tabe-
list vastavalt T vé'.'eirtuselew

£ L]
o T 2.
Q= ° g ¢ ) (2.110)

At on maatriksi A diagonaali element :



(2.111)

Autoregressiivse protsessi jérgu mééramine seisneb va-
likus, kas jirk on p v3i p-1, ehk teisiti Gelduna kont-

rollimises, kas A.20 . Piustitatakse nullhiipotees EX oI
Nullhiipotees liikatakse fimber, kui

t, - (2.112)

kus S on mddratud valemiga (2.110), t (&} vastab 100 =-prot-
sendilisele kahepoolsele punktile standardiseeritud normaal-
jaotuses. Kui nullhiipotees osutub 8igeks, siis tuleb kont-
rollida nullhiipoteesi =0 Jjne., kuni protsessi jdrk
on méératud. Kuivdrd k8rgemat jirku protsessi parameetrid
s3ltuvad madalama jérgu parameetritest (vt. v8rrandid (2.98)
Ja (2.99)), siis on otstarbekas paralleelselt l/bP“
leidmisega kontrollida ka nullhiipoteesi 9 « Protsessi
Jérk on mé#ratud, kui madalamatelt jérkudelt k3rgematele iile
minnes on leitud selline /56,_ , mille korral nullhiipotees ei
kehti. Muidugi ei saa v3tta max =T . Killlalt suurte T
vidédrtuste korral (T » 100) v3ib v3tta kuid prak-
tikas on viéga harvad juhud, kus v3i .
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3. MITMENE KORRELATSIOON JA REGRESSIOON

d
3.1. ULDINE LINEAARNE MUDEL

Mingi majandusnéhtuse muutumine on harva seotud ainult (iihe
teguri muutumisega. Enamasti moodustavad majandusnéhtused
kompleksi, kus iiht ndhtust m3jutab terve rida tegureid, mis
omakorda v3ivad olla resultaatndhtusteks ja s3ltuda mingist
kolmandast tegurite ringist.

Mitme teguri m3ju resultaatndhtusele uurib mitmene kor-
relatsioon- ja regressioonanaliilis. Mitmeste seoste analiiii-
simisel on alati primaarseks regressioonanaliiiis. Alles pea-
le seose vormi métramist saab uurida seose tugevust. Mitme-
se regressiooni v3rrandid v3ib konstrueerida kas tavalises
v31 normeeritud mastaabis, viimasel puhul on erinevad n&h-
tused esitatud v3rreldavates iihikutes.

K3ige sagedamini on mitmese regressiooni v3rrandina ka-
sutatav lineaarne funktsioon

ye=ao+ L W (3.1)

Kasutatakse ka veel jdrgmisi funktsioone:
xa" (3.2)

. n ]

a 2
Y-ao-ba,‘ t ot A, +
+ X (3.3)
Punktsioonide (3.1) = (4.3) parameetrid vdib Ieida vi-
himruutude meetodil. Normaalv3rrandite siisteemi iildkuju on
Jérgmine:

~ .
. 4. L L ra IR, - ,

a LRt G, Lx, + .- tay,

+ O IR KN QLK K Y - *“hi"-\ =Zx.,\y,

2
varrand& parameetrite leidmiseks tuleb v3rrand k3igepealt
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logaritmimisega teisendada lineaarsele kujule:
(335)

V8rrandis (3.3) kédsitletakse tegurite astmeid ja  korrutisi
iseseisvate teguritena.

Mitmese regressiooni v3rrandeid, parameetrite hindamist
ja mitmesuguseid kontrollimisi on mugav kirjeldada maatrike-
vormis. Lineaarse mudeli (3.1) (ka teised mudelid m3ningate
teisendustega) v3ime kirjutada kujul

+ (3.6)
kus ) N
Yi 4 ¥~44 . a, -M.-
’ A xQL . a
L CT R A=l | u-
_le L N . u,

Maatriksis ¥ {ihtedest koosnev veerg on tingitud vaba-
liikme olemasolust v3rrandis (3.6). Vektor u kujutab en-
dast resultaatnédhtuse tegelike ning regressioonivdrrandi keu-
du leitud vddrtuste vaheliste hilvete vektorit. Neid hiélbeid
nimetatakse tavaliselt kas "juhuslikeks liikmeteks" v3i "jdik-
liikmeteks". Edaspidi kasutame viimast terminit.

Regressiooniv8rrandilt (3.6) ndutakse, et jddkliikmed

oleksid juhuslikud, keskmisega "0 ning dispersiooniga

8. t.:
a
E (u.u') = 6/ I R (3-8)
Siit jéreldub, et jédkliikmete Ja 4., kovariatsioon
peab olema null
(3'9)
kuiv3rd
E =0 . (3.10)
Véhimruutude meetodil on vaja leida vektori A elemen-
tide hinnangud (mittetdieliku informatsiooni korral)

et oleks minimiseeritud jdékliikmete hinnangu vektori e pik-
kus. Siin muudame téhistusi, sest vektor u on tegelike jéék-
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liikmete vektor, vektor e aga jddkliikmete hinnangu vek-
tor, mis saadakse peale parameetrite hindamist:

=9 -%A. (3.11)
Kuna_yektori e pikkus ‘ LA
Sbe = (M-EA)(Y-RA) = IY-2YKA

A
siis, v8ttes osatuletised A jérgi ning vdrdsustades need
nulliga, saame

(de)= -2%Y+ a2'CA =0,
millest R |
A = €M
Vaov-4 !
A= (RR) x4, (3.12)

mis ongi otsitavaks parameetrite hinnangute vektoriksa.

Jja

3.2. LINEAARSE MUDELI
PARAMEETRITE USALDUSPIIRID

Mudeli (3.6) parameetrite hinnangute usaldusviddrsuse kont-

rollimiseks eeldame, et jadkliikmed jaotuvad normaal-
»

selt: -

(3.13)
V38ib ndidata, et ka vektori A elemendid vastavad mitme~
1
m38tmelisele normaal jaotusele:
Aw ) (3.14)

Kuiv8rd ruutude summa &'¢ jaotus ei 88ltu A  jaotusest,
giis parameetrite usaldusvididrsuse kontrollimiseks v3ib ka-
sutada t~kriteeriumi.

Vastavalt StudentiAjaotusele

A - ay ) (3.15)
[i "Z.L/(T- v\—'i)]c;;

T vt. naiteks ®dennep B. BBezeHne B TEODUN BEPOATHOCTE!
u ee npunoxenma. MJ: Mup, 1964, T. I, c. 259,
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1
vabadusastmetega (T=-n-1), kus ¢:': on maatriksi (X&)
diagonaalielement. Kontrollimisel pannakse valemisse (3.15)

hinnang o. ning hiipoteetiline viddrtus, leitakse t=kri=-
teeriumi empiiriline véddrtus ning vOrreldakse seda t=kri-
teeriumli teoreetilise véértusega mis vastab va-

badusastmete arvule (P-n-1) ning vea t3endosusele « . Kui
temp.>t , ., siis hinnang . erineb oluliselt hiipotee~
tilisest viddrtusest a. ja iitleme, et hinnang a. on usal=-
dusviddrne (tavaliselt kontrollitakse hiipoteesi Hg:a:=0 ).

(3.15)=-8t jdreldub, et 100(1 = L)-%=1lised usalduspii-
rid o jaoks saadakse jdrgmiselt:

3.3. FIKTIIVSED MUUTUJAD

M3nikord on tegemist seoste uurimisega selliste néhtuste
vahel, kus mingil pdhjusel on teatud momendil toimunud nih-
ked néhtuste struktuuris v3i mastaabis. Néditeks osa andmeid
on s3jaaegse, osa rahuaegse perioodi kohta v3i on mingil mo-
mendil toimunud hindade muutumine, mis m8justab néhtuste
struktuuri, v8i midagi muud. Lihtne on seda situatsiooni il-
lustreerida tarbimise kaudu. Olgu tarbimise maht s3ltuv tu-
ludest s3jaajal

Y= shx v (3.17)
ja rahuajal

Y:a&~&x'fu' Qa,>a, (3.18)
kus koefitsiendi b sisu on m3lemal perioodil ilhesugune =
néitab kalduvust tarbimisele (siin peitubki tiks tédhtis mo=-
ment fiktiivsete muutujate meetodi juures - regressiooni-
koefitsiendi sisu peab jéiéma eri perioodidel samaks; vasta-
sel korral ei jdd muud iile,kui kumbki periood esitada eri

funktsiooniga). See v3imaldab esitada v8rrandid (3.17) ja
(3.18) kompaktsel kujul

Y= vhxe (3.19)
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kus 2, Ja Z, on fiktiiveed muutujad:

_ V{1 igal s8ja-aastal,
0 igal rahuaastalj;

_\0 igal s3ja-aastal,
1 igal rahuaastal .

Siinjuures tuleb silmas pidada asjaolu, et mudel (3.19)
el sisalda vabaliiget selle traditsioonilises m3ttes. Tege-
likult on vabaliikmeteks koefitsiendid a8, Ja 8 nelst
esimene vastab s8jaajale ning teine rahuajale. Vabaliiget
n.-8. "puhtal kujul" leida pole v3imalik. Kui tahetakse saa-
da v3rrandit vabaliikmega (arvutustehnika v3imaldab ainult
selliste v3rrandite parameetrite leidmist), siis tuleb reg-
ressiooniv8rrand esitada kujul

Y= Co¥ €2t ol (3.20)

( 0 igal s3ja-aastal,
( 1 igal rahuaastal

Nitid Co on vabaliige s3ja-aastate jaoks ning -
vabaliige rahuaastate jaoks.

Aegridade korrelatsioon- ja regressioonanaliiuii juures
v8ib kokku puutuda ka mdningate spetsiaalkiisimustega, nagu
jaotatud viitajad, peakomponendid, kanoonilised korrelatsi-
oonid, diskriminantanaliiiis jm., kuid nende kédsitlemist ei
v3imalda Sppevahendi maht ning taolistel juhtudel on vaja ka-
sutada spetsiaalsete monograafiate abi.
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4. SPRKTRAALANALUUS

Aegridade spektraalanaliiiisi teooria baseerub deldusel,
et protsessi dispersiooni v3ib jaotada 13igul -7, asuva-
te sageduste A vahel. Kui dispersioon Jaotub nii, et
$Aa-e)x e f(re0) , 8. t. llhelegi sagedusele ei
vasta oluliselt suurem osa dispersioonist, siis on tegemist
puht juhusliku protsessiga, mis ei sisalda mingit informat-
siooni. Selliseid protsesse nimetatakse valgeks miiraks. Kui
mingile sagedusele vastab oluliselt suurem osa protsessi dis-
persioonist kui naabersagedustele, siis protsess sisaldab
vastava sagedusega perioodilist v3nkumist. Jdrelikult, spekt-
raalanaliiiisi tulemused v3imaldavad oluliselt tépsustada prog-
noosivaid v3rrandeid.

4.1. STATSIONAARSED PROTSESSID

Eeldame, et meil on antud aegrea tasemed v3rdse pikkusega
ajavahemike jérgi, s. t. diskreetse ajaga protsess. Uldreeg-
lina eeldatakse, et protsessi tasemed on jaotunud normaal-
selt.

Olgu
E = w4, (4.1)
ELve- melys- = G (%,9). (4.2)
Kui tasemete vy, ... Ye Jaotus on samasugune kui tasemete

Ye et . Jaotus, siis Seldakse, et protsess on stat-
sionaarne kitsas m3ttes. Statsionaarsus ise tihendab aga se=
da, et protsessi statistilised karakteristikud ei s3ltu mo=-
mentide £ ja S agendist ajateljel, vaid s8ltuvad ainult
ajavahemiku t - 8 pikkusest.

Kui tingimused

EYS :EVS'(‘.-: CDU\S'L., (4'3)
b/(é‘ly = ba.' é), (4’4)
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millest

6'(ty, ) = t,,0)= , (4.5)
kehtivad, kuid el seata tingimust jaotuse kohta, siis &el-
dakse, et protsess on statsionaarne laias m3ttes ehk ndr-

galt statsionagrne. Normaaljaotuse korral statsionaarsus
laiemas m3ttes samastub statsionaarsusega kiisamas m3ttes.

4.2, SPRETRAALTIHEDUS JA
SPEETEAALFURKTSIOON

Olgu antud statsionaarne lalas mdttes juhuslik protsess. Sel-
le p8hjal saame médrata kovariatsioonifunktsiooni vidrtused
6’(0)' 6{(4) . Pourier' teisendus kovariatsioonifunktsiooni
suhtes annab

) *ff G'(o) + (L) ewos Ak -

A5 gl wsak -TLACT, (4.6)

Kul see rida koondub iihtlaselt, s. t.

h-a hz-00
siis, peale (4.6) korrutamist cosAK -ga ja integreerimist
saame

T
= ws Axd (AYd
O = f s Axy () o
Seega kovariatsioonifunktsioon mé&rab funkisiooni ja
vastupidi. Funktsiooni ‘F(/\) nimetatakse protsessi spekt-
raaltiheduseks.
Spektraalfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

n

SNEREFIOELS (4.8)

-~

kusjuures

jws AwdF(A). (4.9)

Eulvdrd sF(/\) ja wsAl. on paarisfunktsioonid, sww Al aga
paaritu funktsioon, siis (4.6) ja (4.7) v3ib esitada jérg-
miselt:
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‘{(A)=;L'Z okl M (4.10)
ja
G'(KPS‘LLMUAM/\- (4.11)

-
Normeeritud spektraaltiheduse saame, kui koavariatsioonifunkt-

siooni normeerime ja kasutame G'(L) asemel ¢, = G (h)/5T0). Siis

4.3. SPEKTRAALTIHEDUSE MAXRAMINE

0lgu antud statsionaarne laias m38ttes juhuslik protsess sta-
tistiliste karakteristikutega

(4.12)

Clyer Yeul )= E (Yg "/")(‘/e+l~.‘/‘) =
{,...; b=o, 11, , (4.13)
kusjuures &’(L)= 6(-L). Oletame, et spektiraalfunktsioon on
absoluutselt pidev (vajalik tingimus integreerimiseks), tihe-
dusega “A) .

Tavaliselt uurija kéisutuses olev andmestik moodustab vil-

Javotukogumi y v , mis on vBetud iildkogumist {Ye§ t=
= ...,-4,04,. Seega tuleb iildkogumi parameetrid hinnata
vidljav8tukogumi pohjal.
Keskmi . E (4.14)
mine: Iz~s = 2. . .
‘ 7= [ YT
Kovariatsioonifunktsiooni v3ib mé#rata kolmel erineval ku-
ul:
J -
C= ocmn My ey, ka5
- T-k
U
=;{€§zwu (4.16)
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kus =k

A
gqye \ o, ) (4.17)
_L_..T-k
Yharr = Yoo, k= 0,4, , T-2, (4.18)
+*
Gy = (Vo= ) pule~v) =
L\.: 0‘A|--.)T-4_ (4.19)
01 | W)
gu
T
A (A}‘?&(Yc-Y)wSAJ'k:_ (4.20)
:ég_yﬁws/\.{—j‘y—zfi;ws)\'ﬁ ~TEAE Y
Bi =~ %(yc-y)su}‘d{: -
- 22 s At ~TeAeT(4.21)
Vs T d T T k=g 4 7
= (A) ~ (AN , —wLALw- (4.22)
A= 3%2 (4.23)
graafikut nimetatakse spektrogrammiks.
Spektraaltiheduse méérame jérgmiselt:
% A
=R = 55 Z (4:24)

kusjuures
TN = (=M.

V8ib néidate, et EDW) = $(A) |, kui T*oo , st kil-
lalt pika aegrea korral vdljavdtukogumi pdhjal saadud spekt-
raaltiheduse hinnangud l&henevad spektraaltiheduse teoree-
tilistele viddrtustele. Seejuures aga D(A) dispersioon el
léhene nullile, mistdttu véljavdttelist spektraaltihedust ei
saa lugeda rahuldavaks hinnanguks. Paremaid tulemusi v3ib
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saada siis, kui spektraaltiheduse milramisel v3tta appi kaa-

lufunktsioon (A) « Kui on vaja hinnata *(v) vildrtust, siis

on soovitav, et w(A) graafikul oleks punktis A=Y "tipp".
Kui l[o) vitirtust hinnata avaldisega

(4.25)
siis
A
\Hv) T% z__ w-LtoSv‘LC'L . . (4.26)
Kaalufunktsioonid on
T-4
Wy WSAR
AP e (4) v (4.27)
WA= 5 - 1o WLCOSAT oSV =
e - (T-4
. (A-vio)+ w(A«vio)]. (4.28)
Tavaliselt ndutakse, et
fwimda=1, (4.29)

-0
millest We = 1.
Kaalufunktsiooni (A |V) nimetatakse tihti "aknaks™.

4.4, MONINGAID NAITEID KAALU-
PUNKTSIOONI KOHTA

Paljudel juhtudel v8etakse kaalumisel appi funktsioonid

AT
b () 4.30
T }Hl&.h’d-ﬂi/\ 1 (43)
hyrg ()= 27\ , (4.31)
&hﬁu%A
t
wez = .04, (4.32)

Jja
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= A ws o, t4 (V-4 (4.33)

X

A 5 —
S ta-k()l~ T )cosvneh ) (4.34)
K{T-1 on téisarv.

Aknad on siinjuures jdrgmised:

L\)LI\\O)": (4-35)

WAle) = h (A). (4.36)

Ixan

Akna (4.35) maksimum asub punktis A= 0 ja

= — . (4.37)
max w{Alo) Zn TS

Akna (4.36) maksimum on samuti punktis A=o0

*
max W' (AlQ) - y (4.38)
2. Bartlett'i aken
_.— e, .
- Z“.k A- t (4.39)
1
\nt N
Siin W =4~ K, kul %=0,% Kja iilejédénud juh-
tudel.
* - A-l2l/w
- \n{/T
kui A=t
Aknad on vastavalt -
Y
s (kA (4.40)

L\)()\lO) =

anxsin® (A7) )
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w*(Alo)= I {Lauu W — — )

3. Parzeni hinnang

-
‘ﬁ%—..,“ k,.)ws)”tt,l_

A .’_I [ simAetos(Aa) wsAK
w (Al ARE L s (A/a) Kﬁkf(t\/i) (4.42).

Selle akna maksimum on punktis A=0 ,

(4.43)
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