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Liihikokkuvote. Bakalaureusetdo eesmérk on uurida Riemanni dzeetafunktsiooni
omadusi. Alustame Baseli iilesandest ning pohilistest Riemanni dzeetafunktsiooni
omadustest. T60 pohitulemuseks on Riemanni dzeetafunktsiooni funktsionaalvor-
rand. T66 1opus tutvustatakse funktsiooni nullkohti ning Riemanni hiipoteesi.
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Riemann Zeta Function

Bachelor’s Thesis
Rasmus Erlemann

Abstract. The purpose of this Bachelor’s thesis is to explore properties of the
Riemann zeta function. We start by introducing the Basel problem and some fun-
damental properties of the Riemann zeta function. The main result of the thesis
is the Riemann zeta function’s functional equation. At the end of the thesis we
touch on zeros of the Riemann zeta function and the Riemann hypothesis.
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Sissejuhatus

Riemanni dzeetafunktsioon on oluline erifunktsioon, mis on leidnud laialdast ka-
sutust matemaatikas ja fiilisikas. Funktsiooni kilitumine nii reaalarvulise, kui ka
kompleksarvulise muutuja korral on tédnapievani suuresti teadmata. Seetottu on
dzeetafunktsioon aluseks mitmetele laialt tuntud lahendamata probleemidele.

To66 eesmérgiks on anda elementaarne iilevaade Riemanni dzeetafunktsioonist.
Kéesolev t66 on peamiselt referaadi vormis ning késitleb lihtsamaid dzeetafunkt-
siooni omadusi ja annab liithida iilevaate késitletava valdkonnaga seotud lahenda-
mata probleemidest.

T66 koosneb neljast peatiikist.

Esimeses tutvustatakse vajalikke eelteadmisi, mida on vaja, et moista jargnevas
neljas peatiikis saadud tulemusi. Vajaminevad teadmised kuuluvad algebra, arvu-
teooria, kompleksmuutuja funktsiooniteooria ja matemaatilise analiiiisi valdkonda.
Teises peatiikis uuritakse Riemanni dzeetafunktsiooni kiiitumist argumendi korral,
mille reaalosa on suurem iihest. Peatiikis antakse Riemanni dzeetafunktsiooni de-
finitsioon ja tutvustatakse selle omadusi.

Kolmandas peatiikis uuritakse Riemanni dzeetafunktsiooni kiitumist tervel komp-
lekstasandil vilja arvatud punktis. Peatiiki pohitulemus on funktsionaalvorrandi
esitus koos toestusega.

Neljandas peatiikis sonastatakse Riemanni hiipotees, tutvustatakse selle ajalugu
ning antakse lihitutvustus nullkohtadest.

Pohiline kasutatud kirjandus t66s on E. C. Titchmarch’i 6pik pealkirjaga The
Theory of the Riemann Zeta-Function.



Peatukk 1

Vajalikud eelteadmised ja
abitulemused

Mirkus 1.1. Erinevalt traditsioonilisest kompleksmuutuja tahistusest z, tdhistas
Riemann dzeetafunktsiooni kompleksmuutujat tdhega s. See tdhistusviis sai alguse
teosest [Rie].

Definitsioon 1.2. Funktsiooni f : C — C nimetatakse analiititiliseks punktis
z € C, kui f on arendatav astmeritta punkti z mingis iimbruses.

Definitsioon 1.3. Olgu funktsioonid f ja g analiiiitilised vastavalt piirkondades D
ja G ning DNG # (. Olgu f(z) = g(2) Vz € DNG. Analiiiitiliseks jatkamiseks
nimetatakse f ma#dramist piirkonnas G jargnevalt

f(z) =9g(2) Vzed.

Lause 1.4 (Weierstrassi tunnus). Kui leidub positiivsete litkmetega arvrida

et igan € N ja z € Z korral kehtib

[un(2)] < an,

s1is funktsionaalrida Z un(z) koondub ihtlaselt hulgal Z.

n=1

Teoreem 1.5 (Maclaurin-Cauchy integraaltunnus). Positiivsete litkmetega

monotoonne arvrida Zan koondub siis ja ainult sits, kui mittenegatiivne, pidev
n=1
ja monotoonselt kahanev funktsioon f(n) = a, rahuldab tingimust

/00 f(x)dx < oo.
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Definitsioon 1.6. Integreeruva funktsiooni f : R — C Fourier’ teisenduseks
nimetatakse funktsiooni f, mis avaldub jargnevalt

ﬂ@:[me%Mm

kus £ € R.

Definitsioon 1.7. Schwartzi funktsiooniks nimetatakse funktsiooni f : R —

C, mis on lopmatu palju kordi diferentseeruv tervel reaalteljel ning iga n, k € Ny
korral kehtib
lim z*f™(z) = 0.

r—+o0

Valem 1.8 (Poissoni summeerimisvalem). Kui f on Schwartzi funktsioon, siis

kehtib jargmine valem
D i)=Y fk)

n=-—00 k=—o00
Poissoni summeerimisvalemi toestuse leiab |Jial.

Lause 1.9. Funktsioon f(x) = ST

avaldub lopmatu korrutisena jirgmiselt
x

| (B3]

n=1

kus x € R.
Tdoestuse lausele |1.9| leiab [Dun| lehekiilgedel 11 — 16.

Teoreem 1.10. Funktsionaalrida

[e9)
Qp
ns’

n=1

kus n® = e*" koondub Re(s) > 0 korral, kui leidub T, et kehtib

n+k

D a

t=n

< T,

1ga n, k € N korral.
Toestuse lausele leiab [Cla] lehekiiljel 12.

Definitsioon 1.11. Punkti z; nimetatakse funktsiooni f isedraseks punktiks,
kui f pole regulaarne, ehk diferentseeruv punktis zj.

Definitsioon 1.12. Isedrast punkti z; nimetatakse funktsiooni f korvaldatavaks

isediraseks punktiks, kui leidub 16plik piirvadrtus lim f(z).
Z—20



Definitsioon 1.13. Iseidrast punkti zy nimetatakse funktsiooni f pooluseks, kui

lim f(2) = occ.

Definitsioon 1.14. Funktsiooni f resiidiks funktsiooni isoleeritud isedrases punk-
tis a nimetatakse suurust

1
Reslf ()i = 5 [ (),
27 J,
kus v on punkti a sellise iimbruse raja, mis ei sisalda teisi funktsiooni isedraseid

punkte.

Lause 1.15 (Weierstrassi koonduvustunnus). Olgu g : [c, 0] — R selline tihe

muutuja funktsioon, et pdiratu integraal/ g(t)dt koondub. Kui
|f(z,t)| < g(t) igax€la,bljate c,o00) korral,
siis pdratu integraal / f(z, t)dt koondub thtlaselt loigus [a, b].

Toestuse lausele leiab [LZ] lehekiiljel 135.

Teoreem 1.16 (Piratu parameetrist s6ltuva integraali diferentseeruvus).

. o, : o .
Olgu f ja tema osatuletis a—f kahe muutuja funktsioonid hulgas D ning koondugu
x

integraal f(z,t)dt punktiviisi loigus [a,b]. Kui integmal/ g—f(x,t)dt koon-
. Ox

dub ihtlaselt loigus |a,b], siis funktsioon F : [a,b] — R on pidevalt diferentseeruv
ja kehtib Leibnizi valem
F’ = —(x,t)dt.
@= [ G

Toestuse lausele leiab |LZ] lehekiiljel 137.
Lause 1.17. Funktsioon f: R — R

on Schwartzi funktsioon.

Toestus. Esmalt paneme tahele, et funktsioon on lI6pmata palju kordi diferentsee-
ruv reaalteljel. Funktsiooni tuletised avalduvad kujul

1O E) = P(tye ™.

kus P, on n-ndat jirku poliinoom. Iga suvalise n,k € Ny korral voime kasutada
L’Hospitali reeglit ning saame tulemuseks

lim ¢*f™(t) = 0.

t—+oo

Jarelikult f on Schwartzi funktsioon. [



Lause 1.18 (Monotoonse koondumise teoreem). Kui mittekahaneva jada
{fn} litkmed on integreeruvad loigul [a,b] Riemanni maoistes ning kehtib

f(x) = lim fo(z),

n—oo

iga x € [a,b] jaoks, siis kui f on samuti integreeruv loigul [a,b] Riemanni maistes,
kehtib

b
/b f(z)dx = nh_}n(;lo fo(z)dz.

Taoestuse lausele leiab [Tho] lehekiilgedel 547 — 550.

Markus 1.19. Vottes funktsioonide jadaks rea osasummade jada, saame raken-
dada lauset et naidata

/abg ay(z)de = g /ab an(x)dz,

kus a,(x) > 0iga = € [a,b] ja n € N korral.



Peatukk 2

Riemanni dzeetafunktsioon
piirkonnas Re(s) > 1

[ee]

1
Lemma 2.1. Arvrida E — koondub, kui s € (1,00).
nS
n=1

Toestus. Paneme tahele, et funktsioon

rahuldab koiki Maclaurin-Cauchy integraaltunnuse tingimusi. Kuna iga s € (1, 00)
korral kehtib

/ dz _ 1 1
— = lim ——| = :
1@ k—oo (1 —s)as™! ) l1—s

siis Maclaurin-Cauchy integraaltunnuse pohjal arvrida Z — koondub, kui

n=1 n
€ (1,00). n
1
Lemma 2.2. Tdhistame kompleksarvu s = o + it. Rida Z — koondub ‘htlaselt
nS
n=1

igal hulgal o € [0g,00) ja t € R, kus oo € (1,00).

Toestus. Kasutades kolmnurga vorratust, saame

X:: ’na+zt| Z |na‘|nzt|'

o)

Z ncr—l-zt

n=1

Votame arvesse, et kehtib

’nit’ — |€itlnn| —1.
Jarelikult kehtib
— na—Ht — noo0




oo
1
Vottes arvesse lemmat [2.1|ja Weierstrassi koonduvustunnust, saame et rida E —
n
n=1

koondub iihtlaselt, kui Re(s) > o9 > 1. "

Eelnevad lemmad andsid meile vastuse rea koondumise kohta. See lubab meil de-
fineerida funktsiooni (.

Definitsioon 2.3. Funktsiooni ¢ : {s: Re(s) > 1, s € C} — C, mis on defineeri-
tud jargmiselt

()= — =1+ —F—4—+4..., (2.1)

nimetatakse Riemanni dzeetafunktsiooniks.

Paneme téhele, et iihtlasest koondumisest jareldub lihtsasti Riemanni dzeetafunkt-
siooni analiiiitilisus hulgas {s: s € C, Re(s) > 1}, kuna saame rida diferentseerida
lilkmeti. Jargmine lemma niitab, et Riemanni dzeetafunktsiooni saab defineerida
ka labi lopmatu korrutise.

Lemma 2.4. Vordus (2.1)) ja

peP

kus P on koikide algarvude hulk, on ekvivalentsed Riemanni dzeetafunktsiooni de-
fineerimisel.

Toestus. Definitsiooni kohaselt

1 1
=14+ — 4+ —
C(s) +28+35+
Teisendades saame
1C(>_1+1+1+
2s 25 45 68
ning
1 1 1 1
1— — =14+ —4+—4+—=—4+....
( 25){(3) +3S+5s—|—7s+

Korrates sama teisendust jargemooda koikide algarvudega, saame

N | DV SRS B N B
% T3 T T Tops T

R I SRR O PR T
s J OV T AT e T T s Ty T




Jarelikult kehtib

2.1 Baseli iilesanne

Aastal 1735 leidis Leonhard Euler rea summa

Selle iilesande piistitas Pietro Mengoli aastal 1644 Baseli iilesande nime all. Ulesan-

1
deks oli leida rea Z —; summa. Jargneb Euleri poolt esitatud rea summa toestus.
n

n=1

sin x L.
Maclaurini ritta

Toestus. Arendame funktsiooni p(z) =

P = S G 2.2

Funktsiooni p nullkohad on x = +k7, k € N. Kasutades lauset avaldub funkt-
sioon p nullkohtade jargi jargmiselt

p(z) = ﬁ (1- %) (1+ %) - ﬁ (1 - nf;) . (2.3)

n=1 n=1

Paneme tahele, et kehtib

_ - x? _ - :):4 - 2
nh—{go]}_[l( k;27r2> :nh—>nolo 1_2 22 274 _222327r2w2+”'

t=1 w=3
6

—1‘35202_*3& (ZQW —zm+---)-

Viimane vordus on pohjendatud sellega, et vorduse vasakul pool on loplik piirvaar-
tus iga = € R korral ja rida

00
.1’2

242
w4t
t=1

koondub. Jérelikult on piirvidrtus summast piirvidrtuste summa. Kasutades va-
lemit (2.2) saame vorduse

% g 0 2 y n n 26
Z(_l) (2n +1)! =1- Z T2t2 T 22 R27iy2 wzzg 2232722 L

t=1

11



Vérduse kehtimiseks iga = € R korral, peavad z? kordajad olema vordsed, ehk

1 1
31T L2
Parast teisendamist saame tulemuseks
1 B w2
2 6

t=1
]

Jérgneb alternatiivne toestus Baseli probleemile, mis kasutab sobiva funktsiooni
Fourier’ ritta arendust. Selle viljatoomise pohjuseks on erinev ldhenemisviis toes-
tuses.

Téestus. Arendame funktsiooni f(x) = 2 Fourier’ ritta piirkonnas [, 7). Teame,

et

1

f(z) = 500 + Z [a,, cos(nx) + b, sin(nz)],

kus konstandid avalduvad vastavalt

1 [ 2 [T 272
aoz—/ x2da7:—/ xde:l,
I - T Jo 3

1 [ 2 [T 4
an = —/ 2% cos(nx)dr = —/ 2?cos(nz)dr = (—1)"— , n €N,
0

b, =0, neN.
Jarelikult

Vottes arvesse, et f(7) = 72, saame

— %2 + 42 <(-1)”(—1)”%) (2.4)

il_wQ 7r2_7r2
~n? 4 12 6



2.2 Paarisarvulise argumendiga Riemanni dzeeta-
funktsioon

Loomulik jatk Baseli probleemile on uurida Riemanni dzeetafunktsiooni teiste po-
sitiivsete paarisarvuliste viaartuste korral. Esmalt, defineerime Bernoulli arvud ge-
nereeriva funktsiooni kaudu.

Definitsioon 2.5. Esimene Bernoulli arv on By = 1. Jargnevad avalduvad eks-
ponentsiaalse genereeriva funktsiooni kaudu

oo
x _ 1 (.
e 1 ~ nl

Naiide 2.6. Esimesed 9 Bernoulli arvu on

1

B():l B1:_§
1

By = Bs =0

By = ! B; =0

4 30 5 —
1

B():E B7:O

Lemma 2.7. Koik thest suuremad paaritud Bernoulli arvud on nullid, ehk k € N
korral kehtib

Boi+1 = 0.

Toestus. Definitsiooni kohaselt kehtib

t —iBtk@ t +t—i3tk
et —1 TR e -1 2 TR

kAL

Paneme tahele, et vorduse vasakul pool on paarisfunktsioon

t +t_2t+t(et—1)_tet+1_te% 2
et—1 2 2t —1)  2e—1 25 _e 5

—t =t 2tt(e—1)  te'+41l terte:

et—1 2  2et-1)  2et—1 2¢s—e5
Jarelikult kehtib By = (—1)* By, kui k # 1 ning sellest jireldub, et Bo,, = 0, kui
k € N. n

13



Lause 2.8. Paarisarvulise argumendiga Riemanni dzeetafunktsiooni vadrtused aval-
duvad jargmiselt

=~ 1 (=DM !By, (2m)*
C(2K) :Zﬁ _ 2<2;§!( ) . keN,
n=1

kus Bay, on Bernoulli number.

Toestus. Kasutades lauset [1.9] saame vorduse
sinz = xH (1 — k27r2> .
k=1

Tehes muutujavahetuse z = —%, fikseerides u € (—2m,0) U (0, 27) ja vottes natu-

raallogaritmi molemast vorduse poolest, saame jargmise vorduse

In <sin (—%)) —In (—%) 4 gln (1 + ﬁ;) | (2.5)

Kuna funktsionaalrida vorduses (2.5)) koondub punktiviisi vaadeldavas piirkonnas
u € (—2m,0) U (0,27), funktsionaalrida tuletistest

= d u? > 2u
—In(l+—)=) ———

koondub iihtlaselt samas vahemikus, seetottu on litkmeti diferentseerimine poh-
jendatud. Seetottu saame vorduse ([2.5) molemaid pooli diferentseerida ning tule-
museks on

i COS(—%“) 1 — 2u
—_ | —= = = _ 2.6
( 2) sin(—%) wu * ; 4k2m? 4 u? (2.6)

Kasutades omadusi
1 %1 —1z
cos(z) = 5(6 +e7 %)
ja
: ( ) 1( iz —iz)
sin(z) = —(e” —e
21 ’
saame teisendada vorduse (2.6 vasakut poolt jargmiselt

_i COS(_%) _ _i e71L/22+8u/2
2) sin(—%) 2 —*6’“/221%6“/2

e W2 4 ev/?
2(—e~u/2 4 ew/2)
eT2(—14e" +2)

2e~u/2(—1 + ev)
1 1

25_’_6“—1‘

14



Asendades saadu tagasi vordusesse (12.6]), saame

u u > 2u?
——1= —_ 2.7
e“—1+2 ;4k27r2+u2 (27
Vorduse vasaku poole teisendamisest jareldub
U U = Bk
k
——1= ——1
ev —1 + 2 k! + 2
k=0
B u

iB

Teame lemma [2.7] pohjal, et paaritud Bernoulli arvud on nullid. Jérelikult avaldub
eelnevalt leitud rida jargmiselt

UU >
5‘?

Vottes vaatluse alla vorduse ( parema poole, saame

Z 2u? B 2u? 1
— ARk?*m? + u? (2km)2 \ 1+ (2kﬂ')2

TR 2j
- (2km)? ; (27Tk>

S ()"

1 5=0

M8EM8

e
Il

I
Mg

i

2j+2
Kuna me fikseerisime u € (—2m,0) U (0, 27), siis rida ZZZ <2 k) ’
7r

k=1 7=0
koondub absoluutselt ning me voime summeerimise jérjekorda vahetada

[ee] 2U2 oo 0O ' u 2j

—_ = 2(—1)0-1 <_>
Z Ak272 + u? Z Z ( ) ok
k=1 j=1 k=1



Asendades tagasi, saame

—~ Bor o x=2(=1)F! 2%
;(%)!u :Z%C(Qk)u :

1 k=1

Vorduse kehtimiseks peavad vastavate lilkmete kordajad vorduma

ng 2(—1)k_1

k)~ (2m)%* C(2k).

Avaldades ((2k), saame

(_1)]67132]9(27.‘.)216
2(2k)!

C(2k) =

Jérgneb alternatiivne moodus positiivse paarisarvulise argumendi korral Riemanni
dzeetafunktsiooni vaartuste leidmiseks. Selle keskne idee seisneb sobiva funktsioo-
ni Fourier’ ritta arendamises.

Arendame funktsiooni f(z) = 2%, kus p € N, Fourier’ ritta piirkonnas [—,7].
Selleks tuleb leida funktsiooni f(x) Fourier’ rea kordajad ag, a, ning b,. Need on

™ 2p+1 N\ |" 2
aozl x2pdx:l vt = 2r
T ) . T\ 2p+1 2p+ 1’

I 2 [T
a, = _/ 2P cos(nx)dw = —/ %P cos(nz)dx, n €N,
0

T ) 7r
b, = 0.
Jérelikult funktsioon f esitub jargnevalt
2P 2 i
= = (=" 2 dx.
f(x) 1 + ;( ) /0 zP cos(nx)dx
Vottes arvesse, et f(7) = 7°” saame vorduse
2p ) 0 T
wo T L INT (e dz. 2.8
T 2p+1+7rn22( ) /0 P cos(nz)dx (2.8)

Toome sisse tahistuse ~
o 2p
L op .—/ P cos(nz)dz.
0

Kasutades korduvalt ositi integreerimist, avaldub I, , rekursiivselt

2_p 2p—1<_1)n . 2p(2p _ 1)

In2 = ™
4P n2

TL2 In,2(p—1)7 b e N.

16



Kuna 1, = 0, siis kehtib

1
Pannes téhele, et I, ., sisaldab tegurit —5, saame kasutada seda vorduse (2.8
n
reas ((2p) arvutamiseks. Selleks, et leida ((2p), peame teadma jargemooda viar-
tusi 1n0, In2; - - - In2(p—1), In,2p koos vddrtustega ¢(2),((4),...,¢(2(p —1)). Leitud
algoritm lubab meil arvutada ((2p) iga p € N jaoks.

Niide 2.9. Kasutades I,, 4, saab leida ((4) tépse vddrtuse. Rakendades eelnevat
algoritmi, saame

= G + 2 icos(mr)[
5 T nid
7r4+2°° () A3 24w ()
= — + — cos(nm) | — — —— | cos(nw
5 ™ = n? nt
m*  Art <1
= —+ — —48 —
5 + 3 nz:; nt
Jarelikult kehtib
=y L-"
=t 90

Naiide 2.10. Jargmised neli véartust avalduvad kujul

76 8
= — =1.0173... = = 1.00407...
¢(6) o 0173 ¢(8) 9150 00407
10 691712
10) = = 1.000994 . .. 12) = —— = 1.000246.. . ..
¢(10) 93555 ¢(12) 638512875

Néidete pohjal voib arvata, et paarisarvulise argumendi kasvades 1dheneb Rieman-
ni dzeetafunktsioon vairtusele 1. Jirgnev lemma annab sellele vastuse.

Lemma 2.11. Kehtib jdirgnev vordus

lim ((s) = 1.

S—00

Téestus. Kuna ¢ on iihtlaselt koonduv lemma [2.2] mérgitud poolldikudes, siis saa-
me reast piirvaartust leida litkmeti

S§—00

. el -
hmC(s):SILIEOZ$:ZSIEEOE:1+O+O+...:1.
n=1 n=1

17



Peatukk 3

Riemanni dzeetafunktsiooni

analutitiline jatk

Eelnevates peatiikkides kisitlesime funktsiooni ¢ méadramispiirkonnaga {s : s €
C, Re(s) > 1}. Esmalt néitame, et seda saab analiiiitilise jitkamise teel laiendada
piirkonnaks D := {s:s € C, Re(s) >0, s # 1}.

Teoreem 3.1. Riemanni dzeetafunktsioonil leidub analiititiline jatk hulgale D.

Toestus. Esmalt leiame analiiiitilise jatku hulgale

n=1
=1 =1
:g;ﬁg_zggeny

- 4. (3.1)
= Z(—l)“—lis. (3.2)

Liidetavate {imberjarjestamine vorduses (3.1)) on pohjendatud absoluutse koondu-

misega. Teame, et rida (3.2)) koondub teoreemi kohaselt, kui Re(s) > 0. Kuna
1 1

f(z) = T 91 Z(—l)”_1$ on analiiiitiline hulgal D; ja hulgal

n=1
Dy = {s:Re(s) > 1} kehtib f = (, siis saame Riemanni dzeetafunktsiooni ana-
liiiitiliselt jatkata hulgalt Do hulgale D; funktsiooni f kaudu jargmiselt

Cs) = g S (33
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2kmi
7;2 +1, k € Z\{0} on korvaldatavad isedrased

Jargmiseks nditame, et punktides
n
punktid. Defineerime funktsiooni

1 1 2 1 1 2

F(s) = S T
<S) 1s 25 33 43 55 65 +
1 |
=) — -3
2wy

Teame, et funktsiooni F' médramispiirkond on Re(s) > 0 teoreemi [1.10] pohjal.
Paneme tahele, et

3
() = F(z) = 55¢(s) = ((s) = =——F(s).
3 1-3
Sellega oleme analoogiliselt leidnud funktsiooni ¢ analiiiitilise jatku hulgale

2kmi
In3

D?,::{S:SE(C,Re(s)>0,s;«ré +1,k€Z}.

Kuna D; N Dy = {1}, siis leidub Riemanni dzeetafunktsioonil analiiiitiline jatk
hulgale Re(s) > 0, s # 1. n

Lemma 3.2. Riemanni dzeetafunktsioonil on punktis s =1 esimest jarku poolus.

S 1
Toestus. Kasutame rea Z(—l)”’l—s iihtlast koondumist ning Inx Taylori rida,

n
n=1
et leida piirvadrtust
, s —1 & L1
tiy(s = 16(s) =l 5= > (0™
) s—1
) 1
= ilfi e In 2 (3.5)
=1

Vorduses (3.4) kasutasime funktsiooni In Taylori rida ning vorduses ({3.5) kasuta-
sime L’Hospitali reeglit. Kuna leitud piirviartus on loplik, siis saame jéireldada, et
punktis s = 1 on funktsioonil ¢ esimest jirku poolus. [

Jargmiseks tuletame Riemanni dzeetafunktsiooni funktsionaalvorrandi, mis lubab
laiendada analiiiitilise jatkamise teel dzeetafunktsiooni méaaramispiirkonda laien-
dada hulgaks {s : s € C,Re(s) # 1}. Funktsionaalvorrandi tuletame algupérasel
viisil, nagu seda tegi Bernhard Riemann.
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Lause 3.3. Funktsiooni f(t) = e kus x> 0 on fikseeritud, Fourier’ teisendus
avaldub kujul

_ &
e T .

-

Téestus. Esmalt leiame funktsiooni g(t) = e~ Fourier’ teisenduse. Definitsiooni
kohaselt

9O = [ ooy (3.6)
Kuna iga [a,b] C R, £ € [a,b] ja y € R korral kehtib
d _» —2mi —y? . —2mig —y?
d_fe Ve MY = eV (—2miy)e Y| = 2m|yle ™V

ning paratu integraal
/ 27r]y|e_y2dy =27

o0

oo
.. : . S d ;
koondub, siis Weierstrassi koonduvustunnuse pohjal integraal / —e_er_ngydy

NS

koondub iihtlaselt igas vahemikus. Jarelikult voime parameetrist soltuvat paratut
integraali (3.6)) lause [L.16] pohjal diferentseerida ¢ jirgi integraali mérgi all

d e , ©/rd 4
d—ég(g) = / eV (=2miy)e TV dy = m’/ (d—yey ) e 2y, (3.7)

o0 —0o0

Leiame integraali (3.7)), kasutades ositi integreerimist

d%é(&) . / Z eV eIy — %46,
ehk p
00+ 25€5(6) = . (3.8)

Diferentsiaalvorrandi (3.8)) lahend on

kus ¢ € R. Osates leida Gaussi integraali §(0), leiame konstandi ¢

g(0) = / e_dey =ce " == V.

[e.e]

Sellest jareldame, et

—00
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Tehes muutujavahetuse yv/xm = u, saame

o0

N ‘ 1 _ 2miku 1 ng?
f(g):/ e’y2”e’2m£ydy: —mr/ e e Ver du = ——e "5,

Definitsioon 3.4. Gammafunktsioon on defineeritud Re(z) > 0 korral jérgmi-
selt -
['(z) = / t*~le~tdt.
0

Teoreem 3.5. Riemanni dzeetafunktsiooni saab analiiitiliselt jitkata tervele komp-
lekstasandile, vilja arvatud punktid s = 1 ja s = 0. See avaldub ldbi jargmise valems

((s) = 2575 ' sin (%) I(1—s)C(1—s).

Toestus. Kasutame definitsiooni ning teeme muutujavahetuse y = v?, saame
oo oo 9
['(z) = / y e Vdy = 2/ e v .
0 0

. S .
Tehes muutujavahetuse z = 5 ja v? = n’nz, saame

S & 2
r (—) = n87r2/ x2 eV
2 0

Summeerides iile n € N ning kasutades Riemanni dzeetafunktsiooni definitsiooni,
saame Re(s) > 1 korral vorduse

w - i /0°° z3 e T g (3.9)

S
2

Summamérgiga integraali alla minemine vorduses (3.9) on pohjendatud sellega, et

saame seda hinnata reaga Z / 27 te ™ dyx, mis kilitub nagu geomeetrine rida
n=1"0

ning koondub o > 1 korral. Kuna s = o + it korral kehtib

o _qyit 2 g_1 _p2 1 —
5 1+26n7rx — 73 16n7rw<xa 16 na:7

‘x%—le—n%rac

:‘1‘

kui n on piisavalt suur. Seega lause pohjal kehtib vordus
oo o0 o0 o0
Z/ g3 e T gy = / z27t Z e T g,
n=1"0 0 n=1
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Defineerime funktsiooni

n=1

Saame Riemanni dzeetafunktsiooni jaoks Re(s) > 1 korral vorduse

C(s) = —~ / () e, (3.10)

r'(3) Jo
Jargmiseks toestame funktsionaalvorrandi ¢ jaoks. Vaatame funktsiooni f(n) =
e~ Teame lause 3.3 pohjal selle funktsiooni Fourier’ teisendust, saame

Z f(n) = % <226"iﬁ + 1)

a0

Lause [1.17] pohjal f rahuldab Poissoni summeerimisvalemi eeldusi. Poissoni sum-
meerimisvalemi kohaselt kehtib seega

> fm)y=Y f©),

n=—oo E=—o0

millest jareldub vorrand

2Y(x)+ 1= \% (zzp G) +1>,

(z) = % (i) + ﬁ _ % (3.11)

Rakendades tulemust (3.11) vorduses (3.10), saame
1 0
eIy (g) ¢(s) :/ x§_1¢(x)dx+/ x> Y(2)da
0 1

Ve (1 1 1 1 * s
[ () ram ) [ e

Leiame integraalid
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1
Tehes muutujavahetuse — = t, siis
x
1
/ r
0
s (S

i (5) () =

Nl w
|
ol
<
Y
8=
N—
ISH
S
I
»\_A
3
7
N}
)
_l’_
N
<
=
Q
~

Jarelikult kehtib

Oox’%(sﬂ) 22 VYh(x)dz. .
ot e e i (3.12)

Defineerime funktsiooni

o) =30 (5) €)= oy + [ @A ai (e

Kuna Re(s) > 1 korral kehtib

s 1 & 1 s

72l (g) ((s) = 6o —i—/l (272D 4 22 Nyy(2)da

aga vorduse parem pool on defineeritud tervel komplekstasandil, vilja arvatud
punktides s = 1,0, saame funktsiooni ( analiiiitiliselt jatkata hulgale C \ {0,1}.
Paneme téhele, et kehtib g(s) = g(1 — s), millest jdreldub

. e L T(3-2

i (5) ¢t = w0 (5 - 2 cti— 9 @ glo) = w“%m ~s)

.. .. . 1 10, ~L'(22) .
Viimaseks kasutame gammafunktsiooni omadusi I' <z + 5) =2 \/EW ja
['(z) = sin(ﬂz;l:(l 7 ning I'(z + 1) = 2I'(z). Saame koéikide s € C\ {0, 1} jaoks
tulemuse

['(—s)
21+S S 1 _
R VYO
s e (=51 + 3 s

Qs st o) 2~ sin (—;) ¢(1—ys)
s s1 51 (=8)T(5 m
= 2l*topoi2 e 2 sm(——) (1 —ys)
= —2°7°71T(1 — s) sin (—?) ¢(1—s)

= 2°7°7'T(1 — s)sin <§) ¢(1—ys).
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Teoreem 3.6. Riemanni dzeetafunktsioon avaldub Re(s) > 0 korral jargmiselt

C(s)zs/loo[] x+5dx+ L L

Is—i—l -1 2

Toestus. Olgu ¢(x) suvaline funktsioon, millel on pidev tuletis vahemikus (a,b).
Esmalt naitame, et siis a,b € N korral kehtib

= [+ [ (v 1= 3) #we = 000 + 3000 (319

Votame arvesse, et kehtib

b—1

/ab[a:}qﬁ'(as)da: = z:n/nn+1 &' (z)dx

n=a
b—1

=Y n(d(n+1) - é(n))

n=a

= — Z d(n) — ag(a) + bo(b). (3.14)

n=a+1

/ab<x—%)¢/($)dx:(b—%)gb(b)—(a——) /¢  G1)

Kasutades tulemusi (3.14)) ja (3.15), saame

/ab(“””‘” )¢ iz = 3 ot - [ oty + Jotw) - 300,

n=a+1

millest jareldub tulemus (3.13). Olgu ¢(n) = n~°, kus s # 1 ja a,b € N. Siis
kasutades tulemust (3.13), saame

1 b —qls by —lz] -1 1, B
ZE: 1—5 _S/a rstl dr+ 3 (b R
Olgu Re(s) > 1 ning votame a = 1 ja b — oo. Liites vorduse mélemale poolele 1,

saame ]
00 r4 1 11
- d -
C(s) 3/1 o x + o] —i—2

1
Kuna [z]| —z+ 5 on tokestatud, siis integraal koondub Re(s) > 0 korral ja iihtlaselt

koonduv igas kinnises hulgas, mis jaddb imaginaarteljest rangelt paremale. Jareli-
kult méarab saadud tulemus analiiiitilise funktsiooni ning see on vordne funktsioo-
niga ¢, kui Re(s) > 0. =
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Lemma 3.7. Riemanni dzeetafunktsioonil on punktis ¢ = 0 korvaldatav katkevus-
punkt. Saame defineerida

Téestus. Kasutame lauset [3.2 ning téhistame s :=1 — s
lim(s —1)((s) =1 < lim s((1 —s) = —1.

s—1 s—0

Kasutades Riemanni dzeetafunktsiooni funktsionaalvorrandit, saame

1 T8
li — lim —2575 L (—)Fl—
lim C(s) = — lim 277" “sin {57 ) (1 = )

— _lim 25*1w3$r(1 —s) (3.16)
s—0 7
1
__L 1
! (3.17)
sin z

Kasutame vorduses (3.16) piirvadrtust lin% = 1. Tulemusest (3.17)) jareldame, et
Z—
punktis s = 0 on Riemanni dzeetafunktsioonil korvaldatav katkevuspunkt. Saame selle

1
korvaldada ning defineerida ¢(0) = —5 ]

3.1 Triviaalsed nullkohad

Lemma 3.8. Riemanni dzeetafunktsioonil on nullkohad vidrtustel s € {—2,—4,—6,...}

Toestus. Teame, et Re(s) < 1 korral on Riemanni dzeetafunktsioon defineeritud jargmi-
selt

__os,__s—1 _: ls _ _
C(s) =2°n 51n(2)F(1 s)C(1 — s).
Asendades s = —2k, kus k € N, saame
w(—2k)
2
= 272k g2k gin (— k) D(1 + 2k)C(1 + 2k).

C(—2k) = 2722k~ Lgip < ) (1 + 2k)C(1 4 2k)

Kuna sin(—km) = 0, siis
¢(=2k) =

Definitsioon 3.9. Riemanni dzeetafunktsiooni triviaalseteks nullkohtadeks nimeta-
takse nullkohti s € {—2,—4,—6,...}.

Definitsioon 3.10. Riemanni dzeetafunktsiooni kriitiliseks ribaks nimetatakse hulka
{s: Re(s) € (0,1), s € C}.

Lemma 3.11. Riemanni dzeetafunkisioonil pole mitte-triviaalseid nullkohti viljaspool
kriitilist riba.



T'éestus. Re(s) > 1 korral kehtib

Kuna koik teguritest on nullist erinevad, siis ei leidu Riemanni dzeetafunktsioonil null-
kohti piirkonnas Re(s) > 1. Funktsionaalvorrandist jareldub, et ka piirkonnas Re(s) < 0

pole mitte-triviaalseid nullkohti.
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Peatukk 4

Riemanni hupotees

If I were to awaken after having slept for thousand years my
first question would be: Has the Riemann hypothesis been proven
-David Hilbert

Bernhard Riemann esitas omanimelise hiipoteesi aastal 1859 ilmunud t&6s Ueber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebemen Grésse. Seda voib sOnastada jargmiselt:
Riemanni dzeetafunktsiooni koikidel mittetriviaalsetel nullkohtadel on reaalosa 1/2.

Hiipotees on piisinud tdnapédevani lahendamata ning see on valitud ka millenniumi iiles-
annete hulka. Jérgnevalt esitame hiipoteesi viisil, nagu seda tegi Riemann aastal 1859.
Enne selle sonastamist, defineerime ksiifunktsiooni, suure ksiifunktsiooni ja teoreemi suu-
re ksiifunktsiooni kuju kohta.

Definitsioon 4.1. Ksiifunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

(s) = 5s(s — DT (5) 73¢(s)
kus s € C\ {1}.

Definitsioon 4.2. Suureks ksiifunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

1
2(t) = ¢ (2 +it> ,
kus t € R.

Lemma 4.3. Suur ksiifunktsioon avaldub jirgmisel kujul

1 ee : t
Et)=¢ (2 + it) = 4/1 . <x%1//(m)) 271 cos <2lnx) dx.
Téestus. Kasutame funktsionaalvorrandi toestusest saadud tulemust (3.12)

S

T (5) 6o = <1-1> " /100<w%<8“> + a2 () dr, (4.1)
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[e.o]

1
kus ¢ (z) = Z e~"'™ Korrutades vorduse mélemat poolt funktsiooniga —s(s—1), saame
n=1
avaldada vordusest ({4.1)) ksiifunktsioonile jargneva kuju

£(s) = % _ 3(12_ °) /IOO ) (237 42T ) da

Jargmiseks, kasutame ositi integreerimist
23 2$ B
/ Y (x ( ) d;v) .
-8

f(s):%— 3(12—3) <¢/($) <23382+2x P >

s 1—s
201z 217z

Kuna x > 0 korral v kahaneb eksponentsiaalselt, siis kehtib llim (1) <2 + . : > =0
—00 S — S

ning

{(s)—;+8(12 )1/1(1)< —i—) / Y (x 1—s)x§+sx%)dm
s e+ [ et (-9 s s a

1

Kasutame ositi integreerimist, saame

[e.e]

£(s) = 5 + (1) + 229/ () (_gﬁ _ zm—%)

1
- /100 di <x21/) (z )) (—230% - 21'_%) dx.

kui z > 0, siis ¢’ kahaneb eksponentsiaalselt ning hm xmﬁ (1) (—230551 — 230_%) = 0.

=00

Saame ksiifunktsiooni jaoks jargneva kuju

€)=+ o) - w22+ [ (oh@) (25 120t e 42

dx

Np(x) +1= \}E <2z/; <i> +1> :

ning vottes x = 1, saame vorduse

Diferentseerides vordust

1
5t (1) +49'(1) = 0. (4.3)
Kasutades tulemust (4.3 vorduses (4.2]), saame

E(s) = /100 % (a:%b’(a:)) 4 (x;gl + x;%) dx
= 4/100 di (x%lbl(x)) 27 <xé(;_;) + x_%(;_é)> dx

> 3 L fexp (3 (s—3)Inz exp(—L(s—3Hnz
:4/1 di<x2¢/(x))x—4< p(3(s—3)ma) +exp(—5(s—3)] )>d:r

2
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1
Fikseerides s = 5—1—1'75 ning kasutades funktsiooni = definitsiooni, saame soovitud tulemuse

£ <; + it) =Z(t) = 4/1OO e <x%1//(:v)) 271 cos (; lnx) dx.

Riemanni hiipoteesi sonastus algupérasel viisil on: Funktsiooni = koik nullkohad on reaal-
sed. See on samavidrne peatiiki alguses esitatud sonastusega.

Jargmiseks sonastame Hardy teoreemi. Seda peetakse {iheks olulisemaks edusammuks
Riemanni hiipoteesi toestamisel. Teoreem ei anna vastust Riemanni dzeetafunktsiooni
nullkohtade paiknemise kohta, vaid viidab, et mittetriviaalseid nullkohti on l6pmatu
palju.

Teoreem 4.4 (Hardy teoreem). Riemanni dzeetafunktsioonil on lopmatu palju null-
kohti reaalosaga 1/2.

Hardy teoreemi toestuse leiab [Tit] lehekiilgedel 214 — 221.
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