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Elastse tala staatika ja diilnaamika
Magistritoo
Artur Lenbaum

Liithikokkuvote

To0 esimeses peatiikis defineeritakse siirde ja deformatsiooni mdisted ning tuuakse sisse
iildistatud joud. Samas tuletatakse ka diferentsiaalvorrandid, mida peavad rahuldama

tildistatud joud.

Teises peatiikis vaadeldakse tala erinevate kinnituste korral ldbipaindeid jaotatud ja

ihtlase koormuse mdjul.

Kolmandas peatiikis vaadeldakse talade vabavonkumist. Sealjuures defineeritakse
omavonkesagedused iildisel juhul ning leitakse konkreetsed vidirtused vabalt toetatud tala

nditel.

Neljandas peatiikis vaadeldakse astmelist tala ja selle pohivorrandeid. Erijuhuna uuritakse

tihtlaselt koormatud konsooltala kéitumist olukorras, kus talas esineb mittelébiv pragu.

Viiendas peatiikis vaadeldakse konsooltala ja wvabalt toetatud astmelist tala ning

lahendatakse ldbipainet kitsendava lisatingimusega optimiseerimisiilesanded.
Marksonad

Siire, deformatsioon, ldbipaine, tala, konsooltala, astmeline tala, vOonkumine, pragu,

optimeerimine.



Statics and Dynamics of an Elastic Beam
Master’s thesis

Artur Lenbaum
Summary

In the first chapter of master’s thesis definitions of displacements, deformations and
generalized forces are introduced. Also the equilibrium equations are derived, which must be

satisfied by the generalized forces.

In the second chapter beams subjected to distributed loads are studied. General

equations are derived for simply supported, clamped and cantilever beams.

The third chapter is dedicated to free vibrations of beams. Here the general meaning of
the natural frequency vibrations is defined and specific values of it for simply supported

beams are found.

In the fourth chapter equations for stepped beams are given. As a special case a

stepped cantilever is examined where there is a part-through crack in the beam.

In the fifth chapter the cantilever and the simply supported stepped beam are

examined. Optimization problems with restrictions are solved.
Key words

Displacement, deformation, deflection, beam, cantilever, stepped beam, vibration, crack,

optimization
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Sissejuhatus

Elastsete kehade pinge-deformatsiooniseisundi uurimine on teema, millel on suur
praktiline tdhtsus inseneriteaduses. Kéesolevas t60s tutvutakse pinge ja deformatsiooni

mdistetega ning uuritakse pingeseisundit talas, millele mdjub ristkoormus.

To6 esimeses peatiikis defineeritakse siirde ja deformatsiooni mdisted ning tuuakse sisse
tildistatud joud tala jaoks (need on membraanjoud, 16ikejdud ja paindemoment). Samas

tuletatakse ka diferentsiaalvorrandid, mida peavad rahuldama {ildistatud joud.

Teises peatiikis vaadeldakse ldbipaindeiilesandeid, kus iihel juhul mdjub jaotatud koormus
vabalt toetatud ja teisel juhul jdigalt kinnitatud talale. Lisaks vaadeldakse tihtlase koormuse

moju segakinnitusega tala ja konsooltala korral.

Kolmandas peatiikis vaadeldakse talade vabavonkumist. Sealjuures defineeritakse
omavonkesagedused iildisel juhul ning leitakse konkreetsed véirtused vabalt toetatud tala

néitel.

Neljandas peatiikis vaadeldakse astmelist tala ja selle pShivorrandeid. Erijuhuna uuritakse

tihtlaselt koormatud konsooltala kditumist olukorras, kus talas esineb mittelébiv pragu.

T6o6 viimases peatiikis vaadeldakse konsooltala ja vabalt toetatud astmelist tala ning

lahendatakse ldbipainet kitsendava lisatingimusega optimiseerimisiilesanded.



I. Tala pohivorrandid

§1. Siirded

Olgu meil keha, mis asub xyz-teljestikus. Vaatleme selle keha sisepunkti A. Mdjugu antud
kehale vilisjoud. On selge, et vilisjou mojul antud keha deformeerub ning punkt A nihkub
xyz-teljestikus. Tahistame selle punkti uue asukoha punktiga A’. Vektorit AA" = (u, v, w)

nimetatakse siirdevektoriks, kus u, v, w on vastavad koordinaadid (Joonis 1.1).

¥

Joonis 1.1. Siirdevektorid

Joonise 1.1 pdhjal vdime tahistada siirdevektori AA’ koordinaadid jargmiselt:

BC = u,
AB = v,
CA' =w.



§2. Deformatsiooni pohikomponendid

Jargnevalt uurime elastse keha 10pmatult vidikest ristkiilikukujulist elementi, mille kiilgede
pikkused on dx ja dy (Joon. 1.2). Teame, et kui kehale mojuvad valisjoud, siis elemendi
sisepunktid nihkuvad, mille tulemusel element deformeerub. Vaatleme kéesoleval juhul
niisugust deformatsiooni, mille korral ristkiiliku kiiljed pikenevad, aga nurgad kiilgede vahel

jaavad tdisnurkadeks.

_]." 3
B'—— ?—————————————————————l C
| |
|
B i I
p | ¢ |
| |
| |
|
a1l |
| |
U ap’
i | | T
A ~ —D D" -
dx
Joonis 1.2. Keha elemendi deformatsioonid
Joonise 1.2 pdhjal voime kirja panna punkti A’ koordinaadid
A'= (u,v). (2.1)

Punktis B' on toimunud siire x- telje sihis u vorra ning y- telje sihis v + A, v vorra. Seega

d 2.2
B’:(u,v+£dy). (2.2)
Analoogiliselt leiame
, ou ov (2.3)
C = (u +adx,l7 +@dy)

ja



du (2.4)

D'=(u+ o dx, v).

Elemendi suhteline pikenemine y- telje sihis on defineeritud kujul [3, 4, 14, 16]

A'B'— AB (2.5)
Ey = T
Vorduste (2.1) ja (2.2) pohjal saame, et
AB'—AB _ 0v (2.6)
AB 0y
Analoogiliselt (2.1) ja (2.4) pohjal
AD'—AD ou (2.7)
AD  0x
Vorduste (2.5) ja (2.6), (2.7) abil leiame
ou (2.8)
Ex = a
ja
v (2.9)
Sy = @

On ilmne, et sarnaselt vordustele (2.8) ja (2.9) kehtib ka

ow (2.10)

SZ—Z.

Suurusi g, €, €, nimetatakse lineaarseteks deformatsioonikomponentideks.



§3. Tala tasakaaluvorrandid

Uurime konstantse paksusega elastset tala. Olgu tala laius b ning korgus h. Vaatleme tala

16pmatult vdikest elementi pikkusega dx, millele mdjub ristkoormus pdx (Joon 1.3).

z¥
Joonis 1.3. Tala labildige

Mehaanikast teame, et elemendile pikkusega dx mdjuvad 15ikejoud Q, membraanjoud N ning
paindemoment M. Neid suurusi nimetatakse iildistatud pingeteks. Elemendile mojuvad joud

on toodud joonisel 1.4.

JLQ
pdx
M
______________________ N+Ndx X
N
M+ M'dx
dx
Y YO+ Q'dx

Joonis 1.4. Tala elemendile mojuvad joud

TasakaaluvOrrandite tuletamiseks vaatleme joudude projektsioone x- ja z-teljel ning
momentide summat elemendi keskpunkti suhtes. Mehaanikas néidatakse [3, 4, 8], et joudude

F, siisteem on tasakaalus parajasti siis, kui



i
1)

I

[e)

ja

S

M; =0,
i=1

kus M; on jou F, moment punkti 0 suhtes.
Sellest saame vorrandid

N'=0,

Q'=-p
ja

M'= Q.

liImselt N = const korral on voimalik esitada toodud siisteem kujul
M" = —p.

Niisugusel kujul esitatud tasakaaluvdrrandit voib leida ka kirjandusest [7, 10, 16, 17].
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II. Tala paindeiilesanded

§1. Hooke’i seadus ja labipaine

Eelmises peatiikis négime, et tala tasakaaluvorrandid on esitatavad kujul

M" = —p. (1.1)
Hooke’i seaduse pohjal
M = —EIw",
kus
=
12

Siin on E- Youngi moodul ning I- inertsimoment.
Asendades Hooke’1 seaduse tasakaaluvorrandisse, saame neljandat jérku vorrandi
EIw" =p(x).

Seda integreerides, voime leida ldbipainde w = w(x).

§2. Vaba toetus

Vaatleme otstest vabalt toetatud tala deformeerumist jaotatud ristkoormuse mdjul, kui
p = p(x). Olgu tala pikkus I. Valime koordinaatide alguseks tala vasaku otspunkti (Joon.
2.1).

11



/__ p(x)

Joonis 2.1. Vabalt toetatud tala

Rajatingimused voime esitada kujul

{M(O) =0 (2.1)
M) =0
ning
{W(O) =0 (2.2)
w(l) = 0.

Momendi avaldise leidmiseks integreerime vorrandit (1.1) x suhtes. See annab

W == bt e @3)
0

Teist korda integreerides saame

xrn 2.4
M = —J;) j;p(f)dfdn+c1x+cz, (24)

kus c; ja c, on suvalised integreerimiskonstandid.

Rajatingimuste (2.1) pohjal
ja

12



a=1 [ | [ p@azan

Seega momendi avaldiseks saame

m=— [ ["peracan+7 [ | [ peeracan

Kui néiteks, p(x) = const, siis (2.5) pdhjal
x
M = p? (l - X)

Libipainde avaldise leidmiseks avaldame Hooke’i seadusest w'’:

" _ M
w = El

Asendades avaldisse iilal leitud momendi M, saame

W' = —%(— fo ' fo p@dgdn + 7 fo | fo np(f)dfdn)

Integreerides leiame

v [ [ [roasanay + 5[ ["oierasan+c.)

ja

W= —$<— fo ' fo ’ fo ’ fo (€ dédndydz + g fo | fo "p(©)dedn + cox + c4>.

kus c3 ja c4 on suvalised integreerimiskonstandid.

Rajatingimuste (2.2) pohjal

ja

13
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(2.6)



o=7f | [ [ [ r@asanavas— | | [ p@azan

Asendame c3 ja c, iilal toodud ldbipainde avaldisse, saame

W= %( fo ' fo Z fo ' fo () dedndydz + (2—?—’9 jo | fo p(@©)dgdn
+5 fo | fo Z fo ' fo np(f)dfdndde)

Paneme tdhele, kui p(x) = const, siis saame labipainde avaldise 10plikuks kujuks

1 p , pl 5, pbP
W———<—ﬁx +Ex —ﬁx .

§3. Jaik kinnitus

Vaatleme jidrgnevalt mdlemast otsast jdigalt Kinnitatud tala. Olgu tala pikkus [ ja

koordinaatide algus asugu nii nagu eelmises paragrahvis tala vasakus otsas (Joon. 2.2).

/__ p(x)

0 l
x
________________________________________________ +
Joonis 2.2. Jdigalt kinnitatud tala
Rajatingimused on niiiid
w(0) =0 (3.1)
w'(0) =0
w(l) =0
w'(l) = 0.

14



Momendi leidmiseks kasutame vordust (2.4).

Konstantide c¢; ja c, médramiseks antud juhul rajatingimusi ei ole. Seetottu peame Hooke’i

seaduse Kirjutama kujul

" 1 K (3.2)
w'===(= [ [ p©dsan+eix+c )
El o Jo
kus c; ja c, on suvalised konstandid.
Integreerides x suhtes saame
, 1 xryom x? (3.3)
w=—-— —f j j p(&)dédndy + ¢c; — + c;x + ¢3
El 0o Jo Jo 2

ning
1 X 0z 0y N x3 x? (3.4)
w=—— —f f f fp(f)d{dndydz+cl—+cz—+c3x+c4.
El 0o Jo Jo Jo 6 2

Kuna rajatingimuse (3.1) pdhjal w'(0) = 0, siis vordusest (3.3) jareldub, et
c3 = 0.

Tingimus w(0) = 0 koos vordusega (3.4) annab, et
cy = 0.

Kasutades rajatingimusi w(l) = 0 jaw'(l) = 0 leiame (3.3) ja (3.4) abil
12 /1 % Yy Lz ry m
c=p (3 ) [ [ peasanay [ [*[" [ pccrasanayas)
0J0 Y0 0+J0 Y0 Y0
ja

o=a(-3 [ [r@dsanar+ [ [ [ 'p(6)dcanayaz )

Asendades konstandid, leiame labipainde kujul

15



1 X zZ y n
w=—ﬁ<— [ [ [ prasanaya
0o Jo Jo Jo
L rz ry 3X2 2x3
[ [ [ perasanava (3 -2 )
0Jo Jo Jo
L ry x3 xZ
#[ [ [ peerasanay (- 5))
0Jo Jo
Juhul, kui p = const, siis saame labipainde avaldise 16plikuks kujuks

__ (P 4 P PP,
v EI( 20 T @)

§4. Uhest otsast vaba toetus ja teisest otsast jiik kinnitus

Uurime jargnevalt tala, mis on vasakust otsast jdigalt kinnitatud ning paremast otsast vabalt
toetuv. Olgu tala pikkus [ ja koordinaatide alguspunkt tala vasakus otspunktis (Joon. 2.3).

Mojugu talale iihtlaselt jaotatud ristkoormus p(x).

R

0 [
X
_________________________________________________ _.,.
by
Joonis 2.3. Vasakult jdigalt kinnitatud ja paremalt vabalt toetatud tala
Rajatingimused on esitatavad kujul
w(0) =0 4.2)
w'(0) =0
w(l) =0
M(l) = 0.

Momendi avaldise (2.4) ja Hooke’i seaduse (2.6) pohjal saame

16



w' = —%(—gxz + cyx + cz).

Integreerides x suhtes saame, et

, 1/( px3 cyx?
w =——= —T+T+C2X+C3

ja

(4.2)

1/ px* cox3 cx?
w =

AT + 6 + > +c3x+c4>,
kus cq, ¢3, c3 ja c, On suvalised integreerimiskonstandid.

Kasutades rajatingimusi (4.1) ndeme, et
ja

Kasutades vordust (2.4) ja rajatingimust (4.1) saame integreerimiskonstandi ¢, avaldada kujul

_pt
C = 7 — Cll.

Asendades c, vordusesse (4.2) saame

1/ px* c¢x3 (pl? x? (4.3)
W"ﬁ(‘ﬁ*?* —Z a7 )

Kasutades rajatingimust (4.1) ja vordusest (4.3) saame, et

5
c1 :§pl

ja

17



pl?

Cr = 8

Seega saame labipainde avaldise 16plikuks kujuks:

1 p , Spl . pl* ,
W———<—ﬁx +EX —1—6X .

§5. Konsooltala

Vaatleme konsooltala, mille vasak ots on jéigalt kinnitatud ja parem ots on vaba (Joon. 2.4).
Olgu tala pikkus [ ning m&jugu talale tihtlaselt jaotatud ristkoormus. Asugu koordinaatide

alguspunkt tala vasakus otspunktis.

L

0 l
x
_________________________________________________ +
Joonis 2.4. Konsooltala
Rajatingimused on meie niite puhul
M) =0 (5.1)
M'()=0
w(0) =0
w'(0) = 0.
Momendi avaldise (2.4) ja Hooke’i seaduse (2.6) pdhjal saame
N AN (5.2)
w' = _E(_Ex +cx+ cz),

kus c; ja c, on suvalised integreerimiskonstandid.

Kasutades vordust (2.3) ja rajatingimust (5.1) saame, et

18



c; =pl.

Asendades c; vordusesse (2.4) ning kasutades rajatingimust (5.1) leiame c,:

pl?

Cy = 2

Asendades ¢, ja c, vordusesse (5.2) votab niitid vordus kuju

ja

1 /[ px* plx® pl?x?
W__E<_24+ 6 4 T4

kus c3 ja cs on suvalised integreerimiskonstandid.
Kasutades rajatingimust (5.1) on selge, et

c3=0
ja

cy = 0.

Seega saame ldbipainde avaldise 10plikuks kujuks:

w =

24+6 4

1/ px* plx® pl®x?
El '

19



II1. Tala vonkumine

§1. Sissejuhatus

Selles peatiikis tutvume pogusalt tala vonkumist kirjeldavate pShivorranditega. Lineaarsete
vonkumiste korral eristatakse vabavonkumist ja sunnitud vonkumist. Selles t66s piirdume

esimesega.

Vabavonkumine tekib, kui elastne keha viiakse tasakaaluasendist vélja ning seejérel vilisjoud
eemaldatakse. Sellest tulenev vonkumine on igale elastsele kehale iseloomulik néhtus, mis
sOltub {iksnes keha geomeetriast ja materjalist. Vabavonkumise sagedust nimetatakse

omavonkesageduseks.

§2. Pohivorrandid

Meenutame, et asendades Hooke’i seaduse tala tasakaaluvdrrandisse, saame vorduse (siin
eeldame, et EI = const)
g1 d*w 0 (2.1)

— = p(x).

dx* P
Vaatleme niitid juhtu, kus tala viiakse tasakaaluasendist vélja ning eemaldatakse seejdrel
vilisjoud. Ilmselt hakkab tala vonkuma itimber oma tasakaaluasendi. Seda vOnkumist voib
vaadelda kui ajaliselt muutuvat tala painet, kus koormuse g mingil ajahetkel vdime

d’Alembert’i printsiibi pohjal defineerida kui

q =—mw,
kus

. 0%w

W= e

jam on tala mass pikkusiihiku kohta (massi intensiivsus).

20



Samuti saame ajast sdltuvana defineerida ka joufunktsiooni p = p(x,t). Seega, vdttes
eclnevat arvesse, saame vorduse (2.1) esitada kujul
o*w 9%w (2.2)

Elmzp(x,t)—m-w.

Vaottes niitid vabavonkumise tdttu p(x, t) = 0 saame vorrandist (2.2), et

£l o*w N ’w 0 (2.3)
oxt T ez T

Kirjanduses eeldatakse sageli (vt., nditeks, [3]), et w(x,t) = f(x) - ¢(t), kus esimene tegur

soltub ainult koordinaadist ja teine ainult ajast t. Sellisel juhul
w' = f'(x)(t)
ja
w" = f"()e(),
w" = () (1),
w! = fI" () ().
Analoogiliselt leiame
w = f(x)p(t)
ja
w = )@ ().
Eraldades niimoodi muutujad vorrandis (2.3) saame
EL- f"(x)p() + m- f(x) - $(t) = 0. (2.4)

Jagades vorrandi (2.4) 1abi avaldisega m- f(x) - @(t) saame eraldada muutujad nii, et
vorduse iihel pool sdltuvad funktsioonid ainult koordinaadist x ja teisel pool ainult ajast. Peale

1abi jagamist votab vordus (2.4) kuju

21



EI-fV(x) ¢ (2.5)
m-f(x) )

Kuna vorduse (2.5) mdlemad pooled peavad vorduma suvaliste x ja t korral, peavad mdlemad
pooled kujutama endast konstantset suurust. Seda konstanti tihistatakse w?. Suurust w

nimetatakse omavonkesageduseks.

Seega
ELfV() _
m-f(x)
ning
_eW0 _ o
@(t) '

§3.Vabalt toetatud tala omavonkumine

Vaatleme vabalt toetatud tala, mille massi intensiivsus m ja inertsimoment I on konstantsed.

Vorrandi (2.5) pohjal saame

mw? B (3.1)
——f) =0,

G0 -

Tahistame

ma)z _ (77)4, (3-2)

mis véimaldab anda vorrandile (3.1) uue kuju

4
0 - (3) e =o. ¢9

See on konstantsete kordajatega lineaarne neljandat jarku harilik diferentsiaalvorrand. Selle

lahendamiseks koostame karakteristliku vorrandi

22



1- () 0.
Siit leiame
().
millest saame, et
i=s?
kui 22 > 0 ning
A=+l
l
kui A2 < 0.
Seega karakteristliku vorrandi juured on
P ii%
ja
g = i%

IImselt imaginaarsetele juurtele vastavad diferentsiaalvorrandi (3.3) erilahendid

fi= sin%x, f> = cos %x

ja reaalsetele juurtele

£ = sh%x, fi = ch?x.

Teatavasti lineaarse vorrandi tldlahend on esitatav sOltumatute erilahendite

kombinatsioonina [10.]

23
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Seega vorrandi (3.3) tildlahendi saab vélja kirjutada kujul

X X X X
f(x) = Bysin UT + B,cos UT + Bzsh UT + B,ch nT’ (3.4)

kus B4, B,, B3, B, on suvalised konstandid.

Vabalt toetatud tala rajatingimuste ja vorrandi (3.4) pohjal saame jargmised neli vorrandit:

B, + B, =0, (3.5)
—Bz + B4, = 0,

Bysinn + Bycosn + B3shn + Bychn =0,

—B;sinn — Bycosn + Bsshn + By,chn = 0.

Vorranditesiisteemi (3.5) esimesest kahest vorrandist ndeme, et B, = B, = 0. Kuna kahe

viimase vOrrandi kordajatest moodustatud determinant peab vorduma nulliga, siis saame
2-sinn-shn=0. (3.6)

Vorrandi (3.6) lahendi n = 0 korral vonkumised puuduvad, mistSttu see meile hetkel huvi ei
paku. Kui aga n # 0, siis ilmselt ka shn # 0. Seega saame vdorrandi (3.6) kehtimiseks

tingimuse
sinn =0, (3.7)
millest selgub, et
n = m,2’m, ..., 7. (3.8)

Vorranditest (3.2) ja (3.8) saame seega omavonkesageduste kujuks

kusj=1,..,n.

Kuna omavdnkumistele vastavate 1 véartuste korral sinn = 0, siis vorranditesiisteemi (3.5) ja

tingimuse sh n # 0 pohjal jareldub, et B; = 0.
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Seega saame vorrandist (3.4), et j-ndale omavonkesagedusele vastava vonkumise kuju on

sinusoid

TTX
fi = sin]—. (3.9)

Kahele esimesele omavonkesagedusele vastavad peavongete kujud on toodud joonisel 3.1.

Joonis 3.1. Vabalt toetatud tala omavonked
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IV. Astmeline tala

§1. Pohivorrandid

Eelmistes peatiikkides uurisime tihtlase paksusega tala ldbipainde vorrandeid. Parktikas v3ib
aga materjali kokkuhoiu mdttes olla otsetarbekam kasutada tala, mille modtmed eri

piirkonadades on erinevad. Uheks selliseks juhuks on astmeline tala.

Hooke’i seadusest teame, et

,_ M (L1

kus tala modtmetest soltuvaks teguriks on inertsimoment /.
Lihtsuse mottes fikseerime tala laiuse b ning vaatleme muutuva kdrgusega astmelist tala.

On selge, et niitid votab vordus (1.1) kuju

M
W” =——
EJ
kusj = 0..n — 1 jan on astmete arv ning
bhj3
V)

§2. Astmeline konsooltala praoga

Vaatleme vasakult jdigalt Kinnitatud praoga astmega konsooltala pikkusega [. Olgu
koordinaatide alguspunkt tala vasakus otsas ning mojugu talale iihtlane ristkoormus p.
Paiknegu aste punktis a (Joon. 4.1) ning asugu selles ristldikes mitteldbiv pragu pikkusega c.
Prao mdju tala kditumisele modelleerime nii, nagu on soovitanud Anifantis ja Dimarogonas

[1, 2]. Sama meetodit on kasutatud ka toodes [35, 6, 9, 15].
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Vastavalt sellele metoodikale eeldatakse, et iga x € [0, 1] korral on pidevad M(x),Q(x) =

M (x) jaw(x), aga w' omab Idpliku hiippe selles ristldikes, kus asub pragu. Seejuures
0 =—-K- -M(a),
kus K on mingi konstant ning
o=w'(a+)—w'(a-).
Dimarogonas [2] sidus konstandi K pinge intensiivsuse koefitsiendiga prao tipu juures ja

1

)

K =
kus C on tala jareleandlikkus [12, 13].

Eelnevast jareldub, et

w'(a+0)=w'(a—0)+KELw'(a+0).

(2.1)
l l p(x) l
v v
0 [
I
cl
x
————————————————— -i—a————————————————————-——————————+
|
Joonis 4.1. Praoga astmeline konsooltala
Varasemast (IIpt. §5) teame, et rajatingimused avalduvad kujul
M) =0 (2.2)
M) =0
w(0) =0
w'(0) =0

ja momendi avaldiseks saame
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M=-Lu-12 (2:3)
2
Hooke’i seaduse pdhjal saame lébipainde jaoks vorduse
M
-, x € (0,a) (2.4)
" EIO
w =
- € .
CE X (a,1)
Seega peame libipainde avaldise leidmiseks vaatama kahte eraldi piirkonda.
Piirkonnas x € [0, a] saame (2.4) pdhjal, et
2 2
T X l (2.5)
w' = EIO< > + Ix 2).
Integreerides vordust x jargi leiame
3 2 2
, p x> Ixc 1 (2.6)
===t —=——= B
v E10< 6 2 2x>+ !
ning ldbipainde avaldiseks saame seega
4 32
p X Ix =, (2.7)
= (- =——-= B;x + B
w EI()( 24+6 4x>+ 1X + By,

kus B, ja B, on suvalised integreerimiskonstandid.
Rajatingimuste (2.2) pdhjal on lihtne néha, et
B,=0
ja
B, =0.

Analoogiliselt vordustele (2.6) ja (2.7) saame piirkonnas x € [a, [], et
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x3  Ix? I3 2.8
ja

xt I3 12 2.9
p(‘ﬁ*?‘z’“Z)%“B‘“ -

kus B; ja B, on suvalised integreerimiskonstandid.

Lébipainde pidevuse ja selle esimest jarku tuletise hiippe (2.1) tottu punktis a saame (2.4),
(2.6) ja (2.8) pdhjal, et

3 2 3 2
p a> L, 1 _p a L, p ) (2.10)
( +=-a a)— ( 6+2a Za +B;—K > (a=1D

Vorduse (2.10) pdhjal saame, et

3 2

_py1 1) a L, 1 p 5 (2.12)
B3_E<11 10< 6+2a > a +K2 (a—=D"~.

Niiiid vorduste (2.11) ja (2.12) pohjal leiame B,:

1 1

N Y O R S N (2.13)
B4 E<Il IO><8a 3a +4a> K 2 a (a l) .

Seega saame vorduste (2.9) ja (2.12), (2.13) pohjal labipainde avaldise kirjutada kujul

_p x“_l_lx3 12x? +p<1 1) a3_|_la2 I’a _I_OL4 1013_}_l2a2
YETEL\ 2276 T4 JTEL L) P\Te T2 T2 ) T8 T3 T |
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V. Muutuva korgusega tala optimiseerimine

Eelmistes peatiikkides vaatlesime peaasjalikult talade ldbipaindeid soltuvalt nende
Kinnitusviisidest. Lihtne on ndha, et leitud vorrandite labivate tegurite hulgas méngivad olulist
rolli ka tala modtmed. Praktikas on aga koiksugu konstruktsioonide puhul materjali kulu
minimiseerimine tihtilugu ks pdhilisi eesmérke. Ilmselt osutub seejuures oluliseks
kitsenduseks ka tolereeritav tala ldbipaine. Leidmaks konkreetse eesmérgi jaoks tala

optimaalsed mdotmed kasutatakse optimeerimismeetodeid.

§1. Homogeense ristldikega tala optimiseerimine

Piitiame leida optimaalset materjali jaotust konsooltalas, kui koormuseks on iiksikjoud P tala

vabal otsal. Antud juhul avaldub paindemoment kujul [7]
M =P(x—1).
Hooke'i seadus annab
EIl-(—w'") =P(x—1).
Tuues sisse faasimuutujad y,, y, seostega y; = w; y, = w', saame pohivdrrandid kujul

y,1 =Y (11)

—12P

Eesmirgiks on minimiseerida materjali kulu. Seega minimiseeritav funktsionaal on

l
] = J bh(x)dx. (1.2
0

Andes ette ldbipainde vabal otsal, vdime rajatingimused esitada kujul
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y1(0) = y,(0) = 0; y; (1) = wy. (1.3)

Siin on juhtimiseks muutuja h(x) ja faasikoordinaadid on y;,y,. Koostame laiendatud
funktsionaali (vt. [7])

—fl{bh+ 'y —y,) + <'+12—P(—z)>}d
Jo= ; Y1y —y2) + Y2 (¥ 3 & X.

Varieerides laiendatud funktsionaali, leiame
l : , 31, 12P
8]. = f {bc?h ~ Y 1671~ Y16y2 =Y 58y — o (x = 1)5’1} dx
0
!

+ (WY16y1 +26y,) .

Vordsustades selle nulliga ning arvestades (1.3) ndeme, et §y;(0) = §y,(0) =6y, (1) =0,

mistottu

(1) = 0. (1.4)
Siit saame kaasmuutujad
Y1 =Y = const, (1.5)
Py =Ax — 1)
ning optimaalsuse tingimuse
36y,P
b — Ebh? (x—=0=0.
Viimase vorduse pdhjal
36A4P\/* (1.6)
=(Eb2> Vi

Asendades paksuse (1.6) tagasi pShisiisteemi, saame
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Y1 =y (1.7)

12P ( Eb2 \** B
Yo =77 (L=
Eb \36AP

Integreerides siisteemi (1.7), leiame

12Ph2\"* 14 4 (1.8)
= 21— \3/2 _ 2 33/2 1/2
" <Z7A3E> [3 (=) =g+ 2 x]
12Pp2\"*
Yy = <E27A3) [~2VT =% + 2V
Rajatingimuste y; (1) = w, kohaselt
12b2p\"/* 23 (1.9)
= —— =12
0~ \E2743 377
Siit tuleb
1202P\""* 3w, (1.10)
27A3E TN
Asendades teguri (1.10) y; avaldisse, leiame
x\3/2 3 x (1.112)
Seejuures
34 (12P\'/3 2. (2 4/3 (1.12)
b (E) (3_wo> '

Avaldades siit A ja asendades seosesse (1.6), saame optimaalse paksuse kujul

2413p\'? X >
h= 3woEDb 1_7=h0.(1_€) '
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kus

Integreerides leiame kogu ruumala

1
2
V= blf ho(1 —&)Y2d & = bhyl '3
0

Seega optimaalne ruumala on

1/3

V—Zbl2< 8P )
-3 woEb

§2. Vabalt toetatud astmeline tala

Vaatleme stimmeetrilist astmega vabalt toetatud tala pikkusega 2[. Olgu koordinaatide
alguspunkt tala keskpunktis ning astme koht siimmeetriliselt punktides a ja -a (Joon 5.1).

MGdjugu talale iihtlane ristkoormus p.

Joonis 5.1. Astmega vabalt toetatud tala

Rajatingimused vdime meie ndite puhul kirja panna jargmiselt:

M'(0) = 0 (2.1)
M()=0
w'(0) =0
w(l) = 0.

Teises peatiikis nditasime, et
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M =—px+c¢
ja

x? (2.2)
M = —p7+ c1x + cy.

Rajatingimustest (2.1) on ilmne, et
1 = 0
ja

lZ
C = pE

Seega votab momendi avaldis (2.2) kuju

x? 12
M=="z772

ning Hooke’1 seaduse pohjal

M (2.3)
- E_IO' x € (0,a)

M

k—E—Il,x S (a,l).

4 —

Lébipainde avaldise leidmiseks peame seega vaatama kahte eraldi piirkonda.
Vaatleme esiteks piirkonda, kus x € (0, a).

Vorduse (2.3) saame niiiid esitada kujul

L p x2 lZ
Y mEL\2 T 2)

Integreerides seda x jargi saame
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ja

p [x* 1 x?
W=E—I0 ﬁ_ET +le+BZ'

kus B, ja B, on suvalised integreerimiskonstandid.

Rajatingimusest (2.1) saame, et

=)
[y

I

o

Piirkonnas x € (a, l) vdtab vordus (2.3) kuju

L p x2 lZ
WTEL\2 T 2)

Integreerides x jargi saame, et

TN A P
WTEL\e 2%)TFe

ja

p [x* I x? (2.4)
W:E—I1 ﬁ—§7 +ng+B4,

kus B; ja B, on suvalised integreerimiskonstandid.

Rajatingimustest (2.1) ja vordusest (2.4) avaldame integreerimiskonstandi B,:

_op (1t (2.5)
By = E11<24 )~ Bt

Kuna tala lébipaine ja selle esimest jarku tuletis peavad punktis a olema pidevad, saame

vordused:
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3 2 3 2
p (a® I p (a® I (2.6)
Sl |z _- B
EIO<6 2a> E11<6 2a>+ 3

ja
4 2.2 4 2.2
p [a* l‘a _p (a" la (2.7)
E10<24 4>+BZ_E11<24 4>+B3a+B4'
Vordusest (2.6) saame, et
pr1 1\ [a® [? (2.8)
B =2(E-1).(2-L0)
E\l, L) \6 2
Asendades Bs avaldisse (2.5) leiame B,:
p 51* p [(a® I? 1 1 (2.9)
PO T T L Y S
El, 24 E \6 2 Iy L

Vorduste (2.7) ja (2.8), (2.9) pdhjal saame, et

p 51* p /1 1\ [a* a3l [1?a® [%a
I N N G |
EL 24 E\l, L) \8 6 4 "2

§3. Vabalt toetuva astmelise tala optimiseerimine

Vaatleme eelmises paragrahvis uuritud astmelist tala. Olgu antud juhul tegemist ideaalse
kahekihilise talaga (Joon. 5.2).

- T — ]

Y
o
b J

Joonis 5.2. Ideaalse kahekihilise tala ristldige
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Kirjandusest teame, et sel juhul avaldub inertsimoment I kujul

- H? (3.1)

kusj=0,1.

Meenutame, et ldbipainde vorrandiks saime eelmise paragrahvi pdhjal

4 2 2
_p (x" 1I°x (3.2)
W_EIO<24 2 2>+BZ’
kus
_p 51" p (1 1) at a3l l2a2+l3a (3.3)
27EL 24 "E\l, L) \8 6 4 2 )

Ilmselt saavutab iihtlaselt koormatud tala maksimaalse ldbipainde keskpunktis x = 0.

Vordusest (3.2) saame, et

p 51* p /1 1\ [a* a3l [?a® [Pa (3.4)
E (1 I ) ' )
o h

WO =g 22t E

Minimiseerimaks tala materjali kulu, peame optimaalse juhtimise teooria pdhjal lahendama

funktsionaali / = V minimiseerimise iilesande lisatingimusel
w(0) = w, (3.5)
kus w, on konstant ja V tdhistab tala ruumala.

Lihtsuse méttes fikseerime tala laiuse selliselt, et 4b = 1. Lisaks vOime jétta arvestamata tala

kihte ihendava osa. Sel juhul saame tala ruumala vaadelda kui kolme muutuja funktsiooni
V(a, ho, hy) = (ahg + hi(l — ). (3.6)
Kasutame vordust
Jo=]+24-(w(0) —w,). (3.7)
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Diferentseerides a ja hy jargi leiame

11
ho—h1+/1-<p (———)-(a3—a21—12a+z3)>=0

2E \I, I
ning
l—a+1(—L  (@a=D3 @Ba+5))=0.
12EbH?h?

Jagades vorrandi (3.9) lébi avaldisega (I — a), saame

Ap
1o— " . (qg-—
12Ebm7Re

Avaldades siit 1 saame

B 12EbH*hi
" p-(a=D2-Ba+50)

Leiame h,

_ (3a+51)-hy
V" 12 @@+

Seega saame vorduse (3.6) taandada kahe muutuja funktsiooniks

V(a, hy) = (ahy + b1 — a)).

§4.0Optimiseerimisiilesanne

D?-(Ba+50) =0.

(3.8)

3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Vaatleme eelmises paragrahvis toodud astmega kahekihilist tala. Defineerime kitsendustega

ilesande ja leiame optimaalse lahendi kasutades tarkvara Mathcad Prime 3.1. Fikseerime tala

pikkuse 21 =1 meeter ja laiuse valime nii, et 4b = 0,1 meetrit. Lisaks fikseerime tala

kandvaid kihte iihendava materjali osa korguseks H = 1 cm. Leiame suvalised vairtused

optimeeritavatele muutujatele a ja hy selliselt, et maksimaalne ldbipaine oleks w, = 5 cm.

38



Saame algandmed: astme kaugus tala keskpunktist a = +£0,25 m, hy = 33,5 mm, h; = 12,1
mm. Kandvate kihtide ruumala V = 1,1399 L.

Realiseerides ruumala minimiseeriva programmi saame, et optimaalse tulemuse korral: astme
kaugus tala keskpunktist a = +0,319 m, hy = 29,2 mm, h; = 10,3 mm. Kandvate kihtide
ruumala V=1,117 L.

Defineerime suhted

Varieerides tala pikkust on niha, et suhted y ja a ei muutu. Néitlikustamiseks on optimaalsed
tulemused toodud tabelis (Tabel 1).

Tabel 1. Kitsendustega iilesande optimaalsed lahendid.

4b| 1 |H | a | hy | hy | V

0,1/0,4 |0,01]0,255]0,012 |0,0042 0,366
0,1]0,45(0,01[0,287]0,019 |0,0067 | 0,6596
0,1/0,5 [0,01/0,319]0,0292(0,0103 |1,117
0,1/0,55(0,01[0,35 |0,0427|0,015 |1,7989
0,1/0,6 |0,01[0,383[0,0605 |0,0213 |2,7795

(koik vaartused on toodud meetrites, v.a ruumala, mis on liitrites).
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