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摘要: 针对由双三次 Hermite 插值所生成的 DEM 数据，提出了一种新的传播误差估计方法。传播误差估计

模型所适用的空间对象包括: 线、不规则三角网( TIN) 和规则格网等 DEM 数据。基于统计学中的误差传播

定律，推导出了由非线性插值方法所生成 DEM 的误差传播公式。最后，将由双三次 Hermite 插值方法所生

成 DEM 的传播误差与先前研究中采用线性插值所生成 DEM 的传播误差进行对比分析，由此可以更加全

面地掌握通过线性插值或者非线性插值方法所生成 DEM 的误差传播规律。该成果可用于指导对实际生

产 DEM 产品过程中插值方法的选择。
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Propagated Error Analysis of Digital Elevation Models Generated by
Bi-Cubic Hermite Interpolation Methods
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Abstract: This paper presents a new development technique in the estimation of the propagated error of DEMs， inter-
polated by the Hermite bi-cubic interpolation method． Propagated error estimation models are first identified for spa-
tial objects including line， TIN， and rectangular grid DEM． The approach adopted is based on the error propagation
law in statistics so as to derive the propagated error of DEMs from this nonlinear interpolation． Finally， the propaga-
ted error of DEMs interpolated by the bi-cubic Hermite method derived from this study is compared with the propaga-
ted error of DEMs interpolated by bi-linear methods， given by earlier studies． Hence， a full picture of propagated er-
ror of DEMs， regarding error propagated from original nodes， obtained by linear and non-linear methods， is now a-
vailable． This result can serve as a guideline for interpolation method selection in practical DEM production．
Key words:DEM; bi-cubic Hermite interpolation; propagated error; error propagation law; average error

数字高程模型( DEM) 是表达地球表面地形

的常用方法，其表征形式多样，既可以是不规则三

角网( TIN) ，也可以是规则格网( Ｒectangle) 形式。
DEM 广泛应用于众多领域: 如数字地球、虚拟城

市、城市规划、地形学、景观分析和土木工程等。
DEM 的相关研究工作主要集中在下列两个方向:

1) 开发适用于特定地形的 DEM 生成方法等; 2 )

DEM 精度估计。本文着重于第 2 个研究方向，并

把该研究结果与文献［1］的工作进行了对比。
DEM 表面可以通过对采样点使用插值算法

来获得。在这些插值算法中，双线性插值方法尤

为常用，因为它最为简便易用。然而在实际应用

中，还需要考虑 DEM 插值方法的精度估计。影响

DEM 插值表面总体精度的因素有两类: 1 ) 采样
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点的传播误差，即在插值过程中的传播误差估计;

2) 在插值建模过程中产生的插值模型误差。本

文侧重于对第 1 个误差来源的研究。
事实上，由于双三次 Hermite 插值方法使用

了一些辅助信息如每个采样点的局部 Z 梯度，所

以该方法通常优于双线性插值方法的效果。但是

其先决 条 件 至 关 重 要，因 为 从 传 统 检 查 点 ( 如

DGPS) 中获取坡度信息比较困难［2］。然而，现代

扫描技术已经可以获取 DEM 表面面片 ( 易于获

取局部梯度) 代替孤立点来计算 DEM 的垂直精

度。坡度信息的容易获取极大地推动了高精度插

值算法的发展，从而使得实际应用变为现实，尤其

是在 GIS 中的 DEM 生成算法的选择方面。
DEM 插值算法的精度估计方面已经有了一

些研究。Ｒees 研究了 DEM 插值方法在生成更高

DEM 分辨率方面的应用［3］，实例验证表明简单双

线性或双三次插值有足够好的插值精度。而 Kid-
ner 认为高阶插值技术比双线性插值算法精确得

多［4］。Shi 结合双线性插值和双三次插值方法，

提出一种 DEM 混合插值方法［5］; 实验结果显示，

混合插值方法对不同类型地表插值生成 DEM 均

适用。需要指出的是，在该研究中假设采集后的

DEM 原始数据是没有误差的，从而影响 DEM 精

度的主要误差来源是由插值模型误差造成的。
值得注意的是，DEM 精度也经常受到原始数

据点误差传播的影响。在这个背景下，也有一些

关于 DEM 传播误差估计的研究。Li 和 Zhu 获取

了基于双线性插值方法的 DEM 规则格网的平均

误差［6］。Zhou 和 Liu 讨论了基于网格的 DEM 坡

度与地貌重建的误差分析［7］。Shi 提出了基于高

阶插值算法的 DEM 传播误差估计模型［8］，采用

一阶差分代替导数进行数值简化。Zhu 等获取了

基于线性插值模型的 TIN 平均 DEM 精度［9］。文

献［1］进一步计算了基于双线性插值函数的 TIN
模型和格网模型的平均线性精度。

延续以往 DEM 传播误差估计的研究，相关研

究仍需继续深入，包括: 1) 基于非线性插值方法

对 1D，TIN 和规则格网等 DEM 数据传播误差的

系统研究; 2 ) 考虑数据 点 之 间 误 差 相 关 性 的

DEM 传播误差模型。这些也是本文提出的研究

目标。本文的分析基于面元展开，面元是本文的

基本空间对象，即分别对应于一维的线段、二维的

TIN 和规则格网。很明显，在各对象间相互独立

的假设下，本文的研究结果可以从一个面元扩展

到其他所有面元，最终扩展到整个地形。

1 插值方法

在地理信息系统( GIS) 中，通常基于 DEM 中

的已知数据点，用插值方法来估计未知点的高程

值。插值方法一般可以分为线性插值［1］和非线

性插值［4］。而且，这两种插值方法经常被用于生

成各类不同的地形曲面。双线性插值和双三次插

值是线性和非线性插值方法中的两种典型算法。
连续性是插值方法选择时需要考虑的因素之

一。相关的连续性包括零阶 ( 高程收敛) 、一阶

( 导数收敛) 和二阶连续性。线性插值一般只保

证了零阶连续性。连续性可能会影响 DEM 的应

用，例如当添加光照时只保证零阶连续的 DEM 表

面看起来不够光滑。连续性也是考虑使用非线性

插值方法的因素之一。
1． 1 基于三次 Hermite 方法的线段插值

如图 1 所示，这里对线段的插值其实为分段

三次多项式插值。设 A 和 B 是平面区域的两个节

点，其坐标分别是 A( x1，h1 ) 和 B( x2，h2 ) ; h1 和 h2

是两点的高程值，一阶导数分别是 h'1 和 h'2。这

两点的( 分段) 三次插值函数定义为［10］

c( x) = ( 1 － 2
x － x1
x1 － x2

) (
x － x2
x1 － x2

) 2h1 +

( 1 － 2
x － x2
x2 － x1

) (
x － x1
x2 － x1

) 2h2 +

( x － x1 ) (
x － x1
x1 － x2

) 2h'1 +

( x － x2 ) (
x － x1
x2 － x1

) 2h'2 ． ( 1)

式中，导数 h'1 和 h'2 可通过数值计算获得，如差分

法。幸运的是，现代激光扫描技术 ( 如地面激光

扫描) 能获取表面面元( 为获取局部梯度做准备)

而不是简单的孤立点来计算 DEM 的垂直精度。

图 1 根据两个节点的已知高程来进行三次插值的例子

为简便起见，将线段长度表示为 s = x2 － x1，

分割比 α = ( x － x1 ) / s，式( 1) 可以改写为

c( x) = ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2h1 + ( 3 － 2α) α2h2 +
sα( 1 － α) 2h'1 + s( α － 1) α2h'2 =
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p1h1 + p2h2 + q1h'1 + q2h'2 ． ( 2)

其 中，p1 = ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2 ; p2 = ( 3 －
2α) α2 ; q1 = sα( 1 － α) 2 ; q2 = s( α － 1) α2。
1． 2 基于双三次 Hermite 方法的 TIN 插值

TIN 的双三次插值过程比线性插值或三次插

值要略显复杂。设 A，B 和 C 是 TIN 模型上的 3 个

给定节点，坐标分别为 uA = ( xA，yA ) ，uB = ( xB，yB )

和 uC = ( xC，yC ) 。这3 个点组成三角形△ABC，相

应的高程值为 hA，hB 和 hC。下面推导 TIN 模型的

双三次 Hermite 插值公式。考虑如图 2 所示的

TIN 面元，以及在 TIN 范围内随机分布的点 uP =
( xP，yP ) 。首先在 TIN 面元上通过该点绘制一条

平行于某条边的线段，线段左端点( 连接 A 和 B 的

一端) 用 D 表示，线段的右端点( 连接 B 和 C 的一

端) 用 E 表示。对于线段 DE→ 上的随机点 uP =
( xP，yP ) ，设点 P 到左端点的距离与线段总长度的

比例为 β。该随机点也可以看成服从线段上的均

匀分 布。 两 个 随 机 变 量 α 与 β 是 独 立 的，即

Cov{ α，β} = 0。

图 2 曲面 TIN 的双三次插值

如何基于三角点的地形信息( 同时考虑了高

程和导数) ，通过 Hermite 三次插值获得点 P 的近

似高程? 下面给出插值过程建立的细节。
1) 通过点P绘制3 条线分别平行于 TIN面的

3 条边，交点依次标记为 D，E，F，G，H，I( 后 4 个点

在图 2 中未标出) 。
2) 将点 D 和 E 作为端点，基于高程和坡度，

在这两个点处通过三次插值方法建立三次多项

式。DE→ 上的点 P 坐标可以很容易获得。类似地，

线段 FG→ 和 HI→ 的三次多项式也可以建立，点 P 处

的其他高程插值随之求出。取三次插值后的平均

值来作为该 TIN 面元最终的插值高程值。
3) 边界点 D，E 和 P 等点处的高程可以通过

对 TIN 三角形顶点处的高程进行三次 Hermite 插

值来获得。

与一维 Hermite 插值过程类似，线段 AB→ ，BC→

和 DE→ 的三次插值可以通过如下公式求得:

cAB( u) = ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2hA + ( 3 －

2α) α2hB + sABα( 1 － α) 2h'AAB→ +

sAB( α － 1) α2h'BAB→ ;

cCB( u) = ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2hC + ( 3 －

2α) α2hB + sBCα( 1 － α) 2h'CCB→ +

sBC( α － 1) α2h'BCB→ ;

cDE( u) = ( 1 + 2β) ( 1 － β) 2hD + ( 3 －

2β) β2hE + sDEβ ( 1 － β ) 2h'DDE→ +

sDE( β － 1) β2h'EDE→ ．





















( 3)

其中，hD = cAB( uD ) ; hE = cCB( uE ) 。

4) 通过线性插值，可以获得 DE→ 方向的坡度

h'DDE→ = ‖uB － uD‖
‖uA － yB‖

h'ADE→ +

‖uA － uD‖
‖uA － uB‖

h'BDE→ ;

h'EDE→ = ‖uC － uE‖
‖uB － yC‖

h'BDE→ +

‖uB － uE‖
‖uB － uC‖

h'CDE→ ．

















( 4)

式中，h'ADE→ 代表点 A 处平行于 DE→ 的方向导数，其

他标记方法类似。由于 DE→ 平行于 AC→ ，h'* DE
→ 也可

以记为 h'* AC
→。值得注意的是，原始 Hermite 插值

函数只有一个自变量 x，而此处讨论的问题是以

底平面上的散点为自变量来对高程进行插值的。
所以为方便起见，式( 4) 中的 uA = ( xA，yA ) ，并以

‖( u － uA ) ‖为 Hermite 插值函数的自变量。此

外，引入比例参数，可以得到

sAD = αsAB ; sCE = αsBC ; sDE = ( 1 － α) sAC ;

sBD = ( 1 － α) sAB ; sBE = ( 1 － α) sBC ． } ( 5)

5) 为了保证构建 TIN 曲面的公平性，针对

TIN 模型的 Hermite 双三次插值方法可以表述为

cT( uP ) = 1
3

( cDE( uP ) + cFG( uP ) + cHI( uP ) ) ． ( 6)

此处只是详细介绍了 cCE( uP ) 的插值过程，

cFG( uP ) 和 cHI( uP ) 可类似给出。
由此，可以得出

cDE( u) = ( 1 + 2β) ( 1 － β) 2( ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2hA +
( 3 － 2α) α2hB + sABα( 1 － α) 2h'HAB→ +

sAB( α － 1) α2h'BAB→ ) + ( 3 － 2β ) β2( ( 1 +

2α) ( 1 － α) 2hC + ( 3 － 2α) α2hB +
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sBCα( 1 － α) 2h'CCB→ + sBC( α － 1) α2h'BCB→ ) +

sDEβ ( 1 － β ) 2(
‖uB － uD‖
‖uA － uB‖

h'ADE→ +

‖uA － uD‖
‖uA － uB‖

h'BDE→ ) + sDE( β － 1) β2·

(
‖uC － uE‖
‖uB － uC‖

h'BDE→ + ‖uB － uE‖
‖uB － uC‖

h'CDE→ ) =

( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2( 1 + 2α) ( 1 － α) 2hA +
( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2( 3 － 2α) α2hB +
sABα( 1 － α) 2( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2h'AAB→ +

sAB( α － 1) α2( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2h'BAB→ +

( 1 + 2α) ( 1 － α) 2( 3 － 2β ) β2hC +
( 3 － 2α) α2( 3 － 2β ) β2hB +
sBCα( 1 － α) 2( 3 － 2β ) β2h'CCB→ +

sBC( α － 1) α2( 3 － 2β ) β2h'BCB→ +

sDEβ ( 1 － β ) 2( sBDh'ADE→ + sADh'BDE→ ) / sAB +

sDE( β － 1) β2( sCEh'BDE→ + sBEh'CDE→ ) / sBC =

( 1 + 2α) ( 1 － α) 2( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2hA +
( 3 － 2α) α2hB + ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2·
( 3 － 2β ) β2hC + sABα( 1 － α) ( 1 + 2β ) ·
( 1 － β ) 2( ( 1 － α) h'AAB→ + αh'BAB→ ) +
sBCα( 1 － α) ( 3 － 2β ) β2( ( 1 － α) h'CCB→ +

αh'BCB→ ) + sAC( 1 － α) β ( 1 － β ) ·
( ( 1 － α) ( 1 － β ) h'ADE→ + αh'BDE→ +
( 1 － α) βh'CDE→ ) =

r1hA + r2hB + r3hC + q1h'AAB→ +

q2h'BAB→ + q3h'CCB→ + q4h'BCB→ +

q5h'AAC→ + q6h'BAC→ + q7h'CAC→ ． ( 7)

其中

r1 = ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2，

r2 = ( 3 － 2α) α2，

r3 = ( 1 + 2α) ( 1 － α) 2( 3 － 2β ) β2 ;

q1 = sABα( 1 － α) 2( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2，

q2 = sABα
2( 1 － α) ( 1 + 2β ) ( 1 － β ) 2，

q3 = sBCα( 1 － α) 2( 3 － 2β ) β2，

q4 = sBCα
2( 1 － α) ( 3 － 2β ) β2，

q5 = sAC( 1 － α) 2β ( 1 － β ) 2，

q6 = sACα( 1 － α) β ( 1 － β ) ，

q7 = sAC( 1 － α) 2β ( 1 － β ) ．
因此，TIN 模型的 Hermite 双三次插值可以通

过式( 6) 计算得出。
1． 3 基于双三次 Hermite 方法的规则格网插值

矩形的双三次插值可以通过如下两个步骤完

成: 首先假设 y固定，这样地形 z( x，y) 就成为单变

量 x 的函数，插值只需要在 x 方向进行; 之后 x 与 y
交换，以类似方式沿垂直方向进行插值即可。

图 3 曲面矩形的( 双) 三次插值

如图3 所示，A，B，C和D是矩形模型的4 个给

定节点，组成矩形ABCD。独立变量坐标为 uA =
( x1，y1 ) ，uB = ( x2，y1 ) ，uC = ( x2，y2 ) 和 uD = ( x1，

y2 ) ，点的高程值分别为 hA，hB，hC 和 hD。根据文

献［11］，基于矩形模型的三次插值函数 ( 在下文

中建立) 需要满足如下的插值条件:

cＲ( xi，yi ) = h( xi，yi ) ，


x
cＲ( xi，yi ) = 

x
h( xi，yi ) ，


y
cＲ( xi，yi ) = 

y
h( xi，yi ) ，

2

xy
cＲ( xi，yi ) = 2

xy
h( xi，yi ) ．















双三次插值方法的第 1 个条件意味着采样点

的高程需要满足插值函数。第 2 个和第 3 个条件

说明沿 x 轴和 y 轴方向的坡度都要用到。最后一

个条件是，沿 x和 y轴方向的混合偏导数保证了整

个地表的光滑性。若满足了以上条件，三次插值

函数就可以如下建立:

cＲ( x，y) =∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
α i( x) α j( y) h( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
β i( x) α j( y) 

x
h( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
α i( x) β j( y) 

y
h( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
β i( x) β j( y) 2

xy
h( xi，yj ) ． ( 8)

式中，Hermite 插值的基函数如下:

α1( x) = ( 1 + 2
x － x1
x2 － x1

) (
x2 － x
x2 － x1

) 2，

α2( x) = ( 1 + 2
x2 － x
x2 － x1

) (
x － x1
x2 － x1

) 2，
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α1( y) = ( 1 + 2
y － y1
y2 － y1

) (
y2 － y
y2 － y1

) 2，

α2( y) = ( 1 + 2
y2 － y
y2 － y1

) (
y － y1
y2 － y1

) 2 ;

β1( x) = ( x － x1 ) (
x2 － x
x2 － x1

) 2，

β2( x) = ( x2 － x) (
x － x1
x2 － x1

) 2，

β1( y) = ( y － y1 ) (
y2 － y
y2 － y1

) 2，

β2( y) = ( y2 － y) (
y － y1
y2 － y1

) 2 ．

2 基于误差传播定律的 DEM 传播误差估计

2． 1 基于三次插值的线的传播误差估计

使用与 1． 1 节相同的插值条件，采用 h1 和 h2

分别表示随机变量( ＲVs) H1 和 H2 的测量值，用

h'1 和 h'2 分别表示随机变量 H'1 和 H'2 的测量

值。根据式( 2) ，可以得出

C( x) = p1H1 + p2H2 + q1H'1 + q2H'2 ． ( 9)

从而，随机变量 C 的方差为

σ2
C = Var［p1H1 + p2H2 + q1H'1 + q2H'2］=

p21σ
2
1 + p22σ

2
2 + q21( σ'1 ) 2 + q22( σ'2 ) 2 +

2p1p2Cov{ H1，H2 } + 2p1q1Cov{ H1，H'1 } +
2p1q2Cov{ H1，H'2 } + 2p2q1Cov{ H2，H'1 } +
2p2q2Cov{ H2，H'2 } + 2q1q2Cov{ H'1，H'2 } ．

( 10)

其中，σ2
i 是随机变量 Hi 的方差; ( σ' i )

2 是随机变

量 H'i 的方差。
如上文中提到的，位置 x 在线段［x1，x2］上呈

均匀分布，即分割比 α = ( x － x1 ) / s 服从［0，1］上

的均匀分布。所以，线段［x1，x2］上随机变量 C 的

平均方差表述为

E( σ2
C ) = 1

35
( 13σ2

1 + 9Cov{ H1，H2 } + 13σ2
2 ) +

s
210

( 22Cov{ H1，H'1} － 13Cov{ H1，H'2} +

13Cov{ H2，H'1 } － 85Cov{ H2，H'2 } ) +
s2

210
( 2( σ'1 ) 2 － 3Cov{ H'1，H'2 } +

2( σ'2 ) 2 ) ． ( 11)

特殊情况，当 σ1 = σ2 = σ'1 = σ'2 = 1，且

Cov{ X，Y} = 0 时，式( 11) 化为

E( σ2
C ) = 26

35
+ s2

105
． ( 12)

其中，参数 s = x2 － x1 代表线段长度( 一维) 。
2． 2 基于双三次插值的 TIN 的传播误差估计

考虑与 1． 2 节类似的情况，hA，hB 和 hC 分别

表示随机变量HA，HB 和HC 的测量值; h'AAB→ 等表示

随机变量 H'AAB→ 等的测量值。于是，根据式( 8) 可

得

CT( u) = r1HA + r2HB + r3HC + q1H'AAB→ +

q2H'BAB→ + q3H'CCB→ + q4H'BCB→ +

q5H'AAC→ + q6H'BAC→ + q7H'CAC→ ． ( 13)

其 中，CT( u) 是 随 机 变 量，对 应 的 测 量 值 为

cT( u) 。为方便起见，令 CT = CT( u) 。
由于导数随机变量之间的相关性较小，若插

值函数有 n 项，方差中就会有 n( n － 1) /2 项。当

n ＞ 5 时就会因为项数过多而使分析推导过程变

得极其繁杂。所以，不失一般性，此处忽略导数随

机变量的协方差项，即假设 Cov{ H'* ，* } = 0。
从而，随机变量 CT 的方差为

σ2
CT

= Var［r1HA + r2HB + r3HC + q1H'AAB→ +

q2H'BAB→ + q3H'CCB→ + q4H'BCB→ +

q5H'AAC→ + q6H'BAC→ + q7H'CAC→］=

r21σ
2
A + r22σ

2
B + r23σ

2
C + q21( σ'1 ) 2 +

q22( σ'2 ) 2 + q23( σ'3 ) 2 + q24( σ'4 ) 2 +
q25( σ'5 ) 2 + q26( σ'6 ) 2 + q27( σ'7 ) 2 +
2r1r2Cov{ HA，HB} + 2r2r3Cov{ HB，HC} +
2r1 r3Cov{ HA，HC} + …． ( 14)

其中，σ2
A，σ2

B 及 σ2
C 是随机变量 HA，HB 及 HC 的方

差; ( σ' k )
2 表示第 k 个方向导数的方差，参数为

qk。其余参数的含义可参照式( 7) 。此外，随机抽

取高度与 TIN 单元总高度( 同一底基准面) 的比

值是一个满足众数为0 的三角分布 Tri［0，1］的随

机变量［1］。这是由于沿着三角形一条侧边向顶

点移动，绘制平行于三角底边的线段的概率呈线

性衰减。正如 2． 1 节讨论的，参数变量 α 满足众

数为 0 的三角分布［12］，而参数 β ～ U( 0，1) 。
由文献［12］，随机变量CT 的平均方差表述为

E( σ2
CT

) = 52
245σ

2
A + 6

35σ
2
B + 52

245σ
2
C +

9
70

Cov{ HA，HB} + 36
245

Cov{ HA，HC} +

9
70

Cov{ HB，HC} + s2AB(
13

2 940
( σ'1 ) 2 +

13
4 900

( σ'2 ) 2 ) + s2BC(
13

2 940
( σ'3 ) 2 +

13
4 900

( σ'4 ) 2 ) + s2AC(
1
315

( σ'5 ) 2 +
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1
900

( σ'6 ) 2 + 1
90

( σ'7 ) 2 ) + …． ( 15)

式( 15) 中的 sAB，sBC 和 sAC 在实际中常为同一

级别，所以用 s 取代，表示 TIN 边的平均长度。用

σ' 表示整体 TIN 区域方向导数的平均方差，即视

为 σ' ≈ σ' i，( i = 1，2，…，7) 。式( 15) 化为

E( σ2
CT

) = 52
245σ

2
A + 6

35σ
2
B + 52

245σ
2
C + 355

429
s2( σ') 2 +

9
70

Cov{ HA，HB} + 36
245

Cov{ HA，HC} +

9
70

Cov{ HB，HC} ． ( 16)

式( 16) 就是求出的基于 Hermite 双三次插值

函数的 TIN曲面的传播误差结果。可以看出，TIN
模型的传播误差与三顶点的方差、三点之间的协

方差以及三点( 平均) 方向导数的方差有关。
特殊情况，当 σ A = σB = σC = σ' = 1，并且

Cov{ X，Y} = 0 时，式( 16) 化为

E( σ2
CT

) = 146
245

+ 355
429

s2 ． ( 17)

2． 3 基于双三次插值的矩形传播误差估计

考虑 1． 3 节的相同条件，用 h1，h2，h3 和 h4 分

别表示随机变量 H1，H2，H3 和 H4 的测量值。由式

( 8) ，可以得出

CＲ( x，y) =∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
α i( x) α j( y) H( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
β i( x) α j( y) 

x
H( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
α i( x) β j( y) 

y
H( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
β i( x) β j( y) 2

xy
H( xi，yj ) =

α1( x) α1( y) H( x1，y1 ) +
α1( x) α2( y) H( x1，y2 ) +
α2( x) α1( y) H( x2，y1 ) +
α2( x) α2( y) H( x2，y2 ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
β i( x) α j( y) 

x
H( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
α i( x) β j( y) 

y
H( xi，yj ) +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
β i( x) β j( y) 

xy
H( xi，yj ) ． ( 18)

其中，CＲ( x，y) 是 随 机 变 量，相 应 的 测 量 值 为

cＲ( x，y) 。为了引用方便，令 CＲ = CＲ( x，y) 。正如

2． 2 节所述，忽略导数随机变量的相关性，即

Cov{ H'* ，* } = 0。随机变量 CＲ 的方差为

σ2
CＲ

= ( α2
1( x) α2

1( y) ) σ2
1 + ( α2

1( x) α2
2( y) ) σ2

2 +

( α2
2( x) α2

1( y) ) σ2
3 + ( α2

2( x) α2
2( y) ) σ2

4 +
2( α2

1( x) α1( y) α2( y) ) σ2
12 +

2( α1( x) α2( x) α2
1( y) ) σ2

13 +
2( α1( x) α2( x) α1( y) α2( y) ) σ2

14 +
2( α1( x) α2( x) α1( y) α2( y) ) σ2

23 +
2( α1( x) α2( x) α2

2( y) ) σ2
24 +

2( α2
2( x) α1( y) α2( y) ) σ2

34 +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
( β2

i ( x) α2
j ( y) ) ( σx

ij ) 2 +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
( α2

i ( x) β2
j ( y) ) ( σy

ij ) 2 +

∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
( β2

i ( x) β2
j ( y) ) ( σxy

ij ) 2 ． ( 19)

式中，参数 σ2
1，σ2

2，σ2
3 及 σ2

4 分别表示随机变量

H( x1，y1 ) ，H( x1，y2 ) ，H( x2，y1 ) 及 H( x2，y2 ) 的方

差; ( σ ij )
2 表 示 两 两 之 间 的 协 方 差; ( σx

ij ) 2，

( σy
ij ) 2 和( σxy

ij ) 2 表示矩形格网 4 个顶点处 ( 混

合) 偏导数的方差。除此之外，独立变量 x 和 y 分

别服从［x1，x2］和［y1，y2］上的均匀分布。
随机变量 CＲ 的平均方差可以如下估计:

E( σ2
CＲ

) = 169
1 225∑

4

i = 1
σ2

i + 117
1 225

( σ2
12 + σ2

13 +

σ2
24 + σ2

34 ) + 81
2 450

( σ2
14 + σ2

23 ) +

13
3 675

s2x∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
( σx

ij ) 2 +

13
3 675

s2y∑
2

i = 1
∑

2

j = 1
( σy

ij ) 2 +

1
11 025

s2x s
2
y∑

2

i = 1
∑

2

j = 1
( σxy

ij ) 2 ． ( 20)

式( 20) 是基于双三次插值函数的曲面矩形

传播误差的结果。结果表明规则格网模型的传播

误差与 4 个顶点的方差、协方差以及( 混合) 偏导

数的方差都相关。式( 20) 中的 sx 和 sy 通常具有

相同的量级。用( σx ) 2 表示沿 x 轴方向导数的平

均方差; 用( σy ) 2 表示沿 y 轴方向导数的平均方

差; 用 ( σxy ) 2 表示整体 TIN 区域的平均混合方

差。如此，误差方差的期望为

E( σ2
CＲ

) = 169
1 225∑

4

i = 1
σ2

i + 117
1 225

( σ2
12 + σ2

13 +

σ2
24 + σ2

34 ) + 81
2 450

( σ2
14 + σ2

23 ) +
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52
3 675

( s2x( σx
ij ) 2 + s2y( σy

ij ) 2 ) +

4
11 025

s2x s
2
y( σxy

ij ) 2 ． ( 21)

特殊 情 况，当 σ i = 1，σ ij = 0，i ≠ j，并

且 σx = σy = σxy = 1 时，式( 21) 化为

E( σ2
CＲ

) = 676
1 225

+ 52
3 675

( s2x + s2y ) + 4
11 025

s2x s
2
y ．

3 结果分析

在上文的研究中，求出了基于非线性插值

———Hermite( 双) 三次模型的 3 种类型: 线、TIN、
规则格网 DEM 的传播误差模型。对于特殊情况，

当节点的方差和方向导数相同且为 1、协方差( 高

程值以及相应的导数) 均为 0———节点间的误差

独立，3 种类型的传播误差在表1 中列出。表中忽

略包含步长的项，因为实际中步长尺寸非常小。
尽管表中是特例的结果，但代表了这几种类型的

传播误差的主要趋势。因为点的协方差矩阵常常

为对角占优矩阵。

表 1 基于( 双) 线性和( 双) 三次插值方法的传播误差

类型 ( 双) 线性 ( 双) 三次

线 0． 667 ( 2 /3) 0． 743 ( 26 /35)

TIN 0． 500 ( 1 /2) 0． 596 ( 146 /245)

规则格网 0． 444 ( 4 /9) 0． 552 ( 676 /1225)

将本文获得的结果与文献［1，9］的线性插值

结果( 也在表 1 中列出) 进行比较，可以发现假设

节点处的导数为 0 以及节点间的协方差为 0 时，

( 双) 线性函数的传播误差略小于( 双) 三次函数

的传播误差。因为( 双) 三次函数扩大了属性值

( 坐标) 与均值的距离，所以增大了误差方差。在

实际中，如果点的随机误差占优势，更应该选择线

性插值模型。表 1 中的传播误差只依赖于插值方

法的选择，而不取决于观测数据。然而，众所周

知，Hermite( 双) 三次插值方法的模型误差明显

小于( 双) 线性插值算法的模型误差。所以在点

的随机误差不明显的情况下，插值误差和传播误

差方差都要考虑到。在这种情况下，( 双) 三次插

值可能比( 双) 线性插值具有更好的插值效果。

4 传播误差模型使用实例

前面，假设点之间的协方差 ( 包括高程和导

数) 为 0，给出了传播误差的结果。这里，采用模

拟的方法产生更多一般类型的例子来验证本文所

提出的线、TIN 和规则格网的传播误差模型。需

要指出的是，在这些实例中点的协方差不为 0。
4． 1 线的传播误差

针对线段的传播误差已在 2． 1 节中讨论过。
这里 举 例 假 设 σ2

1 = 1． 654 6，σ2
2 = 1． 160 0，

Cov{ H1，H2 } = － 0． 058 2。同时，假设其他的协方

差 均 为 0，即 Cov{ H1，H'1 } = Cov{ H1，H'2 } =
Cov{ H2，H'2 } = Cov{ H2，H'2 } = 0。为了与之前的

线性插值的研究进行对比，此处将所有涉及导数

的项均取为0。根据式( 11) ，基于三次 Hermite 插

值方法的线段平均传播误差为

E( σ2
CL

) = 13
35

( σ2
1 + σ2

2 ) + 9
35

Cov{ H1，H2 } =

13
35

× ( 1． 654 6 + 1． 160 0) －

9
35

× 0． 058 2 = 1． 030 5．

而根据文献［1］，基于线性插值方法的线段

平均传播误差为 E( σ2
LL ) = 0． 918 8。

4． 2 TIN 的传播误差

在 2． 2 节，设 σ2
1 = 2． 732 5，σ2

2 = 1． 106 7，σ2
3

= 1． 869 6，Cov{ H1，H2 } = 0． 093 2，Cov{ H1，H3 }

= 0． 050 6，Cov{ H2，H3 } = － 0． 073 8，此处亦忽略

涉及 导 数 的 项。 基 于 式 ( 16) ，采 用 双 三 次

Hermite 插值方法生成 TIN 的平均传播误差为

E( σ2
CT

) = 1
3

［E1( σ
2
CT

) + E2( σ
2
CT

) + E3( σ
2
CT

) ］=

0． 199( σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 ) +

0． 135( Cov{ H1，H2 } + Cov{ H1，H3 } +
Cov{ H2，H3 } ) = 0． 199( 2． 732 5 +
1． 106 7 + 1． 869 6) + 0． 135( 0． 093 2 +
0． 050 6 － 0． 073 8) = 1． 145 5．

而根据文献［1］，基于双线性插值方法的 TIN
平均传播误差为 E( σ2

LT ) = 0． 963 0。
4． 3 规则格网的传播误差

在 2． 3 节 中，设 σ2
1 = 3． 244 5，σ2

2 = 1． 689
5，σ2

3= 1． 296 7，σ2
4= 2． 939 5，Cov{ H1，H2} = － 0． 025 0，

Cov{ H1，H3 } = 0． 009 0，Cov{ H1，H4 } = 0． 075
3，Cov{ H2，H3} = － 0． 034 2，Cov{ H2，H4} = － 0． 096 4，

Cov{ H3，H4 } = － 0． 038 3。
为了与之前的线性插值结果进行比较，忽略

导数项。根据式( 21) ，双三次 Hermite 插值方法

的矩形平均传播误差为

E( σ2
CＲ

) = 169
1 225

( σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 + σ2

4 ) +

117
1 225

( Cov{ H1，H2 } + Cov{ H1，H4 } +
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Cov{ H2，H3 } + Cov{ H3，H4 } ) +
81

2 450
( Cov{ H1，H3 } +Cov{ H2，H4 } ) =

169
1 225

( 3． 244 5 + 1． 689 5 + 1． 296 7 +

2． 939 5) + 117
1 225

( － 0． 025 0 +

0． 075 3 － 0． 034 2 － 0． 038 3) +
81

2 450
( 0． 009 0 － 0． 096 4) = 1． 260 1．

而根据文献［1］，基于双线性插值方法的矩

形平均传播误差为 E( σ2
LＲ ) = 1． 011 2。

基于( 双) 线性和( 双) 三次插值方法的平均

传播误差的结果如表 2 所示。

表2 基于( 双) 线性和( 双) 三次插值方法的平均传播误差的例子

类型 ( 双) 线性 ( 双) 三次

线 0． 918 8 1． 030 5
TIN 0． 963 0 1． 145 5

规则格网 1． 011 2 1． 260 1

DEM 误差分为模型误差和传播误差。前者

是由插值方法所造成的误差，后者为采集的原始

数据点所包含的不确定性沿着“插值线路”( 或线

段 1D、或 TIN 网、或 Ｒectangle 格网) 传播的误差!

所以，考虑 DEM 误差时，二者均要顾及; 但由于其

属性不同，不能简单地进行叠加处理。尽管高次

的插值方法与线性插值方法相比容易获取更高的

插值精度; 根据以上结果可知，( 双) 线性函数的

传播误差略小于( 双) 三次 Hermite 插值结果。所

以，如果当点的随机误差相比模型误差明显占优

时，应该考虑选择 ( 双) 线性插值方法。反之，应

该选择高次插值。

5 结论

利用双三次 Hermite 插值方法，根据统计学

的误差传播定律，分别针对规则和不规则 DEM 散

点数据所构建的地形曲面，求出了 TIN 和规则格

网中每个面元的传播误差。由于数据采集的不确

定性，面元节点处的源误差会沿着每个插值面元

传播到整个地形曲面。该研究结果清晰地表征了

从面元节点源误差传播到整个地形曲面的平均误

差。本文所提出的 DEM 传播误差延续了先前双

线性插值方法的平均 DEM 传播误差工作。
影响 DEM 插值总体精度的误差来源包括: 源

自节点的传播误差和插值方法所造成的模型误

差; 本文着重考虑第 1 种 DEM 传播误差来源。如

文中所述，基于双线性模型的 DEM 传播误差小于

双三次模型的 DEM 传播误差。然而只考虑模型

误差，非线性模型比线性插值模型效果更好［4-5］。
因此，在实际生产 DEM 产品过程中，需要整体考

虑两类传播误差影响因素: 来源于节点的误差和

插值模型误差。本文研究工作丰富了 DEM 传播

误差研究成果，为 DEM 生产( 当节点误差为主要

考虑因素) 中的插值模型选择提供了实践指导。
接下来的工作可以是采用其他非线性插值方法例

如二次函数、径向基函数、泛克里格或样条函数等

对 DEM 误差传播的进一步研究。
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