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摘　要　针对一般的非线性优化问题定义了一种 2 次非线性罚函数 , 证明了在一定条件下对

应的罚优化问题的精确罚定理 , 由此引进了一种广义非线性神经网络模型 , 并证明了这种网络

的平衡点与能量函数之间的联系 , 在一定条件下对应的平衡点收敛到原问题的最优解.这种神

经网络模型对于求解许多优化问题具有重要的作用.
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Abstract　A double non-linear penalty function is defined for the non-linear optimality prob-

lems (NP)and the exact penalty theorem is exacted under some conditions.A new general

model of non-linear neural networks is introduced and the relationship between the equilibri-

um points and the energy function is showed.Under the given condition , the equilibrium

point of the neural networks converges to a solution of NP.This model plays an important

part in many optimal problems.
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1　引言

自Hopfield引进反馈式神经网络用来求解优化问题取得成功以后 ,用神经网络来研究

最优化问题成为当前国际上的研究前沿性课题.神经网络解决优化问题的过程主要是侧重

于能量函数和动力系统的构造 ,以保证系统的平衡点与优化问题的最优解对应.Hopf ield网

络成功地解决了一些约束优化问题 ,如旅行商问题 、最短路问题和分类问题等.许多研究所

引进的神经网络模型都类似于 Hopf ield模型.近年来 ,许多研究集中在研究非线性神经网络

模型用来求解含约束的优化问题 ,如文[ 1 ～ 4] .神经网络在解决含约束优化问题 ,主要是利
用罚函数的方法来构造能量函数与相应的微分动力系统 ,最大的问题是网络的平衡点不一

定是优化问题的最优解.在文[ 1]中 Xia和Wang 建立了一类广义神经网络 ,主要证明了在

凸性条件下的网络平衡点收敛到优化问题最优解.非线性罚函数[ 5～ 7]是近年来解决非线性

优化的一个新的工具 ,其理论研究基本趋于成熟.本文借助一个 2 次非线性罚函数 ,建立了
一种新的神经网络模型 ,主要证明平衡点可以收敛到优化问题的可行解 ,这个可行点满足

Fritz John条件 ,在凸线性条件下它是最优解.

2　非线性罚函数法的精确性

近年来 ,非线性罚函数的研究取得了很大进展 , 非线性罚函数具有良好的特性 ,如光滑

性和精确性 , 为解决约束优化问题提供了新的途径.下面讨论非线性优化问题(NP).
(NP)min f(x)

s.t.x ∈ X , g i(x)≤0 , i =1 , 2 , …, m , h j(x)=0 , j =1 ,2 , …, q.

设 g
+
i (x)=max{0 , g i(x)}, i ∈ I .设可行解集

X 0 ={x ∈ X │g i(x)≤0 , i =1 , 2 , …, m , hj(x)=0 , j =1 , 2 , …, q}.

考虑下面(NP)对应的非线性光滑罚函数

F(x , ρ)=(f(x)2 +ρ∑
i ∈ I

g
+
i(x)

2 +ρ∑
j ∈ J

h j(x)
2)1/2 ,

其中ρ≥0.如果 f , g i( i ∈ I)和 h j( j ∈ J)是连续可微的 , 显然 F
2(x , ρ)也是连续可微

的.下面均设 f(x)是非负函数 ,考虑对应的罚函数优化问题
(P(ρ)) min F(x , ρ), 　 s.t.x ∈ X .

定理 1.假设 X 0是紧集 , 函数 f 满足 lim
x※∞, x∈X

f(x)=+∞, 则

max
ρ∈R

1

+

min
x∈X

F(x , ρ)=min
x ∈X

0

f(x).

设 b(x)=max{g i(x), h j(x), -h j(x)│i=1 , 2 , … , m ;j =1 , 2 , …, q}, 那么 b

(x)≤0等价于 x 是(NP)的可行解.

定义 1.如果 x
＊
是(NP)的最优解 , 我们称 y

＊
和 z

＊
是强 Lag range乘子向量 ,如果以下

公式成立

 f(x＊)=-∑
i ∈ I

y
＊
i  g i(x

＊)-∑
j ∈ J

z
＊
j  h j(x

＊) (1)

y
＊
i gi(x

＊)=0 , y
＊
i ≥0 , g i(x

＊)≤0 , i=1 ,2 , …, m , z
＊
j ≥0 , hj(x

＊)=0 , j=1 ,2 , … , q

(2)

定理 2.设 x
＊
是(NP)的最优解 , (y

＊
, z
＊
)∈ R

m
×R

q
是(NP)的强Lag range乘子向量.
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又设 X 是凸集 , f , g i( i ∈ I)和 h j( j ∈J)是可微凸函数 , x＊ρ是(P(ρ))的最优解.则

1)f(x＊)=F(x＊ρ , ρ), 若 b(x＊ρ)≤0;

2)f(x＊)=F(x＊ρ , ρ), 若 b(x＊ρ)>0 , ρ≥max λ
2(m +q)2 ,

2(m +q)λf(x＊)
b(x＊ρ)

和 λ=

max{y
＊
i , z

＊
j │i=1 , … , m ;j=1 , 2 , … , q}.

定理 1和定理 2的证明见附录.定理 1和定理 2说明罚函数 F(x , ρ)在一定条件下是

一个精确罚函数 , 即存在一个罚参数 ρ使得罚问题(P(ρ))的最优解也是原问题(NP)的最

优解.定理 2的条件是对凸情况下的精确罚定理 ,文[ 2]证明了对于非凸情况下的精确罚函

数定理 ,但验证条件成立比较困难.另外一个重要的事实是非线性罚函数与非线性神经网络
有着密切的联系.下面我们来进一步研究这个问题.

3　非线性神经网络模型

设向量函数 b:R n×R
1※R

n , 考虑动力学微分系统

dx(t)
d t

=Bb(x , t) (3)

其中 x(t)=(x 1(t), x 2(t), …, x n(t))T , B =diag(β1 , β2 , …, βn)和 βi>0(i=1 ,2 , …,

n)为收敛系数 , x 是状态变量.
定义 2.如果点 x

-
∈ X 满足b(x

-
, t)=0( t), 则称 x

-
是动力系统(3)的平衡点.

定义 3.设点 x
-
∈ X ,如果对任给的 ε和 t 0≥0 ,存在 δ(ε, t 0)>0 , 当 t≥t 0 , ‖x0-x

-
‖

<δ(ε, t 0)时 ,有 ‖x(t;x 0 , t 0)-x
-
‖ <ε, 其中 x(t;x0 , t 0)表示以 x0为起点 t 0为起始时间

满足系统(3)的一条参数曲线 ,则称 x
-
是动力系统(3)稳定点.

下面讨论求解问题(NP)的广义神经网络模型 ,(NP)的能量函数定义为

E(x)=F(x , ρ)2 = f(x)2 +ρ∑
i ∈ I

g
+
i(x)

2 +ρ∑
j ∈ J

hj(x)
2 (4)

对应的微分动力系统定义为

dx(t)
dt

=-B 䦂WP MathALApE(x) (5)

这种神经网络模型非常类似于文[ 1]的模型.其实 , Hopfield的神经网络模型具有 2个显著

的特征:状态微分等于能量函数的负梯度和神经元连接权系数等于能量函数的 2 次偏导数

(Hesse 矩阵).因此 ,Hopfield的神经网络模型的动力微分系统与能量函数也有与式(5)一样

的关系式.设 n 个神经元通过状态 x i(t)两两相连 ,如 E(x)具有 2次微分 ,那么网络的连接

权系数定义为

w ij =
 2E(x)
 x i x j

, i , j =1 ,2 , ….

定理 3.假设 x
-
是系统(5)的在罚参数 ρ下的平衡点 ,对于 x ≠0有 E(x)≠0 ,则 x

-
是动

力系统(5)的稳定点.进一步 ,如果 x
-
对应的权系数矩阵(w ij)n×n是半正定的 ,则 x

-
是罚优化

问题(P(ρ))的局部最优解.

证明.由假设 ,对于 x≠0 , 有 E(x)>0 , 因为

dE(x)
dt

=∑
n

k=1

 E
 xk

d xk(t)
dt

=∑
n

k =1

 E
 x k

B -
 E
 xk

≤0.

根据 Lyapunov 稳定性定理知 x
-
是动力系统(5)的稳定点 ,第 2个结论显然成立. 证毕.

7575 期



定理 4.设 x
-
是罚优化问题(P(ρ))的一个最优解 ,则 x

-
是系统(5)的在罚参数 ρ下的平

衡点.

定理 4显然成立.定理 3和定理 4给出了罚优化问题的最优解与动力系统的平衡点的

之间的联系.我们容易证明下面定理和推论成立.

定理 5.假设函数 f , g i( i ∈ I)和 hj( j ∈ J)均是连续可导函数 , lim
x※∞, x∈ X

f(x)=+

∞.设{ρk}是趋于无穷大的正数序列.假设序列{x
k}是对应的动力系统(4)在罚参数 ρk下的

平衡点 ,对应的值{E(xk)}有界 , 则序列{xk}的任意聚点 x
-
是有界的并且是(NP)的可行解 ,

存在数 λ, α1 , α2 , …, αq和μi≥0 , i=1 ,2 , … , m 满足

λ䦂WP MathALApf(x
-
)+∑

i ∈ I

μi䦂WP MathALApg i(x
-
)+∑

j ∈ J

αj䦂WP MathALAph j(x
-
)=0

(6)
推论 1.又设 X 是凸集 , f , g i( i ∈ I)和 hj( j ∈ J)是可微凸函数 , 假设定理5的条

件全部成立 ,且 λ>0 , μi , αj≥0 , i ∈ I , j ∈J , 则序列{xk}的任意聚点 x
-
是(NP)的最优解.

定理 5给出了网络平衡点与原问题之间的联系 ,式(6)是 Fritz John条件[ 8] .特别是在
凸性条件下 ,推论 1表明平衡点可以导出原问题的最优解.因此 ,可以给出下面的一个算法.

Step1.给定开始点 x
k , ρ0 , ε>0 , N>1 , 置 k =0.

Step2.
1)使用同一个开始点 x

k , 设 y
0=x

k , 置 j=0;

2)如果-䦂 WP MathALApE(yj)≠0 , 令 D =-䦂 WP MathALApE(yj), 存在 t 使

得 E(yj+Dt)<E(yj), 令 y
j+1=y

j+Dt , 置 j+1=j , 重复 Step2 ,否则转入 3);
3)设 x

k=y
j ,即 y

j是动力系统的平衡点 ,转入 Step3.

Step3.如果│E(xk+1)-E(xk)│<ε, 设 ρk+1=Nρk, 置 k∶=k +1 , 重复 Step2.

注.我们使用该算法进行了一些数值实验 ,表明算法在较大的罚参数下可以较快地得
到满意精度的可行解或最优解.
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附 录
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表 1　6 个模型的计算结果

Table 1　The calculated results of si x models

模型大小 步数 k 目标值
小步率 1
(步/秒)

小步率 2
(步/秒) 模型大小 步数 k 目标值

小步率 1
(步/秒)

小步率 2
(步/秒)

30×30 2 9.000000 92 92 100×100 4 7.000000 39 39

60×60 17 8.000000 67 67 200×200 12 8.000000 7.2 7.5
90×90 9 8.000001 41 41 300×300 2 7.000001 4.0 4.3

说明:1)表中目标值是对应步数 k得到的目标值 , 由于模型规模和系数值不同所以迭代次数不同;2)

表中小步率 1 是 Step2 算法中的每一步迭代的速度 , 即每秒计算一步目标值的次数.
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