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基于六面体覆盖的三维数值流形方法的 
理论探讨与应用 
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摘要  介绍了基于六面体单元的三维数值流形方法的基本理论，并在六面体单元中采用了有限元中 C8 型等参单元

的形函数作为流形元中的覆盖函数。推导了相应平衡方程的刚度、初始应力、点荷载、体荷载、惯性力、固定点、

法向接触、切向接触和摩擦力子矩阵。在二维接触中，切向应力和摩擦力的方向很容易沿着接触边得到，但在三

维问题中要在接触面上确定该方向则非常困难，这也是所有计算方法在遇到三维接触时的难题。引入了向量理论

和迭代方法，避开了相应困难的干扰。最后，给出了一个简单的地下失稳算例，证明了该三维方法的正确性。 

关键词  岩石力学，三维数值流形方法，六面体，覆盖函数，三维接触 

分类号  TU 458.4             文献标识码  A       文章编号  1000-6915(2004)10-1745-10 

 
APPLICATION AND DISCUSSION OF THREE DIMENSIONAL 

NUMERICAL MANIFOLD METHOD BASED ON  
HEXAHEDRON ELEMENT 

 

Cheng Rongming1，Zhang Yonghui1，2 

(1Department of Civil and Structural Engineering，Hong Kong Polytechnic University，Hong Kong，China) 

(2Institute of Rock and Soil Mechanics，CAS， Wuhan  430071  China) 

 

Abstract  In this paper，three-dimensional numerical manifold method (NMM) based on hexahedron element is 

proposed and the shape functions of C8 isoparametric element are used as the cover weight functions. All 

sub-matrices of equilibrium equations are derived according to this cover weight function. In 2D contact，the 

direction of shear stiffness and friction force is easily defined along the contact edge. For the corresponding 3D 

contact problem，it is difficult to determine similar relations in simple way. In the present paper，vector theory and 

iterative method are proposed to overcome this kind of difficulty. An example of underground excavation is also 

presented. 

Key words  rock mechanics，three dimensional numerical manifold method，hexahedron element，cover weight 

function，three dimensional contact 

 

 
1  前  言 

 

数值流形方法是利用现代数学概念——“流形”

的有限覆盖技术建立起来的统一解决连续与非连续

变形问题的数值方法，该方法采用连续和非连续的

覆盖函数，将有限元、不连续变形分析(DDA)和解

析方法统一到一种计算方法中，它最早由石根华博

士在 1991 年提出并率先应用在块体与节理岩体的

变形模拟中[1～3]。经过近 10 a 的发展，在国内外学
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者的共同努力下，二维数值流形方法已经拥有一套

比较完善的理论，而且，应用方面的探讨也日渐多

起来[4，5]。作者曾经对 DDA 方法作了大量的研究工

作[6～9]，在此基础上发展了二维流行元程序，并应

用在地下洞室开挖的模拟中[10]，另外，还曾探讨过

Wilson 等参单元法在数值流形方法中的作用[11]。 

实际的岩土工程问题都是三维问题，任何计算

方法最终都应该发展成三维并服务于工程实际，所

以发展三维的流形元理论是非常重要和迫切的。

Cundall 发展了三维的离散单元法[12]，国内部分学

者也发展了三维的离散元和 DDA 方法[13，14]，作者

也曾探讨过三维的接触问题[15]，但三维的流形元方

法尚未见到。本文提出了基于六面体单元的三维数

值流形方法的基本理论，采用了有限元中 C8 型等

参单元的形函数作为流形元中的覆盖函数，并推导

了相应的方程。 

 

2  数值流形方法的基本原理 
 

拓扑流形和微分流形，简单地讲，就是把许多

个别重叠的区域连接在一起去覆盖全部的材料体。

因此，总体形状可用局部覆盖所定义的函数来计 

算。 

数值流形方法采用数学覆盖和物理覆盖 2 套覆

盖系统来定义计算区域：由数学覆盖来定义近似求

解精度，其可由用户自行选择，如规则的格子、有

限元的网格或级数的收敛域，都可以转化为有限数

学覆盖；物理覆盖系统是由数学覆盖和物理网格共

同形成，物理网格由材料本身决定，定义其积分区

域，包括材料体的边界、裂隙、块体和不同材料区

域的交界面等。如果物理网格将一个数学覆盖分成

2 个或更多的完全不连续的区域，则这些区域定义

为物理覆盖。所以说，物理网格将数学覆盖细分成

物理覆盖系统。 

如图(1)所示，分析 1 个包含 1 条不贯穿的裂隙

的多边形块体，采用三角形的数学覆盖网格将分析

区域全部覆盖，共有 6 个数学覆盖 V1，V2，V3，

V4，V5，V6，每个数学覆盖由含有该节点的所有

三角形单元形成。例如，节点 1 的数学覆盖由单元

123 组成，节点 2 的数学覆盖由单元 123，253，245

共同组成。物理网格(图 1 中的粗线条)将数学覆盖

V1 分成一个物理覆盖 11 ，将数学覆盖 V2 分成 2 个

物理覆盖 21 和 22，21 和 22 可有不同的材料性质，

沿交界边(即图中裂隙)可以有不连续的力学行为，

可以拉伸、扭曲甚至完全裂开。也就是说，原始的

有限单元 245 被裂隙分割成 2 个流形单元 214251和

224151，它们在接触边上的节点是不同的，在接触处

可以有不连续的位移，这是与有限元分析的最大的

不同，也是该方法的优势所在。而在边 23 上，两边

的物理覆盖都是相同的，如物理覆盖 21和 21，物理

覆盖 31 和 31。这表明沿着边 23，两边的材料体是

相同的，所有的力学行为是连续的，这又比不连续

变形分析(DDA)方法中采用的所有的边都是不连续

的假设要更符合材料本身的状况。可以这么说，数

值流形方法是利用覆盖技术将有限元、DDA 和解

析方法统一到内部的新的数值方法，而有限元和

DDA 只是数值流形方法的 2 种特殊情况。 

 

 

 

    

 

 

 

图 1  有限覆盖系统中流形单元的节点编号 

Fig.1  Node numbering in manifold cover system 

 

3  权函数和位移函数 
 

在数值流形方法中，流形单元是由 m 个物理覆

盖的公共部分组成，整体位移函数由这些覆盖的位

移函数取加权平均得到，如何确定权函数是非常重

要的。假定单元 E 是 m 个互相交迭的覆盖 =iCi，(  

)21 m，，， L 的公共部分，那么该单元的位移函数

)( yxu ， ， )( yxv ， ，可表示为 
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式中： )( yxwi ， 为覆盖 i 的权函数，它必须满足下

列条件： 
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式(1)可以写成级数的形式： 
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式中： ijd 为待求的未知系数， ijf 为覆盖上的基本函

数，它的形式是 lk yx 。因为整个计算区域 F 是由这

些单元不重叠而组成，所以，整体位移函数 )( yxf ，

很容易由各单元的位移函数 )( yxu ， 和 )( yx，ν 表

达出来。 

理论上，流形方法中可使用任意形状的数学覆

盖，但是由于权函数、公共域和积分都与数学覆盖

的形状息息相关，所以，合理地选择覆盖形状显得

至关重要。实践证明，采用三角形有限元网格或四

边形有限元网格作为数学覆盖网格将为计算带来巨

大的方便。 

假定三角形 E 是 3 个覆盖 i，j，k 的公共部分，

在有限元中三角形 ijk 的形函数可表示为 
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式中： ))(())(( ijikikij yyxxyyxxÄ −−−−−= 。如果

取 )()( yxNyxw ii ，， = ，很容易证明 )( yxwi ， 满足

式(2)，(3)，所以，可取三角形有限元的形函数作为

3 个覆盖的流形单元的权函数。 

在四边形覆盖中，等参单元的形函数表示为 

=++= iN i ()1)(1(
4
1

00 ηξ 1，2，3，4)    (6) 

式中： ξξξ i=0 ， ηηη i=0 。 

很容易证明∑
=

=
4

1

1)(
i

iN ηξ， ，0≤ )( ηξ，iN ≤1， 

同样地，可以取 )()( ηξ，， ii Nyxw = 作为 4 个覆盖

流形单元的权函数。在有弯曲的问题中，为提高计

算精度，也可取 Wilson 等参单元作数学覆盖，详见

文[9]。 

 
4  基于六面体覆盖的三维数值流形方

法 
 

在三维问题中最常见的是四面体单元和六面体 

单元，限于篇幅，本文仅讨论六面体单元。 

4.1 权函数与位移函数 

如图 2 所示，在 )( zyx ，， 坐标系中的一个典型

的不规则的六面体单元可以从 )( ζηξ ，， 坐标系的

规则的立方体映射过来，C8 型等参单元的形函数可

以表示为 

)1)(1)(1(
8
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很容易证明 
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(b) 

图 2  从坐标系(ξ，η，ζ )到坐标系(x，y，z)的一一映射 

Fig.2  Mapping between local and global coordinate systems 

 

所以，可设 iN 为形函数。在二维 NMM 中形函

数的符号通常是 W，在三维 NMM 中由于 W 代表 z

方向的位移，本文使用 N 代替 W 来表示形函数。单

元内任意一点 P(x，y，z)的位移可表示为 
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可以重写成 
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其中， 
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而 )( ζηξ ，， 是对应整体坐标 )( zyx ，， 的局部坐

标，可用迭代法来求得。 

从等参坐标到整体坐标的一一对应关系很容易

给出： 
















=

=

=

∑

∑

∑

=

=

=

i
i

i

i
i

i

i
i

i

zNz

yNy

xNx

8

1

8

1

8

1

)(

)(

)(

ζηξ

ζηξ

ζηξ

，，

，，

，，

           (14) 

从式(14)很容易计算对应任意点 )( ζηξ ，， 的

)( zyx ，， ，但相反的却很难用 )( zyx ，， 来表达

)( ζηξ ，， ，事实上，此处需要用到迭代的方法。

设 J 是三维 Jacobi 矩阵，可得向量的表达式： 

ξdd Jx = ， xJ dd 1−=ξ           (15) 

令 

0)( 0000 == ζηξ ，，ξ ， )( ζηξ ，，=ξ ， )( zyx ，，=x  

)( 0000 zyx ，，=x ， )ddd(d ζηξ ，，=ξ  

，xd(d =x yd ， )dz  

步骤 I：将 0ξ 一步一步代入下面的等式，可得

新的ξ 值为 
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步骤 II：如果 0ξξ − 大于一个预设的小值(例

如：0.000 1)，令 ξξ =0 并返回步骤 I，重复刚才的

迭代过程；如果不是，停止迭代，此时所得的ξ 对

应 x 。 

4.2 平衡方程的子矩阵 

三维 NMM 的平衡方程可以看作是二维的扩

展，从式(10)可以得到单元的应变为 
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其中， 
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应力-应变的关系{σ} = [E]{ε}可满足： 
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下面给出平衡方程各子矩阵的结果。 

4.2.1 刚度矩阵 
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4.2.2 初始应力矩阵 
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4.2.3 点荷载子矩阵 
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4.2.4 体积力子矩阵 
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其中， 
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4.2.5 惯性力子矩阵 
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其中， 
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4.2.6 固定点子矩阵 
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4.3 三维接触问题 

三维接触分析要比二维复杂得多。三维的接触

最基本的是点-面接触，其他的点-线，线-面，面-

面都可以转化为这种形式。三维接触最大的问题在

于不能预先确定点在接触面上的运动方向，从而给

切向位移和摩擦位移的计算及其势能的偏微分运算

带来困难，本文提出了 1 个简单而有效的矢量运算

和迭代方法。 

如图 3 所示，接触面有 4 个角点： ，， 32 PP  

54 PP， ，而事实上，3 点决定 1 个平面，所以，可

以取其中任意 3 个作为该平面的参数，例如：

，， 32 PP 4P 。如图 4 所示，假定 1P 是单元 i 的角点，

，， 32 PP 4P 是单元 j 的接触面， )( kkk zyx ，， 和

)( kkk wvu ，， 分别是角点 kP (k = 1，2，3，4)的坐标

和位移，从点 1P 到面 ，， 32 PP 4P 的法向距离为 

444

333

222

111

n

1

1

1

1

2

1

zyx

zyx

zyx

zyx

S
d =              (30) 

式中：S 为三角形 432 PPP 的面积，且 

44
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1

1

1

2

1

yx

yx

yx

S =                (31) 
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图 3  点 P1和面 P2P3P5P4的接触关系 

Fig.3  Connect relation between point P1 and face P2P3P5P4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4  法向位移和切向位移 

Fig.4  Normal and tangential displacements along contact  

surface 

 

在发生位移 )( kkk wvu ，， 后，法向距离为 

444444
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如果 0n <′d ，发生 1P 侵入面 432 PPP 的情况。 

4.3.1 法向接触子矩阵 

当时步较小时，可以忽略式(32)的 2 阶无穷小

量： 
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ijL 可以用已知的点坐标 )( kkk zyx ，， 来表示。 

令 
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可得 

{ } { } { } { }ji DGDHdd T T 
nn ++=′        (36) 

法向弹簧的势能 sÐ 为 

{ } { } { } { }( )2T T 
n

2
ns

22

1
ji DGDHd

p
dpÐ ++=′=   (37) 

经偏导后，可得 

{ }{ } [ ])()(
T 

)()( sirisiri KHHp →  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (38) 

{ }{ } [ ])()(
T 

)()( sjrisjri KGHp →  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (39) 

{ }{ } [ ])()(
T 

)()( sirjsirj KHGp →  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (40) 

{ }{ } [ ])()(
T 

)()( sjrjsjrj KGGp →  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8     (41) 

{ } [ ])()(n riri FHpd →−  

=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (42) 

{ } [ ])()(n rjrj FGpd →−  

=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (43) 

4.3.2 切向接触子矩阵 

二维问题角-边接触中，切相位移的方向就是沿

着接触边，而三维角-面接触中切相位移的方向只知

在接触面上而不知具体的方向，所以有关切向位移

的计算是非常不同的。本文将引入向量的计算方

法，如图 4 所示，假设 )( 0000 zyxP ，， 在面 432 PPP 上

P4 
P1 
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P3 P2 
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并且是角点 1P 的接触点，一个时步后， 0P 和 1P 移动

到 '0P 和 '1P ，从 '1P 到 432 PPP 的法向位移是 nd ′ ，点 1P

在面 432 PPP 上相对的剪切位移是 τ′d ，即 
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略去二阶和高阶项，有 
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其中， 
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而{ }H ，{ }G 和式(34)，(35)相同。 

法向弹簧势能可写成 
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经过偏导可得 

{ }{ } [ ])()(
T

)()( sirisiri KHHp →−  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8        (50) 

{ }{ } [ ])()(
T

)()( sjrisjri KGHp →−  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8      (51) 

{ }{ } [ ])()(
T 

)()( sirjsirj KHGp →−  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8      (52) 

{ }{ } [ ])()(
T 

)()(  sjrjsjrj KGGp →−  

=sr， 1，2，3，4，5，6，7，8      (53) 

{ } { } [ ])()()(n ' ririri FHpHpd →−  

=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (54) 

{ } { } [ ])()()(n ' rjrjrj FGpGpd →−   

=r 1，2，3，4，5，6，7，8        (55)  

4.3.3 摩擦力子矩阵 

接触面的应力-应变关系是按库仑定律决定的：

当 CNF +< )tan(φ 时，采用法向和切向弹簧；当  

F ≥ CN +)tan(φ 时，采用法向弹簧和摩擦力。其

中， N 是法向力，φ 和C 分别是摩擦角和粘聚力。 

如图 5 所示，假定 )( 1111 zyxP ，， 移动到

，uxP +′ 11( )11 wzvy ++ ， ，其中n
r
是面 432 PPP 的单位

法向矢量。 

 

 

 

 

 

图 5  摩擦力的方向和摩擦位移 

Fig.5  Direction and displacement of frictional force 
 

从点 1P 到 1P′的在面 432 PPP 的切向矢量为 −'11 pp  

nnpp )'( 11 面 432 PPP 的方程为 

0

1

1

1

1
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333

222 =

zyx

zyx

zyx

zyx

           (56) 

可表示为 

dczbyax =++               (57) 

式中： dcba ，，， 可用已知数 )( kkk zyx ，， 表示出

来，很容易得到单位法向矢量 n
r
及切向矢量 '11 pp ： 
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P2 P3 
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n
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然后，可得滑动位移 fd 和相应的势能 fπ  

=•−= nnPPPPd )'(' 1111f  

2
111111

2
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2
1 )()( wcvbuawvu ++−++   (61) 

ff Fd=π                             (62) 

二维问题中，摩擦力的方向可以确定，所以势 

能
f

π 可以用{ }iD 来表示， { }iD∂
∂ fπ

可以直接求出，见 

文[2]。三维问题无法预先确定摩擦力的方向，因此

f
π 包含了未知数 111 wvu ，， 的根号项，此处势能的 

偏微分 { }iD∂
∂ fπ

很难求出。本文采用迭代的方法，假 

定 zyx ddd ，， 是对应 fd 在 zyx ，， 方向上的分量，

那么， 

222
f zyx dddd ++=              (63) 

设初始摩擦力为 0，求解整体平衡方程可得

)( 111 wvu ，， ，其后的迭代过程如下： 

步骤 I：将 )( 111 wvu ，， 代入有关公式，可得摩

擦位移向量为 
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其中， 
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因此， 

{ } { })()( riri FHF →−  

=r 1，2，3，4，5，6，7，8       (67) 

同样地，对于单元 j 的 0P 点，有 
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其中， 

{ } [ ]















=





















=

z

y

x

j

j

j

j

d

d

d

T
d

G

G

G

G T 
000

f

)8(

)2(

)1(

)(
1

ζηξ ，，
M

   (69) 

步骤 II：求解代入式(67)，(68)的整体平衡方程

可得新的位移 )( 111 wvu ′′′ ，， ，检查下列等式： 
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         (70) 

如果上式不满足，返回步骤 I，令 =)( 111 wvu ，，  

)( 111 wvu ′′′ ，， 开始新的循环；否则停止循环。 

 

5  算例分析 
 

此处模拟一个煤矿长壁工作面覆岩失稳的过

程。取计算模型尺寸为 150 m×60 m×60 m，煤层厚

度为 5 m，倾角为 0。图 6(a)是由节理切割而成的物

理网格，图 6(b)是用规则的正方体单元作为数学覆

盖网格，流形单元则是由这 2 种网格重叠在一起所

形成。其中，数学覆盖用来定义近似解的精度，而
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物理网格作为实际的材料边界，定义其积分区域。

取煤层材料常数为： 9108×=E Pa， 24.0=ν ，
3103.1 ×=ρ kg/m3；岩层材料常数为 91012 ×=E Pa，

34.0=ν ， 3102 ×=ρ kg/m3。计算参数 03.0=∆t s，

Pa/m 103 10
n ×=k ， Pa/m 101 10

s ×=k 。荷载只取块体

自重，并设摩擦角和粘聚力均为 0。底部边界取固

定，上部为自由边界，左右取水平方向固定。先计

算整个模型在重力作用下的应力分布，再删除块体

模拟煤层开挖过程。 

 
(a) 物理网格 

 

 

(b) 数学覆盖网格 

图 6  计算模型 

Fig.6  Physical and mathematical covers for numerical problem 

 

图 7(a)，(b)分别是开挖后计算 50 个时步的三

维图和剖面图，图 8(a)，(b)分别是开挖后计算 100

个时步的三维图和剖面图。从图中不难看出，直接

顶随着煤层的开采而冒落，其余岩层自下而上呈倒

台阶式冒落，塌落部分为拱形，远离采场的岩层受

扰动较小。 

如果仍然取上面的计算模型，但增加摩擦角和

粘聚力，取 5101×=c Pa， =ϕ 20°，其他的参数均不

改变，计算的结果见图 9，10，不难得到以下有趣

的结论： 

(1) 随着摩擦角和粘聚力的增加，计算所用的

时步也随计算的时间大大增加。 

(2) 由于摩擦和粘聚力的关系，并非所有的悬

空块都冒落。如图 8(a)所示，左边的 1，2，3 号块 

 
(a) 三维图 

 
(b) 剖视图 

图 7  开挖后计算 30 步的三维图和剖视图(无摩擦力和粘聚

力) 

Fig.7  Results of analysis after 30 steps (3D view without  

friction and cohesion) 

 

 
(a) 三维图 

 
(b) 剖视图 

图 8  开挖后计算 100 步的三维图和剖视图(无摩擦力和粘 

聚力) 

Fig.8  Results of analysis after 100 steps (3D view with out 

friction and cohesion) 

 

和右边的 5，6，7 号块均没有冒落。 

(3) 由于左右两边边界的不对称，两边冒落的

情况呈轻微的不对称。 

(4)  8 号块由于受到 7 号块左上角的尖顶而没

有随 4 号块同时冒落。 

 

6  结论与展望 
 

实际的岩土工程问题都是三维问题，所以，三

维的计算方法的发展是非常重要和迫切的。目前，

三维有限元、离散元、DDA 等方法都得到了有效 

1 
2 
3 

4 8 7 
6 5 
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(a) 三维图 

 
(b) 剖视图 

图 9  开挖后计算 400 步的三维图和剖视图(有摩擦力和粘 

聚力) 

Fig.9  Results of analysis after 400 steps (3D view with 

friction and cohesion) 

 

 
(a) 三维图 

 
(b) 剖视图 

图 10  开挖后计算 900 步的三维图和剖视图(有摩擦力和粘 

聚力) 

Fig.10  Results of analysis after 900 steps (3D view with 

friction and cohesion) 

 

的发展，但三维的流形元理论尚未见到。本文介绍

了基于六面体单元的三维数值流形方法的基本理

论，并推导了相应平衡方程的刚度、初始应力、点

荷载、体荷载、惯性力、固定点、法向接触、切向

接触和摩擦力子矩阵，有了这些子矩阵，就可以很

方便的组建总体平衡方程和编制程序。在二维接触

中，切向应力和摩擦力的方向很容易沿着接触边得

到，但在三维问题中要在接触面上确定该方向是非

常困难的，这也是所有计算方法在遇到三维接触时

的难题。本文引入了向量理论和迭代方法，避开了

相应困难的干扰。最后，作者用三维程序模拟了一

个煤矿长壁工作面覆岩失稳的过程，所得结果与实

际情况基本相符，从而印证该三维方法的正确性。伴

随者我国经济的腾飞，大量基础建设项目的涌现，三

维数值流形方法将具有广阔的应用价值和发展前景。 
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