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摘　要　探讨了用损伤基力学模型研究应变路径对薄金属板塑性失稳的影响 , 这种力学模型考虑了材料损伤

作用.基于这种模型 , 在等效应变空间建立了考虑损伤的塑性失稳判据 , 并用以预估在比例或非比例加载下薄金属

板成型极限曲线(FLC).借助这种理论模型和方法 , 预估薄金属板的理论成型极限曲线与 Graf和 Hosford 的实验结

果一致.
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0　引言

成型极限曲线(FLC)被广泛用于表示(在比例

加载条件下)薄金属板成型过程的塑性失稳
[ 1 ～ 5]

.

Marciniak和 Kuczynsky
[ 3]
,在预估薄金属板成型极限

时引入了材料的初始异质(M-K 模型).他们还注意

到 ,双轴拉伸区(ε1 , ε2>0),最大极限应变对应于等

双轴拉伸(ε1=ε2>0)情况;而最小极限应变发生在

平面应变(ε1 >0 , ε2 =0)加载条件下 , 实验证明它

具有最小的流动性.

Graf和 Hosford
[ 4, 5]
实验研究了改变应变路径对

成型极限的影响.实验方法是:沿平行和垂直于薄金

属板扎制方向 ,分别在单轴拉伸 、平面应变或等双轴

拉伸下 ,将试片预应变到一定程度;再按常规实验确

定FLC.

应该说 ,金属塑性失稳和断裂的发生常起因于

内部损伤的缓慢扩展.McClintock
[ 6]
提出一种基于己

存在微空隙的扩展和聚合概念的断裂模型.Rice 和

Tracey
[ 7]
提出一种理论上的空隙扩展模型 ,能用于计

算在远场应力作用下具有一个球洞的理想塑性材料

的位移场.依据金属板的延性断裂发生在45°平面的

事实 ,Ghosh
[ 8]
提出一种基于空隙切变连结的统计模

型的延性断裂判据.

为了透彻地认识薄金属板成型过程 ,金属的成

型极限和断裂极限的研究已从经典理论发展到应用

损伤力学概念和方法.损伤力学在板金属成型上的

早期应用有 Schmitt和 Jalinier的工作
[ 9]
.他们发现 ,

假如颗粒-基体界面脱粘而引发损伤 ,在单轴拉伸

下仅有少量损伤发生 ,而在等双轴拉伸下会有大量

损伤发生.相反 ,颗粒破裂造成的损伤 ,则在单轴和

等双轴拉伸下会产生近似相同数量的损伤.

Lemaitre
[ 10]
和 Lee

[ 11]
等发现 ,在双轴拉伸下金属板的

塑性失稳经历了材料的退化 ,并认为可以用损伤力

学理论推算成型极限曲线(FLC).他们注意到 ,金属

板成型包含三阶段;因而理论上的成型极限曲线

(FLC)也应当包括这三阶段.他们工作的不足是假

设损伤为各向同性.

通过微观和宏观的材料试验以及薄板成型试验

研究
[ 12 ～ 17]

,认识了宏观局部化颈缩与损伤机制的联

系;研究了延性材料损伤导致塑性失稳 ,最终发生断

裂破坏的过程;提出了各向异性损伤变量定义(二阶

连续性张量),给出了损伤变量与弹性模量的关系;

导出了各向异性损伤扩展力表达式;在此基础上 ,建

立损伤演变方程 ,提出损伤基失稳判据和断裂判据.

本文把它应用于研究应变路径对薄金属板塑性失稳

的影响.基于这种模型 ,在等效应变空间建立了考虑

损伤的塑性失稳判据 ,并用以预估非比例加载路径

下薄金属板成型极限曲线(FLC).本文提出的理论

判据 ,由于它考虑了不同的非比例加载路径和应力

三轴性对成型极限的影响 ,因而预估的成型极限曲
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线与实验结果有很好一致性.

1　力学模型

1.1　薄金属板的失稳条件

在等效应变空间 ,考虑各向异性损伤的薄金属

板的应力-应变关系可表示为

 σ=KψⅡ ε
n

(1)

式中 , n是材料塑性硬化指数 , K 是另一材料参数 ,

 σ和 ε分别是等效应力和等效应变.对各向同性材

料 ,引入二阶连续性张量 ψ, 以表示各向异性损

伤
[ 13 ～ 17]

.损伤参数 ψⅡ是连续性张量的最小主值.

把受损材料应力-应变关系(1)对时间求导 ,得

到等效应力的率方程

 σ
·

=K( ε
n
﹒ψⅡ +nψⅡ ε

n-1
 ε
·

) (2)

注意到 ,连续性主值 (ψⅡ <1)随等效应变(当 ε>

 εth时)增加而减少 ,这里  εth应是用等效应变表示的

材料连续性起始变化的门槛值.

显然 ,受损材料的失稳条件应是

 σ
·

=0 (3)

把受损材料应力-应变关系(1)代入上式 ,有

dψⅡ
d ε

=-
nψⅡ
 ε

(4)

　　受损材料失稳时 ,有 ψⅡ =ψins和  ε= εins.这里 ,

ψins和 εins分别是失稳时连续性主值和等效应变值.

解微分方程(4),并考虑受损门槛条件(当 ε= εth时 ,

ψⅡ =1), 可得 ψins和 εins的下列关系

ψins =( εth  εins)
n

(5)

　　通常可假设 ,连续性门槛值 εth与加载路径的主

应变比 α=ε2 ε1 无关 , 即有 εth=ε
0
1 ,它可用材料的

单轴拉伸实验测得.在单轴拉伸条件下 ,关系(5)改

为

ψ
uni
ins =(ε

0
1 ε

ins
1 )

n
(6)

这里 , ε
ins
1 是材料失稳时的纵向拉伸应变.

1.2　损伤演变方程

由于连续性的最小主值 ,即 ψⅡ ,控制材料损伤

和失稳 ,则可把它选为控制变量以建立损伤演变方

程.薄金属板损伤率方程可取为
[ 18]

﹒ψⅡ =-
Y
q

S0
 ε
·

(7)

式中 ,S0 和 q是材料参数.共轭于连续性张量最小

主值 ψⅡ的热力学力 Y 常称为损伤扩展力或损伤能

释放率.顺便指出 ,两个率方程 (2)和(7)构成了

一组塑性损伤本构方程.并且 ,损伤率方程可改写

为
[ 13 ～ 17]

﹒ψⅡ =-
B

2ψ
q

Ⅱ
f
q

 ε
2nq
 ε
·

(8)

这里 , f 是应力三轴性函数 ,它是一无量纲参数.应

力三轴性函数不仅决定于应力状态 ,而且相关于损

伤的各向异性.B 和 q 是材料参数 , 且 B =

2(K
2
C22)

q
 S 0 ,其中 ,K 、S0 和 C22也是材料参数.

解方程(8),可导出

ψⅡ = 1-∫
 ε

 ε
th

η0 f
q
 ε
2nq

d ε
1 (q+1)

(9)

这里 ,材料参数

η0 =
B(q +1)

2
(10)

　　当材料发生失稳时 ,有临界连续性-变形关系

ψins = 1-∫
 ε
ins

 ε
th

η0 f
q
 ε

2nq
d ε

1 (q+1)

(11)

　　对一般(比例或非比例)加载情况 ,由联立方程

(5)和(11), 得到积分形式的失稳条件

1-∫
 ε
ins

 ε
th

η0 f
q

 ε
2nq

d ε-
 εth
 εins

ζ
1

=0 (12)

注意到 ,通过对上式作数值积分可决定失稳时的等

效塑性应变 εins.对 m 步加载 ,方程 (12)中的积分

可写为

∫
 ε
ins

 ε
th

η0 f
q
 ε

2nq
d ε=∫

 ε
1

 ε
th

η0 f
q
 ε

2nq
d ε+

　　∫
 ε
2

 ε
1

η0 f
q
 ε

2nq
d ε+…+∫

 ε
ins

 ε
m-1

η0 f
q
 ε
2 nq

d ε(13)

1.3　特殊情况

现讨论两种特殊情况:(1)比例加载情况(α=

常数);(2)单轴拉伸情况(近似取 α=常数).

(1)比例加载情况

由于应力三轴性函数 f=常数 ,进一步简化方

程式(11),可得失稳时连续性主值

ψins =[ 1-ηf
q
( ε
ζ
ins - ε

ζ
th)]

1 (q+1)
(14)

这里 ,材料参数

η=η0 ζ, 　　ζ=1+2nq (15)

　　根据方程式(11)、(12)和 (14), 失稳时等效应

变值可由下式求出

1-ηf
q
( ε
ζ
ins - ε

ζ
th)-( εth - εins)

ζ
1 =0 (16)
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式中

ζ1 =(q +1)n (17)

　　注意到 ,对不同应变路径 ,失稳时的 ψins 、f 、 εins

与应变比 α有关.

(2)单轴拉伸情况

在单轴拉伸情况下 ,取 εth=ε
0
1 ,  εins =ε

ins
1 和 f=

f uni , 方程式(16)可改写为

1-ηuni f
q
uni [(ε

ins
1 )

ζ
-(ε

0
1)
ζ
] -

　　(ε
0
1 ε

ins
1 )

ζ
1 =0 (18)

并可导出确定材料参数 ηuni的表达式

ηuni =
1 -(ε

0
1 ε

ins
1 )

ζ
1

f
q

uni [ (ε
ins
1 )

ζ
-(ε

0
1)
ζ
)]

(19)

2　应用

为了证实失稳判据(12)的有效性 ,现选择铝合

金薄金属板(6111T4).用本文提出的损伤基力学模

型与方法 ,预估在非比例加载下它的 FLC ,并与Graf

和 Hosford
[ 5]
的实验结果比较.

根据单轴拉伸实验 ,铝合金薄金属板(6111T4)

的杨氏模量为 76 GPa , 泊桑比为 0.33 ,塑性硬化指

数为 0.26.另外 ,损伤起始和材料失稳时的纵向拉

伸应变分别为 ε
0
1=0.05和 ε

ins
1 =0.35.

2.1　单步加载下的 FLC

对单步拉伸加载情况 ,失稳时的应变值相关于

应变路径.对不同应变路径(应变比 α),失稳应变主

值(这里称为成型极限值),  ε1 和 ε2 , 可由下面方程

决定

 ε1 =
3

2(1 +α+α
2
)
1 2 εins , 　 ε2 =α ε1 (20)

式中 ,失稳时等效应变值  εins可由方程(16)求出.文

献[ 5]给出的铝合金金属板(6111T4)成型极限值数

据(无预应变情况)示于图 1.记号△和○分别表示

材料的扎制主方向(RD)和它的垂直方向的成型极

限应变主值.用本文提出的方法得到的计算 FLC

(对不同的非线性参数 q)也示于图 1.注意到 ,选择

q=0.1计算 FLC 非常逼近实验结果的下限.同时 ,

可以看到 ,计算 FLC对 q值相当敏感.

另外 ,依据文献[ 5] 给出的实验数据 ,对不同的

非线性参数 q ,失稳时的 ψins-α估算结果示于图 2.

还可以看到 , ψins的最大值非常逼近于平面应变(α

=0)情况.

图 1　对单步拉伸加载情况 ,估算的 FLC 和

文献[ 5]给出的实验数据

图 2　对不同的非线性参数 q ,

失稳时的 ψins-α估算结果

2.2　多步加载下的 FLC

多步加载下薄金属板的变形-失稳过程可分为

三阶段 ,包括加载 、卸载和再加载:

(1)薄板首先被加载到预定的程度 ,得到一定

的材料损伤;

(2)随后卸载 ,薄板保持第一阶段得到的残余

应变(预应变)和损伤程度;

(3)薄板再加载 ,使损伤程度加剧直致失稳.

因此 ,由方程(11)和(13),可写出多步加载下的

预估失稳时连续性主值 ψins的计算公式如下

βψins = 1-∫
 εpre

 ε
th

η0 f
q
 ε
2 nq

d ε-

　　∫
0

 εpre
η0 f

q

 ε
2nq

d ε-∫
 ε
ins

0
η0 f

q

 ε
2 nq

d ε
1 (q+1)

(21)

式中 ,引入的系数 β反应了不同预应变程度以及它

的应变比的影响. ε
pre
是第一阶段得到的预应变值.

近似设第一阶段的应变路径是正比例的 ,即 η0
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和 f保持不变.注意 ,方程(21)的右边的第二个积分

为零;且有预应变后的连续性主值

ψpre = 1 -∫
 εpre

 ε
th

η0 f
q
 ε

2nq
d ε

1 (q+1)

(22)

于是 ,由方程(21)得到

β
q+1
ψ
q+1
ins =ψ

q+1
pre -ηf

q
 ε
ζ
ins (23)

式中 , ψins可由不考虑预应变的式(14)决定.由方程

(22)可计算 ψpre

ψpre =[ 1-ηf
q
( ε

preζ
- ε

ζ
th)]

1 (q+1)
(24)

　　最后 ,由方程(23)导出第三阶段的直至失稳的

等效应变值

 ε
post
ins =

ψ
q+1
pre -β

q+1
ψ
q+1
ins

ηf
q

1 ζ

(25)

同时 ,得到预估(具有预应变的)薄金属板的 FLC 的

表达式

 ε1 =ε
pre
1 +

3

2(1 +α+α
2
)
1 2 ε

post
ins

 ε2 =ε
pre
2 +

3α
2(1 +α+α

2
)
1 2 ε

post
ins

(26)

这里 , ε
pre
1 和 ε

pre
2 是预应变的主分量值.

作为实例 ,现在讨论预估(具有预应变的)铝合

金薄金属板(6111T4)的 FLC 的三种特殊情况 ,即等

双轴拉伸 、单轴拉伸和平面应变.

(1)等双轴拉伸预应变情况

对等双轴拉伸预应变(ε
pre
1 =ε

pre
2 =0.13), 第三

阶段应变 ε
post
1 取为垂直于板的(RD)方向 ,且 β =

0.95 、1.01.05 、1.1 ,由方程(25)和(26)得到的预估

FLC示于图 3.文献[ 5]给出的实验结果也示于图 3.

显然 ,取 β =1.1 得到的预估 FLC 与实验数据符合

最好.

图4 表示不同预应变程度(ε
pre
1 =ε

pre
2 =0.03 、

0.085 、0.13和 0.17)对预估 FLC的影响.

(2)单轴拉伸预应变情况

对受单轴拉伸预应变板 ,取第一和第三阶段的

预应变ε
pre
1 和 ε

pre
2 都垂直于板的(RD)方向 ,且取 ε

pre
1

=0.095 和 ε
pre
2 =-0.029.

在这种情况下 ,预估 FLC 和文献[ 5]给出的实

验结果都示于图 5.可见 , β=1.05是最佳选择.不同

的预应变(ε
pre
1 , ε

pre
2 =0.05 , -0.015;0.095 , -0.029;

0.014 , -0.042 和 0.18 , -0.054)对 FLC 的影响示

于图 6.

(3)平面应变预应变情况

图 3　对等双轴拉伸预应变情况

(εpre1 , ε
pre
2 =0.13), 估算的 FLC 和

文献[ 5] 给出的实验数据

图 4　对等双轴拉伸预应变情况 , 不同预应变

程度对预估的 FLC 的影响(β=1.1)

图 5　对单轴拉伸预应变情况(εpre1 =0.095 ,

εpre2 =-0.019), 估算的 FLC 和文献[ 5]

给出的实验数据
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图 6　对单轴拉伸预应变情况 , 不同预应变

程度对预估 FLC 的影响(β=1.05)

图 7　对平面应变预应变情况(εpre1 =0.11 ,

εpre2 =0), 估算的 FLC和文献[ 5]

给出的实验数据

在平面应变预应变情况下 , 取 ε
pre
1 =0.011 和

ε
pre
2 =0 , FLC的预估结果连同文献[ 5]给出的实验结

果都示于图7.图7还说明了 FLC 对 β值(取为 1.0 、

0.9 、0.8和 0.7)的敏感性.

3　结论

(1)本文导出了可用于预估在非比例加载下薄

金属板成型极限曲线(FLC)的损伤演变方程和考虑

损伤的塑性失稳判据.这种力学模型考虑了材料损

伤和应力三轴性.

(2)借助本文提出的理论判据和方法 ,并合理

和适当地选择有关参数 ,我们预估的在非比例加载

下薄金属板的理论成型极限曲线与 Graf 和

Hosford
[ 5]
的实验结果有很好的一致.
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A DAMAGE BASED MECHANICS MODEL PREDICTING FORMING

LIMIT OF SHEET METAL UNDER NON-PROPORTIONAL LOADING

Shen Wei　　Peng Lihua

(Departement of Mechanics , Huazhong University of Science and Technology , Wuhan , 430074)

Tang Chakyin

(Department of Manufacturing Engineering , Hong Kong Polytechnic University , Hong Kong)

Abstract　The influence of strain path on plastic instability of sheet metal is investigated by the damage based

mechanics model , which takes the effects of damage into account.Based on the model , a plastic instability criterion due

to material damage has been established , in the equivalent strain space , in order to predict the forming limit curve(FLC)

under the conditions of both the proportional and the non-proportional loading process.The FLC results of the present

model are agreement with the experimental data by Graf and Hosford.

Key words　forming limit , material damage , instability condition , non-proportional loading
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