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INTRODUCCION

La caracterizacion del conocimiento y la practica del profesor de matematicas es
una cuestion actual en el &mbito de la educacion matematica (Ponte y Chapman, 2006).
El conocimiento y la préactica del profesor son constructos dependientes que ponen de
manifiesto la influencia del contexto en la caracterizacion del conocimiento profesional
del profesor y, al mismo tiempo, como el uso del conocimiento determina la practica.
Una idea en este &mbito es que el conocimiento profesional del profesor de matematicas
viene caracterizado por cémo se aprende y por como se usa en los contextos de la
practica de ensefiar matematicas. Esta idea supone que los contextos en los que se
adquiere y en los que se usa el conocimiento necesario para ensefiar determinan algunas
caracteristicas de la naturaleza del conocimiento profesional estableciéndose una
relacion dialéctica entre el conocimiento de los estudiantes para profesor y la practica
(Llinares, 2013). En este sentido y desde la perspectiva del aprendizaje del estudiante

para maestro, la identificacion de las tareas que organizan la practica profesional del
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maestro es relevante por dos cosas. Primero, por el reconocimiento de la influencia del
contexto en la manera en la que se usa el conocimiento; y segundo, ya que conlleva
reconocer las tareas en las que el profesor debe ser competente. Esta idea subraya la
relacion dialéctica entre el conocimiento tedrico y la practica y genera la idea del “uso
del conocimiento en contexto” (Llinares, 2013), que deriva en la nocion de competencia

docente del profesor de matematicas.

El conocimiento del profesor desemperia diferentes roles en la resolucion de las
tareas que articulan su practica profesional y en particular en lo relativo a la ensefianza
de las matematicas. En primer lugar, el conocimiento de matematicas para la ensefianza
(Ball, Thames y Phelps, 2008; Hill, Sleep, Lewis y Ball, 2007) le permite identificar lo
que puede ser relevante de las situaciones de ensefianza de las matematicas. Y en
segundo lugar, le permite apoyar su interpretacion de los hechos y evidencias
identificados como relevantes. En este sentido, el papel que desempefia el conocimiento
de matematicas para la ensefianza del profesor en la resolucion de las tareas
profesionales define su competencia docente. En particular, la competencia docente
mirar de una manera profesional permite al profesor de matemaéticas ver las situaciones
de ensefianza-aprendizaje de las matematicas integrando tres destrezas: identificar los
aspectos relevantes de la situacion de ensefianza; usar el conocimiento para razonar
sobre dichos aspectos, y realizar conexiones entre aspectos especificos de las
situaciones de ensefianza-aprendizaje y principios e ideas mas generales sobre la
ensefianza-aprendizaje (Jacobs, Lamb y Philipp, 2010; Mason, 2002; Sherin, Jacobs y
Philipp, 2010) para tomar decisiones de accién. Por tanto esta competencia se centra en

el uso del conocimiento para la ensefianza.

El desarrollo de la competencia docente mirar de una manera profesional es uno
de los objetivos de los programas de formacién de profesores y un tema de estudio
relevante en las investigaciones centradas sobre el aprendizaje del profesor de
matematicas en los ultimos afios. Un foco de atencion ha sido el pensamiento
matematico de los estudiantes (Callejo y Zapatera, 2016; Fernandez, Llinares y Valls,
2012; Llinares, Ferndndez y Sanchez-Matamoros, 2016; Fortuny y Rodriguez, 2012;
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Magiera, Van den Kieboom y Moyer, 2013; Sanchez-Matamoros, Fernandez y Llinares,
2015; Schack et al., 2013; van Es y Sherin, 2002).

Los trabajos previos realizados sobre la competencia mirar de manera
profesional el pensamiento matematico de los estudiantes se han centrado en dominios
matematicos especificos: Fernandez et al. (2012) en el razonamiento proporcional,
Schack et al. (2013) en la numeracién temprana, Son (2013) con los conceptos de razon
y proporcion, Magiera et al. (2013) en el pensamiento algebraico, Sdnchez-Matamoros
et al., (2015) en el concepto de derivada y Callejo y Zapatera (2016) en la
generalizacion lineal. Estos estudios previos indican que esta competencia no es facil de
desarrollar pero animan a pensar que si es posible apoyar su desarrollo en los programas

de formacion inicial.

En esta tesis se indaga sobre el uso que hacen estudiantes para maestro del
conocimiento matematico para ensefiar, cuando interpretan respuestas de estudiantes de
Educacion Primaria en el contexto de las estructuras multiplicativas, y en particular, en
problemas de division-medida. Ello permitira obtener informacién para potenciar en los
programas de formacion inicial de profesores el desarrollo de la competencia mirar de
una manera profesional el pensamiento matematico de los estudiantes cuando éstos

resuelven problemas de estructura multiplicativa.
A continuacion describimos el contenido de cada capitulo y los anexos.

En el primer capitulo se presenta la problemaética de la investigacion. En primer
lugar, se hace una revision de las investigaciones sobre el conocimiento profesional del
profesor de matematicas que se han centrado en la mirada profesional, y mas
especificamente en mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
estudiantes. Posteriormente se presenta la problematica en relacion al conocimiento del
profesor sobre la divisién con nimeros naturales y con fracciones, en particular sobre
los problemas de division-medida. Esta revision de la literatura pone de manifiesto la
necesidad de realizar mas investigaciones sobre el uso del conocimiento matematico
para ensefiar por parte de los estudiantes para maestro cuando interpretan diferentes
respuestas de alumnos de primaria a problemas de division-medida, tanto entre nimeros

naturales como entre fracciones.
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En el segundo capitulo se exponen las referencias tedricas en las que se basa esta
investigacion. Dichas referencias se sitian en la interseccion de dos lineas de
investigacion: la estructura multiplicativa y el conocimiento matematico para la
ensefianza y la competencia una mirada profesional. En cuanto a la estructura
multiplicativa se presentan los problemas de estructura multiplicativa desde la
perspectiva de Vergnaud y otros enfoques, centrandonos en los problemas de division
medida. Por otro lado se describen las estrategias utilizadas y los errores mas comunes
por los estudiantes de Educacion Primaria cuando resuelven este tipo de problemas. En
relacion al conocimiento matematico para la ensefianza se describen los constructos
teoricos relativos al MKT con el uso de este conocimiento en la practica docente
(mirada profesional) y definiremos el concepto de mirada profesional desde la

perspectiva de la interpretacion del pensamiento matematico de los estudiantes.

En el tercer capitulo se describe el disefio de la investigacion atendiendo, en
primer lugar, a los participantes y su contexto. A continuacion, se presentan los
instrumentos de recogida de datos explicando detalladamente las caracteristicas de los
cuestionarios. El Cuestionario 1 centrado en la resolucion de problemas de division-
medida por parte de los estudiantes para maestro y el Cuestionario 2 centrado en la
interpretacion de respuestas de alumnos de Educacion Primaria a estos problemas. Por
ultimo, se exponen las tres fases del analisis de los datos: (i) en la primera se hizo un
estudio del comportamiento global del grupo utilizando las respuestas dadas por los
estudiantes para maestro a los cuestionarios 1y 2; (ii) en la segunda se identificaron tres
perfiles de los estudiantes para maestro sobre las respuestas al cuestionario 2 y (iii) en la
tercera se hizo un estudio de casos de los estudiantes para maestro pertenecientes a los

perfiles con mayor nimero de estudiantes.

En el cuarto capitulo se presentan los resultados obtenidos. En primer lugar se
presentan los resultados correspondientes a la resolucion de los problemas del
Cuestionario 1 por los estudiantes para maestro, poniendo de manifiesto la correccion
de las respuestas, los procedimientos utilizados y los errores cometidos por los
estudiantes para maestro al resolver los tres problemas propuestos en el Cuestionario 1.

En segundo lugar, se presentan los resultados sobre las relaciones entre las respuestas
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dadas al Cuestionario 1 por los estudiantes para maestro y la puntuacion dada por estos
a las respuestas de los alumnos de primaria del Cuestionario 2. En tercer lugar, se
muestran perfiles de comportamiento de los estudiantes en cuanto a la resolucién de
problemas y la interpretacion de las respuestas de los alumnos de Educacion Primaria a
estos problemas. Estos perfiles nos dan caracteristicas de cémo los estudiantes para
maestro interpretan (punttan y justifican) las respuestas de los estudiantes de Educacion
Primaria. Ejemplos de estos perfiles son mostrados en la Gltima seccion, a través de un

estudio de casos.

En el quinto y ultimo capitulo se muestran las conclusiones y la discusion sobre
los resultados obtenidos dando respuesta a las preguntas de investigacion. En primer
lugar se discuten los resultados en relacion al conocimiento de contenido matematico de
los estudiantes para maestro: niveles de éxito globales en la resolucién de los problemas
de division-medida, procedimientos utilizados y errores. En segundo lugar, se muestran
las caracteristicas obtenidas a través de los resultados de como los estudiantes para
maestro interpretan las respuestas de estudiantes de Educacién Primaria a problemas de
division-medida y su relacion con los niveles de éxito obtenidos en la resolucion de los
problemas por parte de los estudiantes para maestro. Estos resultados aportan
informacion sobre la relacion entre el conocimiento especializado de contenido
matematico del estudiantes para maestro y la tarea profesional de interpretar respuestas
de estudiantes de Educacion Primaria (desarrollo de la competencia una mirada
profesional). Para concluir se exponen las implicaciones de este estudio en las

formacion de maestros y algunas implicaciones para futuras investigaciones.
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CAPITULO 1. PROBLEMATICA DE INVESTIGACION

En este capitulo presentamos la problemética de investigacion en dos secciones.
En la primera hacemos una revision de las investigaciones sobre el conocimiento
profesional del profesor de matematicas que se han centrado en la mirada profesional, y
mas especificamente en mirar profesionalmente el pensamiento matemético de los
estudiantes. En la segunda se presenta la problematica en relacion al conocimiento del
profesor sobre la division con nimeros naturales y con fracciones, en particular sobre la
division-medida. Esta revision de la literatura pone de manifiesto la necesidad de
realizar mas investigaciones sobre el uso del conocimiento matematico para ensefiar por
parte de los estudiantes para maestro cuando interpretan diferentes respuestas de
alumnos de primaria a problemas de divisidn-medida, tanto entre niumeros naturales

como entre fracciones.
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1.1. ESTUDIOS SOBRE EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL
PROFESOR DE MATEMATICAS

Parte de las investigaciones sobre el conocimiento profesional del profesor de
matematicas se han centrado en como los profesores adquieren el conocimiento
necesario para ensefiar matematicas (Ball, 1990; Borko et al., 1992; Escudero y
Sanchez, 2007; Llinares, 1998; Llinares y Krainer, 2006) y en la identificacion y
relacion entre distintos tipos de conocimientos relevantes para ensefiar (Shulman, 1989).
Shulman identifico tres tipos de conocimientos en relacion con una materia especifica:
conocimiento de la materia, conocimiento pedagdgico y conocimiento curricular. El
primero hace referencia a la comprension del tema propio de un especialista; el segundo
tipo de conocimiento se refiere a aspectos relacionados con el aprendizaje y al
ensefianza de una materia; el tercero, estd relacionado con la forma de organizar el
conocimiento para la ensefianza en programaciones, textos, libros, etc. A partir de los
trabajos de Shulman y de otros mas especificos relativos a la ensefianza de las
matematicas, se ha desarrollado una teoria acerca de las matematicas que los profesores
necesitan conocer: conocimiento matematico para la ensefianza, que incluye, el
conocimiento de contenido pedagogico y el conocimiento de la materia (Hill et al.,
2007; Delaney, Ball, Hill, Schilling y Zopf, 2008).

La identificacion del conocimiento matematico para la ensefianza emerge de

estudiar las tareas de tipo profesional del profesor de matematicas (Llinares, 2009):

(@) organizar el contenido matematico para ensefiar, es decir conocer los

contenidos matematicos como objeto de ensefianza-aprendizaje,

(b) gestionar el contenido matematico en el aula, lo que implica conocer e
identificar las caracteristicas que puede adoptar, conocer e identificar
caracteristicas del discurso matemético en el aula y su relacion con el
aprendizaje matematico, conocer e identificar caracteristicas de la gestion de
debates como instrumentos de aprendizaje matematico, etc., para apoyar el
progreso de los alumnos a lo largo de la realizacion de los problemas

matematicos, y

(c) analizar e interpretar las producciones matematicas de los alumnos, lo que

implica conocer el conocimiento de didactica de la matematica sobre teorias
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del aprendizaje y construccion del conocimiento matematico, utilizar los
conocimientos de didactica de la matematica sobre el aprendizaje
matematico para diagnosticar y dotar de significado a las producciones de los

alumnos identificando posibles causas que las justifiquen.

En este sentido, el papel que desempefia el conocimiento matematico para la
ensefianza del profesor en la resolucion de las tareas profesionales define su
competencia docente. En particular, la competencia docente mirar de una manera

profesional las situaciones de ensefianza y aprendizaje.

1.1.1. Conocimiento profesional y competencia mirada profesional

La mirada profesional diferencia a un profesor de matematicas de alguien que no
lo es, y viene caracterizada por el modo y el contexto de uso del conocimiento de
matematicas y de didactica de las matematicas en determinadas situaciones (Eraut,
1996). La idea es que cuando alguien llega a formar parte de un grupo profesional
(como ser maestro o profesor de matematicas) llega a ser diestro en mirar de manera
profesional un cierto conjunto de fendmenos de una manera particular (Sherin, 2001),
que puede poner de manifiesto modos diferentes de uso del conocimiento (replicar,

aplicar, interpretar y asociar) (Eraut, 1996).

Recientemente, la caracterizacion y analisis del desarrollo de esta competencia
docente ha empezado a ser foco de atencién en el ambito de la Educacién Matematica
definiéndose cuestiones relativas a su conceptualizacién y a su desarrollo en los

programas de formacion inicial y continua de maestros y profesores de matematicas.

En relacion a la conceptualizacion de esta competencia, Mason postulé que
mirar profesionalmente implica “un movimiento o un cambio en la atencion” (Mason,
2011, p. 45). Aunque esta competencia ha sido conceptualizada desde diferentes
perspectivas (Mason, 2002; van Es y Sherin, 2002), la idea comdn en todas ellas es que
mirar profesionalmente las situaciones de ensefianza aprendizaje de las matematicas
implica trasladarse desde la descripciobn de acciones del profesor a las
conceptualizaciones de los estudiantes y desde comentarios evaluativos a comentarios
interpretativos basados en evidencias (Bartell, Webel, Bowen y Dyson, 2013; van Es,

2011). Por tanto, esta competencia esta vinculada a la capacidad de identificar e
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interpretar aspectos de la ensefianza de las matematicas para fundamentar las decisiones

de accidbn como maestros.

Desde estas perspectivas se enfatiza la importancia de los procesos de
identificacion de los aspectos relevantes en las situaciones de ensefianza-aprendizaje y
la interpretacion de los mismos basadndose en unas referencias tedricas previas que
avalen las decisiones de accion a tomar. Esta conceptualizacion de la competencia mirar
profesionalmente pone el acento en el hecho de que la interpretacién es un instrumento
para comprender cémo los docentes usan su conocimiento en la practica de sus labores

profesionales (Llinares, 2013).

A lo largo de la ultima década, han sido muchas las investigaciones que han
tratado de identificar diferentes contextos para ayudar a los profesores a desarrollar la
competencia una mirada profesional. Van Es y Sherin (2002) y Sherin y van Es (2005)
mostraron como profesores en servicio y docentes en su periodo de practicas
desarrollaban nuevas formas de identificar e interpretar interacciones de aula a traves
del visionado de grabaciones de interacciones que ocurrian en sus propias aulas. En este
contexto los profesores han mejorado su mirada profesional desplazando su foco de
atencion desde las descripciones generales de las estrategias a la comprension de los
estudiantes, y desde los comentarios evaluativos a las interpretaciones basadas en
evidencias. En la misma direccion Coles (2013) propuso trabajar con videoclips. Los
resultados de sus investigaciones muestran que cuando los profesores habian tenido la
posibilidad de compartir la reconstruccion de las palabras exactas o acciones y su
cronologia (accounts of) tal y como aparecia en el videoclip que habian observado, esto
les permitia realizar interpretaciones de lo que habia ocurrido aportando evidencias

(accounts for) y evitando comentarios basados solo en juicios.

Santagata, Zanonni y Stigler (2007) muestran un marco de referencia para el
analisis de lecciones de clase en el que los futuros profesores deben de identificar los
objetivos de aprendizaje, el aprendizaje del estudiante en relacion a estos objetivos y
proporcionar estrategias de ensefianza alternativas para conseguir los objetivos. Este
marco de referencia ayudé a los futuros profesores a conseguir experiencia en observar
y razonar sobre los eventos de la clase. Lundeberg, Cooper, Fritzen, y Terpstra (2008)

mostraron que la reflexion fundamentada en videos sobre su propia ensefianza ayudo a
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los estudiantes para maestro a proporcionar comentarios mas especificos sobre la
ensefianza y a centrarse mas en los estudiantes en lugar de en ellos mismos. Star y
Strickland (2008) indicaron que después de un modulo de ensefianza cuyo objetivo era
desarrollar la habilidad de observar, los futuros profesores mejoraron su competencia de
mirar de manera profesional las caracteristicas del entorno de aprendizaje, el contenido
matematico de la leccion y la comunicacion entre el profesor y el estudiante durante la
leccion. Scherrer y Stein (2002) sefialaron mejoras en la competencia de mirar
profesionalmente las interacciones entre los estudiantes y profesores cuando analizaban

discusiones de la clase.

Estos estudios sefialan que esta competencia se puede trabajar en los programas
de formacion inicial, sin embargo, su desarrollo presenta dificultades en los estudiantes
para maestro y profesores de matematicas. Para indagar de manera més especifica en su
desarrollo, ha surgido una linea de investigacion que trata de caracterizar la
competencia mirar de manera profesional el pensamiento matematicos de los
estudiantes, considerando lo especifico del conocimiento de Didactica de la Matematica

en determinados ambitos curriculares.

1.1.2. La competencia mirar de manera profesional el pensamiento matematico de

los estudiantes

Esta competencia ha sido conceptualizada a través de la interrelacion de tres
destrezas: identificar los elementos matematicos importantes en las estrategias de los
estudiantes; interpretar la comprension puesta de manifiesto por los estudiantes y
decidir qué tareas proponer a continuacion que permitan el progreso conceptual del
estudiante (Jacobs et al., 2010). La idea que subyace es que la actividad de identificar e
interpretar el pensamiento mateméatico de los estudiantes es un proceso de
reconstruccion e inferencia de la comprension a partir de la interpretacion de lo que el
estudiante escribe, dice, o hace. Es decir, como dar sentido a las producciones de los
estudiantes yendo mas alla de indicar solo lo que es errdéneo en su respuesta. Por tanto,
esta competencia permite al maestro ser diestro en la tarea profesional de analizar e

interpretar las producciones matematicas de los alumnos, utilizando los conocimientos
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de Didactica de la Matematica sobre el aprendizaje matematico para diagnosticar y

dotar de significado a las producciones de los alumnos.

Las investigaciones previas relacionadas con la conceptualizacion y desarrollo
de la competencia mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes

se han centrado en obtener dos tipos de resultados:

e Contextos y herramientas que pueden ayudar a estudiantes para maestro (o

profesor de matematicas) a desarrollar esta competencia.

e Caracteristicas de como los estudiantes para maestro o estudiantes para
profesor de matematicas empiezan a desarrollar las destrezas de identificar,
interpretar y decidir que conceptualizan la competencia, en distintos

dominios matematicos.

1.1.2.1. Contextos y herramientas que pueden ayudar a estudiantes para maestro a

desarrollar la competencia

Estudios previos han mostrado que el uso de video-clips en los programas de
formacion propicia cambios en lo que los maestros son capaces de identificar,
cambiando su foco de discusion desde la evaluacion hasta interpretaciones basadas en
evidencias (Coles, 2013; van Es y Sherin, 2002). También se ha mostrado que el uso de
debates virtuales permite a los estudiantes para maestro trasladarse desde la descripcién
de aspectos generales de las estrategias usadas por los estudiantes a detallar evidencias
relevantes de la manera en la que los estudiantes estaban comprendiendo (Fernandez et
al., 2012).

Las reuniones presenciales entre maestros en ejercicio, donde se discutia sobre
los trabajos escritos y orales del alumnado y sobre las interacciones que se producian en
el aula, también ayudaron a los maestros a interpretar las ideas matematicas de sus
estudiantes y a usar recursos para decidir hacia donde dirigir el siguiente paso para que
los alumnos siguieran progresando en su aprendizaje (Coles, Fernandez y Brown, 2013;
Kazemi y Franke, 2004). Del mismo modo, Crespo (2000) realiz6 una experiencia con
estudiantes para maestro que realizaban intercambio de cartas con estudiantes de

primaria en las que se les planteaba un problema y se compartian preguntas, opiniones e
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ideas sobre sus experiencias. Los resultados muestran que los estudiantes para maestro
modificaron la manera de focalizar sus interpretaciones desde la correccion, a la
interpretacion con significado de las respuestas de los estudiantes. Steinberg, Empson y
Carpenter (2004), en un estudio de casos con una maestra en servicio, mostraron que el
hecho de mantener conversaciones sobre el pensamiento matematico de sus estudiantes
durante la instruccion, le sirvié como andamiaje para investigar sobre el pensamiento de
su alumnado y para percibir aspectos de este que anteriormente no habia sido capaz de
percibir propiciando un cambio en su manera de afrontar las practicas de ensefianza en

el aula.

El uso de respuestas de estudiantes a grupos de problemas ha mostrado también
su potencial para desarrollar esta competencia. Biza, Nardi y Zachariades (2007)
realizaron una investigacién con docentes en servicio en la que les presentaban una
tarea matematica de la cuél debian explicar los objetivos matematicos, examinar e
identificar una respuesta erronea supuestamente proporcionada por los estudiantes y
describir en un texto escrito, una respuesta (feedback) a esta tarea. Tras los resultados
obtenidos con los participantes, los autores, sugirieron que este tipo de tareas puede ser
una buena herramienta para poner a los estudiantes para maestro en situacion y
proporcionales oportunidades de enfrentarse a una practica real. Distintas
investigaciones (Buforn y Fernandez, 2014; Fernandez, Llinares y Valls, 2013;
Sanchez-Matamoros et al., 2015; Callejo y Zapatera, 2016) han mostrado que el uso de
una tarea profesional donde se le pide a los futuros maestros o futuros profesores de
matematicas: (i) identificar los elementos matematicos implicados en varios problemas
en relacion a un determinado contenido matematico, (ii) interpretar distintas respuestas
de estudiantes (que muestran distintas caracteristicas de la comprension del contenido
matematico) que han resuelto los diferentes problemas aportando evidencias de su
comprension en relacion al contenido matematico, y (iii) proponer un nuevo problema
que ayude al estudiante a progresar o consolidar su comprension, les ayudo a trasladarse
desde la descripcién de aspectos generales de las estrategias usadas por los estudiantes,
a detallar evidencias relevantes de la manera en la que los estudiantes estaban

comprendiendo apoyando sus decisiones de accion en aspectos de la comprension.

Por ultimo, Ivars y Fernandez (2015) e lvars, Fernandez y Llinares (2015), han

mostrado que las narrativas escritas por los estudiantes para maestro, entendidas como
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historias en las que el autor relata, de manera secuencial, una serie de acontecimientos
que cobran sentido para él, a través de una logica interna, durante su periodo de
practicas no solo les ayudd a teorizar la practica sino que les ayudd a estructurar su
mirada sobre los sucesos especificos de aula y por tanto desarrollar la competencia

mirar profesionalmente.

1.1.2.2. Caracteristicas de como los estudiantes para maestro empiezan a desarrollar
las destrezas de la competencia (identificar, interpretar y decidir) en distintos

dominios matematicos

Por otra parte, otros estudios se han centrado en caracterizar como los
estudiantes para maestro desarrollan las destrezas de identificar, interpretar y decidir en
diferentes dominios matematicos. Ferndndez et al. (2012) en el razonamiento
proporcional, Schack et al. (2013) en la numeracién temprana, Son (2013) con los
conceptos de razon y proporcion, Magiera et al. (2013) en el pensamiento algebraico,
Sanchez-Matamoros et al. (2015) en el concepto de derivada, Llinares et al. (2016) en la

clasificacion de cuadrilateros y Callejo y Zapatera (2016) en la generalizacion lineal.

Asi, Magiera et al. (2013) mostraron que los estudiantes para maestro (en el
contexto de entrevistas individuales) disponian de una limitada habilidad para reconocer
el potencial de las tareas algebraicas que permitian potenciar en los estudiantes un
pensamiento algebraico reconociendo solo determinadas caracteristicas de las tareas, y
de una limitada habilidad para reconocer e interpretar el pensamiento algebraico que
demostraban los estudiantes. Fernandez et al. (2013) caracterizaron la competencia
mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes en estudiantes
para maestro de educacion primaria en el dominio matematico del razonamiento
proporcional. Este estudio proporciona un marco de referencia que indica un posible
camino de desarrollo de esta competencia en cuatro niveles para este dominio
matematico. En este camino de desarrollo de la competencia, la identificacion de la
discriminacion entre problemas proporcionales y no proporcionales era clave para que
los estudiantes para maestro interpretaran el desarrollo del razonamiento proporcional
de los estudiantes. Son (2013) examind las interpretaciones dadas por estudiantes para

maestros a respuestas de estudiantes que mostraban errores cuando averiguaban uno de
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los lados en rectangulos similares. Los resultados de este estudio revelaron que la
mayoria de estudiantes para maestro identificaron errores de aspectos procedimentales
en lugar de errores conceptuales, proporcionando acciones para guiar al estudiante a

adquirir un conocimiento procedimental.

Schack et al. (2013) mostraron que después de que los estudiantes para maestro
participaran en un modulo de ensefianza que progresivamente desarrollaba las tres
destrezas interrelacionadas de la competencia mirar profesionalmente el pensamiento
matematico de los estudiantes en relacion a la numeracion temprana (identificar,
interpretar y decidir), éstos mejoraron en las tres destrezas. En Sanchez-Matamoros et
al. (2015), después de que los futuros profesores de educacion secundaria participaran
en un modulo de ensefianza, disefiado para desarrollar las tres destrezas en el dominio
especifico de la derivada, también mejoraron en sus destrezas. Este estudio muestra que
la mejora estaba ligada a como los futuros profesores iban entendiendo los elementos
matematicos que usaban los estudiantes de secundaria en los problemas de derivada.
Llinares et al. (2016) mostraron que para que los estudiantes para profesor de secundaria
pudieran interpretar las distintas caracteristicas que mostraban respuestas de estudiantes
a diferentes problemas de clasificacion de cuadrilateros, era necesario que identificaran
elementos matematicos importantes de las clasificaciones como las relaciones de
inclusion. Callejo y Zapatera (2016) identificaron en estudiantes para maestro de
primaria distintos niveles en la descripcion e interpretacion de las respuestas de alumnos
de primaria a problemas de generalizacion lineal; estos niveles estan ligados a la
identificacion de los elementos matematicos y su utilizacion para interpretar las

respuestas de los estudiantes.

Una caracteristica comun obtenida en estos estudios es que es necesario que los
estudiantes para maestro identifiqguen los elementos matematicos importantes en la
resolucion de los problemas (conocimiento de matematicas) para poder interpretar la
comprension de los estudiantes e identificar distintas caracteristicas de la comprensién
(conocimiento del aprendizaje de los estudiantes). Esta manera de entender la
competencia docente mirar de una manera profesional el pensamiento matematico de
los estudiantes considera que la identificacion del profesor de los elementos

matematicos que son relevantes en el problema que deben resolver sus alumnos y en la
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resolucion que estos pueden realizar, le permite estar en mejores condiciones para

interpretar su aprendizaje y para tomar las decisiones instruccionales pertinentes.

Los resultados de las investigaciones previas ponen de manifiesto el desafio al
gue se enfrentan los formadores de profesores de matematicas al tener que crear
entornos de aprendizaje en los programas de formacion, que permitan el desarrollo de la
competencia docente mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
estudiantes, con el objetivo de superar las concepciones sobre el aprendizaje del tipo
todo o nada (en el sentido de que una respuesta solo puede ser correcta o incorrecta) y
poder incorporar el conocimiento sobre el aprendizaje de las matematicas de los
estudiantes de primaria (identificando diferentes caracteristicas de la comprension) en
sus interpretaciones sobre el pensamiento matematico de los estudiantes. Las
dificultades encontradas hacen necesarias mas investigaciones sobre la manera en la que
interviene el conocimiento de matematicas del estudiante para maestro en las destrezas
identificadas y como este conocimiento se articula al interpretar las respuestas de los
estudiantes. Esta situacion genera cuestiones en relacion a la manera en la que se integra
el conocimiento de matematicas y el conocimiento sobre el aprendizaje de los conceptos
matematicos especificos cuando los estudiantes para maestro interpretan el pensamiento

matematico de los estudiantes.

Nuestro estudio se enmarca en esta linea de investigacion y en particular trata de
indagar sobre el uso del conocimiento de matematicas para ensefiar por parte de los
estudiantes para maestro cuando interpretan el pensamiento matematico de los
estudiantes de primaria en relacion a los problemas de estructura multiplicativa.
Concretamente nos centraremos en los problemas de divisién-medida. En el siguiente
punto se hace una revision sobre estudios centrados en el conocimiento del profesor en

relacion a este tipo de problemas.

1.2. CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL PROFESOR SOBRE LA
DIVISION

Diversas investigaciones han revelado que el conocimiento necesario para la
ensefianza, de los estudiantes para maestro, en relacion con la division presenta

deficiencias y lagunas importantes tanto respecto al conocimiento del contenido como al
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conocimiento pedagdgico del contenido o al uso de dicho conocimiento en las tareas
profesionales (Ball, 1990; Olanoff, Lo y Tobias, 2014).

Los estudios sobre el conocimiento del contenido matematico sobre la division
muestran una comprension limitada de los estudiantes para profesor en diferentes
contextos. Estas investigaciones han propuesto a los participantes unas veces tareas en
contextos puramente matematicos (Kaasila, Pehkonen y Hellinen, 2010) y otras veces
en contextos reales (Verschaffel, De Corte y Borghart, 1997). En algunas de ellas se ha
pedido a los estudiantes para maestro enunciar problemas que se resuelvan con una
operacion de divisién (Castro y Castro, 1996; Toluk-Ucar, 2009). Estos estudios previos
se han centrado en el conocimiento del algoritmo de la divisién y su significado, de las
propiedades de la operacién, la interpretacion del resto en problemas de division-
medida, el conocimiento tanto de los niveles de estructura de unidades en problemas de
division de fracciones como de las dificultades y concepciones erroneas de los

estudiantes.

Los trabajos que se han centrado en el significado de la division para los
estudiantes para maestro (Tirosh y Graeber, 1990) han mostrado que una de las
principales razones de sus lagunas y deficiencias, es que estos tienen un modelo
primitivo de la division identificandola como reparto (Fischbein, 1987), ya que es el
modelo que se usa habitualmente para introducir esta operacién. En este modelo se
reparte una cantidad de objetos en varios grupos y se pregunta cuantos objetos hay en
cada grupo; por ejemplo, Tengo 12 manzanas y quiero repartirlas equitativamente entre
4 amigos, ¢cuantas manzanas puedo darle a cada uno? Se ha constatado que cuando
una operacion se introduce con un modelo en un contexto especifico como el de los
nameros naturales, este modelo permanece y se transfiere a otras situaciones; esto
quiere decir que los estudiantes extienden las propiedades de la division en contextos
con numeros naturales a contextos con fracciones. Ello genera concepciones erréneas
sobre la division como pensar que el dividendo debe ser mayor o igual que el divisor, o
que el cociente debe ser menor que el dividendo, lo que no es cierto en el conjunto de
los racionales. Por otra parte, el modelo primitivo de la division como reparto dificulta
la comprension del significado de la division de fracciones que exige entender la
division como medida en situaciones del tipo Tengo 2 pizzas y quiero dar a cada nifio

1/3 de pizza, ¢a cuantos nifios puedo dar?
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Ball (1990) ha puesto de relieve en sus trabajos que el conocimiento de los
profesores en formacion sobre la division, tanto matematico como pedagogico, es
insuficiente y esta mas basado en la memorizacion de algoritmos que en la comprension
conceptual. En una investigacion propuso a profesores de primaria y secundaria tres
tipos de tareas: division con fracciones, division por cero y division con expresiones
algebraicas; se pedia a los estudiantes para profesor que las resolvieran, justificaran el
procedimiento empleado y generaran explicaciones y representaciones adecuadas para
los alumnos. Aunque algunos de los estudiantes para profesor fueron capaces de dar
respuestas correctas, otros no lo fueron, y pocos lograron generar explicaciones acerca

del significado de lo que estaban haciendo. En esta investigacion, segun la autora

la mayoria de los estudiantes para maestro fueron habiles para considerar la
division en términos de division partitiva solamente: formando un cierto nimero
de partes iguales. Este modelo de division se relaciona con menor facilidad con
la division con fracciones que conllevan a la interpretacion de la division como
medida (p. 140).

Como ya se ha indicado, el hecho de que los estudiantes para maestro se limiten
solo a la divisién partitiva con nimeros naturales, puede explicar algunas dificultades
que plantea la comprension de la division con fracciones. Los resultados mostraron que
el conocimiento matematico que los estudiantes para profesor de primaria o de
secundaria habian aprendido en su etapa preuniversitaria era insuficiente para
proporcionar el conocimiento necesario para ensefiar matematicas, lo que implica la
necesidad de conocer méas acerca de como los profesores trasforman su comprension de

las matematicas y profundizan en ella.

Los trabajos de Simon (1993) sobre el conocimiento de la division que tienen
estudiantes para profesor dieron como resultado, por un lado, que el conocimiento
procedimental de los estudiantes para maestro era generalmente adecuado, que poseian
conocimientos sobre algoritmos y simbolizacién, pero que estos conocimientos no
estaban relacionados entre si; por otro lado, los estudiantes para maestro tenian lagunas
importantes en el conocimiento conceptual. En particular, los estudiantes para maestro

tuvieron dificultad para interpretar el resto o la parte fraccionaria del cociente.
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Kaasila et al. (2010) propusieron a un grupo de estudiantes para maestro de
Finlandia (N=269) la siguiente tarea. “Sabemos que 498 : 6 = 83, ¢{como hallarias a
partir de esta igualdad (sin usar el algoritmo de la division) el valor del cociente de la
divisién 491 : 6”. Con ella querian medir la comprension conceptual, la capacidad de
razonamiento y la fluidez en el uso de procedimientos. Los resultados mostraron que la
division no era suficientemente comprendida, pues solo el 45% de los estudiantes para
maestro dieron una respuesta correcta, y muchos de ellos tuvieron dificultad para
calcular el resto y para comprender la relacion entre diferentes operaciones. El estudio
de Campbell (2002) realizado con estudiantes para maestro se centr6 en la comprension
de conceptos, procedimientos y términos relacionados con el algoritmo de division que
implicaban el uso del teorema de la division, es decir, la igualdad que relaciona los
términos de la division. A los estudiantes para maestro se les propusieron 4 tareas en las
que se les pedia calcular el cociente y el resto; en ellas se presentaba el dividendo como
un solo nimero o descompuesto de distintas formas (por ejemplo, 3> x 52 x 7; 6 x 147 +
1); en la quinta tarea se les pedia relacionar la multiplicacion con la division. Los
resultados mostraron que en la resolucion de estas tareas los estudiantes para maestro
tuvieron dificultad por falta de una adecuada comprension de los conceptos basicos
relacionados con el teorema de la division, pues no fueron capaces de aplicar a nuevas
situaciones conocimientos con los que estaban familiarizados: significados de los
términos de la division, expresiones y operaciones. Ello llevo a los participantes en
muchos casos a utilizar el algoritmo de la division para determinar el resto, en lugar de

usar el teorema de la division que relaciona los términos de la division.

Un caso particular de esta linea de investigacion sobre los problemas de division
es la resolucion de problemas de division-medida, en que hay que hacer grupos iguales
y se busca cuantos grupos se pueden hacer. Cuando estos problemas se proponen en
contextos reales es importante interpretar el significado del resto, lo que requiere en
algunos casos afiadir una unidad al cociente. Castro y Castro (1996) propusieron a
estudiantes para maestro que redactaran el enunciado de un problema que se resolviera a
través de las igualdades 15 x5=[¢ ]y 72:6 =[¢ ]. A estos estudiantes para maestro,
recién ingresados en la universidad, no se les habia impartido ningun tipo de ensefianza
relacionado con el tema de estudio. La mayoria de los estudiantes fueron capaces de

formular correctamente un problema de division, si bien sélo 2 de ellos redactaron
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problemas de divisién-medida, lo que pone de manifiesto que el significado de la

division como medida estaba muy poco arraigado en estos estudiantes para maestro.

Verschaffel et al. (1997) propusieron a estudiantes para maestro, de distintos
cursos y centros, resolver problemas donde era necesario hacer consideraciones realistas
para dar la solucion. Uno de los problemas era de division-medida y era preciso
interpretar el resto de la division: “450 soldados deben ser trasladados al campo de
entrenamiento. Cada autobus del ejército puede llevar a 36 soldados. ¢Cuantos
autobuses son necesarios?” En este problema la division de 450 entre 36, da como
cociente 12 y como resto 18, lo que significa que 12 autobuses pueden trasportar a una
parte de los soldados pero no a todos, por tanto, se necesita un autobis mas para
trasportan a los 18 restantes; la solucion es 13 autobuses. También se les pidi6 a los
participantes analizar e interpretar dos soluciones diferentes de los alumnos a este
problema, una en la que el alumno hacia consideraciones realistas teniendo en cuenta el
significado del resto, y otra en la que no las hacia y daba como respuesta el cociente de
la division, es decir, 12 autobuses. Los resultados mostraron una fuerte tendencia entre
los estudiantes para maestro a excluir el conocimiento del mundo real tanto para

resolver el problema como para valorar las respuestas de los alumnos.

En resumen, los problemas de division-medida presentan una problematica
especial para los estudiantes para maestro, pues el significado mas arraigado de esta
operacion es el de reparto, lo que se pone de manifiesto cuando se les pide formular un
problema de division. Por otra parte, el conocimiento procedimental es poco flexible,
pues tienen dificultad para aplicarlo a nuevas situaciones. También se han detectado que
algunos estudiantes para maestro tienen dificultad para interpretar de manera adecuada
las respuestas de los estudiantes a problemas de division-medida. Estos problemas se
pueden resolver realizando una divisién o utilizando otros métodos alternativos a la
division como sumas o restas repetidas o modelando con materiales o representaciones
gréficas, entre otros. Por ello es importante que los estudiantes para maestro conozcan
no solo como se resuelve este tipo de problemas, sino también las estrategias que
emplean los alumnos de Primaria, las dificultades que encuentran y los errores que
cometen, para poder interpretar y valorar las respuestas de los alumnos de Primaria a

este tipo de problemas.
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1.2.1. El caso particular de la division de fracciones

Si el significado de la division no resulta facil a los estudiantes para maestro, aun
menos cuando se trata de la division de fracciones. La divisidn de fracciones se puede
abordar simplemente como un procedimiento algoritmico que consiste en multiplicar
por el inverso del divisor, pero desde el punto de vista conceptual es un tépico dificil,
pues la comprension de su significado exige relacionarlo con otros conocimientos,
sistemas de representacion y situaciones (Greer, 1992; Ma, 1999). Su complejidad se
pone en evidencia por la cantidad de trabajos que documentan las dificultades de
estudiantes para profesor y profesores sobre este topico (Ball, 1990; Borko et al., 1992;
Contreras, 1997; Simon, 1993; Tirosh, 2000; Tzur y Timmerman, 1997).

La variedad de significados de las fracciones y los retos que esto supone para el
aprendizaje y la ensefianza, presenta pues una problematica especial en cuanto al
conocimiento necesario para la ensefianza. Por ello el profesor debe conocer estos
significados y la relacion entre ellos, la importancia de identificar la unidad de medida
de referencia en contextos continuos y discretos, y los distintos modos de representacién
de las fracciones. Por otra parte, el profesor debe conocer los significados de las
operaciones elementales, que en parte coinciden y en parte difieren de los de las
operaciones con numeros naturales, asi como tener una adecuada comprension de los

algoritmos.

En las ultimas décadas un gran numero de investigaciones han documentado la
comprensidon que tienen los estudiantes para profesor y los profesores sobre las
operaciones de multiplicacion y division de fracciones (Amstrong y Bezuk, 1995; Ball,
1990; Borko el al., 1992; 1zsak, Jacobson, de Araujo y Orrill, 2012; Sowder, Philipp,
Amastrong y Schappelle, 1998; Tirosh y Graeber, 1990; Toluk-Ugar, 2009). Estas
investigaciones han mostrado que, aunque muchos de ellos son capaces de realizar
operaciones utilizando los algoritmos, tienen dificultades para comprender el
significado de las operaciones y, en consecuencia, para saber cuales deben utilizar en la
resolucion de problemas, lo que muestra que su conocimiento es mas bien de tipo
procedimental. Por ejemplo, Amstrong y Bezuk (1995) propusieron a profesores en
ejercicio un problema que se resolvia calculando 1/3 de 3/4. Los profesores

reconocieron que debian multiplicar dos fracciones, pero tenian dificultad para razonar
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su eleccion y para justificar el algoritmo de la multiplicaciéon utilizando dibujos;

también tuvieron dificultades para identificar la unidad de medida.

De igual modo muchos estudiantes para profesor o profesores tienen dificultades
para resolver problemas de division de fracciones (Amstrong y Bezuk, 1995; Ball,
1990; Borko el al., 1992; Graeber y Tirosh, 1988; Rizvi y Lawson, 2007; Simon, 1993;
Sowder et al., 1998; Tirosh, 2000). Un resultado importante de estos estudios es que los
estudiantes para profesor o profesores confunden situaciones de division por una
fraccion unitaria con las de division por un entero o multiplicacion por esta fraccién, por
ejemplo dividir por 1/3 lo confunden con dividir por 3 o con multiplicar por 1/3 (Toluk-
Ucar, 2009).

Toluk-Ucar (2009) en una experiencia de desarrollo profesional con futuros
maestros de primaria centrada en la formulacion de problemas (problem posing), sefiala
que los estudiantes para profesor tuvieron mas dificultad para enunciar un problema de
multiplicacién o de division de fracciones que de adicion o sustraccion, siendo mas
dificil los de division que los de multiplicacion, pues les costaba identificar situaciones
de la vida real relacionadas con estas operaciones. Los problemas de division
enunciados al comienzo de la formacion respondian al significado de division-partitiva,
pero al final de la misma enunciaron también problemas de divisién-medida, lo que les
ayudo a identificar la unidad de medida. También mejoraron al final de la instruccion su

competencia para generar representaciones graficas para modelar las operaciones

Una problematica especifica de los problemas de estructura multiplicativa con
fracciones es saber identificar cual es la unidad de medida (lzsék et al., 2012). En los
problemas de estructura aditiva los términos se refieren a la misma unidad de medida;
por ejemplo en el problema Maria camin6 por la mafiana 1/2 kmy por la tarde 1/4 km,
¢cuanto camind en total? los datos y la respuesta se refieren a la misma unidad,
kilometros. Sin embargo, en los problemas de estructura multiplicativa identificamos
varias unidades de medida; por ejemplo en el problema Se va a utilizar 1/2 vaso de
azucar para hacer magdalenas. Si para cada paquete de magdalenas se necesita 1/3 de
vaso, ¢cuantos paquetes se pueden hacer?, 1/2 se refiere al nimero de vasos, 1/3 al
numero de vasos por paquete, es decir una razon, y la respuesta 3/2 es el numero de

paquetes que se pueden hacer.
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Izsék et al. (2012) han puesto de relieve la importancia de que los profesores
identifiquen la unidad de medida apropiada en los problemas con fracciones y de que
razonen con dos o tres niveles de estructuras de unidades. Las estructuras de unidades se
refieren a las diferentes formas de ver un numero o una subdivisién en partes
congruentes. Por ejemplo, el nimero 5 se puede entender como cinco unidades
separadas (un nivel de unidades) o como un grupo de 5 entendido como una sola
entidad (el grupo de 5 es un segundo nivel de unidades; Figura 1.1a). EI nimero 20 se
puede entender como un bloque de 20 unidades (un nivel), compuesta por cinco
unidades (segundo nivel), y cada una de las cinco unidades estd compuesta por cuatro
unidades separadas (tercer nivel; Figura 1.1b). Las investigaciones han mostrado que los
estudiantes que fueron capaces de construir tres niveles de unidades también fueron
capaces de razonar mejor sobre fracciones impropias (Olive y Steffe, 2002) y de
interpretar el resultado de tomar una parte de otra parte (Steffe, 2003).

--------------------------- Lt e o P e e e e
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Figura 1.1 a Figura1.1b

Figura 1.1. Estructuras de unidades del 5y del 20
(Tomado de: 1zsék et al., 2012, p. 399)

El problema de repartir 2 bizcochos entre 5 nifios requiere coordinar dos o tres
niveles de estructura de unidades. Se puede mostrar los dos bizcochos como un blogue
(un nivel de unidades) dividido en 10 partes congruentes (segundo nivel de unidades) y
la solucion es 2/10 (Figura 1.2a). Usar dibujos para explicar por qué 1/5 de las dos
bizcochos tomados como unidad es equivalente a 2/5 de un bizcocho o 1/5 de cada uno
de las bizcochos requiere coordinar tres niveles de estructura (Figuras 1.2b, 1.2c y 1.2d),
pues se puede considerar los dos bizcochos como un bloque, cada uno de los bizcochos
divididos en 5 partes congruentes y cada una de las diez partes en que se divide el

bloque de los dos bizcochos.

Coordinar los tres niveles de estructura en las figuras 1.2a, 1.2b y 1.2c podria
facilitar comprender que 1/5 de los dos bizcochos es lo mismo que 1/5 de cada uno de
los dos bizcochos combinados: 1/5 x (1+1)= 1/5x 1 + 1/5 x 1 (Figuras 1.2b y 1.2d) o

que 1/5 de los dos bizcochos es equivalente a 2/5 de un bizcocho (Figura 1.2c).
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Figura 1.2¢c Figura 1.2d

Figura 1.2. Niveles de estructura de unidades
(Tomado de: Izsék et al., 2012, p. 401)

Izsék y sus colegas (2012), tras un curso de formacion de futuros maestros que
puso el acento en las representaciones graficas de la aritmética de fracciones,
identificaron dos subgrupos de estudiantes para maestro: un grupo que era capaz de
razonar con tres niveles de unidades y otro que se limitaba a razonar solo con dos

niveles.

Otras investigaciones han mostrado la dificultad de los estudiantes para maestro
de dar la solucion en relacion a la unidad de medida. Por ejemplo, Rosli, Gonzalez y
Capraro (2011) propusieron el problema de repartir 4 pizzas entre 5 personas. La
mayoria de los estudiantes para maestro respondieron que 4 trozos o 4/5, en lugar de 4/5

de pizza.

Li y Kulm (2008) pidieron a estudiantes para maestro que explicaran a los
estudiantes por qué 2/3 : 2 = 1/3y 2/3 : 1/6 = 4. El 26% de los participantes usaron
representaciones graficas para explicar la division de fracciones y 22% usaron el
algoritmo de multiplicar por el inverso para justificar el resultado de las operaciones. El
resto fue incapaz de dar una explicacion y ninguno de los participantes supo dar una

explicacion al algoritmo de la division de fracciones.

Tirosh (2000) realizé6 un estudio para examinar el conocimiento de los
estudiantes para maestro sobre las concepciones erroneas de los estudiantes. Agrupo los
errores identificados por los estudiantes para maestro en tres categorias, segin que
tuviesen una base algoritmica, intuitiva o tuvieran su origen en el conocimiento formal.

Los errores algoritmicos son errores en el proceso de calculo y se producen cuando los
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estudiantes se equivocan en algun paso del algoritmo como, por ejemplo, multiplicar
por el inverso del dividendo, en lugar de por el inverso del divisor (error en la division).
Los errores intuitivos tienen su origen en concepciones erréneas asociadas con la
operacion de division, por ejemplo, cuando los estudiantes solo entienden el modelo de
la division como reparto o no comprenden que el dividendo pueda ser menor que el
divisor o que el cociente pueda ser mayor que el divisor. Los errores en el conocimiento
formal se refieren al significado de la operacion de division de fracciones. La autora
encontro que los estudiantes para maestro de Israel tenian dificultades en predecir los
errores de los estudiantes, y que los errores que preveian eran mayoritariamente de tipo

procedimental.

Isiksal y Cakiroglu (2011), en un trabajo similar al de Tirosh (2000),
identificaron dos categorias mas: la falta de comprension del simbolismo de las
fracciones y la falta de comprensién de los problemas. Por ejemplo, un estudiante para
maestro indico que muchos estudiantes no sabrian responder al siguiente problema: Elif
compro una botella de leche. Ella dio 1/2 de la botella que era 1 % litros a su abuela.
¢ Cuénto contenia la botella originalmente?, porque ellos no entendian que la clave del
problema era que la mitad de algo era 1 ¥%. Esta descripcién fue categorizada como falta
de comprension del problema. Tras un periodo de instruccion sobre la division de
fracciones los estudiantes para maestro fueron capaces de identificar el origen de
algunas concepciones erroneas de los estudiantes tanto desde el punto de vista
procedimental como conceptual (por ejemplo, la idea de que el cociente debe ser menor
que el dividendo proviene de la tendencia a generalizar propiedades de los numeros
naturales). También Turnuklu y Yesildere (2007) encontraron que los futuros maestros
en Turquia tenian dificultades en determinar las concepciones erréneas de los

estudiantes.

Depaepe et al. (2015) trataron de identificar, en futuros maestros de primaria y
futuros profesores de secundaria de matematicas de primer grado, el conocimiento del
contenido y el conocimiento pedagdgico del contenido en los tépicos del concepto y las
operaciones con fracciones y nimeros decimales, de forma independiente a partir de
items que no estaban interrelacionados. En cuanto al conocimiento del contenido los
resultados mostraron que los participantes tenian un conocimiento limitado de los

nameros racionales y que tenian mas dificultades con las fracciones que con los
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decimales; y que los items sobre los conceptos de decimal o fraccion fueron mas faciles
que los items sobre las operaciones. Ademas los participantes extendian las propiedades
de los nimeros naturales a los racionales o tenian dificultad para identificar un modelo

matematico adecuado para resolver un problema.

En cuanto al conocimiento pedagdgico del contenido, los participantes tenian un
conocimiento limitado de las concepciones erroneas y dificultades y de las estrategias
metodologicas y el uso de representaciones para la ensefianza de los numeros
racionales. Asimismo, como en el caso del conocimiento del contenido, este
conocimiento era menor en cuanto a las fracciones que en cuanto a los decimales, en
cuanto a las operaciones que en cuanto a los conceptos. Por otra parte, en los items
relacionados con las concepciones errdneas y dificultades obtuvieron mejores resultados

que en los relativos a las estrategias de ensefianza y el uso de representaciones.

También obtuvieron una correlacion positiva entre conocimiento del contenido y
conocimiento pedagogico del contenido. Esto significo que los items de conocimiento
del contenido fueron en general mas dificiles de responder que los de conocimiento
pedagdgico del contenido. Sin embargo, en las parejas de items de conocimiento del
contenido-conocimiento pedagdgico del contenido relacionados, algunos participantes
respondieron correctamente el item de conocimiento pedagdgico del contenido pero no
el correspondiente del conocimiento del contenido, pero en la mayoria de los casos los
participantes respondieron correctamente el item de conocimiento del contenido, pero
no el item correspondiente conocimiento pedagdgico del contenido. Por ultimo, hay
diferencias significativas entre los estudiantes para profesor de primaria y secundaria en
conocimiento del contenido, pero no en conocimiento pedagdgico del contenido: los
futuros profesores de secundaria obtuvieron mejores resultados que los de primaria en

conocimiento del contenido, pero no en conocimiento pedagogico del contenido.

Este conjunto de investigaciones son una evidencia empirica de que los
estudiantes para profesor tienen lagunas importantes en cuanto al conocimiento del
contenido y al conocimiento pedagogico del contenido sobre nimeros racionales, mas
especificamente sobre fracciones. En lo que se refiere al conocimiento del contenido,
esta limitacion se pone en evidencia con la inadecuacion del conocimiento conceptual

(por ejemplo, no comprender el significado del algoritmo de la operacion y por qué
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funciona), con no saber aplicar adecuadamente el conocimiento procedimental (por
ejemplo, aplicando el algoritmo de la operacion a la resolucion de problemas) o no
saber formular un problema que se resuelva con una divisién de dos fracciones. El
limitado conocimiento pedagdgico del contenido se pone de relieve por la dificultad
para identificar concepciones erréneas o hacer propuestas para la instruccion, entre otros

aspectos.

En este capitulo hemos visto que la mayoria de las investigaciones sobre el
conocimiento profesional de los estudiantes para maestro en relacion con la division se
han centrado mayoritariamente en las dificultades y deficiencias que tienen los
profesores o futuros profesores con determinados conceptos y procesos matematicos
relacionados con la division. Estos hechos ponen de manifiesto la necesidad de realizar
mas investigaciones sobre el uso del conocimiento de matematicas para ensefiar
(relacion entre el conocimiento de matematicas y el conocimiento sobre el aprendizaje
de los estudiantes de primaria en relacion a los problemas de division-medida) por parte
de los estudiantes para maestro cuando tienen que realizar una tarea profesional como es
la de interpretar diferentes respuestas de alumnos de primaria a problemas de division-
medida (tanto entre nimeros naturales como entre fracciones), de ahi que en nuestra

investigacion nos hayamos planteado como objetivo:

e Caracterizar como estudiantes para maestro interpretan respuestas de alumnos de

6° curso de Educacion Primaria a problemas de division-medida.
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CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL

Puesto que nuestro objetivo es caracterizar como estudiantes para maestro
interpretan respuestas de alumnos de Educaciéon Primaria a problemas de division-
medida, el estudio se centra en dos marcos teodricos: el marco referente a las estructuras
multiplicativas y el marco en relacion al conocimiento del profesor y la competencia

docente una mirada profesional.

Este capitulo esta dividido en tres apartados. En el primer apartado se presentan
los problemas de estructura multiplicativa desde la perspectiva de Vergnaud y otros
enfoques. En el segundo, se describen las estrategias utilizadas y los errores mads
comunes utilizados por los estudiantes de Educacion Primaria cuando resuelven
problemas de division-medida. Por ultimo, se presenta el marco del conocimiento
matematico para ensefar y su relacion con la competencia profesional de una mirada
profesional. Estas perspectivas teoricas seran usadas para el disefio de los instrumentos

y para el analisis de los datos.
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2.1. PROBLEMAS DE ESTRUCTURA MULTIPLICATIVA

El andlisis de la estructura multiplicativa y la investigacion de la adquisicion de
los conceptos y relaciones de tipo multiplicativo se ha hecho desde diferentes
perspectivas (Greer, 1992). Vergnaud (1983) utiliza el concepto de estructura
multiplicativa con un significado amplio poniendo en relacion cuatro cantidades en los
problemas de una sola operacion. Schwartz (1988) analiza los problemas de estructura
multiplicativa en funcion de dos tipos de cantidades intensivas y extensivas, y considera
que hay una relacion entre tres cantidades. Nesher se sitia en una perspectiva diferente,
el enfoque textual, y estudia la 16gica de los textos y las relaciones semanticas entre las
proposiciones subyacentes en el texto. Por ultimo, Fishbein (1987) desarrolla la teoria
de los modelos implicitos 0 modelos primitivos de conducta de los estudiantes cuando

eligen una operacion para resolver problemas simples de multiplicacion o division.

2.1.1. Elanalisis de Vergnaud de las estructuras multiplicativas

Vergnaud (1983), considera que el conocimiento estd organizado en campos
conceptuales cuyo dominio, por parte del sujeto, ocurre a lo largo de un extenso periodo
de tiempo, a través de experiencia, madurez y aprendizaje. Un campo conceptual para
Vergnaud es un conjunto informal y heterogéneo de problemas, situaciones, conceptos,
relaciones, estructuras, contenidos y operaciones del pensamiento, conectados unos a
otros y, probablemente, entrelazados durante el proceso de adquisicion. También afirma
que el dominio de un campo conceptual no ocurre a corto plazo (ni en pocos meses ni
en pocos afos). Al contrario, nuevos problemas y nuevas propiedades deben ser
estudiadas a lo largo de varios afios si se quiere que los alumnos los dominen
progresivamente. De nada sirve rodear las dificultades conceptuales, éstas se superan en

la medida en que son detectadas y enfrentadas, pero esto no ocurre de una sola vez.

El campo conceptual hace posible el estudio de la organizacion de las ideas
interconectadas, conceptualizaciones y representaciones durante un periodo de tiempo
suficiente. Vergnaud (1994) se interes6 por dos campos conceptuales, el de las
estructuras aditivas y el de las estructuras multiplicativas, vistos estos como un conjunto
de problemas que implican operaciones aritméticas y nociones de tipo aditivo (por

ejemplo, adicion, sustraccion, intervalo, traslacion) o de tipo multiplicativo (por

-30 -



2. Marco conceptual Maximina Marquez Torres.

ejemplo, multiplicacion, division, fraccion, razon, similitud). El campo conceptual de
las estructuras multiplicativas consiste en todas las situaciones que pueden ser
analizadas como problemas de proporciones simples y multiples para los cuales
generalmente es necesaria una multiplicacion, una divisién o una combinacion de esas
operaciones. Varios tipos de conceptos matematicos estan involucrados en las
situaciones que constituyen el campo conceptual de las estructuras multiplicativas y en
el pensamiento necesario para dominar tales situaciones. Entre tales conceptos estan el
de funcién lineal, funcién no lineal, espacio vectorial, analisis dimensional, fraccion,

razon, tasa, nimero racional, multiplicacion y division.

En el campo conceptual de las estructuras multiplicativas, Vergnaud (1997)
identifica tres tipos de problemas multiplicativos diferentes: 1) Isomorfismo de medidas,
problemas cuya estructura consiste en una proporcion entre dos espacios de medidas
M1 y M2; ii) Un solo espacio de medidas, problemas en los que se establece una
correspondencia entre dos cantidades y un operador escalar, y iii) Producto de medidas,
problemas cuya estructura consiste en la composicion cartesiana de dos espacios de

medidas M1 y M2 en un tercero, M3.

El isomorfismo de medidas es una estructura que engloba aquellos problemas en los
que subyace una proporcionalidad simple directa entre dos magnitudes M1 y M2
implicadas. La funciéon fi M; — M, es una proporcionalidad simple entre dos

magnitudes M; y M, (Figura 2.1).

M1 M2
* | y=sa)
| =d

Figura 2.1. Tabla de correspondencia entre magnitudes en problemas de isomorfismos
de medidas

Dentro de la estructura de isomorfismo de medidas el autor identifica cuatro
grandes subclases de problemas: una subclase de multiplicacién, dos subclases de

division y una subclase que llama problemas generales de regla de tres.

o Subclase de multiplicacion: la conforman aquellos problemas que responden al

esquema anterior (Figura 2.1) en el caso particular de ser x = 1, conociendo f{x)
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v x’; la incognita es f(x’) (Figura 2.2a). Por ejemplo, Si un kilogramo de patatas

vale 2€, ;jcuanto valen 7 kilogramos de patatas? (Figura 2.2b).

M1 M2 Kilogrameos Euros
1 e 1 2
b x T X
Figura 2.23 Figura 2.2h

Figura 2.2. Esquema de la multiplicacion.

o Subclase de division (Division-Partitiva): La constituyen aquellos problemas
que responden al esquema de la figura 2.1 y presentan la caracteristica de ser x =
1; la incognita es f(1) y se conoce a x’ y f(x’) (Figura 2.3a). Por ejemplo, el
problema Laura tiene 24 ldapices en 6 cajas con el mismo numero de lapices en

cada caja, ;jcuantos lapices hay en cada caja? (Figura 2.3b).

M1 n2 Cajas Lipices
1 7 1 X

b c ] 24
Figura 2.3a Figura 2.3h

Figura2.3. Esquema de la division-partitiva.

e Subclase de division (Division-Medida): consiste en hallar x’ conociendo f(x’) y
siendo x = 1 (Figura 2.4a). Por ejemplo, Laura tiene 24 lapices. Si hay 4 lapices

en cada caja jcudntas cajas de lapices tiene Laura? (Figura 2.4b).

M1 N2 Cajas Lapices
¥ a 1 4

x o X 24
Figura 2.4a Figura 2.4h

Figura 2.4. Esquema de la division-medida.
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o Caso general de la regla de tres: viene esquematizado por la figura 2.5a. Estos
problemas son el caso general de los problemas de multiplicacion y division
cuya resolucion se apoya en propiedades de la funcion lineal fla + b) = fla) +
D) y flix) = Mx). Por ejemplo, Si 4 kilogramos de patatas valen 3€, ;cuanto
valen 9 kilogramos de patatas? (Figura 2.5b).

M1 | M2 Kilogramos Euros
@ b 4 3

& X 0 5
Figura 2.5a Figura 2.8h

Figura 2.5. Esquema de la regla de tres

En los problemas de un solo espacio de medida (Vergnaud, 1997), aparecen dos
cantidades de una unica magnitud o espacio de medidas que se ven afectadas por un
escalar. La estructura general de este tipo de problemas, en funcion de cudl sea la

incognita que presentan, se muestra en la Figura 2.6.

| Magnitud |2 hsmlmd | Magnitud
a

&

Problema de multiplicacion Probiema de division Problema de division

Figura 1.6. Estructura general de problemas de un unico espacio de medida

Tal y como se muestra en la figura 2.6 hay tres subtipos: un problema de
multiplicacion y dos problemas de division. En el problema de multiplicacion la
cantidad incégnita X es una medida tal como se ejemplifica en el problema Juan
tiene 18 canicas. Si Pedro tiene 3 veces mas canicas que Juan, ;cudntas canicas
tiene Pedro? En los problemas de division la incognita X puede ser una medida
como es el caso del problema Si Pedro tiene 54 canicas que son 3 veces las canicas
que tiene Juan. ;Cudntas canicas tiene Juan? o un escalar como en el problema Juan

tiene 18 canicas y Pedro 54. ;Cuantas veces mas canicas tiene Pedro que Juan?

El producto de medidas es una estructura que engloba tres magnitudes M1, M2 y

M3, de tal manera que uno es producto cartesiano de la otras dos M1 x M2 = M3.
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Dentro de esta estructura se pueden distinguir dos subtipos de problemas: (i),

multiplicacion, y (ii) division (Figura 2.7).

(1) Multiplicacion, que consiste en encontrar la medida de producto, conociendo las
medidas que se componen. Por ejemplo, el problema Tengo 5 camisas y 4

pantalones, ;jde cuantas maneras diferentes me puedo vestir?

(11) Division, donde hay que encontrar una de las cantidades elementales que se
componen, conociendo la otra y la cantidad compuesta. Por ejemplo, el
problema Tengo 5 camisas que al combinarlas con los pantalones que tengo me

puedo vestir de 20 maneras diferentes, ;jcudntos pantalones tengo?

M2 M2
| a | a
v | 20X s v | X T [
Problema de multiplicacion Problema de division

Figura 2.7. Estructura general de problemas de producto de medidas

En cada uno de estos subtipos, encontramos subclases de problemas donde se
considera el tipo de magnitud elemental implicado: discreta, continua; por el tipo de

numero: enteros, decimales, nimeros grandes o inferiores a 1 etc.

En este estudio nos vamos a centrar en los problemas de division-medida
correspondientes a la estructura de isomorfismo de medidas. En los siguientes apartados
analizamos en mas profundidad este tipo de problemas desde diferentes perspectivas a

la de Vergnaud.

2.1.2. El analisis de Schwartz y Kaput: enfoque de estructura de cantidades

Schwartz (1988) y Kaput (1985) se han centrado en las matematicas como
actividad de modelacion, haciendo notar las relaciones entre los nimeros y los aspectos

cuantitativos de la realidad.

Schwartz (1988) indica que los numeros surgen basicamente en dos situaciones:
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e (uantificacion de aspectos de la realidad, ya sea por conteo (magnitudes

discretas) o por medida (cantidades continuas).

e Aplicacion de propiedades aritméticas a cantidades ya definidas. Estas
operaciones pueden ser complejas, por ejemplo, el calculo de un coeficiente de

correlacion.

En estas situaciones identificamos dos tipos de cantidades: intensivas (1) y
extensivas (E). Una cantidad extensiva viene expresada por una unidad simple, mientras
que una cantidad intensiva viene expresada por una cantidad compuesta y es el
resultado de la aplicacién de operaciones matematicas a otras cantidades. Utilizando un
ejemplo de Schwartz, si consideramos un montén de granos de café con las siguientes

cantidades asociadas:

Peso del café 5 libras
Coste del café 15 dolares
Precio del café 3 dolares por libra

La primera y la segunda cantidad son propiedades de todo el monton de café y
son cantidades extensivas. En cambio la tercera cantidad, el precio por libra, es una
propiedad de cualquier montén de café. Ademas, los precios y los costes pueden
sumarse, pero no el precio por libra. La caracteristica de una cantidad intensiva es que
expresa numéricamente una relacion multiplicativa constante entre dos cantidades, no

necesariamente extensivas.

En base a esta distincion entre cantidades extensivas e intensivas surgen tres

categorias de problemas de estructura multiplicativa (Kaput, 1985):

1. Problemas asociados a la terna I, E y E’, es decir, con una cantidad intensiva y
dos cantidades extensivas. Estos problemas corresponden a los de isomorfismo

de medida de Vergnaud.

Hay tres tipos de problemas asociados a esta terna, uno de multiplicacion y dos

de division:

e Conestructural x E=E’.
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Por ejemplo, el problema 3 personas tienen cada una 4 manzanas.

¢ Cuantas manzanas tienen en total?:
4 manzanas por persona X 3 personas = 12 manzanas
e Con estructura E’/E=1.

Por ejemplo, el problema 3 personas tienen 12 manzanas y todas tienen

el mismo numero de manzanas. ;Cudntas manzanas tiene cada una?:
12 manzanas: 3 personas = 4 manzanas por persona
e Con estructura E’/I=E (problemas de division-medida).

Por ejemplo, el problema Tengo 12 manzanas y le quiero dar 4 manzanas

a cada persona. ;A cuantas personas le pudo dar?:
12 manzanas: 4 manzanas por persona = 3 personas

2. Problemas asociados a la terna E, E’ y E’’. En este caso también hay tres tipos
de problemas asociados a esta terna, uno de multiplicacion E x E> = E”’, y dos
de division, E”’/E = E’ y E”’/E> = E. Estos problemas son los de producto de

medidas de Vergnaud.

3. Problemas asociados a la terna I, I’ e II’’. También en este caso hay tres tipos
de problemas asociados a esta terna, uno de multiplicacion I x I’ =I"’, y las dos

divisiones asociadas, I”’/I=1" e I"’/I’=I.

Kaput (1985) afirma que deberia prestarse atencion no solo a los nimeros sino
también a los referentes de los numeros. En este sentido una diferencia entre los
problemas de estructura aditiva y los de estructura multiplicativa es que los primeros
son unidimensionales mientras que los segundos tienen una complejidad dimensional.
Esto puede explicar por qué los problemas de estructura multiplicativa son mas dificiles

para los estudiantes que los de estructura aditiva.

2.1.3. El analisis de Nesher: Enfoque semantico

Los andlisis de Vergnaud y de Schwartz se apoyan en el concepto fisico de

analisis dimensional. La diferencia entre ellos es que Schwartz considera que en la
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estructura multiplicativa hay una relacion entre tres cantidades, mientras que Vergnaud

considera que la relacion es entre cuatro cantidades. Nesher, sin embargo, se sitiia en

una perspectiva diferente, la lingiiistica. En primer lugar, formula las condiciones

logicas de los textos correspondientes a los problemas de multiplicar o dividir y luego

busca las relaciones semanticas entre las proposiciones subyacentes al texto.

1.

2.14.

Nesher (1988) ha analizado las estructuras de tres clases de situaciones:

Regla de proyeccion (mapping rules) que es una subclase del isomorfismo de
medidas de Vergnaud y del tipo I x E = E’ de Schwartz. En esta categoria
considera dos subtipos: problemas de multiplicacion y problemas de division. A
su vez distingue dos tipos de problemas de dividir: cuotitivo y partitivo, segin
sea la incognita el nimero de grupos que se forman o el numero de elementos de
cada grupo. Los problemas de dividir cuotitivo son los problemas de division -

medida.

Problemas de comparacion multiplicativa, que son los que en Vergnaud (1997)
aparecen como problemas de un solo espacio de medida y Schwartz los engloba
en el tipo I x E = E’. Este tipo de problemas adoptan segun los autores diferentes
denominaciones como cambio de tamafio de la misma cantidad y problemas de
factor escalar. Se distingue entre problemas de comparacion creciente y
decreciente, segin se indique tanfas veces mds O tantas veces menos
respectivamente. Hay tres tipos de problemas de comparacion multiplicativa,
dependiendo de cudl sea la incognita: la cantidad de referencia, la cantidad

comparada o el factor de comparacion.

Problemas de multiplicacion cartesiana, incluidos en la categoria producto de

medida de Vergnaud, y en la categoria E x E’ = E”’ de Schwartz.

Teoria de los modelos primitivos de Fischbein

Fischbein, Deri, Nello y Marino (1985) proponen una teoria que explica el

rendimiento de los estudiantes en la resolucion de problemas verbales. En concreto,

examinaron la habilidad de los estudiantes en la eleccion de la operacion en problemas

de una sola operacion.
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La teoria propuesta por Fischbein y colegas es la siguiente:

Cada una de las cuatro operaciones elementales de la
aritmética estda generalmente asociada a un modelo
implicito, inconsciente y primitivo. La identificacion de la
operacion que se precisa para resolver un problema tiene
lugar a través del modelo y no directamente. El modelo
tiene sus propias limitaciones sobre el proceso de

resolucion.

Segun estos autores el modelo primitivo de la multiplicacion es la adicion
repetida. Esto significa que una situacion de grupos iguales como 3 personas tienen
cada una 4 manzanas, puede conceptualizarse como 4 manzanas + 4 manzanas + 4
manzanas, y la respuesta puede calcularse mediante una adicion repetida. Para que
pueda darse esta situacion el multiplicador debe ser un nimero entero, mientras que el
multiplicando puede ser un nimero cualquiera. Ademas, segun este modelo el resultado
de la multiplicacion o producto es siempre mayor que el multiplicando, lo que no es
cierto en problemas de multiplicacion donde intervienen nimeros decimales menores

que la unidad.

En cuanto a la division Fischbein y sus colegas propusieron dos modelos
primitivos: division-partitiva (reparto equitativo entre subconjuntos iguales) y medida
(determinar cudntos subconjuntos se pueden formar de un determinado tamafio). Si la
operacioén de un problema se percibe como division-partitiva, entonces el divisor debe
ser un entero y menor que el dividendo; si se percibe como division-medida entonces el
divisor debe ser menor que el dividendo. El modelo de division reparto se el primitivo

intuitivo original y el de division-media se adquiere mas tarde mediante la instruccion.

Cuando es necesario ampliar el dominio mas alld de los enteros al conjunto de
los numeros racionales, y tratar con nuevas situaciones, surgen problemas causados por

el profundo arraigo de las primeras conceptualizaciones de las operaciones.
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2.2. ESTRATEGIAS Y ERRORES DE LOS ESTUDIANTES EN LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS DE DIVISION-MEDIDA

En esta seccion presentaremos en primer lugar el tipo de estrategias que utilizan
los estudiantes en la resolucion de los problemas de division-medida y en segundo lugar

los errores que comenten en dicha resolucion.

2.2.1. Estrategias que utilizan los estudiantes

Algunas investigaciones han identificado los tipos de estrategias que utilizan los
estudiantes en los problemas de division-medida y cémo va evolucionando su uso a lo
largo del tiempo. Los estudiantes comienzan modelando con objetos o con dibujos,
formando grupos de un ntimero fijo de objetos y contando el numero de grupos; luego
utilizan el conteo: cuentan a saltos, hacia adelante sumando hasta alcanzar el nimero
dado de objetos, o hacia atras restando desde el numero dado de objetos hasta alcanzar
un nimero menor que el sustraendo; y finalmente usan operaciones como la adicién y
sustraccion reiteradas, la multiplicacion y la division (Carpenter, 1999; Downton, 2009;
Liy Silver, 2000; Vergnaud, 1983). A continuacion, pasamos a describir las estrategias
identificadas por los distintos autores que son alternativas a la estrategia de realizar el

algoritmo de la division.

Carpenter (1999), en relacion con las estrategias para la resolucion de problemas
de multiplicacion, division-partitiva y division-medida, sugieren que al igual que la
suma y la resta, al principio los nifios resuelven problemas de multiplicacion y division
modelizando la accién y las relaciones descritas en el enunciado del problema. Con el
tiempo estas estrategias se sustituyen por estrategias mas eficientes basadas en el
conteo, la suma y la resta o el uso de hechos numéricos derivados. En relacion a los
problemas de divisién-medida los nifios al principio resuelven los problemas utilizando

los siguientes procedimientos:

e  Modelizacion, construyen una serie de conjuntos cada uno de los cuales contiene el
numero de elementos que se han indicado. Este tipo de modelizacion es por

agrupamiento.
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e  FEstrategia de conteo y suma. Los nifios utilizan las mismas estrategias de conteo
para resolver los problemas de division-medida que en los problemas de adicion y
sustraccion. La diferencia entre estos conteos es que los nifios en los problemas de
division-medida cuentan a saltos (de 3 en 3, de 4 en 4, etc.), hacia delante o hacia
atras hasta alcanzar el nimero dado u otro proximo por exceso o por defecto. La

solucidn es el numero de veces de saltos.

Posteriormente usan hechos numéricos o los algoritmos de las operaciones, a

medida que los van aprendiendo.

Downton (2009) identifico seis estrategias usadas por alumnos de primaria (8-9

aflos) sobre problemas de divisiéon-medida y que categoriz6 de la siguiente manera:

o  Confuso: Estrategia que refleja la falta de comprension de la tarea o que no esta

relacionada con la tarea.

e  Modelado directo: El modelado se puede hacer repartiendo el total de objetos en
grupos, usando los dedos o con dibujos. El recuento del ntimero de grupos

formados es la solucion.

o Modelado parcial: Estrategia que se apoya parcialmente en el modelado de la
situacion con materiales concretos o con dibujos. Utiliza también el conteo a saltos

para hallar el total.

e Sumas o restas repetidas: Se suma el divisor repetidamente hasta alcanzar el
dividendo, o se resta el divisor al dividendo repetidamente hasta llegar a cero o a

una cantidad inferior al divisor.

e Duplicar o reducir a la mitad: Uso de dobles, duplicando el divisor o los resultados
obtenidos hasta alcanzar el dividendo, o reducir a la mitad el dividendo y los

resultados obtenidos hasta alcanzar el divisor.

e  Multiplicacion: Obtener la solucion con doble o mitad y estimando, atendiendo a
las cantidades del divisor y el dividendo. En este caso se reconoce la multiplicacién

y la divisidon como operaciones inversas.

En general la tendencia de los estudiantes que conocen el algoritmo de la

division es utilizarlo para resolver los problemas de division-medida. Los estudiantes
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que no conocen este algoritmo usan métodos alternativos como los que se acaban de
describir y a veces su nivel de éxito es mayor (Li y Silver, 2000; Silver, Shapiro y

Deutsch, 1993).

2.2.2. Dificultades y errores de los estudiantes

Parte de las dificultades y errores de los alumnos de Primaria relacionados con la
divisioén que estan consignados en la literatura son las mismas que las de los estudiantes
para maestro (Greer, 1992). Estos errores son de tipo conceptual, procedimental o de

interpretacion del resto.

Los errores conceptuales tienen su origen en la identificacion de la division
como reparto, que es segin Fischbein (1983) el modelo primitivo de esta operacion, o
en la generalizacion de las propiedades de la division con numeros naturales a la
divisién con numeros racionales. Cuando se generalizan las propiedades del conjunto de
los naturales al de los racionales, se entiende que el divisor debe ser menor que el
dividendo; de esta forma cuando no sucede asi los estudiantes invierten los términos de
la operacion. O que el cociente debe ser menor que el dividendo, de esta manera
confunden dividir por 1/3 (que da como cociente una cantidad tres veces mayor que el
dividendo) con dividir entre 3. Otro error de tipo conceptual en el caso de la division de
fracciones es no saber identificar cudl es la unidad de medida; por ejemplo, al dividir
4 : 3/5, el resultado es 20/3 = 6 + 2/3; este 2/3 es referido a la unidad de medida que es
3/5.

En cuanto a los errores de tipo procedimental, los estudiantes cometen
frecuentes errores en el algoritmo de la division con nimeros naturales porque hacen un
uso mecanico de éste, sin tener en cuenta el valor de posicion de cada cifra. Esto
provoca errores cuando hay un cero en el dividendo o cuando hay que poner un cero al
cociente. En el caso de la division de fracciones a veces no hacen el producto cruzado

en el orden convenido.

Una problemadtica especial es la relativa a la interpretacion del resto. En la
division con numeros naturales intervienen cuatro términos: dividendo, divisor, cociente
y resto. Los errores mas frecuentes suceden en los problemas de division-medida donde

la respuesta no es el cociente ni el resto, sino el resto aumentado en una unidad. Este
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error puede tener su origen en la creencia de que la solucién de un problema es
directamente el resultado de una operacion (Callejo y Vila, 2009). En este caso es el

cociente al que se le anade una unidad porque hay que contar un grupo mas.

Diversas investigaciones han tratado sobre las dificultades de los estudiantes en
los problemas de division-medida con resto. Lago, Rodriguez, Enesco, Jiménez y
Dopico (2008) mostraron las dificultades que tuvieron estudiantes de 1° de ESO (12
afios) en la realizacion de problemas no-rutinarios de divisidon con resto. Los estudiantes
ejecutaron algoritmos mecanicamente sin tener en cuenta las demandas del mundo real.
En el estudio, se presentaron a los alumnos problemas tanto de division-partitiva como
de division-medida con cuatro tipos de resto: resto no divisible, resto divisible, resto
como resultado y reajustar el cociente. Los resultados mostraron que los estudiantes
tenian un concepto de la division fundamentalmente partitivo, por lo que su rendimiento
descendi6 cuando realizaron problemas de division-medida. A pesar de que
identificaban correctamente el algoritmo de resolucidon, no tuvieron en cuenta aspectos
esenciales del enunciado y cometieron errores como: extraer indebidamente decimales
en los problemas con resto, no reajustar el cociente incrementandolo parcialmente, o

responder con el cociente en lugar del resto.

Por otra parte, las consideraciones realistas en el proceso de resolucion de los
problemas plantea dificultades en los estudiantes (Greer, Verschaffel y De Corte, 2002).
En el caso de los problemas de division-medida hay que interpretar el significado del
resto: unas veces hay que tenerlo en cuenta para dar la respuesta y otras se ignora; en
ocasiones el resto es la respuesta y otras veces la respuesta incluye una parte
fraccionaria porque se pide que no quede resto. En este tipo de problemas los
estudiantes dan a veces respuestas mecanicas o absurdas. Por ejemplo, Silver et al.
(1993) preguntaron a estudiantes de grado medio cuantos autobuses se necesitaban para
transportar 540 personas si cada autobus tenia 40 plazas. Solo el 45% de los estudiantes
dieron una respuesta correcta (14 autobuses o 13 autobuses y 1 minibus), otros

respondieron 13 o 13.5 autobuses.

Li y Silver (2000) y Silver et al. (1993) encontraron que en aquellos problemas
de divisiéon con resto en los que hay que anadir una unidad al cociente entero o

redondear por exceso un cociente decimal para dar la respuesta, los alumnos que usaron
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una estrategia alternativa a la division como sumas o restas repetidas o una
multiplicacion, tuvieron un nivel de éxito mayor que los que utilizaron la operacion de
dividir. Esto puede ser debido a que estos métodos, a pesar de ser menos eficientes
cuando los datos del problema son niimeros grandes, son mas intuitivos para relacionar
el significado de las operaciones con la situacion descrita en el problema. Por otra parte,
el contexto juega un papel importante en la interpretacion del resto, Carpenter (1999)
considera que el contexto de un problema suele indicar el sentido que toma el resto, en
respuesta a la pregunta formulada. En algunos casos no se toma en cuenta el resto en un

problema; o en otros el resto es la solucion al problema.

2.3. CONOCIMIENTO MATEMATICO PARA LA ENSENANZA

Una aportacion clave en la identificacion de los conocimientos necesarios para
ensefiar ha sido la de Shulman (1986; 1989) que distingue entre conocimiento de la
materia y conocimiento de contenido pedagogico. Esta ultima expresion se ha utilizado
para referirse a diversos aspectos relacionados con la disciplina a ensefiar y con la
enseflanza, por lo que es necesario un desarrollo tedrico especifico en el area de

matematicas.

Ball et al. (2008), a partir del esquema de Shulman, se centran de forma
especifica en el conocimiento que requiere el profesor para ensefiar matematicas y
establecen el modelo Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT), sefialando
dos grandes dominios de conocimiento: (1) Conocimiento del Contenido a Enseniar
(SMK) y (2) Conocimiento Didactico del Contenido (PCK), que a su vez subdividen

cada uno de ellos en tres subdominios (Figura 2.8).
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MKT
CONOCIMIENTO MATEMATICO PARA LA ENSENANZA

SMK PCK
Conocimiento del contenido a ensefar Conocimiento didactico del contenido
CCK KCS
Conocimiento Conocimiento
comiin del SCK del contenido KCC
contenido v los alumnos
Conocimiento Conocimiento
- especializado curricu l:_l'
HCK del contenido KCT del contenido
Conocimiento
del horizonte N
del contenid Conocimiento
el contenido del contenido
v de la ensefianza

"'-..,____-____-__._.-"

Figura 2.8. Dominios del conocimiento matematico para la enseiianza (Ball, Thames y
Phelps, 2008, p.403)

El Conocimiento del Contenido a Enserianza (SMK) se refiere al conocimiento

de contenido matematico y esta dividido en tres subdominios:

e El Conocimiento Comun del Contenido (CCK) es el conocimiento matematico y las
habilidades necesarias para resolver tareas que no son exclusivas de la ensefianza e
incluye las habilidades del maestro para resolver problemas matematicos, operar
correctamente, aplicar definiciones y propiedades,... Es decir, es el conocimiento
que cualquier persona puede usar para resolver un problema matematico.

e El Conocimiento Matematico del Horizonte (HCK) es el conocimiento de la
trayectoria de un contenido matematico a lo largo de las diversas etapas educativas
y sus relaciones con otros contenidos matematicos, e incluye las habilidades del
profesor para saber la importancia de un determinado contenido matematico y para
enlazarlo con otros contenidos previos y futuros.

e El Conocimiento FEspecializado del Contenido (SCK) es el conocimiento
matematico especifico y necesario para la docencia e incluye las habilidades del
profesor para distinguir, averiguar, valorar e interpretar la validez de las respuestas
de los estudiantes y explicar el origen de sus errores. Este modelo considera el

conocimiento especializado de matematicas como el conocimiento de matematicas
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que permite a los profesores implicarse en tareas especificas de la ensefianza, que
incluyen como representar las ideas matematicas a los estudiantes, proporcionar
explicaciones matematicas para las reglas y procedimientos y examinar y

comprender métodos de resolucion no usuales a los problemas.

El Conocimiento Didactico del Contenido (PCK) se refiere a la integracion
simultdnea de las matematicas y la forma en la que los estudiantes la aprenden, y esta

dividido en tres subdominios:

e El Conocimiento del Contenido y de los FEstudiantes (KCS) combina los
conocimientos sobre matematicas y sobre los estudiantes e incluye las habilidades
de los profesores para predecir lo que a los alumnos les parecera facil, dificil,
interesante, aburrido,... o los errores que cometeran con mayor frecuencia.

e El Conocimiento del Contenido y de la Enserianza (KCT) combina los
conocimientos sobre las matematicas y sobre su ensefianza e incluye las habilidades
de los profesores para saber los procedimientos y estrategias mas adecuadas para
ensefiar un contenido especifico.

o El Conocimiento Curricular del Contenido (KCC) comprende los contenidos que
deben aprender los estudiantes (programas, objetivos, contenidos, orientaciones
curriculares,...) e incluye los materiales y recursos que utiliza el profesor en su

practica docente.

El conocimiento de las matemadticas para la ensefianza (MKT) y el uso de este
conocimiento que hace el profesor en su practica docente (por ejemplo en tareas
profesionales como interpretar respuestas de estudiantes) son constructos dependientes,
ya que la practica profesional del profesor de matematicas se caracteriza por la forma de
aplicar este conocimiento en contextos de ensefanza. Llinares (2013) caracteriza la
nocion de competencia docente como ser capaz de utilizar el conocimiento de forma
adecuada para llevar a cabo tareas de ensefianza de matematicas y un aspecto de esta

competencia es mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes.
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2.3.1. EIl conocimiento matematico para la ensefianza y la competencia docente

mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes.

Hill, Ball y Schilling (2008) indican que el conocimiento especializado de
matematicas es un conocimiento de matematicas, pero que define la manera en la que
los profesores se implican en tareas de ensefanza particulares como interpretar el
pensamiento matemdtico de los estudiantes. Es decir, es el conocimiento de
matematicas implicado, entre otras, en la competencia docente mirar profesionalmente

las situaciones de ensefianza-aprendizaje (professional noticing) (Sherin et al., 2010).

La conceptualizacion de la competencia mirar profesionalmente ha sido
abordada desde diversas perspectivas. Mason (2002) sefialaba cuatro caracteristicas de
esta competencia docente: (i) identificar aspectos relevantes a partir de un objetivo que
guia la observacion (intentional noticing), (ii) describir los aspectos observados
(marking and recording), (iii) reconocer alternativas de accion (recognizing choices), y
(iv) validar lo observado intentando que los otros reconozcan lo que ha sido descrito o
sugerido (validating with others). En cuanto a las destrezas necesarias para el desarrollo
de esta competencia, han sido identificadas por van Es y Sherin (2002) como tres:
identificar aspectos relevantes de la situacion; utilizar el conocimiento del contexto en el
que se desarrollan para reflexionar sobre las interacciones que suceden, y realizar
conexiones entre lo acaecido en el aula y los principios generales sobre los procesos de

ensefianza aprendizaje.

Esta perspectiva subraya la trascendencia de identificar los aspectos relevantes
en las situaciones de ensefianza-aprendizaje e interpretarlos en funcion de las
referencias  teoricas previas (uso del conocimiento especializado). Esta
conceptualizacion de la competencia mirar profesionalmente pone de manifiesto la
importancia de la interpretaciéon como instrumento que guia la comprension de como los
profesores usan su conocimiento en la practica de sus labores profesionales (Llinares,
2013). En este estudio nos centramos en la tarea profesional de interpretar el
pensamiento matematico de estudiantes de Educacion Primaria a problemas de division-
medida

El constructo mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los

estudiantes es ‘“una manera de entender coOmo los maestros dan sentido a las
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complejidades de la clase” que implica como centran su atencion y como interpretan y
reflejan sus descubrimientos sobre el pensamiento matematico de los estudiantes
(Weiland, Hudson y Amador, 2013).

Jacobs et al. (2010) conceptualizan esta competencia como tres destrezas
interrelacionadas:

(1) describir las estrategias usadas por los estudiantes identificando los

elementos matematicos importantes,

(i)  interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes en funcidén de

los elementos matematicos identificados en las estrategias y

(ii1)  decidir como responder teniendo en cuenta la comprension de los

estudiantes.

Desde esta conceptualizacion, mirar de una manera profesional el pensamiento
matematico de los estudiantes implica interpretar el pensamiento matematico de los
mismos, por lo que los estudiantes para maestro deben trasladarse desde la descripcion
de acciones del profesor a las conceptualizaciones de los estudiantes y desde
comentarios evaluativos a comentarios interpretativos basados en evidencias (Bartell et
al., 2013; van Es, 2010).

En este estudio, nos centraremos en como los estudiantes para maestro
interpretan respuestas de estudiantes de Educacion Primaria a problemas de division-
medida. Para poder interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes, los

estudiantes para maestro deben identificar:

e ¢l tipo de problema de estructura multiplicativa. Deben identificar que se trata de
problemas de division-medida. Los dos primeros con numeros enteros y el
ultimo de una divisién de un entero con una fraccion (ya que este ultimo tiene
una problematica particular),

e los procedimientos de resolucion que permiten resolver los problemas de
divisién-medida: divisién, modelizacion-agrupamiento, conteo a saltos... y

e los errores procedimentales y conceptuales comunes en estos problemas de

divisién-medida.

Esto forma parte del conocimiento especializado de matematicas del estudiante

para maestro. Por lo que nos hemos centrado en la relacién entre el conocimiento
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especializado de matematicas y la tarea de interpretar respuestas de alumnos de

Educacion Primaria.

Teniendo en cuenta que nuestro objetivo es caracterizar como estudiantes para
maestro interpretan respuestas de alumnos de 6° curso de Educacion Primaria a
problemas de division-medida, nos hemos planteado las siguientes preguntas de

investigacion:

e ;Como resuelven los estudiantes para maestro problemas de division-

medida?

e ;Como estudiantes para maestro interpretan respuestas dadas por alumnos

de 6° curso de Primaria (11-12 afios) a problemas de division-medida?

e ;Qué relacion hay entre la correccion en la resolucion de los problemas de
los estudiantes para maestro y su interpretacion de las respuestas de los

estudiantes?
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CAPITULO 3. DISENO DE LA INVESTIGACION

En este capitulo se describen los participantes de la investigacion, el disefio de

los instrumentos de recogida de datos, su aplicacion y el proceso de analisis seguido.

3.1. PARTICIPANTES Y CONTEXTO

Los participantes de este estudio fueron 84 estudiantes del primer curso del titulo
de Maestro de la especialidad de Educacion Primaria de la Universidad de Alicante.
Entre estos estudiantes habia 68 chicas y 16 chicos, con edades comprendidas entre 18 y
38 afios (la mediana es 19 afos). Los datos se recogieron en el primer semestre del

curso académico 2009/2010.

En el momento de realizar la experiencia los estudiantes no habian recibido
ningun tipo de ensefianza especifica relacionada con el tema de estudio: los problemas

de estructura multiplicativa.

La mayoria de los estudiantes accedid a los estudios universitarios realizando la

prueba de Selectividad (53 estudiantes); otros habian realizado ciclos formativos de
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Formacién Profesional (24 estudiantes), y el resto accedié por la modalidad de mayores

de 25 afios (7 estudiantes).

Mias de la mitad de los estudiantes (54) habian cursado bachillerato de la
especialidad de Humanidades y Ciencias Sociales; otros habian cursado la especialidad
de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud (13); por ultimo, un reducido nimero habia
cursado la especialidad de Ciencias y Tecnologia (5 estudiantes) o de Arte (2
estudiantes). Los estudiantes de mayor edad habian realizado el Bachillerato Unificado

Polivalente (BUP) en Ciencias (7 estudiantes) o en Letras (3 estudiantes).

3.2. INSTRUMENTOS DE RECOGIDA DE DATOS

La recogida de datos se realiz6 a través de dos cuestionarios. A continuacion, se
detalla la elaboracion y caracteristicas de cada uno de los cuestionarios y como se llevo

a cabo la aplicacion de cada instrumento.

3.2.1. Disefioy caracteristicas del Cuestionario 1

El Cuestionario 1 consta de tres problemas de estructura multiplicativa del tipo
isomorfismo de medidas, y dentro de éstos, corresponde a un tipo mas especifico,

problemas de division-medida.

Como se indico en el capitulo II, el isomorfismo de medidas es una estructura
que engloba aquellos problemas en los que subyace una proporcionalidad simple directa
entre dos magnitudes M1 y M2 implicadas. Este tipo incluye tres clases de problemas
donde la funcion f: M; — M, es una proporcionalidad simple entre dos magnitudes M;

y M, (Figura 3.1).

M1 M2
% y =)
x| =S

Figura 3.1. Problemas de isomorfismo de medidas
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En los problemas de division-medida se pide hallar X’ conociendo f(x) y f(x"),

siendo X = 1.

La Figura 3.2 muestra los 3 problemas que forman el Cuestionario 1: Farolas,
Albergue y Pasteles. El formato con el que se presento a los alumnos el Cuestionario 1

se puede consultar en el anexo (pp. 1-4).

Farolas

Para celebrar el quinto centerario de supueblo, el alcalde decidid pintar de
diferentes colores las farolas de la calle prinapal. Las tres primeras las pintaron
derojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, yad
sucestvamente, sin repefir colores. Si se pintaron 35 farolas, jcuantos colores
diferentes necesitd?

Albecue

103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos
v hay 15 mesas. 51 van completando las mesas sin dejar asientos libres,
Jcuantas mesas ocuparan?

Pasteles
Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
LA cuantos nifios puedo dar? ; Qué me sobra?

Figura 3.2. Problemas propuestos en el Cuestionario 1

Estos problemas fueron seleccionados y modificados de otras investigaciones
donde los alumnos de 10-14 afios o los estudiantes para maestro mostraron dificultades
a la hora de resolverlos (Callejo y Vila, 2009; Carpenter, Lindquist, Matthews y Silver,
1983; Verschaffel et al., 1997).

Los problemas Farolas y Albergue presentan caracteristicas comunes pues los
datos son numeros naturales, las magnitudes son discretas y hay que afiadir una unidad
al cociente de la division para responder a la pregunta. En los dos problemas hay que
tener en cuenta que el resto es distinto de cero, por tanto, se debe formar un grupo mas
de Farolas con el resto y agregar un color mas (problema de Farolas) y en el problema
Albergue, por la misma razon, un grupo mas de alumnos y afadir una mesa mas. En el
problema Albergue ademas se ha introducido un dato pertinente (nimero de mesas) que
si bien no era necesario para obtener la solucion (15 mesas) tenia la finalidad de ver si
los estudiantes distinguian, para la resolucion del problema, los datos necesarios de los

superfluos. Una version de este ultimo problema fue utilizado por Callejo y Vila (2009)
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en una investigacion sobre creencias acerca de la resolucion de problemas con

estudiantes de primer curso de secundaria (12-13 afios).

En el problema Pasteles las magnitudes son continuas y se utilizan fracciones.
En este problema es preciso interpretar el significado de la fraccion que resulta de
dividir un entero por una fraccion (4 entre 3/5 que son 20/3), para responder a cuantos
nifos se puede dar y cuanto sobra como relacion parte-todo. En este sentido, la fraccion
resultante 20/3 (cociente 6 y resto 2) significa que se puede dar a 6 nifios y los 2 trozos
que sobran son quintos de un pastel pues cada pastel se ha dividido en quintos. También

podria interpretarse que sobran 2/3 de 3/5 de un pastel, que equivalen a 2/5 de un pastel.

A los estudiantes para maestro se les pidi6 que resolvieran los tres problemas. El
objetivo de este cuestionario era identificar el conocimiento de contenido matematico de
los estudiantes para maestro: si eran o no capaces de resolverlos correctamente, qué
estrategias utilizaban y qué errores cometian. Mas especificamente los problemas
seleccionados a nuestro entender permiten poner de manifiesto la comprension y uso de
las operaciones, lo que exige conocer el significado de sus diferentes interpretaciones, el
establecimiento de relaciones entre las operaciones y la destreza para resolver
problemas con datos superfluos o en diferentes contextos. Por otra parte, en la seleccion
de estos problemas se tuvo en cuenta que en los datos se utilizaran diferentes conjuntos
numéricos (naturales y fracciones), y que la solucion no fuese el resultado inmediato de
un calculo sino que los estudiantes para maestro tuviesen que realizar una interpretacion

del resto de la division para dar la respuesta correcta.

3.2.2. Disefioy caracteristicas del Cuestionario 2

El Cuestionario 2 estd formado por 4 respuestas diferentes dadas por estudiantes
de 6° curso de Educacion Primaria a cada uno de los problemas planteados en el
Cuestionario 1. Las respuestas propuestas fueron seleccionadas atendiendo a las
estrategias y errores identificados en los problemas de division-medida en
investigaciones previas (Bulgar, 2003; Downton, 2009; Li y Silver, 2000; Silver et al.,

1993; Tirosh, 2000), siguiendo los siguientes criterios:

o 2 respuestas que utilicen métodos alternativos a la division (sumas o restas

sucesivas, conteo a saltos, modelizacion-agrupamiento...), una de ellas correcta

-5



3. Diseifio de la Investigacion Maximina Marquez Torres

(procedimiento y resultado correcto) y otra incorrecta (error conceptual o

procedimental).

o 2 respuestas con division, una de ellas correcta (procedimiento y resultado
correcto; en todos los problemas excepto en Pasteles) y otra incorrecta (error

conceptual o procedimental).

El objetivo de este cuestionario era analizar como usaban los estudiantes para
maestro el conocimiento de matematicas para interpretar respuestas de estudiantes de
primaria a problemas de division-medida en las que se emplea la division y otras
estrategias alternativas a la misma, y algunas de ellas presentan errores de tipo
conceptual o procedimental (conocimiento especializado del contenido). En este
estudio, entendemos por interpretar, como los estudiantes para maestro puntian las
respuestas de los estudiantes de primaria mediante una escala de puntuacion y qué

justificaciones ofrecen a las puntuaciones dadas.

La escala de puntuacion presentada a los estudiantes para maestro fue: 1 punto si
consideraba que la respuesta era totalmente correcta, 0 puntos si pensaba que la
respuesta era totalmente incorrecta, y medio punto (0.5 puntos) si consideraba la

respuesta parcialmente correcta.

La Figura 3.3. muestra el formato que presentaba el Cuestionario 2. Las
respuestas de los estudiantes de primaria se identificaron con las letras A, B, Cy Dy en
el cuadro justificacion los estudiantes para maestro debian indicar la razoén por la cual
habian elegido una determinada puntuacion para cada respuesta presentada. El

Cuestionario 2 completo se puede consultar en el anexo (pp. 5-9).
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Farolas

Para celebrar el quinta centenario de su pueble, el alcalde decidia pintar de diferentes colores las
tfarolaz de la calle pr'im:ipul. Las tres pr'irncr'a: las Pind'r.'i de ro.j,o_ lag tres siguientes de verde, las tres

siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir coloras. Si se pintaron 35 farolas, dcudntes colores
diferentes necesité?

A Peaios A | B Puantos B
1 2 3 Rajo 35 | 3
4 5 6 Verde P
g
7 8 ¢ Al 03 11
10 11 12 2
13 14 15 . .
16 17 18 Necesitd 12 colores Se necesitan 11 colores
1o 20 |
21 1 i)
24 25 6
27 28 m
30 31 32
33 34 35
Tustificacion A Tustificacion B
C Puatos C D Puatos D
.
35 e
%’-‘ T 3 farolas 1 color
o 15 farolas 5 colores
% 30 farolas 10 colores
Se dividen las 33 farolas en grupos de tres. El 33 farolas 11 colores
cociente es la cantidad de colores. Esto me da 36 farolas 12 colores
11 colores. Como el resio no es cero. Agreganlos
un color. Son 12 coloves
Solucidn: Necesita 12 colores
Justificacion C Justificacion D

Figura 3.3. Respuestas que fueron seleccionadas para el problema Farolas

A continuacioén, mostramos las caracteristicas de las respuestas seleccionadas de

los estudiantes de primaria para cada uno de los problemas.

3.2.2.1.Caracteristicas de las respuestas del problema Farolas

En el problema Farolas las dos respuestas basadas en métodos alternativos
seleccionadas fueron una modelizacion, respuesta A, y un procedimiento conteo a

saltos, respuesta D (Figura 3.4).
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A D.
1 2 3 Eojo
4 5 6 Werde 3 farolas 1 color
7 - 9 Aml 15 farolas 5 colores
ig ii ﬂ 30 farolas 10 colores
19 20 21 36 farolss 12 colores
21 ) a3 Son 12 colores
24 25 26
7 pi] 29
30 31 32
33 34 35
Necesita 12 colores

Figura 3.4. Respuestas A y D del problema Farolas

El procedimiento utilizado en la respuesta A es una enumeracion donde aparecen
representadas todas las Farolas formando grupos de tres. Esta respuesta contiene un
error de tipo procedimental (error técnico), pues se repite la farola nimero 21. Sin

embargo, el resultado es correcto.

La respuesta D es un procedimiento de conteo a saltos basado en la relacion por
cada 3 Farolas se necesita 1 color. En este procedimiento se establece una relacion para
multiplos de tres partiendo del divisor 3 hasta superar el dividendo 35 (3, 15, 30,33 y
36).

Las respuestas B y C estaban basadas en la division (Figura 3.5).

B. L.
: Se dividen las 3 5farolas en gnapos de
3 Hecesita 11 colore 3 tres. El coclerte es la cartidad de
35 35 L colores, Edto me da 11 colores. Como el
05 11 05 11 Testono es cern, eregumos W coler.
2 y) Sobucién: Necesita 12 coleres

Figura 3.5. Respuestas B y C del problema Farolas

En las respuestas B y C el algoritmo de la division se utiliza de forma correcta.
Sin embargo, en el momento de expresar el resultado, en la respuesta B el estudiante no
toma en cuenta el resto de la division, es decir, comete un error conceptual de
interpretacion incorrecta de los términos de la division y, por tanto, el resultado es
incorrecto, mientras que en la respuesta C si toma en cuenta el resto (2 Farolas implican
un grupo mas por lo que se debe agregar otro color) y el resultado mostrado es el

correcto.
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3.2.2.2. Caracteristicas de las respuestas del problema Albergue

Las respuestas A y D del problema Albergue estan basadas en el algoritmo de la

division (Figura 3.6).

A D
103 20 103 | 20
0o 5 "Ocuparon 5 mesas” 03 5
"Son B mesas"
5x15km =75 At1=0

Figura 3.6. Respuestas A y D del problema Albergue
En la respuesta D el algoritmo se ha utilizado de forma correcta y se tiene en
cuenta el resto de la division (3 estudiantes implica un grupo mas). Aunque no explica
el significado de la suma 5 + 1, el resultado es correcto. Sin embargo, en la respuesta A,
el algoritmo de la division se utiliza de forma incorrecta (el resto no es cero),
cometiendo un error procedimental (error técnico); también confunde el dato 15 mesas

con 15 Km, por lo que el resultado es incorrecto.

Las respuestas B y C estan basadas en métodos alternativos, la primera basada

en sumas sucesivas y la segunda en restas sucesivas (Figura 3.7).

B.
<Y “Ocuparon 6 mesas” C.
20 103 — Estudiantes
L 40 — 20
20 3
— . D?ﬁ’ "Necesita 5 mesas”
+ 0 e
% =%
20
" 20 a3
+ '3 20
103 03

Figura 3.7. Respuestas B y C del problema Albergue

En la respuesta B se suman grupos de 20 estudiantes por mesa hasta llegar a una
aproximacion por defecto del total (100 estudiantes) y luego se afiade 3 para completar
el total de estudiantes 103, la respuesta es el numero de veces que se han sumado grupos
de 20 (5 veces) mas un grupo de 3 estudiantes; en este caso el procedimiento y el

resultado son correctos.

La respuesta C utiliza el total de estudiantes en el Albergue (103) y resta grupos

de 20 asientos, hasta llegar a una aproximacion de cero; la estrategia es correcta pero la
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respuesta contiene un error procedimental (error técnico) al restar 43 — 20, pues coloca 3
y no 23, por lo que el resultado es incorrecto, sin embargo, ha tenido en cuenta que los 3

estudiantes que ‘sobran’ deben ocupar también una mesa.

3.2.2.3. Caracteristicas de las repuestas del problema Pasteles

Las cuatro respuestas de los alumnos de primaria al problema Pasteles se
seleccionaron atendiendo a los procedimientos y errores identificados en

investigaciones previas (Bulgar, 2003; Tirosh, 2000).

Las respuestas A y D estdn basadas en métodos alternativos a la division y
ambas utilizan una representacion grafica dividiendo un rectangulo o un circulo en

partes congruentes (modelizacion-agrupamiento; Figura 3.8).

D.
A Ly E *fs s
] 1 2 27 4
N 1A g\ 1 A\ 3 AR 6
"Le puedo dar a 6 nifios v me sobran 3 trozos" . _ 7 X
Le puedo dar a B nifios y me sobran 3 de pastel

Figura 3.8. Respuestas A y D del problema Pasteles

En la respuesta A el alumno de primaria representa los cuatro pasteles con
rectangulos y divide cada uno en 5/5, a continuacion, lleva la unidad de medida que
quiere dar a cada nifo (3/5) sobre los rectangulos y cuenta cuantas veces hay 3/5. El
nifio comete un error procedimental de medida (s6lo 2 trozos estadn en color negro) y no
expresa lo que le sobra 3 trozos como una fraccion. Ademas 3 trozos no puede ser la
parte de pastel que sobra porque es igual al divisor de la division 20 : 3 (error

conceptual).

En la respuesta D, el alumno también divide cada pastel en 5/5 e identifica con

numeros las piezas que da a cada nifio. El resultado es correcto.

Las respuestas B y C utilizan el algoritmo de la division (Figura 3.9).
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C.

B 3 4 20 |
203

3 4x5 20 =
4-2="= g |3 5713 2 6

5 3 3
2 6
. 2 5
"Puedes dar a B ninos y sobran 5 “Le doy a 6 nifios y sobran % de pastel

Figura 3.9. Respuestas B y C del problema Pasteles

En la respuesta B el alumno usa fracciones y divide el nimero de pasteles entre
la fraccion de pastel que debe dar a cada nifio. Usa correctamente el algoritmo de la
divisién de fracciones, pero no sabe interpretar correctamente lo que sobra (error de
precision en la respuesta, de tipo conceptual) pues los 2/3 que propone no son 2/3 de

pastel sino 2/3 de la unidad de reparto (3/5 a cada nifo).

En la respuesta C el alumno también usa fracciones pero invierte los términos de
la division como si la operacion tuviera la propiedad conmutativa (error conceptual).
Ademas aplica el algoritmo incorrectamente (error procedimental). Pero los errores se
neutralizan y el resultado es correcto identificando que la parte que sobra es 2/5 de

pastel.

3.2.3. Aplicacion de los instrumentos

El Cuestionario 1 fue resuelto por los estudiantes para maestro en el primer
semestre de sus estudios, en su horario de clase, y dispusieron de 1 hora. Se explico al
alumnado participante el objeto del estudio, la forma de responder y su caracter
voluntario. Asi mismo, se brind6 la posibilidad de solicitar aclaraciones a las preguntas

en caso de duda.

El formato de presentacion del Cuestionario 1 consistia en un cuaderno
compuesto por 5 paginas. En la primera hoja se les pedia que escribieran sus datos
personales, modo de acceso a la universidad y tipo de bachillerato realizado. En cada
una de las hojas posteriores se presentaba el enunciado de un problema y un espacio
para la realizacion de los calculos. También se les dio una serie de instrucciones (Figura
3.10). Ademas, se indico a los estudiantes para maestro que no debian olvidar escribir

en la hoja las operaciones realizadas.
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e El cuestionario consta de tres problemas y cada problema esta en
una hoja diferente.

e Lee detenidamente el enunciado ¥ contesta lo que se te pregunta

aunque no estés segurofa de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido

Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafierofa

Puedes usar la cal culadora

51 tienes alguna duda, levanta la mano v el profesor/a te ayudara

Figura 3.10. Instrucciones del Cuestionario 1

El Cuestionario 2 fue resuelto por los estudiantes para maestro 15 dias después
de la realizacion del Cuestionario 1. Este cuestionario también lo realizaron durante el
horario de clase y en aproximadamente 50 minutos. Este cuestionario estaba formado
por un cuaderno de 4 hojas, la primera con las instrucciones (Figura 3.11.) y las otras
tres con 4 respuestas dadas por alumnos de primaria a cada uno de los problemas del
Cuestionario 1. Las cuatro respuestas de cada problema se presentaban en una pagina

junto con un cuadro donde el estudiante debia justificar la puntuacion asignada.

Este cuestionario contiene los 3 problemas que resolviste hace unos dias.
Te presentamos cuatro soluciones diferentes de cada problema dadas por

alumnos de 6° de Primaria.

Califica cada una de estas soluciones con 1 punto, 0.5 puntos ¢ 0 puntos y

escribe la puntuacidn en el recuadro de la derecha de cada solucién:

e Cuando creas que una solucidén es totalmente correcta, calificala con
un punto (1 punte).

® 35i piensas que la solucidn es totalmente incorrecta, calificala con cero
puntos {0 puntos).

® Califica con medio punto (0.5 puntos) la solucién que consideres
parcialmente correcta,

Una misma puntuacidn la puedes utilizar cuantas veces creas necesario, en

cualquier problema

MUY IMPORTANTE

® En el recuadro “Justificacidn” debes escribir la explicacién o
comentario de tu calificacién.

® 5ino calificas alguna solucién de algim problema indica la razdn.

® 5ino entiendes alguna solucidn, indicalo.

Figura 3.11. Instrucciones del Cuestionario 2
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3.3.Andlisis de datos

Teniendo en cuenta los datos de la investigacion: las respuestas de los
estudiantes para maestro a los Cuestionarios 1 y 2, el andlisis de los datos se desarroll6

en tres fases:

e En la primera se hizo un estudio del comportamiento global del grupo
utilizando las respuestas dadas por los estudiantes para maestro a los

cuestionarios 1y 2.

e En la segunda se identificaron tres perfiles de los estudiantes para maestro

sobre las respuestas al cuestionario 2.

e En la tercera se hizo un estudio de casos de los estudiantes para maestro

pertenecientes a los perfiles con mayor nimero de estudiantes.

3.3.1. Fase 1: Comportamiento global de los estudiantes para maestro

En la primera fase se hizo un analisis global de las respuestas de los estudiantes
para maestro al Cuestionario 1 y al Cuestionario 2. De las respuestas al Cuestionario 1
se estudio: la correccion de las respuestas, los procedimientos utilizados y los errores
cometidos. De las respuestas al Cuestionario 2, se consideraron las puntuaciones dadas

por los estudiantes para maestro.

a) Analisis de la correccion de las respuestas del Cuestionario 1

Las respuestas de los estudiantes para maestro al Cuestionario 1 fueron
analizadas y clasificadas como correctas, regulares o incorrectas en cada uno de los

problemas:

e correcto cuando tanto el procedimiento como la solucidon eran correctos (Figura

3.12).
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Ejemplos

Comentario

Respuesta

Farolas

El EPM realiza una
division v afiade una
unidad al cociente
explicando que al
sobrarle 2 farolas se
necesita otro color

Albergue

Correcta

El EPM realiza una
divisién y afade una
unidad al cociente
explicando que al
sobrarle 3 alumnos se
necesita una mesa

Pasteles

£

L 2 P
{,, ’H.ﬂl';. & Neg fA-LJ\..[:n\ /:‘.I ﬁ:-L[{-

b1l )
b v

b | = 2

=

==
c

-;1-_'&..'_\\_' t\.-i‘:‘___\.i\'\\ -/‘_ -"-‘L P t‘-l- o

oy on ;’;c\.\bi_l.

NS

El EPM representa
graficamente los
pasteles divididos en
quintos y lo resuelve
graficamente y con
operaciones. Calcula
cuantos quintos de
pasteles tiene en total
v realiza la division
de los quintos de
pastel entre el nimero
que tiene que dar a
cada nifio.

Figura 3.12. Ejemplos de respuestas correctas dadas por los EPM a los 3 problemas

e regular, cuando los estudiantes para maestro realizaban una division e indicaban lo

que sobraba pero sin darle una interpretacion adecuada (Figura 3.13).
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Ejemplos

Comentario

Respuesta

Farolas

El EPM realiza una
division. No afiade
una unidad al
cociente pero indica
que sobran 2 farolas

Regular

El EPM realiza una
division. No afiade una
unidad al cociente pero
indica que 3
estudiantes se quedan
sin mesas

Pasteles

o en toba

M 2 |
o cooap 3 et |
ol | fodeeos ol . cle peite
/
e onmod
| el (g

] W

|
A Aregen

e SChMadLo

i

El EPM calcula
cudntos quintos de
pastel tiene v 1o divide
entre 3. Indicaa
cuantos nifios puede
dar 3/5 de pastel pero
lo que sobranolo
expresa en funcidn de
la parte del todo
(quintos).

Figura 3.13. Ejemplos de respuestas regulares dadas por los EPM a los 4 problemas

e incorrecta, cuando no tenian en cuenta ¢l resto de la division o la respuesta no tenia

sentido (Figura 3.14).
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Ejemplos Comentario

Respuesta Farolas

El EPM utiliza un
_ procedimiento sin
a ' sentido

| A,

Wi T =Y P F F '!':, T q-\ 'le___.l._ll..; .

Albergue

: = El EPM realiza
107 phadicusden 16735 una divisién de
¢'q estudiantes entre
mesas

Incorrecta 16 i e |

g ]
e I menah o

Pasteles

El EPM
o 1 \ TR =5 representalos
FEi Y e\ N S e L pasteles divididos
= en quintos,
reparte 3/5 de
cada pastel pero
ignora lo que
Ve Sole sobra de cada

Dot Dn P} pastel para

= 2 1 ' continuar

repartiendo.

Figura 3.14. Ejemplos de respuestas incorrectas dadas por los EPM a los 4 problemas

b) Analisis de los procedimientos utilizados en el Cuestionario 1

Atendiendo al procedimiento de resolucion empleado por los estudiantes para
maestro, se siguié un proceso inductivo (Strauss y Corbin, 1994) y para cada uno de los
problemas se analiz6 el proceso de resolucion seguido por los estudiantes para maestro.
El andlisis inductivo consistio, en un primer momento, en un analisis conjunto por parte
de un grupo de tres investigadores, de una muestra de respuestas a los diferentes

problemas, para generar descriptores de los procedimientos que parecian estar
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utilizando los estudiantes en cada tipo de problema. Estos descriptores para cada
problema, se fueron refinando segun se iban analizando nuevas respuestas. Este proceso
se repitid para cada uno de los problemas, y finalmente, se consideraron los
procedimientos en conjunto para ver si habia evidencia de solapamiento entre ellos. Los

procedimientos identificados son los siguientes:

e Division. Aplicacion del algoritmo de la division, ya sea con nimeros naturales,

decimales o fracciones (Figura 3.15).

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor
tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas
sin deiar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

00 e /= A0 cetkes on bl , ool o e i Lo ress
200 | |
- o3 - 0cschanes g o e sl gue won
_Ti g3 =Sllos  sciann .
3 q qeps 50 L-ﬂ'l?h_'lccu‘
Lgls =0 o W

15-0Q= 6 weob coopowan Estudiante E38

Figura 3.15. Uso del algoritmo de la division en el problema Albergue por E39
e Procedimientos alternativos a la division:

O Sumas o restas repetidas. La estrategia consiste en sumar o restar cantidades
iguales hasta aproximarse al total o a cero respectivamente. El resultado es el

nimero de veces que se han sumado o restado grupos iguales mas una unidad

(Figura 3.16).
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103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor
tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas
sin deiar asientos libres, {cudntas mesas ocuparan?

<L JUO BSOS Ox, Yol o ¢

i - - Y '
Lesca o\ r_-j -L(\“nl\l%. €

1 -4 20
" d ¢ 20
Y - -2 L0
q;c.‘ o IS u{(—
C
6~ v v 3 f
[_L' '.;_ estucliendes Estudiante E17

Figura 3.16. Uso de las sumas repetidas en el problema Albergue por E17

0 Modelizacion-agrupamiento. Esta estrategia consiste en enumerar cada uno de
los elementos del conjunto dado en un problema y agruparlos hasta llegar al total
(Figuras 3.17 y 3.18). Es decir, hacer una serie de conjuntos cada uno de los

cuales contiene el numero de elementos que se ha indicado.

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde
decidié pintar de diferentes colores las farelas de la calle
principal. Las tres primeras las pintéd de rojo, las tres
siguientes de verde, las tres siguientes de azul. ¥ asi
sucesivamente, Sin repetir colores. Si se pintaron 35 faralas,
dcudntos colores diferentes necesité?

P, 2
-

€ "_ arde "_‘__‘-*‘f""
—— YAl O A
Yl 3ldalUs 38 A
‘__————1 1"_':___ - PR
Yow . A5 46 {7 A%

10 41 42 Ay
Y et gt

M L[] -
' A - oL, . 1+
A9 90 94 22 23 2w 29 Je
A4 Il_l i
1'.'_._IL.- 1 Ese s _'__:‘ au 13-'3
RN Ak FLHy =2 )
T T e Estudiante E66

% 43

Figura 3.17. Uso de la estrategia modelizacién-agrupamiento en el problema
Farolas por E66
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Tengo cuatro pasteles Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio, jA cuantos nifios puedo dar? j Queé me sobra?
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Figura 3.18. Uso de una estrategia modelizacion-agrupamiento en el problema
Pasteles por E53

o Regla de tres o algoritmo de productos cruzados. Esta estrategia consiste en
relacionar los datos multiplicativamente igualando los productos cruzados. Por
ejemplo, en el problema Albergue el estudiante E19 multiplica el nimero de
estudiantes por la unidad (103*1) y luego lo divide por el numero de asientos de

cada mesa (103:20) (Figura 3.19).

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor
tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas
sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

4 eSO — SOgEas 20 = 103\
X et — O @=shas F 'u:“_i

|
Wa 1do J—

-
4

Estudiante E19

Figura 3.19. Uso de la regla de tres en el problema Albergue por E19

o Conteo a saltos. Estas estrategias realizan recuentos a saltos teniendo en cuenta

el nimero de elementos en cada grupo (Figura 3.20).

- 66 -



3. Diseifio de la Investigacion

Maximina Marquez Torres

van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?
A ~ 8
MESO. 5 O poexc

D weecs Ly (O pXeS

Q eers 3 0 =0
B qrecos S (00 poem=cd

G meces s 120 Eyeos.

103 estudiantes estdn en un alberque. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si

Ocerposin & recsts (D ekene 9 deloc
%7&’)200- ocug-'ﬂt:ﬁ) A ol S c"v;mﬁ&)

Estudiante E3

Figura 3.20. Uso de una estrategia de conteo a saltos en el problema Albergue

por E3

anteriores categorias (Figura 3.21).

Otras. En este grupo se incluyen aquellos procedimientos no incluidos en las

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde

decidié pintar de diferentes colores las farclas de la calle
principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres
siguientes de verde, las tres siguientes de azul. Y asi

sucesivamenTe, Sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas,
¢cudntos colores diferentes necesité?

TIRRRRRREIT

Estudiante E33

Figura 3.21. Uso de una estrategia sin sentido en el problema Farolas por E33

c¢) Analisis de los errores cometidos en el Cuestionario 1

Atendiendo a los errores cometidos las respuestas de los estudiantes para

maestro al Cuestionario 1 fueron analizadas y clasificadas en las siguientes categorias

identificadas en Ia literatura (Rico, 1995):
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e Datos mal usados (Datos): Errores que se producen por alguna discrepancia entre
los datos del problema y el tratamiento que le da el estudiante para maestro o por
falta de comprension del enunciado del problema: uso de datos superfluos; no
utilizar algin dato necesario; intercambio entre datos; interpretacion incorrecta de
los datos en el contexto de la situacion. Por ejemplo, en el caso del problema

Albergue utilizar el dato superfluo que da el problema (15 mesas) (Figura 3.22.).

I|(-"_", ¢-~.1. =r"-..r~~x: L .-l- > @.
| 36%¢'q

||:‘_] i OOy A
.| o8,
20 sdlan
: 14
[:. "'r_:\‘- eran  Com { xF:
_'_' 105

Estudiante EZ

Figura 3.22. Resolucion del problema Albergue por el estudiante para maestro E2

e Error técnico. Errores relativos a la realizacion de algoritmos de calculo, a copiar
mal un resultado parcial (resultado de una operacion, datos de una tabla, etc.) que
servird de dato para el siguiente paso, a un mal conteo o a la manipulacion incorrecta
de simbolos y formulas algebraicas. Por ejemplo, en el caso del problema Farolas

realizar errébneamente el conteo (Figura 3.23.).

" ¥ o

Estudiante E33

Figura 3.23. Resolucién del problema Farolas por el estudiante para maestro E38

e Interpretacion incorrecta de los términos de una operacion en relacion a la
situacion planteada. Por ejemplo asumir que el resto de una operacion no debe

considerarse en el resultado final. En el problema Farolas el estudiante para maestro
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E56 no considera necesario considerar el resto para dar respuesta a la pregunta

planteada ;Cuantos colores diferentes se necesito? (Figura 3.24.).

%% 2 Sa puwlcsen lan
65 A bosclan de M wloces

diabipchas (en qrupes
de ksen), 1 sabrosan

dos dosa\oy |
Estudiante ESB
Figura 3.24. Resolucién del problema Farolas por el estudiante para maestro E56

A

e Falta de verificacion del resultado. Errores que se presentan cuando cada paso en la
realizacion de la tarea es correcto pero el resultado obtenido no es la respuesta a la
pregunta planteada. Si el resolutor hubiese contrastado el resultado con la pregunta
del problema, el error podria haber sido subsanado como es el caso del problema

Albergue realizado por el estudiante para maestro E6 (Figura 3.25.).

LG 30 143 )20

,}é.f- Abs i: 9

O \q;@s\\&@s iy
mu
fﬁé’”wos ?&

%o\uc:'\éq\: OC’-UQO-fd‘\ |0 mesas , en o
w Nas %ueémén ¢ &S\Q\\\ess Lores

Estudiante E6

QO

Figura 3.25. Resolucion del problema Pasteles por el estudiante de E6

e Error de precision en la respuesta. No expresar el resultado en términos
matematicos, por ejemplo no expresar en fraccion la respuesta a la segunda pregunta
del problema Pasteles donde el estudiante para maestro E9 da como resultado del

problema 2 trozos sin indicar qué fraccién de pastel representan los trozos (Figura
3.26).
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hx5 =20 bwowt en toto |
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Figura 3.26. Resolucion del problema Pasteles de E9

d) Andlisis de las respuestas al Cuestionario 2

En relacion al Cuestionario 2 se compararon las puntuaciones y justificaciones

dadas por los estudiantes para maestro en:

1. Las dos respuestas basadas en la division con el fin de verificar si los
estudiantes para maestro habian identificado la respuesta correcta y el error

cometido.

2. Las dos respuestas correctas (sin errores de calculo o debidos a la no
interpretacion del resto) con el fin de verificar si valoraban o no de igual

modo los procedimientos empleados: division y alternativa.

3.3.2. Fase 2: Identificacion de perfiles de comportamiento de los estudiantes para

maestro

Una vez analizadas y clasificadas de forma global las respuestas al Cuestionario
1 y al Cuestionario 2, se realizd un andlisis clister o de conglomerados de las
puntuaciones dadas por los estudiantes para maestro a las respuestas de los alumnos de
primaria en el Cuestionario 2 con el fin de inferir diferentes perfiles de comportamiento

de estos estudiantes.

El anélisis cluster o de conglomerados, es una técnica estadistica multivariante
cuya finalidad es dividir un conjunto de objetos/individuos en grupos (o Cluster) de
forma que los perfiles de los objetos/individuos en un mismo grupo sean muy similares

entre si y los objetos/individuos de clusters diferentes sean distintos (Figura 3.27.).
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Figura 3.27. Ejemplo de diagrama de un analisis Claster

Los datos del cuestionario 2 fueron codificados, para el analisis del Cluster, en
variables mediante letras y numeros (Tabla 3.1.). La variable estudiante se identifico
con la letra E y se le asign6 un nimero del 1 al 84, por ejemplo, E1 indica que es el
estudiante 1. La variable problema se le asigné la inicial del nombre del problema, por
ejemplo, la letra F problema Farolas. A cada letra de los problemas se le asignaron 12
variables. Cada una de estas 12 variables estd formada por la inicial de cada problema,
la letra de una de las opciones de las respuestas, A, B, Cy Dy, por ultimo, de uno de
los nimeros 1, 2 o 3, dependiendo de las puntuaciones asignadas por los estudiantes
para maestro. Si valoraba la respuesta con 1 punto, se le asignaba el numero 1; si
valoraba la respuesta con 0’5 puntos, se le asignaba el niumero 2 y por ultimo, si el
estudiante valoraba con 0 puntos la respuesta se le asignaba el numero 3 a la variable.
Por ejemplo, FAL, indica que la opcion A del problema Farolas ha sido puntuada por el
estudiante para maestro con un 1. A cada estudiante para maestro le corresponde una n-
tupla compuesta por 36 componentes de ceros y unos. La codificacion completa de las

variables se puede ver en el anexo, pp. 9-11.

Tabla 3.1. Extracto de los datos (variables) para el analisis Cluster

Variables
Estudiantes
FA1 FAZ? FA3 | FB1 | FB2 FB2 FC1 FCZ FC3 FD1 FD2  FD3
El ] 1 1] ] 1 1] 1 ] 0 ] 1 0
E2 ] 1 1] ] 1 0 1 ] 1] 1 ] 1]
E3 ] 1. 1] ] 1] 1: 1 ] 1] 1 ] 1]
E4 ] 1] 1 ] ] i: 1 ] 1] ] 1 1]
E5 1 0] o 0 o 1 1 o 0 ] 1 0
EG 1 0] o ] ] i B 1 o o 1 0 0]
E7 1 1] 0] ] ] i: 1 o 1] ] 1 0
ER ] 1] 1 ] ] i: ] 0 1 1] ] i
ES ] 1 1] ] ] 1: 1 ] 1] ] 1 0
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En nuestro caso, este analisis fue realizado mediante el programa SPSS version
23.0 el cual nos proporcion6d grupos de individuos que se comportaban de forma
parecida en los tres problemas (en cuanto a las puntuaciones asignadas a las respuestas
de los estudiantes), lo que nos permitié obtener 3 perfiles de comportamiento de los

estudiantes en el Cuestionario 2 (Figuras 3.28.).

Perfil 1 Perfil 2 Perfil 3

Perfil 0

& o
[ ————

(sdnaug usameg) eBexur] eBeseny Buisn we.Bospusg

Figura 3.28. Diagrama del andlisis Cluster realizado a las puntuaciones del
Cuestionario 2

Las caracteristicas de estos perfiles se obtuvieron analizando las puntuaciones
dadas por los estudiantes para maestro pertenecientes a cada uno de los perfiles
obtenidos y las justificaciones dadas a las mismas. Por ejemplo, una de las
caracteristicas del perfil 1, al que pertenecen 5 estudiantes, es que estos estudiantes
valoran la correccion del resultado, independientemente que el proceso sea correcto o

no, tal como muestran:
a) Las puntuaciones de los estudiantes del perfil.

Todos han puntuado con 1 la respuesta A del problema Farolas (en color verde)
cuya solucién es correcta pero no el proceso; con 0 la respuesta A del problema
Albergue (en color rojo) cuyo resultado y proceso no son correctos; y con 0.5 la
respuesta A del problema Pasteles (en color amarillo) que es parcialmente correcta

y el proceso correcto (Tabla 3.2.).
b) Las justificaciones dadas por los estudiantes.

Por ejemplo, el estudiante para maestro E6 justifica la puntuacién dada a la opcion
A del problema Farolas diciendo: “ES correcta, aunque se ha equivocado a la hora

de enumerar la Farolas”, y la misma opcion del problema Albergue: “Es
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incorrecta ya que le faltan los sobrantes, y ademas la division no esta bien
realizada”, por ultimo, para el problema Pasteles, indica: ““Esta bien a los nifios

que puedes darle pastel, pero es incorrecto los trozos que sobran”.

Tabla 3.2. Puntuaciones al cuestionario 2 de los estudiantes para maestro del Perfil 1

Variables
FCI FDI FDZ FD3 AAL AAZ AA3 AR] ARZ AB3 ACI AC? ACI ADI ADZ AD3 PAL PAZ A3
o 1 o o o 0 1 0 o 1 o X o 0 1 U]
Q
0
Q
o

PRI PR2 PRI PC1 PC? BC3 PD1 PODZ PO
0 o s o 0 L] o

Gk
1 1
o 1 e 0 o 1 o
o 1 o 0 o 1
1 1 1
o ] o

¥

1 FA? FAI FR1 FRZ FER FC1
U i
0 1
o i
0 0

o
o [ o e o
[ 0 o

cscocakp

A
]

(] 0 o
] 0 0
1] a a
o o 0

e O

=
1
0
o
0
o

e

U
o o
o
]

o

0
[mEm|

o
=]

ocooo
]

0
1
1
]

- oo e
ocooo
ocooo
ocooo

0
o
o
0

O

0 0

Al Bl O D1 Puntuscidn 1
A2 B? €2 D7 Puntmeidn s

3.3.3. Fase 3: Estudio de Casos

Una vez obtenidos los perfiles de comportamiento de los estudiantes para
maestro se realizd un estudio de casos para triangular las caracteristicas obtenidas en los

perfiles con mayor nimero de estudiantes para maestro asignados.

Para el estudio de casos se han seleccionado 6 estudiantes para maestro (5 chicas
y 1 chico). Para la seleccion se tuvo en cuenta el perfil o sub-perfil (Cluster) donde se
encontraban de modo que los estudiantes para maestro seleccionados ejemplificaran los

resultados obtenidos.

En el estudio de casos se describe la actuacion del estudiante para maestro
prototipo (3 estudiantes para maestro) en cada uno de los problemas, tanto en la
resolucion como en la puntuacion de las respuestas y justificacion de las mismas. En
dos de los tres perfiles se han elegido algunos estudiantes para maestro que presentan
ciertas discrepancias con los casos prototipos. En estos casos solo se describen las

discrepancias entre los estudiantes para maestro seleccionados y los prototipos de cada

perfil.
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4. Resultados Maximina Méarquez Torres.

CAPITULO 4. RESULTADOS

En este capitulo se muestran, en una primera seccion, los resultados
correspondientes a la resolucion de los problemas del Cuestionario 1 por los estudiantes
para maestro, poniendo de manifiesto la correccion de las respuestas, los
procedimientos utilizados y los errores cometidos por los estudiantes para maestro al
resolver los tres problemas propuestos en el Cuestionario 1. Estos resultados nos daran
informacidn sobre el conocimiento matematico que tienen los estudiantes para maestro.
En la segunda seccion se presentan los resultados sobre las relaciones entre las
respuestas dadas al Cuestionario 1 por los estudiantes para maestro y la puntuacion dada
por estos a las respuestas de los alumnos de primaria del Cuestionario 2. En la tercera
seccion se muestran perfiles de comportamiento de los estudiantes en cuanto a la
resolucion de problemas y la interpretacion de las respuestas de los alumnos de
Educacion Primaria a estos problemas. Estos perfiles nos dan caracteristicas de como
los estudiantes para maestro interpretan (puntGan y justifican) las respuestas de los
estudiantes de Educacion Primaria. Ejemplos de estos perfiles son mostrados en la

Gltima seccidn, a través de un estudio de casos.
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4.1. Resolucion de los problemas del Cuestionario 1 por los estudiantes para

maestro

La Tabla 4.1 muestra el nimero de estudiantes para maestro que resolvio

correctamente, regular o incorrectamente cada uno de los problemas.

Tabla 4.1. Los estudiantes para maestro que resolvieron correcto, regular o
incorrectamente los diferentes problemas (Cuestionario 1)

Problema Correcto Regular Incorrecto Total
Farolas 64 5 15 84

Albergue 61 1 22 84
Pasteles 49 13 22 84

De manera general, podemos destacar que todos los problemas tuvieron un nivel
de éxito superior al 50%. Sin embargo, los problemas con mayor nivel de éxito fueron
Farolas (76.20%) y Albergue (72.61%) que presentaban caracteristicas comunes ya que
las magnitudes eran discretas y habia que afiadir una unidad al cociente de la division
para responder a la pregunta. En cuanto al problema Pasteles, los estudiantes para
maestro tuvieron mas dificultad para realizar la division de un entero entre una fraccion
y para interpretar el resultado de la misma y asi poder responder a las dos cuestiones
planteadas (51.20% de éxito).

Por otra parte, cabe sefialar que menos de 49 estudiantes para maestro
resolvieron correctamente los tres problemas (58.30%) lo que nos indica las dificultades
que tuvieron éstos a la hora de resolver los problemas de division-medida
(conocimiento de matemaéticas) donde debian interpretar el resto afiadiendo una unidad
al cociente 0 donde debian hacer una division de un entero entre una fraccion e

interpretar también el resto.

4.1.1. Procedimientos utilizados por los estudiantes para maestro en la resolucion

de los problemas del Cuestionario 1

Los estudiantes para maestro en la resolucion de los problemas del Cuestionario

1 usaron distintos procedimientos de resolucién: sumas o restas repetidas,
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modelizacion-agrupamiento, conteo a saltos, division y la regla de tres. La Tabla 4.2

muestra los procedimientos utilizados en cada uno de los problemas.

Tabla 4.2. Procedimientos usados por los estudiantes para maestro en la resolucion de
los problemas del Cuestionario 1

Sumas/Restas Sumas/Restas Repetidas

Problema Repetidas ggggsgi;zfg Division o} mogsgz%crién + Retgrleasde C(s)gltt?)z a Otras
Farolas Si Si Si Si No No Si
Albergue Si No Si Si Si No Si
Pasteles No Si Si Si Si Si Si

Por otra parte, cabe sefialar que el nimero de estudiantes para maestro que
utilizaron estos procedimientos no fue el mismo y tampoco el nivel de correccion con
que se usaron. En la Tabla 4.3 se muestra el nimero de estudiantes que usaron cada
procedimiento y el nivel de acierto, entre parentesis, de los mismos.

Tabla 4.3. Namero de estudiantes para maestro que han usado los distintos
procedimientos en la resolucion de los problemas del Cuestionario 1

Sumas/Restas

Ny Repetidas o
Problema Sumas/Restas Modellza_cmn Division modelizacién Regla de Conteo a Otras Total

Repetidas agrupamiento + tres saltos
Divisién

Farolas 5(3) 3(2) 46(39) 22(20) 0 0 8(0) 84(64)
Albergue 9(7) 0 61(49) 6(4) 6(1) 0 2(0) 84(61)
Pasteles 0 36(25) 21(7) 21(15) 2(1) 1(2) 3(0) 84(49)

En el problema Farolas se han utilizado cuatro de los seis procedimientos
identificados: sumas/restas repetidas, modelizacidon-agrupamiento, el uso de la division
y el uso de dos procedimientos para resolver el problema (sumas/restas repetidas y la
division). Dentro de los procedimientos mas usados se encuentra la division (56.76%)
seguido del uso de dos procedimientos, division y sumas/restas repetidas (26.19%). Los
procedimientos de sumas/restas repetidas y modelizacion agrupamiento solo los
utilizaron 5 y 3 estudiantes respetivamente. El 76.20% de los estudiantes para maestro
resolvieron correctamente el problema Farolas por alguno de los procedimientos
usados, sin embargo dependiendo del procedimiento tuvieron mas o menos exito en su
resolucion. Asi, del 56.76% que utilizé una division, un 84.78% de éstos lo resolvid

correctamente. Del 26.19% que utilizd dos estrategias, un 90.90% lo resolvio
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correctamente. Sin embargo de los que utilizaron sumas y restas repetidas o
modelizacion-agrupamiento (9.52% entre ambas estrategias) solo un 62.50% tuvieron

éxito (entre ambas estrategias).

El problema Albergue fue resuelto también usando cuatro procedimientos siendo
la divisién el méas usado (72.61%), seguido del de sumas y restas repetidas con un
10.71%. El 72.61% de los estudiantes resolvieron correctamente el problema Albergue
por alguno de los procedimientos utilizados. Cabe mencionar que del 72.61% que
utilizé una division, un 80.32% lo resolvio correctamente. Del 10.71% que utilizo
sumas o restas repetidas también tuvo éxito un 77.77%. Sin embargo, de los que usaron

una regla de tres (7.14%) solo un 16.60% tuvieron éxito.

En el problema Pasteles, los estudiantes para maestro emplearon todos los
procedimientos identificados excepto el de sumas y restas repetidas. En este problema el
procedimiento mas usado por los estudiantes para maestro fue el de modelizacién
agrupamiento (42.85%). La division y el uso de dos procedimientos, en este caso
modelizacion agrupamiento y division, fueron usados por el mismo ndmero de
estudiantes (25.00%). En este problema solo el 51.20% de los estudiantes lo resolvieron
correctamente por alguno de los procedimientos. De los estudiantes para maestro que
emplearon el procedimiento de modelizacion-agrupamiento (42.85%), un 69.44% lo
resolvio correctamente. De los que emplearon la division (25.00%) solo tuvo éxito un
33.33% y de los que emplearon dos procedimientos, lo realiz6 correctamente un
71.42%.

Estos datos sugieren que el uso de la division parece que ayudo a los estudiantes
para maestro en los problemas de division-medida con enteros (Farolas y Albergues),
sin embargo el uso de procedimientos alternativos a la division permitio tener mas éxito
a los estudiantes para maestro en el problema de division-medida con fracciones
(Pasteles). Para indagar mas en esta inferencia, hemos reagrupado los procedimientos
utilizados en dos grupos, en uno el procedimiento de la division y en el otro todos los
procedimientos alternativos a la divisién (sumas o restas sucesivas, regla de tres,
modelizacién-agrupamiento, etc.,). La Tabla 4.4 muestra el nimero de estudiantes para
maestro que empled cada una de estas estrategias y cuantos de ellos lo hicieron

correctamente, informacién que se ha presentado entre paréntesis.
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Tabla 4.4. Reagrupacion de los procedimientos utilizados en la resolucion de
problemas por los estudiantes para maestro

Division
Problemas Division Alternativa + Otros Total
Alternativa
Farolas 46(39) 8(5) 22(20) 8(0) 84(64)
Albergue 61(49) 15(8) 6(4) 2(0) 84(61)
Pasteles 21(7) 39(27) 21(15) 3(0) 84(49)

Se observa, nuevamente, que en los problemas Farolas y Albergues, el nivel de
éxito fue mayor en los estudiantes para maestro que usaban dos procedimientos o una
division (siendo este porcentaje mayor en Farolas). Sin embargo, en el problema
Pasteles los estudiantes para maestro tuvieron mas éxito cuando aplicaron
procedimientos alternativos. Luego parece ser, que ante las dificultades en la realizacién
de una division de un entero entre una fraccion, los estudiantes para maestro utilizan
otros procedimientos alternativos (en su mayoria, la modelizacion agrupamiento basada

en una representacion grafica).

4.1.2. Errores cometidos en la resolucion de los problemas del Cuestionario 1

En la resolucion de los problemas del Cuestionario 1 se identificaron 5 tipos de
errores: Datos mal usados, Error Técnico, Interpretacion incorrecta de los términos de

una operacion, Falta de verificacion del resultado y Error de precision en la respuesta.

Los errores identificados no se produjeron de igual manera en la resolucién de
los tres problemas planteados. En general el error que mas se cometio en los tres
problemas fue el de datos mal usados y el que menos, la falta de verificacion del
resultado (Tabla 4.5).
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Tabla 4.5. Errores cometidos por los estudiantes para maestro en la resolucién de los

problemas
I_nterpretamon Falta de L
Datos mal Error incorrecta de e L. Error de precision
Problemas P . verificacion del
usados Técnico los términos de resultado en la respuesta

una operacion

Farolas 9 1 10 0 0
Albergue 16 3 5 0 0
Pasteles 19 2 2 1 12

En relacién al menor nimero de respuestas correctas se encuentra el problema
Pasteles. En este problema también se han cometido un mayor nimero de errores en
comparacion con los problemas Albergue y Farolas. EI mayor numero de los errores
cometidos en Pasteles hace referencia a datos mal usado debido a que los estudiantes
para maestro utilizaron un dibujo o grafico para representar los 4 Pasteles, coloreaban
3/5 de cada pastel, sin considerar que de cada pastel sobraban 2/5 que se podian
reagrupar nuevamente y dar a mas nifios 3/5 de pastel. Otro error que se cometié fue
error de precision en la respuesta. Este error solo se cometié en este problema (12
estudiantes) por no dar la respuesta a la segunda pregunta en forma de fraccion, por
ejemplo, el estudiante para maestro E60 escribio: “puedo dar pastel a 6 nifios y me

sobran 2 partes de pastel™.

En el problema Albergue, 16 estudiantes cometieron el error datos mal usados al
usar el dato superfluo, 15 mesas. En este problema solo se dieron dos errores mas. En el
problema Farolas, 9 estudiantes también cometieron el error datos mal usados al
considerar que “solo se necesitan 3 colores diferentes para pintar las farolas” porque
asi lo decia el enunciado. Por otra parte, en Farolas, ademas del error anterior, se
encontraron errores relacionados con la interpretacion incorrecta de los términos de la
operacion dado que en este problema no se tuvo en cuenta el resto en la division
realizada para dar el resultado del problema, por ejemplo, el E47 argumentd: “usara 11
colores diferentes y le sobraran 2 farolas. Si hubiesen habido 36 farolas se utilizarian

12 colores exactos”.

Los resultados obtenidos tras el analisis de los niveles de éxito, los

procedimientos utilizados y los errores cometidos nos muestran que los estudiantes para
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maestro tuvieron dificultades en la resolucion de problemas de division-medida, y en
particular cuando se tenia que dividir un entero entre una fraccion e interpretar el resto
de la division (conocimiento de matematicas). Por otra parte, el algoritmo de la division
fue el procedimiento mas empleado por los estudiantes para maestro cuando resolvian
los problemas de divisién-medida utilizando nimeros enteros, sin embargo, ante las
dificultades que presenta la division de un entero entre una fraccion, los métodos
alternativos fueron los mas utilizados por los estudiantes para maestro para resolver el

problema Pasteles con éxito.

4.2. Relacion entre las respuestas dadas al Cuestionario 1 por los estudiantes para
maestro y la puntuacion dada por estos a las respuestas de los alumnos de

primaria del Cuestionario 2

En esta seccién, presentaremos la relacion entre las puntuaciones dadas por los
estudiantes para maestro a cada una de las cuatro respuestas de los estudiantes de
primaria al problema y el nivel de éxito de los estudiantes para maestro en dicho

problema, en cada uno de los tres problemas.

4.2.1. Relacién entre el nivel de éxito en el problema Farolas y las puntuaciones
dadas a las respuestas de los alumnos de primaria

En la Tabla 4.6 se muestra el nimero de estudiantes para maestro que
resolvieron el problema Farolas bien, regular o mal en el Cuestionario 1 (columna de la
izquierda; entre paréntesis el nUmero de respuestas bien, regular o mal) y el nimero de
estos que puntuaron 1, 0.5 0 0 a cada una de las respuestas de los alumnos de primaria
(Cuestionario 2), es decir, a las respuestas basadas en la divisién: B, division con error
al no interpretarse el resto de la division, y C, divisidn correcta al presentar un buen
calculo de la division y la interpretacion del resto y a las respuestas A (con error

técnico) y D ambas basadas en estrategias alternativas a la division.

-81-



4. Resultados Maximina Méarquez Torres.

Tabla 4.6. Respuestas de los estudiantes para maestro al problema Farolas
(Cuestionario 1) y las puntuaciones dadas a las respuestas de los alumnos de primaria
(Cuestionario 2)

Puntuaciones estudiantes para maestro Cuestionario 2

Re_spuestas Respuesta A Respuesta B Respuesta C Respuesta D
estudiantes para : R AL -
maestro (Alternativa con (Division con (Divisién con (Alternativa
error) error) interpretacion Correct
Cuestionario 1 correcta del orrecta)
resto)
1 0.5 0 1 05 0 1 05 0 1 0.5 0
Correctas (64)* 21 39 4 0 28 36 59 5 0 30 29 5
Regulares (5) 1 2 2 1 3 1 5 0 0 2 2 1
Incorrectas (15) 7 4 4 1 8 6 12 2 1 5 5 5
Total 84 29 45 10 2 39 43 76 7 1 37 36 11

*El nimero que aparece entre paréntesis en las respuestas de los estudiantes para maestro al Cuestionario 1 son el
numero de estos que dio una respuesta correcta, regular o incorrecta al problema Farolas.

A continuacion, describiremos los resultados mostrados en la Tabla 4.6 sobre la
comparacion de las puntuaciones dadas por los estudiantes a las respuestas del problema

Farolas basadas: a) en una division; b) en estrategias alternativas.

4.2.1.1.Influencia de la resolucién realizada y las puntuaciones dadas a las

respuestas basadas en el procedimiento de la division

De los 64 estudiantes para maestro que respondieron correctamente al problema
Farolas, 59 puntuaron la respuesta C (divisién correcta) con 1 y 5 con 0.5. Los
argumentos de estos Ultimos estudiantes para maestro fueron que las justificaciones de
las respuestas no eran suficientes, por ejemplo: ““no queda claro la explicacion que nos
da al final sobre el resto aunque la solucion es correcta” (E31). Sin embargo, solo 36
de los 64 estudiantes para maestro identificaron que la respuesta B (division con error)
era incorrecta y la puntuaron con 0. El resto de estudiantes, 28 de los 64, puntuaron la
respuesta B con 0.5, justificando dicha respuesta diciendo que el alumno habia utilizado
la division para resolver el problema correctamente, pero €l /ella sélo tomé en cuenta el
resultado de la division sin interpretar el resto, por ejemplo: “esta bien planteado y la

division bien hecha pero se le ha olvidado que el resto son farolas que también hay que
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pintar de otro color, por lo tanto, seria 12 colores” (E54) o bien “porque a pesar de
que la division esta bien realizada, no ha llegado a ver que le sobran dos farolas para

pintar, solo ha hecho 11 grupos de 3, por lo que el resultado estad mal” (E43).

Los 5 estudiantes para maestro que resolvieron regular el problema Farolas, y
12 de los 15 que resolvieron mal el problema puntuaron la respuesta C (division
correcta) con 1. Por tanto, aunque no fueron capaces de resolver el problema en el
Cuestionario 1 si fueron capaces de identificar la respuesta correcta con division dada
por un alumno de primaria en el Cuestionario 2. Por ejemplo, de los estudiantes para
maestro que resolvieron el problema regular, E63 dijo: “Ademéas de ser rapida y
concisa, lo ha explicado de forma que entendemos todas las cantidades de la division™
y el estudiante E56 dijo “‘una sola operacién y la explicacion que la acompafia son
buenas para la resolucion del problema™. De los estudiantes para maestro que
resolvieron el problema mal, E38 expuso: “Este problema yo lo he considerado
correcto porque ademas de estar bien resuelto, lo justifica bien”, y E17: “Me parece la
forma mas correcta y precisa para la resolucion del problema ademas esta muy bien

explicado™.

4.2.1.2.Influencia de la resolucién realizada y las puntuaciones dadas a las

respuestas basadas en un procedimiento alternativo

Es importante destacar que 21 de 64 estudiantes para maestro que resolvieron
correctamente el problema Farolas, calificaron la respuestas A (alternativa con error)
con 1 punto y 39 de 64 las puntuaron con 0.5. Los estudiantes que puntuaron con 1 la
respuesta A no reconocieron el error técnico y para ellos, la estrategia usada por el nifio
era correcta, por ejemplo, el estudiante E60 escribio: “Buena presentacion y deduccion
del problema”™, y E68: “Este alumno ha utilizado ensayo — error pero lo ha realizado
correctamente” (en este caso el estudiante para maestro no identifica correctamente la

estrategia utilizada).

Dos estudiantes puntuaron con un 0.5 la respuesta A y dieron dos tipos de
argumentos. Uno de ellos (E22) se apoy6 en el hecho de que si bien la estrategia usada
era correcta el nifio habia repetido un namero (error técnico) y argument6: ““el nifio se

ha equivocado al escribir los nimeros, pero ha entendido el problema”. El otro (E54)
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se bas6 en que la justificacion del nifio no era suficiente sin considerar el “error
técnico”: ““estd bien planteado y el resultado es correcto, pero le falta explicar como

sabe que son 12 colores™.

Por su parte, 30 de los 64 estudiantes para maestro que resolvieron
correctamente el problema Farolas calificaron con un 1 la respuesta D (alternativa
correcta), 29 de los 64 la puntuaron con 0.5 y 5 de 64 la puntuaron con 0. Para justificar
la puntuacion 0.5 ofrecieron tres tipos de argumentos. EI primer tipo de argumento era
que el resultado era correcto pero no entendian claramente el razonamiento del nifio, por
ejemplo, el estudiante E7 escribi6: ““La solucion es correcta, pero la estrategia
realizada no es suficientemente comprensible para llegar a la solucion”. Otro
argumento fue que aunque el resultado era correcto, la justificacion de la respuesta era
necesaria, por ejemplo, E35 dijo: “El resultado esta bien pero no expresa ni justifica
qué estrategia ha utilizado. Finalmente, otro argumento fue que aunque el resultado
era correcto, un alumno de 6° curso deberia saber otras maneras de resolver el
problema: “El resultado esta bien pero un alumno de 6° de primaria ya tendria que
conocer otro mecanismo para resolver el problema” (E69). Los estudiantes que
puntuaron con un 0, no entendieron la estrategia del alumno de primaria, por ejemplo,
E70 dijo: “No entiendo muy bien lo que hace, aunque la respuesta es correcta. Puede

que haya llegado desde un mecanismo externo a lo explicado en clase”.

Cabe sefalar que hubo mas estudiantes para maestro que puntuaron con 1 la
respuesta C (division con interpretacion correcta del resto) que la D (alternativa
Correcta): 76 frente a 37. Los argumentos que dieron los estudiantes para maestro que
no puntuaron con 1 la respuesta D muestran su falta de conocimiento en relacion al
aprendizaje de los estudiantes (estrategias y dificultades- conocimiento especializado de
contenido matematico) o la creencia de que los métodos alternativos no son tan validos
como los procedimientos basados en los algoritmos (en este caso en la division). Esto
también se observa en el hecho de que casi penalizaron por igual la respuesta basada en
el procedimiento de la division con un error conceptual (interpretacion incorrecta del

resto) que el procedimiento alternativo correcto.

Por otra parte, el hecho de que algunos estudiantes para maestro que resolvieron

mal o regular el problema, interpretaran correctamente la respuesta basada en una
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division correcta, nos muestra que el Cuestionario 2 ayudd a los estudiantes para

maestro a identificar la repuesta correcta basada en el procedimiento de la division.

4.2.2. Relacion entre el nivel de éxito en el problema Albergue y las puntuaciones

dadas a las respuestas

La Tabla 4.7 muestra el nimero de estudiantes para maestro que resolvieron el
problema Albergue bien, regular o mal (Cuestionario 1) y el nimero de estudiantes para
maestro que puntuaron 1, 0.5 o 0 en cada una de las respuestas de los alumnos de
primaria (Cuestionario 2).

Tabla 4.7. Respuestas de los estudiantes para maestro al problema Albergue

(Cuestionario 1) y las puntuaciones dadas a las respuestas de los alumnos de primaria
(Cuestionario 2)

Puntuaciones estudiantes para maestro Cuestionario 2

Respuestas
estudiantes para Respuesta A Respuesta B Respuesta C Respuesta D
maestro (Division con (Alternativa (Alternativa con (Division con
error) correcta) error) interpretacion

Cuestionario 1
correcta del resto)

1 05 0 1 05 0 1 05 0 1 05 0

Correctas (61)* 0 4 57 38 2 1 2 34 25 51 9 1

Regulares (1) 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0

Incorrectas (22) 0 0 22 6 12 2 1 7 12 18 4 0

Total 0 5 79 44 35 3 4 41 37 69 14 1

* El nimero que aparece entre paréntesis en las respuestas de los estudiantes para maestro al Cuestionario 1 es el
ntmero de estos que dio una respuesta correcta, regular o incorrecta al problema Albergue.

Al igual que en el problema Farolas, se muestran los resultados en cuanto a la
comparacion de las puntuaciones dadas por los estudiantes para maestro a las respuestas
basadas en a) una division: las respuestas A (division con error) y D (division con
interpretacion correcta del resto), y b) estrategias alternativas: B (alternativa correcta) y

C (alternativa con error técnico).
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4.2.2.1.Influencia de la resolucién realizada y las puntuaciones dadas a las

respuestas basadas en una division

De los 61 estudiantes para maestro que resolvieron correctamente el problema
Albergue, 57 puntuaron la respuesta A (division incorrecta) con 0 y 4 con 0.5. Los 4
estudiantes para maestro que puntuaron la division incorrecta (A) con 0.5 identificaron
el error pero le dieron importancia al hecho de que los alumnos de primaria resolvieron
el problema con una division. Por ejemplo, el estudiante E18 lo justificd asi: “No es
correcto del todo porque aunque sabe que hay que dividir, no ha resuelto bien la
division. El resto no es cero, también ha confundido datos y se ha sacado unos km que
no habia”, y E1: “La estrategia es adecuada pero la division no esta bien hecha. El
resto deberia ser 3 en lugar de cero. “5*15km=75" no tiene sentido. Falta sumar una
mesa”. Los 22 estudiantes para maestro que resolvieron incorrectamente el problema

puntuaron también la respuesta A con 0.

En relacion a la respuesta D (division correcta), 51 de los 61 que habian resuelto
bien el problema la puntuaron con 1. Sin embargo, 9 de estos 61 puntuaron la division
correcta (D) con 0.5 dando justificaciones basadas en la poca claridad de los alumnos de
primaria al explicar por qué se habia afiadido una unidad al resultado, por ejemplo, el
estudiante E11 dijo: “El nifio sabe lo que hace pero no explica el porqué de las seis
mesas. El resultado esta bien” y E77: “El resultado esté bien, no ha explicado por que
le suma un 1 al resultado que le ha dado la division. Para conseguir el punto entero,
tiene que explicarlo.” 18 de los 22 estudiantes para maestro que resolvieron
incorrectamente el problema Albergue puntuaron la division correcta (D) con 1. Por
ejemplo, el estudiante E6 argumentd: “Correcta, ha afiadido los alumnos que sobran en

otra mesa”, y E2: “La estrategia es adecuada y el resultado también”’.

Cabe sefalar que mayoritariamente, los estudiantes que resolvieron bien el
problema identificaron bien la respuesta correcta basada en la division asi como un
porcentaje alto de los que no fueron capaces de resolver el problema en el Cuestionario
1. Por lo que de nuevo se observa que el Cuestionario 2 permitié a los estudiantes para
maestro identificar correctamente las repuestas basadas en el procedimiento de la

division.

- 86 -



4. Resultados Maximina Méarquez Torres.

4.2.2.2.Influencia de la resolucién realizada y las puntuaciones dadas a las
respuestas basadas en procedimientos alternativos

De los 61 estudiantes para maestro que respondieron correctamente al problema
Albergue, 38 puntuaron con 1 la respuesta B (suma repetida correcta) y 22 la puntuaron
con 0.5, aportando estos ultimos explicaciones sobre la falta de justificacion en la
respuesta, por ejemplo, el estudiante E5 argumentd: ““Se ve claramente el proceso que
se ha seguido para resolverlo y el resultado esta correcto pero le falta justificar o por
lo menos indicar qué es cada cardinal”; o bien en la no competencia del método
utilizado para un alumno de sexto curso de primaria, por ejemplo, E32 escribi6 ““El nifio
ha ido sumando los asientos que hay en una mesa, mas los de la otra y asi
sucesivamente hasta que ha llegado al nimero de estudiantes, luego ha visto cuantas
veces lo ha hecho y esas son las mesas que necesita. Este planteamiento y el resultado
son correctos, pero un nifio de 6° curso de primaria deberia usar otro tipo de estrategia

para resolverlo™.

De los 61 estudiantes para maestro que resolvieron correctamente el problema
Albergue, 25 puntuaron la respuesta con restas repetidas con error (C) con 0 y 34 con
0.5. Algunos estudiantes para maestro que puntuaron esta respuesta con un 0O
argumentaron que el alumno de primaria no dio la respuesta correcta, porque no tuvo en
cuenta el resto, pero no se dieron cuenta del error al restar, por ejemplo E29 escribio:
““La solucion es incorrecta porque el nifio no entiende el valor de 3 que sobra™. Los
estudiantes para maestro que puntuaron esta respuesta con 0.5 explicaron que el método
no era competente para alumnos de 6° curso de primaria, por ejemplo, E70 escribio: “El
proceso es un poco liado pero de todas formas no da la solucion correcta al problema
ya que olvida que sobran 3 alumnos y no les da mesa a esos tres alumnos”™; otros sin
embargo expresaron que el método era correcto y el resultado incorrecto, por ejemplo,
E11 argumentd: “El nifio sabe lo que estd haciendo y aunque el resultado no es el

correcto, el procedimiento es adecuado”.

De nuevo se observa en este problema que los estudiantes para maestro

valoraron mas la division que la estrategia alternativa.
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4.2.3.Relacion entre el tipo de respuestas dadas al problema Pasteles y las
puntuaciones dadas a las respuestas

La Tabla 4.8 muestra la relacién de estudiantes para maestro que resolvieron el
problema Pasteles correctamente, regular o incorrectamente (Cuestionario 1) y el
nimero de estudiantes para maestro que puntuaron 1, 0.5 o 0 en cada una de las
respuestas de los alumnos de primaria (Cuestionario 2).

Tabla 4.8. Respuestas de los estudiantes para maestro al problema Pasteles

(Cuestionario 1) y las puntuaciones dadas a las respuestas de los alumnos de primaria
(Cuestionario 2)

Puntuaciones estudiantes para maestro Cuestionario 2

Respuesta B Respuesta C Respuesta D
Respuesta g (Division con (Division con (Alternativa
(Alternativa interpretacion error) correcta )
Respuestas con error) mcorrergtc;()a del
estudiantes para
maestro

1 05 O 1 05 0 1 05 0 1 0.5 0
Cuestionario 1

Correctas (49) 1 34 14 8 34 7 32 10 7 44 5 0

Regulares (13) 2 10 1 4 8 1 9 2 2 11 2 0

Incorrectas (22) 2 13 7 3 17 2 17 3 2 21 1 0

Total (84) 5 5 22 15 58 10 57 15 11 75 8 0

Al igual que en los problemas anteriores, se muestran los resultados en cuanto a
la comparaciéon de las puntuaciones dadas por los estudiantes para maestro a las
respuestas basadas en: a) una division: respuestas C (division con error) y B (division
con interpretacion correcta del resto), y b) estrategias alternativas: respuestas D

(alternativa correcta) y A (alternativa con error técnico).

4.2.3.1.Influencia de la resolucién realizada y las puntuaciones dadas a las

respuestas basadas en una division

De los 49 estudiantes para maestros que resolvieron el problema correctamente,
8 puntuaron la respuesta B (division con interpretacion incorrecta del resto) con 1,

basando sus argumentos en que la operacién utilizada era adecuada y el resultado
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correcto; ninguno de ellos menciono el error conceptual. Por ejemplo, el estudiante E61
argumento: ““Realiza bien la operacion y llega a la solucion correcta”. Y 31 de ellos
puntuaron la respuesta C (divisién con un error procedimental y otro conceptual)
también con 1 pues consideraron que tanto la estrategia utilizada como el resultado eran
correctos, sin advertir los errores cometidos (cabe recordar que el resultado en esta
respuesta era correcto porque se compensaban los errores). Por ejemplo, el estudiante
E33 escribio: ““La estrategia y la solucion son correctas y le doy la maxima nota ya que
ha entendido el problema y ademés ha efectuado las operaciones correctas para
solucionarlo”, y E5 dijo: “Realiza correctamente los algoritmos y el resultado es

correcto”.

Por otra parte, de estos estudiantes para maestro que resolvieron correctamente
el problema 7 puntuaron la respuesta B con 0; sus argumentos se basaron en que el
resultado no era correcto, asi el estudiante E21 comenta: “El resultado de la operacion
o conclusion a la que llega no es correcta™. Y otros 10 puntuaron C con 0.5, pues s6lo
advirtieron un error, la inversion de los términos de la division, y ninguno se dio cuenta
de que el algoritmo se habia aplicado de forma incorrecta, por ejemplo, el estudiante
E69 escribid: “El nifio ha hecho la division mal y ha sido suerte que le diera lo mismo.

Pero como tiene la mitad del problema bien, le he puesto esa nota”.

La tendencia a puntuar mejor la respuesta C que la B también se constata en los
estudiantes para maestro que resolvieron regular o mal el problema. Sin embargo, de los
13 estudiantes para maestro que resolvieron regular el problema, 8 puntuaron B con 0.5
y 1 estudiante con 0, y en la respuesta C, 2 estudiantes puntuaron con 0.5y 2 con 0
puntos. En la respuesta B los estudiantes resaltaron el hecho de que la respuesta tiene un
error, pues lo que sobra debe ser expresado en quintos y no en tercios: “El calculo que
ha utilizado esta bien, pero no ha tenido en cuenta que lo que le ha quedado es 2 partes
de 5, no 2 partes de 3 (E44). En la respuesta C, los 4 estudiantes hacen referencia tanto
a los errores presentes en la respuesta como a que el resultado es correcto, por ejemplo:

“Pese a que la solucion es correcta, en la operacion de division hay un error puesto que

en una divisién con fracciones se multiplica asi: 3.4 __3 de modo que no sé en qué se
5 1 20

ha basado para plantearlo” (E9). De los que puntuaron con 0, E39 afirmé ““‘esta mal

porque ha dividido lo que tiene que dar a cada persona entre las personas que hay.
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Después se habra dado cuenta que 3:20 no podia ser y lo ha puesto bien, el resultado le

da bien pero el planteamiento que es lo que importa esta mal”.

De los 22 estudiantes para maestro que resolvieron el problema de forma
incorrecta, 17 puntuaron la respuesta B con 0.5 y s6lo 2 la puntuaron con 0 puntos.
Estos estudiantes advirtieron el error y consideraron que la estrategia/planteamiento
utilizado era el correcto: “Ha resuelto bien todo, pero no interpreta bien el resultado.
La estrategia es correcta” (E78). Los que puntuaron con 0 puntos se centraron en que el
resultado era incorrecto. También encontramos en este mismo grupo 3 estudiantes que
puntuaron la respuesta C con 0.5y 2 que la puntuaron con 0 puntos. Los argumentos
para puntuar con 0.5 se centraron en que la estrategia utilizada era adecuada y el
resultado era correcto aungue invirtiera los términos de la division, “el resultado es
correcto, la divisién de la fraccion seria 4: 3/5 pero al final el resultado lo hace
correcto” (E17). Los que puntuaron con O puntos, basaron sus argumentos en que la
division no era correcta: “No seria una buena division, no queda claro 2/5 y la division”
(E25).

4.2.3.2. Influencia de la resolucién realizada y las puntuaciones dadas a las

respuestas basadas en procedimientos alternativos

De los 49 estudiantes para maestro que resolvieron el problema correctamente,
14 puntuaron la respuesta A (alternativa con error) con 0 y 5 la respuesta D (alternativa
correcta) con 0.5 puntos. Los que puntuaron con O la respuesta A basaron sus
argumentos en que el resultado era incorrecto, por ejemplo, el estudiante E48 dijo:
“Solucion incorrecta ya que sobran 2/5 trozos”. Los que puntuaron con 0.5 la respuesta
D consideraron que, aunque el resultado era correcto, deberian haber operado con
fracciones. En este caso, el estudiante E65 argumentd: “Lo ha realizado correctamente,

no obstante la dificultad residia en operar con nimeros fraccionarios”.

También encontramos que de los 13 estudiantes para maestro que resolvieron
regular el problema, 11 puntuaron la respuesta correcta D con 1 punto. Estos estudiantes
no fueron capaces de resolver el problema en el Cuestionario 1, pero fueron capaces de

identificar la respuesta correcta en el Cuestionario 2, por ejemplo, el estudiante E78
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indico “el resultado es correcto, ha utilizado una estrategia que ha considerado

adecuada y ha sabido interpretar el resultado”.

Por otra parte de los 22 estudiantes que resolvieron mal el problema, 13
puntuaron la respuesta A con 0.5y 21 la respuesta D con 1 punto. Nuevamente se pone
en evidencia que aunque los estudiantes no fueron capaces de resolver el problema
correctamente en el Cuestionario 1, lograron identificar la respuesta correcta en el
Cuestionario 2, tal como manifiesta el estudiante E44: “Esta muy bien expresado y ha

llegado a repartir a los 6 nifios los 3/5 de pastel y sabe que sobran 2/5”.

En el problema Pasteles se observa que los estudiantes para maestro puntuaron
mejor la respuesta con resultado correcto aunque tuviese dos errores (uno conceptual y
otro procedimental) que una respuesta con un error conceptual donde el resultado no era
correcto. Por otra parte, también se observa que puntuaron mejor la respuesta alternativa
correcta que en los anteriores, pues de los 49 estudiantes para maestro que resolvieron
correctamente el problema, 44 puntuaron la respuesta alternativa correcta (D) con un 1,
11 de los 13 estudiantes para maestro que lo resolvieron de forma regular también le

dieron la puntuacién de 1, y también 21 de los 22 que lo resolvieron incorrectamente.

Los resultados mostrados en esta seccion donde se ha relacionado el nivel de
éxito de los estudiantes para maestro en la resolucion de los tres problemas y la
puntuacion (y justificacion) dada a las respuestas de los alumnos de Educacion Primaria

ponen de manifiesto que:

e Agquellos estudiantes para maestro que fueron capaces de resolver el problema en el
Cuestionario 1, identificaron como correcta la respuesta centrada en la division de
los alumnos de primaria en el Cuestionario 2. Por lo tanto, parece ser que el haber
tenido éxito con la resolucion del problema en el Cuestionario 1 les ayudd a
identificar esta respuesta correcta, pero no fue una condicion necesaria pues parece
ser que, por sus caracteristicas, el Cuestionario 2 ayud6 a los estudiantes para

maestro a identificar procedimientos correctos y errores.

e La correccion o no de la respuesta dada por el estudiante de Educacion Primaria ha

influido en la forma de valorar la misma. Algunos estudiantes para maestro se
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centraron mas en la correccion o no de la respuesta que en el proceso seguido por el
alumno de primaria. Por ejemplo, algunos estudiantes para maestro no identificaron
el error o los errores cometidos en el procedimiento (Farolas y Pasteles) cuando el
resultado era correcto. Tal y como se ha comentado anteriormente, en el problema
Pasteles los estudiantes para maestro puntuaron mejor la respuesta con resultado
correcto aunque tuviese dos errores (uno conceptual y otro procedimental) que una

respuesta con un error conceptual donde el resultado no era correcto.

e Por otro lado se observa que algunos estudiantes para maestro puntuaron mejor (0
por igual) una respuesta basada en una divisién con un error conceptual que una
respuesta centrada en un procedimiento alternativo (en los problemas Farolas y
Albergue). Este hecho fue explicado por los estudiantes para maestro considerando
que el procedimiento de division era el mas competente y adecuado para los
alumnos de 6° de primaria. Por otra parte, otros estudiantes para maestro no

comprendieron los procedimientos alternativos a la division.

4.3. IDENTIFICACION DE LOS PERFILES DE COMPORTAMIENTO DE
LOS ESTUDIANTES PARA MAESTRO

En este apartado se caracteriza el comportamiento de los estudiantes para
maestro en relacién a la puntuacién dada a las respuestas de los tres problemas. El
objetivo de esta seccién es mostrar caracteristicas comunes y diferentes en los
comportamientos que tienen los estudiantes para maestro cuando puntian respuestas de
los alumnos de primaria a los tres problemas de division-medida. El analisis Claster
realizado para esta caracterizaciéon, ha dado lugar a tres perfiles donde han quedado
agrupados 76 de los 84 estudiantes para maestro (90.50%) participantes en esta

investigacion.

I. Perfil 1: Resultado correcto en cualquier procedimiento

El perfil 1 estd compuesto por cinco estudiantes para maestro de los 76 que han
sido agrupados en el Cluster, (6.50%), que han puntuado las respuestas de los tres

problemas tal como sigue (Tabla 3.2, capitulo anterior):
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a. En el problema Farolas todos los estudiantes (100%) valoran con 1 la respuesta A
alternativa con error técnico y respuesta correcta), y con un cero la respuesta B
(division correcta y respuesta incorrecta). Todos excepto uno de ellos (80%) valoran
la respuesta C (division correcta) con 0.5 y uno de ellos con 1. Sin embargo, la
respuesta D (alternativa correcta) la valoran desde las tres posibilidades, con un 1, un
estudiante (20%), dos estudiantes (40%) con 0.5y los otros dos (40%) con 0.

b. En el problema Albergue todos los estudiantes (100%) valoran con O la respuesta A
(division incorrecta y respuesta incorrecta). Dos estudiantes (40%) valoran con 1 la
respuesta B (alternativa correcta) y tres (60%) con 0.5. Cuatro estudiantes para
maestro (80%) valoran con 0.5 la respuesta C (alternativa con error, si bien en el
resultado se ha tenido en cuenta el nimero de alumnos que quedan sin sentarse), y
uno (20%) con cero. Por ultimo, otros cuatro estudiantes (80%) valoran con 1 la
respuesta D (division correcta), y uno (20%) de ellos con 0.5.

c. En el problema Pasteles cuatro estudiantes (80%) valoran con 0.5 la respuesta A
(alternativa parcialmente correcta) y estos mismos estudiantes valoran con 1 la
respuesta D (alternativa correcta); el quinto estudiante (20%) en ambos casos no hace
ningun tipo de valoracion. Las respuestas B (division con error en la interpretacion
del resto), y C (divisién con procedimiento incorrecto y respuesta correcta) son
valoradas por dos estudiantes (40%) con 1; otros dos (40%) valoran laB con 0.5y la
Ccon0.

En funcion de las puntuaciones realizadas y las justificaciones dadas a estas,
podriamos decir que los estudiantes para maestro del perfil 1 valoran:

a. el resultado correcto independientemente que el proceso lo sea 0 no
Por ejemplo, el estudiante para maestro E45 para justificar la puntuacion 1 dada a la
opcion A del problema Farolas indica: “Mediante este proceso de resolucion, el
nifio se ha guiado de una secuencia numérica facil, por lo que creo que es una forma
atil de resolucion™.

También el estudiante para maestro E3 ha puntuado con 1 la respuesta de la opcién A
del problema Farolas teniendo en cuenta el resultado: “El problema esté resuelto

correctamente”.
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b. las respuestas debidamente justificadas
Por ejemplo, el estudiante E25 ha puntuado con 0.5 la opcion C del problema
Farolas y del problema Albergue por considerar que no estan bien justificadas. Por
ejemplo, en relacion al problema Farolas indica: “Estaria bien planteado, porque
hay una explicacion del resto 2, pero no queda del todo claro porqué de 2, cogemos
un color mas, si realmente es cada 3 colores”. En relacion al problema Albergue,
dice: “Seria una buena solucion pero especificando que 5 [mesas] estarian
completas y la 6 [sexta] por 3 personas. Total 6 mesas / 5 con 20 personas y 1 con 3
personas’.

c. el uso indistinto del procedimiento de division y alternativos
Por ejemplo, la estudiante para maestro E6 puntta con 1 la opcién D de los tres
problemas. Para justificar la puntuacion dada en el problema Farolas dice: “Es
correcta aunque creo que deberia decir que sobraban 2 farolas y por eso afiada otro
color”. La puntuacién dada al problema Albergue la justifica diciendo: “Es correcta,
ha afiadido los alumnos que sobraban a otra mesa”. Y por ultimo, la puntuacion
dada en el problema Pasteles la argumenta: “Es correcta habria una forma mas
sencilla de solucionarlo™.

En la tabla 4.9 se muestran las caracteristicas de este perfil.
Tabla 4.9. Caracteristicas del Perfil 1

Caracteristicas

e Valorar mas un resultado correcto (en respuestas con errores
conceptuales y procedimentales) que el proceso

Perfil 1 | o Valorar las respuestas debidamente justificadas

e Valorar por igual el uso de procedimientos distintos: division y
alternativos

1. Perfil 2: Resultado correcto en el procedimiento division y grafico

El perfil 2 estd compuesto por veintiséis (34%) de los setenta y seis estudiantes
para maestro agrupados en el Cluster. Las puntuaciones de estos veintiséis estudiantes a

las respuestas a los tres problemas fueron las siguientes (Tabla 4.10):
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a.

En el problema Farolas, 18 estudiantes para maestro (69%) calificaron con 0.5 la
opcién A (alternativa con error técnico y respuesta correcta), 6 (23%) conun 1y 2
(8%) con un 0. Por su parte, 23 estudiantes (88.50%) calificaron con 0 la opcién B
(divisién con error en la interpretacion del resto), 1 con un 1 (3.50%) y 2 (8%) con
0.5. La opcion C (division correcta) fue valorada con un 1 por 24 (92%) estudiantes y
con 0.5 por 2 (8%) estudiantes para maestro. Por ultimo, la opcion D (alternativa
correcta), fue valorada con 0.5 por 20 estudiantes (77%), 5 (19%) con un 1y 1 (4%)

con 0.

. En el problema Albergue, 25 estudiantes para maestro (96%) valoraron con cero la

respuesta A (division con error), un estudiante (4%) con 0.5. La opcion B (alternativa
correcta) fue valorada por 17 estudiantes (65%) con 0.5 y por 9 estudiantes (35%)
con un 1. La opcion C (alternativa con error), fue valorada por 23 estudiantes
(88.50%) con 0 y 3 estudiantes (11.50%) con 0.5. Por ultimo la opcioén D (division
correcta), fue valorada con 1 por 17 (65%) estudiantes para maestro, 9 estudiantes

(35%) la valoraron con 0.5.

Tabla 4.10. Puntuaciones al cuestionario 2 de los estudiantes para maestro del Perfil 2

ETT

Variobles
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En el problema Pasteles, la opcion A (alternativa con error) 14 estudiantes (54%) la
han puntuado con 0, 10 estudiantes (38) con 0.5y 2 (8%) con un 1. La opcion B
(divisién con error en la interpretacion del resto), ha sido calificada con 0.5 por 16
estudiantes (61.50%), con 1 por 3 estudiantes (11.50%) y con O por 7 (27%). La
opcion C (divisién con error y resultado correcto) ha sido calificada con 1 por 19

(73%) estudiantes y con 0.5 por 7 (27%). Por ultimo, la opcion D (alternativa
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correcta), ha sido valorada con 1 por 23 (88.50%) estudiantes y 3 (11.50%)
estudiantes con 0.5.
Del andlisis conjunto de las puntuaciones proporcionadas y las justificaciones
dadas, podriamos decir que los estudiantes para maestro del perfil 2 valoran que:
a. el resultado sea correcto desde un proceso correcto
Por ejemplo, el estudiante para maestro E30 justificd su puntuacion a las opciones A
y B del problema Farolas en los siguientes términos:

“A: 0.5, repite 2 veces el nimero 21, pero consigue llegar a la solucion final...”

B: 0, es incorrecto ya que no tiene en cuenta el resto 2, el cual significaria afiadir

un color mas”.
b. el procedimiento utilizado sea la division

Por ejemplo, el estudiante para maestro E17 justifica la puntuacion dada a las
opciones Ay C del problema Albergue, diciendo:

“B: 0.5, el resultado es correcto, pero se puede utilizar otra estrategia

[procedimiento] para resolverlo en menos tiempo.

D: 1, me parece la forma més correcta y precisa para la resolucion del problema

ademas esta muy bien explicado”

Y el estudiante para maestro E16 justifica su puntuacion al apartado B del problema

Albergue diciendo:

“B: 0.5, porque aunque el problema esta bien resuelto, los nifios de 6° deberian ya

conocer la forma mas rapida y precisa de llegar a la solucion.

D: 0.5, este problema es mas directo en su resolucién pero la operacion 5+1=6
deberia haber sido explicado. (5 mesas completas y como nos quedan 3 nifios, 1

mesa mas)”’

De igual forma que lo estudiantes anteriores, E65, justifica los apartados B y D

del problema Albergue:
“B: 0.5, ha sabido resolver correctamente pero no con la estrategia mas adecuada.

D: 1, ha escogido la estrategia correcta y ha reflexionado sobre el resultado™.
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Si bien, en el caso del problema Pasteles admiten un procedimiento alternativo:
modelizacion con un gréafico. Por ejemplo, el estudiante para maestro E36 justifica la
opcién D del problema Pasteles que ha puntuado con 1, diciendo: “Esta es la misma
estrategia [procedimiento] que utilicé yo. Pienso que los dibujos [representacion
grafica] ayudan a entender el problema y a hacerlo més cercano y real. Se ve
claramente los trozos que sobran y a los nifios a los que da pastel”.

En la tabla 4.11 se muestran las caracteristicas de este perfil.

Tabla 4.11. Caracteristicas del perfil 2

Caracteristicas

¢ Valorar un resultado correcto desde un proceso correcto

¢ Valorar mas el procedimiento de la division que los procedimientos

Perfil 2 alternativos en problemas con niimeros naturales

e Valorar el procedimiento alternativo en el problema de division de
un entero entre una fraccion.

Perfil 3: Resultado correcto o parcialmente correcto en cualquier procedimiento

El perfil 3 estd compuesto por cuarenta y cinco estudiantes para maestro (59%)
de los setenta y seis agrupados por el Cluster. Estos cuarenta y cinco estudiantes para
maestro han puntuado las respuestas de los alumnos de primaria a los tres problemas de

la siguiente manera (Tabla 4.12):

a. En el problema Farolas, 23 estudiantes para maestro (51%) calificaron con 0.5 la
opcion A (alternativa con error técnico y resultado correcto), 17 estudiantes (38%)
con 1y 5 estudiantes (11%) con un 0. Por su parte, 35 (78%) estudiantes calificaron
con 0.5 la opcion B (division con error en la interpretacion del resto) y 10 estudiantes
(22%) con 0. La opcion C (division correcta), fue valorada con 1 por los 45
estudiantes (100%). Por ultimo, la opcion D (alternativa correcta) fue valorada con 1
por 28 estudiantes (62%), con 0.5 por 12 estudiantes (27%) con 0.5y con O por 5
estudiantes (11%).

b. En el problema Albergue, 42 estudiantes (93%) valoraron con 0 la respuesta A
(division incorrecta y resultado incorrecto) y 3 estudiantes (7%) con 0.5. La opcién B
(alternativa correcta), fue valorada por 31 estudiantes (69%) con 1, por 13
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estudiantes (29%) con 0.5 y por un estudiante (2%) con 0. La opcién C (alternativa

con error) fue valorada por 34 estudiantes (75.50%) con 0.5 y por 11 estudiantes

(24.50%) con 0. Por dltimo, la opcién D (division correcta), fue valorada con 1 por

44 estudiantes para maestro (98%), un estudiante (2%) la valoré con 0.5.

c. En el problema Pasteles, la opcion A (alternativa con error fue valorada con 0.5 por

38 (85%) estudiantes, 6 estudiantes (13%) lo califican con 0 y un estudiante con 1

(2%). La opcién B (division con error en la interpretacion del resto) ha sido

calificada con 0.5 por 37 estudiantes (82%), por 5 estudiantes (11%) con 1y por 3

estudiantes (7%) con 0. La opcién C (divisidn con errores y resultado correcto) ha

sido calificada con un 1 por 32 estudiantes (71%), por 6 estudiantes (13%) con 0.5y

por 7 (16%) estudiantes con 0. Por ultimo, la opcién D (alternativa correcta) ha sido

valorada con 1 por 44 estudiantes (98%) y un estudiante (2%) la valoré con 0.5.

Varlables

Tabla 4.12. Puntuaciones al cuestionario 2 de los estudiantes para maestro del Perfil 3
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D2 Puntuacibn 0.5
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Del andlisis conjunto de las puntuaciones y las justificaciones dadas a estas por

los estudiantes para maestro del perfil 3, podriamos decir que estos estudiantes valoran:

on O

s

del procedimiento independientemente de la correcci

la correccion

a.

de la respuesta

7

incorreccion
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Por ejemplo, en el problema Farolas el estudiante para maestro E43, justificd su
puntuacion a la opcion B diciendo:

“B: 0.5, porque a pesar de que la division esta bien realizada, no ha llegado a ver
que le sobran dos farolas para pintar, solo ha hecho 11 grupos de 3, por lo que el

resultado esta mal.”

También el estudiante para maestro E1, en el problema Albergue, valoré el
procedimiento independientemente de la incorreccion de la solucion dando el

siguiente argumento:

“A: 0.5, la estrategia [procedimiento] es adecuada pero la division no esta bien
hecha. El resto deberia ser 3 en lugar de cero. “5*15km=75"" no tiene sentido.

Falta sumar una mesa.”

En el problema Pasteles el estudiante para maestro E36 puntud las opciones Ay B
valorando independientemente la solucion y el procedimiento en los siguientes

términos:

“A: 0.5, media solucion esta bien, pero la otra mitad no. Si que les puede dar a 6
nifios pero sobran 2/5, no 3 trozos.

B: 0.5, el proceso que ha hecho es ir restando trozos, pero no le sobran 2/3 sino
2/5.”

b. el uso indistinto de procedimientos de division y alternativos
Por ejemplo, en el problema Farolas el estudiante para maestro E43, justifico su
puntuacion a las opciones C y D diciendo:
“C: 1, porgue el procedimiento y el resultado son correctos.

D: 1, porque el procedimiento y el resultado son correctos™

En el problema Pasteles el estudiante para maestro E36 puntué con la maxima
puntuacion las opciones C y D al considerar que los dos procedimientos utilizados
eran correctos aunque €l solo conocia uno de ellos y era el que habia utilizado en el

cuestionario 1 tal como indica:
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“C: 1, esta estrategia estd bien, no la habia pensado. Le sale en el cociente los
nifios que les puede dar y en el resto lo que queda 2 y como tienen que ser quintos

de pastel pues 2/5 son los trozos que sobran.

D: 1, ésta es la misma estrategia que utilicé yo. Pienso que los dibujos ayudan a
entender el problema y lo hacen como mas cercano y real. Se ve claramente los

trozos que sobran y a los nifios a los que dar pastel.”.

En la tabla 4.13 se muestran las caracteristicas del perfil 3.

Tabla 4.13. Caracteristicas del perfil 3

Caracteristicas

e Valorar los procedimientos correctos independientemente de que la

) respuesta dada sea incorrecta o correcta
Perfil 3

e Valorar por igual el uso de procedimientos distintos: division vy
alternativos

Terminamos esta seccion mostrando a través de la tabla 4.14 las caracteristicas

de los tres perfiles.

Se observa que las dos caracteristicas importantes que dan lugar a las tres
formas distintas de interpretar las respuestas de los alumnos de Educacion Primaria son:
la valoracion por igual o no de los dos procedimientos, division y alternativos, y la
valoracion del resultado y/o proceso. Esta Ultima caracteristica esta relacionada con la
capacidad de identificar los errores procedimentales y conceptuales que aparecian en las
respuestas de los alumnos de Educacion Primaria. A continuacion se ejemplifican las

caracteristicas de estos perfiles a través de un estudio de casos.
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Tabla 4.14. Caracteristicas de los tres perfiles

Caracteristicas
e Valorar mas un resultado correcto (en respuestas con errores
conceptuales y procedimentales) que el proceso
Perfil 1 | o Valorar las respuestas debidamente justificadas
e Valorar por igual el uso de procedimientos distintos: division y
alternativos
¢ Valorar un resultado correcto desde un proceso correcto
. e Valorar mas el procedimiento de la division que los procedimientos
Perfil 2| 3iternativos en problemas con numeros naturales
¢ Valorar el procedimiento alternativo en el problema de division de un
entero entre una fraccion.
e Valorar los procedimientos correctos independientemente de que la
respuesta dada sea incorrecta o correcta
Perfil 3
e Valorar por igual el uso de procedimientos distintos: division y
alternativos

4.4. ESTUDIO DE CASOS

En

esta seccion presentamos un estudio de ocho casos de estudiantes para

maestro. Para cada uno de los perfiles estudiaremos en primer lugar un caso prototipo.

Posteriormente, para cada uno de los perfiles 2 y 3 estudiaremos casos que

perteneciendo al mismo perfil que el prototipo presentan algunas diferencias con este.

En el perfil 2 estudiaremos dos casos y el en perfil 3 estudiaremos 3 casos. Los casos

prototipos los vamos a describir mostrando en primer lugar como resolvieron cada uno

de ellos los tres problemas y posteriormente cdémo puntuaron cada uno de los problemas

y las justificaciones dadas. Los casos que presentan discrepancias con los casos

prototipo solo seran estudiados a partir de estas discrepancias.
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4.4.1. Casos del perfil 1

En esta seccion estudiamos el caso de Marta (E45). Esta estudiante para maestro
pertenece al perfil 1y responde a las caracteristicas de este perfil. En este perfil no se ha

observado ninguna discrepancia.

e El caso de Marta (E45)

Marta es una estudiante de 18 afios. Cursd Bachillerato en la especialidad de
Humanidades y Ciencias Sociales con la asignatura de matematicas y accedio a la

universidad por la modalidad Selectividad.

Esta estudiante resolvio de forma correcta dos problemas, Farolas y Pasteles, y
de manera regular el problema Albergue. En relacion a la interpretacion de las
respuestas de los alumnos de primaria, cabe sefialar que valoré mas los resultados
correctos independientemente de la correccion del proceso. Esto se observa cuando en
el problema Farolas puntia con un 1 la respuesta basada en un procedimiento
alternativo con un error en el proceso y respuesta correcta (A) y con un 1 la respuesta C
de Pasteles centrada en una divisién con dos errores que se compensaban dando una
respuesta correcta (Tabla 4.15). Por otro lado se observa que penaliza las respuestas que
no tienen el resultado o proceso explicado (o justificado). Por ejemplo, en el problema
Farolas puntGa con 0.5 las respuestas correctas centradas en procedimientos
alternativos y de la division. Esta estudiante para maestro puntua por igual los
procedimientos alternativos y la division. Cabe sefialar que esta estudiante utilizd
procedimientos de modelizacién-agrupamiento en el problema Farolas y Pasteles.

Tabla 4.15. Procedimientos utilizados por Marta (E45) en la resolucion problemas
(Cuestionario 1) y puntuaciones dadas a los problemas (Cuestionario 2)

Puntuaciones asignadas a las respuestas
A B C D
Modelizacion
Farolas Grafico 1 0 0.5 0.5
Correcta
Albergue | 2o 0 1 05 1
egular
Modelizacion
Pasteles Gréfico 0.5 1 1 1
correcta
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A continuacion, describimos el comportamiento de Marta en la resolucion de los

problemas (Cuestionario 1) y en la valoracion de las respuestas (Cuestionario 2).

e Problema Farolas

Marta resolvid bien el problema Farolas utilizando una representacion grafica
(modelizacion-agrupamiento). Sin embargo, no interpretd como correctas las respuestas
C y D puntuandolas con 0.5 al considerar, desde su punto de vista que las justificaciones
dadas por el alumno de primaria eran breves: “...vemos que el nifio entiende el
algoritmo de la divisién con todos sus componentes, solo que la justificacion me parece

muy breve. Se le deberia ensefiar a argumentar méas su respuesta’ (Figura 4.1).

Para celebrar el guinto cenfenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. 5i se pintaron 35 farolas, <cudntos colores
diferentes necesitd?

C 3 Puntos C D Puntos D
33: il o 3 farolas 1 color /iy
D,’: H 13 farolas 5 colores

- 30 farolas 10 colores

Se dividen las 35 farolas en grupos detres. El 33 farolas 11 colores

cociente es la cantidad de colores. Estome da 36 farolas 12 colores

11 colores. Como el resto no es cero, agregamaos

un color. Son 12 colores

Solucion: Necesita 12 colores

Justificacion C Justificacion D
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Figura.4.1. Justificacion de Marta (E45) a la puntuacién dada a las respuestas Cy D
de Farolas

Marta puntud con 0 la respuesta con error B, la justificé indicando que el nifio
no habia tenido en cuenta el resto: *“...Pero no se ha dado cuenta que si le sobran dos
farolas se le debe afadir un color”. Sin embargo, al no identificar el error técnico
cometido en el proceso de la respuesta A, ésta la puntué con 1, y lo justifico

describiendo el procedimiento utilizado por el alumno y valorandolo: “Mediante este
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proceso de resolucion, el nifio se ha guiado de una secuencia numérica facil. Por lo que

creo que es una forma util de resolucion” (Figura 4.2).

Para celebrar el guinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. 5i se pintaron 35 farolas, Ecudntos colores
diferentes necesitd?

A ) Puntos A B Puntos B
1 2 3 Rop { 3 =
4 3 & Verde ; &
g i 52
10 11 12 >
13 14 13 =
16 17 18 - ,
19 20 3 Necesitd 12 colores Se necesitan 11 colores
21 22 23
24 23 26
27 23 29
30 3l 2
33 34 35
Justificacion A Justificacion B
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Figura.4.2. Justificacién de Marta (E45) a las puntuaciones dadas a las respuestas A y
B de Farolas

e Problema Albergue

Marta resolvio regular el problema Albergue. Para su resolucion utilizé el
procedimiento divisién pero aunque fue consciente del resto, entendié que las mesas
debian estar completas y no afiadié una unidad al cociente, tal como indica en la
justificacion dada a su respuesta: “Ocupan 5 mesas y como sobran 3 estudiantes no
podrian ocupar otra mesa, por lo tanto, solo ocuparian 5 mesas y tendran que ocupar
otra mesa dejando asientos libres”. Sin embargo, Marta si reconocié las respuestas
totalmente correctas, B (Sumas repetidas) y D (Division), que puntu6 con 1. En este
caso si entendid la necesidad de aumentar una mesa mas, por ejemplo, en el caso del
procedimiento division, indica: “Una manera rapida y comoda de resolver el problema
[refiriéndose a la division], ya que se da cuenta de la necesidad de afiadir una mesa

para que todos los estudiantes se sitlen en los asientos”. Para el caso del procedimiento
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“Sumas repetidas” dice: “Vemos que en este caso al hacer las adiciones, el nifio se da

cuenta de que si completa 5 mesas, 3 de los 103 estudiantes quedan fuera, por lo tanto,

decide afiadir una mesa” (Figura 4.3).

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor fienen 20 asientos y hay 15 mesas. 5i
van complefando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

B 20 Puntos B
T 20 A

40

20

60

20

80

+
20 Ocupan 6 mesas

100
'3
103

D Puntos T
103] 20 A
03 3
5+1=6

Son 0 mesas
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Figura.4.3. Justificacion de Marta (E45) a las puntuaciones dadas a las respuestas B y
D de Albergue

Las respuestas con errores A (Division) y C (Restas repetidas) las puntué con 0

y 0.5, respectivamente. En ambos casos Marta no ha sido consciente o no ha explicitado

los errores técnicos cometidos, en el procedimiento division, el resto no es correcto, y

en el de restas sucesivas, la tltima sustraccion es incorrecta. (Figura 4.4).

- 105 -



4. Resultados Maximina Marguez Torres.

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor fienen 20 asientos y hay 15 mesas. 5i
van completando las mesas sin dejar asientos libres, <cudntas mesas ocupardn?

A Puntos A C Puntos C
¥ L =

L 103 —» “Estudiantes” L
103 20 )
00 5 083
20
63
20 Necesitan 5 mesas
43
Ocupan 5 mesas 20

5x15km=73

03
103
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Figura 4.4. Justificacion de Marta (E45) a las puntuaciones dadas a las respuestas Ay
C del problema Albergue

e Problema Pasteles

Marta resolvio bien el problema Pasteles utilizando un procedimiento
alternativo a la division (modelizacion con representacion grafica). Puntu6é con 1 las
respuestas de los alumnos que daban como resultado dar a 6 nifios y sobra 2/5, por tanto
no identifico los errores en la respuesta C (Figura 4.5). También puntué con 1 la
respuesta B (division con error en la interpretacion del resto), y con 0.5 la respuesta A
(alternativa con error técnico, Figura 4.6). En las puntuaciones realizadas se pone de
manifiesto la importancia que para Marta tiene que los alumnos Ileguen a una solucion
correcta, por ejemplo, para justificar la puntuacion dada a la respuesta C, indica: “El
proceso es el mismo o parecido al anterior [respuesta B]. Asi que en mi opinion esta

bien elaborado y el resultado es correcto”
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Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres guintos de pastel a cada nifio.

¢ {A cudntos nifios pueda dar?
o ¢Qué me sobra?

C Puntos C
3 420 f
S U B 2
20 3
2 6

. 2
Les dov a 6 nifios v me sobran = de pastel

Puntes 1y

A

Les puedo dar a 6 nifios v me sobran 2 de
pastel e
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Figura 4.5. Justificacion de Marta (E45) a la puntuacién dada a las respuestas Cy D

de Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar fres quintos de pastel a cada nifio,

+ ¢A cudntos nifios puedo dar?
s ¢Qué me sobra?

A

45
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Figura 4.6. Justificacion de Marta (E45) a la puntuacion dada a las respuestas Ay B de
Pasteles

En resumen, Marta resolvio correctamente dos de los tres problemas y el tercero
regular. En su interpretacion de las respuestas dadas a estos tres problemas por los
alumnos de primaria, puso de manifiesto la importancia que para ella tiene el que el
resultado de un problema sea correcto independientemente de que los procesos lo sean o

no, también le dio importancia a que estas respuestas estuviesen debidamente
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justificadas y valor6 por igual tanto los procedimientos de division como los

alternativos, siendo pues un ejemplo prototipo del perfil 1.

4.4.2. Casos del perfil 2

En esta seccion estudiamos, en primer lugar, un caso prototipo de este perfil, el
caso de Salud (E48), y en segundo lugar, dos casos que presentan ciertas singularidades
en relacién a las caracteristicas de este perfil, el caso de Maria (E77) y el de Raquel
(E58), singularidades producto de las interpretaciones realizadas y que se manifiestan a
través de las puntuaciones dadas a las distintas respuestas de los alumnos de Primaria a

los tres problemas (Tabla 4.16).

Tabla 4.16. Puntuaciones dadas a los problemas por los casos de estudio del perfil 2

Problemas

Farolas Albergue Pasteles

Casos A|B|C|D|A|B C D A B C D

Salud 05| 0 1 105 0 |05] O 1 0 0.5 1 1

Maria 05| 0 1 ]105] 0 1 0 | 05|05 0 0.5 1

Raquel 1 |05 1 (05| 0 1 ]05 1 1 0 1 1

[ Singularidades en relacion al caso prototipo

e El caso de Salud (E48)

Salud, es una estudiante de 19 afios. Cursd Bachillerato en la especialidad de
Humanidades y Ciencias Sociales con la asignatura de matematicas y accedi6 a la

Universidad por la modalidad Selectividad.

Esta estudiante resolvié de forma correcta dos problemas, Farolas y Pasteles. Se
observa que puntud con un 1 las respuestas correctas centradas en el procedimiento de
la division, en Farolas y Albergue. Sin embargo, las respuestas correctas de estos
problemas basadas en un procedimiento alternativo (modelizacion-agrupamiento; suma
repetida) las puntud con 0.5. Luego penalizé el uso de procedimientos alternativos a la

division en este problema. Sin embargo, puntud con un 1 la respuesta correcta basada en
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un procedimiento alternativo (modelizacion) en el problema Pasteles (cabe sefialar que
esta estudiante para maestro empled una modelizacion basada en una representacion
gréfica para resolver este Ultimo problema). También se observa que valord los
resultados correctos siendo los procesos correctos (sin identificar los errores) pues
puntu6 con 1 la opcion C de Pasteles (division con error pero resultado correcto) y
puntud con 0.5 la alternativa con error y con respuesta correcta de Farolas (Tabla 4.17).

Tabla 4.17. Procedimientos utilizados por Salud (E48) en la resolucién problemas
(Cuestionario 1) y puntuaciones dadas a los problemas (Cuestionario 2)

Puntuaciones asignadas a las
respuestas
A B C D
Farolas Division correcta 0.5 0 1 0.5
Albergue Digisien 0 0.5 0 1
Incorrecta
Pasteles | TModelizacion 0 0.5 1 1
Gréfico correcta

A continuacién, describimos el comportamiento de Salud en la resolucién de los

problemas (Cuestionario 1) y en la valoracion de las respuestas (Cuestionarios 2).

e Problema Farolas

Salud resolvio bien el problema Farolas utilizando una divisién. De las dos
respuestas correctas del problema solo identificd la respuesta C (division) puntuandola
con 1. Esta puntuacién la justifico diciendo: “Solucidén correcta y planteamiento
también”. Sin embargo, la respuesta correcta D (alternativa correcta), la puntu6 con 0.5
argumentando que: “La solucion es correcta pero no me parece un buen proceso para

llegar a dicha solucion” (Figura 4.7).
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Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintu’ de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. 5i se pintaron 35 farolas, <cudntos colores
diferentes necesita?

C 3 Puntos C D Puntos D
3% L 3 farolas 1 color O "f_}
D: H 15 farolas 5 colores

- 30 farolas 10 colores

Se dividenlas 35 farolas en grupos detres. El 33 farolas 11 colores

cociente es la cantidad de colores. Esto me da 36 farolas 12 colores

11 colores. Como el resto no es cero, agregamos

un color. Son 12 colores

Solucion: Necesita 12 colores
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Figura.4.7. Justificacion de Salud (E48) a la puntuacion dada a las respuestas C y D de
Farolas

Salud puntud las respuestas con error Ay B con 0.5 y 0, respectivamente. La
puntuacion de la respuesta A (alternativa con error) la justifico diciendo: “La solucion
es correcta, sin embargo, pienso que el planteamiento no es muy correcto ya que si se
tratara de un nimero mayor este proceso no valdria”, parece que Salud no advirtio el
error de proceso y nuevamente pone de manifiesto la importancia que para ella tiene el
procedimiento de division. La respuesta B (division con error en la interpretacion del
resto), puntuada con 0, la argumentd diciendo: “Al no ser correcta la solucion a pesar
que iba bien en el planteamiento”. Las dos argumentaciones dadas por Salud ponen de
manifiesto sus preferencias por el procedimiento de division y que la respuesta del

problema sea correcta (Figura 4.8).
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Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. 5i se pintaron 35 faralas, ¢cudntos colores
diferentes necesitd?

A : - 1 Boi Puntos A B Puntos B
2 ojo Vil
4 5 6 Verde oS 35 | 3 2,
1 3 0 Azl 05 11
0 11 D 4
13 14 15 =
5 17 18 = _
19 20 bl | Necesité 12 colores Se necesitan 11 colores
21 2 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35
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Figura.4.8. Justificacion de Salud (E48) a la puntuacion dada a las respuestas Ay B de
Farolas

e Problema Albergue

Salud no resolvié correctamente el problema Albergue. La estudiante en la
resolucion de este problema utilizé el procedimiento de division, si bien no se percatd
que el dato 15 mesas era un dato superfluo y lo utiliz6 en su resolucion lo que le llevo a
un resultado incorrecto (Figura 4.9).

Albergue
103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientosvhay 13
mesas. Sivan completando las mesas sin dejar asientos libres, jcuantas mesas ocuparan?

DeEse e
o eiacs

1O ONREUROS

A wesaes b 20 corerreSS
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J : oo LN ch- 1 ;;,_.}-\\r_\_y(_n,_\-} Cr =
=) O Gt = = _E} & r—{L;('.-\.'[_'_.‘L}\"\(-' I

- o = - L4ty O YANSD
AN A4S seencen § les etacdiod [
s 42 A - i £ AASuD
G M3 A AL wwern et
W . ol - o el '_.‘.
{;j; 3 cpeesitss qoe B <Chyoial

Figura 4.9. Resolucion por Salud (E48) del problema Albergue (Cuestionario 1)
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En relacion a la interpretacion de las respuestas dadas a este problema por los
alumnos de primaria, Salud identifico solo una de las respuestas totalmente correctas,
solucion D (division) que puntud con 1, la respuesta B (alternativa correcta) la puntuo

con 0.5 justificando esta puntuacién por el procedimiento utilizado al igual que en el

problema Farolas (Figura 4.10).

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asienfos y hay 15 mesas. 5i
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas Ucupﬂmin?

B 20 Pu\ntos B D Puntes D
* 20 &S5 103 20 ,i
40 03 5
* 20
60 5+1=6
+ 3
20
+ %0 Son 6 mesas
20 Ocupan 6 mesas
100
z g
103
Justificacion B Justificacion D
L_L\‘k f'('-?\‘::\ ot A G e RE2) Pdemen ode s [-(:_ %‘G’ LLC‘?‘-(’T‘-\
’ : 5
B0 2uilcoans) ek = ulecrments | (otrecte 7 Cormmmbitn 6 €7 L
e €2 ineE .::i?(_" '_-qu‘.t"l(arL\"‘ U {':-\C,._‘_#__t(_"(’_'.t\ WEAY J kj,_ L ('_JF-{—:_ Cr
e \\ncxx.'. A NormRaes ‘\__"x e 22 La sumadt A &
QIOMLET DO < pec ST . &
. = Lobay jesta O,
loce. e e _f'i.:"r‘f"..ﬂ-’.._

Figura 4.10. Justificacion de Salud (E48) a la puntuacion dada a las respuestas By C

Las respuestas A (division con error) y C (alternativa con error), las puntu6 con

de Albergue

0 porque en ambos casos el resultado era incorrecto (Figura 4.11).

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor fienen 20 asientos y hay 15 mesas. 5i
van completando las mesas sin dejar asientos libres, fcudntas mesas ocupardn?

A
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C

—» “Estudiantes”

103

103 20
00 5

5x15km=75

Ocupan 5 mesas

20
_ 083
20
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Figura 4.11. Justificacion de Salud (E48) a la puntuacion dada a las respuestas Ay C
de Albergue
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e Problema Pasteles

Salud resolvio bien el problema Pasteles utilizando una estrategia alternativa a la
division, modelizacion con una representacion grafica. Puntudé con 1 las respuestas D
(alternativa correcta) y C, (divisién con resultado correcto pero con dos errores — uno

conceptual- que se compensaban), al no ser consciente de dichos errores (Figura 4.12).

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar Tres quintaos de pastel a cada nifio.
» CA cudntos nifios puedo dar?
s  £QUE me sobra?
C 3 4 50 Puntos D Puntos [
5 1 3
3 g oz s s
20 2 2 4
7 6 AN AN A 6
e 2 o 2
Les doy a 6 nifios y me sobran = de pastel Les puedo dar a 6 nifios v me sobran — de
pastel
Tustificacion ¢ Justificacion D
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Figura 4.12. Justificacion de Salud (E48) a la puntuacion dada a las respuestas Cy D
de Pasteles

Las respuestas con solucion parcialmente correcta A 'y B las puntu6 con 0y 0.5,
respectivamente, porque en la respuesta A el resultado y el grafico eran incorrectos y la
respuesta B, porque aungue la interpretacion del resto era incorrecta, el procedimiento
(division) era correcto (Figura 4.13)
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Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
+ £A cudntos nifios puedo dar?
s« ¢QuUé me sobra?
A Puntos A B Puntos B
O 4__3_4><5_20 |:'__',.16
5 3 3
SRE 20 3
A R ? 6
; 2
Le puedo dar a 6 niiios ¥ me sobran 3 trozos Puedes dar a 6 nifios y sobran %
Justificacion A Justificacion B
o Y, T S G [, L
S UGE Tucateec ‘\3‘-“" A poso. e X T?C-Lw"*:—f-"ﬂ”ﬁ*mr-
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(,5‘\!‘_ Cionoas = €n el LCJ G SORACION
3
eH Uneoirechie-

Figura 4.13. Justificacion de Salud (E48) a la puntuacion dada a las respuestas Ay B
de Pasteles

En resumen, Salud resolvid correctamente dos de los tres problemas, Farolas y
Pasteles, identifico las respuestas correctas realizadas por division en los problemas
Farolas y Albergue y el procedimiento alternativo, modelizacion con representacion
gréfica, en el problema Pasteles, mostrando preferencia por el procedimiento de la
division y por los resultados correctos (siendo los procesos correctos), de ahi, que la
hayamos elegido como ejemplo prototipo del perfil 2.

A continuacion, vamos a describir dos casos que presentan singularidades en

relacion al caso prototipo.

e El caso de Maria (E77)

Maria, es una estudiante de 18 afios. Cursé Bachillerato en la especialidad de
Ciencias de la naturaleza y la Salud, solo curso la asignatura de matematicas en primero

y accedio a la universidad por la modalidad Selectividad.

Esta estudiante resolvio de forma correcta tres problemas por dos
procedimientos distintos (ver anexo pp. 26-32). Maria, al igual que Salud, valord mas el
procedimiento basado en una division que las alternativas. Esto se observa cuando
puntla con un 1 la respuesta correcta centrada en el procedimiento de la division, en
Farolas y con un 0.5 la alternativa. Sin embargo, penaliza la respuesta centrada en una

division correcta del problema Albergue por falta de justificacién y puntta con 1 la
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alternativa correcta (al centrarse en sumas repetidas). Esto nos indica que los estudiantes
para maestro de este grupo no valoraron por igual los procedimientos alternativos,
valorando maéas las sumas/restas repetidas que los procedimientos basados en
modelizacion en los problemas de divisién-medida con enteros. Por otro lado, también
interpreté adecuadamente la respuesta correcta de modelizacion con representacion
gréfica en Pasteles. Al igual que Salud, valora mejor las repuestas incorrectas con
resultado correcto. Sin embargo a diferencia de Salud, Maria identifica algunos de los
errores penalizandolos aunque la respuesta tuviera un resultado correcto (por ejemplo
respuesta C de Pasteles) (Tabla 4.18).

Tabla 4.18. Procedimientos utilizados por Maria (E77) en la resolucion problemas
(Cuestionario 1) y puntuaciones dadas a los problemas (Cuestionario 2)

Puntuaciones asignadas a las respuestas

A B C D

Earolas Division y modelizacién 05 0 1 05
correctas

Albergue Division y modelizacion 0 1 0 05
correctas

Pasteles Modelizacion y divisién 05 0 05 1
correctas

A continuacién, pasamos a describir las interpretaciones que ha realizado Maria
y que presentan ciertas diferencias con las realizadas por Salud, ejemplo prototipo de
este perfil (Tabla 4.19).

Tabla 4.19. Puntuaciones discrepantes de Maria (E77) dadas al cuestionario 2 en
relacion al prototipo del perfil 2

Problemas

Farolas Albergue Pasteles

Casos A|B|C|D|A|B C D A B C D

Salud 05| 0 1 105 0 |05] O 1 0 0.5 1 1

Maria 05| 0 1 105] 0 1 0 | 05|05 0 0.5 1

[ Singularidades en relacion al caso prototipo

Como podemos observar, el mayor numero de discrepancias se encuentran en el
problema Pasteles. En el problema Albergue, como ya hemos indicado, las
discrepancias se encuentran en los casos de respuesta correcta. Pasamos a describir cada

una de ellas.

-115-



4. Resultados Maximina Marguez Torres.

e Problema Albergue

Maria resolvio, a diferencia de Salud, correctamente el problema Albergue por
dos procedimientos, division y modelizacion con representacion gréfica. En relacion a
la interpretacion de las respuestas correctas, B y D, dadas a este problema por los
alumnos de primaria, Maria identifico las dos respuestas, si bien solo una de ellas, la B
(alternativa correcta con sumas repetidas), la puntudé con 1. La opcién D (division) la
puntud con 0.5 al considerar que si bien era correcta no estaba debidamente justificada.
Aunque las dos estudiantes para maestro son partidarias del procedimiento de la
division y de los resultados correctos y justificados, Maria enfatiza mas el resultado

correcto y justificado que el procedimiento utilizado y Salud al contrario (Figura 4.14).

| 103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?
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Figura 4.14. Diferencias entre las justificaciones dadas por Maria (77) y Salud (E48) a
la puntuacion de las respuestas B y D de Albergue
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e Problema Pasteles

Maria resolvié bien el problema Pasteles por dos procedimientos, modelizacién

con representacion grafica y division, e identifico la respuesta correcta (D) puntuandola

con 1 al igual que Salud. Sin embargo, puntud de distinta manera las respuestas de las

opciones A, B y C. Las diferencias entre estas puntuaciones son debidas al

conocimiento de contenido especializado que poseen las estudiantes. Maria ha sido

capaz de identificar, en parte, el error conceptual cometido en la respuesta C (division

con error y respuesta correcta) dada por el estudiante, Salud, no. (Figura 4.15).

» £A cudntos nifios puedo dar?

o £Qué me sobra?

Tengo cuatra pasteles. Quiero dar fres quintas de pastel a cada nifin,

. 2
Les doy a 6 mifios v me sobran 2 de pastel
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Figura 4.15. Diferencias entre la justificacion dada por Maria (77) y Salud (E48) a la
puntuacion de la respuesta C de Pasteles

Las respuestas con solucion parcialmente correcta (A y B) también fueron

puntuadas de distinta manera por ambas estudiantes para maestro. Maria dio mayor

importancia al procedimiento (modelizacion con representacion grafica) que al

resultado parcialmente correcto; Salud, por el contrario, sigui6 enfatizado la correccion

del resultado (Figura 4.16).
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Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifi.
» £A cudntos nifios puedo dar?
s ¢Qué me sobra?
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Figura 4.16. Diferencias entre la justificacion dada por Maria (77) y Salud (E48) a la
puntuacion de las respuesta A y B de Pasteles

En resumen, las diferencias entre Maria y Salud pertenecientes al perfil 2 se
encuentra en que Maria valora algin procedimiento alternativo (sumas y restas
repetidas en el problema Albergue) y que Maria valora mas el proceso correcto que el
tener un resultado correcto. Esto ultimo esta relacionado con el hecho de que Maria ha
sido capaz de identificar algunos de los errores procedimentales y conceptuales (que

forma parte del conocimiento especializado del estudiante para maestro).

e El caso de Raquel (E58)

Raquel, es una estudiante de 31 afos. Esta estudiante cursé un plan de estudios

anterior al actual, Bachillerato unificado y polivalente (BUP). Estudio el curso de
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orientacion universitaria (COU) en la especialidad de Ciencias y accedié a la
Universidad desde un ciclo formativo de formacion profesional (FP) en Educacion

Infantil.

Esta estudiante resolvié de forma correcta dos de los tres problemas, Farolas y
Albergue. El problema Pasteles lo resolvio regular al no haber sido capaz de indicar
cuantos trozos de pastel sobraban en funcion del total (ver anexo pp.33-39). Al igual
que Salud valor6 mejor los procedimientos basados en una division que los
procedimientos alternativos. Aunqgue a diferencia de Salud parece ser que Raquel valor6
el procedimiento alternativo basado en el uso de sumas o restas repetidas del problema
Albergue. Por otro lado, también valora més los resultados correctos. Se observa cuando
puntla las dos respuestas con resultado correcto y con errores conceptuales con un 1 sin
identificar los errores. Sin embargo, a diferencia de Salud, valora el hecho de que el
procedimiento sea correcto y que el alumno no haya alcanzado la solucién correcta
(respuesta B de Farolas- division correcta pero sin interpretacion correcta del resultado
y respuesta C de Albergue que es el procedimiento alternativo centrado en restas
sucesivas con un error al dar la respuesta) (Tabla 4.20).

Tabla 4.20. Procedimientos utilizados por Raquel (E58) en la resolucion problemas
(Cuestionario 1) y puntuaciones dadas a los problemas (Cuestionario 2

Puntuaciones asignadas a las respuestas
A B C D
Farolas Division 1 0.5 1 0.5
correcta
Albergue hgsIpg 0 1 0.5 1
correcta
Pasteles Division 1 0 1 1
Regular

En relacion a la interpretacion de las respuestas, Raquel presenta diferencias en

los tres problemas (Figura 4.21).
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Tabla 4.20. Puntuaciones discrepantes de Maria (E77) dadas al cuestionario 2 en
relacion al prototipo del perfil 2

Problemas

Farolas Albergue Pasteles

Casos A|B|C|D|A|B C D A B C D

Salud 05| 0 1 105 0 |05] O 1 0 0.5 1 1

Raquel 1 05| 1 |05] 0 1 |05 1 1 0 1 1

[ Singularidades en relacion al caso prototipo

A continuacion, pasamos a describir las interpretaciones que ha realizado Raquel
y que presentan ciertas diferencias con las realizadas por Salud, ejemplo prototipo de
este perfil (Tabla 4.21).

e Problema Farolas

Raquel resolvio correctamente el problema Farolas igual que Salud. Raquel
puntu6 de distinta forma que Salud las opciones A y B. Raquel puntud con 1 la opcién
A, al no ser consciente del error de proceso de esta respuesta, error que si percibio
Salud. Sin embargo, puntué con 0.5 la opcion B al considerar que el procedimiento era
correcto aunque no el resultado, dado que el alumno de primaria no habia tenido en
cuenta el resto. Salud le dio mas importancia a la respuesta incorrecta, de ahi que

puntuase con cero (Figura 4.17).

-120 -



4. Resultados

Maximina Marguez Torres.

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, <cudntos colores
diferentes necesitd?
A 1 & 3 Roi Puntos A B Puntos B
2 0jo et
4 5 6 Verde 05 35 | 3 O
il 3 % Azul 05 11
q Puntos A E Puntos B
10 1 12 p g
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Figura 4.17. Diferencias entre las justificaciones dadas por Raquel (58) y Salud (E48)

a la puntuacion de las respuestas Ay B de Farolas

e Problema Albergue

Raquel, a diferencia de Salud, resolvié correctamente el problema Albergue por
el procedimiento de divisién. En relacién a la interpretacion de las respuestas B y C,
dadas a este problema por los alumnos de primaria, Raquel las puntu6é de distinta
manera que Salud. La respuesta B (alternativa con sumas repetidas correcta), la puntud
con 1y Salud con 0.5, dado que. Raquel, a diferencia de Salud, valor6 el procedimiento
alternativo. La opcién C (division con error) la puntué con 0.5 al considerar nuevamente

el procedimiento, independientemente de la correccion del resultado, al contrario que

Salud (Figura 4.18).
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| 103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, £cudntas mesas ocupardn?
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Figura 4.18. Diferencias entre las justificaciones dadas por Raquel (E58) y Salud (E48)
a la puntuacion de las respuestas B y C de Albergue

e Problema Pasteles

Raquel resolvié regular el problema Pasteles. Para resolverlo utilizd el
procedimiento de division, pero no interpretd adecuadamente el resto y, en
consecuencia, solo fue capaz de decir correctamente a cuantos nifios se podia dar pastel,
pero no cuanto sobraba. Puntud Gnicamente de distinta manera que Salud la respuesta
A. Para Raquel la respuesta A era correcta de ahi que la puntuase con un 1 ya que
considero que el error del alumno de primaria habia sido debido a un error de conteo
(Figura 4.19).
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Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifi.
» £A cudntos nifios puedo dar?
s ¢Qué me sobra?

Salud Raquel

A Puntos A Puntos A

. i
e |
D XN O i
RRN G SR e '
RER RN RN e |
R S SR

Le puedo dar a 6 nifios v me sobran 3 trozos

ENAN
SN

Justificacion A ' Y-
P N - {rc__'h.r':"'{‘{.',, Lo 4 - - N,
S}L’.E AN WA= ( ol et L coirelld

g SCoous 2, RS Se dowes @r wewo perpd

i | \ i 3 i

Figura 4.19. Diferencias entre las justificaciones dadas por Raquel (E58) y Salud (E48)
a la puntuacion de la respuesta A de Pasteles

En resumen, las diferencias entre Salud y Raquel pertenecientes al perfil 2 se
encuentra en que Raquel valora algun procedimiento alternativo (sumas y restas
repetidas en el problema Albergue) y que aunque Raquel puntda con un 1 las repuestas
que tienen un resultado correcto sin identificar los errores al igual que Salud, en las
respuestas que no han alcanzado un resultado correcto valora el hecho de utilizar un

procedimiento correcto.

Los resultados relativos a las discrepancias de Salud con Maria y Raquel hacen
referencia a la mayor o menor importancia que estas estudiantes le dan al resultado y al
procedimiento correcto. Asi Salud solo valora aquellas respuestas con resultado
correcto, Maria valora mas el proceso correcto que el resultado ya que ha sido capaz de
identificar los errores conceptuales y procedimentales de las respuestas. Raquel valora
aquellas respuestas con resultado correcto, igual que Salud, pero también valora el
hecho de utilizar un procedimiento correcto en las respuestas incorrectas (puntuando

algunas que tenian el resultado incorrecto con un 0.5).
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4.4.3. Casos del perfil 3

En esta seccion estudiamos en primer lugar un caso prototipo de este perfil, el
caso de Susana (E67), y en segundo lugar, un caso que presenta ciertas singularidades
en relacion a las caracteristicas de este perfil, el caso de Esteban (E82), singularidades
fruto de las interpretaciones realizadas y manifestadas a través de las puntuaciones

dadas a las respuestas de los alumnos de primaria a los tres problemas (Tabla 4.21).

Tabla 4.21. Puntuaciones dadas a los problemas por los casos de estudio del perfil 3

Problemas
Farolas Albergue Pasteles
Casos A/B|C| D/ A|B|C|D]|A B C D
Susana 05(05{1|1]0}1|05]1]|05]05 05| 1
Esteban 1 1051 1 0 1 0 1 0 0.5 1 1

[ Singularidades en relacion al caso prototipo

e El caso de Susana (E67)

Susana, es una estudiante de 18 afios. Cursé Bachillerato en la especialidad de
Humanidades y Ciencias Sociales con la asignatura de matematicas y accedio a la

Universidad por la modalidad Selectividad.

Esta estudiante resolvidé de forma correcta los tres problemas e identificd las
respuestas correctas puntuandolas con 1 (tanto las basadas en procedimientos
alternativos como las basadas en una division), es decir, valoro los resultados correctos
desde procesos correctos y debidamente justificados. Puntud con 0.5 aquellas respuestas
cuya solucion no era correcta pero si el procedimiento, por tanto, valord los
procedimientos correctos independientemente de que el resultado lo fuese o no (Tabla
4.22).
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Tabla 4.22. Procedimientos utilizados en la resolucién problemas (Cuestionario 1) y
puntuaciones dadas a los problemas (Cuestionario 2)

Puntuaciones asignadas a las respuestas

A B C D
Division

Farolas correcta 0.5 0.5 1 1

Sumas

Albergue repetidas 0 1 0.5 1

correcta
Modelizacion

Pasteles Grafica 0.5 0.5 0.5 1

correcta

A continuacién, describimos el comportamiento de Susana en la resolucion de

los problemas y en la valoracion de las respuestas (Cuestionarios 1y 2).

e Problema Farolas

Susana resolvid bien el problema Farolas utilizando una division e identificé las
respuestas totalmente correctas (C y D). Dio 1 punto a la respuesta C (division) tanto
por el planteamiento como por el indicio de comprension del problema. También

puntud con 1 la respuesta D (alternativa) pero ech6 en falta una mayor explicacién
(Figura 4.20).

Para celebrar el guinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siquientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. 5i se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores
diferentes necesitg?

C 3 Puntos C D Puntos D
3? | i /_1,_ 3 farolas 1 color /j_
D,:: i 15 farolas 5 colores

- 30 farolas 10 colores

Se dividen las 35 farolas en grupos detres. El 33 farolas 11 colores

cociente es la cantidad de colores. Esto me da 36 farolas 12 colores

11 colores. Como el resto no es cero, agregamos

un color. Son 12 colores

Solucion: Necesita 12 colores

Justificacion C Justificacion D

& problemo. esta Tl proble Mo 58 coree o,

My bien pawteado Aungee podeta Wober

se rota. gee @ MAO | s indo ol spessta.
(o ha eve,ddo
Corr=ctta mewte

Figura.4.20. Justificacion de Susana (E67) a la puntuacion dada a las respuestas Cy D
de Farolas
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Susana puntu6 las respuestas con error (A y B) con 0.5. La respuesta A

(alternativa con error técnico) la justifico indicando que el resultado era correcto

“aunque el procedimiento no se entiende muy bien”, si bien parece que Susana no

advirtid el error de enumeracion. La respuesta B porque el alumno aplicé el algoritmo

de la division correctamente “pero no se ha dado cuenta de que el resto es 2 (Figura

4.21).

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, écudntos colores

diferentes necesitg?

A i . 3 Roi Puntos A
s 3 Rojo
4 5 § Verde o'sS

—

3 ¢ Azl
10 11 12
13 14 15
16 17 18

19 20 1 Necesitd 12 colores
21 2 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35

B

[== PR WAl
SN

Puntes B

of &

il
11

Se necesitan 11 colores

Justificacion A

O, s cion es oorettn
Saungoe el procedumeenty
e se ewtae . do

My oieu

Justificacion B
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Figura.4.21. Justificacion de Susana (E67) a la puntuacion dada a las respuestas Ay B
de Farolas

e Problema Albergue

Susana también resolvid bien el problema Albergue, utilizando una estrategia

alternativa a la division (modelizacion con representacion gréafica). Identifico las

respuestas totalmente correctas que puntud con 1 (respuesta B, sumas repetidas y D,

division). Pero en el caso de las sumas repetidas, opcion B, consideré que el alumno

“podria haber escogido otro algoritmo mas adecuado” (Figura 4.22).

- 126 -



4. Resultados Maximina Marguez Torres.

103 estudiantes estdn en un alberque. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. 5i

van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?
B

20 Puntes B | D Puntes D
+ 20 103| 20
L 40 03 5
20
+ Eg 5+1=6
+ %0 Son 6 mesas
20 Ocupan 6 mesas
100
13
103
Justificacion B Justificacion D

tfmkmm*e ooetetn, £l proeeda ML U ED
ouangue podrion haloer Y €o sctu i son
eSO A SENO
Alcont Mo S
d-:;@g_ﬂ_d—@ =

Figura.4.22. Justificacion de Susana (E67) a la puntuacion dada a las respuestas By D
de Albergue

Las respuestas A (division con error) y C (restas repetidas con error), las puntud

el wes st cortenieS.

con 0y 0.5, respectivamente. La respuesta A porque el resultado y el procedimiento no
eran correctos y la respuesta C porque aunque el resultado no era correcto y si el
procedimiento, este no era el mas adecuado (Figura 4.23).

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, <cudntas mesas ocupardn?

A Puntos & C Puntos C

—» “Estudiantes” O ‘S
10320 O] _w
DO 3 083
EEL 2 20
5x15km=75
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Ocupan 5 mesas 20
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ALLISIGA MO es Qungoe o e = Cﬂ.gcri'fm
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Justificacion A

Figura 4.23. Justificacion de Susana (E67) a la puntuacién dada a las respuestas Ay C
de Albergue
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e Problema Pasteles

Susana hizo bien el problema Pasteles a partir de la estrategia alternativa a la
division, modelizacidn con una representacion grafica. ldentificd la respuesta correcta D
(representacion grafica) puntuandola con 1. La respuesta C (resultado correcto pero
procedimiento con error conceptual) la puntud con 0.5, justificando esta Gltima, por el
error conceptual cometido por el alumno de primaria tal como indica: “las fracciones

no estan colocadas correctamente” (Figura 4.24).

Tengo cuatro pasteles. (Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
o ¢A cudntos nifios puedo dar?
o £QUé me sobra?

C 3 4 90 Punszz ¢ || D Puntos D
.22 o's A
51 3 _ _ _
201 3 Sy ey i) s
> 5 AW ) A 5
: 2 ‘. 2
Les doy a 6 nifios v me sobran — de pastel Les puedo dar a 6 niiios y me sobran — de
5 pastel
Tustificacion Justificacion D

o preblemo. esta -

aungee €E que MESAN | Lo ponateodo g ko

‘e log dibuios == _

o, Sadsde Sabido reSporastio
auej o . los Jrocoors o= lectouosate

o estan wotoca doS
correctomeute |

Figura 4.24. Justificacion de Susana (E67) a la puntuacion dada a las respuestas C y D
de Pasteles

También puntud con 0.5 las respuestas con solucion parcialmente correcta, A y
B (Figura 4.25). La puntuacion dada a estas respuestas estd motivada por los errores
cometidos por los alumnos de primaria en cada uno de ellas. En la respuesta A Susana
indica: “se ha hecho un lio a la hora de dibujar’. En la respuesta B: “la solucion no es
totalmente correcta, son 3/5” (Figura 4.25)
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Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio,
« ¢A cudntos nifios puedo dar?
+  {Que me sobra?

A Puntos A B Puntes B
O's | 4.3_4x5_20 0's
5 3 3
NN g | 3
e A :} ﬁ
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Figura 4.25. Justificacion de Susana (E67) a la puntuacion dada a las respuestas Ay B
de Pasteles

En resumen, Susana resolvid correctamente los tres problemas. Identificd las
respuestas correctas que puntud de la misma forma y mostr6 su preferencia por el
procedimiento de la division en los problemas Farolas y Albergue, pues considerd que
“es el algoritmo mas adecuado”, y por la representacion grafica en Pasteles, pues
piensa que una estrategia alternativa a la division como hacer una representacion grafica
es mas clara y féacil de entender: “‘se hubiera aclarado mejor con dibujos™ (respuesta
B); “mediante los dibujos lo hubiera entendido mejor” (Respuesta C). Esta preferencia
no se traduce en las puntuaciones que da a las respuestas, pues en los casos donde el

procedimiento como la respuesta eran correctos los puntu6 con 1.

A continuacion, vamos a describir el caso de Esteban (E82) que presenta

singularidades en relacion al caso prototipo.

e El caso de Esteban (E82)

Esteban es un estudiante de 18 afios. Curso Bachillerato en la especialidad de
Humanidades y Ciencias Sociales, no cursé la asignatura de Matematicas y accedié a la
Universidad por Selectividad.
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Este estudiante resolvidé los tres problemas correctamente Los problemas
Farolas y Albergue con una division y el de Pasteles mediante modelizacion con una
representacion grafica (ver anexo pp.54-60). En el Cuestionario 2, al igual que Susana
valoré por igual las respuestas correctas basadas en la division que en un procedimiento
alternativo. La principal diferencia con Susana, es que Esteban no identifico los errores
de las respuestas que tienen un resultado correcto valorandolas con un 1 (Tabla 4.25).

Tabla 4.25. Procedimientos utilizados por Esteban (E82) en la resolucion problemas
(Cuestionario 1) y puntuaciones dadas a los problemas (Cuestionario 2)

Puntuaciones asignadas a las respuestas
A B C D
Farolas Division correcta 1 0.5 1 1
Albergue Division correcta 0 1 0 1
Modelizacion gréafica
Pasteles correcta 0 0.5 1 1

A continuacion, pasamos a describir las interpretaciones que ha realizado
Esteban y que presentan ciertas diferencias con las realizadas por Susana, prototipo de
este perfil (Tabla 4.24).

Tabla 4.26. Puntuaciones discrepantes de Esteban (E82) dadas al cuestionario 2 en
relacion al prototipo del perfil 3

Problemas

Farolas Albergue Pasteles

Casos | A| B|C| D] A|B|C|DJ|]A| B | C| D

Susana |05|05|1 |1 |0 ] 1051 (0505|051

Esteban 1 |05 1 1 0 1 0 1 0 0.5 1 1

[ Singularidades en relacion al caso prototipo

e Problema Farolas

Esteban resolvid, correctamente el problema Farolas con una division. La
discrepancia observada con Susana en la interpretacion de la respuesta A se encuentra

en el hecho de que Esteban no identificé el error cometido en el procedimiento y
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aunque no influyd en su puntuacion indicO que no le parecia profesional el
procedimiento (Figura 4.29).

Para celebrar el guinto centenario de su pueblo, el alcalde decidid pintar de diferenfes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. 5i se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores
diferentes necesito?

Susana Esteban
A ) - 3 Ro Puntos A A 1 - 3 Ro Puntos &
2 3 Raojo \ 2 3 Rojo
4 5 6 Verde 1 R 4 5 6 Ve A
i 3 9 Aml 7 3 9 Aml
10 11 12 10 11 12
13 14 13 13 14 13
16 17 8 - 16 17 T s
19 0 21 Necesitd 12 colores 19 0 21 Necesito 12 colores
21 22 23 21 22 23
24 23 26 24 23 26
27 28 29 27 28 29
30 31 32 30 31 32
33 34 35 33 34 33
Justificacion A Justificacion A
.
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N 1 y ; : .
w el procadumientin meues JPMM(! gre for Eaﬂmum
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Figura 4.29. Diferencia entre la justificacion dada por Esteban (E82) y Susana (E67) a
la puntuacion de la respuesta A Farolas

e Problema Albergue

Esteban resolvid, correctamente el problema Albergue con una division. En su
interpretacion de la respuesta C no solo fue consciente de que el resultado no era
correcto, sino que ademas, aunque no lo explicite, parece que identifico el error
cometido en el procedimiento, resta sucesiva mal hecha, de ahi que puntuase la
respuesta con un cero y no con 0.5 como hizo Susana. Aungue hace mencion a su
preferencia por el procedimiento de la division, esta preferencia no influye en su
puntuacion, como se observa en la opcion A del problema Farolas y a lo largo del

cuestionario (Figura 4.30).
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103 estudianfes estdn en un albergue. Las mesas del comedor fienen 20 asientos y hay 15 mesas. 5i
van completando las mesas sin dejar asientos libres, dcudntas mesas ocupardn?
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Figura 4.30. Diferencia entre la justificacion dada por Esteban (E82) y Susana (E67) a
la puntuacion de la respuesta C de Albergue

e Problema Pasteles

Esteban resolvio bien el problema Pasteles con una representacion grafica.
Esteban interpreto las respuestas A y C de la misma forma que Susana. Esteban puntud
con 0 la opcidn A al tener en cuenta tanto el resultado como el error del procedimiento
que llevo al alumno de primaria a dar una solucién incorrecta; sin embargo Susana
considerd que era un error de conteo y no lo penaliz6. En la opcion C Esteban no es
consciente del error conceptual por lo que considera correcta la respuesta, de ahi las
discrepancias. Las diferencias entre estas puntuaciones son debidas principalmente a la
identificacion o no de los errores (conocimiento de contenido especializado) (Figura
4.31).
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» ¢A cudntos nifios puedo dar?
o £QuUéE me sobra?

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar Tres quintos de pastel a cada nifio.

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos
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Figura 4.31. Diferencia entre la justificacion dada por Esteban (E82) y Susana (E67) a

la puntuacion de las respuestas A y C de Pasteles

En resumen, las diferencias de Esteban con Susana residen en la identificacién o

no de errores (es decir, en el conocimiento especializado de contenido de Susana y

Esteban). Susana que identificd los errores valor6 més el proceso que un resultado

correcto. Esteban por el contrario valord6 mas las respuestas con resultado correcto que
el proceso (al no haber identificado los errores).
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CAPITULO 5. CONCLUSION Y DISCUSION

Este estudio se enmarca en la linea de investigacion sobre el conocimiento del
profesor y tiene como objetivo caracterizar como estudiantes para maestro interpretan
respuestas de alumnos de 6° curso de Educacion Primaria a problemas de division-
medida con resto. La mayoria de las investigaciones realizadas hasta el momento se han
centrado en cémo los estudiantes para maestro resuelven problemas de division-medida
identificando sus dificultades. Para que los maestros puedan desempefar tareas
especificas de la ensefianza tales como interpretar respuestas de estudiantes en cuanto a
la comprension de conceptos 0 procedimientos matematicos, y examinar y comprender
procedimientos no usuales de resolucion de problemas, es necesario que tengan un
conocimiento de contenido matematico especializado que va mas alla de saber resolver
los problemas de division-medida con resto y con fracciones. En este caso el
conocimiento de matematicas especializado comprende: conocer los distintos
significados de la division y los procedimientos de resolucién de los problemas de
division-medida (modelizacion, conteo a saltos, sumas y restas repetidas,

multiplicacidn, divisién, representaciones gréaficas, etc.), asi como la forma en que va
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evolucionando el uso de estas estrategias a lo largo de la escolaridad y las dificultades
mas comunes que encuentran los alumnos. El uso de este conocimiento permitira a los
profesores realizar tareas especificas de la ensefianza como interpretar las respuestas de
estudiantes identificando los procedimientos utilizados y las dificultades mas comunes
(competencia mirar de manera profesional el pensamiento matematico de los

estudiantes).

Para indagar y examinar el conocimiento especializado de contenido matematico
de los estudiantes para maestro, se ha analizado no solo cémo resuelven los estudiantes
para maestro los problemas de division-medida, sino también como interpretan las
respuestas dadas por alumnos de 6° curso de primaria utilizando distintos
procedimientos, a los mismos problemas que ellos previamente habian resuelto. En este
estudio, se ha entendido por interpretar, como los estudiantes para maestro evaltan las
respuestas de los estudiantes puntuandolas con 0, 0.5 0 1 y qué justificaciones ofrecen a

las puntuaciones dadas.

En las siguientes secciones se discuten los resultados obtenidos con estudios
previos, dando respuesta a nuestro objetivo y nuestras preguntas de investigacion: (i)
¢como resuelven los estudiantes para maestro problemas de division-medida?, (ii)
¢cOmo estudiantes para maestro interpretan respuestas dadas por alumnos de 6° curso de
Primaria (11-12 afios) a problemas de divisién-medida? y (iii) ;,qué relacion hay entre la
correccion en la resolucién de los problemas de los estudiantes para maestro y su
interpretacion de las respuestas de los estudiantes?. Finalmente, se destacan algunas

implicaciones para la formacidn de maestros y para futuras investigaciones.

5.1. EL CONOCIMIENTO DE CONTENIDO MATEMATICO DE LOS
ESTUDIANTES PARA MAESTRO

Mas del 70% de los estudiantes para maestro resolvié de manera correcta los
problemas de division-medida Farolas y Albergue donde intervienen nimeros
naturales, y un poco mas del 50% el problema Pasteles donde esta implicada una
divisién de un entero entre una fraccion. Esto nos indica las dificultades que tuvieron
los estudiantes para maestro a la hora de resolver los problemas de division-medida

(conocimiento de matematicas) donde debian interpretar el resto afiadiendo una unidad
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al cociente o donde debian hacer una division de un entero entre una fraccion e
interpretar también el resto. Nuestros resultados muestran una tendencia entre los
estudiantes para maestro a excluir el conocimiento del mundo real para interpretar el
resto de la division entre dos enteros y dar una respuesta correcta al problema de
division-medida al igual que en el estudio de Verschaffel et al. (1997). Este resultado se
extiende, y de forma mas acentuada, a los problemas de division-medida en los que esta

implicada la division de un entero entre una fraccion.

El procedimiento més empleado en la resolucion de los problemas Farolas y
Albergue fue el de la division y en menor medida otros procedimientos alternativos a la
division como la modelizacién-agrupamiento o las sumas o restas repetidas. En general
la tendencia de los estudiantes que conocen el algoritmo de la divisidn es utilizarlo para
resolver los problemas de division-medida. Tendencia que se ha demostrado en estudios
previos en estudiantes de Educacion Primaria (Li y Silver, 2000; Silver et al., 1993). En
el problema Pasteles el procedimiento mas utilizado fue el alternativo: modelizacién

con una representacion gréfica.

Ademas, en los problemas Farolas y Albergues, el nivel de éxito fue mayor en
los estudiantes para maestro que usaban dos procedimientos (division y procedimiento
alternativo) o una division. Sin embargo, en el problema Pasteles los estudiantes para
maestro tuvieron mas éxito cuando aplicaron procedimientos alternativos. Luego parece
ser, que ante las dificultades en la realizacion de una division de un entero entre una
fraccion, los estudiantes para maestro utilizan otros procedimientos alternativos (en su
mayoria, la modelizacion agrupamiento basada en una representacion grafica). Las
dificultades de la division de un entero entre una division son debidas a la dificultad de
identificar cudl es la unidad de medida (lzsék et al., 2012; Rosli et al., 2011). Es decir,
en el problema de este estudio Pasteles, se tenia que realizar la division 4 entre 3/5 que
son 20/3, para responder a cuantos nifios se puede dar pastel y cuanto sobra. La fraccion
resultante 20/3 (cociente 6 y resto 2) significa que se puede dar a 6 nifios y los 2 trozos
gue sobran son quintos de un pastel pues cada pastel se ha dividido en quintos. También
podria interpretarse que sobra 2/3 de 3/5 de un pastel, que equivale a 2/5 de un pastel.
Muchos estudiantes para maestro no relacionaban los 2 trozos que sobraban con el todo

o decian que sobraba 2/3 del pastel sin identificar correctamente la unidad de medida.
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En relacion a los errores cometidos por los estudiantes para maestro, los mas
comunes en la resolucion de los problemas de divisidn-medida con enteros son los datos
mal usados y la interpretacion incorrecta de los términos de una operacion. EI primero
fue mas comun el problema Albergue por el uso del dato superfluo que habia en el
problema; el segundo fue comun en ambos problemas ante las dificultades de asumir
que el resto de una operacion no debe considerarse en el resultado final. En la
resolucion del problema Pasteles con la division de un entero entre una fraccién, los
errores mas comunes fueron los datos mal usados y error de precision en la respuesta. El
primero se dio cuando los estudiantes para maestro no utilizaban algun dato necesario o
no interpretaban correctamente los datos del problema. Por ejemplo, las dificultades con
la identificacién de la unidad de medida. El segundo se dio cuando los estudiantes para
maestro no expresaban el resultado en términos matematicos, por ejemplo no expresaba
en fraccion la respuesta a la segunda pregunta del problema pasteles diciendo “2

trozos”.

5.2. EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DE CONTENIDO
MATEMATICO DE LOS ESTUDIANTES PARA MAESTRO EN LA
TAREA PROFESIONAL DE INTERPRETAR

En este punto, se muestra en primer lugar los resultados obtenidos de la relacion
que hay entre la correccién en la resolucion de los problemas de los estudiantes para
maestro y su interpretacion de las respuestas de los estudiantes. En segundo lugar se
muestran las caracteristicas obtenidas a través de los resultados (perfiles) de como los
estudiantes para maestro interpretan las respuestas de estudiantes de Educacion Primaria

a problemas de division-medida.

5.2.1. Relacion entre la correccion en la resolucion de los problemas y la
interpretacion dada a las respuestas de los estudiantes de Educacion

Primaria

La mayoria de los estudiantes para maestro que habia resuelto correctamente los
problemas Farolas y Albergue, puntud con un 1 las respuestas de los estudiantes de

primaria basados en una division con interpretacidn correcta del resto, sin embargo, solo
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aproximadamente la mitad de ellos, puntué con un 1 las respuestas basadas en un
procedimiento alternativo correcto. En las justificaciones que dieron los estudiantes para
maestro a las puntuaciones de 0 y 0.5 en las respuestas basadas en un procedimiento
alternativo correcto, algunos indicaron que el procedimiento empleado no era adecuado
para un alumno de 6° curso. Otros expresaron que el procedimiento era poco claro o que
no era suficientemente comprensible, lo que denota falta de conocimiento relativo a los
procesos de construccion del conocimiento matematico, que forma parte del
conocimiento especializado de contenido matematico. Sin embargo, estos estudiantes
para maestro si puntuaron con un 1 la respuesta alternativa correcta del problema
Pasteles, quizas porque ellos también utilizaron esa misma estrategia (modelizacion —
representacion grafica) en la resolucion de este problema, ante la dificultad de la

divisién de un entero entre una fraccion.

Por otra parte, algunos estudiantes para maestro que habia resuelto
correctamente los problemas no identificaron los errores cometidos por los estudiantes
de Educacion Primaria cuando la solucion era correcta. Esto se pone de manifiesto
cuando punttan con un 1 la respuesta A de Farolas (procedimiento alternativo con un
error procedimental) y cuando puntGan con un 1 la respuesta B de Pastales (division
con un error procedimental y otro conceptual). EI hecho de que los estudiantes para
maestro que han resuelto bien los problemas no hayan sido capaces de advertir los
errores que contienen las distintas respuestas dadas por los alumnos de primaria a los
tres problemas pone de manifiesto que saber resolver correctamente un problema
(conocimiento comun de matematicas) no es suficiente para poder interpretar
adecuadamente las respuestas de los alumnos (conocimiento especializado de
matematicas), pues es preciso conocer no solo distintos procedimientos de resolucion
sino también identificar los errores que cometen los alumnos (Tirosh, 2000). Otra
posible interpretacion es que los estudiantes para maestro pudieron considerar suficiente
revisar el resultado debido a la creencia de que “en la resolucién de un problema el
resultado es mas importante que el proceso” (Callejo y Vila, 2009). Esta segunda
interpretacion pone de manifiesto el papel que pueden jugar las creencias sobre la
resolucion de problemas en el proceso de interpretar y valorar las respuestas dadas por

alumnos de Educacion Primaria.
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Se observa que los estudiantes para maestro tienen mayor tendencia a puntuar
con 1 las respuestas del problema Farolas basadas en procedimientos alternativos con
error, que las respuestas basadas en una divisiébn con error. Parece ser que estos
estudiantes para maestro penalizaron mas un error en la division que un error en
procedimientos alternativos. Una posible interpretacion de este hecho viene dada por
una de las caracteristicas del problema Farolas del cuestionario: la respuesta basada en
un procedimiento alternativo con un error tenia un resultado correcto (problema
Farolas) mientras que la respuesta basada en una division con error tenia un resultado
incorrecto. Por tanto, puede ser que los estudiantes para maestro valoraran mas la
correccion del resultado que el procedimiento utilizado. En relacion al problema
Albergue, los estudiantes para maestro penalizaron mas la division con error que la
alternativa. En este caso, posiblemente esto pueda ser debido a que las respuestas
divisién con error del cuestionario, presentaban error en la propia division mientras que
en la respuesta alternativa con error, se trataba de un error de conteo que podia pasar
desapercibido. Algunos estudiantes para maestro penalizaron menos este error en el
conteo subrayando que el procedimiento utilizado era correcto. En el problema Pasteles,
se invierte la tendencia presentada por los estudiantes para maestro en el problema
Farolas y Albergue. En el problema Pasteles los estudiantes para maestro puntian mas
la divisidn con error que la alternativa con error. Posiblemente, esto sea debido a que la
respuesta division con error, presenta un resultado correcto y el error es conceptual, lo
que nos indica que estos estudiantes para maestro tienen un conocimiento de contenido

especializado limitado.

Por otra parte, cabe sefialar que algunos estudiantes para maestro que resolvieron
regular o de forma incorrecta los problemas fueron capaces de identificar las respuestas
de los alumnos de Educacién Primaria como correctas (al igual que los estudiantes para
maestro que habian resuelto el problema correctamente, puntuaron en menor medida
con un 1 los procedimientos alternativos correctos). Estos resultados podrian explicarse
por las caracteristicas del Cuestionario 2, en el que se presentaban al mismo tiempo
varias respuestas de alumnos de primaria con diferentes caracteristicas, hecho que
parece que ayudd a algunos estudiantes para maestro a identificar las respuestas
correctas a los problemas, incluso sin haber respondido de manera correcta en el

cuestionario 1. También ponen de manifiesto nuevamente que los procedimientos de la
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division son méas aceptados por los estudiantes para maestro que los alternativos, en los
problemas Farolas y Albergue, exceptuando el alternativo de modelizacién con

representacion gréafica, en el problema Pasteles.

La asimetria que se ha puesto de manifiesto entre los papeles de resolutor y de
evaluador del proceso de resolucion también fue constatada por Verschaffel et al.
(1997). Estos autores usaron el problema “450 soldados deben ser trasladados a su
lugar de entrenamiento. Cada autobls del ejército tiene capacidad para 36 soldados,
jcuantos autobuses son necesarios?”, y obtuvieron que el 86.2% de los estudiantes
para maestro que habian dado un resultado incorrecto (cociente de la division)
reconocieron y puntuaron la respuesta con resultado correcto (cociente de la division
méas una unidad) de manera adecuada. De la misma manera Magiera et al. (2013)
encontraron que el conocimiento que los estudiantes para profesor ponian de manifiesto
sobre las relaciones algebraicas cuando resolvian problemas, no estaba relacionado con
su habilidad para reconocer algunas caracteristicas del pensamiento algebraico que
mostraban las respuestas escritas de los estudiantes. Esta investigacion revelaba que los
estudiantes para profesor reconocian algunas caracteristicas del pensamiento algebraico
en mayor medida que otras y sus autores sugieren que esto puede ser debido a que los
estudiantes para profesor, en tareas de reconocer las caracteristicas del pensamiento
algebraico en las respuestas escritas de los estudiantes, se apoyaban en aquello que fue

enfatizado durante el curso de formacion y no en su propio conocimiento.

La asimetria identificada en nuestra investigacion y de los autores citados puede
interpretarse por el hecho de que el conocimiento necesario para resolver un problemay
el conocimiento para interpretar las respuestas de los alumnos de Primaria son
diferentes (Ball et al., 2008), aunque estén relacionados. Para resolver los problemas de
primaria, los estudiantes para maestro pueden hacer uso del conocimiento comun de
contenido matematico, pero para interpretar la respuesta de los estudiantes interviene
también el conocimiento especializado de contenido matematico que forma parte del
contenido del curso de formacion. Proponer a los estudiantes para maestro realizar
parejas de tareas del tipo resolucion-interpretacion de las respuestas puede ayudarles a
profundizar en el conocimiento especializado de matematicas, en particular, relacionado
con los problemas de divisién-medida con resto y de division-medida con fracciones.

Este tipo de tarea puede permitir a los estudiantes para maestro a reconocer los diversos
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procedimientos de resolucion que emplean los alumnos de Primaria y cdmo éstos van
evolucionado desde los mas primitivos como la modelizacion, el conteo o las sumas y
restas repetidas, etc., a otros mas sofisticados como la division (Downton, 2009) y a
reconocer, por ejemplo, los errores que cometen en la interpretacion del resto en el

contexto de la situacion planteada en el problema.

5.2.2. Caracteristicas de como los estudiantes para maestro interpretan las
respuestas de estudiantes de Educacion Primaria a problemas de division-

medida

El estudio de los perfiles de comportamiento de los estudiantes para maestro
sobre la puntuacion de las diferentes respuestas a los problemas Farolas, Albergue y
Pasteles y el posterior analisis de la justificacion dada junto con el analisis de casos, ha
permitido identificar tres maneras diferentes de como los estudiantes para maestro
interpretan las respuestas de los estudiantes de Educacion Primaria a problemas de
division-medida con resto. Estas tres maneras de interpretar vienen determinadas por
dos caracteristicas: la valoracion por igual o no de los dos procedimientos, division y
alternativos, y la valoracion del resultado y/o proceso. Esta ultima caracteristica esta
relacionada con la capacidad de identificar los errores procedimentales y conceptuales

que aparecian en las respuestas de los alumnos de Educacién Primaria.

La primera manera de interpretar (perfil 1) se centra en valorar mas un resultado
correcto (en respuestas con errores conceptuales y procedimentales) que el proceso y en
valorar por igual el uso de distintos procedimientos: division y alternativos. EI hecho de
valorar mas un resultado correcto que el proceso se observa cuando en el problema
Farolas puntda con un 1 la respuesta basada en un procedimiento alternativo con un
error en el proceso y respuesta correcta y con un 1 la respuesta C de Pasteles centrada
en una division con dos errores que se compensaban dando una respuesta correcta. Por
otro lado, este grupo de estudiantes para maestro puntda con un 1 tanto el procedimiento

alternativo como el de la division.

La segunda manera de interpretar (perfil 2) se centra en valorar mas el
procedimiento de la divisién que los procedimientos alternativos en problemas con

numeros naturales. Sin embargo en el problema de un entero entre una fraccion se
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valoran maés los procedimientos alternativos. Este grupo de estudiantes para maestro
penaliz6 el uso de procedimientos alternativos a la division en los problemas de
division-medida con numeros naturales. Sin embargo, este grupo de estudiantes
presenta diferencias en funcion de cémo valoraron los resultados/procesos correctos.
Asi, algunos de ellos valoraron més los resultados correctos (sin identificar los errores).
Otros valoraron el procedimiento alternativo basado en sumas repetidas y se centraron
mas en que el proceso fuera correcto que en tener un resultado correcto identificando
algunos errores procedimentales y conceptuales. Un tercer grupo también valord el
procedimiento alternativo basado en sumas repetidas y valord el hecho de utilizar un
procedimiento correcto (independientemente de si el resultado era correcto o no). Este

grupo de estudiantes tampoco identifican los errores procedimentales ni conceptuales.

La tercera manera de interpretar (perfil 3) se centra en valorar por igual el uso de
procedimientos basados en una division y los alternativos y en valorar los
procedimientos correctos independientemente de que el resultado sea correcto o
incorrecto ya que son capaces de identificar los errores procedimentales y conceptuales
de las respuestas. Dentro de este grupo de estudiantes, hay un subgrupo que aunque
valor¢ el proceso (el procedimiento) y no el resultado, no identifico los errores en las

respuestas de los estudiantes de Educacion Primaria.

De estas tres maneras de interpretar, los resultados nos muestran que aquellos
estudiantes para maestro que valoraron mas los procedimientos basados en una division
que los alternativos justificaron su valoracion de dos maneras diferentes: (i) la estrategia
utilizada no era la mas competente para un nifio de 6° de Educacion Primaria o (ii) por
la falta de justificacién. Los primeros identificaron el procedimiento correcto pero
valoraron el hecho de que existen estrategias més eficientes basadas en los hechos
numéricos como es la division. Esto es parte del conocimiento especializado del
contenido matematico. En los segundos se infiere que no identificaron el procedimiento

utilizado por el alumno de Educacion Primaria.

Aquellos estudiantes para maestro que valoraron mas un resultado correcto que
un procedimiento correcto no identificaron los errores conceptuales y procedimentales
de las respuestas de los alumnos de Educacion Primaria. La identificacion de errores

también es parte del conocimiento especializado de contenido matematico.
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Estos resultados ponen de manifiesto la necesidad de que el estudiante para
maestro identifique los elementos matematicos importantes en los problemas de
division-medida con resto y con ndmeros enteros. En este caso es importante que
identifiquen el significado del resto (afiadir una unidad mas al cociente) y el significado
de la division-medida. En el problema de division-medida con fracciones se afiade la
problematica de la interpretacion de resto en relacion a la identificacion de cual es la
unidad de medida. Si los estudiantes para maestro no son capaces de identificar el tipo
de problema y sus elementos tendrén dificultades en la interpretacion de las respuestas
de estudiantes de Educacion Primaria donde estén implicados diferentes procedimientos
y diferentes errores procedimentales y conceptuales. Este es el caso de los estudiantes
para maestro que no fueron capaces de identificar los errores o que no fueron capaces de

identificar el procedimiento alternativo usado por el estudiante de Educacion Primaria.

Nuestros resultados subrayan la importancia de la relacion entre las destrezas de
identificar elementos matematicos importantes e interpretar el pensamiento matematicos
de los estudiantes para el desarrollo de la competencia docente mirar de manera
profesional el pensamiento matematico de los estudiantes. Es decir, es necesario que los
estudiantes para maestro identifiquen los elementos matematicos importantes de los
problemas para poder interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes
identificando distintos procedimientos de resolucion o errores conceptuales (Callejo y
Zapatera, 2016; Llinares et al., 2016; Magiera et al., 2013; Sanchez-Matamoros et al.,
2015; Schack et al., 2013; Son, 2013). Nuestros resultados apoyan estos estudios
anteriores y aportan caracteristicas para el dominio particular de las estructuras

multiplicativas, y en particular, para los problemas de divisidn-medida con resto.

5.3. IMPLICACIONES PARA LA FORMACION DE MAESTROS Y FUTURAS
INVESTIGACIONES

En lo que se refiere al conocimiento de matematicas del maestro, y teniendo en
cuenta los resultados obtenidos, nuestra investigacion pone de relieve que, aunque los
estudiantes para maestro tuvieron entre un 50% y un 75% de éxito en la resolucion de
los problemas, estos no fueron capaces de interpretar, en igual proporcion, las

respuestas de alumnos de primaria a esos mismos problemas (conocimiento
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especializado de contenido matematico). Estos resultados subrayan la necesidad de
desarrollar la competencia necesaria para que los maestros puedan identificar los
distintos procedimientos de resolucion de problemas de estructura multiplicativa e
interpretarlos en el marco del curriculum de primaria. Para ello se debe tener en cuenta
el grado de comprension que tienen los alumnos del significado de la division, el
razonamiento multiplicativo y el nivel de dominio del algoritmo de esta operacion

(Downton, 2009; Li y Silver, 2000), asi como de los principales errores que cometen.

Las tareas para los estudiantes para maestro formadas por la dupla resolver-
interpretar respuestas permiten conectar distintos dominios de conocimientos necesarios
para la ensefianza al proponer la realizacion de una tarea profesional para el maestro
como es interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes. La realizacion de este
tipo de tareas implica conocer las matematicas y las teorias del aprendizaje y
construccion del conocimiento matematico, ya que en su resolucion se utilizan
conocimientos de didactica de la matematica sobre el aprendizaje matematico para
diagnosticar y proponer justificaciones y procesos de intervencion. Luego el propio
proceso de resolucion de la segunda tarea puede producir conocimiento en la medida en
que los estudiantes para maestro pueden identificar respuestas correctas que ellos
mismos no han elaborado y, en algunos casos, a pesar incluso de no haber sabido
resolver correctamente los problemas propuestos. Este proceso de construccion del
conocimiento profesional estd vinculado a la forma en la que se presenta a los
estudiantes para maestro el conocimiento cientifico de Didactica de la Matematica que

es pertinente para estas situaciones.

Si la tarea de analisis e interpretacion del pensamiento matematico de los
estudiantes se propone cuando los estudiantes para maestro aun no han recibido
formacion especifica acerca de los problemas de estructura multiplicativa, como se hizo
en esta investigacion, la forma en que los estudiantes para maestro responden a la
misma proporciona informacion al formador sobre las referencias iniciales de estos
estudiantes acerca de este tipo de problemas, lo que le ayudard a adecuar el
conocimiento de Didactica de la Matematica, que en el programa de formacién se
convierte en objeto de aprendizaje. Ademas, sirve de punto de reflexion inicial para los

estudiantes para maestro.
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En el caso de que los estudiantes para maestro hayan recibido formacion
especifica, estas tareas permiten desarrollar la competencia mirar de una manera
profesional (professional noticing) el pensamiento matematico de los estudiantes en la
medida en que los estudiantes para maestro ejerciten las destrezas de (a) identificar las
estrategias usadas por los alumnos, (b) interpretar la comprension matematica que
ponen de manifiesto y (c) tomar decisiones relativas a la ensefianza teniendo en cuenta
dicha comprension (Jacobs et al., 2010) al integrar el uso de un conocimiento especifico
en la realizacion de tareas profesionales como es el interpretar el pensamiento

matematico de los estudiantes de Educacién Primaria.

Nuestro trabajo se ha centrado no solo en el analisis de los procedimientos de
resolucion de problemas de divisién-medida empleados por los futuros maestros, como
han hecho otros trabajos, sino también en la forma en que interpretan respuestas de
alumnos de primaria que emplean distintos procedimientos. Los resultados obtenidos
ofrecen a los formadores unas referencias iniciales acerca de los conocimientos de los
estudiantes para maestro sobre problemas de divisién-medida y el uso que hacen de
estos conocimientos en una de las tareas profesionales que deberan realizar en su

profesion: ser capaz de interpretar las respuestas de los alumnos.

Nuestra investigacion se ha centrado en un aspecto especifico de las estructuras
multiplicativas, los problemas de division-medida. Estas estructuras abarcan distintos
tipos de razonamientos (cuantitativo, multiplicativo, proporcional y con ndmeros
racionales) y diversos conceptos (fracciones, decimales, razon, proporcion vy
porcentajes). Diversas investigaciones han profundizado en la problematica de su
ensefianza y en la necesidad de interrelacionar estos conocimientos, y han formulado
recomendaciones para la formacién de profesores (Sowder et al., 1998) en la linea del
conocimiento de contenido pedagdgico de Shulman (1986) que propone “incorporar los

aspectos del contenido que guardan mas relacion con su ensefianza” (p. 9).

Por ultimo, cabe sefialar que las tendencias en las puntuaciones dadas por los
estudiantes para maestro pueden indicar que en la interpretacion de los procedimientos y
las respuestas de los estudiantes interviene el conocimiento del profesor y sus creencias
sobre la resolucion de problemas. Aunque no tenemos evidencias de que las creencias

de los estudiantes para maestro estan en el origen de su forma de valorar las respuestas
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de los estudiantes, los trabajos sobre creencias de futuros maestros (Cos y Valls, 2006;
Llinares, 2002) ofrecen buenas razones para apoyar nuestra interpretacion y poder
asumir que las creencias sobre los procedimientos que se deben emplear en la
resolucion de problemas de divisién-medida han podido jugar un papel importante en la
valoracion e interpretacion de las respuestas de los alumnos de primaria por parte de los

estudiantes para maestro. Este aspecto deberia ser investigado en futuros trabajos.
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CUESTIONARIO |

Nombre:

Fecha: Edad:

Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)

| Mayores de 25

1 Ciclos formativos FP
Indicar CUll: ... ..o e
Indica si hiciste alguna asignatura de matematicas en el Ciclo Formativo:
"I Selectividad
OtrOS: et
Bachillerato: ] Ciencias de la Naturaleza y de la Salud
"] Humanidades y Ciencias Sociales
] Ciencias y Tecnologia
] Artes
"1 BUP Ciencias
'] BUP Letras
1 COU

Indica si hiciste alguna asignatura de matemadticas en Bachillerato y en qué curso:

Instrucciones

| Parte
o El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema est4 en una hoja
diferente.
o Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta aunque no estés

seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido
Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compaiiero/a

Puedes usar la calculadora

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidi6 pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pintaron de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y
asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cudntos
colores diferentes necesitod?
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Albergue

103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20
asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ;cudntas mesas ocuparan?
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Pasteles
Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

e /A cuantos nifos puedo dar?
e ;Qué me sobra?
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CUESTIONARIO 11

Nombre:

Fecha:

Il Parte

Este cuestionario contiene los 4 problemas que resolviste hace unos dias.
Te presentamos cuatro soluciones diferentes de cada problema dadas por alumnos de 6°

de Primaria.

Califica cada una de estas soluciones con 1 punto, 0.5 puntos 6 0 puntos y escribe la

puntuacion en el recuadro de la derecha de cada solucién:

e Cuando creas que una solucion es totalmente correcta, calificala con un punto (1
punto).

e Si piensas que la solucion es totalmente incorrecta, calificala con cero puntos (0
puntos).

e Califica con medio punto (0.5 puntos.) la solucién que consideres parcialmente
correcta.

Una misma puntuacion la puedes utilizar cuantas veces creas necesario, en cualquier

problema.

MUY IMPORTANTE

e En el recuadro “Justificacion” debes escribir la explicacion o comentario de tu
calificacion.

¢ Sino calificas alguna solucién de algun problema indica la razon.

e Sino entiendes alguna solucion, indicalo.
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pintaron de rojo, las tres siguientes de verde, las
tres siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos

colores diferentes necesitd?

A Puntos A
1 2 3 Rojo
4 5 6 Verde
7 8 9 Azul
10 11 12
13 14 15 .
16 17 18 Necesito 12 colores
19 20 21
21 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35

B Puntos B

35 | 3

05 11
2

Se necesitan 11 colores

Justificacion A

Justificacion B

C Puntos C

35| 3

05 11
2

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color.

Solucién: Necesita 12 colores

D Puntos D

3 farolas 1 color

15 farolas 5 colores
30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificacion C

Justificacion D
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

A Puntos A B Puntos B
20
103| 20 t 2p
00 5 40
T 20
5x15km =75 T
20
+ 20
20
Ocupan 5 mesas i-DD Ocupan 6 mesas
t 3
103
Justificacion A Justificacion B
C Puntos C D Puntos D
103 —» “Estudiantes” 103[ 20
- 20 03 5
_ 083
20 5+1=6
63
20 Necesitan 5 mesas Son 6 mesas
43
20
03

Justificacion C

Justificacion D




Anexo

Maximina Marquez Torres

Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

e ¢A cudntos nifios puedo dar?
o (Qué me sobra?

A Puntos A

e
e
e
o R

Le puedo dar a 6 nifilos y me sobran 3 trozos

B Puntos B
4+§= 4x5 :E

5 3 3

20| 3

2 6

Puedes dar a 6 nifios y sobran 2

Justificacion A

Justificacion B

C Puntos C
3.4_20
5 1 3
20| 3
2 6

Les doy a 6 nifios y me sobran %de pastel

D Puntos D

Les puedo dar a 6 nifios y me sobran % de

pastel

Justificacion C

Justificacion D




VARIABLES PARA EL CLUSTER




Anexo Maximina Marquez Torres

DATOS DE LAS VARIABLES

Los datos del cuestionario 2 fueron codificados en variables meidante letras y
numeros. La variable “estudiante” se identificd con la letra “E” y se le asigné un
namero del 1 al 84, por ejemplo, “E1” indica que es el estudiante 1. La variable
problema se le asigno la inicial del nombre del problema, por ejemplo, la letra “F”
problema Farolas. A cada letra de los problemas se le asignaron 12 variables. Cada una
de estas 12 variables estd formada por la inicial de cada problema, la letra de una de las
opciones de las respuestas, A, B, Cy Cy, por ultimo, de uno de los nimeros 1, 2 0 3,
dependiendo de las puntuaciones asignadas por los estudiantes para maestro. Si
valoraba la respuesta con 1 punto, se le asignaba el niumero 1; si valoraba la respuesta
con 0’5 puntos, se le asignaba el nimero 2 y por ultimo, si el estudiante valoraba con 0
puntos la respuesta se le asignaba el nimero 3 a la variable. Por ejemplo, “FAL1”, indica
que la opcién A del problema Farolas ha sido puntuada por el estudiante maestro con
un 1. A cada estudiante le corresponde una n-tupla compuesta por 36 componentes de

Ceros y unos.



Maximina Marquez Torres

Anexo

CIFC2FC3FDIFD2FD3AALIAAZ AA3 AB1AB2 AB3 ACT AC2 AC3ADIAD2 AD3 PA1 PA2 PA3 PB1 PB2PB3PCIPC2PC3 PD1 PD2 PD3
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Maximina Marguez Torres

Anexo

FAL FA2 FASFBLFB2FB3FCIFC2ZFCIFDIFD2FD3IAATAAZAAI ABLABL AB3 ACT AC2 ACZADIADZ AD3 PALPA2 PA3 PBL PB2PB3PCLPC2PC3 PDL PD2 PD3
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ESTUDIO DE CASOS: PERFIL 1




Nombre: M ARTA By SAMPERRD

Fecha: {%- {1-09 Edad: {Z cjics

Acceso a la Universidad (marca la opcién correspondiente)

O Mayores de 25 O Ciclos formativos FP K| Selectividad
KBOEE s s wocomininis s » 2 6 5bib s & 4 8 wbibBITEA §§ 5 & 5005 5L H
Bachillerato: O Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

X Humanidades y Ciencias Sociales ( Hatemati cas \/’) [
O Ciencias y Tecnologia

O Artes

Instrucciones
I Parte

7!

e  El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema esta en
una hoja diferente.

e  Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta

aunque no estés seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido

Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafiero/a

Puedes usar la calculadora

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi
sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cuantos
colores diferentes necesitd?
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20
asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ;cuantas mesas ocuparan?

- 403 exdudicily.
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
e /A cuantos nifios puedo dar?

e ;Qué me sobra?

e )/ 3
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Farolas

Para celebrar el guinfo centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las fres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores
diferentes necesité?

A Puntos A B Puntos B
1 2 3 Rojo A " 3 O
4 5 6 Verde 82 Ill—_
7 8 9 Azul
10 11 12 2
13 14 15 . )
16 17 18 Necesito 12 colores Se necesitan 11 colores
19 20 21
21 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35
Justificacién A Justificacion B
- Madionte  este preeo de - & oste ane €L r\&-i‘b/({}déﬁrb Il
o~ Al e o) o Gu Yeld e e N NPT AP o
lth‘LL\LLL-l’ & ',\mo >k,»‘L‘k’ -'jtu( koo st |, l/(,k Cf'wg.(&" /SL;( %
de v samania aumidQ - foled @ FQLDJ o los coboe Fere
v RS CuR Ea UG 95 4 4 I S 4
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J/{)IY\C\ L/\/t\j Al )\eJC—‘LoLL'\Q'( . I o 2\[0 C{b) Se (:( C’L(‘é‘f C"f('di‘ﬁ’“
4 N L 7/
wn (o
C Puntos C D Puntos D
( -
3 SRS)
32 IT o 2 3 farolas 1 color
e 15 farolas 5 colores
30 farolas 10 colores
Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El 33 farolas 11 colores
cociente es la cantidad de colores. Esto me da 36 farolas 12 colores
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color. Son 12 colores

Solucion: Necesita 12 colores

Justificacion C Justificacion D
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

A Puntos A B Puntos B
Cﬁ 20 /i-
103] 20 T 20
00 5 ;
¥ tig
5x 15km =75 :‘gb——
20
+ &0
S
Ocupan 5 mesas _;SO_ Ocupan 6 mesas -
T3
103
Justificacion A _ Justificacion B ;
— (node &4 nao ,-tauac L/J _ Ve qul e Lot anos
dpsd m“ﬂ\a CW)?@ (',\ ‘%fp hoy Gun aditiones | fgi /W @'j
ol el di S do awla & gue SOOI
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103 —>» “Estudiantes” C/‘—D 103 [l ,&
20 03
_ 083
20 5+1=6
_ 63
20 Necesitan 5 mesas Son 6 mesas
43
20
03
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Pasteles
Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
* (A cuantos nifios puedo dar?
* ¢Que me sobra?
A . (,wbt C;,W‘ Pur:tos A|B Puntos B
o C'l"* OS5 i
(sl ¢ e - 3 4x5 20
. ﬁ/\ 4 -_——_——= = —
5 i g — 5 3 3
NN RN B .
R 200 2
6

Le puedo dar a 6 niiios y me sobran 3 trozos

Puedes dar a 6 niiios y sobran 3

Justificacion A i
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C Puntos C
A
3,4_2
20|
2 6

Les doy a 6 nifios y me sobran % de pastel

D Puntos D

A

2
Les puedo dar a 6 nifios y me sobran 5 de

pastel

Justificacion C
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ESTUDIO DE CASOS: PERFIL 2




Nombre: _ M Sl udh fyauocey  Ueidux
Fecha: |3) {4 |CY Edad: |4,

Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)

O Mayores de 25 O Ciclos formativos FP ')Z Selectividad
CHEOE sumau rsnssnsnes : iipmssausemns suspesmsss seassams
Bachillerato: O Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

. .. . . Aovoa Sicen
MHumamdades y Ciencias Sociales o Reuns -

0 Ciencias y Tecnologia

0O Artes

Instrucciones
I Parte

e  El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema esta en
una hoja diferente.

e  Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta

aunque no estés seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido

Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafiero/a

Puedes usar la calculadora

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara




Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidio pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi
sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cuantos
colores diferentes necesito?
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Farolas

f

e 4—
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Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las fres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores

diferentes necesité?

A Puntos A
1 2 3 Rojo é’RES'
4 5 6 Verde &
7 8 9 Azul
10 11 12
13 14 15
16 17 18 Necesito 12 colores
19 20 21
21 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35

B Puntos B
35 l 3 O
05 11
2

Se necesitan 11 colores

Justificacion A \
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Justificacion B
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¢ PuntosC | D —
(3)2 ll?_ /' 3 farolas 1 color (Ove
2 15 farolas 5 colores

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color.

Solucién: Necesita 12 colores

30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificaciéon C
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Albergue
103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20

asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ;cudntas mesas ocuparan?
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

A

Puntos A

0

B

Puntos B
; 20 & P

103 20
0

0 5

5x 15km =75

Ocupan 5 mesas

20

40

" 20

60

20

&0
20 Ocupan 6 mesas -
100
T3

103

Justificacion A

Justificacion B
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Puntos C

O

—» “Estudiantes”

_ 103

20
__ 083
20
63

20 Necesitan 5 mesas

03

D Puntos D
03 5
5+1=6

Son 6 mesas

Justificacion C
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
® /A cuantos nifios puedo dar?
e /Qué me sobra?
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>
Pasteles
Tengo cuairo pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
* (A cuantos nifios puedo dar? 4
*  (Qué me sobra?
A Puntos A | B Puntos B
= ) 5 3 3
N o A
\ AL 200 7
6

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos

Puedes dar a 6 nifios y sobran %

Justificacion A

Justificaciéon B

S o En ‘i’u{-;@(:f@c&c:\ xac‘/\ A pon ave Y PO“'W s
ope SChoveas. % oS ey boens, LC-\ solucioa
€enH ncote Su=S
C PunosCc | D Puntos D
3 4 20 A A
571 3 1 TR AT
2 6

Les doy a 6 nifios y me sobran % de pastel
5

Les puedo dar a 6 nifios y me sobran % de

pastel

Justificacion C
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Nombre: /Vta v e Nazacet Hena rejeos Quesada
Fecha: {7 - {4~ 09 Edad: 4K

Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)

O Mayores de 25 O Ciclos formativos FP M Selectividad
OHEOSE .eomonceor « = omceinminirn 618 § 3 GBS § § S0 s i aEEA S
Bachillerato: ® Ciencias de la Naturaleza y de la Salud = Malemalicas S [ ¢ e -

0 Humanidades y Ciencias Sociales
O Ciencias y Tecnologia

O Artes

Instrucciones
I Parte

El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema est4 en
una hoja diferente.

Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta
aunque no estés seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido
Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafiero/a

Puedes usar la calculadora

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidio pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi

sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, jcuantos
colores diferentes necesito?
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20

asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ;cuantas mesas ocuparan?
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Pasteles
Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

e ;A cuantos nifios puedo dar?
e ;Qué me sobra?
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ccudntos colores

diferentes necesité?

;u’é"{’ o,

A Puntos A B Puntos B
{
] 2 3 Rojo &5 3 O
4 5 6 Verde 82 %‘1‘——
7 8 9 Azul
10 11 12 2
13 14 15 - .
16 17 18 Necesito 12 colores Se necesitan 11 colores
o 20 (@D
7 2 23
24 25 26 '
27 28 29
30 31 32
33 34 35
Justificacion A Justificacién B
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C Puntos C D Puntos D
3 1 oS
(3)2 L~ 3 farolas 1 color
3 1 15 farolas 5 colores
30 farolas 10 colores
Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El 33 farolas 11 colores
cociente es la cantidad de colores. Esto me da 36 farolas 12 colores
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color. Son 12 colores
Solucion: Necesita 12 colores
Justificacion C Justificacion D
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Albergue

103 estudianfes estan en un cibergue. LoS

van completando les mesas sin dejar asienios libres

mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
. ¢cudntas mesas ocupardn?

A Puntos A B Puntos B
o 20 4
103| 20 t 20
00 5 a0
T 20
5x 15km =175 :—6?—
20
+ 80
20
Ocupan 5 mesas 42U Ocupan 6 mesas’
100
T3
103
Justificacién A V Justificacion B
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Pasteles

¢A cuantos nifios puedo dar?

e <(Qué me sobra?

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

A Puntos A B Puntos B
0 (s C} .
4x5 20
42 = =2
. - 3 3
N % VNN .
N\ 2003
2 6
Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos 0
Puedes dar a 6 nifios y sobran —
Justificacién A Justificacién B
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Les doy a 6 nifios y me sobran — de pastel 3
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Nombre: P AN EL
Fecha: /7 - A0U-0Q Edad: 2|

‘Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)

O Mayores de 25 K Ciclos formativos FP O Selectividad

Otros: @g\k(b"‘i\ (

Bachillerato: O Ciencias de la Naturaleza y de la Salud P P = Cow
[0 Humanidades y Ciencias Sociales : U

OCWLA}—, 7/@ ’l_[
O Ciencias y Tecnologia

O Artes

-

Hcﬁ?‘ [Toe &' a (1

Instrucciones
I Parte

e  El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema est en
una hoja diferente.

®  Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta

aunque no estés seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido

Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafiero/a

Puedes usar la calculadora

S1 tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pinto de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi
sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cudntos
colores diferentes necesito?
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Farolas

L ——p— senTenanio de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores la.ﬂ

farsle= de & oille grimcpel. Los fres primeras las pintd de rojo, las fres 'siguientes de verde, las tres

=guemies de ez ¥ esi sucesivamente, sin repetir colores Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores

dfererres meces -3

A Puntos A

A

SR TR B

(et

=t

"R W

Necesit6 12 colores

i

B Puntos B
A .~
05 11
2

Se necesitan 11 colores

21 22 23
24 23 26 :
27 28 29
30 31 32
33 34 35
Justlhcacmn A Justificacion B
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C Puntos C D Puntos D
3 A °3S
35] 3 farolas 1 color
0; 11 15 farolas 5 colores

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. E]
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color.

Solucién: Necesita 12 colores

30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificacién C
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Albergue
103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20

asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ;cuantas mesas ocuparan?

Poeto qure codor wayar Hene 20 ,CL*;‘“Q““!‘}ME’ 4 Terecno
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Albergue

%

103 estudiantes estdn en un alber

van completando las mesas sin deja
A

gue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. si
r asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

S

Puntos A

103 20

B
20

00 5

5x 15km =175

Ocupan 5 mesas

t 20

40

T 20
¥ g

00
3

103

1
+

Ocupan 6 mesas -

Puntos B

4

Justificacién A
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_ 083
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5
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5+1=6

Son 6 mesas
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Pasteles
Tengo cu=wo pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

* [ A cusntos nifios puedo dar?
e ;Qu< me sobra?

L ocoateley,
Terp gut haerlay ew qordoues widn pegueias (en quintoy) 9
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.
e (A cuantos nifios puedo dar?
o (Qué me sobra?

A Puntos A B

A

4 3 _ 4x5 _ 20
- — 3 3
‘§\_ % R .. x‘\: -i} 'Av/yz}/: -
NN R B 2013
" Ao s N o - '~»; et - x et -,, - 2 6

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos 2
Puedes dar a 6 nifos y sobran s

Puntos B

s

Justificacién A Justificacion B

Donses ve Ao ¢ vesp
Lol cogeel

S o ;‘\lgf:g‘,galf 2,

Ve Ledo &
SE %\f@x;g G ESAAA
1Y

C Puntos C D
4.
3.4_20
51 3
20l 3
2 6

Les doy a 6 nifios y me sobran & de pastel
5 pastel

Puntos D

1

2
Les puedo dar a 6 nifios y me sobran z de

Justificacién C Justificacion D

- %
i A
O
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ESTUDIO DE CASOS: PERFIL 3




)

Nombre:  Sacona Qg tana  Nouwded.ans

Fecha: \2- A4-09 Edad: A&

Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)

O Mayores de 25 O Ciclos formativos FP X Selectividad
L0 5 (01
Bachillerato: 0 Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

Humanidades y Ciencias Sociales Mafematicos é_’:'__—
O Ciencias y Tecnologia

0O Artes

Instrucciones
I Parte

e  El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema est4 en
una hoja diferente.

e  Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta

aunque no estés seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido

Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafiero/a

Puedes usar la calculadora

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidi6 pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pint6 de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi
sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cuantos
colores diferentes necesit6?

222 382 22

N7 Jordos pidtadas : 3S.

&0 & probleme. observamos  gee @ o formacdn gR
fodiGto. dd ndmers ae Parcasy (23 farfas) o el nulrners de
fastos $= plnka es iMportonte , EUEST™ g faras g -

C L
uo Proolenn. dobbew o atidlr A niimers de bardas

oot \
£re 3, pesoo P pntol R} Add s ot & impor -
taute (olintorwe cocn mmpmemm Ysin repetir colorey”

'S
33 LD
Sa'l= A4 @lores
2 2 » loloe nas
Solaon el dcalde qg peblo eesito 12 cdlorss.
Acslintos .



Farolas  {ni 0V 5%%@&“‘

(G

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores
primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
Siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores

farolas de la calle principal. Las tres

diferentes necesité?

las

A Puntos A B
1 2 3 Rojo o'sS
4 5 6 Verde
7 8 9 Azul
10 11 12
13 14 15
16 17 18 Necesit6 12 colores
19 20 21
21 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35

Puntos B
25 1 3 U5
05 11
2

Se necesitan 11 colores

Justificacién A

=Y scucion es corecta
asangR L procedumienty
No se ewwttendo

Ny lole |

Justificacion B

€ nito ha sabido
oo & Al cprdmo
el pefo no se
Lo doda CGueesstol
do e e restp es™2 .

C Puntos C D
35 3 A
05 11
2

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es Cero, agregamos
un color.

Solucién: Necesita 12 colores

Puntos D

/A

3 farolas 1 color

15 farolas 5 colores
30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificacién C
MOy bien pauteado
e noeal el nfo
(o g edadrrdo
Corrscta mewnke

Justificacion D

Aungee pode(a hober
dapuodo o pusstoL .
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Albergue
103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20

asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ¢ cudntas mesas ocuparan?

AS wmesa s
20 aSieatos
103 estudsoultes

300
- .10
_ 12‘?—.2) 1 Q™ osientos eercag SN ccup ol
o0 "
P 20
- / -
30T aslentos 2= 1=

(= ] [y =t 20 |
‘&//' 20J'\_:Piojl__9—_§j

Q0420 +20 + 20 +20 + A0 > E mexns.

Scolucidn - (os alumngy OGuparan Syesos y ®

asientes de Wwna.  ¥xCo. ME&RQ

(0%
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f\ \
Albergue T2 5 42

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos )&%7-61'5 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

A ' Puntos A
O
103 20
00 5
5x 15km =75

Ocupan S mesas

B Puntos B

20 A

t 20
40

T 20
99

+ 30
100
t 3
103

Ocupan 6 mesas

Justificacion A

ND entzeundO porgRe mne

Justificacion B

(oL =Sduscion &

G, ro ha &0 b el fe A D e correcta
pao\ena. Aderms & odr o, ha
oy .  o—_— % O"‘J' & ,g
Aavision NO ;c‘ tro
@rectc Escgisf AS -
CLLgonth NS
AOEeLOO .
C Puntos C D N
103 —> “Estudiantes” o's 103| 20 /(i
20 03 5
_ 083
o 5+1=6
63
20 Necesitan 5 mesas gon @ ndsay
_ 43
2
03

Justificacion C
o soluccon no €s
correctn , Sin 2wimngo
€0 procechiMmieutn st,

oes d Cblgc:r&mo

wos adecuada

Justificacion D
El procedunL o ED
€ S0 SoN
tertal e ste  corteetesS
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Pasteles
Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

e /A cuéntos nifios puedo dar?
e ;Qué me sobra?

4 — - o
e \%{_@@:\%\ 53t E—%—i

e Swmwno
A nino 2 AVAD 2uiw0? Y (WO

Lo este prololem \o. we -Qovx,u_cx Ao solucouor (s

es wedunnte (os ddowos, pussto Qe S8 Coseraa

o) nmawaere do OZER

(= niress. 'l uso
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Pasteles

ot

é?)
N

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de
e (A cuantos nifios puedo dar?
e (Qué me sobra?

pastel a cada nifio.

A

Puntos A

0'S

P

retz

7
I

R
RS

-
-

[ [ T I S L R

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos

B PunltosB
ob
4x5 20
4+—= = —
3 3
20 3
2 6

Puedes dar a 6 nifios y sobran %

Justificacion A
4 nifo o panteodo bien
d problema , SiN AWaSgo
<e ho hecha un o o flal
hora. de didbujot pEste

Justificacion B

g proceciinnie @50

es coyvecTo PO -
suacisSn e €S
ool iee  corTecta

a2 Lo ha kectho = X | Se rudovel G
Meute  par ells o decho B L OC O
Sobmran 3 y no 6 st aclarcgdo das
gbmn o C-Ltd‘ﬁ?o N A Vo s .
C Pun\tg D v Puntos D -
3,420 s A
. 1 3 6 / % \
/o 6
20l 3 e
o g

Les doy a 6 nifios y me sobran -i— de pastel

2
Les puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 de

pastel

Justificacién C

g problemon estd
aus e que PO LA
e (og Albyio> ==
wWubiora outende 3o

e of . los Lrocconess
o estan olota doS

correctomeut-e

Justlﬁcacmn D

£l
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Nombre: 1 £\ o'

0

Fecha: A=/ )\ [O9 Edad: 2 A

Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)

O Mayores de 25 X Ciclos formativos FP
OMFOS: «iviiumrsnnassssssressesessammmns RN
Bachillerato: X Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

0 Humanidades y Ciencias Sociales
O Ciencias y Tecnologia

0 Artes

Instrucciones
I Parte

O Selectividad

En phmerc cduaponas

Cn spondo MO .

e El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema estd en

una hoja diferente.

e Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta

aunque no estés seguro/a de que esté bien.
No borres nada, simplemente tacha con una linea

No hables ni copies del compafiero/a
Puedes usar la calculadora

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido
Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidi6 pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi

sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cuantos
colores diferentes necesito?

o e reS) I_RON Ad cooes Q\ik,cvﬁud"e S

35 |2 -

oS A A W el Sl cdor =o\o puls 2 QO\\”OLQ&
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Rrououteso |
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OpURoS do > de uvn OO, do SO Gy
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S s beuosso S
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N B lacdlos Lokales, 23,
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= 1n S22 GSTACSTTT =S oo
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oyupe e 2, w es\a T -
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tiensn 20

asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, ;cuadntas mesas ocuparan?

(OB esiuchoudes
2 cdendo ACS (X2

@’3)/ S
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Pasteles
Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifio.

e /A cuantos nifios puedo dar?

e ;Qué me sobra?
L 2® S

Tewep Y podeles 2y .
S— =
3&@(4&&@\ ‘ :
= Do 2 65 _ A
o s —_— = ==
) S =
A ; \ 2 _ Q— O
D o L S —= jfzuu,,\g— T

J le oo dos Z
2.

oy e SO CGUN =

(QQ\%OU\QM\\Q‘\\\Q;
Te ve agdado do lo epesadescs galie @ wolver

=N gjxm\o\umc, - o
Ve puwide i posfiles o los e Aodide en S \cores
> e odo s\l oy A\ veso\lado ey

Ao Ooysde 2
e O S o

i %Q\Q@u@d&ud@x .
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las fres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores

diferentes necesité?

A Puntos A B Puntos B
1 2 3 R()_jO C> 35 3 () 6
4 5 6 Verde 05 11
7 8 9 Azul 3
10 1 12 2
13 14 15
16 17 18 Necesito 12 colores Se necesitan 11 colores
19 20 21
@n 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35
Justificacion A Justificacion B -
N

Gl e HQQ(‘ s e\ (‘Qwe(;‘b,
veso e\ seC \EC,L\\‘-\\L“'% AR

o €5, o b g o ==

He puntcdo O o o=
<C AaaCeO o (3&1\ Q(-( ,Ck)
converla |, Ae\oean oLt Gpe

houy A2 Cows, ke Qe =OXaG

O

™ede oo S\ Ao 9
el Ao © se Y ?U~ eVo, orgqe o Yo ecyendud
Cepghado .- o vo o Y& \T‘fXVG Liea de\
ledo | Tousee G'S
C PuntosC | D Puntos D
39 |3— 3. 3 farolas 1 color G
O; L 15 farolas 5 colores

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color.

Solucién: Necesita 12 colores

30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificacién C

e N (g ‘o Dawdade
ae  lcene. corecto G
odoua s e o \)\-A\s-\‘@%
ce O e VA edowsy

Ca (:)l.,«_

Justificacion D _
E\ waoWado & e psocaion)
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Albergue

103 esfudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 12
van completando las mesas sin dejar asientos libres,

- o
= -z I

T

¢cudntas mesas ocupardn?

A

Puntos A

O

103] 20
00 5

5x 15km =175

Ocupan 5 mesas

B

]

20 :
* 2p
40
20
3
5
100
t 3
103

+

Ocupan 6 mesas -

Justificacion A
€\ 'P\Ckgd&k\\\ze\\\c ae oo
eske. e

e\l wss ado O & cocwedlo)

C\x&_\ SR oen -

\a

~ e (C\*s\w\,\;‘c; ' - e T
AL \\"\FLE Cac i oM ‘\c’_—n‘vx‘\xyt‘ D

Justificacién B

O\ W&o ha Wdo sommoado

\\Luj eon N

(o OaSieudos g

_ R L el
eS| oS o de ot 4 ;
ST ER @ voso e ?

occdo &8 m= de e\ucacusie,
\

oo coudos GEs

X Queco Yo
) w co e

o WL Weeve o
(R AVAS @ C_\’\,\':' x‘(:g(if_\,;\u\c(;

e

(s )

Puntos C

103 —» “Estudiantes” C

20
_ 083

20

63
~ 20
e
20

03

Necesitan 5 mesas

D

Puntos D

4

103] 20
5

03

UL =6

Son 6 mesas

Justificacién C

C\ Yaweortemo e wnecto

\")22&(} D

s

eS'cala = cIe = Nal

\"‘“L:\(,_‘ o 6:7 o

N oA eso Yedo

Justificacién D
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos ce pastel a cada nifo.

* (A cuantos nifios puedo dar?
*  ¢Qué me sobra?

A Pumtos A B Puntos B
0'S 4
= L 3_4x5_20

. 2 5 3 3
NN N f,"”ﬁ ,‘
bl B 20| 3
2 6

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos

Puedes dar a 6 nifios y sobran %

Justificacion A
Oc parle &2 grodeue &
Corec\@ | v ope R LS Cosxo

doc g\ @ 6 LS | p=XC

VO SoObmma: D ACTTROS , VO 2

Cn e\e oo o & wuGo
2 Yo c —n {w\}“c&@ Q (eresNaclc
o G ey S 4 oS

Justificacion B
(=2 WLC\&AF‘\\ emo Ny el
BN =0 cortecoT,
N = L)cgng_is\\ NG €S> O
el o o> o de 6

(}e ;)\\\ y O\ .

D Puntos D

A .

C Puntos C
@,
gt 2l
571 3
o
2 6

Les doy a 6 niiios y me sobran %de pastel

Les puedo dar a 6 nifios y me sobran % de

pastel

Justificacion C
E\ \P\waC\ ECOTWNETNO D e

woovesle e cosvela

Justificacién D

&\ P\(;\;C&CQL&\\“\&’&;\C oG
s de e uuno de & - ce
PoCNe. , K Yoce SO SOQ:\\ )

v e ve;{xci;‘\u e cox el .

53

s




Nombre: ES%@)\OM MDV@V\O Mﬂdm
Fecha: \Z/AA/09 Edad: A$

Acceso a la Universidad (marca la opcién correspondiente)

O Mayores de 25 O Ciclos formativos FP ™ Selectividad
(07 (o 1T s
Bachillerato: 0 Ciencias de la Naturaleza y de la Salud

® Humanidades y Ciencias Sociales Mo&@mo\& KCOMD NO
O Ciencias y Tecnologia

0O Artes

Instrucciones
I Parte

e  El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema esté en
una hoja diferente.

e Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta

aunque no estés seguro/a de que esté bien.

No borres nada, simplemente tacha con una linea

Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido

Tienes una hora para resolver los cuatro problemas

No hables ni copies del compafiero/a

Puedes usar la calculadora

Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara

1
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de
diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pint6 de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi
sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cuantos
colores diferentes necesitd?

K/ HQ m%dla.clc) ﬂﬁc‘,oﬁa’v:% AQMM}QJ) o

Gv:ygm (;igf)\flc &m& ,

ng
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20
asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, jcuantas mesas ocuparan?

\ﬁ@fV%‘SQO xb= \OO ?\/ﬁu‘)o%oﬁ le% be,)Jwawj\» \POV?@NVQL{QXIMMA
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada niflo.
e ;A cuantos nifios puedo dar?

e ;/Qué me sobra?

)

MML

o %? INEANAT //C///?/Q Y&g ;7:/3
5 4
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asi sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores

diferentes necesité?

A Puntos A

4

1 2 3 Rojo
4 5 6 Verde
7 8 9 Azul
10 11 12

13 14 15

16 17 18 Necesito 12 colores
19 20 21

21 22 23

24 25 26

27 28 29

30 31 32

33 34 35

B Puntos B
/
35 | 3 O’k
05 11
2

Se necesitan 11 colores

Justificacién A
Zlo! covredo pero ML (o

MeUesS Fméwomaﬁ .22 Jee S‘opuubi,«
"9 )20\ é/j v@dﬂw M,/C“

Justificacion B
0 P/ow Poy@Q woqu gfchpo

Yeaﬂ"q},\jg w(;oww C&AﬂCM.CM‘,@O,
2igre b scluscos mesea

coweton .
C Pu&os £ D Puntos D
3 A
35 ° 3 farolas 1 color
O; 1 15 farolas 5 colores

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color.

Solucién: Necesita 12 colores

30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificacién C
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Justificacion D
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Albergue

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

A ' Puntos A

0
103} 20

00

5x 15@Km= 75

Ocupan 5 mesas

B Puntos B

T 20
40
20
60
T 20
;80
20 Ocupan 6 mesas
100
o3
103

+

\ew

Justificacidén A

No et covrato J, Gﬁé%Ma

Justificacién B

3o r:@‘(mip R

R x ASh e "De 3.0*‘-90-2/ 'spr«o%» (= 'vwza;)\f O M\}VO‘I\%“ D
Hm 7
C Puntos C D Puntos D
103 —> “Estudiantes” O% 10033 | 20 A
20
_ 083
20 5+1=6
63
20 Necesitan 5 mesas Son 6 mesas
_ 43
20
03

Justificacién C

Np on covvedo. D b pvoazl%&io
contono vwgyﬁwﬁ- o

Justificacion D
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;3,0151,4»«—

59




Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifo.

e (A cuantos nifios puedo dar?
¢ (Qué me sobra?

A Puntos A

O

s
o
S
AL
5
PR
EEE
EFE

SRS
g
NS

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos

B Puntos B
0’5
4.3 _4x5_20
5 3 3
2003
2 6

Puedes dar a 6 nifios y sobran %

Justificacion A

Justificacion B

Sl sobvar 4 ‘}YozﬁS, Vs pr C\D
) N/ )
C Puntos C D Puntos D
2.4 4 4 2
20 3 ‘ N\
2 6 ( | I B

2
Les doy a 6 nifios y me sobran 5 de pastel

Les puedo dar a 6 nifios y me sobran —?— de

pastel

Justificacién C
5})&1 CO‘“"‘L M potece un proese
Aol ico iy O VT, y
G P.‘Le O_ch»ouJa e @0;
pw, o -

Justificacion D
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Nombre: MAaJuer, RROYORI VicEMTE

Fecha: 41 -41- 09 Edad: 23

Acceso a la Universidad (marca la opcion correspondiente)
O Mayores de 25
M. Ciclos formativos FP

O Selectividad &7 gue (o hice ( pero ealrd o o wolen obd €. E.

M RBOB s 193 « pvimdnirs vy woiths $owst oy sl
Bachillerato: O Ciencias de la Naturaleza y de la Salud
El}wjggggjy Ciencias Sociales
(J Ciencias y Tecnologia
O Artes
O BUP Ciencias
(J BUP Letras
0 COU
Indica si hiciste alguna asignatura de matematicas en Bachillerato y en qué curso(s):
En.. T k. Bec L,f{“%{@ib\ AL B BMTOS e
77—\
Instrucciones
I Parte
° El cuestionario consta de cuatro problemas y cada problema esta en una hoja
diferente.
° Lee detenidamente el enunciado y contesta lo que se te pregunta aunque no estés

seguro/a de que esté bien.
e  No borres nada, simplemente tacha con una linea
o Explica brevemente con tus palabras el razonamiento que has seguido
o Tienes una hora para resolver los cuatro problemas
o No hables ni copies del compafiero/a
J Puedes usar la calculadora
o Si tienes alguna duda, levanta la mano y el profesor/a te ayudara
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Farolas
Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidio¢ pintar de

diferentes colores las farolas de la calle principal. Las tres primeras las
pintd de rojo, las tres siguientes de verde, las tres siguientes de azul, y asi
sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ;cuantos
colores diferentes necesito?

se oubilbzarow 42 colores  ohifor, leg

Se UL\' {;‘% O A Gm 141 co ’1’} 7ey {9(» o | f P ‘L*«, 3,

4
o Taie © 3 J
j’"’ foi6 i C Qo c o :gm colof |

' b4 <2 i T 7 » D ;’ § o
L«'.’%;{ Pale) ;1 fr e OF o 4 2 g ol 3¢ J{J y o PO T i
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Farolas

Para celebrar el quinto centenario de su pueblo, el alcalde decidié pintar de diferentes colores las
farolas de la calle principal. Las tres primeras las pinté de rojo, las tres siguientes de verde, las tres
siguientes de azul, y asf sucesivamente, sin repetir colores. Si se pintaron 35 farolas, ¢cudntos colores

diferentes necesitd?

A Puntos A
1 2 3 Rojo 4
4 5 6 Verde
7 8 9 Azul
10 11 12
13 14 15
16 17 18 Necesito 12 colores
19 20 21
21 22 23
24 25 26
27 28 29
30 31 32
33 34 35

B

~

I

Puntos B

(@,

35
05
2

11

Se necesitan 11 colores

Justificacion A

{—«n fe‘a'{)v‘@_\{@ ey corfecte ’3 whelfecg
I N pero oo Apia.,  Je

Cr@vv\@v\l""”-"\\@ S -/ S a,/( c\i\y.ﬁw%v

se ol efon  cvtanbe~ gL Se bow  olscon-
{relo 5 repehdls A WE 24, Corn
Vin [“C'\M’G 728N \( r oc é"‘ G ‘/\ o~ B s 2 (;?J\‘VO .

v i -y
Lo O, qu',\wc‘& Ls/\,g/ lae~ "f/vxxti‘iu
J 3 s

1]
SR e Lo Se LL; [N o T

Justificacion B
Ei (‘i'gcgo’(;‘hf\fs?m.[—c
W o i

pero

[sz‘s Q\S ,,;é'){mies '

€ o~ ‘;ﬁffe(;éa

o ‘aevxsctxo{fa e lay 2

C Puntos C
35] 3 %
05 11
2

Se dividen las 35 farolas en grupos de tres. El
cociente es la cantidad de colores. Esto me da
11 colores. Como el resto no es cero, agregamos
un color.

Solucion: Necesita 12 colores

Puntos D

1

3 farolas 1 color

15 farolas 5 colores
30 farolas 10 colores
33 farolas 11 colores
36 farolas 12 colores

Son 12 colores

Justificacion C

i) { { =
fﬂ@i‘* w‘.[i_ WL {f\ o Z‘U Cn Gam

[N :_zrre:}rm v%
f‘o

i!.e’\. 2 f'ﬁ L‘C{‘/\ [N E'.}wt,\ ef,'?'é/{ . F. ) i:: {K e

clero.

"’Q\ﬂ; O Y

J

Justificacion D

S{, {/\:;« Lr:'qqs tf\c/{ﬁ o [N éc L\»O
ug eone W(&'\o’(ﬂ e l;\ Se to G rﬂ,\

<

wrrea(‘c\_

CARVEV.V S @' S

;

v @
-4

[V |
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Albergue

/ 103 estudiantes estan en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20
asientos y hay 15 mesas. Si van completando las mesas sin dejar asientos
libres, cuantas mesas ocuparan?

- ¥ J 3
Se oL T o ~ wn@iey L O men P € oy ¢ 2 @ vt i gf
75 "R > : :
'{ {} ) I, £v ; .
5 Y S Mad g Bne Uwnes L @ de~
IS ~ -

4
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Albergue

™
f@
L3 2

103 estudiantes estdn en un albergue. Las mesas del comedor tienen 20 asientos y hay 15 mesas. Si
van completando las mesas sin dejar asientos libres, ¢cudntas mesas ocupardn?

A Puntos A
O
103[ 20
00 5
5x 15 km =175

Ocupan 5 mesas

B
20
t 20
40
20

. 80

+

100
W g

103

v
20 Ocupan 6 mesas -

Puntos B

ik

Justificacién A
A r.m*Lc
A i he ooy 45 Kux que
e (n morngon s sembide.

- i ( .
Y Len c‘J{AV\‘QN‘A. QS!—&: v*m:v{ ngw

ge o respueshe ey imcotrect,

Sente~

Justificacion B

P;'cc{o(«’m:mi% H‘ ga&,(,(@“,\ a@rf{clcxg

<

C Puntos C

103 —» “Estudiantes” (@)

20
_ 083
20
6
20
_ 43
20

03

Necesitan 5 mesas

103] 20
03 5

5+ 1=6

Son 6 mesas

Puntos D

1

Justificacién C
el f,‘mx_zdi‘m&x.%L& erow  correcho pero
J {-4\ mcf\i e e ELANT cacdt ol

R s 4 oA resolloslo ey

etfoneg.

Justificacion D
. g . !/
Pg‘gg( CVLCW\]@V‘LQ c.\ Solwen g

d

;
coifect=s,
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tre
* (A cudntos nifios puedo dar?
* (Qué me sobra?

S quintos de pastel a cada nifio.

E Loicw{ Q%W{@ 0 {’»{a?ai Jfg {)m%é:z{

e .

720 (& Pued}; e - 3 \Lm?-es S o 6 Dwpd ‘@ @
Z}f & $o i,m% Z lrovey ‘
4
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Pasteles

Tengo cuatro pasteles. Quiero dar tres quintos de pastel a cada nifo.

* (A cuantos nifios puedo dar?
e (Qué me sobra?

A Puntos A B Puntos B
oyt i
e's 0’5
3 4x5 20
4+——: =
I 3 3
: AT \. ) ‘4
‘5\",\‘} R N R .A:'/)\ - 3
SRR R 20|
2 6

Le puedo dar a 6 nifios y me sobran 3 trozos

Puedes dar a 6 nifios y sobran %

Justificacién A

gl procadimmionto oo correcko pero

s¢ o~ éﬁ?’/v\‘v"ct.@sﬁ'{(; ol bacer log

Justificacion B
Operccsoney  correc foy e len
p&r < ‘ P

: o ; / /
soluan g % hew  cdnnfvmn oo . Ne

Les doy a 6 nifios y me sobran %de pastel

‘dWFﬁs k 3. Lo broa 2: $iw o %
le~ ['ﬁ"m“ ({&?;qu‘i’z‘ & cocceche peg Py rrivv-?/ﬂ\ ﬂsf’nxi—w\ 2 ccrraof-c\ F,o,rz;
(:cx ‘;e,zjq-v\p(e\ wi@, len é{,ﬁjv\c!{x wg.
C Puntos C D Puntos D
4 1L
34 20 =
3
3
20|
2 6

2
Les puedo dar a 6 nifios y me sobran 5 de

pastel

Justificacién C

Or,wfwc,\\fmg ,k :ﬁul{'w(;:es a@rrecis&s,
-~

Justificacion D

?FDC-Q,&[;\M;%LQ q) i{SUU'Rr:ﬁ/-GL Cé{fectloi-.
d
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