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Prologo

Estos papeles que ahora tenéis en vuestras manos, nacieron con la idea de
servir de material de apoyo a las clases de la asignatura “Ldgica de Primer Orden”, que
forma parte del programa de los estudios de Ingenieria Informatica impartidos en la
Escuela Politécnica Superior de la Universidad de Alicante.

No se trata, por tanto, de un libro de texto sobre Logica, ya que existen
excelentes libros que cubren este objetivo y es una pérdida de tiempo volverlos a
escribir. En ningln momento ha sido esa nuestra pretension, y si es eso lo que buscais os
remitimos a la bibliografia que adjuntamos. Lo que hemos intentado es redactar unos
apuntes que incluyan los temas y aspectos de la légica que nosotros impartimos en
nuestras clases y que aborden la Ldgica desde un enfoque didactico y al mismo tiempo
ameno (al menos es esa nuestra intencion). Tampoco hemos dejado de lado el hecho de
gue nuestros alumnos y alumnas cursan estudios de Informatica, y por ello hemos puesto
hincapié en aquellos aspectos de la Logica que creemos pueden ser interesantes para
ellos como futuros informaticos, y a la vez les sirvan de complemento y base para otras
materias de la carrera. Por tanto, hemos estado mas interesados en mostrar la utilidad y
aplicacién de la logica que en la formalizacion matematica de la misma, evitando las
largas demostraciones de teoremas (para ello existen buenos libros en la bibliografia).

La Logica de Primer Orden nos permitira formalizar conocimientos que
poseamos de diversas ramas del saber, convirtiéndose en un instrumento imprescindible
para realizar un trabajo serio en muchas tareas cientificas. En concreto esta
formalizacion sera un paso previo e indispensable para poder automatizar formas de
razonamiento y su posterior aplicacion a muchas de las areas de la Informatica, y
fundamentalmente de la Inteligencia Artificial.

Esta reflexion general nos ha llevado a configurar el libro con la siguiente
estructura :

Un primer capitulo introductorio que hace un breve paseo por la Historia de la
Légica. El segundo capitulo describe el Lenguaje de la Légica de Primer Orden, y por
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LOGICA DE PRIMER ORDEN

tanto el vocabulario que utilizaremos a partir de ese momento y que nos permitira
formalizar el conocimiento haciendo explicitos los objetos y las relaciones, asi como sus
restricciones. El capitulo tercero aborda el aspecto Semantico de la l6gica, es decir, trata
con el significado de nuestras sentencias. A diferencia de los capitulos cuarto y quinto
que tratan el aspecto sintactico de la l6gica desde dos métodos de calculo diferentes, uno
utilizando la Deduccion Natural y el otro la Teoria Axiomatica. Los capitulos sexto y
séptimo preparan el camino para llegar al final de la asignatura dando las bases de la
Programacion Légica. El capitulo 6 explica los procedimientos para Normalizar las
Foérmulas y el 7 sienta las Bases Tedricas para la Demostraciéon Automatica. Como
apoyo, incluimos un anexo en el que describimos el lenguaje de programacion l6gica
mas extendido, el Prolog.

Ante todo, esperamos que estos apuntes os puedan servir de ayuda y os
agradeceriamos cualquier sugerencia y comentario acerca de ellos. Ello redundaria en
beneficio de futuros estudiantes.

Para finalizar este prologo quisiéramos dejar constancia de nuestro
agradecimiento al departamento de Tecnologia Informatica y Computacién de la
Universidad de Alicante, asi como a los distintos alumnos y alumnas que han soportado
estoicamente el suplicio de nuestras clases. También quisiéramos agradecer a nuestro
comparfiero Juan Antonio Puchol su inestimable colaboracién en la realizaciéon de la
portada.

Alicante, enero de 1996

M2 JesUls y Faradn
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Prélogo

Con la iniciacién el curso 1997/98 de los estudios de Licenciatura en
Matematicas en la Universidad de Alicante y la imparticién por parte de nuestro
departamento de la asignatura de primer curso “Légica de Primer Orden”, hemos
revisado este material para que pueda adaptarse también a estos estudios. En concreto se
ha desligado el Teorema de Deduccién y las Propiedades Formales del tema 5 formando
un nuevo tema que hemos llamado Metaldgica. Al mismo tiempo se ha reforzado el
tema de la Teoria Axiomatica ya que los sistemas axiomaticos, en los cuales hay por un
lado unos “axiomas légicos” y por otro una serie de reglas de inferencia, son mas
formales y por ello pueden parecer mas adecuados para los estudiantes de matematicas.
Ello sin ir en detrimento de los sistemas de razonamiento no axiomatizados, que
partiendo de premisas y paso a paso van llegando de una forma mas natural a las
conclusiones utilizando Unicamente reglas de inferencia, vistos en el tema de Deduccion
Natural.

En esta segunda edicidon se ha corregido los errores detectados en la edicion
anterior asi como se han ampliado y actualizado las referencias bibliograficas. Para
cualquier sugerencia se dispone de una direccidon de correo electrénico a la que os
podéis dirigir :

logica@dccia.ua.es

Por ultimo hemos trazado un “mapa” del libro que puede ayudar a adquirir una
vision global del mismo:

Alicante, septiembre de 1998

M2 Jesls y Faradn
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Capitulo 1

HISTORIA DE LA LOGICA SIMBOLICA

Se trata de un tema introductorio basado en la maxima “Sélo conociendo el pasado se
puede entender el presente”. Si se conoce cual ha sido la evolucién de una ciencia y el
contexto histérico en el que se ha desarrollado, se comprendera mejor lo que se sabe de
ella actualmente permitiéndonos afrontar de una manera méas adecuada el presente y, por
ello, se evitara, en parte, caer en los mismos errores del pasado. No olvidemos que los
conocimientos del momento surgieron como respuesta a problemas que se plantearon en
su tiempo. En este capitulo daremos un rapido repaso por la historia de la Légica, desde
Aristételes hasta nuestros dias, en los que la revoluciéon de la Informatica ha representado
un nuevo auge de la légica. También veremos, de manera muy breve, en que consiste la
Légica de Primer Orden.

V' | contexto de este libro se desarrolla en el entorno de la Ldgica
Matematica, Ldogica Simbdlica, Ldgica Formal o simplemente
AL A\ | ogica. Hay autores que distinguen estos tipos de Ldgicas, diciendo
que la Logica Formal es un saber que abarcaria no sélo a la Logica Matemética, sino
también a la Légica Tradicional, aquella que fue desarrollada desde Aristételes hasta
Leibniz. Se llama Légicdormal porque su interés es la forma a los enunciados,
razonamientos,..., sin tener en cuenta su contenido; también decimos Légica
Matematica porque utiliza simbolos como los mateméticosSignbolica porque se
trata de una escritura con simbolos.

La Légica es la disciplina que contiene como verdades aquellas en las que sélo
figuran esencialmente ocurrencias de ciertas expresiones, que son de uso general en
todos los saberes. La Ldgica se cre6 como ciencia dedicada a la identificacién de las
formas humanas del razonamiento, con el objetivo de crear criterios para discernir la
correccidon o no de los argumentos usados en discusiones filoséficas de los antiguos
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LOGICA DE PRIMER ORDEN

griegos; hoy dia es un instrumento fundamental en la construccion de ordenadores, en
la creacion de lenguajes de programacion (tales como Prolog y Lisp) y en los sistemas
expertos de Inteligencia Artificial. Dentro de otros campos, la Légica Simbdlica es
también un instrumento imprescindible para el ejercicio de una tarea seria tanto en
Ciencia como en Filosofia. Sus aplicaciones se dan en campos tan dispares como las
Matematicas, la Linglistica, las Ciencias Naturales y Sociales, la Jurisprudencia y la
Filosofia, entre otros. Y podemos pensar ¢qué tienen en comun disciplinas tan diversas
para que todas utilicen la l6gica? Evidentemente ni la materia de que tratan ni en la
metodologia que utilizan. Lo que estos, y otros campos del saber, tienen en comun es la
dependencia de una cierta «racionalidad»: utilizan argumentaciones racionales basadas
en principios aceptados.

Como dice Frege en su trabajo “El pensamiento: una investigacion légica”

«Asi como la palabrbello sefiala la direccién de la estéticauenola de la
ética, del mismo modeerdaderosefiala la de la I6gica. Todas las ciencias tienen
la verdad como meta, pero la légica se ocupa de ella de una manera
completamente diferente /... / a la l6gica le toca decretar las leyes del ser verdad»

Cuando se nos plantea un nuevo tipo de problemas que debemos resolver, bien
manualmente o por medio del ordenador, debemos empezar siempre planteandonos una
serie de preguntas acerca dehocimientamplicado en dicho problema: ¢ qué tipo de
conocimiento precisa? ¢como debemos representar ese conocimiento? ¢cuanto
conocimiento es necesario? ¢cual es el conocimiento requerido? ¢como derivar nuevo
conocimiento a partir del que tenemos? ... Y en la representacion y manipulacion de ese
conocimiento es donde la Ldgica puede jugar un papel importante.

La palabralégica se utiliza profusamente en el uso comun y cotidiano de la
lengua. Asi, casibdlos hemos dicho glina vez “l6gicamente” o “es logico”. Pero ¢qué
entendemos por légica? Si consultamos un dicciongréma ver el significado del
término légica encontraremos:

«légica. f. Ciencia que expone las leyes, modos y formas del conocimiento
cientifico»

Si queremos una definicién mas completa podemos acudir a una enciclopedia
donde podemos hallar algo parecido a:

1 “Der Gedanke. Eine logische Untersuchung” publicadBeitrage zur Philosophie des deutschen
Idealismus 1, 1918-19, pag. 58-77.

2 Diccionario de la Lengua EspafiolReal Academia Espafiola, Madrid 1992

8 Salvat UniversalDiccionario Enciclopedico, Tomo 13
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Capitulo 1 HISTORIA DE LA LOGICA SIMBOLICA

«égica. (Del lat.logica, y éste del grlogiké t. f. delogikds l6gico) f.
Ciencia que estudia las condiciones formales de validez de una inferencia y, en
general, de una argumentacion cualquiera»

Veamos ahora una definicion de ldgica, sencilla pero que nos servird a nosotros
como punto de partida:

[Wele[lé=1 : disciplina que estudia la estructura, fundamento y uso de las
expresiones del conocimiento humano.

Podemos considerar la légica como una teoria de la forma o estructura del
razonamiento deductivo, que prescinde del contenido y tiene como tarea primordial el
estudio de la Logica ordinaria con métodos matematicos, donde la légica ordinaria se
compone del lenguaje ordinario y de una serie de frases de dicho lenguaje, que se
llaman deducciones. También podemos decir que la légica, en su vertiente matematica,
esta relacionada con los criterios de validacion de inferencias y los principios formales
del razonamiento.

Asi, el lenguaje de la légica se convierte en uno de los mecanismos de
representacion del conocimiento en Inteligencia Artificial, con la ventaja de que ademas
proporciona un método, la deduccién matematica, para obtener nuevo conocimiento a
partir del antiguo.

1. ETAPAS DE DESARROLLO HISTORICO DE LA LOGICA

El estudio de la historia de una determinada ciencia nos proporcionara una
perspectiva global de la misma y su estructura general, asi como la relacion existente
con otros campos del saber. En cuanto a la légica, podriamos agrupar su evolucion en
tres etapas: una primera que arrancaria con sus inicios en la antigiiedad clasica, una
segunda caracterizada por su acercamiento a las matematicas y la Ultima, en el presente
siglo, emparejada con el rapido avance de la informatica.

1.- Aplicacion a la Filosofia

La Ldgica Formal nacié hace 2.500 afios, cuando Aristételes y los Estoicos se
interesaron por la construccién y el analisis de esquemas de argumentos. Desde entonces
no ha experimentado grandes cambios hasta el siglo XIX en que se propuso su
matematizacion. Durante casi dos mil afios la codificacién de Aristételes de las formas
vélidas de deduccién fue universalmente considerada como completa e incapaz de
mejora esencial. En 1.787 el filésofo aleman E. Kant pudo decir que desde Aristételes la
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LOGICA DE PRIMER ORDEN

l6gica formal “no ha sido capaz de avanzar un solo paso, y segun todas las apariencias,
es un cuerpo de doctrina cerrado y completo”. A la Ldégica Formal, tal como venia
siendo desde Aristoteles hasta Kant, se le ha llamado Ldogica Tradicional. A la Ldgica
actual matematizada se le llama Logica Simbdlica o Matematica.

2.- Matematizacion de la Logica

Por matematizar la Logica se entiende, en metodologia cientifica, la
subordinacién de una ciencia al método de la matematica, es decir, extender el método
matematico a la Ldgica. La matematizacion de la Ldgica la entendemos en la medida en
gue ésta incorpora a sus técnicas de trabajrdetitudy rigor mateméatico. Para ello es
necesario la definicibn de un lenguaje formal y la utilizacibn de unas reglas
operacionales precisas.

El fundador de la Ldgica Simbolica es el pensador G.W. Leibniz (siglo XVIII)
que concibi6 la idea de aplicar las técnicas de deduccion matematica a los
razonamientos filosoéficos. A este fin propuso construir un célculo ideolé@adcutus
ratiocinator> que consistia en un sistema de reglas que permitia operar con las ideas de
un modo exacto, parecido a las mateméaticas. Para ello tenia que constroguaiele
artificial, que fuera perfecto y que no contuviera ningun tipo de ambigledad. Leibniz no
lleg6 a realizar este proyecto. Pero dos ilustres matematicos del siglo XIX como George
Boole y Gottlob Frege tomaron estas ideas.

Boole public6 en 1854 la obra “Laws of Tught” (Las Leyes del
Pensamientd)en donde independientemente de Leibniz descubri6 y formulé las leyes
de un algebra del pensamientdigebra Logicaque tienen el mismo rigor que las leyes
del algebra matemética.

Frege public en 1879 una obra titulada “Begriffsschrift” (Conceptogtaiia)
la que consigue la construccidon de un calculo Légico, con una escritura artificial
perfecta que permite la formalizacion de la Légica deductiva elemental.

Por ello, Boole y Frege son los grandes creadores de la Logica Simbdélica o
Matemética. Podemos citar otras figuras del siglo XIX importantes por sus trabajos en
Légica como Bolzano, Peirce, Morgan, Venn y Jevons, entre otros muchos.

Ya en el siglo XX destaca la escritura simbodlica de Peano y la obra “Principia
Mathematica” de Whitehead y Bertrand Russell. En la década de los afios 20 tiene gran

4 George Boole, “An Investigation of the Law of Thought, on which are founded the Mathematical
Theories of Logic and Probabilities”, 1854. Publicada por Editorial Paraninfo en 1982 “Una
investigacion sobre las leyes del pensamiento”.

5 Gottlob Frege, “Begriffsschrift: eine der arithmetischen nachgebildete Formalsprache des reinen
Denkens”, 1879 (Conceptografia : un lenguaje simbdlico al modo aritmético del pensamiento como
tal)
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importancia la obra de Brouwer y Hilbert, creadores respectivamente de la escuela
intuicionista y de la escuela formalista, que se mueven en problemas de la
fundamentacion de las matematicas. También sobresalen autores como Lukasiewicz y
Wittgenstein. Ya en la década de los 30 podemos destacar:

- Descubrimiento por Gentzen de los célculos de deduccion natural.

- Establecimiento de los teoremas de limitacion de Kurt Gédel y Church, y de

las teorias de computacion de Emil Post y Alan Turing.

- Desarrollo de la seméntica de Alfred Tarski.

En la 22 mitad del siglo XX la Légica cubre muchas areas. Entre las principales
aplicaciones a partir de los afios 50 destaca la formulacién del método de las tablas
semanticas de Beth, y los hallazgos metalégicos de Henkin y Craig.

3.- Extension a la tecnologia a través de la Informatica

La década de los 60 fundament6 dos técnicas de apoyo de la Logica como son:
- Busqueda heuristica.
- Deduccion automética.

Esta Ultima se basaba en la utilizacién de teorias logicas disponibles de forma
gue pudieran formularse problemas dentro del limite de indecibilidad que tiene la
Légica de Primer Orden, con lo cual se produjeron teorias como la regla Universal de
resolucién con unificacién (Robinson, 1965). A partir de aqui se puso de relieve por
Green la forma de extraccion de respuestas a problemas a partir de resolucion y
unificacion. Colmerauer (1972) hizo la 12 revision de Prolog, y se dio un impulso en |.A.
para sistemas expertos como modelos computables del conocimiento no totalmente
sistematizado.

A primeros de los 80 la Ldgica constituye una base en el desarrollo de las
técnicas informéticas, enfocadas principalmente en tres grandes lineas:

- Logica de Hoare como soporte de las técnicagedicacion de programas
procedurales.

- Nuevo enfoque de los lenguajes de programadisagramacion Légica
Estos son capaces de formular tanto los algoritmos de programacién clasicos
como las bases de conocimientos para sistemas expertos.

- Modelizacién delrazonamiento de “sentido comunpara los sistemas
expertos, tanto en Logica Clasica, Difusa (“Fuzzy Logic”) o no monétona.

Asi, llegamos a los ordenadores de 52 generacién cuya idea fundamental es

producir maquinas adaptadas tanto a procgatnscomoconocimientogor lo que se
plantean basados en una instrumentacién hardware de un lenguaje de programacion
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Légico (su lenguaje maquina sera un derivado del Prolog). Parece ser que este proyecto
no ha llegado a ver la luz.

La Légica Formal ha jugado un importante papel en la Inteligencia Artificial en

los dltimos afios. Podemos agrupar en tres los grandes campos de aplicacion de la Idgica
alalA.:

» lalégica como herramienta analitica.

« lalégica como representacién del conocimiento y sistema de razonamiento:
usar la l6gica como un formalismo para la representacién del conocimiento
en los sistemas de ordenadores inteligentes y aplicar la deduccion logica
para proyectar inferencias desde el conocimiento asi representado.

» lalégica como lenguaje de programacion.

Pero quizés, el hecho més destacable del estado actual de la l6gica en general

ha sido el desarrollo de las llamadégicas no clasicassurgidas, en parte, como
respuesta a la aplicacién de la Idgica a la Inteligencia Artificial. Se trata de sistemas
I6gicos que difieren en una o mas cualidades de la logica clasica. Las caracteristicas que
asumimos en los sistemas ldgicos clasicos serian, entre otras:

los enunciados estan provistos de un valor de verdad apofantica
dichos valores de verdad son Unicamente derst .

aderoo bivalente
falso
no existen matizaciones entre estos valores asertorica

las conexiones entre enunciados dan lugar a enunciados
compuestos cuyo valor de verdad estd completamente enextensional
funcion de los valores de verdad de los enunciados
conectados

Con respecto a estas caracteristicas, y como extensiones a la l6gica “normal”,

van surgiendo distintas l6gicas “desviadas” o “divergentes”

Polivalente®  LukasiewicZ, Cuestionan el principio de bivalencia. Tenemos

Posf, Rosset l6gicas finitamente polivalentes (trivalente,...) e
infinitamente polivalentes.

5 N. Rescher, “Many-Valued Logic”, Nueva York, McGraw-Hill, 1969

7 J. Lukasiewicz, “O logice tréjwartosciowej”, &uch Filozoficzny5, 1920, pag. 170-171. “Sobre
la légica trivalente”, ver. castellano J. Lukasiewicz, “Estudios de légica y filosofia”, seleccion,
traduccion y presentacion de A. Deafio, Madrid, Revista de Occidente, 1975, pag, 41-42

8 E. Post, “Introduction to a General Theory of Elementary Propositighsigtican Journal of
Mathematics vol. 43, 1921, pag. 163 y siguientes. Reimpresion en J. Van Heijenont (ed.) “From
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Difusa ZadeH® Se trata de una ldgica polivalente que surge por

(*fuzzy) necesidad, no por principio, y que trata el tema de
la vaguedad (ambigledad, imprecision, caracter
borroso de ciertos términos,...).

Probabilistica Bacchu$’, Aplicacion de las probabilidades y el conocimiento
Peart? estadistico a sistemas formales de razonamiento y
representacion del conocimiento.

Modal = Lewis, Incorpora matices a la valoracion de verdad de los
Carnap’, enunciados, admitiendo modalidades de esa verdad:
Kripke necesario, posible, imposible,...

Deoéntica Wright'® Se puede considerar una rama de la Légica Modal.

Se ocuparia de las relaciones de inferencia entre
normas, es decir, entre proposiciones prescriptivas
(obligatorias).

No monétonasMcDermott®, La obtenciéon de nueva informacién puede llevarnos
McCarthy”  a revisar y/o cambiar creencias anteriores.

Frege to Godel”, Cambridge, Mass., Harvard University Press, 1967, pag. 264 y siguientes. Ver.
castellano A. Deafio (ed.) “Lecturas de Légica Formal”. Madrid, Alianza Editorial

®J. B. Rosser y A. R. Turquette, “Many-Valued Logic”, Amsterdam, North Holland Pub. Co. 1952
101, zadeh, “Fuzzy SetsInformation and Contrglvol. 8, 1965, pag. 338-353

11 £, Bacchus, “Representing and Reasoning with Probabilistic Knowledge: A Logical Approach to
Probabilities”, The MIT Press, Cambridge,Massachusetts, 1990

123, Pearl, “Probabilistic Reasoning in Intelligent Systems”, Morgan Kaufmann, San Mateo,
California, 1988

13 G. E. Hughes y M. J. Cresswell, “An Introduction to Modal Logic”, Londres, Methuen and Co.
1968. Ver. castellana : “Introduccion a la l6gica modal”, Madrid, Tecnos, 1973

14 R. carnap, “Meaning and Necessity (A Study in Semantics and Modal Logic)’, Chicago y
Londres, The University of Chicago Press, 1947, 22 ed. ampliada 1956

15 G. H. V. Wright, “Deontic Logic"Mind, vol. LX, 1951, pag. 1-15

16 D. McDermott y Jon Doyle, “Non-Monotonic Logic IArtificial Intelligence 13, 1980, pag. 41-
72

173, McCarthy, “Programs with Common Sense”, Mechanization of Thought Processes

Proceedings of the Symposium of the National Physics Laboratory, Londres, 1958, pag. 77-84.
Reimpresion eiSemantic Information ProcessingIT Press, Cambridge, MA, 1968, pag. 403-418
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Temporal Gardies®,
Allen,
McDermott

Intuicionista  Heyting'®,
Dummett®

Combinatoria Curry**

Epistémica  Hintikka

Reconoce la existencia de esquemas de inferencia
especificamente temporales, donde una misma
sentencia puede tener diferente valor de verdad en
diferentes momentos.

2. LOGICA DE PRIMER ORDEN

El libro desarrolla ld.6gica de Primer Orderen la que se trabaja a dos niveles
de complejidad con los siguientes formalismos:

e Caélculo de Proposicionesle Enunciado deConectoresel cual estd destinado al

estudio légico de los enunciados tomados en bloque (o sea sin analizar en sus partes)
considerando Unicamente las relaciones o combinaciones externas (conexiones de
caracter légico) de unos con otros. Sus simbolos van a ser variables proposicionales

(p, Q,...) y conectivas.

e Célculo de Predicado® Cuantificacional que analiza los enunciados en el caso

més sencillo, es decir, compuesto por objetos y relaciones. La interpretacion la
realiza mediante variables y constantes para los objetos, predicados, conectivas y

cuantificadores.

18], L. Gardies, “La logique du temps”, Paris, PUF, 1975

19 A. Heyting, “Intuitionism. An Introduction”, Amsterdam, North-Holland Publishing Co. 1956, 32
ed. 1971. “Introduccién al Intuicionismo”, Madrid, Ed. Tecnos, 1976

20 M. Dummett, “Truth”, Proceedings of the Aristotelican Society, vol. 59, 1958-59, pag 141 y
siguientes. Reimpresion : P.F. Strawson (ed.) “Philosophical Logic”, Oxford University Press, 1967,

pag. 49 y siguientes

2L 4, B. Curry y R. Feys, “Combinatory Logic”, Amsterdam, North-Holland Pub. Co. 1958. Ver.
castellana Madrid, Editorial Tecnos, 1967, pag. 19
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La ventaja de la Logica Proposicional es su simplicidad y la disponibilidad de
un proceso de decision. De ahi que a lo largo del libro, la mayoria de los capitulos
empiecen trabajando inicialmente en el calculo de proposiciones para, una vez
comprendido y asimilado, pasar a ampliar y generalizar los conceptos para el calculo de
Predicados.

La légica de primer orden (entendiéndola a partir de ahora como sinénimo de
calculo de predicados) tiene como tarea primordial el estudio de la Légica ordinaria con
métodos matematicos. La légica clasica fue creada para razonar sobre los principios
matematicos, donde la ambigiiedad y la imprecision no son bien vistos. Cuando
gueremos aplicar la légica a ejemplos no matematicos, primero debemos
“matematizarlos”, es decir crear un modelo matematico que represente de manera ideal a
ese mundo. Ahora, la logica clasica ya puede ser usada para razonar correctamente sobre
ese modelo. Asi, en la légica clasica investigamos los principios del razonamiento para
mundos perfectos.

La Légica ordinaria se compone del lenguaje ordinario y de una serie de frases
basicas de dicho lenguaje, que se llaERUINCIADOS. Un conjunto de dichas frases va
a ser lo que llamaremagsRGUMENTO o DEDUCCION. Para trabajar, vamos a utilizar
simbolos devARIABLES. Al igual que en matematicas, las variables van a indicar los
lugares que pueden ser ocupados por nombres de cosas, que en nuestro caso seran
enunciados en el calculo deoposiciones y objetos en el de predicados. Estos
enunciados, que estaran sin determinar, van a tener un valor que A/ERIDSDERO
0 FALSO, y con ellos construiremos @STEMA DE CALCULQ

Esta significacion de los sistemas Légicos como calculos interpretados procede
de Carnap, el cual indica que un enunciado cualquiera se interpreta por una variable (p,
g,...) susceptible de interpretacion por su valor de verdad (V 6 F). Con dichas variables
construiremoFORMULAS y veremos que cuando una féormula es verdadera para toda
interpretaciéon posible en el Universo de Discurso relevante, esa férmula es un
enunciado formalmente valido.

Hablamos dd.6gica de Primer Orden porque los cuantificadores se aplican
exclusivamente a las variables que representan términos (objetos). Podriamos cuantificar
variables de funciones o, incluso, predicados; a este célculo de predicados se le
denomina de orden superior. El trabajo con estructuras deductivas en calculos de orden
superior quedan fuera del ambito de este libro y por tanto no entraremos a tratarlo.

Para cada formalismo logico (Calculo de Proposiciones y Calculo de
Predicados) vamos a estudiar dos aspectosTdaria Sintactica y la Teoria
Semantica

SIENE : estudia en un Lenguaje o en un Sistema Formal, las relaciones de
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unos signos y unas formulas con otros signos y otras forniatasu(as bien formadas
Realiza una exposicion del lenguaje formal (tablas de simbolos y reglas de formacion de
férmulas) y calculo fundado en la relacion formal de deducibilidad (teoria de la
deduccion formal). Son categorias sintacticas conceptos fmma logica férmula,
férmula bien formada deductor etc. Dentro de la teoria sintactica y para cada
formalismo I6gico veremos:

- Deduccién Natural (reglas de inferencia).

- T2 de la Demostracion( axiomas y teoremas ).

: relacion de los signos y férmulas con sus contenidos y objetos
extralinglisticos. La relacién entre férmulas no se construye a partir de axiomas y reglas
de inferencia sino mediante una simbolizacién del significado de las proposiciones, es
decir, de la forma de valorar el contenido de cada proposicion. Categorias semanticas
son, por ejemplo, las dealores de verdad interpretacion modelos verdad
satisfacibilidad ...

3. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

1.- Descripcion y fundamentos bésicos de “otras” légicas (I6gicas no clasicas) :
- Logica Temporal
- Logica Modal
- Légica Multivalente

2.- Estudio y comentario del articulo: “The Role of Logic in Atrtificial
Intelligence”, incluido en el librdcOGIC and REPRESENTATIONde Robert C.
Moore, CSLI Lecture Notes n° 39, Center for the Study of Language and Information,
Stanford, California, 199%

3.- El problema de la representacion del conocimiento. Introduccién a los
distintos métodos y técnicds

22 Articulo originariamente aparecido bajo el nombre “The Role of Logic in Intelligent Systems” en
Intelligent Machinery : Theory and Practicé&d. |. Benson, Cambridge, England : Cambridge
University Press, 1986

2 Se puede encontrar informacién al respecto en el libro “Inteligencia Artificial” de Elaine Rich y
Kevin Knight, McGraw-Hill, 1994

Pagina 10



Capitulo 1 HISTORIA DE LA LOGICA SIMBOLICA

4. LA LOGICA EN LA VIDA

Ludwing Wittgenstein, filosofo austriaco, apunté que “podria escribirse una
obra filoséfica buena y seria compuesta enteramente por chistes”. Si se entiende el
chiste, se entendera el argumento implicito. En esta seccién vamos a contar chistes,
historias, juegos y acertijos, relacionados de alguna manera con la Légica. La ensefianza
de la légica no tiene porque ser aburrida si se saben encontrar caminos para hacerla
agradable y distraida. Como dice Martin Garéhier virtud (y creemos que lo dificil
como siempre en esta vida) esta en encontrar el equilibrio entre el juego y la seriedad: el
juego hara que los alumnos y alumnas se muestren interesados en la actividad y sigan
hablando de ella fuera de las clases; la seriedad convertird las clases en algo util y
provechoso (y, para algunos, justificara nuestro sueldo).

1. ¢ Qué es légica?
“- Ya sé lo que estas pensando - dijo Tweedledum -; pero no es como tu crees.
iDe ninguna maneral!
- jPor el contrario! - continué Tweedledee -. Si fue asi, entonces podria ser; y si
fuera asi, seria; pero como no es, no es. jEso es logica!”
Lewis Carroll, “Alicia a través del espejo”

2. ¢ Tiene lgica?
Una mujer se burla de su marido enloquecido, que tiene un revélver cargado
apoyado en la sien.
- No te rias - dice él -. Después vas tu.

3. {Vaya logica!
“Ruegoles acepten mi renuncia. No deseo pertenecer a ningun club que me
acepte como miembro”
Groucho Marx, “Groucho y Yo"

4. iLogica aplastante!
“Hay gente que quiere conseguir la inmortalidad mediante sus obras o las de
sus descendientes. Yo quiero conseguir la inmortalidad no muriéndome”
Woody Allen

24 Martin Gardner, “Carnaval Matematico”, Alianza Editorial (libro de bolsillo 778), 1.987
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5. |Es logico!
Dos amigos estdn en un restaurante y ambos piden pescado. El camarero les
trae una fuente con dos trozos. Uno de elloseducadamentéSiieete, por favdr.
El otro se sirve el trozo mas grande. Tras una inquisitiva mirada, el primero le
reprocha’Si yo me hubiese servido antes, me habria puesto el trozo mas pequefio”.
A lo que el segundo contest&dDe que te quejas, es el que te he dejado”.

5. iSin logica!

Junto al mundo real, l6gico, aceptado por la mente racional, existe un mundo
irreal o imposible, de cosas que nunca existieron, pero que podemos pensarlas e
imaginarlas. Tal como dice Escfieuna etapa en la elaboracién de una estampa es
“la basqueda de una forma visual capaz de traducir del modo mas claro posible un
determinado pensamiento. /.../ Un pensamiento, sin embargo, es algo enteramente
distinto a una imagen visual’. Una figura imposible es un objeto representado en
perspectiva en un plano, que es imposible de ser construido en el espacio, como la
escalera de la portada interior “Ascending and descending” que nos permite
ascender/descender infinitamente, o la siguiente figura triangular :

25 M.C. EscherEstampas y dibujopagina 5, Benedikt Taschen Germany 1994

Pagina 12



Capitulo 2

EL LENGUAJE DE LA LOGICA DE
PRIMER ORDEN

La légica pretende formalizar las expresiones del conocimiento humano. Y dicho
conocimiento lo adquirimos y transmitimos por medio del lenguaje. Pero el lenguaje
natural que utilizamos es ambiguo y engorroso, y por ello, para trabajar con el
conocimiento formalmente, necesitamos un lenguaje artificial. En un primer momento
trabajaremos con proposiciones, es decir, frases declarativas simples tomadas en bloque.
En una segunda parte descompondremos las frases en objetos y relaciones/propiedades,
dando lugar a los conceptos de términos y predicados. Al final del tema deberemos estar
familiarizados con el Lenguaje de la Légica de Primer Orden, esto es, las férmulas bien
formadas del Célculo de Predicados, ya que a partir de este momento éste serd nuestro
medio de expresién de conocimiento.

natural correspondiente a cada especie. Es una de las vias por la cual

se transmite el conocimiento, el cual esta formado tantbqubroso
ideas(frases de tipo declarativo, interrogativo e imperativo), como por lo que se llaman
deduccionesque son la consecuencia de un niumero determinado de declaraciones de
las cuales se sigue una conclusion. Las oraciones declarativas constituyen el elemento
bésico para la descripcion del conocimiento.

¥ odos los seres vivos se comunican entre si por medio radpldge

Ejemplos

La ciencia es la estética de la inteligencia

El saber no ocupa lugar

Un cuadrado tiene los cuatro lados iguales y los angulos rectos

Los poligonos irregulares tienen los lados o los angulos desiguales

A quien Dios se las dé, San Pedro se las bendiga

Dos numeros son opuestos si y s6lo si tienen el mismo valor absoluto y distinto signo
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En martes, ni te cases ni te embarques
Sélo los informéaticos entienden a los informéticos
Nadie entraba en la academia de Platon a menos que supiera Geometria

El lenguaje del cual partimos es el lenguaje natural del ser humano (en nuestro
caso castellano), el cual consta de reglas sintacticas y semdnticas, que nos permiten
construir frases y razonamientos de forma correcta. Pero para desarrollar nuestro céalculo
deberemos definir una lenguaje especifico que nos permita trabajar de forma
consistente. Por eso apoyandonos en el lenguaje natural vamos a definir un lenguaje
artificial que tendr4 unas bases concretas que se aplicardn al natural, un lenguaje
perfectamente adaptado a su propdsito, conciso y preciso, con reglas que no sufren
excepciones. Como dice Palya

«la eleccion de una notacion constituye una etapa importante en la solucidn de un
problema. Debe elegirse con cuidado. /.../ Una notacidon apropiada podra
contribuir de modo primordial a la comprensién del problema

Pasamos a continuacion a describir los objetos con los que vamos a trabajar en
I6gica indicando su formalizacion; més tarde nos ocuparemos en relacionarlos y en
trabajar con ellos.

Argumento, Deduccion o Estructura Deductiv S-S U BEE-r-Ye s =31 (o
linguistico de cierta complejidad en el cual, de la posicion de subsegmentos iniciales se
sigue necesariamente la posicion de un subsegmento final.

Ejemplo:
Si estudias la leccion, iremos al cine; has estudiado la leccion, luego vamos al cine

Como vemos, un argumento es un trozo de lenguaje y es susceptible de andlisis
objetivo desde un punto de vista matemético. Las partes principales de que consta un
argumento se llamdenunciados"Los enunciados iniciales de un argumento se llaman
premisasy el enunciado finatonclusién.

: Segmento linglistico que tiene un sentido completo y que puede
ser afirmado con verdad o falsedad.

Ejemplos:

Mafiana es sabado

Todo mamifero es vertebrado
Madrid es la capital de Espafia

: Cualquier segmento de un enunciado (verbal o escrito) que es, o
bien autosemantico(tiene significado en si mismo, es decir. que designa un ente,
cualquiera que éste sea, linglistico o extralinglistico), o dimmemanticaposee un
papel seméntico determinado, consistente en que su colocacion en ciertas posiciones

1 cémo plantear y resolver problema®. Polya, Ed. Trillas, México, 192 edicién, 1995. Titulo original
“How to solve it”, 1945.
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junto a signos que por si solos designan algun ente da por resultado el surgimiento de un
signo complejo que designa también algun ente).

Ejemplo: Felipe Il es ambicioso
Felipe I : signo autosemantico que designa al propio Felipe II.
ambicioso : signo autosemantico que designa la propiedad de ser ambicioso.
es: signo sinsemantico, su papel es su colocacién entre Felipe Il y ambicioso para dar

por resultado otro signo que se llama ORACION 0 ENUNCIADO y que designa algo.

OIANIEIMEY de una expresion en otra es la presencia de la 12 en la 22 como
parte suya.

Ejemplo:
Hay una ocurrencia de la expresion «cielo» y otra de la expresién «raso» en la oracién «cielo raso»

El argumento proviene de un lenguaje natural. Y este lenguaje no es
exactamente el lenguaje que interesa a la Légica, ya que depende de muchos factores. El
lenguaje que nos interesa es un lenguaje artificial, que cuente con reglas explicitas por
las que se establezca el uso de términos y la formacion de enunciados. Otra
caracteristica interesante de este lenguaje artificial es su universalidad, ya que no queda
limitado a un determinado idioma, y por tanto, a un nimero limitado de usuarios. El
lenguaje al cual se sujeta la Logica Formal es el llanmagloguaje Formal o
Simbdlico: un lenguaje que contiene simbolos constantes y simbolos variables.

[ VETERReIfEY : Conjunto de simbolosalfabetg mas un conjunto de
sucesiones finitas de esos simbolos, llamapalsbras frases o férmulas bien
formadas

Segun la interpretacion de lenguaje formal que utilizapeaemos definir dos
formalismos, dentro de la Légica de Primer Orden. Estos dos lenguajes son:

¢ Lenguaje de ProposicionesRepresentacion del lenguaje usual tomando como
elemento basico de la formulacion una representacidbn matematica de las frases
declarativas simplepfoposicionel

* Lenguaje de PredicadosRepresentacién del lenguaje usual tomando como base los
componentes de algunos tipos depasicionestérminosy predicados

A continuacion, en las dos partes de que consta este tema, pasamos a exponer
ambos formalismos: veremos la definicién de su lenguaje, su fomalizacién y la forma de
relacionarse sus simbolos. Antes, y para finalizar esta introduccion, daremos una Gltima
definicion.

SINCINERROME! | Es un modelo matematico con tres componentes:
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1.- Lenguaje Formal Conjunto de férmulas sintacticamente correctas.
2.-Nocion de Verdadnterpretacion de esas férmulas.

3.- Método de CélculoDeduccién de férmulas nuevas a partir de otras anteriores,
mediante manipulacién sintactica, sin tener en cuenta el significado de los simbolos.
Para ello el método dispone de:

a) Conjunto de Axiomas.
b) Reglas de Inferencia.
¢) Concepto de Deduccion o Demostracion.

Los puntos 1 y 3 constituyen el aspecto sintactico de la l6gica. El punto 2 el
aspecto semantico. Nuestro objetivo, a partir de ahora, sera definir un sistema formal
para la Légica, de forma que en los temas posteriores desarrollaremos este modelo
matematico. Asi, este primer tema esta dedicado a estudiar el Lenguaje Formal de la
Légica de Primer Orden. El tema 2 tratara el aspecto Semantico (valoracién de verdad).
Y en los temas tercero y cuarto desarrollaremos dos métodos distintos de calculo: la
Deduccion Natural y el Sistema Axiomatico.

1. EL LENGUAJE DEL CALCULO DE PROPOSICIONES

A nivel intuitivo diremos que, en este nivel de simbolizacion, se considera el
lenguaje constituido por:
- Enunciados simples proposiciones atémicas.
- Conectivas.
- Paréntesis.

De una manera méas formal diriamos que el Lenguaje del Calculo de
Proposiciones utiliza el siguiente:

JAIElEIe] : conjunto no vacio de simbolos que tiene las siguientes categorias:

- variables proposicionales p,q,r, ..
- conectivas légicas .00 -, -
- simbolos auxiliares G

Enunciado simple o Proposicion atomicUlallet-teMallallaat-We [CRTale[SET=M(3l0]
se puede dividir) con un contenido de informacion (tengan sentido lo6gico), sobre cuyo
significado es posible pronunciarg®¢{emos decir que son ciertas o falsas).

Veamos algunos tipos de enunciados simples:
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- Enunciados de accién con sujeto no determinado:
Llueve
Hace frio
Es invierno

- Enunciados de atribucion de propiedades a sujetos determinados:
Juan es informatico
Pepe es estudioso

Sujetos:uan, Pepe
Propiedadesss informatico, es estudioso

- Enunciados de relacion entre sujetos:
Juan es amigo de Pepe
Zaragoza esta a medio camino entre Madrid y Barcelona

Los elementos como Juan o Zaragoza no aportan ninguna informacién si no se
integran en elementos mas complejos, 0 sea no son proposiciones. Por lo tanto no
apareceran simbolizadas en el célculo de Proposiciones, si, en cambio, se representaran
en el célculo de Predicados.

En los enunciados anteriores no se pueden dividir los enunciados en elementos
del lenguaje con significado propio de informacion. Asi, si decimos “es informatico” no
aporta ninguna informacién si se prescinde del sujeto.

En cambio, hay otras frases que si se pueden dividir en distintos elementos del
lenguaje:
Llueve y me mojo

se puede descomponer en:
Llueve
Me mojo

separadas por la conectiva

Cada una de ellas tiene un contenido de informacion propio y la palabra “y” es
un elemento del lenguaje que nos permite construir una nueva frase mas compleja. Los
enunciados con los que vamos a trabajar pueden ser atébmicos, que ya los hemos visto
antes y que son aquellos que no llevan particulas conectivas en su composicion.
También podemos encontrarnos conureciados que si lleven conectivas en su
composicion a estos enunciados se les llama moleculares.

e oS MNEIEINEL : aquella que esta formada por proposiciones
atomicas enlazadas por conectivas y cuyo valor de verdad resultante depende de los

valores de verdad de cada una de las proposiciones atémicas y del comportamiento de
los conectores que las enlazan.
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La forma en que vamos a representar los enunciados, tanto atdmicos como
moleculares, sera la siguiente:

- elegiremos una variable proposicional para cadacado atémico

- cada proposicion molecular se dividird en tantas proposiciones atémicas como

se requiera, haciendo la separaciéon cada vez que nos encontremos con una

conectiva y dividiendo la proposicién en bloques.

Ejemplos:

Proposiciones atémicas:
Hoy hace sol p

(donde p es una variable que representa al enunciado «Hoy hace sol»)

Mafiana es lunes q
La ciencia es la estética de la inteligencia r
Marta es amiga de Juan S

(Esta ultima es mas conveniente representarla en Calculo de Predicados que en Célculo
de Proposiciones ya que lleva un predicado relacional)

Proposiciones moleculares:

Hoy vamos al cine y mafiana de paseo pOq
descomposicion:
Hoy vamos al cine p
y conectiva ( conjuncién ')

mafiana vamos de paseo q

Vamos de compras o de paseo pOq
descomposicion:
Vamos de compras p
o conectiva ( disyuncion ' ")
vamos de paseo q

No son proposiciones:

Nieve la esta hoy (no tiene sentido)
¢Lloverd mafiana? (no es posible pronunciarse sobre su significado)
Esta frase es falsa (tampoco es posible decir si es cierta o falsa)

1.1. CONECTIVAS EN EL CALCULO PROPOSICIONAL

De acuerdo con el planteamiento matematico consideraremos los siguientes
simbolos para representar las conectivas I6gicas
- Negacién =

2 También podemos utilizar una palabra o un mneménico que nos de una idea de lo que representa. Asi, la
sentencia “Esta lloviendo” la podemos representar con la padlalkre o simplemente con la variable
proposicionap.

3 En la bibliografia sobre l6gica se utilizan distintos simbolos. Se han elegido estos por que creemos que son
los més intuitivos y son utilizados por muchos autores.
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- Conjuncién O
- Disyuncion ad
- Condicional -
- Bicondicional PN

Antes de comenzar a describir cada una de ellas en particular, indicar que la
negacion se considera una conecth@nadica ya que se aplica a una sola proposicion,
tanto atébmica como molecular; sin embargo las demas conectivas aqui tratadas son
diadicaso binarias ya que necesitan dos enunciados pader aplicarse.

+ NEGACION: = p

Representa los elementos del lenguaje que permiten construir una frase (-p) a
partir de otra p, del tipo:

no p

es falso que p

no es cierto p, ...

Al negar un enunciado nuestra intencion es decir que ese enunciado es falso. Si
un enunciado es verdadero su negacion es falso; y si un enunciado es falso, su negaciéon
es verdadero. Esta conectiva es la Unica, de las que estudiaremos, que modifica la
proposicién en si al aplicarse a un Unico argumento; las demas lo que hacen son
combinaciones de dos.

Tabla:
p -p
F V
V F
Ejemplos:
Hace sol p
No hace sol -p
El saber no ocupa lugar -q (siendo g “El saber ocupa lugar”)

¢ CONJUNTOR: p Oqg

Representa la clase de elementos del lenguaje con@mssymiones (atémicas
0 moleculares) que tienen la siguiente estructura:

pPydq

p peroq

p sin embargo q

p no obstante g

p apesardeq, ...
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Una conjuncion afirma la verdad de sus dos componentes. Es verdadera si sus
dos componentes son verdaderas, y es falsa si al menos una de sus componentes lo es.

Tabla:
p q plq
\% \% V
V F F
F \% F
F F F

Ejemplo:

Llueve y hace frio pOq

(donde p representa la sentencia “Llueve” y g “Hace frio”)

Un cuadrado tiene los cuatro lados iguales y los angulos rectos rds
(donde r representa el enunciado “Un cuadrado tiene los cuatro lados iguales”
y s “Un cuadrado tiene los cuatro angulos rectos”)

« DISYUNTOR: p Oq

Representa la clase de elementos del lenguaje que a partir depsEqones
construyen una nueva con la estructura:

0 p 0 g 0 ambas cosas

almenos poq

como minimo poq, ...

El significado del disyuntor es: la disyuncion de dos proposiciones es
verdadera cuando una al menos de esas dos proposiciones es verdadera y por supuesto
cuando ambas lo son; es falsa, en cambio, s6lo cuando ambas son falsas.

Tabla:
p q pUq
V \% Vv
V F \Y%
F \% \Y%
F F F

El significado del disyuntor sélo coincide parcialmente con el «o» del lenguaje
ordinario. En lenguaje ordinario la particula «o» tiene dos sentidos:

a) Sentido exclusivo,segun el cual la disyuncién establece que uno de sus
miembros es verdadero y el otro falso, con lo que se excluye, por tanto, la posibilidad de
una simultanea verdad de ambos.
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Ejemplo:
Ana naci6 en Elche o Alcoy pOq
(se excluye la posibilidad de que los dos sean verdaderos)

b) Sentido inclusivo, se da la posibilidad de que las dos opciones sean
verdaderas, es decir, se indica que al menos una de esas proposiciones sea verdadera y
no se dice nada acerca de la otra, pudiendo ser también verdadera.

Ejemplo:
Para estudiar informatica es necesario saber Inglés o Francés pOq
(pueden saber uno de los dos idiomas pero no se excluye la posibilidad de que
sepan ambos idiomas)

Los poligonos irregulares tienen los lados o los angulos desiguales  rOs

En légica de juntores o conectores la disyuncibn que vamos a considerar a
partir de este momento es la «o» inclusiva. Luego el sentidaldegs:
“Para que sea verdadera la disyuncidn, tiene que ser al menos una de las dos
proposiciones verdadera, pero también lo pueden ser ambas”

+ IMPLICADOR: p - q

La expresion que precede al implicador se llangecedentey la que le
sucede,consecuente Es adecuado para representar la relacion de causal/efecto que
puede construirse en el lenguaje usual de muchas formas distintas:

si p entonces q

p s6lo siq

qsip

g hecesario para p

p suficiente para q

no p a menos que g, ...

Ejemplo:
Si el perro ladra, entonces alguien ha entrado a casa
Ladra el perro solo si alguien entra a casa
Alguien ha entrado a casa si ladra el perro
Que alguien entre a casa es necesario para que el perro ladre
Que el perro ladre es suficiente para que alguien haya entrado a casa
No ladra el perro a menos que alguien entre a casa

El sentido del implicador es: Una expresion es verdadera siempre que no se dé
el caso de que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso; y falsa cuando se da
ese caso. Conlleva una condicion suficiente de izquierda a derecha. Para que una cosa
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sea condicién suficiente de otra, lo Unico que hace falta es que, de ser verdadera o real la
12, lo sea también la 22. Parece que decimos dos cosas distintas pero es lo mismo, pues
al decir “si p entonces " parece que se va de izquierda a derecha y al decir “p sélo si q”
parece que se va de derecha a izquierda; pero en ambos casos se va de izquierda a
derecha. Se puede ver mejor en algunas frases si afiadimos “es que”.

Tabla:
p q p-49
V V V
v F F
F V V
F F v
Ejemplos:
Si Jassan Il se preocupa por sus subditos, yo soy fraile p-q
Formalizacion:
Jassan |l se preocupa por sus subditos p
yo soy fraile q
Si Luis es peripatético, cree en la materia y en las formas p-q

Se puede poner:
Luis es peripatético si es que cree en la materia y en las formas

Si una persona es marxista, admite la verdad del materialismo histérico p-q
Una persona es marxista solo si (es que) admite la verdad del materialismo histérico

A quien Dios se la dé, San Pedro se la bendiga p-q
En martes, ni te cases ni te embarques p - -q0O-r

Sean los dos enunciados gue tenemos a continuacion:
Los perros son vertebrados p
La Tierra es un planeta q

Sabemos que p y g son enunciados verdaderos, por tanto si realizamos las siguientes
implicaciones:

1- pP-q
2.- p-~q
3.- P-q
4.- p - Qg

Solo la 22 (p —» —q) es falsa, porque en ella se da que el antecedente es verdadero y el
consecuente es falso. Las demas son verdaderas, ya que no se tiene en cuenta el contenido de la
proposicién si no sélo su valor de verdad. Por tanto tendria valor verdadero la siguiente
proposicion: «Si los perros son vertebrados, entonces la Tierra es un planeta»

No hay que confundir la implicaciosi ... entonceson la idea de que el
contenido del antecedente tenga relacion con el contenido del consecuente. Esto es
porque en Ldgica de Proposiciones no se tiene en cuenta el contenido de las mismas,
sino tan sélo su valor de verdad.
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Comentario: en la antigiiedad se sostenia una interesante discusion; Filén de Megara
decia que para que dos proposiciones se impliquen basta con que no se dé
el caso de que la 12 sea verdadera y la 22 falsa, sin importar, como ya se ha
dicho, el contenido de las mismas. Se llamplicacién material. Por
ejemplo, veamos la siguiente proposicién, en la que los antiguos filésofos
no estaban muy de acuerdo:

«Si es de noche, entonces discuto»
esta proposicion es verdadera cuando:
- sea de dia aunque no discuta (implicacion con antecedente falso)
- discuto aunque no sea de noche (implicacion con consecuente V)

Diodoro Crono, maestro de Filén, no aceptaba este punto de vista,
porque le parecia absurdo que la proposicion condicional “si es de noche,
entonces discuto" se convirtiese circunstancialmente V durante el dia.
Para Diodoro si una proposicion es V lo tiene que ser siempre, esto es, es
imposible que se de el caso de que el antecedente sea V y el consecuente
F (implicacion material en todo momento o estricta). La implicacion
diodérica es lo que hoy se define coimplicacién formal.

« COIMPLICADOR:p o q

Representa la clase de frases del lenguaje que se interpretan por alguno de los
siguientes esquemas:

p siy sélo siq

p cuando y solamente cuando q

p equivale aq, ...

Al coimplicador también se le llamaquivalenciao bicondicional Una
coimplicacion es verdadera cuando sus dos componentes tienen el mismo valor de
verdad, esto es, cuando ambos son verdaderos o ambos falsos; y es falsa en caso
contrario.

Tabla:
p q pP-dg
V V V
v F F
F V F
F F v
Ejemplo:
Dos numeros son opuestos si y s6lo si tienen el mismo valor absoluto y distinto signo p - qCr
El n° 2 es el menor de todos los pares p
El n° 2 es el menor de todos los n° primos q
1.- poq
2.- p - -q
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3.- ap - q
4.- P - 7Q
La 12y la 42 son verdaderas, y la 22 y 32 son falsas.

1.2. FORMULAS PROPOSICIONALES

RIInPIEYe]eloSAleliEY : Toda sentencia ordenada, formada por variables
proposicionales, conectivas y eventualmente paréntesis.

. Decimos que una férmula
proposicional es una fbf si se obtiene a partir de las reglas siguientes:

1) Una variable proposicional es una fbf.

2) Si p es una fbf entonces -p también lo es.

3) Sipy g son fbf también lo sorifyg, pOqg,p- g, p« Q.

4) Diremos que una fbf es aquella que se obtiene por aplicacién finita de los

pasos 1,2y 3.
Ejemplos:
fbf no fbf
plg-r p-r
-p Oq p - dr
S o =(rds) =(r0- Qq)
-p - rQ0s p-(rds)

El Lenguaje Formal de Primer Orden para el Calculo de Proposicioness
el de laférmulas proposicionales bien formadas

En el lenguaje usual las gposiciones afectadas por las conectivas se
sobreentienden por el contenido de las frases o se explicitan por la utilizaciéon de
simbolos de puntuacién (coma, punto y coma, ...). En el lenguaje formalizado, de igual
manera, es necesario el uso de paréntesis para acotar las proposiciones moleculares
afectadas por cada conectiva. Para ser rigurosos deberiamos incluir un punto en la
definicién anterior débf:

1") Si p es una fbf entonces (p) también lo es.

Para evitar el exceso de paréntesis se define una jerarquia entre las conectivas:
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. nivel 1: =
. nivel 2: 0,0
. nivel 3: -, o

Vamos a dar algunas reglas practicas para eliminar el exceso de paréntesis,
evitar la ambigledad de interpretacion de las formulas asi como para determinar la
asociatividad entre conectivas del mismo nivel. Adoptaremos los siguientes convenios.
Si Ay B son dos fbf se establece que:

1.- La expresion A & B representa la fbf (A & B), siendo & cualquier
conectiva binaria. (Esto vendria dado por el punto 1°).

2.- La expresion A1B — C representa a la (AB) - C. Andlogamente para
AOB - C, C- A0OB, C- A[B. (Esto ya viene dado al definir la
jerarquia entre prioridades).

3.- Igual que en 2 sustituyendo por - .
4.- La expresion A- B - C representa a la A- (B - C), aunque es
aconsejable utilizar siempre esta Gltima. (Esto viene dado por la propiedad

de asociatividad por la derecha de la conectiya

5.- La expresién A1B [0 C representa a la (AB) 00 C, aunque es aconsejable
utilizar siempre esta dltima. Lo mismo si intercambiamos las conetliyas

.
Ejemplos:
(-p)0O(-q) se representa por -p 0-q
((p O=0) - (-p Oq) se representapor pO-q - -p Oq
((=(p ~ a)) « ((pC-a) Oa)) se representapor -(p - ) « (p0-q)Oq

De todas formas, un consejo practico a la hora de escribir férmulas es que, ante
la duda, es aconsejable utilizar paréntesis, aunque no sea estrictamente necesario, para
asi reducir la posibilidad de error.

Ejemplo:

Para ver claramente la estructura sintactica de una férmula nos puede ayudar dibujar la
fbf en forma de arbol etiquetado. Asi el arbol sintactico de la férmula bien formada anterior seria:
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pU-q - -pOq

Podemos comprobar facilmente que las hojas del arbol seran siempre variables
proposicionales y los nodos internos corresponderan a las conectivas légicas.

2. EL LENGUAJE DEL CALCULO DE PREDICADOS

El lenguaje formal para el Calculo de Predicados es una generalizacion del
visto en Calculo de Proposiciones. En Légica de Proposiciones se analizaban
formalmente unidades de informacion cuya estructura se contemplaba como un todo, sin
diferenciar sus componentes. Este planteamiento no permite representar
matematicamente determinadas estructuras deductivas, que son correctas en el lenguaje
usual.

Ejemplo:

Representacion en el Célculo de Proposiciones visto hasta ahora:

- Sélo los portugueses se dejan engafiar por los vendedores ambulantes Vop
- Antonio se deja engariar por Maria q

- Antonio no es portugués. =r
Luego, Maria no es una vendedora ambulante. -S

SegUln esta representacion ninguna de las proposiciones (p, v, r, gy s ) describen lo que
intuitivamente se ve que tienen en comin unas con otras, luego la relacion entre premisas y
conclusioén, no puede establecerse en este nivel de representacion.

Esto se debe a que ahora la relacién entre las proposiciones esta en las
propiedades que aparecen en ellas: se afirman en ellas las mismas propiedades o
relaciones para distintas personas o conjunto de personas. Hay que definir ahora un
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calculo que no tome como base la simbolizacién matematica de la proposicion total sino
la de sus componentes:

- Qué se afirma = predicado
- De quién o quienes se afirma = sujeto o término
Ejemplos:
Maria es rubia sujeto: Maria
predicado: ser rubia
Juan se sienta entre Pedro y Antonio predicado: sentarse entre
sujetos: Juan, Pedro y Antonio

oo o Yo UGl Telo} : parte de la Ldgica que destaca el contenido de las
sentencias que forman parte de los argumentos, asi como la forma de los argumentos.

Por otro lado, no dejamos la Légica de Proposiciones, sino que la ampliamos, y
trabajamos con sus resultados. Los elementos fundamentales del calculo de predicados
son lossimbolos devariables, deconstantes defuncionesy depredicados

LEIILe] : serd o bien un simbolo de constante, o de variable o valor devuelto
por una funcion; y para simbolizarlos se supone un dominio genélicivérso del
discurso), no vacio en el cual van a tomar valores:

- los simbolos deonstanterepresentan objetos o entes concretos del dominio.
Estos objetos pueden ser fisicos, personas, conceptos, etc.

- los simbolos devariable son términos que nos permiten ser indefinidos
respecto al ente al que se refieren. Representan a cualquier elemento del
dominio.

- los simbolos defuncion denotan una funcién que aplicada a cualquier
elemento del dominio de discurso da como resultado otro elemento del domino.
HERIElle se usa para representar una propiedad o relacion entre elementos

del dominio.

Tipos de predicados:

1.- Absolutoso monéadicos se refieren a un sélo término. Normalmente hacen
referencia a propiedades o caracteristicas de los objetos.
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2.- De Relacion o Poliadicos se refieren a varios sujetosliddicos
triadicos...). Suelen representar relaciones entre objetos.

Generalizando, podemos considerar a las constantes como funciones sin
argumentos. De la misma forma podemos decir que una proposicion es un predicado sin
argumentos.

Si queremos aplicar la Logica para decir cosas sobre un mundo imaginable o
real, los simbolos de términos y los de predicados deben estar relacionados con cosas de
dicho mundo:

objetos del mundo = términos en logica
relaciones del mundo = predicados en logica

Representacién:

Predicados Se utilizaran o bien palabras mnemonicas ( escribio, casados, ... ) 0 bien
las letras mayusculas (P, Q, R, ...) que pueden ir acompafiadas de cifras o
subindices (P1, Q3, ...;,P,).

Constantes Se utilizaran palabras mnemaénicas ( jorge, andrés, ... ) o bien las letras
iniciales del abecedario (a, b, c, ...) que pueden ir acomparfiadas de cifras o
subindices (al,.b...). No puede haber confusién entre una constante y el
nombre de un predicado pues es el propio contexto el que las diferencia.

Variables:  Se utilizaran las letras finales del abecedario (X, y, z, ...). Pueden llevar
subindices (¥ X, -..).

Funciones Se utilizaran las letras f, g, h, ... con o sin subindices.

Ejemplo
Representar en Calculo de Predicados la sentencia «Voltaire escribié Candido». Podemos escribir:

escribi6(voltaire, candido)

0 bien
P(a, b) donde P(xy) x escribi6 la obra 'y
a Voltaire
b Céandido

Este tipo de féormulas soatdbmicas o elementaleporque no llevan en su
estructura ninguna conectiva. Las férmulas atomicas pueden combinarse usando las
conectivas dando lugar a férmulas mas compléfasn(ilas moleculares)Yal como ya
se vio en calculo de proposiciones. Las conectivas légicas tienen el mismo significado.
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Ejemplo
«Si el coche es de Juan, entonces el coche es verde»
pertenece (coche, juan) — color (coche, verde)

En general para representar una sentencia, en célculo de predicados, nos
fijamos en los objetos que intervienen y la relacion que describe la sentencia y los
representaremos mediante predicados y términos. Frecuentemente el predicado se
identifica con el verbo de la sentencia y los términos con el sujeto. Normalmente
tendremos distintas opciones para representar una misma sentencia. El que elige la
representacion decide el vocabulario para los predicados y términos que va a utilizar y
define lo que significan los elementos de ese vocabulario. La simplicidad de la
representacion dependera del uso que se quiera hacer del conocimiento contenido en
dichas frases. Para tomar una decision de disefio lo mas acertada posible nos puede
ayudar el conocer todas las sentencias con las que trabajaremos para poder entresacar
sus relaciones.

Ejemplo

«La casa es amarilla»

Representacion:  1.- amarillo(casa).
2.- color (casa, amarillo)
3.- valor(color, casa, amarillo)

Otro aspecto nuevo es el uso de funciones. Una funcién es un tipo de relacién y
por tanto podria representarse por medio de predicados. La diferencia estriba en que su
aplicacion, en lugar de dar como resultado un valor de verdad, nos proporciona un
objeto del universo de discurso. De ahi que una funcién a@eumentos pueda ser
reemplazada por una predicado del argumentos, de forma que no perdemos
expresividad si prescindimos de ellas.

Ejemplo
«Feélix es el padre de Clara»
1.- Representacion mediante funciones: padre(clara) equivale a felix
2.- Representacion sin funciones: padreDe(felix,clara)

2.1 CUANTIFICACION

Su nombre procede de que son usados para expresar la cantidad de objetos que
satisfacen alguna condicién. Las sentencias cuantificadas nos indican cuantos individuos
verifican una determinada propiedad o entre cuantos individuos se da una determinada
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relacion. Hay dos tipos de sentencias cuantificaatsisersales y existencialegeamos
cada una de ellas:

« Cuantificador Universal () indica que todos los elementos del universo
de discurso cumplen una determinada propiedad. Representa a las
sentencias del tipo:

- Para todo x, x es tal que ...
- Para cada x, x es tal que ...

¢ Cuantificador existencial (D indica que existe por Io menos un individuo
del universo que verifica una determinada propiedad o relacion.
Representa las sentencias con el siguiente esquema:
- Existe un x, tal que ...
- Hay un x, tal que ...
- Para alguin x, x es tal que ...
- Hay por lo menos un x tal que ...

Veamos algunas definiciones relacionadas con la cuantificacion:

[l =R FH RGNl : variable adosada al cuantificador.
MGICEAIERGEWENE : cuantificador e indice cuantificacional.
VEUrAETlile=Telelgf: : parte de la férmula afectada por el prefijo

cuantificacional.

Ejemplo:
Ox P(x)
Prefijo: Ox
indice: X
Matriz: P(x)

Un prefijo puede tener varios cuantificadores con sus indices correspondientes
y una matriz puede encerrar cuantificadores a su vez.

Ejemplo:
Ox [z [P() 0Q(X) Oy Q(y) OP(2)]

(Nt W Nl ROENNIIRENINE : hace referencia a la parte de la formula a

la que alcanza el cuantificador, es decir, sobre la que ejerce su cuantificacion.

Ejemplo:
Ox Oy Oz Os P(x,Y, z, S)
se entiende como:
Ox{y[0z(Os P(x,y,2,85))]1}
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WEUELERIW] : variable que aparece en la férmula y no estd afectada por
ningan cuantificador.

WEUELIERIGEGE] : variable afectada, y por tanto asociada, por algun
cuantificador.

Ejemplo:

Ox P(x,y)
variable ligada: X
variable libre: y

Si una variable se encuentra dentro del alcance de dos cuantificadores que la
llevan adosada como indice, esta variable queda ligada al cuantificador mas cercano al
predicado donde aparece, es decir el de menor alcance. Asi podenmusare la
siguiente regla de proximidad de cuantificadomsndo trabajemos con férmulas que
varios cuantificadores el proceso de cuantificacion se realiza en el ordesyde a
menor proximidadh la férmula cuantificada.

Ejemplo:
Ox Oy [P(y) DX Q(x) OR(x) ] O S(x)

La variable x del predicado Q esta dentro del alcance de dos cuantificadores, [xy [k,
pero queda ligada al [Jpor estar mas cercano. En cambio, la variable x del predicado R so6lo esta
dentro del &mbito del [x, y por tanto estéa ligado a este cuantificador. Por otro lado, la variable x del
predicado S esta fuera del &mbito tanto del [Ix como del [k, por lo que es una variable libre. Esto
se ve mas facilmente si obtenemos el arbol sintactico:
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El cambio de orden cuantificacional puede alterar el significado de la frase.
Asi, aunque se puede cambiar el orden cuando los cuantificadores son del mismo tipo
(todos universales o todos existenciales) no ocurre lo mismo cuando hay universales
junto con existenciales.

Ejemplo:
Para cualquier numero natural x existe al menos otro ytal que x <y (cierto)
Ox Oy M(x, y)

Existe al menos un nimero natural y tal que para cualquier x, x <y  (falso)
Oy Ox M(x, y)

[Ble]pa I TN N SIS Io e GBIl : conjunto de objetos que constituye el

marco de referencia de nuestro lenguaje en un momento dado, o dicho dedifo m
dominio en el cual se interpretaran nuestros términos.

Asi, cuando tenemos un universo del discurso finito, el cuantificador universal
se puede considerar como una generalizacion de la conjuncién y el cuantificador
existencial como una generalizacién de la disyuncién.

Ejemplo
Sea el dominio D={ ay, ay, ..., a }, tenemos que:
Ox P(x) es equivalente a P(az) OP(az) O... OP(an)

Ok P(x) es equivalente a P(az) OP(ay) O... OP(an)

La eleccion del Universo del Discurso al trabajar con el Céalculo de Predicados
es importante, hasta el punto de condicionar:

- la formalizacién del predicado:
«Todas las estudiantes saben Informéatica»

dominio: las estudiantes Ox 1(x)
dominio : las personas Ox (EXX) - 1(x))

- el valor de verdad del predicado:
P(x) : “x es mayor que 0"
dominio: los n° enteros Ox P(x) % falso

dominio: los n° naturales Ox P(x) % verdadero

Por tanto, antes de formalizar una sentencia en el Calculo de Predicados
debemos definir nuestro Universo del Discurso.
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2.2. FORMULAS DEL CALCULO DE PREDICADOS

Finalmente vamos a dar las definiciones que nos permitiran dejar claro cual es
el lenguaje que utilizaremos para el Calculo de Predicados. La mayoria son una simple
extensién de las dadas para el Calculo de Proposiciones.

AIELICH : consta de los siguientes simbolos:

a) Simbolos de términos:

variables XY, Z, ...

constantes ab,c, ..

funciones f,g,h, ...
b) Simbolos de predicado P,Q,R,..

c) Simbolos de conectivas y puntuacion: G, 0, -, -, -, (,)
d) Simbolos de cuantificacion:

cuantificador universal a
cuantificador existencial a

RIVEYTEIRRelinFUERGIM : es una sucesion de simbolos del alfabeto que

verifica las reglas de formacioén siguientes:
1.- Toda proposicion (variable proposicional) es una férmula bien formada.
2.- SiP es un predicado, entonde§y, t, ..., ;) €s una fbf, siend términos.

3.- SiF es una formula bien formada que tiene la varighlbre, entonces:

O FIX0, %05 oes X%y oos ]

Bk F[ X1, X2y ooy X%y ves K ]
son fbf. La variable queda ligada al cuantificador introducido y las otras
variablesx, deF distintas de; siguen como antes.

4.- SiAy B son fbf entoncesA, A[(B, A[B, A-By A« B son fbf.

5.- Sélo son férmulas bien formadas las construidas desde 1 hasta 4.
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Ejemplo:La siguiente formula es sintacticamente correcta

Ox (POUQED) - Iy R Y) )

ya que son fbf R(x, y) por 2
Oy R(x,y) por 3
P(x) por 2
Q(2) por 2
P(x) 0Q(2) por 4
P 0Q(2) - ¥R y) por 4
Ox (P)OQ@) - ¥YRX Y)) por 3

Una forma gréfica de ver la estructura de una férmula es mediante el arbol sintactico:

ROl [o=WeR-1lelgle] : consiste en un predicado con todos sus

argumentos instanciados por términos (bien por variables, constantes o funciones).

MICIEW @ es un atomoliferal positivd o la negacion de un atomaotdral
negativg.

[OEURIIE! : es una disyuncién de literales.
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Constantes Variables
ab, .. X, Yy oo
Términos Predicados
P,Q,..

Atomos Negacion
Conectivas Lit I Cuantificadores
00 o iterales 00

— ¥V 7=

llustracién 1: Vocabulario de la légica de primer orden

Ejemplos
«Solo los informaticos entienden a los informaticos»
Ox Oy [ 1) OEW, ¥) - W]

«Nadie entraba en la academia de Platon a menos que supiera Geometria»
OX[AX) - G(X) ]

En el lenguaje que nosotros vamos a trabajar los cuantificadores se aplicaran
exclusivamente a las variables de términos. Es lo que denominamos

Céalculo de Predicados de Primer Orden

Cuando aparecen férmulas con los cuantificadores aplicados a simbolos de
predicados y funciones trabajamosGilculo de Predicados de Segundo Ordeisto
supone la definicion de Dominios de Predicados y Funciones asociados a estas
variables. Dado que en la actualidad no se conocen procedimientos que permitan decidir
la validez o no de las estructuras deductivas en célculos de orden superior, el libro se
limita a trabajar con el calculo de primer orden.
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Calculo de Proposiciones <  no se permiten variables de ningun tipo
Calculo de Predicados <> las variables sélo pueden representar objetos
Célculo de Segundo Orden <> las variables pueden representar predicados

2.3. ENUNCIADOS CUANTIFICADOS

Los enunciados cuantificados con los que vamos a trabajar van de ser de
diferentes tipos:

¢ Universales afirmativagodos losx verificanP Ox P(x)
« Universales negativosingunx esP Ox =P(x)
» Existenciales afirmativoslginx esP X P(x)
» Existenciales negativoalginx no esP X =P(x)

Los cuantificadores universal y existencialrelacionanentre si gracias a la
conectiva de negacion, de forma que podemos pasar de uno a otro:

=[x P(x) ( no todos lox tienen la propieda® ) =
= (hay algurx que no tiene la propieddd) [x =P(x)

Ox =-P(x) (todos losx poseen la propiedad #v) =
= todos lox carecen de la propied®d =
= ( no existe ninglr que posea la propied&d) -[x P(x)

Estas equivalencias anteriores las podemos ver como generalizaciones de las
leyes de De Morgan y representan la dualidad entre los cuantificadores. La regla para las
sentencias que tienen un simbolo de negacién es que si uno de los cuantificadores
aparece con un simbolo negador a su izquierda, puede ser sustituido por el otro
cuantificador con la negacion a su derecha (o al revés), quedando una expresion
resultante equivalente a la inicial. De igual forma, cuando tengamos una expresion con
cuantificador y dos simbolos de negacion:

=[x =P(x) (no hay ninglr que posea la propiedad RQ =

= no hay ninglix que no se® -
< (todos lox verificanP ) Ox P(x)
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-0x =P(x) ( no todos lox carecen de la propied&d)
= (‘hay algurx que tiene la propiedd®) [x P(x)

Habitualmente al formalizar sentencias de lenguaje natural, las expresiones
cuantificadauniversalmente van acompafiadas de la conectiva de la implicacién ya que
de esta manera restringimos el dominio de la variable cuantificada universal. Asi, por
ejemplo:

Ox[P(X) - Q(X)]

significa que todos log, si verifican la propieda@ entonces verifican la propied&

es decir, no todos necesariamente cumplen la propi@daero si al menos aquellos
gue cumplen la propiedaéd. Complementariamente, una expresién cuantificada
existencialmente suele ir seguida, en general, de la conectivacdejlacién. De esta
forma:

Ox [PO)OQ(X) ]
significa que existe algix que verificaP y que verifica tambié@. Las relaciones que

existen entre los esquemas anteriores son, al igual que en las expresiones sin conectivas,
a través del negador de la siguiente forma:

~Ox [P(x) -~ Q(X) ]

¢

-~ X -[PK)- QK] -
- X ~[-PHOQX)] -
= X [PXO-QX]

- [P(0QX)] -
= Dx ~[POQ(X)] -

= Ox [P(X) » ~Q(X) ]

3. LIMITACIONES EXPRESIVAS DE LA LOGICA DE
PRIMER ORDEN

Hasta aqui hemos visto como traducir sentencias del lenguaje natural, en
nuestro caso castellano, al lenguaje de la Légica de Primer Orden (lo que hemos
llamadofbf - “férmulas bien formadas”). Por tanto, podemos analizar en este momento
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las limitaciones de dicho lenguaje, y veremos como muchas expresiones del lenguaje no
pueden ser trasladadas a férmulas légicas.

Una de las limitaciones del lenguaje visto para la l6gica aparece al intentar
trabajar con sentencias numéricas, ya que nos encontramos con un amplio abanico de
posibilidades de cuantificacion en el lenguaje natural, frente a dos Unicos
cuantificadores en légica. La incorporacién a nuestro lenguaje légico del simbolo de
igualdad nos permitird obtener una mayor potencia expresiva para el tratamiento de
sentencias numéricas, pero sin llegar a alcanzar la riqueza expresiva del lenguaje natural
o del lenguaje matematico.

Ejemplos
Unicamente un alumno de clase ha nacido en Alcoy
Tenemos dos cubos grandes

La mayoria de los alumnos de la clase saben informética

Otra clara limitacion viene dada por el uso de los tiempos, ya que la Logica de
Primer Orden no permite el cambio de las relaciones en el tiempo, mientras que en
lenguaje naturghodemos utilizar el pasado, el presente o el futuro.

Ejemplo

Hoy hace calor pero ayer hacia frio

También la Loégica de Primer Orden tiene claras limitaciones a la hora de
representar la riqueza modal del lenguaje natural, asi como para simbolizar
incertidumbre. Por estas y otras razones, han ido apareciendo en los Ultimos tiempos
distintas extensiones o desviaciones de la l6égica que pretenden paliar, en lo posible,
estas deficiencias: l6gicas modales, l6gicas temporales, l6gicas no monétonas, légicas
polivalentes, l6gica difusa, ... Pero dichas logicas escapan a las pretensiones de este
libro.

4. EJERCICIOS

* Representar elenguaje proposiciondbs siguientes enunciados:

1.- Si acepto el mundo que me ofrecen y soy feliz asi, entonces empiezo a cavar mi
propia sepultura; o bien, si no soy feliz asi, y no veo tampoco posibilidad de
cambiar este mundo, emprendo asi mismo mi propio enterramiento.
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Solucién:

Acepto el mundo que me ofrecen p
Soy feliz asi q
Empiezo a cavar mi sepultura r
No soy feliz asi -q
No veo posibilidad de cambiar el mundo =S
Emprendo mi enterramiento r

FBF: [(PpOq) - r]O[(~g O=8) - 1]
2.- Es agradable caminar bajo la lluvia, siempre que se tenga algo suficientemente
triste en que pensar.

Solucién:

Podemos poner esta otra forma que es equivalente a ella:
«Si se tiene algo suficientemente triste en que pensar entonces es agradable caminar bajo la lluvia»

Tener algo suficientemente triste en que pensar p
Es agradable caminar bajo la lluvia q
FBF: p-q

3.- &) Si acierto una quiniela, me haré rico.

Solucién:
Acierto una quiniela p
Me haré rico q

FBF: p-q
b) Solo si acierto una quiniela me haré rico.

Solucién:
Se invierte el sentido de la frase, porque ahora acertar una quiniela es condicién
necesaria aunque no suficiente para hacerme rico:

FBF: q-p
4.- De haber tomado medidas en su momento, no se hubieran propagado los
incendios forestales.

Solucion:
Haber tomado medidas en su momento p
No se hubieran propagado los incendios forestales -q

FBF: p - -q
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5.- Solo si estudias aprobaras.

Solucién:
Estudias p
Aprobaras q

FBF: q-p

6.- En el mundo habréa paz cuando y s6lo cuando no haya guerra.

Solucién:
En el mundo habra paz p
No haya guerra en el mundo -q

FBF: p -~ q

7.- El que haya progreso equivale a que no haya analfabetismo.

Solucion:
Haya progreso p
No haya analfabetismo -q

FBF: p - Qq

8.- Si Frankestein cruza nuestras calles, ha de indicar qué y cuantos fines persigue,
y si miente, le daremos con las puertas en las narices, pero si dice la verdad, le
invitaremos a cenar.

Solucion:

Frankestein cruza nuestras calles p
Indicar qué fines persigue q
Indicar cuéantos fines persigue r

Dice la verdad (miente) s (-s)
Darla con la puerta en la narices t

Le invitaremos a cenar w

FBF: p-qOrd(=s-t0O(s > w)
9.- Si se ganan las elecciones y nuestros representantes acceden al poder,
confiaremos en ellos si y sélo si, cumplen sus promesas y el poder no les corrompe.

Solucién:

Se ganan las elecciones p
Nuestros representantes acceden al poder q

Confiar en ellos r

Cumplen sus promesas S

El poder no les corrompe -t

FBF: pdqg - (r - sO=t)
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10.- Formalizar en el lenguajeguosicional la sentencia dehiguaje algoritmico:
si (condicién)entonces
accionl
sino
accion2
fsi

Solucién:
condicién p
accionl q
accion2

bl

FBF: (p->qO-r)0(-p - -q0Or)

* Representar e@alculo de Predicadokas siguientes expresiones:
11- Antonio es médico

Solucion: 12 version: medico (antonio)
22 version: M(a) Antonio se representa por la constante a
Ser médico se representa por el predicado M

12.- Algunos son amigos de Luis

Solucién «Algin x es amigo de Luis»
Representacion: | Luis (constante)
A(X, y) X es amigo de y
Férmula: x A, 1)

13- Todos son hermanos

Solucion «Todos los x son hermanos de todos los y»
Representacion:  H(x, y) X es hermano de y
Férmula: Ox Oy H(x,y)

14.- a) Algunos peces son amarillos

Solucion «Existen individuos del dominio que son peces y amarillos»
Representacion: P(x) X es pez
A(X) X es amarillo
Férmula: x (PX) DAX))

b)Todos los peces son amarillos

Solucién: «Para todo x, si x es pez entonces es amarillo»
Formula: Ox (P(x) - AX))
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15.- Algunos marineros s6lo son novios de las chicas que son fans de Julio Iglesias

Solucion: Existe algin x que es marinero y para todos los individuos y, si x es novio de y
entonces los individuos y son las chicas fans de Julio Iglesias.

Representacion:  M(x) X es marinero

N(x, y) X es novio de y

JI(x) X es fans de Julio Iglesias
Formula: x [M(X) OOy (N(x,y) - Ji(y))]

16.- Solo los espafioles se dejan conquistar por las chicas de Informatica

Solucién: Para todo x e y, si x se deja conquistar por y e y es un chica de Informatica
entonces x es espafiol.

Representacion:  E(x) X es espariol
C(x,y) X se deja conquistar por y
1(x) x es chica de Informatica
Formula: Ox Oy (Cxy) Oly) - E(X))

5. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

1.- Estudio de la implicacién: implicacion material, implicacion formal,
relacién de contenido del antecedente y el consecuente.

2.- Formalizacién del Lenguaje Natural. Necesidad de un Lenguaje Atrtificial.

3.- La ldgica como herramienta de representacién del conocimiento en
Inteligencia Artificial.

4.- Introduccion al Célculo de Orden Superior.

6. LA LOGICA EN LA VIDA

1. Bertrand Russell estaba tratando sobre los enunciados condicionales y sosteniendo
gue un enunciado falso implica cualquier cosa. Un filésofo escéptico le pregunto:
- ¢ Quiere usted decir que si 2+2=5, entonces es usted el Papa ?
Russell contesto afirmativamente y dio la divertida “prueba” que sigue:

Pagina 42



Capitulo 2 EL LENGUAJE DE LA LOGICA DE PRIMER ORDEN

- Si suponemos que 2+2=5, entonces seguramente estara usted de acuerdo en
gue si restamos 2 de cada lado de la ecuacién, nos da 2=3. Invirtiendo los términos,
tenemos 3=2 y restando 1 de cada lado de la ecuacion, nos da 2=1. De modo que,
como el Papa y yo somos dos personas, y 2=1, entonces el Papa y yo somos uno.
Luego, yo soy el Papa.

Esta oracién es fal#a

¢ Qué valor de verdad le darias a la frase anterior? Supongamos que el
enunciado anterior sea verdadero, por tanto por lo que dice, la frase es falsa, jy
nosotros habiamos supuesto que es verdadero! Por otro lado, si el enunciado fuese
falso, por lo que dice, la oracién no seria falsa, es decir, jla frase deberia ser
verdadera y hemos supuesto que es falsal

Un término puede referirse a muchos objetos y tener un sélo significado,
dependiendo de cuando, dénde y por quién sea pronunciado:

“Dos amigos estan hablando del triste estado de la moral sexual de hoy en dia:

- Yo nunca me acosté con mi mujer antes de que nos casaramos - dice uno de
ellos, haciéndose el santo -. ¢, Y ta ?

- No estoy seguro - responde el otro -. ¢, Cémo se llama ?”

En un pueblo se ha formado un club llamado el “Club de los Corazones”, que tiene
los siguientes estatutos:

a) Dada cualquier mujer del pueblo, si no pertenece a todos los clubs, pertenece
al Club de los Corazones.

b) Ningin hombre puede ser socio del Club de los Corazones si no hay al
menos otro club del que no es socio.

c) Dado cualquier club, cada hombre ajeno al club ama a cada mujer del Club
de Corazones.

Si Chelo y Félix son dos habitantes del pueblo, ¢puede decirse si Félix ama a
Chelo?
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TEORIA SEMANTICA

Como ya se ha visto, la construccion de un Sistema Formal implica la definicion de la
nocién de verdad para la interpretacion de las férmulas de dicho sistema obteniendo asi
un Sistema Formal Interpretado. En este capitulo vamos a ver el aspecto semantico de la
I6gica, tanto para el célculo de Proposiciones como para el calculo de Predicados. Como
se trata de la ldgica clasica, Unicamente tendremos dos posibles valores de verdad:
verdadero y falso.

de verdad que tenemos que determinar. Si este enunciado es atémico,
el valor de verdad se obtiene directamente por aplicacién del
conocimiento sobre la informacion del enunciado a tratar.

[/ ada enunciado representado en el lenguaje de la I6gica, tiene un valor

Verdad de una Férmula Atémica: una férmula atomica es verdadera cuando
lo es conforme con los hechos, esto es, cuando la propiedad designada por el
predicado corresponde al objeto u objetos individuales de que se trate; en caso
contrario el enunciado es falso.

Asi por ejemplo el enunciado “Madrid es la capital de Espafia” sera verdadero,
ya que sabemos que la propiedad de ser capital de Espafia recae en este momento en la
ciudad de Madrid. La cuestion de si un enunciado es verdadero o falso no es, como
decia Wittgenstein, un problema de andlisis I6gico, sino un problema de informacion
empirica, porque el enunciado atémico dice siempre algo sobre los hechos, y no es la
l6gica, sino la experiencia, la que informa sobre la verdad o falsedad de un enunciado
de esta indole. Cuando un enunciado sea verdadero, diremos que su valor de verdad es
positivo (se representa por V o 1); y cuando sea falso, que tiene valor de verdad
negativo (se representa por F o 0). A la verdad o falsedad de los enunciados se les
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llamaravalores de verdadeste concepto de valor de verdad por la que se extiende al
orden légico la terminologia usual de la teoria matematica de funciones procede de
Peirce y Frege. Trabajaremos de ahora en adelante con enunciados que se tienen que
atener al siguiente criterio:

Axioma de la Ldgica de Primer Orden: Toda proposicién es cierta o
falsa, pero no ambas cosas a la vez.

Este criterio también se llama bivalente y se debe a Aristételes. Este criterio se
ha mantenido hasta el presente siglo en que se ha planteado el problema de la no
aceptacion debido a criterios de la llamada ldgica no clasica. Un ejemplo es la Logica
Multivalente que consideran el valor de verdad de los enunciados mayor a dos
(verdadero, falso, indeterminado, etc.). Estas légicas tienen su aplicacion en los campos
de Fisica Cuantica y la Informatica, entre otros.

1. SEMANTICA EN CALCULO DE PROPOSICIONES

El sistema de formulas o estructuras deductivas correctas no se construye a
partir de reglas de inferencia y de axiomas, sino mediante una simbolizacion del
significado de las proposiciones, es decir, de la forma de valorar el contenido de
informacién de cada proposicion.

Elementos con los que vamos a trabajar:

- Conjunto de significados atribuibles a las proposiciones.
- Definicién semantica de conectivas.

- Estudio de tablas de verdad.

- Definicién semantica de deduccion correcta.

¢ Conjunto de significados atribuibles a las proposiciones:

Los significados con los que vamos a trabajar van a estar comprendidos en el
conjunto de valoresY, F }:

Vo simboliza el significado verdadero.
F o simboliza el significado falso.

Estos valores dan lugar a las mismas férmulas validas de la Logica Clasica o
bivalente Dificultades de adaptacion al lenguaje natural han dado lugar a la aparicion
de logicas polivalentes(con tres o mas valores de verdad)ldgicas difusasy
probabilisticas(con valores de verdad continuos), que permiten alcanzar un nivel de
formalizacion mas adaptado a la seméntica del lenguaje usualkd@emodos, como el
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objetivo es la formalizaciéon del conocimiento cientifico, la I6gica bivalente es valida en

la mayoria de los casos. Por otra parte, el estudio de la I6gica bivalente nos servira como
base y nos permitira, en su momento, el paso gradual a otras légicas con mas valores de
verdad (trivalente, tetravalente, polivalente, difusa, ...).

« Definicibn semantica de conectivas:

Las distintas conectivas, que se estudiaron en el capitulo referente al Lenguaje
de la Logica de Primer Orden, generaran significados de las frases compuestas. Los
distintos valores de verdad de estas frases compuestas dependeran de los valores de
verdad de sus componentes y de las conectivas implicadas, interpretados mediante las
tablas de verdagdorrespondientes vistas en el capitulo anterior:

B -A A OB A OB A B A B
Vv c Vv Vv Vv Vv
F F Vv F F
Vv F Vv Y F

FIF v F F Y v

¢ Estudio de tablas de verdad:

Dada una fb, cada valoracion de verdag,asigna & un valorv(A). El valor
V(A) sblo depende de los valorg@y) de las variables proposicional&scontenidas en
A, y por tanto es finito, del orden dé& 2londen es el nimero de variables distintas
contenidas en dicha férmula. Vamos a ver dos métodos para calcular el valor de verdad
de una fbf mediante tablas de verdad, pero antes es conveniente saber construir una
tabla de verdad. Para ello, crearemos un cuadro de doble entrada con tantas filas y
columnas como describimos a continuacion:

Columnas: dependera del método utilizado; en principio se pone una columna
por cada variable que aparezca en la férmula.

Filas: si en la formula aparecanvariables tenemos’Zilas que se construyen
de la siguiente forma:

n n

e ]2 var.:? valores V seguidos deE valores de F; has@".
n n

e 28 var.:? valores V seguidos dE; valores de F; hasd".

« n™var.: 1 valor v seguidos de 1 valor de F; h&ta
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Vamos a ver los dos métodos por medio de un ejemplo: construir la tabla de
verdad para la formutap [q.

1.- Método Acumulativo:

Ampliamos el nimero de columnas en:
* una columna nueva por cada variable que aparece negada.

e una columna nueva por cada operacidon basica que haya que
realizar con las conectivas.

Este método se aplica a féormulas no demasiado complicadas -gohoo
similares. Seguimos los siguientes pasos:

- Se escriben las dos 12 columnas con todos los posibles valores de verdad para

las variables proposicionalpy g.

- Se analizap

- Se analizasp Oq

Tabla:
p q -p ~pUq
Vv Vv F Vv
v F F F
F V Vv Vv
F F Vv \/

2.- Método por Pasos:

Tendremos tantas columnas como variables distintas, mas una columna
adicional para la férmula global. En el ejemplo que seguimos sera:

- Como hay dos variables se disponen las dos primeras columnas con todos los
valores posibles dey g.

- Se escribe en cabecera de tabla la férmula a analizar, procurando separar
convenientemente cada uno de sus simbolos.

- Se dispone a pie de tabla un casillero para registrar el orden de los pasos a dar.
- Como en el método anterior, se realizan los analisis parciales de la férmula,
siendo el primer paso, la transcripcién de los valores de verdad de las variables
proposicionales.

- La columna que tenga el nimero de paso mas elevado registrara el valor de
verdad de la férmula analizada.
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Tabla:
p q -pUq
Vv \% FVYV
Vv F FF F
F \% V VYV
F F VVF
2 31

Una vez construida tabla de verdados fijamos en la columna solucién de la
tabla y segun los resultadpsdemos determinar el valor de verdad de la férmula de
acuerdo con las siguientes definiciones:

: una fbf del Célculo de Proposiciones se dice que es Tautologia o
Identidad Ldgica, cuando es verdadera para toda interpretacion; es decir, cuando toda
atribucion veritativa la satisface.

Ejemplo: pO-p

(OelpliLel[ofeile]y] : una fbf del Calculo de Proposiciones se dice que es
Contradiccion cuando no es verdadera bajo ninguna interpretacion; es decir, cuando
ninguna atribucion veritativa la satisface.

Ejemplo: p O-p

: una fbf del Célculo de Proposiciones se dice que es
Contingencia o Indeterminacién cuando no es ni tautologia ni contradiccion; es decir,
cuando existe al menos una atribucién veritativa que la satisfaga y otra que no la
satisfaga.

Ejemplo: pOq

Se dice que una valoracién de verdeshtisfacea una fbfA cuandov(ARV.
SeaW un conjunto de fbf YA una fbf,diremos qué&V implica tautolégicamentea A si
cada valoracion de verdad que satisface a todas las Wf datisface también A.
Entonces se escrilw¥ [= A; y en caso contrario se escrifve|Z A.

Ejemplos:
{A A - B} |= B
{ADOB,-B} |= A
{AOB} | % B
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ACLARACIONES,

1.- Se admite que cualquier valoracion de verdad satisface a las fbf del
conjunto de fbf vacioWw=[]. Esto tienen sentido ya que no existe
ninguna fbf del vacio que sea falsa en alguna valoracién. En tal caso se
dice queA es una fbf tautoldégica o que es una tautologia. Se indica
escribiendo|=A. Lo mismo sucede si todas las férmulas Weson
tautolégicas pues entonces cualquier valoracion de verdad satisface a
todas las fbf d&V.

2.-  Sino existe ninguna valoracion de verdad que satisfaga a todas las fbf de
W, se tiene qu&V |= A para cualquier fbA, trivialmente. En efecto por
definicion de |= solamente no se cumld= A en el caso de que exista
una valoracién que haga verdad a todas las fiWwgehaga falsa &, y
esto no puede ocurrir ahora.

Ejempilos:
= A~ (B-A)
{A -A} = C (para cualquier C)

Se dice que dos fl& y B son tautolégicamente equivalentessi A |=B yB
|= A. Se escribe entoncés~ B.

Nota: Dos proposiciones en elnguaje ordinario, cuya representacion en
Légica Proposicional sean dos fbf tautolégicamente equivalentes expresan el mismo
hecho, ya que una es verdad si y sélo si es verdad la otra. Esto es, desde el punto de
vista de la Légica ordinaria, lo mismo da enunciar la una que la otra. Se suele decir que
son semanticamente equivalentes.

Métodos de Verificacion de Tautologias:

1.- Mediante tablas de verdade construye la tabla de verdad con alguno de los
métodos vistos, y entonces puede suceder:
- Si en la columna resultado encontramos todos los valores a V entonces la fbf
es ungautologia.
- Si en la columna resultado encontramos todos los valores a F entonces es una
contradiccion.
- Cuando alternan simbolos V y F entonces la fbf esamiéngencia.

Ejemplo:

Estudiar el valor de verdad de la siguiente fbf por el método de las tablas de verdad.
(PO 0P~ q)

Aplicando el método acumulativo obtenemos la siguiente tabla:
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P q -p pOq p-9 | (p0q) O(=p-q)
v v F v v v
v F F v v v
F v v v v v
F F v F F F

La columna solucion (la dltima) nos revela que la fbf es una «contingencia», pues
aparecen tanto valores V como valores F.

2.- Método corto de valoraciéreonsiste en dar el valor de verdad F a la formiga
si de esta hipotesis se deduce que hay una contradiccion enforessina
tautologia. Si no aparece la contradiccién, entonces suele obtenerse una valoracién
en la queA es falsa y por tanto no es tautologia. El valor supuesfosdgeescribe
debajo de su conectiva principal, la que define el tipo.

Ejemplo:
[(pOq) - r] p [p - @~ n]

\% F

vV VvV F

Hemos llegado a una contradiccion, pues la implicacion primera es V y sin
embargo r a la fuerza es F y el antecedente (p 0 q ) es V. Luego, la hipotesis de que
partimos, implicacién falsa, es incorrecta, por tanto es una férmula tautolégica, ya que no
podemos conseguir valores de verdad que la hagan falsa.

Propiedades de las Tautologias:

1. Las tautologias constituyen un conjunto de enunciados qude@dible. Un
conjunto es decidible cuando existe un procedimiento mecanico para determinar
cuales son los elementos que le pertenecen y los que no le pertenecen. En las
tautologias basta aplicar cualquiera de los métodos vistos para decidir si una fbf es

una tautologia o no.

2. Sustitutividad. Dada una tautologia si se sustituye en ella una letra enunciativa (en
todas sus ocurrencias) por una férmula cualquiera el resultado es una férmula

equivalente.
Ejemplo:
Sea p - p que sabemos que es una tautologia, si sustituimos la variable p por p [ g,

queda una féormula p [Jg — p [Jg que también es una tautologia.

3. Las equivalencias tautoldgicas se sujetan &yYade intercambio. Dadas dos
férmulas equivalenteA y B y dada una formul& que contiene como subférmula la
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ocurrencia de una de ellas, puede cambiarseCedicha ocurrencia de esa
subférmula por la ocurrencia de su equivalente. Si una aplicacion de esa regla afecta
a una ocurrencia que aparece mas veces, hay que indicarlo.

Ejemplo:

Sabemos que p y --p son equivalentes. Por tanto si tenemos la férmula q— (=-p [Jr),
podemos sustituir obteniendo la formula g - (p Or ), que tendrd el mismo valor de
verdad.

e Definicion semantica de Deduccion Correcta:
Veamos algunos conceptos pertenecientes a la categoria semantica de la l6gica:

IMEIEEEEN] : de una férmula es una asignacion de significados a sus
férmulas componentes basicas. Una interpretacién corresponderia a una fila de la tabla
de verdad.

WIelefelle] : una interpretacion es un modelo de una formula si el significado
resultante en la misma gerdad Dado un conjunto de férmulas, una interpretacion es
un modelo del mismo si satisface todas sus férmulas.

ofe]pligeTpglolo[c (oo RolepliE=TIETRlelle] : es una interpretacion cuyo significado

resultante efalso.

R CIESIENECEINENERENE - es aquella que no tiene contraejemplos, es

decir, todas las interpretaciones son modelos, o lo que es lo mismo, tienen valor
verdadero Las tautologias son formulas seméanticamente validas.

Concepto semantico de deduccion:

Dada una estructura deductiy, Py, ..., By, [ Q se define como
CORRECTA cuando no existe ninguna interpretacion que simultdneament®dga
... Ppverdaderos ¥ falso, es decir, cuando todo modelo deplasmisases un modelo
de laconclusién

Ejemplo:Comprobemos con esta definicién que la estructura del MP es correcta:
A/A-B 0O B

slw[N]e
T|n<|<[>
TnI<|T<|®@
<[<|T|I<|
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Segun la definicién anterior la Unica fila que hace verdaderas las premisas (todas) es la
fila 1, y aqui se comprueba que la conclusion es verdadera; luego es una deduccién
correcta. Las demas filas no nos dicen nada al tener premisas falsas.

La definicibn seméntica de la deduccién es la base ndélodo del
contramodel contraejemplopara comprobar que una deduccién no es correcta basta
encontrar una interpretacion que atribuya significado verdadero a las premisas y falso a
la conclusién.

Ejemplo:
Comprobar por el método del contraejemplo si la siguiente deduccién es correcta:
plqg, gq-r, p->s s

Hay que encontrar una interpretacion que haga verdaderas las premisas y falsa la
conclusion.

Hacemos la conclusion falsa: sOF

Sis=F, paraque p - sseaV tenemos que hacer pO F

Sip=F, paraque p [JgseaV tenemos que hacer qO V

Sig=V, para que g - rseaV tenemos que hacer rQd V

Luego los valores de verdad pO F
gd Vv
rgd Vv
sOF
hacen que todas las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa, entonces tenemos
claramente un contraejemplo. Luego el argumento no es correcto.

2. SEMANTICA EN CALCULO DE PREDICADOS

De una férmula en calculo de proposiciones decimos que es verdadera o falsa
segun los valores de verdad que se atribuya a sus componentes atémicas. Con las
férmulas cuantificadas, se dice lo mismo pero teniendo en cuenta que las componentes
atomicas no estan de manifiesto, ni estaran, hasta que no se especifique la cardinalidad
del universo elegido.

Ejemplo:

[Ix P(x) no es una férmula atdbmica sino molecular. Sus componentes atémicas
son predicados del tipo P(a) y seran tantos como el nimero de individuos tenga el
Universo que sirva de rango a la variable x. O sea, si suponemos que hay dos individuos,
tenemos D ={ a, b }, entonces hay dos predicados, P(a) y P(b), que serian ya férmulas
atémicas.

Ox P(x) = P(a) OP(b)

Y ya podemos construir la tabla de verdad para esta férmula:
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P(a) P(b) P(a) OP(b)
V V \Y
v F F
F v F
F F F

Por tanto, mientras el nimero de individuos del Universo sea finito, podemos
hacer la tabla de verdad para cualquier expresion cuantificada, aunque cuando haya
muchos elementos sea materialmente imposible realizarla. Por ello hay que indicar, no
s6lo que el Universo es finito, sino también cuantos individuos lo componen.

Validez de Formulas Cuantificadas

Para demostrar la validez de una férmula cuantificada en T2 Semantica,
tenemos que definir uriaterpretacion de dicha férmula, que requiere tener en cuenta
las siguientes componentes:

* Universo o Dominio de Referencia

Dada una férmula se elige arbitrariamente como zona de referencia del mismo
a un conjunto o coleccién de objetos cualquiBraen el cual se van a establecer
relaciones y propiedades de individuos, que marcaran subconjuntos de dicho conjunto.
Dicho conjunto tiene que ser:
- no vacio
- individuos distinguibles entre si

En una formula cuantificada los individuos que pueden aparecer son:
- constantesun elemento concreto del dominio
- variables un elemento cualquiera del dominio
- funciones un elemento definido en_ funcion de otro u otros
(n=ntmero de argumentos de la funcién):

n
f:D - D
Ejemplo:
Si en una férmula légica aparece la funcién f(x) y estamos trabajando en el dominio

D={a, b, c}, una posible interpretacion de la funciéon f seria la definida mediante D - D
representada en la tabla siguiente:

f(x)
b

c
b

o |o|o |IX
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¢ Conjunto de Significadosque se atribuyen a las férmulas. Al igual que en el célculo
de proposiciones tendremos:
Vo Verdadero
Foornn, Falso

¢ Relacion n-aria, siendon la aridad del predicad@&ntre elementos del dominio
correspondiente a cada letrapfedicado

P:D" - {V,F}
Ejemplo:
Si en una férmula légica aparece el predicado P(x) y estamos trabajando en el dominio

D={a,b,c}, una posible interpretacion de dicho predicado P podria ser la definida mediante D - {V,F}
representada en la tabla siguiente:

PX)
v
F
v

O |T|o X

Se representa por una correspondencia entre el conjunto de toddspks
elementos del dominid (D") y el conjunto de significado$/{ F} asignando a cada-
tupla deD" que verifica la relacion el significadd, y F en caso contrario. Asi,
tendremosl” posibles combinaciones de valores, dotiés el nimero de elementos del
dominioD y n es la aridad del predicad También se puede comprobar que el nimero
de interpretaciones posibles para cada predicado es del orden de:

2(d”)
Ejemplo:

Si en una férmula I6gica aparece el predicado P(x, y) y estamos trabajando en el dominio
D = {a, b, ¢}, una posible interpretacién del predicado P seria la definida mediante D° — {V, F}
representada en la tabla siguiente. Como n=2 (aridad del predicado P) y d=3 (n° elementos del
dominio D), tendremos 3%=9 filas en la tabla.

X y P(x, y)
a V
a b V
[ F
a \Y
b b V
C F
a V
c b V
[ F
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Como ya hemos dicho, esta es una posible interpretaciéon del predicado P. Pero, ¢de
cuantas maneras distintas podemos interpretar a P? Como para definir P debemos asignar 2
posibles valores de verdad (V o F) a 9 combinaciones de elementos del dominio, tendremos en
total 2°=512 interpretaciones posibles.

» Definicién semantica d€onectivas Tablas de Verdad

Aqui sirve lo que se ha dicho anteriormente para el calculo de proposiciones,
ya que las conectivas utilizadas son las mismas.

» Definicién semantica d€uantificadores:

a) Una formula cuantificada universalmente respect@sV si para_cualquier
(todo) elemento del dominio asignadr la férmula es verdaderg.en otro
caso.

b) Una férmula cuantificada existencialmente respecto eV si para_algun
(al menos uno) elemento del dominio asignadola formula esV. F si
todos son falsos.

Ejemplo:

Sean la siguiente interpretacién para los predicados P(x, y) y Q(x) en el dominio
D={a,b,c}:

X y P, y) Q(x)
a F

a b \ \Y
C \
a vV

b b \ \%
c vV
a F

c b F F
C \

Las férmulas l6gicas siguientes toman el valor de verdad:

a) Ox Q(x) O F
b) Oy Q(y) O \Y
c) Oy P(b,y) O \%
d) Ox Oy P(x,y) O \%
e) Ox Oy P(x,y) O F
f) x Oy P(x,y) 0 \Y, (sf, cuando x=b)
[o)] Oy Ox P(x,y) O \% (si, cuando y=c)
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* Definicion semantic®educcion Correcta

Aunque sirve lo comentado en el calculo de proposiciones, vamos a matizar
alguno de los conceptos implicados:

SRR EEE | una formula es satisfacible si existe alguna interpretacion que la
verifique.

WEUREYd : una formula es validan un dominio si cualquier interpretacion que
pueda plantearse en ese dominio satisface la férmula.

WEUCEYASEINEN: . una formula es semanticamente valida cuando es valida
en cualquier dominio.

Ejemplo:
OxOyPXy) - Oy OxP(x,y)

es verdad ldgica, porque no admite ninguna interpretacion que la haga falsa.

WIeIe[Ele] : es una interpretacion que satisface una férmula o un conjunto de
férmulas.

Slelpig=Ty(elo [ HSINTEITIINSIY - interpretacion que no satisface una formula

o conjunto de férmulas.

Ejemplo:

Si observamos el ejemplo anterior (apartado de “definicion semantica de Cuantificadores”)
vemos que la interpretacion dada en la tabla:

. es un modelo de las férmulas b, ¢, d, fy g

. es un contramodelo de las formulas ay e

Equivalencias Légicas

E1) pl-p=F E2) pd=-p=V
E3) plV=p E4) plv=v
E5) pOF=F E6) pUF=p
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3. ESTUDIO Y ANALISIS DEL CONJUNTO DE
CONECTIVAS

Hemos visto en nuestro lenguaje cinco conectivas légicas, (@, - y «)
pero de hecho podiamos haber definido mas conectivas, e incluso prescingimes al
de ellas. Vamos, por tanto, ahora a estudiar y analizar el porqué hemos elegido
Unicamente estas cinco y cuales mas podiamos haber definido.

Si calculamos todas las posibles conectivas binarias que se pueden definir con
los dos valores de verdad (V y F) obtenemos que, como se trata de conectivas binarias
(con dos argumentos), tenemos 4 combinaciondsy(2omo a cada combinacién le
podemos asignar cualquier de los dos valores de verdad, tenémos62diferentes
definiciones de conectivas binarias.

Ejemplo
A B C1 | C2 | C3 | Cq4 | C5 | Cs | C7 | Cg | Cg |Cip|Ca1|Ci2|Ci3|Cisa|Ci5 | Ci6
v \ V \ \ V V \ \ V F F F F F F F F
F \ V V V F F F F V V \ V F F F F
= \ V \ F F V \ F F \ \ F F \ V F F
F \ F V F V F V F V F \ F V F V F

Se puede ver que la c; corresponde a la disyuncién, la cs corresponde a la implicacién, la
c7 corresponde a la coimplicacion y la cg corresponde a la conjuncion

Para las conectivas unarias tenemos 2 combinacionesd@ dos posibles
valores de verdad para cada una de ellas, que hacen un total=dé 2onectivas
distintas.

Ejemplo
A ny nz ns N4
v v v F F
F v F v F

Podemos observar facilmente que:
. la conectiva n; hace siempre verdadera la formula sea cual sea su valor
. la conectiva n, mantiene el valor original de la formula
. la conectiva n3 es la negacion que hemos definido antes (cambia el valor de verdad)
. la conectiva ns4 hace siempre falsa la formula sea cual sea su valor

Vemos que tenemos 16+4=20 conectivas distintas. Pero no todas ellas son
imprescindibles, es decir, con un subconjunto de ellas podemos simular el efecto de las
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otras. Si lo estudiamos detenidamente podemos comprobar que con las conelGtivas —,

O podemos representar cualquier tabla de verdad para las conectivas anteriormente
descritas, es decir, {4, [} es un conjuntofuncionalmente completde conectivas
(completo desde el punto de vista del valor de verdad).

Ejemplo

La conectiva cio corresponde a la disyuncién exclusiva. Esta conectiva la podemos
representar, en funcién de {-, O, (0} , como
(A OB) O~(A OB)

A B C10 AOB | ~(AOB) [ AOB | (AOB)O~(AOB)
v Vv F Vv F Y F

F v F Y Y Y
- Vv v F Y Y Y

F F F Y F F

Podemos hacernos la pregunta de ¢por qué hemos utilizados hasta el momento
cinco conectivas?, ¢qué nos aportan las conectivgs~ ? Porque estas conectivas
incrementan nuestra potencia expresiva y simplifican notablemente nuestras férmulas.
La implicacion nos permite simbolizar las sentencias condicionales tan usadas en
lenguaje natural y el coimplicador simboliza las relaciones de equivalencia.

4. EJERCICIOS

1.- Demostrar que la férmula siguiente es satisfacible para la interpretacion dada.

Ox[P(x) -~ R(X)] - Oy Q(y)

Interpretacion:

Dominio: D={a, b, c}
Predicados:
X P(x) R(X) Q(X)
a Vv F F
b Vv \Y F
c F F F
Solucién:

Para esta interpretacién dada, calculamos el valor de verdad de la férmula:

X P(x) R(x) P(X) - R(X) Ox (P(X) = R(X))
a Vv F F

b V \Y V F

C F F V
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Por otro lado, como Q(y) es F para todo valor de y entonces [Jy Q(y) es F. Luego nos
gueda al final:
F-F
gue es verdad siempre, por lo que la formula es satisfacible.

2.- Demostrar que, para la interpretacion dada, la siguiente formula es satisfacible
PX)OOx[R) OP(Y)] - Oy Q(x, y)

Interpretacion:

Dominio: D={12}
Términos: x =1,y =2 para laey que son libres.
Predicados:

Solucién:
Interpretando las variables libres la formula queda:
PMODX[RK)OPR)] - ¥yQ(Ly)

\

Luego, como F - V es verdadero, la férmula es satisfacible.

3.- Sea la siguiente formula bien formada del Céalculo de Predicados:

Ox [(P(x) - ) Oy Q(x, y) ]

a) ¢ Cuantas interpretaciones posibles tiene cada uno de los predicados que aparecen
en la formula en el dominib = {a, b, c}? ¢Y en total para la formula completa?

Solucién:
Predicado P: d=3 elementos en el dominio D={a, b, c}
n=1 aridad del predicado P
2 valores de verdad {V, F}

3t . .
2( ) = 8 mterpretacmnes
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Predicado Q : d=3 elementos en el dominio D={a, b, c}
n=2 aridad del predicado Q
2 valores de verdad {V, F}

2
2(3 ) 2 ° =512 interpretaciones

Variable proposicional p : 2 valores de verdad {V, F}

2 interpretaciones

La férmula tendra:

8 X 512 x 2 =8192 interpretaciones

b) Dada la siguiente interpretacion para el dominio D = {a, b}, estudiar por tablas
de verdad cudl es la valoracion semantica de la formula.

X y P(x) Q(X, y)
a Y

a b v Y,
a F

g b F v

Solucién:
Tendremos dos posibles interpretaciones segin el valor que tome la variable
proposicional g

q X y PX) |PX) =g | QxY) | I¥QXx.Y) )0 Ox (8)
a ‘;‘ v v x Y, Y,
Y, 2 = Vv
b > F Vv - Vv v
a a v F v Vv F
b v
F 2 = F
b > F Vv - Y, Vv

Segun los resultados obtenidos en la tabla de verdad, estéa interpretacion, cuando g es F,
es un contramodelo de la férmula en este dominio; y es un modelo cuando q toma el valor
verdadero.

4 - Formalizar en el Célculo de Proposiciones y buscar un contragjemplo del siguiente
argumento:

- Si tomo un café y un donuts, trabajaré mas feliz
- Si trabajo mas feliz y me visitan los amigos entonces no acabaré la carta
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- Si hoy es viernes, me visitaran los amigos y terminaré la carta
Luego, si tomo un café y me visitan los amigos, hoy es viernes

Solucién:
Formalizacién: c tomar café
d tomar donuts -cdd - f
f trabajar feliz -fOv - -a
\Y visitan los amigos -h - v0Oa
a acabar la carta OcOv-h
h hoy es viernes

Contraejemplo: Se trata de encontrar una interpretacién que haga falso el argumento, es
decir, que sean verdaderas las premisas y falsa la conclusion.
cOd - f % Verdadero
fOv--a % Verdadero
h-vOa % Verdadero
cOv-h % Falso portanto cOvV%V (c%VyvbV)y hSF
comoh% Fy h - vla% V, viapuede serVoF. Hagamosviia % V (a % V)
comoa% Vyportanto-a®% F,yflv - -a% V,fOvS F.Comov® V,f & F
comof®% Fycld - f% V, entonces c[d % F, y por tanto comoc % V,d % F

La siguiente interpretacion: c %V, d % F, fS F,v% VvV, a%V y h% F hace
verdaderas las 4 premisas y falsa la conclusién. Por tanto el argumento no es correcto.

5. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

1.- Estudio de légicas no bivalentes:
- Légica trivalente yerdadergfalso, indeterminado
- Légica Difusa ( “Fuzzy Logic” ): funcion deosibilidad
- Légica Probabilistica: funcion geobabilidad

2.- Realizacion de un programa de ordenador que construya la “tabla de
verdad” de una férmula dada del Célculo de Proposiciones.

6. LA LOGICA EN LA VIDA

1. Jordi va a la agencia matrimonial por ordenador «Que usted lo pase bien» para
indicar sus requisitos (axiomas). Quiere que sea blanca, no muy charlatana, que se
encuentre cémoda entre pieles pero que, al mismo tiempo, desdefie la vida de la
ciudad. El ordenador le manda una osa polar.
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2. Un principio basico de la légica clasica etelade exclusion del término medopue
formalizada seria Al -A.

Habia un profesor de logica tan “l6gico” que podia analizar cualquier situacion
por compleja que fuera. Sus alumnos se preguntaban si su capacidad de
razonamiento podria resistir unas rondas de vino. Asi que, durante una fiesta, esos
curiosos alumnos le indujeron a beber bastante vino como para achisparle. Cuando
se durmio, le llevaron al cementerio y le echaron al suelo detras de una losa. Después
se escondieron para esperar su analisis de la situacién. Cuando se despertd, hizo un
uso impresionante de la ley de exclusion del término medio:

- O estoy vivo, 0 no lo estoy. Si estoy vivo, ¢qué hago aqui? Y si estoy muerto,
Jpor qué tengo ganas de ir al cuarto de bafio?

3. ¢ Qué numero, expresado en letras, hay que poner para que la proposicion resultante
sea \ERDADERA ?
«Esta frase tiene vocales

¢ Qué numero, expresado en letras, hay que poner en el hueco para que la
proposicién resulte A£SA ?
«Esta frase no tiene letras»

4. Receta de inmortalidad de Raymond Smutlyan

Para ser inmortal, todo lo que hay que hacer son dos cosas:
e Siempre decir la verdad; nunca hacer ninguna declaracién falsa en el
futuro.
« Decir simplemente: “jRepetiré esta oracion mafiana!”
Si haces estas dos cosas, jte garantizo que viviras para siempre!
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Capitulo 4

DEDUCCION NATURAL EN LOGICA DE
PRIMER ORDEN

Todo Sistema Formal necesita de un método de célculo que nos permita deducir
nuevas formulas a partir de las conocidas por simple manipulacién sintactica. Vamos ver
dos métodos distintos: la Deduccion Natural y el Sistema Axiomatico. En este tema nos
ocuparemos de la Deduccién Natural, que estd mas cercano al razonamiento intuitivo del
ser humano. De forma sencilla, a partir de las férmulas dadas, y mediante la aplicacién de
reglas, obtendremos nuevas férmula. Podemos considerar la deduccién como una forma
de computacion, ya que ¢un programa no es una deduccién en la cual a partir de unas
entradas (premisas) debemos obtener unas salidas determinadas (conclusiones)?

p onocida la forma (estructura) de nuestras frases (formulas bien
[ formadas) y teniendo ya a nuestro alcance la simbolizacion necesaria,
podemos dirigirnos hacia una parte importante de la Légica Formal
gue es la Deduccion o Inferencia. Las reglas de inferencia que rigen el uso de los
términos de enlace son muy sencillas y se aprende como si fuera un juego. El juego se
realiza con fbf; la idea del juego es partir de un conjunto de férmulas que se llaman
premisas y obtener otras férmulas, que se llaman conclusiones, por medio de la
aplicacién de estas reglas de inferencia.

PIleli[eile]y : paso ldgico de las premisas a la conclusion. La idea de
inferencia se puede expresar de la manera siguiente:

«de premisas verdaderas se obtienen sé6lo conclusiones que son verdaderas
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es decir, si las premisas son verdaderas, entonces las conclusiones que se derivan de
ellas légicamente han de ser verdaderas. En el caso de que alguna premisa sea falsa, no
podemos afirmar con rotundidad nada de la conclusién.

Ejemplo

Vamos a dar una idea de como trabajar con inferencias, antes de pasar a las reglas. Se
supone que se tienen dos premisas, la formula P - Qy la férmula P. Se empieza diciendo que
estas premisas estan dadas, es decir, se ha dado Py se ha dado P - Q . Preguntamos ¢se
puede sacar una conclusion de estas dos proposiciones?, o lo que es lo mismo, ¢se puede idear
otra férmula que haya de ser cierta si las premisas son ciertas?.

Podemos ponerlo asi: Es cierto si P entonces Qy, es cierto P.
La 12 fbf expresa que si se verifica P entonces se verifica Q y la 22 dice que se verifica P,

luego es trivial ver que se verifica Q. Se dice que la fbf Q es consecuencia légica de las premisas
Py P . Q.

1. CONCEPTOS BASICOS

Los argumentos estan formados por formulas ldgicas. La valoracién de los
argumentos no es verdadero o falso, sino bien construidos (correctos) o mal construidos
(incorrectos).

e LinClgleR el -l lefeR¥Nlele] : es un conjunto de enunciados tal que no es

posible que las premisas sean verdaderas y la conclusién sea falsa, es decir, la verdad de
las premisas es incompatible con la falsedad de la conclusién.

Esta definicién no excluye la posibilidad de argumentos que tengan una o0 mas
premisas falsas y conclusion falsa o verdadera y que, sin embargo, sean correctos.

Ejemplo:

La Luna es mayor que el Sol.
El Sol es mayor que la Tierra.
Luego, la Luna es mayor que la Tierra.

La Luna es mayor que el Sol p (es una premisa falsa)
El Sol es mayor que la Tierra q (es una premisa verdadera)
La luna es mayor que la Tierra r (la conclusion es falsa)

Y, sin embargo, el argumento esta bien construido.
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El método tradicional de exponer los argumentos consiste en aducir 1° las
premisas y después la conclusién que est4 ligada a ellas por la phréigglpor tantq
etc.

Ejemplo:

Si suben los salarios, entonces suben los precios.

Si suben los precios, entonces baja el poder adquisitivo de la moneda.
Suben los salarios.

Luego, baja el poder adquisitivo de la moneda.

Haciendo uso del lenguaje formal que conocemos, este argumento se podria escribir asi:

p subida de salarios.
q subida de precios.
r baja el poder adquisitivo de la moneda.

Formalizacion del argumento:

pP-a, q-rpdr

Al simbolo le llamaremoEDUCTOR que sera un simbolo metalinguistico
representativo de la relacion formal de deduccién. La interpretacion de éste simbolo, en
el ejemplo anterior, indica quese deduce de las premigas. g, q - r y p.

NOTA: Por metalingiistico entendemos un simbolo que pertenece al lenguaje
llamado Metalenguaje Este lenguaje estd entre el lenguaje ordinario y el lenguaje
objeto y contiene simbolos que son necesarios para la aplicacién de nuestro calculo.
Podemos decir que el metalenguaje es el lenguaje castellano acompafiado de signos
auxiliares y abreviaturas.

1.1. Calculo Légico

La tarea de una deduccion no se limita a formular argumentos, también es tarea
de la Légica el estudio y la formulacién explicita y rigurosa de las reglas que gobiernan
las operaciones deductivas. Para formular reglas de inferencia vamos a utilizar variables
de férmulas y simbolos légicos y vamos a utilizar el simbolo del deductor para separar
las premisas de la conclusion. También se suele utilizar una raya horizontal para separar
las premisas de la conclusién. En toda regla el orden de las premisas es indiferente.

Ejempla

Modus ponens: A-B A0 B AOB
A
B
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A un conjunto de reglas sisteméaticamente ordenado lo llamareétoglo

l6gico. Esta analogia se toma por los calculos matematicos, cuyas operaciones se
efectllan de acuerdo a un conjunto de reglas y sobre la base de un cédigo de simbolos y
sistemas de notacion adecuados. Similarmente las operaciones l6gicas de deduccion se
efectllan de acuerdo con un conjunto de simbolos y reglas de formacion de férmulas, al
gue se aflade un sistema de reglas de inferencia. Las reglas de inferencia de la Légica
regulan las transformaciones de férmulas compuestas a base de conectivas y
cuantificadores.

LYo (Il s Re I IR ABLENIE ]y : es una secuencia finita de férmulas tales

que cada una de ellas sea:
1.- Supuesto inicial o premisa.
2.- Supuesto provisional
3.- Una férmula que se derive ldgicamente de otra o de otras por inferencia
inmediata.

A cada férmula de la secuencia se le da el nombitnéla de derivacion La
Ultima linea de derivacion se le llamanclusion final y todas las lineas de las que
partimos se les llamaremisas

1.- Supuestos iniciales o premisas:

Son férmulas que se consideran hipotéticamente dadas desde el principio de la
derivacion. Los argumentos pueden tener un ndmero finito cualquiera de premisas.
También hay derivaciones que estdn exentas de premisas como es el caso de las
demostraciones.

2.- Supuestos provisionales:

Son lineas que se introducen provisionalmente en el transcurso de la prueba y
deberan ser canceladas antes del establecimiento de la conclusién. Es importante que se
entienda bien el proceso de cancelacién para que pueda ser usado adecuadamente, ya
que si no tenemos cuidado podemos demostrar conclusiones que no se siguen de las
premisas dadas. Desde la introduccién del supuesto provisional hasta la linea en que lo
cancelamos estamos trabajando ensutlerivacionsubdeducciom subprueba

3.- Lineas que proceden de otra(s) anterior(es) por aplicaciéon de una regla de
inferencia:
A estas lineas las llamamos consecuencias légicas inmediatas de otra(s)
anterior(es)Llamamosinferencia inmediataa la obtencidon de una féormula a partir de
otra(s) por la aplicacion de una sola regla de inferencia.

En el apartado 2 pasaremos a estudiar las reglas basicas de inferencia que
vamos a utilizar, pero antes comentaremos brevemente el significado de los distintos
tipos de lineas de nuestras deducciones.
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1.2. Interpretacion de las Lineas de Derivacion

Para identificar las lineas de derivacién utilizaremos las siguientes
convenciones:

1.- Numeracién de lineasen el desarrollo de la derivacion cada una de sus lineas ira
numerada por la parte izquierda, en orden correlativo a partir del 1, de forma que el

ultimo nimero corresponda a la conclusion.

2 A (linea segunda de la derivacion, consistente en la formula A)

2.- Sefialar premisas inicialesse pondra en la parte izquierda de cada premisa una raya
antes del n° de linea.

-2 A (indica: supéngase como premisa la linea 2 de la derivacion)

3.- Comentarios a consecuencias inmediatatas lineas que se obtengan como
consecuencia de aplicacion de una regla, irAn en su parte derecha seguidos del
nombre de la regla que se aplica y sobre qué formulas (lineas) se aplica.

3 A-B
8 A
9 B MP 3,8 ( por la regla «modus ponens» sobre las lineas 3

y 8, se introduce la nueva linea de derivacion 9)

4.- Seflalar supuestos provisionaleamarcaremos la linea que incorporemos como
supuesto mediante una escuadra mirando hacia abajo.

[ 8 A (' supéngase, por el momento, que se verifica en la linea 8
la féormula A)

5.- Cancelar supuestos provisionalesl precio pagado por hacer supuestos es que
deben ser cancelados antes de finalizar la deduccion. Una vez obtenida la conclusion
subsidiaria que deseabamos se marca con una sefal similar a la del inicio del
supuesto pero invertida y a lo largo de la subprueba arrastramos el dibujo de la linea.

[18 A
5 B O-B
16 -A
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Ejemplos:
1.- Realizar la deduccién formal del siguiente argumento

p-@-n p-0apOr

-1 p-@-"

-2 p-q

-3 p

4 q-r MP 1, 3
5 q MP 2, 3
6 r MP 4,5

2.- Caso particular de una derivacién en la que no tenemos premisas iniciales

Op-(-pdo

1 p

2 a
3 pOq IC1,2
4 q-pOq TD 2-3
5 p-(@-plq TD14

2. REGLAS BASICAS

Nos basaremos en el célculo de Gertague tiene 8 reglas llamadReglas
Basicas de Deduccion Naturapara el Calculo de Proposiciones, dos para cada
conectiva; y afadiremos 4 para el Calculo de Predicados, dos para cada cuantificador. Si
la regla basica introduce en su conclusién una conectiva o cuantificador que no aparece
en sus premisas sera una regla de introduccion; si elimina de su conclusién una
conectiva o cuantificador que aparece en sus premisas serd una regla de eliminacion. A
partir de estas reglas basicas, podremos obtener otro tipo de reglas que sediglamn
derivadas que nos serviran como “atajos” para acortar nuestras deducciones. Para
realizar derivaciones o deducciones naturales podremos usar ambos tipos de reglas,
basicas y derivadas, estas Ultimas Unicamente una vez demostradas.

1 Gerhard Gentzen, “Untersuchungen iber das logische Schliessen” (Investigaciones sobre la
deduccion légica) , Mathematische Zeitschrift, vol. 39, 1934, pag. 176-210.
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2.1. REGLAS BASICAS DE IMPLICACION

Regla de Eliminacién del Implicador o0 «Modus Ponendo Ponens» (MP)

Forma: - B

W > >

Significado: Supuesta cierta una implicacion y supuesta también cierta la formula que
hace en ella de antecedente, se puede afirmar el consecuente.

Ejemplo:
Premisa 1 Si Juan esta en el partido de futbol entonces Juan esté en el estadio
Premisa 2 Juan esté en el partido de fatbol
Conclusion Juan esté en el estadio

Formalizacion:

p Juan esté en el partido de futbol
q Juan esté en el estadio
p-q9,pUQq
Derivacion:
-1 p-q
-2 p
3 q MP 1,2

Regla de Introduccién del Implicador o «Teorema de Deduccion» (TD)
Forma: A
C B
A-B

Significado: Si tengo una hipotesis cualquiekay de ella se sigu8, puedo escribir
como nueva férmula A - B. Esta regla constituye un ejemplo de
suposicion subsidiaria, la cual es la hipotesis de la que se parte, que es
finalmente descargada o cancelada, cuando pasa a ser antecedente de una
implicacién. Es interesante para aquellos casos en los que la conclusién a la
gue se quiere llegar sea una implicacién, porque asi, se parte del
antecedente y si mediante deduccion se llega al consecuente, puede
cancelarse la suposicion y darse por concluida la implicacion.

Ejemplo:
Resolver el siguiente argumento pdg-r,r-s 0 plqg-s
Derivacion:
-1 pig-r
-2 r-s
3 pOq
[4 r MP 1,3
5 s MP 2, 4
6 pdq-s TD 3-5
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2.2. REGLAS BASICAS DE CONJUNCION

Regla de Introduccién del Conjuntor (IC)

Forma: A
B
AOB

Significado Si en un contexto, se afirma primero una proposicioén y luego otra, se
puede afirmar la conjuncién de ambas.

Ejemplo:
Premisa 1 Jorge es adulto
Premisa 2 Maria es adolescente
Si ambas proposiciones son verdaderas, entonces se puede afirmar la proposicion:

Jorge es adulto y Maria es adolescente

Regla de Eliminacién del Conjuntor (EC)

Forma: (EC) AOB (EG) AOB
A B

Significado Inversa a la anterior: si se dispone de la conjuncion de dos proposiciones,
se pueden afirmar cada una de ellas por separado.

Ejemplo:
Premisa Jorge es adulto y Maria es adolescente
Se puede afirmar que Jorge es adulto
y también que Maria es adolescente

2.3. REGLAS BASICAS DE DISYUNCION

Regla de Introduccién del Disyuntor (ID)

Forma: (D)) _A (I B
AOB AOB

Significado:Dada una formula cualquiefa se puede pasar a una nueva férmula por el
sencillo procedimiento de adicionarle mediante el disyuntor la componente
gue nos plazca. Si una férmula es verdadera, también es verdadera si le
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afladimos con disyuncién otra férmula proposicional, tanto si es atdmica
como molecular.

Ejemplo:
Premisa Lirios es rubia

Se puede afirmar Lirios es rubia o morena

Regla de Eliminacién del Disyuntor (ED)

Forma: AlOB

Significado: Supuesta inicialmente una disyuncion, en principio no se esta autorizado a
pasar a la afirmacion deénguna de sus componentes; lo que si sabemos es
gue una al menos de sus componentes es verdadera, pero no sabemos cual.
Para saberlo debemos de utilizar un recurso que es muy antiguo: se supone
por separado que cada elemento de la disyuncibn es un supuesto
provisional, si del andlisis de estas suposiciones se llega al mismo resultado,
se puede decir que ese resultado se sigue de la disyuncion Migiatlo
por casos.

Ejemplo:
Supongamos que al dia siguiente por la mafiana tenemos una entrevista con un cliente
gue llega de Madrid a Alicante. No sabemos el medio de locomocion que va a utilizar,
pero nos enteramos que el avion llega por la mafiana, y que si viene en tren también
llega a media mafiana; en cualquier caso, podemos tener la entrevista con él. Este
razonamiento se apoya en el conocido método de la prueba por casos.

2.4. REGLAS BASICAS DE NEGACION

Regla de Introduccion del Negador (IN)
Forma: [ A

BU-B
-A
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Significado: Se funda en la idea central de la I6gica tradicional bivalente de que una
contradiccion es inadmisible; toda proposicién que dé lugar a ella debe ser
rechazada o negada. Se conoce cBemuccion al Absurdo

1.- Se supone la negacion de la conclusién que se desea obtener.
2.- Se deduce a partir del supuesto una contradiccion.

3.- Se niega el supuesto que ha dado lugar a la contradiccion.

4.- Se establece, por tanto, la conclusion deseada.

Ejemplo:
Premisa 1 Si nieva se me enfrian las orejas
Premisa 2 No tengo las orejas frias

Puedo concluir que no nieva, ya que si nevara, se me enfriarian las orejas, y como al
mismo tiempo sé que no tengo las orejas frias, llegaria a una contradiccién.

Regla de Eliminacion del Negador (EN)

Forma: - = A
A

Significado Negar doblemente algo es tanto como afirmarlo.

Ejemplo:
Premisa No ocurre que Ana no es estudiante
La conclusién que se puede sacar de esta premisa es que:

Ana es estudiante

NOTA : el paso contrario, de la afirmacion a doble negacion, se estudiara como
regla derivada.

2.5. REGLAS BASICAS DE CUANTIFICACION UNIVERSAL

Regla de Eliminacién del Universal (EU)

Forma: Ox P(x)
P(a)
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Significado: De todos en general se pasa a este individuo en partiealatecir, si
todos los elementos del universo de discurso verifican una propiedad
desde luego que cualquiera de ellos, por ejempiambién la verifica.

Ejemplo: Ox (PX) -~ QK)), P@) O Qa)
Derivacion: -1 Ox (P(X) -~ QX))
-2 P(a)
3 P(a) - Q@) EU1
4 Q(a) MP 2, 3

Regla de Introduccidn del Universal (1U)

Forma: P(a) ( con restricciones )
Ox P(x)

Significado: Si un individuoa verifica una propieda®, entonces podemos afirmar que
todos los< del universo la verifican si ese individuo que se ha elegides(
uno cualquiera y no uno en particular del universo, es dacés un
individuo que tiene que estar libre de toda condicion anterior.

Restriccion: Podemos decir que es licito pasar Ri@) a [x P(x) siempre que el
individuo a no figure en ningln supuesto provisional previo sin cancelar del
gue dependd&(a) o en una premisa (ya que las premisas se pueden
considerar como supuestos pero que no necesitan ser cancelados).

Ejemplos:

1.- "O todos son moros o todos son cristianos.
Luego, todos son moros o cristianos."

Representacion: C(x) X es cristiano
M(x) X es moro

OxC(x) OOxM(x) O Ox[C(x) OM(x)]

Derivacion: -1 Ox C(x) O Ox M(x)
2 Ox C(x)
3 C(a) EU 2
4 C(a) OM(a) ID1 3
5 Ox M(x)
6 M(a) EU5
7 C(a) OM(a) IDo 6
8 C(a) OM(a) Cas 1, 2-4,5-7
9 Ox (C(x) OM(x) ) U8

NOTA : a estaba libre de supuestos provisionales sin cancelar.
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2.- “Todos son moros o cristianos.
Luego, o todos son moros o todos son cristianos.”

Representacion: Ox (C(x) OM(x)) O OxC(x) OOx M(x)
Derivacion: -1 Ox (C(x) OM(x) )
2 C(a) OM(a) EU1
[ 3 C(a)
4 Ox C(x) i ERROR !

NOTA : No se puede introducir el universal puesto que el individuo al
cual se le aplica, a, esta sujeto a una condicién sin cancelar en la
linea 3.

2.6. REGLAS BASICAS DE CUANTIFICACION EXISTENCIAL

Regla de Introduccion del Existencial (IE)

Forma: P(a)
Ox P(x)

Significado: Si un individuo cualquiera verifica una propiedaddesde luego que
existe uno por lo menos que verifica dicha propiedad.

Ejemplo: Ox (P(X) - QX)) P(@) O XQ(x)
Derivacion: -1 Ox (P(x) - Q(x))
-2 P(a)
3 P(@) -~ Q@) EU1
5 X Q(X) IE 4

Regla de Eliminacién del Existencial (EE)

Forma: Ox P(x) ( con restricciones )

P(a)
i
B

Significado: Si se sabe que hay algun sujeto que verifica una determinada propiedad
entonces aun sin saber cual es exactamente ese sujeto,ppsada las
consecuencias que se siguen del supuesto de su identificacion, es decir, del
supuesto de que un sujeto, supuestamente imaginado, posea dicha
propiedad.
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Restricciones:

1.- El individuo elegido no puede ser cualquigraes alguno no es extensible
a todos) sino uno tal que posea la propiedad en cuestién, y que ese sujeto no
haya sido mencionado en otro supuesto sin cancelar o premisa, es decir, sSi
es ejemplo d® no puede ser ejemplo de otro tipo de condicion.

2.- Para que la conclusion pueda ser aceptada, el individuo no debe aparecer en

ella.
Ejemplos:
1.- XP(X) OXQX) O X (PX 0QX))
Derivacion: -1 x P(x) O x Q(x)
2 [k P(X) EC11
3 X Q(x) ECy 1
r 4 P(a)
5 Q) i ERROR !
NOTA: No puede coincidir la misma constante en Py en Q. Debe
generarse una nueva constante cada vez que se realiza una
especificacion existencial.
2.- X (PX) - Q(X)), OxP(x) O XQ(X)
Derivacion: -1 X (P(X) - QX))
-2 Ox P(x)
3 P(@) - Q@)
4 P(a) EU 2
5 Q(a) MP 3, 4
6 Qa) i ERROR !
NOTA : La conclusién no puede depender de la eleccién
gue hayamos hecho para eliminar el existencial. Una
posible derivacién correcta seria:
-1 X (P(x) - QX))
-2 Ox P(x)
3 P(a) - Q(a)
4 P(a) EU 2
5 Q(a) MP 3, 4
6 X Q(x) IES
7 X Q(x) EE 1, 3-6

Tanto formalmente como intuitivamente, la regla de eliminacién del existencial
puede ser vista como una prueba por casos, ya que sabemos que algun objeto del
dominio cumple la propiedad, pero no sabemos cuél de ellos. Por tanto intentamos
demostrar que la conclusién se dard independientemente de cual sea el objeto que la

cumpla.
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3. RESOLUCION DE ARGUMENTOS

3.1. Subpruebas

Desde la introduccion de un supuesto provisional hasta la linea en que lo
cancelamos, lo podemos considerar como wubdeduccion subprueba o
subderivaciénLas subpruebas son unas caracteristicas de los sistemas deductivos, que
son muy utilies, pero que si no se usan correctamente pueden llevarnos a probar cosas
gue no se siguen de nuestras premisas.

Uno de los errores mas comunes se produce al utilizar lineas interiores de
subpruebas fuera de ellas. Una vez cancelado un supuesto, los pasos individuales
internos (las lineas de derivacion que aparecen entre los simbolos de supuesto y
cancelacion) ya no son accesibles. Unicamente se puede utilizar la linea que justifica la
cancelacién y que enumeraremos siempre a continuacién de esta. En cambio, en una
subprueba si que podemos utilizar cualquier linea obtenida anteriormente en la
deduccion principal o en una subprueba todavia no cancelada.

Ejemplo
(BOA)OAOC)O AOB
-1 (BOA)O(ADC)
2 B OA
[3 B EC2
4 A EC2
[5 AOC
6 A EC5
7 A Casos 1, 2-4, 5-6
8 AOB IC7,3 iii ERROR !!!

La linea 8 es erronea ya que no podemos utilizar la linea 3, ya que ésta ha desaparecido
en el momento que hemos hecho la cancelacién de la linea 4.

Los supuestos provisionales son una herramienta muy potente ya que nos
permiten suponer lo que nosotros queramos. Pero debemos pagar un alto precio por ello:
para poder finalizar una demostracion deberemos haber cancelado todos los supuestos
gue hayamos hecho. Por tanto, la cancelacién de supuestos provisionales se convierte en
una pieza clave de las deducciones naturales. Veamoslo més detenidamente:

» Un supuesto provisional situado en la linede una derivacion queda descargado o
cancelado cuando en una linea posteride esa derivacion, se obtiene una formula
tal que permite la inferencia inmediata de otra buscada, que es independiente del
referido supuesto y cuyo n° de linea sardl. Esta Ultima linea puede ser
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considerada como la conclusién de una deduccién que comienza en la linea de
derivacion en que se introdujo el referido supuesto (deduccion subgsichiayia

e Esta derivacién puede figurar sola o en el contexto de deducciones mayores.

e Las premisas de la deduccién subsidiaria quedan afectadas por la cancelacion del

supuesto y no deben ser reutilizadas como antecedentes de nuevas inferencias, es

decir, una vez cancelado un supuesto provisional, sus lineas interiores no son
accesibles y por tanto no las podemos utilizar en nuestras posteriores inferencias.

¢« Una vez obtenida dicha conclusién subsidiaria se marca con una sefal similar a la
del supuesto pero invertida.

e Los supuestos provisionales no pueden solaparse, pero si anidarse:

3.2.

Si No
P

[

&

Resolucién de Argumentos

El empleo de reglas para resolver argumentos mediante derivaciébn puede
sujetarse al siguiente plan:

1.- Asegurarse de que las formulas que componen el argumento estan hien
formalizadas, es decir, son fbf.

2.- Comprobar intuitivamente que el argumento esta bien formulado, es decir,
parece ser correcto:

si consideramos que parece ser correcto, abordaremos su
demostracion mediante deduccién natural.

si tiene visos de ser incorrecto, intentaremos encontrar un
contraejemplo.

3.- Enumerar las premisas iniciales y sefialarlas.
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4.- Extraer de ellas la conclusion deseada. Para ello puede que sea necesario la
sucesiva aplicacion inmediata de reglas de inferencia. Un orden aconsejable
para la aplicacion de las reglas puede ser:

- Aplicar reglas de eliminacién de cuantificadores.

- Aplicar las reglas que se crean oportunas a las férmulas ya sin
cuantificaciéon

- Introducir cuantificadores hasta llegar a la conclusién buscada

4. REGLAS DERIVADAS

Las doce reglas que se han visto para la deduccién natural son por si solas
suficientes para resolver cualquier problema de deduccién formal que se presente dentro
del célculo de predicados. Sin embargo, solamente con estas reglas, es muy lenta la
resolucién de argumentos, por ello lo que hacemos es crear combinaciones de reglas
bésicas y asi obtener lo que se llanmeglas derivadasUna vez demostrada una regla
derivada ya podemos utilizarla en nuestras deducciones. Con estas reglas vamos a
conseguir algo muy importante que es el reducir el nimero de lineas de una derivacion.
Podemos ver a estas reglas derivadas como “atajos” que tomamos para llegar al destino,
de forma que lo Unico que aportan son rapidez para alcanzar el destino. No hay nada que
podamos demostrar con reglas derivadas que no podamos demostrar utilizando reglas
bésicas Unicamente.

Ejemplo:
Supongamos que tenemos que es cierto A — By también que es cierto -B; con estas

dos premisas queremos determinar si la conclusién -A es consecuencia de ellas, para lo cual
hacemos una deduccién formal:

-1 A-B

-2 -B
3 A

[4 B MP 1,3
5 B O-B IC2,4
6 -A Abs. 3-5

Este proceso es valido para cualquier par de férmulas A y B, luego siempre que nos
encontremos en una situacion igual, podemos ahorrarnos esta rutina con solo afiadir al grupo de
reglas bésicas ésta que acabamos de demostrar.

Esta regla vista y demostrada en el ejemplo, a partir de este momento ya puede
ser considerada como una figura deductiva, que no sera basica sino derivada, 0 sea
fundada en la aplicacion de reglas basicas.

A continuacion se expondra la fundamentacién de algunas reglas derivadas;
otras se daran en la tabla adjunta, dejando la fundamentacién como ejercicio para el
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lector. A la fundamentacién de las reglas derivadas en otras anteriores, se le puede
llamar también deduccién, aunque sea mas bien esquema de deducciones.

Las reglas derivadas del céalculo de proposiciones (o del calculo de predicados
sin cuantificacién) se agruparan en reglas de implicacién, reglas de conjuncion y
disyunciéon y reglas de negacién. También existen otras reglas adicionales con
combinaciones de distintos juntores y de estructura mas o menos compleja: reglas de
coimplicacion, regla de intercambio, leyes de interdefinicion, leyes de De Morgan. Por
Ultimo veremos algunas reglas en las que intervienen cuantificadores: reglas de
interdefinicién de cuantificadores y reglas de cuantificacién mditiple.

La doble raya horizontal (o el simbote) significar4 que la regla también es
vélida en sentido inverso, es decir, de abajo hacia arriba (de derecha a izquierda).

4.1. REGLAS DE IMPLICACION

Silogismo Hipotético (Sil)

A-B Fundamentacién: - 1 A B
B-C -2 B-C
A-C 3 A
[ 4 B MP 1,3
5 C MP 2,4
6 A-C TD 3-5
Identidad (Id)
A
A
Mutacién de Premisas (Mut)
B-(A-C)
Carga de Premisa (CPr)
A Fundamentacion: -1 A
B- A [ 2 B
3 A Id1
4 B- A TD 2-3
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4.2. REGLAS DE CONJUNCION Y DISYUNCION

Conmutativa de la Conjuncién (CC) y de la Disyuncion (CD)
AlOB - BUOA AUB -« BUA
Asociativa de la Conjuncién (AC) y de la Disyuncién (AD)
(AOB)OC - AO(BOC) (AOB)OC - AO(BOC)
Distributiva de la Conjuncién en Disyuncion (DC)
AOBOC) = (AOB)O(ADC)
Distributiva de la Disyuncién en Conjuncion (DD)
AOMBOC) « (AOB)O(ADC)
Idempotencia de la Conjuncién (IdC) y de la Disyuncién (IdD)
AOA = A AOA = A
Absorcion de la Conjuncion (AbsC) y de la Disyuncién (AbsD)

AO(AOB) = A AO(AOB) = A

A continuacién se pasara a estudiar la fundamentacién de algunas de estas
reglas. Como son reglas que se verifican en ambos sentidos, la demostracion tiene que
ser también en ambos sentidos.

Conmutativa de la disyuncion:

AUOB Fundamentacion de AOB O BOA
— -1 AOB
B OA 2 A
Es BOA IDy 2
E4 B
5 B OA ID1 4
6 BOA Cas 1, 2-3, 4-5

Fundamentacién de B JA O A OB (de manera similar)
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Conmutativa de la conjuncion:

AOB Fundamentacionde AOB O B OA
— -1 AlB
BOA 2 A EC11
3 B ECy1
4 B OA IC2,3

Fundamentacion de B OA 0O A OB (de manera similar)

Asociativa de la disyuncion:

(AOB)OC Fundamentacién de (AOB)JC O AO(BUOC)
-1 (AOB)OC
AO(BOC) ~— 2 AOB
E3 A
4 ADOMBOC) ID1 3
5 B
E6 BOC ID1 5
7 AO(BOC) IDy 6
~—8 AOBOC) Cas 2, 3-4, 5-7
9 C
10 BOC ID2 9
11 AO(BOC) ID2 10
12 ADO(BOC) Cas 1, 2-8, 9-11

Fundamentacion de AO(B OC) O (A OB)OC (similar)

Idempotencia de la conjuncion:

AOA Fundamentacion de AOA O A
— -1 AOA
A 2 A EC11

Fundamentacionde A O A OA

-1 A
2 A Id1
3 AOA IC1,2
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4.3. REGLAS DE NEGACION

Contraposicién (Cp)

A-B Fundamentacién: -1 AB
-B - -A 2 -B
3 A
[ 4 B MP 1, 3
5 BO-B IC4,2
6 -A Abs 3-5
7 -B- -A TD 2-6
Modus Tollens (MT)
A-B Fundamentacién: -1 A B
ﬂB = 2 ﬂB
-A 3 A
[4 B MP 1, 3
5 B- -B IC4,2
6 -A Abs 3-5

Introducciéon de Doble Negador (IDN)

Al --A

Ex Contradictione Quodlibet (ECQ) (Eliminacién débil del negador)

AO-AO B

Principio de No Contradiccion (PNC)

- (ADO-A)

Principio de Exclusion de tercero (PTE)

AO-A

NOTA : Ver las reglas derivadas adicionales en la hoja adjunta al final de este capitulo.
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4.4. REGLAS DE CUANTIFICACION

Interdefinicién del Existencial (DE)
Forma: X P(x)
=[x —IP(X)

Demostracién

10.- X P(x) O =0x =P(x)
-1 X P(X)
2  P(a)
Ox =P(x)
E -P(a) EU 3
P(a) 0-P(a) IC2,4
6 S0x =P(X) Abs 3-5
7 =0Ox -P(X) EE 1, 2-6
20.- -0x =P(x) O [x P(x)
-1 =0Ox =-P(x)
2 =k P(x)

3 P@)
4 X P(x)
5 X P(x)O-0x P(x)

6 -P(a)

7  Ox =P(x)

8 [Ox P(x) O-0Ox P(x)
9 =k P(x)

10 X P(X)

IE 3
IC4,2
Abs 3-5
U6
IC1,7
Abs 2-8
EN 9

Interdefinicion del Universal (DU)
Forma: Ox P(x)

[k —|P(X)

Negador del Universal (NU)

Forma: =0x P(X)

¢ —IP(X)
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Negador del Existencial (NE)
Forma: a[X P(X)

Ox =P(x)

Las reglas anteriores las podemos considerar como una generalizacion de las
Leyes de De Morgan para cuantificadores. Cuando el universo es discreto y finito la
formula [x P(x) es equivalente a una conjuncion del predidagmara cada uno de los
elementos del universo (y de manera simifaiP(x) como una disyuncion), por ello es
sencillo generalizar las leyes de De Morgan para la negacion de universales o de
existenciales.

Cuantificaciéon Mdltiple (CM)

CML1: Ox Oy P(x,y) = 0OyDOx P(X,y)
CM2: Xy P(x,y) = OyDx P(x,Y)
CMa3: xOy P(x,y) O Oy x P(x,Y)
CM4. Ox Oy P(x,y) O OxP(x x)
CMS5: x P(x,x) O xOy P(x,Y)

Demostracion CM2:

1° X0y P(x,y) O Oy x P(x,y)
-1 XLy P(x,y)
2 Ly P(ay)
3 P(a, b)
[4 X P(x, b) IE 3

5 Oy Ok P(X, ) IE 4

6 Oy Ok P(X, ) EE 2, 3-5

7 Oy Ok P(X, ) EE 1, 2-6
20 Para el otro sentido se hace igual.

Demostracién CM3: x Oy P(x,y) O Oyx P(xy)

-1 x Oy P(x,y)
2 Oy P(a,y)
3 P(a, b) EU 2
[ 4 Ok P(x, b) IE 3
5 Oy x P(x,y) U4
6 Oy x P(x,y) EE 1, 2-5
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5. ESTRATEGIAS BASICAS DE DEMOSTRACION

Cuando queramos demostrar que un argumento es véalido, podemos atacar el
problema utilizando distintas estrategias. La eleccion dependerd de los gustos de cada
persona, y de la forma que tengan las premisas y la conclusion. Antes de describir las
distintas técnicas recordemos que un argumento es valido tanto si las premisas y la
conclusién son verdaderas como si alguna premisa es falsa y la conclusion es verdadera
o falsa. Y no es correcto cuando las premisas son verdaderas y la conclusion falsa.
Basandonos en esta definicion y en algunas reglas béasicas ya vistas, disponemos de los
siguientes métodos para realizar demostraciones de argumentos:

5.1. Método 1: PRUEBA TRIVIAL

Fundamentacién Para queX [J Y sea valido, basta con qiesea tautologia, es decir,
si es posible obtener el valor de verdadYdey este es verdadero, entonces
independientemente del valor ¥e el argumento sera correcto.

Ejemplo: Demostrar utilizando el Método Trivial si el siguiente argumento es valido:
(a0e0-c) - (a0-B)] 0 (aUe)O-aA0-8

Bastara comprobar que el valor de verdad del consecuente, Y = (A O B) 0-aA -8B, es
verdadero:

ey U-a-B
A Ue) U~ )

Verdadero

Luego, como hemos visto que el valor de verdad de Y es verdadero, entonces podemos
decir que el argumento es valido.

5.2. Método 2: PRUEBA VACIA

Fundamentacién Para demostrar que/J Y es correcto basta demostrar glies una
contradiccion.

Ejemplo Demostrar utilizando la Prueba Vacia si el siguiente argumento es correcto:
alsU-al-B) o[alel-c) - (al-B)]

Bastara comprobar que el valor de verdad del antecedente, X = A [1B [J(-A [J-B), es
falso:

Als UO(-a0-B)
(A UB) [ha Ob)

Falso
Luego, como hemos visto que el valor de verdad de X es falso, entonces podemos
afirmar que si se da X se dara Y.
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5.3. Método 3: PRUEBA DIRECTA

Si la conclusién tiene forma de implicacién, puede ponerse como supuesto
provisional el antecedente de dicha formula, con lo cual se reduce el problema a obtener
el consecuente de dicha implicacion y establecer, por la regla de introduccion del
implicador (“Teorema de Deduccién”), la féormula deseada, al tiempo que se cancela el
supuesto.

Fundamentacion Sea la conclusioiK — Y. Empezar por suponer quées V' y
entonces, a partir de inferencias vélidas, obtener que la conclusién es V.
Cancelamos por TD y obtenemos la férmula deseada.

Ejempla
(pUo - -R)(pUQ 5 R) > (P > -Q)
Derivacion: ~— 1 (POQ--R)O(POQ -R)

2 POQ--R EC11
3 POQ-R ECo 1
4 P
5 POQ ID1 4
6 R MP 3,5
7 -(POQ) MT 2,6
8 -PO-Q DM 7
9 -Q SD 4,8

\10 P - -Q TD 4-9
11 (PIQ--RPOQ-R) - (P--Q) TD 1-10

5.4. Método 4: PRUEBA INDIRECTA

Otra técnica que podemos utilizar cuando la conclusion tiene forma de
implicacién es que como en la definicion de implicacién lo que no podemos admitir es
que el antecedente sea verdadero y el consecuente falso, de ser falso el consecuente,
también deben ser falsas las premisas.

Fundamentaciéon Prueba directa del contrapositivo: como la implicackon- Y es
equivalente a-Y — =X, para establecer una prueba indirecta, basta obtener
que-Y — -X por el método directo.
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Ejempla

Para probar que (A — -A) - -A es vélida, basta con que probar que =-=A - =(A - -A)
también lo es.

Derivacion: 1 --A
A - -A
3 A EN 1
4 -A MP 2,3
AO-A IC 3,4
(A > -A) IN 2-5
7 ==A - =(A S -A) TD 1-6

5.5. Método 5: PRUEBA POR CONTRADICCION

FundamentaciénSe supone que la conclusién a la que queremos llegar es falsa y hay
que conseguir una contradiccién (con la ayuda de las premisas); por tanto si las
premisas y la negacién de la conclusién son contradictorias, sera cierto que de
las premisas se puede llegar a la conclusion. Este método también se conoce
por Método de Reduccién al Absurdo

Ejempla
([P0 - -R1UPLQ - RITD (P> Q)
Derivacion: -1 [(POQ) - -RIOKPCQ) - R]
2 POQ - -R ECq1
3 POQ - R ECy1
4 -(P - -Q)
5 =(=P 0-Q) I, Dl 4
6 =P 0--Q DM 5
7 POQ I>EN6
8 P ECq 7
9 POQ ID1 8
10 R MP 3,9
11 -R MP 2,7
12 R O-R IC 10,11
13 -|—|(P - —|Q) Abs. 4-12
14 P_-Q EN 13

5.6. Método 6: PRUEBA POR CASOS

FundamentacionSi en las premisas a utilizar se da una disyun{éiX, [ X,L...L X,
la verdad de la conclusiolf la podemos demostrar estableciendo como
supuestos provisionales cada uno de los términos de la disyuncién y
procurando llegar a la conclusion deseada por todos y cada uno de los caminos.
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Ejemplo
P -0 IrP-eUYI]
Derivacion: -1 P-Q

2 -POQ DI 1
3 -P
4 -PO(PIQ) ID 3
5 P.(POQ) DI 4
6 Q

E; P

[ POQ IC6,7

9 P (POQ) TD7-8
10 P (POQ) Casos 2, 3-5, 6-9

Como hemos enumerado anteriormente, un paso previo al realizar una
deduccion formal es ver intuitivamente que realmente la conclusién se sigue de las
premisas. Para ello nos podemos ayudar de las distintas estrategias o técnicas que
acabamos de ver. Una vez disefiado el plan a seguir ya estamos en condiciones de
trasladar este razonamiento informal y obtener la prueba formal que buscabamos. En
ningiin momento debemos perder de vista de donde hemos parédos@ y a donde
gueremos llegar cbnclusion, ya que esta informacidon guiara nuestros pasos
ayudandonos a trazar el camino adecuado.

Para finalizar este apartado, comentar que estas estrategias basicas casi nunca
se aplican por separado sino que sirven para ir acercandonos a la solucién final, de
forma que una deduccién podra constar de varias técnicas combinadas.

Ejemplo

El afamado inspector Clouseau fue solicitado para analizar los siguientes hechos
relacionados con un robo que tenia como sospechosos a tres conocidos “chorizos”: Makinavaja,
Popeye y El Pirata.

1- Si Maki es culpable y Popi inocente, entonces El Pira es culpable.

2- El Pira nunca trabaja solo.

3- Maki no trabaja con El Pirata.

4- Se sabe que al menos uno de estos tres personajes es el culpable, y que nadie

distinto a ellos intervino.

Evidentemente esta informacion es insuficiente para determinar quienes son culpables y
quienes son inocentes. Pero, ¢, puedes acusar a alguno de ellos ?

Solucion:

Veamos primero una aproximacion informal a la solucion:

Si, Popeye es culpable . Supongamos que Popeye es inocente, entonces si Maki fuese

culpable, por 1 El Pirata deberia ser también culpable, pero esto se contradice con 3 ya que Maki 'y
El Pirata no trabajan nunca juntos; por tanto Makinavaja también es inocente. Por 4 El Pirata debe
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ser culpable ya que tanto Popeye como Maki son inocentes; pero por 2 como El Pirata nunca
trabaja solo y por 3 no trabaja con Maki, debera ser Popeye culpable.

Pasemos ahora a la formalizacién:

Sean las variables proposicionales: p Makinavaja es culpable
q Popeye es culpable
r El Pirata es culpable
-1 pd-q ->r
-2 r-p0dq
-3 =(p O7)
-4 pOqgOr
5 ap O-r DM 3
p O-q
7 r MP 1,6
8 -p SD5,7
9 p EC6
0 pd-p IC8,9
11 =(p 0-0q) Abs 6-10
12 -p O--q DM 11
13 -pOq I, EN 12
14 -p
15 qOr SD 4, 14
EG
7 Id 16
MP 2, 18
SD 14, 19

Casos 15, 16-17, 18-20

Id 22
Casos 13, 14-21, 22-23

m
©
0000T SO0
O
o

6. EJERCICIOS

Comprobar, por Deduccién Natural, que los siguientes argumentos son
correctos.

1.- Aplicacién del Modus Ponens (MP)

1.1.- plqg, r - sOt, pOq-r O sOt

Solucién:
-1 pOq
-2 r - st
-3 pdq-r
4 r MP 1,3
5 s Ot MP 2, 4 (Conclusion pedida)
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1.2- p-qg, g-r,p0Or

Solucién:
-1 p-q
-2 q-r
_3 p
4 q MP 1,3
5 r MP 2, 4

2.- Aplicacion de la Introduccién del Implicador (Teorema de Deduccion)

2.1.- p—)q,q—ert,rDt—)S, s>t 0 p—»t

Solucioén:

-1 p-q

-2 q - rQt

-3 rdt - s

-4 St

S p

6 q MP 1,5

7 rot MP 2, 6

8 S MP 3,7
t MP 4, 8

10 pot TD 5-9

22- p-(q-(0-9))0 a-(r-(p~59))

Solucién:
-1 p-(a-(-59))
2 q
3 r
4 p
[5 g-(r-s) MP 1, 4
6 r-s MP 2,5
7 s MP 3, 6
8 p-s TD 4-7
9 r-(p--s) TD 3-8
10 qg-(r-(p-s)) TD 2-9

3.- Aplicacion de Eliminacion de la Conjuncion (EC)

p-qgldr, r-sOth p-t
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Solucién:
-1 p-qlr
-2 r - st
3 p
4 gdr MP 1,3
5 r ECo 4
6 s Ot MP 2,5
7 t ECo 6
8 p-t TD 3-7

4.- Aplicacion de Introduccién de la Conjuncion (IC)

p-qOr, qOr - sOt, st -w, pO pOw

Solucioén:
-1 p-qlr
-2 gUr - sOt
-3 sOt - w
-4 p
5 gdr MP 1,4
6 s Ot MP 2,5
7 w MP 3, 6
8 pOw IC4,7

5.- Aplicacion de Eliminacion e Introduccion de la Conjuncion

P-(-n0( ~=-s), (;rOs)0(pPDO(Fq~1) O (-q- 1)L - -s)

Solucién:

-1 p-(@-n0r--s)

-2 (=rs)O(p O(=q - 1)

3 pO(-g - t) ECp 2

4 p EC13

5 (-0 - -s) MP 1, 4
6 -q -t EC13

7 r- -s ECo 5

8 (g - t)O(r - =s) IC6,7

6.- Aplicacion de Introduccion del Disyuntor (ID)

pdgq-rQds, g0 p- sOt
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Solucién:

1
-2

o U b

pUOqg - r0Os
q

p

pUq

rds

5

s Ot

p - s Ot

IC2,3
MP 1,4
ECo2 5
ID1 6
TD 3-7

7.- Aplicacion de Eliminacion del Disyuntor (Casos)

pOd-q - (qOr) O(-sO+t), g->s, r-sO p-s

Solucion:
-1 pO-g - (qOr)O(=s Oxt)
-2 q-S
-3 r-s
4 p
5 pO-q ID1 4
6 (gOr)O(=s O+t) MP 1,5
7 qQr EC11,6
[
9 s MP 2,8
o r
1 s MP 3, 10
2 s Cas 7, 8-9, 10-11
13 p-s TD 4-12

8.- Aplicacion de Introduccion del Negador (Reduccion al absurdo) y Eliminacion del
Negador (EN). Utilizando anicamente reglas basicas demostrar:

~(pO-q) O -pOq

Solucién:
-1
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=(p O-q)

p

pO-q

=(p 0-q) O (pO-0)
-p

-q

pO-q

=(p 0-q) O (pO-0)
=

q

-p Oq

D, 2
IC1,3
Abs. 2-4

1D, 6
IC1,7
Abs. 6-8
EN 9
IC5, 10
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9.- Realizar la derivacion formal del argumento p - (q - —r), qOr O -p

a) Utilizando solamente reglas basicas

Solucion:
-1 p-(q--m
-2 gdr
p
4 q- -r MP 1, 3
5 q ECq 2
6 Ar MP 4, 5
7 r ECo 2
rd-r IC7,6
9 -p Abs 3-8

b) Con reglas derivadas

Solucién:

-1 p-(q--n

-2 gdr
3 g-(p--n Mut 1
4 q ECy 2
5 p - —r MP 3, 4
6 r ECy 2
7 ar IDN 6
8 -p MT5, 7

10.- Como veremos en capitulos posteriores, una de las reglas de inferencia méas
importante es la «resoluciéon». Vamos a demostrarla:

LOA,-LOBO AOB

Solucion:
-1 LOA
-2 -LOB
3 =L
[4 A SD1,3
5 AOB D1 4
[6 B
7 AlB ID2 6
8 AOB Casos 2, 3-5, 6-7

11.- Resolver por deduccién natural el siguiente argumento:

Ox (R(X) - P(x)),
Ox (P(X) » = S(x)),
Ox (R(X) OQ(X) - S(x)) O Ox ( R(X) - =(P(X) » QX)) )
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Solucién:

1 Ox (R(XX) - P(x))
-2 Ox (P(X) - = S(x))
-3 Ox (R(X) DQ() —~ S(x))
4  R(@) - P(a) EU1
5 P(@) - - S(a) EU 2
6 R(a) 0Q(a) - S(a) EU 3
7 R(a)
8 P(a) MP 4, 7
9 -~ S(a) MP 5, 8
10 =(R@) 0Q(a)) MT 6, 9
11 =R(a) 0-Q(a) DM 10
12 R(a) - -Q(a) DIy 11
13 -Q(a) MP 7, 12
14  P(a) 0-Q(a) IC 8, 13
5 -(P(@) - Q)) DfCq 14
16 R@) - -(P(@) - Q@)) TD 7-15
17 Ox (RX) - =(P(X) - Q(x))) IU 16

12- Resolver el siguiente argumento por deduccion natural:

~Ik (P(X)0-R(x) ) » =0Ox (Q(X) » P(x)),

Ox (P(X) - R(x)) O X ~(-Q(X)OP(x))
Solucién:
-1 =X (PX) O-R(X)) - =Ox (Q(X) - P(X))
- 2 DOx(PX) - RX))
3 —alx(PX) O-R(X) ) O-0x(QX) - P(x)) Dis 1
4 X (P(X) O-R(X))O-0x(QX) - PX)) I,EN3
5 X(PX O-R(X)
6 P(a) 0-R(a)
7 P(a) - R(@®) EU 2
8 P(a) EC6
9 R MP 7, 8
10 -R(a) EC6
11 R(a) O-R(a) IC9, 10
2 X=(-Q(x) OP(X)) ECQ 11
3 x-=(-Q(x) OP(X)) EE 5, 6-12
14 -0Ox (Q(X) - P(x))
[15 X =(Q(X) - P(x)) NU 14
16 x=(-Q(x) OP(X)) I, Dlp 15
17 X =(-Q(x) OP(x)) Cas 4,5-13,14-16

13- Aqui tenemos tres silogismos que aparecen en el libro “Symbolic Logic” de Lewis
Carroll. Hay que averiguar si la conclusién, en cada caso, es 0 no correcta. Si es
correcta demostrarlo por Deduccién Natural; si no lo es buscar un contraejemplo.

a) Algunas almohadas son blandas.
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Ningun atizador es blando.
Luego algunos atizadores no son almohadas.

Solucioén:
Al(X)
B(x)
At(x)

-1
-2
]

X es almohada
X es blando
X es atizador

X [ Al(x) OB(x) ]
=[x [ At(x) OB(X) ]
X [At(x) O-AI(X) ]

Como el argumento no es correcto buscaremos un contraejemplo, es decir, una
interpretacién que haga ciertas las premisas y falsa la conclusién. Sea el dominio D={a, b}

X Al(x) B(x) At(x)
a v v F
b v F v
b) Ningun pajaro, salvo los pavos reales, se pavonea de su cola.

Algunos péjaros que se pavonean de sus colas no saben cantar.
Luego algunos pavos reales no saben cantar.

Solucién:
P(x)
PR(x)
PC(x)
C(x)

-1
-2
]

X s un pajaro
X es pavo real
X se pavonea de su cola
X sabe cantar

- [ P(x) OPC(x) O-PR(X) ]
[ [ P(x) OPC(X) 0~C(x) |
[ [ PR(X) 0~C(x) ]

Vamos a demostrar, por Deduccion Natural, que el argumento es correcto:

-1 S[X [ P(x) OPC(x) O0-PR(X)]
-2 X [ P(x) OPC(x) O-~C(x) ]

3 Ox =[ P(x) OPC(x) O-PR(x) ] EN1

4 Ox [~(P(x) OPC(x)) O--PR(X)] I, DM 3

5 P(a) OPC(a) O-C(a)

6 -(P(a) OPC(a)) 0--PR(a) EU 4

7 P(a) OPC(a) EC5

8 -=PR(a) SD6,7

9 PR(a) EN 8
10 -C(a) EC5
11 PR(a) 0-C(a) IC9, 10
12 X [ PR(X) O=C(X) ] IE 11
13 X [ PR(X) 0-C(X) ] EE 2, 5-12

C) Ninguna rana es poética.

Algunos &nades estan desprovistos de poesia.
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Luego algunos &nades no son ranas.

Solucion:
R(x) X es rana
P(x) X es poético
A(X) X es un anade
-1 =X [RX) OP(X) ]
-2 X [AX) O-P(x) ]
0 X [A(X) O-R(X) ]

Como el argumento no es correcto buscaremos un contraejemplo, es decir, una
interpretacion que haga ciertas las premisas y falsa la conclusion. Sea el dominio D={a}

X R(x) P(x) A(X)
a v F v

7. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

1.- Fundamentacién de las Reglas Derivadas para la Deduccion Natural en el
Célculo de Proposiciones.

2.- Demostracion de las Reglas de Cuantificacién del Calculo de Predicados.

8. LA LOGICA EN LA VIDA

1. Un conocido filésofo estaba dando una charla sobre lingiiistica y acababa de decir
gue la construccion de la doble negacion tiene un sentido positivgueraslenguas
naturales; sin embargo en ninguna lengua se daba el caso de que una construccion
con doble afirmacion tuviera un sentido negativo. A esto que otro famoso fil6sofo,
gue estaba sentado en la parte de atras de la sala, contestd con tono burlén: “si, si”.

2. “Cuando mi hijo Arthur tenia diez afios, se encapriché de una escopeta de balines.
Me mostré como un padre severo y le dije que no podia ser /.../ Como todos los
nifios, siguié suplicando e insistiendo hasta que, exasperado, le dije:

- Mira hijo, mientras sea yo quien mande en esta casa, no tendrds esa escopeta.
- Pap4, si consigo la escopeta, ya no mandaras en esta casa. ”

Groucho Marx, “Groucho y Yo"
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3. Vamos a proponer un juego de logica que se tiene que resolver por deduccion a partir
de una serie de pistas. El objetivo es correlacionar una serie de propiedades que
tienen distintos elementos de nuestro Universo del Discurso. La restriccion a la que
esta sujeto este juego es que no pueden tener dos elementos distintos del dominio la
misma caracteristica.

Un alumno de Informética, debido al nerviosismo del primer dia de clase, sélo
recuerda el nombre de sus profesores ( Maria, Jesus y Faradn ), las asignatura
que se imparten (Logica, Programacion y Matematicas) y el dia de la semana de las
distintas clases (lunes, miércoles y jueves). Ademas recuerda que :

- La clase de Programacion, impartida por Maria, es posterior a la de Logica.

- A Faraon no le gusta trabajar los lunes, dia en el que no se imparte Logica.

¢, Serias capaz de ayudarle a relacionar cada profesor con su asignatura, asi
como el dia de la semana que se imparte ?

NOTAS Sabemos que cada profesor imparte una Unica asignatura, y que las
clases se dan en dias diferentes. Para resolverlo puedes utilizar el siguiente cuadro
de doble entrada.

Légica Program. | Matemat. || Lunes Miércoles | Jueves

Maria

Jesus

Faraén

Lunes

Miércoles

Jueves
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DEDUCCION NATURAL EN LOGICA DE PRIMER ORDEN
REGLAS BASICAS

IMPLICACION
TD ( Teorema de Deduccidh MP ( Modus Ponendo Ponens
[A A-B
LB A
A-B B
CONJUNCION
IC EC1 ECo
A AOB AOB
B A B
AOB
DISYUNCION
ID1 Do ED ( Prueba por Casops
A B AOB
AOB AOB [ A
C
[ B
C
C
NEGACION
IN ( Reduccién al Absurdd EN
[A - A
BO-B A
-A
CUANTIFICACION UNIVERSAL
U ( con restriccioneg EU
P(a) Lx P(x)
Ux P(x) P(a)
CUANTIFICACION EXISTENCIAL
IE EE ( con restriccioneg
P(a) [k P(x)
[k P(x) P(a)
B

B
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REGLAS DERIVADAS

REGLAS DE IMPLICACION

Sil (Silogismo Hipotétic) Mut (Mutacién de Premisys  Id (Identidag CPr (Carga de Premia

A_B Ao (B C) A A
A-C
REGLAS DE CONJUNCION Y DISYUNCION
CC y CD (Conmutativy AC y AD (Asociativg
AUB AOB (AOB)OC (AOB)OC
BOA BOA AO(BOC) AOBOC)

DC (Distributiva de la Conjuncién en Disyuncin DD (Distributiva de la Disyuncién en Conjuncién)

AO(BOC) AD(BUC)
(AOB)O(AOC) (AOB)O(AOC)
IdC y IdD (idempotenci} AbsCy AbsD (Absorcion)
ADA ADA AO(A OB) A (A OB)
A A A A

REGLAS DE NEGACION

Cp (Contraposicioh MT (Modus Tolleny IDN (Introduccién de Doble Negador
A_B A-B A
-A

ECQ (Ex Contradictione QuodlibptPNC (P. No Contradiccigh ~ PTE (P. de Exclusién de tercgro

AO-A - (AO-A) AO-A
B
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REGLAS ADICIONALES

Imp (Importacion Exp (Exportacior) SD1 y SD2 (Silogismo Disyuntiv
A- (B- Q) AlB - C AllB ALlB
AlB - C A- (B - C) -B A
A B
(Dilemag Dil 1 Dil2 Dil3 Dily
AlB -A[1-B AlIB -A[J-B
A-C C- A A-C C- A
B-C cC- B B-D D> B
C -C clD -C[-D
REGLAS DE COIMPLICACION
ICO ECO1 ECO2
A - B AoB AoB
B A A - B B-A
A~ B
INTERCAMBIO
I Ao B
Ca_
B
LEYES DE INTERDEFINICION
(Definicion del Implicadgy DI q Di2
A - B A- B
- (AUO-B) -AlB
(Definicién del Conjuntgr DfC1 y DfC2 (Definicién del Disyuntoy DfD1 y DfD2
AlIB ALIB ALIB ALlB
LEYES DE DE MORGAN
DM1 DM2
- (ALB) -~ (ALB)

-A[]-B -A[l-B
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Capitulo 5

TEORIA AXIOMATICA

En este capitulo vamos a ver otra forma de realizar deducciones, que aunque menos
«natural» que el anterior, nos permite observar como a partir de un nimero limitado de
axiomas y una sola regla de inferencia podemos realizar cualquier deduccion; es decir, en
los axiomas y la regla de inferencia estan contenidas implicitamente todas las férmulas
que son correctas en nuestro sistema. Este enfoque estd méas cercano a la idea de
Programacién Légica: base de conocimientos + motor de inferencia.

V | método de Deduccién Natural tiene la ventaja de la naturalidad,
ya que esta muy cerca del razonamiento utilizado en matematicas.
LA\ Este método tiene como elementos béasicos formas del tipo
P,P,..RO Q

y se construye a partir de una serie de reglas que permiten pasar de unas estructuras
deductivas a otras.{PP,, ... B, sonpremisasque se establecen como validas en el
transcurso de la deduccién en curso, pero que una vez establecida dicha deduccién dejan
de serlo, es decir, no se establecen como vélidas en el sistema. Ahora vamos a estudiar
un proceso de razonamiento que trabaja con unos enunciados determinados que son
aceptados de antemano, segun un cierto criterio de racionalidad y segun la teoria a
tratar. A estos enunciados los llamarerg®mas

AY(eIyEYl : Formatos o esquemas de férmulas estructuralmente asumidos como
vélidos o correctos.

Una vez establecidos dichos enunciados, no se van a admitir otros que no sean
los que se deduzcan de ellos por inferencia logica, y estos enunciados se llamaran
Teoremas
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LCEEYGyENikERE © Teoria deductivamente ordenada en axiomas y
teoremas segun unas determinadas reglas de inferencia.

Se trabaja ahora con unas estructuras deductivas que tienen los siguientes
elementos:

1.- Sistema dérmulas validasconstruido rigurosamente a partir de:
* Esquemas de formulas que se asumen como validos por hip6tesis
(axiomas.
* Reglas de demostracidminferenciaque permiten obtener nuevas
férmulas validastéorema} a partir de los axiomas.

2.- Definiciébn deDeducciénque permite, aplicando las reglas del sistema
representar cualquier deduccién correcta por una férmula valida en el sistema
formal.

El sistema de axiomas y reglas de demostracion debeorsgistente es decir,
no debe poder demostrarse una férmula y su negacion.

1. SISTEMA DE KLEENE

El sistema con el que vamos a trabajar sera el de Kleene (1953), que es una
estructura orientada a la blsqueda de procesos de demostracion, aunque su formulacion
no permite plantear métodos sistematicos. En la representacion de este sistema,
introduciremos los axiomas como férmulas proposicionales validas, para ello
utilizaremos el simbolo metalinguistico |- para indicar quedpgsicion es ungrmula
vélida

Sean A, B y C férmulas bien formadas (fbf) cualesquiera.

¢ Losaxiomasson:

A.8

Al |-A-(B-A

A2  |-(A-B)-[(A-(B-C))-(A-C)]
A3 |-A-(B-ADOB)

A4 |- AOB- A |- AOB - B
A5 |-A-AOB - B- AOB
A6 |- (A-C)-((B-C)- (AOB-C))
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A.9 [- Ox B(X) - B(a)
A.10 |- B(a)-» X B(x)

Estos 10 axiomas se asumen como validos en el sistema, es decir cualquier
férmula bien formada que tenga una forma equivalente a uno de ellos es una férmula
valida por hipotesis.

Ejemplo:

pUOqg - (r - pq) es una formula proposicional con estructura equivalente al A.1, por
tanto no es necesario demostrar que es valida, lo es ya por hipétesis.

» Reglas béasicas de demostraciéendremos una regla para la inferencia de
nuevas reglas, en general, y dos para la manipulacion de los cuantificadores.

- La denominada en ldgica clasica «modus ponens» (MP):

- Introduccién Universal Condicional (IUC)

- A- B(a)

[- A - OxB(x) (enAnoa, y A férmula cualquierh

- Introduccién Existencial Condicional (IEC)

- A@)- B

[- XAKX) - B (noaenB, yB formula cualquierh

En deduccion axiomatica, estas son las Unicas reglas de inferencia que se
pueden utilizar; las reglas que hemos visto en deduccién natural, se podran utilizar no
como reglas sino como estructuras de formulas validas; es decir que se debe de obtener
una férmula vélida de la regla que se quiera utilizar, tanto si la regla es basica como
derivada. Una vez establecida de esta forma, ya si puede entrar a formar parte de la
deduccién axiomatica. Esto es posible gracias al Teorema de Deduccion que veremos en
el siguiente tema, y que permite pasar de estructuras deductivas a formulas valida, y
viceversa.
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: Una lista finita de férmulasAg, Ay, ...,A,) es una deduccioh,
a partir de las hipotesid;, H,, ...,H,,( 0< m< n) si cada formul@,; de la lista es:

1.- A es uno de los axiomas, o

2.- A es una de las hipétesis, ...,H,, 0

3.- A es una férmula que resulta de dos formutasi A« (h <i, k < i), por
aplicacién de alguna de las reglas de inferencia.

A, se llam&érmula deducidale las hipotesis consideradas.

: Una demostracién de una formélan el sistema axiomatico,
es una sucesion de formulas A,, ..., A, tal que, para todo i (4i < n) se verifica:

1.- A, es un axioma del sistema, o

2.- A se deduce de dos miembros anteriodgy, A (h <i, k<i), como

consecuencia directa aplicando las reglas de inferencia.

Se dira entonces qug es unteoremadel sistema.

Conclusiones:

1. Si A, ..., A es demostrable y k < n, entonces A, Ac es demostrable;
luego A, es también un teorema.

2. Los axiomas del sistema son teoremas, porque sus elementos son sucesiones
con un solo elemento.

3. Una demostracién es una deduccion sin hipoétesis, por tanto la férmula
deducida sélo es vdlida si se dan las hipotesis, mientras que el teorema lo es
siempre en el sistema.

Ejemplo:

Demostrar |-A — A, oseaque laférmula A - A es vélida. Es un caso de demostracion
ya que no tenemos premisas iniciales.

1-A-(A-A Al (B - A)
2 - (A= (A-A) -
(A (A-A)-A)-(A-A) A2 B=A-A)
(C-A
3-AS((A-A)SA)-ASA MP 1,2
41- A= (A=A - A Al B=A-A)
5]-A-A MP 3, 4

Podemos decir que A - A es un teorema ( Teorema de identidad ), y por tanto es una
féormula valida.

Hemos construido un sistema formal en el cual ciertas fbf son teoremas, y esto
se consigue haciendo una sucesion finita que constituya una demostracion.
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2. OBTENCION DE TEOREMAS

Vamos a estudiar que pasos debemos seguir para obtener los teoremas de
nuestro sistema. En general podemos seguir el siguiente procedimiento:

1.- Si la férmula problema guarda ya relacion de identidad formal con alguna
de las formulas o esquemas de féormulas ya admitidos, se admite sin més.

2.- Si no es viable, se hard coincidir mediante cambios oportunos
(sustituciones) con las férmulas del sistema.

3.- Para simplificar o hacer méas facil la demostracion, utilizar teoremas ya
demostrados.

4.- La principal herramienta es el «Teorema de Deduccion».

2.1. Teorema de Deduccion

En este tema vamos Unicamente a enunciar el teoremaquerautilizarlo en
nuestras demostraciones. Ya se tratara con detalle en el proximo capitulo.

Si es posible deducir una férmula B de una serie de férmulas F ( que puede
ser vacia ), y de una férmula A, entonces es posible deducir también la férmula
A - B de la referida serie de formulas F.

Si F,AO B entoncesFJ A - B

El reciproco del Teorema de Deduccion también existe:

Si FO A - B entoncesF ,A B
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Corolario: Dada una estructura deductiva correcta siempre es posible encontrar
una férmula valida que la represente.

Ejemplo
Sea la estructura deductiva:

P1, P2, P3 U ¢
por aplicacién sucesiva del «Teorema de Deduccién», son correctas las siguientes deducciones:
P1, P2 U pP3 - ¢
p1 O p2 - (P3~1q)
0 p1 - (p2-(p3-4))
Finalmente, esta es la férmula valida que representa la estructura deductiva citada:
l-p1~(p2~(pP3~49))

También, si aplicamos la interdefinicion del implicador 3 veces a esta formula
obtenemos:

—p1 O(-p20(-p30q))
y aplicando la asociativa del disyuntor y De Morgan

=(p1Op20p3)0q

Por Ultimo, aplicando nuevamente la interdefinicion del implicador, pero en el sentido
inverso, obtenemos una formula equivalente a la anterior, y por tanto también representa a la
estructura deductiva

[-p18p20p3 - q

Si una deduccién es correcta entonces la férmula asociada a ella, cualquiera de
las dos, es tautologia, y viceversa.

2.2. Aplicacién del Teorema de Deduccién

El Teorema de Deduccion nos facilita la obtencién de teoremas porque cuando
hay que demostrar una implicaciéon, podemos empezar suponiendo los antecedentes y
dedicarnos sin mas a la busqueda del consecuente. Una vez conseguido éste, por el
Teorema de Deduccidn aplicado sucesivas veces, obtenemos la implicacién deseada.
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De esta manera, podemos ver como los 10 axiomas del Sistema de Kleene
tienen su correspondencia con reglas vistas de la Deduccién Natural:

Al Carga de premisa

A2 Silogismo hipotético

A3 Introduccién de la conjuncién
A4 Eliminacion de la conjuncion
A5 Introduccién de la disyuncién
A.6 Prueba por casos

A7 Reduccidn al absurdo

A.8 Eliminacion del negador

A9 Eliminacion del universal
A.10 Introduccién del existencial

La formulacién de un sistema axiomatico puede plantearse con la finalidad
puramente matematica de limitar el nimero de axiomas y reglas de inferencia; pero la
gue a nosotros, como informaticos, nos interesa es la de servir de definicién implicita
del conjunto de férmulas validas, como vehiculo de métodos sistematicos de blsqueda
de demostraciones. Este enfoque conecta directamente con la i@eagdmmacion
Légica, a la cual dedicamos un capitulo completo.

3. EJERCICIOS

Comprobar que las siguientes férmulas son validas en el sistema de Kleene,
utilizando si se cree necesario el «Teorema de Deduccions.

l-1- (A-B)- ((B-C)- (A - C)) (Silogismo hipotético)

Solucioén:
Aplicando el Teorema de Deduccion ( 3 veces ), bastara deducir lo siguiente:
12 A-BO@B-C-(A-0C)
2a A-B, B-COA-C
32 A-B, B-C, AOC
1 A-B Premisa
2 B-C Premisa
3 A Premisa
4 B MP 1, 3
5 C MP 2, 4
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2- As (-A 5 C)

Solucion:

(ECQ)

Por el Teorema de Deduccién basta comprobar que es correcta la deduccion:

~NoO b~ WNE

10
11

A -A0OC

A

-A

l-A-(=C-A)

-C - A

|- =A - (=C - -A)

-C - -A

|- (-C - A) -
[(=C - =A) - ==C]

(-C - =A) - -=C

--C

_|_'C - C

C

3-]- (A-B)>-ADOB

Solucién
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Sin utilizar el Teorema de Deduccién.

~No g~ WN R

10
11

12
13
14
15

16
17

- (-A--AOB) -

Premisa
Premisa
Al
MP 1, 3
Al
MP 2,5

A7

MP 4,7
MP 6, 8
A8

MP 9, 10

(Interdefinicion de Conectivas)

|- -A - -A0B A5

|- B --A0B A5

|- --B - B A.8

|- (--B - B) - ((B--A0B) - (--B -~ -A0B)) T. Sil.
|- B --A0B) - (--B -~ -AOB) MP 3, 4
|- --B - -A OB MP 2,5
|

-[(--B - -A0B) - (A O--B - -A OB)] A.6
-(--B--A0B) - (-A0--B - -A0B) MP 1,7

|
- -AO0--B - -A0OB

|- -(AO-B) - -A0--B
|

MP 6, 8
Leyes De Morgan

- (-(AO-B) -~ -AO0--B) - [(-AO--B - -A0OB) -
- (7(AO-B) - -A0--B)] T. Sil.
-(-A0--B--A0B) - (~(AO-B) - -AO--B) MP 10, 11

I
|- «(AO-B) -~ -ADOB MP 9, 12
|- (A - B) - =(A0O-B) T. Interdef.
l- ((A-B) > ~(A0-B)) - [(~(AO-B) - -ADB) -

- ((A-B)--AOB)] T. Sil.
|-(~(AO-B) ~ -AOB) - ((A - B) -~ -AOB) MP 14, 15
|- (A - B) = ~AOB MP 13, 16
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4.-1- AOx P(X) o X -P(x) (Negador de Universal)
Solucién:
1° |- =Ox P(x) - [x =P(x)
1 |- -P(@) - X -P(x) A.10
2 I- (—|P(y) - D(‘!P(X)) -
- (—|D( —|P(X) — P(y)) Cp
3 I- =k —|P(X) — P(y) MP 1, 2
4 |- =[xk =P(x) - Ox P(x) IUC 3
5 |- (=X =P(x) - OxP(x)) -
- (AOx P(x) - x=P(x)) Cp
6 |- =Ox P(x) - DX =P(X) MP 4,5
20 |- Ox =P(x) - =0Ox P(x)
1 |- Ox P(X) - P(a) A.9
2 |- (OxP(X) - P(@)) -
- (=P@) - -OxP(X)) Cp
3 |- =P(a) - =Ox P(x) MP 1,2
4 |- DX =P(X) — =Ox P(X) IEC 3

4. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

Realizar la demostraciéon de los distintos Teoremas correspondientes a las
Reglas Derivadas vistas en la Deduccion Natural.

5. LA LOGICA EN LA VIDA

1. Hay una antigua anécdota sobre un filésofo sofista, Protagoras, que acepté instruir a
Euatlo en retérica para que éste pudiera practicar la abogacia. Euatlo a su vez
convino en pagar a Protagoras sus honorarios sélo después de ganar su primer pleito.
Euatlo, sin embargo, decidié no practicar la abogacia el terminar su formacion y
entonces Protagoras lo demandé para obtener sus honorarios. Protdgoras sostenia
que Euatlo tenia que pagarle de todos modos: si él ganaba el pleito, deberia ser
pagado por mandato judicial; si lo perdia, deberia ser pagado en razén a los términos
de su acuerdo con Euatlo. Euatlo, que habia aprendido algo de su estudio, sostenia
gue no tenia que pagar de ningUodat si ganaba el pleito no tendria que pagar por
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mandato judicial; si lo perdia no tendria que pagar en razén a los términos de su
acuerdo con Protagoras.

2. “Como dije, el juicio fue muy complicado. El primer sospechoso era la Sota de
Corazones, pero se presentd una prueba circunstancial que establecié sin la menor
duda que la Sota de Corazones no pudo haber robado los pasteles. El siguiente
sospechoso era el Lirdn. Pero varios testigos de confianza declararon que el Lir6n
estaba profundamente dormido a la hora del robo, por lo tanto no pudo haber sido él.
Aqui el juicio quedé paralizado.

De repente se abrié de golpe la puerta de la sala y entr6 con orgullo el Conejo
Blanco llevando la bandeja de los pasteles. Tras él entraron los soldados con el Grifo
y la Falsa Tortuga encadenados.

- Los pasteles estaban en la playa - explicé el Conejo Blanco -. El Grifo y la
Tortuga estaban a punto de comérselos cuando los soldados pasaron por alli, y los
detuvieron al instante.

- Eso demuestra su culpabilidad sin la menor duda - grit6 la Reina -, asi que ja
dejarles sin cabeza inmediatamente!

- Bueno, bueno - dijo el Rey -, hay que hacerles un juicio justo.

Sucedieron cosas que demostraron que el Grifo y la Tortuga no eran ambos
culpables, lo que quedaba por aclarar era si lo era uno de los dos, y en ese caso, cual;
0 si algun otro era culpable: ¢Fue una mera coincidencia el que los pasteles fueran
encontrados por el Grifo y la Tortuga? No; pronto se presentaron pruebas que
demostraron de manera concluyente que o bien el Grifo o bien la Falsa Tortuga era
el culpable (pero no ambos), pero el tribunal no encontré la manera de decidir quién
lo era. Cuando parecia que no podia avanzarse mas, aparecié una mezcolanza de
testigos que hicieron diversas declaraciones.

- El Grifo no rob6 los pasteles - dijo la Duquesa.

- Pero ha robado otras cosas con anterioridad - dijo la Cocinera.

- La Tortuga ha robado cosas antes - dijo el Gato de Cheshire.

- El Gato de Cheshire ha robado cosas alguna vez - dijo la Oruga.

- La Cocinera y el Gato de Cheshire tienen ambos razén - dijo la Liebre de
Marzo.

- La Cocinera y la Oruga tienen ambas razén - dijo el Lirén.

- O bien tiene razén el Gato de Cheshire o la tiene la Oruga, o puede que ambos
- dijo el Sombrerero.

- O bien tiene razén la Liebre o la tiene el Lirén, o puede que ambos - dijo Bill
el Lagarto.

- La Cocinera y el Sombrerero tienen ambos razén - dijo la Sota de Corazones.

- Bill el Lagarto tiene razén y la Sota de Corazones no la tiene - dijo el Conejo
Blanco.

Se produjo un gran silencio.

- i Todo esto no demuestra nada ! - rugié el Rey - Sélo palabras, palabras,
palabras inutiles.

Pagina 112



Capitulo 5 TEORIA AXIOMATICA

- No tan indtiles, Majestad - dijo Alicia desde el jurado, poniéndose en pie -.
Resulta que el Conejo Blanco y la Duquesa hicieron declaraciones que o bien ambas
son ciertas o bien ambas son falsas.

Todos los ojos se volvieron ansiosos hacia Alicia. Todo el mundo sabia que
Alicia s6lo hace declaraciones ciertas, y una investigacién posterior demostré que
esta declaracion no era una excepcion. Mas aln, esta declaracion resolvié todo el
misterio.

¢, Quién robo los pasteles ? ”

Raymond Smullyan
“Alicia en el pais de las adivinanzas”
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DEDUCCION AXIOMATICA EN LOGICA DE PRIMER ORDEN

Sistema de KLEENE

* Los axiomasson:

Al |-A-(B-A)

A2 |-A-B)-[(A-B-C))-(A-C)]
A3 |-A- (B> AOB)

A4 |- AOB- A |- AOB - B
A5 |-A- ADOB |- B~ AOB
A6 |- (A-C)-((B-C) - (AOB- Q)
A7 |-(A-B)> ((A--B)--A)

A8 |- --A- A

A9 |- OxB(x) - B(a)

A.10 |- B(a)-» [Xx B(x)

* Reglas basicas de demostracion
“Modus Ponens” (MP)
|- A
-A> B
|- B

Introduccion Universal Condicional (IUC)

|- A - B(a)

[- A - Ox B(x) (enAnoa, yA férmula cualquierp

Introduccion Existencial Condicional (IEC)

|- A(a)-> B

[- X A(x) - B (noaenB, y B férmula cualquierd
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METALOGICA

En este capitulo vamos a desarrollar el Teorema de Deduccion, que sirve de puente
entre los conceptos de deduccion correcta y formula vélida. La Metaldgica es la disciplina
que estudia los célculos o lenguajes logicos, y desarrolla propiedades de los sistemas
formales como la completud, consistencia, decibilidad, independencia de los axiomas, etc.
Mediante las propiedades de la metalégica, demostraremos en cada uno de los sistemas
definidos que una férmula es tautologia si y solo si es valida, o dicho de otra forma que una
férmula es semanticamente vélida en teoria de la interpretacion si y solo si es formalmente
vélida en teoria de la demostracion.

propiedades de un sistema formal por medio de un metalenguaje. La
metaldgica es la disciplina que estudia y desarrolla propiedades de
los sistemas légicos. En este tema, aparte del Terorema de Deduccién, estudiaremos el

[ a metateoria es una disciplina que se ocupa del estudio de las
L4\

comportamiento de tres propiedades fundamentales de la metalégicacion

completudy decision), tanto para el Célculo de Proposiciones como para el Calculo de

Predicados.

1. TEOREMA DE DEDUCCION

(Teorema fundamental de la l6gica matematica. Herbrand 1928

Enunciado

Si es posible deducir una formade una serie de féormul&s( que puede ser
vacia ), y de una féormuky, entonces es posible deducir también la fornula B de
la referida serie de férmulés
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Si F,AO B entoncesFO A - B

Demostracion
La demostracion es por induccion sobre el nimero de FBFs de la sucesi6on que
constituye la deduccion de B a partir de Fy de A.

Sea Vp la sucesion que obtiene B de Fy de A, es decir, F, A0 B, n=1, connel
nimero de lineas (finito) de la referida deduccién que se supone ya dada.

Llamaremos W la deduccion que queremos demostrar ( F 0 A - B). Demostraremos
gue existe W siempre, siendo n cualquier nimero de lineas de derivacion.

Base de la induccién:

n = 1: sucesion Vp de un sélo elemento, es decir, una linea de derivacion. Luego esta
linea tiene que ser la propia B. Asi que B, por la definicién de deduccién, es:

1.- un axioma, o
2.-una férmula de F, o
3.- laféormula A.

CAsoO 1.- Si B es un axioma entonces construimos la sucesion W a partir de la Vi, (n=1),
es decir, construimos A — B a partir de F:

1]-B (axioma)
2|-B-(A-B) Al
3]-A-B MP 1,2

CASO 2.- Si B es una férmula de F, construimos W:

1]-B (miembro de F: una de las hipétesis)
2|-B-(A-B) Al
3|-A-B MP 1, 2

CASO 3.- Si B es la férmula A entonces hay que demostrar A - A. Esto se corresponde
con el «Teorema de identidad» ya demostrado, luego /- A — A es férmula vélida y la
deduccion es la demostracion del teorema.

Por tanto, en cualquiera de los tres casos hemos obtenido F O A - B. Queda, por
tanto, completado el paso base.

Paso de induccion:

Suponemos ahora la deduccién V,, con n lineas de derivacién (n > 1), y que para
cualquier deduccién dada Ay (k<n) existe correlativamente una deduccion subsiguiente W (
F O A - B). Entonces ahora se pueden considerar 4 casos:
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1.- Bes un axioma, o

2.- Bes miembro de F, o

3-BesA o0

4.- B se obtiene de dos FBFs anteriores por aplicacion de la regla de demostracion MP.

Los casos 1, 2 y 3 son similares al caso base.
CAsSO 4.- Si B se obtiene de dos FBFs anteriores por aplicacion de MP, estas dos
férmulas de las que he deducido B tendran la forma Cy C - B ( al aplicar MP se obtiene
B) y cada una de ellas puede deducirse de Fy de A mediante una sucesion de menos de
n elementos. Tenemos:

FFAO C y

FADO C-B
luego por hipétesis de induccién (menos de nlineas de derivacién) también se dan:

A-C y

FO
FO A-(C-B)

respectivamente. Luego la sucesién Vj, requerida se construye asi:
()
(deduccion de A — C a partir de F)

®) FA-C
(K + 1)

(deduccion de A - (C - B) a partir de F)

o l-A-(C-B)

(I+1) |F(A-C-[(A-(C-B)-(A-B)] A2
(1+2) |- (A-(C-B))-(A-B) MP k, | +1
(1+3) |-A-B MP I, 1+2

Luego F O A - Ben los cuatro casos.

Asi pues, por el principio de inducciéon matematica la proposicién se verifica cualquiera
gue sea el nimero de FBFs de la deduccién B a partir de Fy de A. ®

NOTA: El reciproco del Teorema de Deduccién también existe, y es facil de
demostrar.

Tal como podemos observar en la representacion grafica del Teorema de
Deduccién que aparece a continuacion, podemos considerarlo como una trasmisién de
férmulas de las premisas a la conclusion:
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I O — /\

Teorema de Deduccion

I w— @ —/\

Premisas Conclusiones

2. PROPIEDADES FORMALES

Los sistemas formales pueden cumplir una serie de propiedades. Para cada uno
de los formalismos que hemos desarrollado, Calculo de Proposiciones y Calculo de
Predicados, veremos qué propiedades verifican cada uno de ellos. Las propiedades a
estudiar en un Sistema Formal son:

Correccion: Un sistema formal es consistente, correcto o no contradictorio cuando a
través de sus reglas de inferencias y de sus axiomas, no podemos
demostrar que sean correctas en el sistema una férmula y su negacion.

Hablamos, por tanto, de sistema correcto en el sentido de que toda sentencia
que es demostrable en el sistema es ciertamente una sentencia verdadera, y toda
sentencia que es refutable en el sistema es falsa. Dicho de una manera mas formal, toda
férmula deducible con el método de calculo es valida segin la nocién de verdad.

“ Si una formula A es formalmente deducible en el sistema, entonces es
l6gicamente verdadera”

Si |- A entonces |=A
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Completo: Toda férmula que sea seméanticamente verdadera, es demostrable con el
método de célculo.

Decimos que el sistema es completo en el sentido de que todas las sentencias
verdaderas son demostrables y que todas las falsas son refutables.

“ Si una formula A es légicamente verdadera, entonces es formalmente
deducible en el sistema”

Si |= A entonces |- A

La conjuncién de ambos resultados nos lleva a la coincidencia entre la sintaxis
y la semantica:
[-A sii |=A

Decidible:  Existe un algoritmo o procedimiento finito que permite determinar si una
formula es o no valida en el sistema.

Habitualmente diremos que es semidecidible cuando exista un procedimiento
para probar que una férmula es vélida, pero no se pueda garantizar que finalice cuando
la férmula no sea vélida.

Monétono: Un sistema formal es monétono cuando si una expré€iés un teorema
con respecto a un cierto conjunto de axioas afiadimos algun axioma
nuevo, dicha expresién seguira siendo un teorema.

Los sistemas logicos que hemos visto son moné6tonos en el sentido de que
conforme se afladen nuevos axiomas, aparecen nuevas férmulas bien formadas, pero
nunca se vuelven invélidos los resultados anteriores, ya que de hecho, las
demostraciones las podemos seguir haciendo usando exclusivamente los axiomas
iniciales y no utilizando los nuevos. Sin embargo el concepto de monotonia no lo
cumple nuestra forma natural de pensar, por lo que se han desarrollado nuevos tipos de
l6gicas llamadaso mondétonagiue nos permiten razonar con modelos incompletos o
cambiantes.

e EIl Célculo de Proposiciones es: Completo
Correcto
Decidible
Monétono

¢ El Célculo de Predicados es: Completo
Correcto
No decidible (semidecidible)
Monétono
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3. METALOGICA DEL CALCULO DE PROPOSICIONES

La metalégica del célculo de proposiciones demostrard que el sistema es
consistente, completo y decidible.

3.1. Consistencia

Decimos que un sistema formal es consistente si todo teorema (férmula)
demostrado en él, es verdadero, de tal forma que no pueda darse el caso de la
demostracion dé y de -A simultdneamente; $iA es una formula validentonces A
debe ser una tautologi@eorema de Post).

En el calculo de proposiciones el sistema debe ser capaz de impedir, mediante

el conjunto de axiomas y reglas de inferencia que posee, la demostraciéon de una
férmula y de su negacioén.

Teorema de Post

“si |-A es una formula demostrable entonces |= A es una formula valida
semanticamente”

Demostracion:

Tenemos que demostrar que la deducibilidad esta relacionada con la forma
semantica y para ello tenemos que ver que tanto los axiomas como los teoremas son
tautologias:

1°.- los axiomas (validos en teoria de la demostracién) son tautologias (son
semanticamente validos).

2°.- los teoremas (validos en teoria de la demostracion) son tautologias (son

semanticamente validos).

1°.- Comprobar que todos los axiomas del célculo de proposiciones son tautologias es
facil y no costoso ya que podemos ir cogiendo cada uno y utilizar un procedimiento
mecanico como por ejemplo el de las tablas de verdad y comprobar la tautologia.
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Axioma 1: -A- (B - A)

A B B_A | A- (B-A
v v Vv Vv
v F Vv Vv
F v F Vv
F F Vv Vv

De esta forma podemos demostrar que todos los axiomas son tautologias.

2°.- Si queremos comprobar que los teoremas son tautologias no podemos hacer lo
mismo ya que nos resultaria imposible de realizar, entonces se hace lo siguiente:

Se prueba que las reglas de inferencia del sistema que se aplican al mismo para
conseguir los teoremas transmiten la propiedad de la tautologia.

En el calculo de proposiciones la regla de inferencia del sistema axiomatico es
la del modus ponens, si conseguimos demostrar que esta formula es tautologia
tendremos demostrado que todos los teoremas que se deduzcan de los axiomas y de
aplicacion de esta regla seran también tautologia, es decir, el modus ponens obtiene

tautologia en la conclusiéon cuando las premisas a las que se aplica son también
tautologias.

Aplicamos el siguiente resultado:
Una estructura deductiva /PP, .... B, [J Q es correcta, cuando no se da el

caso de que las premisas, P,, ....R, sean verdaderas y la conclusién Q sea
falsa.

El modus ponnes tiene la siguiente estructura deductiva:

A/A-BOB

mediante las tablas de verdad, vemos que es tautologia:

A -B

nn<|<|>
Tni<|n<|m

< <<
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No se da el caso de que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa,
luego queda demostrado que la regla del modus ponens transmite la herencia de la
tautologia a sus premisas. Entonces, todo teorema que se deduzca de la aplicacién de
dicha regla de inferencia y de los axiomas también serd tautologia.

c.q.d.

3.2. Completud

Decimos que un sistema es completo si todas las verdades del sistema pueden
ser representadas como teoremas demostrables en él, es decir, si todas las férmulas que
son semanticamente vélidas en el sistema, son teoremas. Esta propiedad se conoce como
teorema de Kalmar (1934 - 1935), y para demostrarla vamos a utilizar primero un lema
gue relaciona el concepto semantico con el sintctico de deducibilidad, mediante
deducciones asociadas a las lineas de una tabla de verdad.

Lema de Kalmar

Cualquier férmulaS tiene asociada un conjunto de deducciones correctas en
teoria de la demostracidn, exactamente una por cada linea de la tabla de verdad,
construida mediante una funcidn,(P,) de las proposiciones componentes de
acuerdo con las reglas siguientes:

Si en la linea ‘m’ de la tabla de verdad aparece la proposicién con significado
verdadero, la deduccion correspondiente es
Dm(P)=PR
y si aparece con significado F, la deduccion es:
Dm (PI) =-R

es decir, que si tengo un tabla de verdad puedo representar cada linea de dicha tabla por
su correspondiente deduccion

Teorema de KALMAR

Si una férmula S se define a partir de las proposicione®#... B,y es una
tautologia, la férmula S es valida, es decir:
|=S entonces |- S
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Demostracién

Por hipétesisS es tautologia, entonces por definicién, tenemos $jues
verdadera para cada atribucion veritativa. Y5 ®s verdadera para cada una de sus
atribuciones es porque es deducible de cada una de ellas, sea cual sea el valor de verdad
de cada una de ellas, es decir, segln el lema anterior, las deducciones asociadas a cada
linea de la tabla de verdad son:

P, P, ... R os
=Py, P, R os
Py, =P, R os
=Py, 5P, R os
=Py, Py, P, R os
APy, =R, =B . R os
APy, 2P, =R, . SR os

Luego si tenemosn proposiciones tenemos" 2estructuras deductivas
correspondientes a la aparicion de dde -R es decir, puedo formar' 2 pares de
estructuras donde el primer par corresponde al valer Y y I; todas las posibles
combinaciones de asignaciones veritativas deasyFsimilar el segundo par :

P,,.IiOS -R,O0S

A partir de cada pareja, se obtiene por deduccion

P, O=R,,I O S (aplicando la regla de disyuncién).
Si volvemos a aplicar el proceso anterior junto con la deduccién, obtendremos
2" 2 estructuras :
F)n D_‘Pna I:)n-l|:J - n-larj U S,
y si aplicamos sucesivamente este proceso, tenemos:
P, UO=Py Pra O=Phg,....... RO-P O S
si aplicamos el teorema de deduccidrneces, a la estructura anterior, nos queda:
P.O0-R, PyuiO-Pyg....... O PO-P -S

P, O —|Pn, O (PaO-Pyy)....... - (PO-P - 9)

|' (Pn D_lpn) - (( Pn_]_ Dﬂpn_l) ....... - ( Pl |:|ﬂ P]_ — S)) )
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Para obtene$ hacemos la siguiente deduccién axiomética:

1 [-(RO-R) - (( PhaO=Pyy)....... - (PO-P - 9))..)

2 P, 0-P,

3 |' (( Pn_llj_lpn_l) ....... — ( P]_ D" P]_ — S)) ) MP 1, 2

n-2) RO-P

n'l) |-E|:|ﬂP1—>S

n) S MP (n-1), (n-2)

c.q.d.

3.3. Decidibilidad

Un sistema formal es decidible si dispone de un procedimiento general y
finalizable para la decision de la validez de férmulas, es decir, la decidibilidad
comprueba la equivalencia entre los conceptos sintacticos y semanticos.

El procedimiento general y finalizable para decidir si una férmula es
demostrable en un sistema, consiste en evaluar su tabla de verdad; si resulta ser
semanticamente valida, entonces también sera formalmente valida, y en caso contrario
no. En la I6gica proposicional, los sistemas formales son por tanto decidibles.

4, METALOGICA DEL CALCULO DE PREDICADOS

La metaldgica en el célculo de predicados demuestra que el sistema es
consistente, completo pero no es decidible en su totalidad, es decir que es parcialmente
decidible (semidecidible).

4.1. Consistencia

Al igual que en el calculo de proposiciones, se trata de probar que si una
férmula es valida, entonces es semanticamente correcta. Demostraremos la tautologia
utilizando el método del contrajemplo.

Tenemos que demostrar dos cosas:

a) Los axiomas son formulas semanticamente validas
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b) Las reglas de inferencia son tautolégicas y por lo tanto garantizan que las formulas
gue se obtienen mediante su aplicaciéon también lo son.

a) Demostracién de gue los axiomas son semanticamente validos.

A9: [- OxP(x) - P(a)

Demostraciéon Suponemos que la férmula es(’ P(x) = V y P(a) = F; sin embargo si
existe algin individuo que hiciera falso P(x) también haria falgB(x) por las
propiedades semanticas de los cuantificadores #, luego |=A9.

A10:  Anélogo.

b) Demostracion de que las reglas de inferencia son semanticamente validas.

* Regla de generalizacién universal condicional.
|-A - B(a) 1)

|-A - OxB(x) (2)

Demostracién Vamos a demostrar que si es semanticamente valida (1) entonces es

semanticamente valida (2), es decir, que si nho hay contrajemplo para (1) no lo hay para
(2). Suponemos que (1) es seménticamente valida y que (2) no lo es. Entonces (2) = F,
existe una interpretacidren donde A =V y [Ox B(x) = F, luego en hay un individuo

X para el que B(xes F, en este caso se puede definir una interpretagiama A -

B(a) en el mismo dominio gque que asignara ‘a’ &. Para esta interpretacién A

B(a) seria falsa, lo que no puede ocurrir, ya que (1) es seménticamente valida, es decir
que es verdadera, para toda interpretacion en todo dominio. # luego es seméanticamente
valida (2).

* Regla de generalizacién existencial condicional.
|-P(@)- B 1)
-IXP(x) - B (2)

Demostraciéon De manera similar a la regla anterior
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Conclusiones de la consistencia

12 Conclusién:
“Toda formula demostrable es semanticamente valida en el sistema, ya que

cualquier demostracion tiene su origen en uno o varios axiomas y aplicacion
reiterada de las reglas de inferencia que transmiten la validez semantica.”

Por lo tanto el sistema no es contradictorio, es decir no se puede demostrar una
formula y su negacion. Si es demostraBlecualquier asignacion asigna el valor
verdadero a la férmula luego asignaria el valor Rague no es demostrable por no ser
vélida.

22 Conclusion:

Toda deduccion formalmente correcta es semanticamente correcta.
Sitenemos PP, ... B0 Q, de lo que se trata es de probar que toda interpretacion que
verifica el conjunto de premisas, P, ... R, asigna también significado verdadero a Q.
Demostracion

Q es una férmula final de una secuencia deduRidR, ... R, donde:

a) R es 0 una premisa 0 un axioma o un teorema.
b) R se obtiene aplicando alguna regla de inferencia.

Por el concepto seméantico de deduccion, hay que demostrar que toda
interpretacionl que satisface a las premisas, satisface también a los elementos de la
secuencid, .

a) Nos presenta los siguientes casoR de

a.l.- Si es una premisa, es verdadera siempre, por la hipotesisldmatigface
todas las premisas.

a.2.- Si es axioma o teorema, de acuerdo con lo demostrado anteriormente, por
ser demostrable es semanticamente vdlida, y por tanto para cualquier
interpretacion, por ejemplg su significado es verdadero.

b) Nos presenta los siguientes casoRde
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b.1.- Si R se obtiene por MP, como se demostré esta regla obtiene férmulas
verdaderas a partir de premisas verdaderas, Regra verdadera para

b.2.- SiR se obtiene por aplicacion de generalizaciéon universal condicional a
una premisa, $ino satisface R= A - [OxP(x) , tenemos que énA es verdad

y OxP(x) es falso, entonces, en algun elemento del dominio, por ejemplo
P(@) es falsa, luego A- P@) no seria vélida eh por lo que no se puede
aplicar esta regla en la deduccion, #.

b.3.- De forma similar con la regla de generalizacién existencial condicional.

Luego, cualquiera de los casos anteriores es aplicalitg duego R, es
satisfacible pot. SiR; es satisfacibleR, puede ser también uno de los casos anteriores,
y si R, es satisfacibl®, también, y si lo soRy, R, también lo eR; , etc, asi hastg,, =

Q.

Luego si hay alguna interpretacion que satisface las premisas satisface también
la conclusion.

c.q.d.

4.2. Completud

Para demostrar la completud del sistema tenemos que probar que toda formula
semanticamente valida fces demostrable en el sistemf@a |-a completud relaciona el
concepto semantico de verdad légica con el concepto sintactico de deducibilidad.

si |= A entonces |- A

Tenemos que demostrar que en calculo de predicados se dard la completud si
todas las formulas que representan verdades Idgicas son formalmente deducibles en el
sistema.

La completud del célculo de predicados fue probada por &aleteorema
estaba dirigido a demostrar que si toda férmula del calculo de Predicados de primer
orden es tautologia, entonces es derivable en teoria de la demostracién. Para ver este
resultado, se va a emplear el procedimiento debido a Kleene y Beth, consistente en
construir un sistema de deduccién natural sobre un tipo de estructuras deductivas mas
general.

1k Gaodel, “Die Vollstéandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkulus” (La completud de
los axiomas del calculo funcional l6gico), Monatshefte fiir Mathematik und Phisyk, vol. 37, 1930
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El teorema de Completud de Gddel.

“Para toda férmula A de la logica cuantificacional de primer orden, si A e$
l6gicamente verdadera, entonces A es deducible”

si |= A entonces |- A

Demostracion:

e Se parte de queéd es logicamente verdaderaA|sentonces A es
insatisfacible (por definicion de férmula lI6gicamente verdadera).

¢ Si -A es insatisfacible, entonce#\e€s inconsistente (contraposicion del
Teorema de Henkin: toda formula consistente es satisfacible).

* Sj-Aes inconsistente entonces tenemos contradicciéon de la forma:
—|A|—By—|A|-ﬂB

Si -A |- B entonces por T. Deduccién |- =AB
Si -A |- =B entonces por T. Deduccién |- =A-B

Luego,
-11]--A-B
-2 |--A- -B
3 |-(=A- B) - ((-A - -B) - =-A) Reduccién al absurdo
4 |- (-A= -B) » ~-A MP 1,3
5 |-=-A MP 2,4
6 |- -—A- A Ax.8
7-A MP 5,6

c.q.d.

Procedimiento de Kleene y Beth.
Presentacion

El procedimiento de Kleene, que esta basado en la ideas de Beth, construye un
sistema de deduccién natural sobre un tipo de estructuras deductivas, de las cuales son
un caso particular las que ya conocemos. La idea del procedimiento esta en demostrar
gue si este nuevo tipo de estructuras deductivas son semanticamente correctas entonces
son demostrables y que si ellas lo son, al ser un caso particular las vistas en LPO, éstas
también cumplirdn la misma propiedad.
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Para trabajar con este nuevo tipo de estructuras tenemos que definir un
sistemas de reglas, y a partir de ellas, o bien se consigue formalizar el proceso de
demostracion cuando la estructura es correcta, o bien se consigue un contraejemplo
cuando la estructura no es correcta.

SISTEMA DE REGLAS DE KLEENE Y BETH

roAA,BJOA rAO AB
(A=) )
A-B,f0 A rg AA-B
rA,BO A ro A,A,,F0 AB
(IAD - (10
rAOBO A ro A,ADB
roAaA ro A AOB
(IAD) - o
AOB, IO A ro A AOB
roaA ATOA
(1A-) _ (IC-) o
r,-A0A roa -A
A@),ro A O A, A@)XAKX)
(AD (10
X AKX), T0 A O A, xAKX)
Aa), OxA(x), T O A oA A@)
(AD) @
Ox AX), T 0 A O A OxAX)

Nota: Las reglas (IC) y (IAD tienen la condicion de que la variable libre
generalizada, no aparezca libre en el resto de las férmulas de la secuencia, tanto en el
antecedente como en el consecuente.
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Reglas estructurales utilizadas en las demostraciones:

Atenuacion: A B Permutacion: AB.CI D

A, COB B,C,AO0 D
Contraccion: A B, Bl D Corte: rdB,ABOC

AB0O D ATradcC
Inclusion: AB,CO0 D

AOBOCO D

Proceso para la demostracion de una estructura deductiva:

1°.- Estructura deductiva a estudiar.

Si partimos de una férmula vélida, transformar a estructura deductiva mediante el
reciproco del teorema de deduccion.

2°.- Obtencion de nuevas estructuras mediante aplicacién de reglas del sistema.

2.A.- Aplicacion sélo de reglas conectivas.

Eleccion de reglas aplicadas a la conectiva principal de la formula.

Reiterar el proceso, si es conveniente.

Si la estructura tiene forma de axioma, parar.

Si la estructura tiene distintas componentes en antecedente y consecuente, ya no
se puede aplicar ninguna regla, construccion de contraejemplo finito.

Si la estructura tiene cuantificacion pasar al punto 2.B.

2.B.- Aplicacién de reglas de cuantificacion Cy (IAD.

Generar un conjunto de variables libres.

Para aplicar (IC) y (IAD), hay que considerar que la variable a la que se aplica
no esté libre en la estructura, si lo esta, cambiar de nombre y afiadirla al conjunto
de variables libres.

Reiterar el proceso, si es conveniente.

Si la estructura es un axioma, parar.

Si la estructura tiene distintas componentes en antecedente y consecuente,
construccion del contraejemplo finito.

Si la estructura tiene atomos cuantificados universalmente en el antecedente y
existencialmente en el consecuente pasar al punto 2.C.
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2.C.- Aplicacion de reglas de cuantificaciéon [(Ipy (ICD).

e Estas reglas no llevan restricciones de aplicacion a las variables libres que
aparecen en la formula.

¢ No se produce reduccion de simbolos en las formulas.

« Aparecen sucesiones de instancias de las férmulas cuantificadas.

e La prioridad que se establece al aplicar las reglas es aquella que a ser posible
vaya consiguiendo férmulas atémicas, tanto en antecedente como en cosecuente.

e Utilizar en cada aplicacion para cada una de las férmulas, la lista de variables ya
existentes.

« Si se terminan las variables libres y no se tiene la estructura de axioma, se inicia
un proceso de generacion de nuevas variables, aplicando de nuevo 2.B.

¢ Sila estructura tiene forma de axioma, parar.

e Siaplicamos 2.B y 2.C indefinidamente, método del contraejemplo infinito.

3°.-Aplicacion reiterada de 2 hasta obtener estructuras constituidas por férmulas
atémicas.

Método del contraejemplo
* Contraejemplo finito:

Se aplica a estructuras que tienen distintos elementos en antecedente y
consecuente , es decir, de la forma:

As, Ag..... AnO By, By, ... By

donde :

¢ todos losA son distintos de 10B;

e A vy B son férmulas atémicas cuantificadas o no y si se refieren al mismo
predicado, tienen en sus argumentos distintas variables.

e el conjunto de variables libres es llamago

Proceso:

* Se establece una relacién con Mgal que a cada variable d& se le asigna el
namero de orden que ocupa.

¢ Los predicados que aparecen en la secuencia se interpretan asi:
Si P(V) aparece en AP(i) =V
Si P(V) no aparece en;AP(i))=F
--- No puede aparecer PJ\én ambas pues entonces seria un axioma. ---

Por construccion esta interpretacion es un contraejemplo.
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4.3. Decision

El problema de la decision como ya sabemos trata de demostrar que existe un
procedimiento mecénico o algoritmo que permite determinar en una serie de pasos
finitos, si una férmula es o no deducible en el sistema (es dedires o no teorema).

En célculo de predicados esta propiedad no es tan sencilla de demostrar como
en célculo de proposiciones. En 1936 Chéidimostré que no existe un procedimiento
efectivo que permita resolver el problema de la decisién en la l6gica cuantificacional, ya
gue segun él, dicha logica es indecidible; sin embargo hay algunos aspectos de ella que
resultan decidibles, por lo que se habla de semidecidibilidad.

5. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

Estudio introductorio a las l6gicas no mongtonas.

6. LA LOGICAEN LA VIDA

1. Metalenguaje

Hay una distincién implicita muy importante en logica entre el lenguaje del
objeto y el metalenguaj@ocion ideada y desarrollada por el matematico polaco
Alfred Tarski). Los enunciados en el nivel del objeto son enunciados dentro de un
sistema formal. Por ejemplo:

pUqg - -r

Ox Oy P(x, y)
«La nieve es blanca»

Los enunciados de metanivel son enunciados sobre el sistema o sobre los
enunciados del nivel del objeto dentro de dicho sistema formal. Asi tenemos, por
ejemplo:

El enunciado P es verdadero
El argumento no es valido
El enunciado «La nieve es blanca» es verdadero

2 Alonzo Church, “An unsolvable problem of elementary number theory”, American Journal of
Mathematics, vol. 58, 1936.
Alonzo Church, “A note on the Entscheidungsproblem”,Journal of Simbolic Logic, vol I, 1936.
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Asi, si estamos estudiando la gramatica inglesa, el inglés es la lengua-objeto y
el castellano es la metalengua.

Para hablar de valores de verdad para enunciados de un metalenguaje
utilizamos un metalenguaje de nivel superior. Asi, cada peldafio de esta escalera
infinita es metalenguaje del peldafio inmediatamente inferior, y a su vez, lenguaje
objeto del peldafio situado sobre él.

Esta orocion tiene tres erores

. Metadeseo

“Genio: En sefial de gratitud por su heroica accion, me gustaria ofrecerle, de parte de
mi Lampara, la oportunidad de ver realizados tres de sus deseos.

Aquiles: jQué asombroso! ¢No lo cree asi, Sr. T?
Tortuga: Seguro que si. Adelante, Aquiles, pida el primer deseo.

Aquiles: jGuau! ¢ Pero qué podria desear? Oh, jya sé! Es lo que pensé la primera vez
qgue lei LAS MIL Y UNA NOCHES (esa coleccién de cuentos ingenuos (e
incrustados uno dentro del otro)) - jdesearia que pudiera@edideseos
en lugar de solo tres! Bastante astuto, eh, ¢Sr. T? Siempre me he preguntado
por qué aquellos lerdos personajes de las historias nunca lo intentaron.

Tortuga: Quizas ahora descrubrira la respuesta.

Genio: Lo siento, Aquiles, pero no concedo metadeseos.

Aquiles: jDesearia que me contara qué es un “metadeseo”!

Genio: Per&soes un meta-metadeseo, Aquiles, y tampoco los concedo.

Aquiles: ¢Queé? No le entiendo nada.

Tortuga: ¢,Por qué no repite su Ultima peticion, Aquiles?

Aquiles: ¢ Qué quiere decir? ¢ Por qué deberia hacerlo?

Tortuga: Bueno, Ud. comenzo6 diciendo “yo deso”. Ya que solo estd pidiendo
informacion, ¢por qué no hace simplemente una pregunta?

Aquiles: Esta bien, aunque no veo por qué. Digame, Sr. Genio, ¢qué €s un
metadeseo?

Genio: Simplemente es un deseo acerca de deseos. No se me permite conceder
metadeseos. SOlo esta a mi alcance conceder deseos comunes y corrientes,
tales como desear tener diez botellas de cerveza, tener a Helena de Troya
entre las sabanas, o tener un fin de semana para dos personas con todos los
gastos pagados en Copacabana. Ud. sabe, cosas simples como ésas. Pero
metadeseos no puedo conceder.”
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Para intentar conceder el metadeseo, el Genio saca de su mamietana
Lampara la frota y entre una inmensa humareda apareckleta-Genio Pero,
quien desee saber mas que se lea el libro.

Douglas Hofstadter
“Gddel, Escher, Bach: un Eterno y Gréacil Bucle”

3. Metaproblema

“Los metaproblemason, por asi decirlo, problemas acerca de problemas. Uno
resuelve un metaproblema en base al conocimiento de que otro problema, o
problemas, puede o no ser resuelto. jEstos problemas pueden ser bastante
intrincados!”

“Un logico de nuestro planeta visitdé Og y se encontro con un nativo en una
noche oscura y le pregunt6 si era un nortefio verde. El nativo respondio (si o
no), pero el l6gico no podia decir, a partir de su respuesta, de qué clase era.

Un segundo logico se encontré con el mismo nativo en otra noche oscura y
le pregunté si era un surefio verde. El nativo respondi6é (si o no), pero el
I6gico no pudo descubrir qué era.

En otra noche oscura, un tercer l6gico se encontré con el nativo y le
pregunto si era un surefio rojo. El nativo respondié (si o no), pero el légico no
pudo descubrir qué era.

¢,De qué clase era?”

“Algunos problemas estan en un nivel mas profundo y pueden resolverse jsélo
si se sabe si ciertos metaproblemas pueden ser resueltos! Mi tio llamaba a estos
problemasnetametaproblemds

“El Brujo pensé por un momento. Bueno, dijo, mi tio, cierta vez, me
plante6 un metaproblema acerca de un logico que visité el planeta Og y se
encontrd con un nativo en una noche oscura y estaba curioso por saber si el
nativo era o no sincero. Entonces, le pregunt6é al nativo de qué clase era
(nortefio verde, nortefio rojo, surefio verde, surefio rojo) y el nativo nombré
una de las cuatro clases y afirmo ser de esa clase.

Oh, dijo Annabelle, ¢pudo, entonces, el I6gico determinar si el nativo era
sincero 0 no?

Buena pregunta, contesté el Brujo, y justamente eso le pregunté a mi tio.

¢Le contesté?, pregunté Alexander.

Si.

¢ Qué respuesta le dio?, pregunté Alexander.

Eso no se lo diré.
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Bueno, entonces, dijo Annabelle, después de que su tio le dijo si el l6gico
pudo o0 no resolver su problema, ¢pudo usted determinar si el nativo era
sincero o no?

Tampoco se los diré, contestd el Brujo. Si les dijese eso, entonces ustedes
podrian determinar si el nativo era o no sincero.

Entonces, ¢por qué no quiere decirnoslo?, preguntd Alexander. ¢No quiere
gue nosotros resolvamos el problema?

Ya no es necesario, dijo el Brujo con una sonrisa. Tienen suficiente
informacion para determinar si el nativo era sincero o no.”

Raymond Smullyan
“Satén, Cantor y el infinito”

NOTA: El planeta de Og esta habitado por dos razas: la gente verde y la gente
roja. Ademas segun en la zona que vivan (hemisferio norte o hemisferio sur) los
habitantes son muy diferentes, de forma que los nortefios verdes siempre dicen la verdad
mientras que los nortefios rojos simpre mienten; complementariamente, los surefios
verdes mienten mientras que los surefos rojos dicen la verdad.
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NORMALIZACION DE FORMULAS

En capitulos anteriores hemos visto como construir férmulas bien formadas, y como
obtener nuevas férmulas a partir de otras ya conocidas. Pero, si nos fijamos, vemos que un
mismo enunciado puede estar representado por distintas formulas. En este tema veremos
como normalizar férmulas bien formadas del Célculo de Proposiciones, y de manera mas
general, del Célculo de Predicados. Se trata de, por simple manipulacion sintactica,
obtener una Unica representacion, que llamaremos Forma Normal. Estas formas normales
son muy importantes cuando apliacmos la loégica a la informatica. Ademas, mediante el
estudio de estas formas normales, nos serd mas facil la obtencion del valor de verdad de
dichas férmulas. Asi, veremos unos métodos puramente mecanicos que nos permitiran
determinar el valor de verdad de una férmula proposicional.

eamos como podemos transformar férmulas légicas en otras

equivalentes que nos permitirdn trabajar mejor con ellas. Estas

nuevas férmulas, que llamaremos en genEmamas Normales
son de gran importancia a la hora de aplicar la I6gica a la informética, como veremos en
los préximos capitulos. Esto que ya es interesante en férmulas proposicionales (Forma
Normal Conjuntiva y Forma Normal Disyuntiva), lo es ain mas si cabe, en formulas
l6gicas donde pueden aparecer combinados cuantificadores y conectivas. En este caso es
conveniente pasar todos los cuantificadores al principio, en la llamada Forma Normal de
Prenex; incluso eliminar los cuantificadores existenciales, obteniendo la Forma Normal
de Skolem. Y, avanzando en la normalizacién, llegaremos a la Forma Clausal, que nos
permitird conectar directamente con los conceptos pertinentes para nuestra breve
incursién en el mundo de la Programacién Ldgica.

Pagina 137



LOGICA DE PRIMER ORDEN

1. FORMAS NORMALES DEL CALCULO DE
PROPOSICIONES

Cualquier formula del Céalculo de Enunciadoptalemos, mediante una serie
finita de transformaciones simbdlicas, representdfacema Normal. Una vez obtenida
la forma normal correspondiente, es sencillo decidir si la férmula original es tautologia,
contradiccion o indeterminacion. Existen dos tipos distintos de formas normales, a las
que podemos reducir una misma férmula proposicidfatma Normal Disyuntiva
(FND) y Forma Normal Conjuntiva (FNC). Una Forma Normal, en general, se
caracteriza por:

- solo contiene tres clases de conectivas: conjundidndisyuncion [J) y
negaciont)

- el negador, si aparece, lo hara directamente adosado a formulas atémicas

- en particular:
= si es FNC: toda conjuncién aparece fuera de paréntesis y toda
disyuncion dentro
= si es FND: toda disyuncion aparece fuera de paréntesis y toda
conjuncion dentro.

. FORMA NORMAL CONJUNTIVA:

Una formula de légica de enunciados est&RE si y sélo si esa formula no
contiene coimplicadores ni implicadores, y consiste en una conjuncién de disyunciones

D, 0D, 0...0D, (n=1)

en las cuales ([p el disyuntor vincula solamente férmulas atémicas o negaciones de
formulas atémicas

p1Upy .. .Ophy
donde cada p&s una formula atémica afirmada o negalitar@l ).

Ejemplos :

Las siguientes formulas proposicionales no estan en FNC:
p—aq
(e Uay @ U=p)
= oy O=s
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Las siguientes formulas proposicionales estan en FNC:
(p Dq D—Ir) D(r Ds)
(U O=s

Esta definicibn también contempla los casos limite, de manera que una
disyuncién Unica se puede considerar como una conjuncién degenerada, es decir, con un
sélo miembro if=1); analogamente, una Unica conjuncién se puede considerar como una
conjuncion de disyunciones degeneradas (disyunciones de un sélo miembyoAsi,
las siguientes férmulas proposicionales estan en FNC:

p Uq
p Dq g-r

. FORMA NORMAL DISYUNTIVA:

Una férmula de logica de enunciados est&RD si y sélo si esa férmula no
contiene coimplicadores ni implicadores, y consiste en una disyuncién de conjunciones

c,0c,0...0c, (=1

en las cuales el conjuntor JQvincula solamente férmulas atdémicas o negaciones de
férmulas atomicas

p1Up> 0. ..Ophy

Ejemplos:

Las siguientes formulas proposicionales no estan en FND:
(® — o Uq
= (p Ua) U@ ln

En cambio, si que estan en FND las siguientes:

(e U=q Ur
e Un Ugln

Similarmente a las FNC, podemos considerar los casos limite de FND como las
disyunciones degeneradas (formadas por un sélo miembro) y las disyunciones de
conjunciones elementales degeneradas:

p =g Or
p g Or
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Método de reduccién a Forma Normal:

Para transformar una férmula del Calculo Proposicional a Forma Normal,

podemos seguir el siguiente método, que consta de 4 pasos mecanicos:

1°) REDUCCION DE CONSTANTES LOGICAS consiste en la eliminacion de los

20)

39)

40)

implicadores y coimplicadores que puedan aparecer en la formula original. Para
ello podemos utilizar la definicion del coimplicador en términos de implicacion y
conjuncién, para eliminar los coimplicadores; y la definicion del implicador en
funcién del negador y la conjuncion o del negador y la disyuncion:

A-B = (A-B)O®B-A
A-B = -A0B
A-B = =(A0-B)

NORMALIZACION DEL NEGADOR: interiorizacion de los negadores de manera
que cada negador quede directamente adosado a una formula atémica. Para ello
podemos utilizar las leyes de De Morgan y la Doble Negacion:

~(A0B) = (~A0-B)
~(A0B) = (~A0-B)
—=A = A

EXTERIORIZACION DE CONJUNTORE® DISYUNTORES este tercer paso tendra
diferente tratamiento segun queramos obtener FNC o FND. De cualquier manera,
utilizaremos las leyes Distributivas.

a) FNC: sacar el conjuntor fuera del paréntesis, utilizando la propiedad
Distributiva de la Disyuncién respecto a la Conjuncién:

AOd®Oc) = (aOB) O OC)
(AOB)Oc = (a0c)O@OC)

b) FND: sacar el disyuntor fuera del paréntesis. Para ello podemos utilizar la
ley Distributiva de la Conjuncion respecto de la Disyuncién:

AOd®Oc) = (a0B) O OC)
(AOB)Oc = (a0c)O@OC)

SIMPLIFICACION y ORDENACION DE RESULTADOS este Ultimo paso no es
obligado, pero presentara la férmula de una forma mas adecuada. Para ello
realizaremos las siguientes acciones:
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4.1.) Ordenar alfabéticamente las disyunciones o conjunciones elementales.
Esto lo podemos hacer gracias a la ley Conmutativa de la Disyuncion y

de la Conjuncién, respectivamente:
AlB = BUA
ALB BLA

4.2.) Suprimir redundancias, para lo que podemos utilizar las leyes de
idempotencia y absorcién:

AOA = A
AOA = A
AOMWOB) = A
AOMWOB) = A

Ejemplos:

1.- Obtener la FNC de la siguiente férmula proposicional:
(p>(qg->n))—>(pUa-n)

1°) Reduccion de constantes logicas:

2 (mpU(—gUry)y U= (pUqg) Ur)

2°) Normalizacién del negador:

(m=pU=(=qUn)) U(~pU=qg)Ur)
(m=pU(=qU=rn)) O((=pU=q)0r)
(qu D—lr)D—lp D—lq Or

39) Exteriorizacion del conjuntor:

(pD—Ip D—'q Dr)D(q D—lp D—lq Dr)D(—er—lp D—'q Dr)

49) Simplificacion y ordenacion del resultado:

(p |:|—Ip |:|—Iq |:|r) |:|(—|p |:|q |:|—lq |:|r) |:|(—lp |:|—lq Or |:|—lr)

2.- Obtener la FND de la siguiente férmula proposicional:
pOgO=r o =pUO=gUr

1°) Reduccion de constantes légicas:

(qu O=r - —lpD—lq Dr)D(—lpD—lq Or - quD—Ir)
(= (pUgU=n) DO (=pU=qUry) U= (mpU=q U Up Ug U=r))
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2°) Normalizacion del negador:
((mpU=qU==r)U(apU=gUr)) (m=pU==qU=r) Lp g U=r))
(mpU=qUrO=pU=qUr)U((pUgU=r)Up UgU=r))

39) Exteriorizacion del disyuntor:

((pthgthplglh Oplatnn) U (mpn gkl plqglh Oplhln)

(7 pLh Lo L aLb LU n L Lh Ly L n L= pLb L U L gL L L O
Lol U plb Lol n L alb LU L Lb Ly L n e plb LU O
L= gLh Lol n L Lh Lol

4°) Ordenacion y simplificacion de los resultados:

(e pLy = nUp L L gL Up Ly Lk L= pLh L Dip Ly L= g L= O
ey U= plh = nOplh s g n Hplh G URn Hplh pLgAn O
Cip Uk g Dip L L)

(p Lp L L Lep Uy kg oy ep U L D) p L L Ly Lo Ly g D Lp L L L)
(pthphhr) O(pLhOnglAr) O(pMakhr)

3.- Para cuando utilicemos la propiedad distributiva en la aplicacion del paso 3, la
podemos generalizar para cuando tenga varias componentes:

(AOB) O(COD)

[(AOB) OC]O[(AOB) OD]
[(AOC)O(B OC) O[(AOD)O(B OD)]
(AO0C)O(B OC)O(AOD)O(B OD)

Podemos establecer que para cualquier formula del Célculo de Proposiciones
existe una Forma Normal Conjuntiva y una Forma Normal Disyuntiva equivalentes a
ella. Esto nos permite disponer de un método mecénico para decidir si dicha formula es
contradiccion, tautologia o indeterminacion, ya que:

- Una FNC es una conjuncién de disyunciones elementales. Si todas las
disyunciones elementales son tautologia, podemos decir que la férmula sera
tautologia. Para que una disyuncién elemental sea tautologia, en ella debe aparecer
una férmula atémica afirmada y negada a la vez. Resumiendo, podemos decir que
una FNC es TAUTOLOGIA si en cada una de las disyunciones elementales aparece
una férmula atémica afirmada y negada

- Una FND es una disyuncién de conjunciones elementales. Si todas las
conjunciones elementales son contradiccién, podemos decir que la formula sera
contradiccion. Para que una conjuncion elemental sea contradiccion, en ella debe
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aparecer una féormula atémica afirmada y negada a la vez. Con lo que podemos decir
gueuna FND es CONTRADICCION si en cada una de las conjunciones elementales
aparece una formula atémica afirmada y negada

- Si una férmula no es tautologia ni contradiccion, BRéEEETERMINACION.

Ejemplos:

La férmula proposicional del ejemplo 1 es TAUTOLOGIA, ya que una vez obtenida la FNC
vemos que en cada disyuncion elemental aparece una misma variable proposicional afirmada y
negada. De igual forma, la formula proposicional del ejemplo 2 es una CONTRADICCION, porque en
cada conjuncion elemental de la FND contiene alguna variable proposicional afirmada y negada al
mismo tiempo.

3.- Determinar mediante Formas Normales el valor de verdad de la siguiente formula
proposicional:

=(p o q)
a) Reducimos a FND:
1°) Reducir constantes légicas:
=((p - a)U(a - p))
=((=pUa)U(=qUp))

2°) Normalizar negador:
=(=pUa) U= (=q0p)
(m=p=q)O(==qUO=p)
(pU=aq)U(gO=p)

3°) Exteriorizar disyunciones:

(pU=q)U(qU=p)

4°) Ordenar y simplificar:

(pU=q)U(=pUaq)

Podemos decir que no es contradiccion ya que no aparece en todas las conjunciones
una misma variable proposicional afirmada y negada a la vez.

b) Reducimos a FNC: los dos primeros pasos son iguales.

3°) Exteriorizar conjunciones:
(pU(qgU=p))U(=qU(qU=p))
((pUa)yU(pU=p))U((~gUa)U(mqU=p))

4°) Ordenar y simplificar:

(pUa)yU(pU=p)U(gU=g)U(=pLU=0)

Podemos decir que no es tautologia ya que no aparece en todas las disyunciones una
misma variable proposicional afirmada y negada a la vez.

Por tanto podemos afirmar que esta férmula proposicional es INDETERMINACION.
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4.- Determinar mediante Formas Normales el valor de verdad de la siguiente férmula:

(p = (g —p))
a) Reducimos a FND:

1°) Reducir constantes légicas:

~(mpU(=qUp))

2°) Normalizar negador:
—=pU=(=qlp)
—=pU(m=qO=p)
pU(q0=p)

39) Exteriorizar disyuntores:

pUagU-p

4°) Ordenar y simplificar:
pU=pUq
Esta formada por una disyuncién degenerada ( un s6lo miembro ). Como en cada

conjuncion elemental, en este caso sdlo existe una, hay una proposicion atémica afirmada y
negada ( py -p) podemos afirmar que es CONTRADICCION.

5.- Determinar mediante Formas Normales el valor de verdad de la siguiente férmula:

(p=(g=>r1))=>(qg=>(p—>r))
a) Reducir a FNC:

1°) Reduccién de constantes ldgicas:
2 (mpU(ma ) g U-pUry)
2°) Normalizacion del negador:
(mmpU=a(=a ) HemgO-p Or)
(m=pU(mmqUan) O =g -pUr
(qu D—lr) H —1q 0 -p Ur

39) Exteriorizacion del conjuntor:

(p D—lq D—lp Dr)D(q D—lq D—lp Dr)D(—IrD—lq D—lp Dr)

4°) Simplificacién y ordenacion del resultado:

(p D—lp D—lq Dr)D(—lp Dq D—lq Dr)D(—Ip D—lq DrD—Ir)

Como cada disyuncion elemental tiene una proposicion atémica afirmada y negada ( p
en la primera, g en la segunda y ren la tercera ) la férmula serda TAUTOLOGIA.
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2. FORMAS NORMALES DEL CALCULO DE PREDICADOS

A partir de ahora y en adelante, los conceptos que veamos para desarrollar
nuestra teoria, fundamentalmente los relacionados con la automatizacién, usaran las
expresiones logicas escritas en forma clausal, ya que esta notacion tiene ventajas a la
hora de manipular las férmulas l6gicas para su tratamiento informatico. Toda fbf del
Célculo de Predicados tiene $torma Clausal equivalente. Vamos a definir un
procedimiento que realice la transformacion de las estructuras légicas a otras que sean
equivalentes a ellas y que estén expresadas como disyuncion de literales; esta
representacion, sera la que se llame Forma Clausal (FC). Previamente veremos dos
clases de formas normales para férmulas del Calculo de PredicaBosmia Normal
de Prenexy la Forma Normal de Skolensobre las que se apoya la transformacion a
forma clausal.

. FORMA NORMAL DE PRENEX

Como su nombre indica, una forma normal de prenex es la que tiene todos los
cuantificadores en la cabeza de la formula y todas las conectivas detrds. Hay varias
razones para interesarnos este tipo de representacion. Una de ellas es que nos da una
medida de la complejidad légica de la sentencia asociada a la férmula. Y esto no viene
determinado por el nimero de cuantificadores sino por el nUmero de alternancias entre
Oy 0O La otra es que esta forma es similar a las formas normales proposicionales (libres
de cuantificadores).

Decimos que una fbf esta ENP si tiene las siguientes caracteristicas:

- Todos los cuantificadores aparecen en cabeza de una expresién a la que
afectan en su totalidad.

- La expresion que esta afectada por estos cuantificadores senbdirizade la
férmula, la cual estd constituida por predicados y conectivas (solamente
disyuncién, conjuncién y negacion, ésta Ultima solo afectando a formulas
atomicas).

Proceso para reducir una fbf a FNP:

1- Eliminar implicadores y coimplicadores: utilizando las reglas de equivalencia vistas
para formas normales proposicionales.

2- Normalizar el negador: por medio de las leyes de De Morgan, Eliminacion del
Negador y las reglas de Negacion de Cuantificadores.
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3- En este punto tenemos que toda férmula parcial esta conectada a una cuantificada
por disyuncién 6 conjuncion. Tenemos dos casos:
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a) La férmula parcial no contiene libre la variable cuantificada, entonces se
aplican las siguientes reglas:

AOOxP(X) « Ox(PX)DOA)

AOXPX) o IX(PX)OA)
AOOxP(X) - Ox(PX)DOA)
AOXPX) o IX(PX)OA)

b) La férmula parcial_si contiene libre la variable cuantificada, entonces
debemos aplicar:

AX) OOx P(X) « Oy (AX) OP(y))
AX) DX P(X) « Oy (AX) OP(y))
AX) OOxP(X) - Oy (AX) OP(y))
AX) DX P(X) - Oy (AX) OP(y))

Ejemplo:
Encontrar la FNP equivalente a la siguiente fbf:

A==k (PK) - Oy Qy))

1 =[x (=P(x) OOy Q(Yy) ) I, DI A

2 Ox =( =P(x) OOy Q(y) ) NE 1

3 Ox (==P(x) O=0y Q(y)) I, DM 2

4 Ox (P(x) O=0y Q(y)) I, EN 3

5 Ox (P(x) OOy =Q(y)) I, NU 4

6 Ox Oy (P(x) O-Q(y)) Aplicamos 3 a) porque y no aparece libre en P(x)

FORMA NORMAL DE SKOLEM

Decimos que una fbf estéd ENS si tiene las siguientes caracteristicas:
- Todos los cuantificadores estan en cabeza de la formula.
- S6lo existen cuantificadores universales.

- La matriz de la formula estd constituida por una conjuncién de férmulas
consistentes en una disyuncion de literales.
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Ya hemos visto como conseguir la primera y tercera caracteristicas. Los pasos a

seqguir para pasar los cuantificadores a la cabeza de la formula estan explicados en la
forma normal de prenex. Y los pasos para obtener un conjuncién de férmulas
consistentes en disyunciones de literales se ha explicado en la forma normal conjuntiva.
Por tanto lo Unico que nos queda es ver como eliminar los cuantificadores existenciales.
Para ello introduciremos dos conceptos nuevos: constante de Skolem y funcion de

Skolem.

Se cons

Proceso para introducir constantes y funciones de Skolem:

Debemos eliminar los cuantificadores existenciales para obtener la FNS. Esto
igue por introduccién de las constantes y funciones de Skolem, de acuerdo a las

siguientes normas:

- Si el cuantificador existencial esta en el &mbito de un cuantificador
universal, entonces admitimos la posibilidad de que la variable del
cuantificador existencial dependa del valor de la variable afectada por el
cuantificador universal; esta dependencia la representamos por el nombre de
una funcién. Por tanto, reemplazaremos todas las ocurrencias de esta variable
cuantificada existencialmente por ufuacion de Skolemcuyos argumentos
serén aquellas variables cuantificadas universalmente en cuyo ambito esté el
cuantificador existencial que se elimina.

- Si el cuantificador existencial a eliminar no esta dentro del ambito

de ningun cuantificador universalsustituimos la variable cuantificada
existencialmente por una funcion sin argumentosstante de Skolem.

Los simbolos de constantes, p, c, ...) y funciones de Skolent, @, h, ...)

deben ser nuevos en la formula y distintos para cada cuantificador distinto eliminado.
Podemos utilizar el simbokocon subindices para constantes y la letan subindices
para funciones.

Ejempilos:

1.- Poner en FNS las siguientes fbf:

X P(x) P(a)

x Oy P(x,y) P(a,b)

Cx Oy P(x.y) Oy P(a.y)

Ox Oy P(x,y) Ox P(x,f(x))

Ox Oy [z P(x,y,z) Ox Oy P(x,y,f(x,y))

Ox Oy [z P(x,y,2) Ox P(x,f(x),9(x))
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2.- Poner en FNS la siguiente fbf:

Ox Oy (P(x,y) 0-Q(Y))
Al estar el [ dentro del ambito del [, la variable y es sustituida por una funciéon
de la variable cuantificada universalmente, es decir, y se sustituye por una funcion de
Skolem: f(x), en todas las ocurrencias de y en la férmula.

FNS:  Ox (P(x, f(x)) O-Q(f(x)) )

3.- Poner en FNS la siguiente fbf:

Dk Oy [P(x, y) ODx Oz Oy (Q(y, 2) UR(X, ¥) ) ]
El primer existe estéa fuera de todo universal por lo que lo sustituiremos por una
constante de skolem (a); el segundo existe, pese a tener como indice la variable x, no es
la misma que la anterior, ademés de que esta dentro del &mbito del universal con y, por

tanto lo cambiaremos por f(y); el tercer existe, esta dentro del ambito de dos universales,
Yy z por lo que seré sustituido por g(y, z). Asi la formula en FNS queda:

Oy { P(a, y) 00z [Q(a(y 2), 2) OR(f(y), 9y, 2) ) | }

FORMA CLAUSAL

Una forma clausal consiste en una coleccion de clausulas; donde una clausula,

como ya hemos visto, esta formada por una disyuncién de literales; recordemos que un
literal es una férmula atémica afirmada o negada. Partiremos de una férmula bien
formada de la Logica de Primer Orden que no tiene variables libres. Ahora ya estamos
en condiciones de obtener la Forma Clausal de una fbf, y para ello seguiremos los pasos
enumerados a continuacion:
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1° Eliminar implicadores y coimplicadores.

2° Normalizar negadores.

3° Normalizar variables: si es necesario, renombrar variables.

4° Eliminar cuantificadores existenciales: constantes y funciones de skolem.

5° Forma prenexa: adelantar los cuantificadores universales a la cabeza de la
férmula.

6° Eliminacion de cuantificadores universales: llegados a este punto, sabemos
gue todas las variables que aparecen estan cuantificadas universalmente, por
lo que no los escribimos pero sabemos que estan implicitamente.
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7° Poner en FNC la matriz de la férmula.
8° Extraer las clausulas: eliminacion de conjunciones.

9° Normalizar variables: si es necesario, volvemos a renombrar las variables.

Ejemplos:

1.- Obtener la FC de la siguiente fbf:
A=Lx{[P(x) - =Ly (Q(, y) - LzP(2)]L Ly (Q(x, y) - RY))}

Solucién:
1.- Eliminar implicadores y coimplicadores

Ox{[-P() O-0y (-Q(x, y) Oz P(z)) ] OOy (=Q(x, y) OR(Y)) } I, DI

2.- Normalizar negador

Ox{[-P(x) OOy ~(-Q(x,y) Oz P(2) )] Oy (-Q(x, y) OR(Y)) } I, NU
Ox{[-P(x) OOy (=-Q(x, y) -z P(z) ) ] 00y (-Q(x, y) OR())} ~ I, DM
Ox{[-P(x) Oy (--Q(x,y) 00z -P(z) )] O Oy (-Q(x, y) OR(Y) } I, NE
Ox{[-P(x) Oy (Q(x, y) 00z =P(z) )] OOy (-Q(x, y) OR(Y)) } I, EN

3.- Normalizar variables

Ox{[-P(x) OOy (Q(x, y) 00z =P(z) ) ] O Ow (=Q(x, w) OR(w)) }
4.- Eliminar cuantificadores existenciales: forma de Skolem

Ox{[-P(x) O(Q(x, f(x)) D0z =P(z) ) ] O Ow (=Q(x, w) OR(W)) }
5.- Sacar cuantificadores universales fuera de la férmula: forma Prenexa

Ox{[-P() 00z (Q(x, f(x)) O=P(2)) ] 00w (=Q(x, w) OR(w)) }
Ox Oz Ow { [ -P(x) O (Q(x, f(x)) O-P(2) ) 1 U (~Q(x, w) OR(W)) }

6.- Eliminar cuantificadores universales
[-P() O(Q(x f(x)) O-P(z) )]0 (-Q(x, w) OR(W))

7.- FNC de la matriz de la férmula: aplicamos la propiedad distributiva
[-P() OQXx, f(x)) 18[-P(x) O-P(z) 10 [ ~Q(x, w) OR(W) ]

8.- Separamos las Clausulas:

Ci: =P(x) O Q(x, f(x))
Ca: =P(x) 0-P(2)
Cs: =Q(x, w) O R(w)

9.- Normalizamos variables
Ci: —|P(X1) d Q(Xl, f(Xl))
Cy: =P(x2) O-P(z)
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Cs: =Q(x3, w) OR(W)

2.- Obtener la forma clausal de la siguiente férmula légica:

Ox Oy [ -A(x.y) O(B(x) OC(y)) ] OOx [B(x) - =Lix Ly D(x,y)] 0=k E(x) O[ Ox Oy D(x,y) 00k E(x) ]
1. Eliminar implicadores y coimplicadores:

Ox Oy [ =A(x,y) O(B(x) OC(y)) ] 0 Ox [-B(x) O-=0x Oy D(x,y)] 0=k E(x) O[ Ox Oy D(x,y) Ok E(X) ]

2. Normalizar negadores:
Ox Oy [ =A(x,y) O (B(x) OC(y)) ] O Ox [-B(x) O x Oy =D(x,y)] O Ox =E(x) O[ Ox Oy D(x,y) O X E(X) ]

3. Normalizar variables:
Ox Oy [ =A(x,y) O(B(X) OC(y)) ] 00z [-B(z) O Ov Owv =D(v,w)] O 0Ou =E(u) O[ Os 0Ot D(s,t) O E(r) ]

4. Eliminar cuantificadores existenciales:
Ox [ =AM (X)) OBX) OC(f(x)) ] 00z [ -B(z) O-D(g(z),h(z)) ] 0 0u =E(u) O[ Os Ot D(s,t) E(a) ]

5. Forma prenexa:
Ox Oz Ou Os Ot { [ ~AX,f(X)) O(B(x) OC(f(x)) ] O[ -B(z) O -=D(9(z), (z)) ] O-E(u) O[ D(s,t) OE(a) ]}

6. Eliminar cuantificadores universales:
[ -A, f(x)) O(B(X) DC(f(x)) ] O [ -B(z) D-D(g(2), h(z)) ] D-E(u) O[D(s, t) DE(@)]

7. FNC de la matriz de la férmula:
[-AX, f(x)) OB(x) ] O[ ~A(x, f(x)) DC(f(x)) ] D[ -B(z) O-D(9(2), h(z)) ] O -E(u) O[D(s, t) OE(@) ]

8. Extraccion de clausulas: eliminacién de conjunciones

Ci: -A(X, f(X)) OB(X)
Cy: -A(X, f(x)) O C(f(x))
Ca: -B(z) 0-D(9(2), h(2))
Ca: -|E(U)
Cs: D(s, t) OE(a)

9. Normalizacién de variables:
Ci: '!A(X 1, f(X 1)) | B(X 1)
Ca: =A(X 2, f(x2)) O C(f(x2))
Ca: =B(x3) O-D(g(xs), h(x3))
Ca: —E(x4)
Cs: D(xs, x6) OE(a)

3. METODOS DE DEMOSTRACION BASADOS EN
FORMAS NORMALES

Son métodos aplicables a FBF escritas en Forma Normal y que nos sirven para
establecer su valor de verdad: tautologia, contradiccién o indeterminacion. Ya hemos
estudiado una forma de obtener el valor de verdad de una férmula a partir de la FNC y
la FND. Ahora vamos a ver dos métodos distintos, cada uno aplicable a una de las
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Formas Normales: el método del Cuadro para férmulas en FND y el método de Davis-
Putnam para férmulas en FNC. Estos métodos se basan en las siguientes ideas generales:

e Para determinar si la formula es tautologia, indeterminaciéon o contingencia, no es
necesario calcular el valor de verdad de todas las interpretaciones poslbles (2
siendon el nimero de variables proposicionales distintas de la formula) tal como
hacemos con las tablas de verdad. En algunos casos el valor de verdad de una
determinada variable nos permite conocer el valor para un grupo de
interpretaciones:

Ejemplo:

Sea la fbf
pOA

siendo A una subférmula bien formada cualquiera. Cuando p es falsa, el valor de la

férmula completa es:
FOA=F

independientemente del valor que tomen las variables proposicionales que aparezcan
en A. Por tanto, Unicamente debemos analizar los casos en que p sea verdadera, por lo
que nos ahorramos el estudio de la mitad de las interpretaciones.

De forma analoga, sea la fbf
pOA

siendo A una subférmula bien formada cualquiera. Cuando p es cierta, el valor de la

férmula completa es:
VOA=V

independientemente del valor que tomen las variables proposicionales que aparezcan
en A. Por tanto, Gnicamente debemos analizar los casos en que p sea falsa, por lo que nos
evitamos el estudio de la mitad de las interpretaciones.

e Cada paso del método disminuye en uno el nidmero de variables proposicionales
distintas de la formula, al estudiar lo que ocurre tanto cuando el valor de dicha
variable es verdadero como cuando es falso. Por tanto, como el niUmero de variables
es finito, en un ndmero finito de pasos el procedimiento finalizara, determinando la
valoracién semantica de la férmula.

Recordemos, por ultimo, la definicion dkteral: cualquier variable
proposicional afirmada o negada.

3.1. METODO DEL CUADRO

Este método es aplicable a Formas Normales Disyuntivas. Por tanto, de no
estarlo, debemos pasar la formula a FND.

Los pasos a seguir son:
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1)

2)

3)

Si en todas las conjunciones elementales aparecen la afirmacion y la
negacion de una misma férmula atdmicaN@RADICCION.

Si no estan en todas, pero aparecen en algunas conjunciones, las
eliminamos, ya que las hacen falsasyp = p.

Si existen conjunciones elementales consistentes en un literal, la
férmula sera cierta si lo es este literal. Por tanto, nos interesa
determinar el valor de la férmula cuando este literal tenga valor falso.
Entonces se les asigna el valor de falso ( y verdadero a su
complementario ) y reducimos la férmula.

Este paso hay que repetirlo mientras tengamos alguna conjuncién
elemental consistente en un literal.

Escoger una conjuncién elemental y descomponer la férmula en:
A=clB=(1UD)UB=(10B)U(DLB)

dondel es un literal y aplicar el método a cada una de las partes:

3.1) (aB) ir al paso 2

3.2) (DUB) ir a paso 2
Si obtenemos tautologia, en todas y cada una de las partes: AUTOLDGIA
En otro caso: NDETERMINACION
Ejemplo 1:

Determinar el valor de verdad de la siguiente formula proposicional, utilizando el Método

del Cuadro:

(p |:|q)|:|r — g O-r

Como paso previo, debemos obtener la FND:

S[(pUq) Ory O (g UAr)

[-(pUaq) U-r1 O-q U-r

[(=p U-g) U-r] O-q O-r
(-p D—ur) D(—'q Dﬂr) Dﬂq O-r

1) No es contradiccion.

2) ﬂq%F

-W%F
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FUF

F O No tautologia

La férmula es CONTINGENCIA 0 INDETERMINACION

Ejemplo 2:

Determinar el valor de verdad de la siguiente formula proposicional, utilizando el Método
del Cuadro:

p U(=p Uq UOr) O¢-p =g Ury O¢-p O-r) Ocp Or)
Ya esta en FND
1) No es contradiccion
2) P& F FOvOqOr) O(vO-qOryO¢v Oary Ok Ory

FD(q Dr)D(—-q Dr)D—'rDF
(q Dr)D(—'q Dr)D—-r

AN (qOv)yO(-qOv)OF
q D—uq OrF
q g
Vv O TautoLocia

3.2. METODO DE DAVIS-PUTNAM

El procedimiento de Davis-Putnares un método clasico y eficiente para
determinar la validez de una sentencia del célculo proposicional. Este método es
aplicable a féormulas proposicionales que estén en Forma Normal Conjuntiva.

Los pasos a seguir son:

1) Si en cada una de las disyunciones elementales aparecen la afirmacion
y la negacion de una misma férmula atémicayTOLOGIA.
Si no aparecen en todas, pero si en algunas, estas se eliminaran ya que
hacen verdadera la clausul®¥ y1p = p.

1 M. Davis y H. Putnam. “A computing procedure for quantification thealytirnal of the ACM
vol. 7 (3), pag. 201-215, 1960.
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2) Si existen disyunciones elementales consistentes en un literal, si este
fuese falso, toda la férmula seria falsa; vamos a ver que ocurriria Si
tomara el valor verdadero. Entonces se les asigna el valor de
verdadero ( y falso a su complementario ) y reducimos la formula.
Repetiremos este paso mientras queden disyunciones elementales
consistentes en un solo literal.

3) Si una variable proposicionplaparece Unicamente en un estado, es
decir, comop o como-p, se le asigna el valor de verdadero y
reducimos la formula.

4) Llegados a este punto, todas las variables proposicionales aparecen
afirmadas y negadas. Si aparpae-p descomponer la férmukaen:

B: conjuncion de las clausulaB) que contienen p i=1.n
C: conjuncion de las clausulas) que contienerp j=1.m
D: clausulas restanteB)) k=1.A

y se reemplaza pat"
A =[0@® DCJ")] H]»)

dondeB;’ y G’ son las clausuldd, y C; después de eliminar la variable
proposicionalp y -p, respectivamente. La nueva expresidrntendra
por tanto § X m + fi) clausulas.

Volver a aplicar el método a la nueva expre¢idn

Si obtenemos contradiccion: OSTRADICCION
En otro caso: NDETERMINACION
Ejemplo 1:

Determinar el valor de verdad de la siguiente formula proposicional, utilizando el Método
de Davis-Putnam:

-p U(p Uq Or) O(-g Or Os) O(¢g U-r) O(-q O-s)
Ya estd en FNC
1) No es tautologia
2) PH v vO(FOqOr)O¢-qOr Os) O(gq O-r) O(-q O-s)
(aUr)U(-qUrOs) O(qU-r) (g O-s)
3) No aparece ninguna variable proposicional solamente afirmada o solamente negada.
4) Descomponemos la férmula, tomando gy -q:
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B: (g Dr) D(g Dﬂr)
C: (=g Or Ds) D(ﬂ D—us)
p:
quedandonos: (rUrUs) UrOas) Ue-r UrUs) U(-r U-s)
(rDs) D(rD—'s) D(—-r D—'s)
y aplicamos de nuevo el método:
2) No aparece ninguna disyuncion elemental consistente en un sélo literal
3) No aparece ninguna variable proposicional solamente afirmada o negada

4) Separamos eligiendo la variable r:

BI([DS)D([D-!S)

C:(ar D—us)
D:
guedandonos: (s D—-s) D( -S D—-s)
v U-s
-S ] INDETERMINACION

Ejemplo 2:

Determinar por el Método de Davis-Putnam el valor de verdad de férmula proposicional:

(p Ua) O¢=p Ua) U¢p U-a) U¢-p U-q) U¢a Ory Lcg U-r)
Ya estd en FNC
1) No es tautologia
2) No existen disyunciones elementales consistentes en un sélo literal
3) No aparece ninguna variable proposicional solamente afirmada o solamente negada.

4) Descomponemos con p:
B:(pUa) O(pU-a)
C:(=p Ha) U(zp U-a)
D: (q Dr) D(q D—ur)

quedandonos: (qUq)U(qO-q)UgUq) O(-g O-g) (g Oryd(g O-r)
q Ov Ov Dﬂq D(q Dr) D(q D—-r)
q =g O(qOryO(gO-r)

y volvemos a aplicar el método:

2) qb v vOrOcvOry Qv O-n)
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v UOr Ov Qv

F [0 ConTRADICCION

4. EJERCICIOS

1.- Obtener utilizando Formas Normales el valor de verdad de la siguiente formula
proposicional:
p-qg - qO-r

Reducimos a Forma Normal:
1°) Reducir constantes légicas:

—(pU=gUcaU=n
2°) Normalizar negadores:
(mpU==q)UqU=r
—p g g O=r
3°) Exteriorizar conjuntores o disyuntores:
—p g UOqO=r
49°) Ordenacion y simplificacion:

—pUgO=r

Esté4, al mismo tiempo, en FNC y FND. Como en cada disyuncién elemental no
aparece una variable proposicional y su negada no serad tautologia; ni en cada
conjuncién elemental aparece una proposicion atémica y su negada, no sera
contradiccion. Por tanto, serd INDETERMINACION o CONTINGENCIA.

2.- Obtener utilizando Formas Normales el valor de verdad de la siguiente férmula
proposicional:
((p->0aq)->r)-q

Reducimos a Forma Normal:
1°) Reducir constantes légicas:

= (=~ (=pUayUry g
2°) Normalizar negadores:
(== (=pUg)H=r) Ug
((=pUa)yU=r)Uq

3°) Exteriorizar conjuntores o disyuntores:
FNC FND

(~pUgUa)U(~rUa) ((mpU=r)U(qU=r))Uq

4°) Ordenacion y simplificacion:

(=pUag) g =) (~p0-r)O(q0~r)0q
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Podemos ver que se trata de una CONTINGENCIA.

3.- Obtener utilizando Formas Normales el valor de verdad de la siguiente formula
proposicional:
(pOqg)dr - =gO-r

Reducimos a Forma Normal:
1°) Reducir constantes légicas:

= ((pUa)Ur)O(=gU=r)
2°) Normalizar negadores:

(= (pUg)yd=r) (=g U=r)

((mpU=g)0=r) =g l=r

3°) Exteriorizar conjuntores o disyuntores:

FNC FND
(-p Dﬂq Dﬂq Dﬂr) D(—-r Dﬂq Dﬂr) ((-p Dﬂr) D(—-q D—-r)) Dﬂq U-r
4°) Ordenacion y simplificacion:
(mpU=qU=r)U(=gU=r) (mpU=r)U(=gU=r)U=gU=r
(—q D—lr) -1q O=r

Como podemos observar la férmula es una INDETERMINACION.

4.- Obtener utilizando Formas Normales el valor de verdad de la siguiente férmula
proposicional:

((p>0q)->r1) - (p->r)0(g-r)

Reducimos a Forma Normal:

1°) Reducir constantes légicas:

~((~pUa) U Oc(=~pUry (g Ur))

2°) Normalizar negadores:
(== (mpUay U= O=p Uy UngUny)
((mpUa)U=r)O=p O Uc=qUr))
39) Exteriorizar conjuntores o disyuntores:
FNC FND

(((=p U =) L(=p L) LK ((=p Do) L-n) 1 (~q L) ((=pU=r) L Uhn) LK ((=p L) Uha) LK (=p L) L)
((=p0aChp L X =rCp L) X (=p U Chg L Lk -rChq L)) ((~p-n) K Ur) Lk ((~p D) D)) (~p En Dr L))

4°) Ordenacion y simplificacion:
(=p U ) Ci(=p L U L=p Lo g L Lk (g Lk Cr) (=p=n) L ) L(~p Uho) L(-q L) D-p L D r
(pllh U pllhn O gl (—pln O OEplag) Or
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La férmula es una INDETERMINACION

5.- Obtener la forma clausal de las siguientes formulas:

a) Ox Oy [ sobre(x, y) -» encimaDe(x, y) |

1. Eliminar implicadores y coimplicadores:
Ox Oy [ -sobre(x, y) OencimaDe(x, y) ]

. Normalizar negadores:
. Normalizar variables:
. Eliminar cuantificadores existenciales:
. Forma prenexa:
. Eliminar cuantificadores universales:
-sobre(x, y) O encimaDe(X, y)

O wWN

. FNC de la matriz de la férmula:
. Extraccion de clausulas: eliminacién de conjunciones
. Normalizacioén de variables:

Ci: -sobre(x, y) OencimaDe(x, y)

© 00~

b) Ox Oy Oz [ encimaDe(x, y)d encimaDe(y, z)-» encimaDe(x, z) ]

1. Eliminar implicadores y coimplicadores:
Ox Oy Oz { =[ encimaDe(x, y) O encimaDe(y, z) ] OencimaDe(x, z) ] }

N

. Normalizar negadores:
Ox Oy Oz { [ -encimaDe(x, y) O -encimaDe(y, z) ] OencimaDe(x, z) ] }
. Normalizar variables:
. Eliminar cuantificadores existenciales:
. Forma prenexa:
. Eliminar cuantificadores universales:
-encimaDe(x, y) 0 -encimaDe(y, z) 0 encimaDe(x, z)

o uUlhWw

. FNC de la matriz de la férmula:
. Extraccion de clausulas: eliminacién de conjunciones
. Normalizacion de variables:
Ci: -encimaDe(x, y) O-encimaDe(y, z) OencimaDe(x, z)

© 00~

C) Ox Oy { encimaDe(x, y)d-sobre(x, y) » [ [encimaDe(x, zldencimaDe(z, y)] }

1. Eliminar implicadores y coimplicadores:
Ox Oy { -[encimaDe(x, y) [0 -sobre(x, y)] O [z [encimaDe(x, z)CencimaDe(z, y)] }

2. Normalizar negadores:

Ox Oy { [-encimaDe(x, y) 00 -—sobre(x, y)] O [z [encimaDe(x, z)CencimaDe(z, y)] }
Ox Oy { [~encimaDe(x, y) 00 sobre(x, y)] 0 [ [encimaDe(x, z)JencimaDe(z, y)] }
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3. Normalizar variables:
4. Eliminar cuantificadores existenciales:
Ox Oy { [-encimaDe(x, y) O sobre(x, y)] O [encimaDe(x, f(x, y))CencimaDe(f(x, y), y)] }

5. Forma prenexa:
6. Eliminar cuantificadores universales:
—encimaDe(x, y) [0 sobre(x, y) O[encimaDe(x, f(x, y))JencimaDe(f(X, y), ¥)]

7. FNC de la matriz de la formula:
[~encimaDe(x,y) O sobre(x,y) O encimaDe(x,f(x,y))] O [-encimaDe(x,y) O sobre(x,y) O
encimaDe(f(x,y),y)]

8. Extraccion de clausulas: eliminacion de conjunciones

Ci: -encimaDe(x, y) O sobre(x, y) 00 encimaDe(x, f(x, y))
Ca: —-encimaDe(x, y) 00 sobre(x, y) O encimaDe(f(x, y), y)
9. Normalizacion de variables:
Ci: -encimaDe(x 1, y1) O sobre(x 1, y1) OencimaDe(x 1, f(x1, y1))
Cy: —encimaDe(X 2, y2) O sobre(x 2, y2) OencimaDe(f(X 2, y2), y2)

6.- Obtener, por el método del Cuadro, el valor de verdad de la siguiente formula
proposicional:
(pU-qUr)O(-pOqOr) O(-pUa)0(-q0-n

Simplificamos, quedando en FND:
(p U-a Oy U(=p Ua) U(-a U
1) No es contradiccion
2) No existen conjunciones elementales consistentes en un solo literal

3) Descomponemos la férmula en:

[p O(-p Oa)O(~a0-n] O 1(-qOr)O¢-p Og) O(~q O-n]
y aplicamos de nuevo el método a cada una de las partes:
a) pU(-pUag) (g L-n

2) PG F FO(vOq)O(=q0-r)
FDq D(—-q D—ur)
q (- 0-r)

B F FO(v OAr)
FD—-r

=r ]  INDETERMINACION
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7.- Determinar, por el método de Davis-Putnam, el valor de verdad de la férmula
proposicional:
(pUaOr)O(pU-q)U(-pUqgU-r)L(-pL-q)
Ya esta en FNC
1) No es tautologia
2) No existen disyunciones elementales consistentes en un sélo literal

3) No existen variables que aparezcan s6lo afirmadas o negadas

4) Elegimos la variable proposicional «p» y descomponemos:
B:(p Ua Ur) O(p U-a)
C: (~p Ug U-r) U(-p U-a)
p:
quedando:
(qUrUqU-r) Oeg UrU-q) O(~g Uq O-r) O(~q U-q)
(qUrO-ryO(qU-q Ury (g U-g O-r) Og

y aplicamos de nuevo el método:
1) No es tautologia

2) -qbv (r0r0-r)OrOvOryOd(r Ov d-ryOv
(r O-ryOv OvOv
r
\% [] INDETERMINACION

8.- Determinar el valor de verdad de la formula proposicional utilizando el Método de
Davis-Putnam:
-pO(pUgUr)O(-~q0Or O-s)O(-gO-r)
Ya estd en FNC

1) No es tautologia

2) —-p%v VD(FDqu)D(—-quD—-s)D(—'qDﬂr)
(q Dr)D(—-q DrD—-s)D(—'q Dﬂr)

3) —usQ{)V (qu)D(—-quDV)D(—'qD—'r)
(g Dr)DV D(—'q Dﬂr)
(aUr) O(-q U-r)

4) Elegimos g, descomponemos:
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B:(qu)
C:(ﬂqD—'r)
D: [

quedando: r L-r

\% ]  INDETERMINACION

5. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

Implementar alguno de los méps para obtener el valor de verdad de una
férmula proposicional bien formada a partir de formas normales:

- Formas Normales Conjuntiva y Disyuntiva

- Método del Cuadro

- Método de Davis-Putnam

NOTA: Se puede utilizar cualquier lenguaje de programaciopo8en obtener

algunas ventajas si se utiliza algun lenguaje de programacién declarativo, como por
ejemplo LISP o PROLOG.

6. LA LOGICA EN LA VIDA

En un pueblo se celebran todos los afios las fiestas de «moros y cristianos».
Tras varios dias de fiesta y de batallas, siempre acaban siendo vencidos los moros.
Cansados de perder afio tras afio, los componentes del rnamaldecidieron mentir
siempre; loscristianos por contra, decidieron decir siempre la verdad.. En este
contexto, un visitante, que unas veces mienten y otras dicen la verdad, aproveché los
dias de fiestas para desvalijar las viviendas. Se realizaron varias detenciones. ¢, Podrias
ayudar al juez ? :

1. Se detuvo a tres habitantes. Se sabia que uno era cristiano, otro moro y el tercero el
ladrén; pero no se sabia quién era quién. Se hicieron las siguientes declaraciones:
dijo “Yo soy el ladrén”;B declar6 “Yo no soy el ladron”; € manifesté “Yo no soy
cristiano”. ¢, Sabrias deducir quién es el ladron ?
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2. En otra oportunidad volvieron ser detenidos tres habitantes: un cristiano, un moro y
el ladron. Pero no se sabia quién era cada uno Durante el interrogatizatard
que C era moro, yB declar6 queA era cristiano. AC le preguntaron qué era y
respondio: “Yo soy el ladron”. ¢Quién era el ladron, quién era el cristiano y quién
era el moro?

3. Otro dia se detuvo a un habitante, que era el ladrén, pero los oficiales no lo sabian.
Se procedié al interrogatorio e hizo una declaracion falsa. Inmediatamente le
condenaron. ¢, Qué declaracion hizo ?

4. Los oficiales, en otra ocasion, detuvieron a otro habitante, que aunque era el ladrén,
los oficiales lo ignoraban. Esta vez el ladron hizo una declaracion auténtica, y
también fue condenado. ¢, Cual fue la declaraciéon ?

5. En otro juicio teniamos de nuevo a tres acusados: un ladrén, un cristiano y un moro;
pero no sabian quién era qué. El juez pregunto a A “¢ Eres ta el ladrén?”. A contesto
(si 0 no). A continuacion el juez pregunté a B “;Dijo A la verdad?”. B respondio
(otra vez si 0 no). En ese momento A dijo “C no es el ladron”. El juez respondi6 “Ya
lo sabia. jY ahora sé quién es el ladron!”. ¢ Quién era el ladron?
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TECNICAS DE DEMOSTRACION
AUTOMATICA

Llegados a este punto estudiaremos procedimientos para construir demostraciones
gue sean adecuados para su realizacién utilizando el ordenador, y asi de esta manera
poder implementarlos. Para ello, en este tema vamos a ver una serie de técnicas para
resolver problemas deductivos de manera automética, como paso previo a la
Programacién Ldgica. La mayoria de procedimientos descritos en la literatura clasica son
no-deterministas, como hemos podido comprobar; muchos de ellos son capaces de
proporcionar cortas demostraciones cuando utilizamos conocimiento e inteligencia, es
decir son usados por humanos, pero pueden llegar a ser extraordinariamente infinitos si se
usan de manera puramente mecanica. Sin embargo, algunos pueden ser adaptados a usos
mecanicos. Para ello, tras definir una serie de conceptos, como Universo y Base de
Herbrand, Sustitucion y Unificacion, desarrollaremos la Regla de Resolucion, una de las
reglas mas importantes de la légica, desde el punto de vista de su aplicacién a la
informatica.

¥ nlos capitulos anteriores, hemos desarrollado la base teérica de la
l6gica de primer orden, la cual nos sirve como apoyo para
A4\ desarrollar una serie de procedimientos para la decisién de validez
de féormulas. Los procedimientos que vamos a describir aqui forman una parte
importante en el entorno de la Inteligencia Artificial, en donde la utilizacién de la Idgica
se aplica a la resolucion de problemas deductivos y a la contestaciéon de preguntas.
Dichos procedimientos se van a denomikktodos de Demostracién Automatica de
Teoremas los cuales también se aplican en particular a las técnicas de verificacién
formal de programas y a la formalizacion de sistemas de programacion légica como
PROLOG. Estos procedimientos que veremos pueden no terminar debido al grado de
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indecibilidad del calculo de predicados, pero esto no es relevante puesto que hay un
gran nimero de férmulas decidibles que justifican el desarrollo de éstos métodos.

En el Calculo de Proposiciones, una férmula oovariable proposicionales
distintas, con valores de verdad en el conjuntp F}, tiene 2' interpretaciones (un
namero finito); por ello deciamos que es decidible. Por otro lado, en el Célculo de
Predicados aparece el concepto de variable de término, la cual puede tomar valores en
un determinado dominio o universo; como puedo tener infinitos dominios y no puedo
evaluar la formula para todos estos infinitos dominios, deciamos que era indecicible.
Aunque, posteriormente afirmabamos que era semidecidible, es decir, existen
procedimientos en los que en el caso de que la férmula sea valida lo resuelven en tiempo
finito. Estos procedimientos se basan en introducir y trabajar sobre un dominio especial,
el Universo de Herbrand

Pasamos a continuacion a desarrollar en este capitulo, la base tedrica de los
métodos de demostracién automatica, constituida y basada principalmente en el teorema
de Herbrand y en el Principio de Resoluciéon de Robinson, que constituyen junto con el
algoritmo de unificacion la base teérica que permiten la construccion de algoritmos. Se
establece que un teorema esta constituido por una serie de premisas y una conclusién
que es deducible a partir de ellas. Gracias a la formalizacion en LPO de dichos teoremas
y a la ayuda del teorema de deduccién, el demostrar que una conclusién de una
estructura deductiva es demostrable, se transforma en estudiar la validez de la férmula
equivalente a dicha estructura; luego en este sentido, un algoritmo de decisién permite
comprobar si un teorema es demostrable y en particular veremos que lo es,
comprobando si con la negacion de la conclusion la formula es refutable.

Se establece que las fbf con las que vamos a trabajar de ahora en adelante,
deben estar eforma clausal.

1. BASES TEORICAS

Partimos de una estructura deduct®g P, ... B, J Q y tenemos que
demostrar qu®, [P, [J... [JP, [1-Q es insatisfactible, pues sabemos que si existiera
un modelo de dicha férmula seria un contraejemplo de la deduccién y estariamos ante
una estructura deductiva no valida.

El comprobar que una férmula es insatisfactible exige verlo para todas las
interpretaciones posibles con lo cual, es tan extenso como comprobar la validez.
Entonces, para reducir este estudio, Herbrautante6 un modelo para el anélisis de
validez de una férmula basado en la insatisfactibilidad; y de lo que se trata es de definir

1 J. Herbrand. “Recherches sur la théorie de la démonstration”. PhD Thesis, University of Paris,
Traveaux de la Societé des Sciences de Varsovia, n® 33, 1930.
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un universo determinado que constituya un dominio abstracto y estudiar si en él la
férmula es satisfactible o0 no y comprobar que si no es satisfactible en este universo
entonces tampoco lo sera en un dominio en particular. Pasamos a definir dicho universo
gue se llamara Universo de Herbrand (lo denotaremos para abreviar por UH).

OIYEIES e SRR ElgeleNglel - el UH asociado a una férmula es el conjunto de
todos los términos sin variables que se pueden construir con las constantes y los
simbolos de funcion del alfabeto de la férmula.

El UH se crea a partir de las letras de constante y funcién que hay en la formula
y se define asi:
Sean C=/{todas las letras de constante}
F ={todas las letras de funcién}
al universo lo denotamos poH vy seréa:

H=HoOH,OH,O...O H; O...=lim;_, H;

donde cad#l; se define por:
Ho - conjuntoC de las constantes de la férmulaCst O entonces se
designa una constante cualquiexa *

H; - se construye a partir d¢.;, H,», ... yH; aplicando las letras de
funcién deF a sus elementos, de todas las formas posibles.

Como vemos el conjuntd es abstracto ya que segun las asignaciones que se
realicen obtendremos distintos conjuntbsPor otro lado, siempre que haya funciones,
es deci~£0, el universo de Herbrand es infinito. A partir de este momento, y como ya
se ha comentado en el capitulo anterior, solamente se utilizaran férmulas escritas en
forma clausal.

Ejempla

Obtener el UH de las siguientes clausulas:

Ci: P(a)
Ca: = P(x) O Q(f(x))
Solucién: C = { letras constantes} = {a}

F = { letras de funci6n } = {f}

Se construye la serie H; de la siguiente forma:
Ho = {a}

H; se construye a partir de Hp y aplicando f a los elementos de Hp , y asi
sucesivamente:
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Hi = {f(a)}
Hz = { f(f(2))}

luego H=HoOH O....

H={a, f(a), f(f(a), ... }

NIl l=ESe : formula resultante de asignar elementos del universo de
Herbrand a las variables de los predicados de un conjunto de clausulas.

: la BH asociada a una férmula esta constituida por
todas las férmulas resultantes de sustituir las variables de los predicados atémicos por
todos los elementos déH, es decir, es el conjunto formado por los productos cruzados
entre los simbolos de predicado del alfabeto de la férmula y los elementos del UH
asociado a dicha férmula. Seria el conjunto de los atomos bésicos.

1.1. INTERPRETACIONES DE HERBRAND.

El dominioH definido antes es una estructura de dominio en el que se puede
definir una interpretacion de la formula que da origdukl esta interpretacién se llama
IH. Para definirla, vamos a ver primero unas definiciones:

INEREERENER{E) : 1B de una clausula es el resultado de asignar a las
variables de la misma elementos dél.

Ejemplo
Sean las clausulas:
Ci: P(x1)
Ca: =P (f(x2))
El UH es H={a, f(a), f(f(a)),...}

Las /B para las clausulas:
C1 = P(@), P(f@@)) . ...
Cz = -P(f(a)) , -P(f(f(a))) . ...

Con estas bases tedricas podemos construiintieigretacion de Herbrand
(IH) de la siguiente forma:
a) Eldomino es el universo de HerbrahiH)asociado a la formula.
b) Hagamos las siguientes asignaciones:

1°.- Una constante se sustituye por ella misma (por definicion aparedét).en
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2°.- Si tenemos una funcidmaen variables entonces:
f: UH" - UH
t, ..t - f(t, ... 1)

3°.- Para interpretar los predicados, se les asigna significado a los atomos de la
Base de Herbrand. Si BH = { P,, P,, ... P, ...}, una interpretacién de los
predicados que constituyen la féormula quedara totalmente definida al asignar
oF alosP..

Entonces una Interpretacion seria, por ejemplo, la siguiente
| :{ Pl, Pz, _|P3 }
(ponemos la férmula atémica afirmada cuando sea el Vajonegada cuando
seaF), que corresponden a la tabla de valores siguiente:
Py P> Ps

\Y V F
Ejempla
Sean las clausulas:
Cu P(x, 9(y)) OR(y)
Ca: R(g(y) OP(x, y)

Obtener el UH, la BH, y la interpretacién correspondiente de Herbrand.

Solucion:
C ={ letras de constante (no tiene) } = {a}
F ={letras de funcion } = {g}

El universo de Herbrand es:
H={a, g(@, 9(g(a)), 9(a(a(@))), .-}

Para obtener la BH hacemos todas las asignaciones posibles de los elementos de UH a

las variables de los predicados P(w, z) y R(z) donde wy z representan las plazas de los
predicados.

BH ={P(a,a), R(a), P(a,9(a)), P(g(a),a), P(g(a).9(a)), R(g(a)), P(a,9(9(a))), P(9(g(2)).a),
P9(9@), 9(g@)), -}

Definimos ahora la /H de la siguiente forma:
1°.- A laletra ‘@’ se le asigna ella misma.

20.- g: UH - UH
h - gh)

3°.- A los elementos de BH se le asignan los siguientes significados:

I ={P(a,a), R(a), -P(a,g(a)), -P(g(a).a), P(g(2).9(a)), ~R(g(a)), ~P(a.g(@(@))). ... “R(g(g(@)), ... }

Veamos con esta definicién como es la formula dada:

Una instancia basica de la C2 es R(g(g(a))) 0 P(a,g(a)) que seguln la definicién de | es:
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-R(g(g9(a))) y —P(a,g(a)) pertenecen a I, luego el valor de verdad de C>’es F OF = F
entonces como ambos atomos son falsos segln la interpretacion de la base BH la
clausula es falsa y por tanto también lo sera la conjuncion con la 12 clausula. Como la
férmula estd en Forma Clausal se presupone la cuantificacién Universal, luego la férmula
no se satisface para esta interpretacion.

Relacién entre dominios y Universo de Herbrand

Dada una formula y una interpretacibbde la misma en un dominio concreto
D, podemos definir una interpretacifinen el universo de Herbrand correspondiente a
ella. Para ello:
1°.- Se da un dominio concreto y una interpretacién de la formula dada.
2°.- Se construye el universo y la base de Herbrand para dicha formula.
3°.- Se va construyendo la interpretacion de esa formula basada en dicha base
de Herbrand y en la interpretacion de partida.

Ejemplo 1

Sea la férmula, en forma clausal:
Cu P(x1,0(y1)) OR(y1).
Ca: R(9(x2)) OP(x2,y2)

Dicha férmula se interpreta en el dominio D = {1, 2, 3} de la siguiente forma:

valores para las variables, la funcién y los predicados

X y 9(x) R(x) P(x.y)
1 \Y
1 2 2 \% \Y
3 F
1 F
2 2 3 F F
3 v
1 \Y
3 2 1 \% F
3 v

Ahora se construye el UH (ejercicio anterior):
H={a, g(a). 9(9(a)), 9(9(@(@)), ... }

Nota : Por comodidad llamamos g'(a) = g(a), g*(a) = g(g(a)), etc.
Construimos la BH:

BH ={P(a,a), R(a), P(a,g'(a)), P(g'(@). a), P(g"(@), g'(a)), R("(a)), P(a,g°(2)),P(g"(), g°(@)), ... }

Con la interpretacion dada construimos otra basada en la BH y lo hacemos de la
siguiente manera:
- Alaletra ‘a’ le asignamos el valor 1 ( luego se le asignara el 2y el 3).
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-P(@a) - P11 % VvV
R@ - R & V
P@ag'@) = P(Lg'Q) - PRL2 % V

Por tanto una interpretacion de la férmula en el UH sera:

I'*={P(aa), R@), P(a,9"(a), ~P(g'(a).a), P(g*(a).9'(@), ~R(@'(@)), ... }

Para el valor de a = 2 y 3 se tendran otras interpretaciones de H correspondientes a /.

Ahora evaluamos la férmula segln /* para los valores de las variables x=a, y=ay resulta:
Cu: P(a,g(a)) OR(a)
Ca: R(g(a)) OP(a,a)

Ahora miramos cémo son estas férmulas de acuerdo a los valores de la BH
P(ag@) & V
R@ % V
luego P(a,g(@)) OR(@) & V
y lo mismo para C»
R(g@) % F
Pl@a) % V
luego R(g(a)) OP(a,a) & V

luego la formula es verdadera.

Ejemplo 2

Sea la férmula: Cu P(a) 0Q(x1)
Ca: R(x2,y)

Se define una interpretacion en el domino D= {1,2} de la siguiente forma:

X y PX) QX) R(x.y)
1 v

1 > % F v
1 v

2 > F v v

Esta interpretacion satisface a la férmula pues P(a) 0 Q(x) y R(x,y) son vélidas en D.

Ahora calculamos el UHy la BH:
H={a}
BH ={P(a), Q(a), R(a,a) }
Definimos una interpretacion para este universo

I*={P(a), -Q(a), R(a,a) }

y de acuerdo a esta interpretacion la formula se satisface.
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1.2. TEOREMA DE HERBRAND

El teorema de Herbrand reduce el estudio de la satisfacibilidad en la l6gica de
predicados al de la l6gica proposicional. Como hemos visto al inicio de este capitulo, al
aplicar refutacién transformamos el estudio de la correccion de una estructura deductiva
en el estudio de la insatisfacibilidad de la férmula asociada a ella. Para ello,
intentaremos demostrar que la valoracion semantica de dicha férmula es falsa, lo cual se
cumplira si y sélo si alguna de las subférmulas (clausulas) que forman la conjuncién es
falsa (recordemos que estabamos trabajando con férmulas en forma clausal). Como las
variables que aparecen en dicha férmula estan cuantificadas universalmente, para que
sea falsa bastara que para algun elemento del Universo de Herbrand el valor de la
subférmula sea falso. Por tanto, sera suficiente con encontrar una instancia basica de la

clausula que sea falsa. Por lo que nuestro problema queda reducido al estudio de las
instancias bésicas de las clausulas.

La condicién necesaria y suficiente para que una férmulasatisfacible

es que exista un conjunto finito de instancias de base de las cladusulas |de la
formula que sea insatisfacible

Resultados:

Si una férmula es satisfactible entonces existe al menos una interpretacion de Herbrand
gue la satisface

Una férmula es insatisfactible si y solo si es falsa para todas las interpretaciones de
Herbrand

Los métodos que vamos a ver basados en este teorema detectan si una férmula
es insatisfacible, para ello buscan conjuntos no vacios de instancias de base y se

comprueban si son insatisfacibles, y por lo que indica el teorema basta encontrar uno de
ellos para decidir que la férmula lo sea o no.
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2. METODOS DE DEDUCCION AUTOMATICA BASADOS
EN EL TEOREMA DE HERBRAND

Estos métodos propuestos se basan en buscar conjuntos no vacios de instancias
de base y comprobar si son insatisfacibles. En general, cada método llevara la siguiente
plantilla de trabajo:

1°.- Poner la formula eiorma clausal

2°.- Generar dUH.

3°.- Generar conjuntos diB.

4°.- Generar combinaciones de las distintas instancias obtenidas para cada
clausula.

5°.- Comprobar satisfactibilidad mediante métodos.

Los métodos que vamos a estudiar son:

- Gilmore.
- Davis y Putnam.

2.1. METODO DE GILMORE

Proceso

1°.- Transformar la férmula en disyuncién de conjunciones de los atomos del
Universo de Herbrand.

2°.- Si la formula es insatisfacible entonces aparecera una contradiccion en cada
una de las conjunciones.

Ejempla

Estudiar la siguiente formula en forma clausal utilizando el método de Gilmore:
Ci: P(x1)
Ca: =P(f(x2))

Solucién: Primero calculamos el UH
H={a, f(a), f(a), (), ... }

Calculamos las instancias base para cada clausula:

P]Xl)_ ﬂP(ﬂXg)_)_
P(a) =P(f ()

P(f(a)) -P(f(a))
P(f(a)) -~P(*(a))

Hacemos el paso 1 del proceso que es transformar la férmula en disyunciones ya que de
acuerdo con el teorema de Herbrand las conjunciones insatisfacibles pueden ser:

Pagina 171



LOGICA DE PRIMER ORDEN

P(a) D-P(f(@))
P(a) 0-P(f(a))
P(f'(a)) 0-P(f'(a))
P(f'(a)) 0-P(f’(a))
etc.

Vemos que la que es contradiccion es P(f'(a)) 0 -P(f'(a))
En este caso no hay que formar una conjuncién de disyunciones pues hay una Unica

conjuncién, y vemos que algunas de las interpretaciones H son contradicciones, luego la
férmula es insatisfacible.

2.2. METODO DE DAVIS - PUTNAM (Generalizado)

El método de Gilmore es aplicable cuando el nimero de clausulas no es
demasiado grande, pues el proceso de formacién de conjunciones y el de eliminacion de
cada una de ellas para encontrar la contradiccion puede ser muy largo.

Davis y Putnam proponen una método simplificado que permite decidir si un
conjunto de instancias base es insatisfacible. Para ello definen unas reglas que permiten
pasar de la conjuncion de clausulas inicial a otras mas sencillas y se establecera que si
éstas son insatisfacible también lo sera el conjunto inicial. Este método ya visto en el
tema anterior para férmulas proposicionales, es ahora generalizado para trabajar con
férmulas del céalculo de predicados.

Proceso:

a) Se recorre la formula identificando las tautologias y suprimiendo las que
aparezcan. Para ello se elimina del conjunto de instancias aquellas en las
que aparezca un literal y su negado.

b) Se identifican los literales aislados y se aplica uno de los casos siguientes:

b1l.- si aparecen una instancia con el literglotra con el literakL el
proceso termina y la formula es insatisfacible.

b2.- Si aparece una instancia constituida por el literal aidlade
elimina esta instancia y todas aquellas en las que apdreaqgaellas
instancias en las que aparezca el litetgl desaparece dicho literal de
ellas. Si esta férmula es insatisfacible también lo es la primera.

b3.- Se prescinde de todas las instancias en que aparece el literal puro.

Se dice que un literal es puro cuando aparece sélo de una forma o bien
comoL o como-L.
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En cada una de estos dos Ultimos casos, si desaparecen todas las clausulas
entonces la férmula es satisfacible.

¢) Aplicar la férmula de descomposicion:

Elegir uno de los literalds.
Dividir la férmula de instancias respecto del litdradlegido de la siguiente
forma:

A = conjunto de instancias que contiehen

B = conjunto de instancias que contieré&n

C = conjunto de instancias que no contiebete ninguna forma

y se reemplaza:

F=[0@ O8)10cC

d) Repetir el proceso hasta encontrar una situacion de terminacién que se
presenta o bien cuando se llega a la férmula vacia sin haber encontrado
contradiccion y entonces la formula es satisfacible o por obtener una
contradiccion por lo que la formula seria insatisfacible.

Ejempla

Comprobar que es insatisfacible el conjunto de clausulas siguiente, por el método de
Davis-Putnam:

Ci = P(x) DQ(f(x),x)

Ca: P(a)

C3: _'Q(yvz)
Solucién:

Partimos del conjunto de instancias.

1.- -P(a) 0Q(f(a),a), P(a), =Q(a,a)

Se aplica la regla del literal aislado para P(a), y obtenemos el conjunto Q(f(a))a),
-Q(a,a). Como en esta férmula cualquiera de los dos literales son aislados entonces se

obtiene aplicando dos veces la regla b2) el conjunto vacio, luego la férmula es
satisfacible.

2.- ~P(a) 0Q(f(a),a), P(a), -Q(a, f(a))

Se aplica la regla b2) sobre P(a) y resulta Q(f(a),a),-Q(a,f(a)). Otra vez se aplica b2) dos
veces sobre esta formula y resulta la formula vacia; luego la férmula es satisfacible.

3.- -P(a) 0Q(f(a).a), P(a), -Q(f(a),a)
Se aplica la regla b2) y se obtiene Q(f(a),a), -Q(f(a),a). A esta férmula se aplica b1) y se

obtiene una contradicciéon L y -L luego la férmula es insatisfacible entonces la formula
original es insatisfacible.
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3. METODO DE UNIFICACION Y RESOLUCION

La resolucion es una de las reglas de inferencia mas importantes y se basa en el
siguiente resultado de la logica:

Si de un conjunto de premisas se deduce una contradiccion, no puede existir un modelo
de dicho conjunto de premisas.

En efecto, sPy, P,, ..., B, [J B L =B es un deduccidn correcta entonces todo
modelo dePy, ..., P, debe satisfacd® £ —-B. Pero como no existe ninguna interpretacién
que satisfag® [ -B, tampoco podra existir modelo Bg ..., P.

La mejor manera de entender la Regla de Resoluciéon es dando primero la
formulacidn para clausulas basicas sin variables; posteriormente generalizaremos para el
caso en que las clausulas contengan variables. Para ello, previamente deberemos dar un
par de conceptos : unificacién y sustitucién.

3.1. SUSTITUCIONES Y UNIFICACION

LlamamosUnificacién al proceso de encontrar sustituciones de términos que
hagan idénticas ciertas expresiones.

Ejemplo:

Si tenemos las expresiones [ix ( P(x) - Q(x) ) y P(a), para aplicar la regla del MP
tenemos que realizar la sustitucién del término x por a, con esto tendriamos que son
idénticas las expresiones P(x)y P(a), y la aplicacion de la regla serd inmediata.

Con esta idea clara, debemos explicar detenidamente el concepto de
sustitucion

: proceso por el cual se sustituyen términgstt..., ) en lugar
de variables (v V», ..., W). La sustitucion la podemos representar por un conjunto finito
de pares ordenados:

s ={tlvq, vy, ..., t/vn}

Recordemos que los términos que pueden aparecer en nuestras expresiones son
simbolos de variables, de constantes o de funcion.
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IMPORTANTE:

- El concepto “ordenado” significa que las sustituciones se realizan en el orden
en que aparecen en el conjunto.

- Se insiste en que una sustitucién debe ser tal que todas las ocurrencias de una
variable sean sustituidas por el mismo término.

- Ademads, ninguna variable puede ser reemplazada por una funcién que
contenga esa misma variable.

- Las sustituciones siempre se hacen de poner términos donde habia variables.
Ejemplo:

Sea la expresion P(x, f(y), a). Algunas de las sustituciones que se pueden realizar y las
expresiones que se obtendrian son:

s1={z/x, wly} P(z, f(w), a)
sp={aly} P(x, f(a), a)
s3={g@@)/x aly} P(9(2), f(a), &)
sq={clx, aly} P(c, f(a), a)

Como se ve siempre se sustituye una variable por un término en general (constante,
variable o funcién). NUNCA CONSTANTE O FUNCION POR TERMINOS.

a
f(a)
f(y)

y

X

llustracion 1: Sustitucion - variable por término

Composicion de sustituciones:

La composicion de sustitucionss y s, se representa p& 0 $ que es la
sustitucion obtenida aplicand® a los términos (del numerador) dey afiadiéndole

Pagina 175



LOGICA DE PRIMER ORDEN

después los pares deque tengan variables (en el denominador) que no aparezegan en
como variables a sustituir.

Ejemplo:

s1={g(x, y)/z}
sp ={ alx, bly, ciw, d/z’}

s1 0s2 ={g(a, b)/z, a/x, bly, c/w}

Propiedades. SE es una expresidén cualquierasy s,, s3 son sustituciones,
entonces:

-(Es)=E(309)
- La composicidn de sustituciones es asociativad §) 0 =50 (90 %)

- Las sustituciones no son, en general, conmutatiyassst S 0 §

: decimos que un conjuntfE;} de expresionesiX1,...,n) es
unificable si existe una sustituciés tal queE; s=Eps=... =E, s

En este caso se dice quees elunificador de {E;j}, ya que su aplicacion
convierte el conjuntéE;} en otro con un solo elemento.

Ejemplos:

1.- Sean las expresiones Ej = P(x, f(y), b) y Ep = P(x, f(b), b). Sea s; = {a/x, b/y} una
sustitucion que aplicada a Eq y Ep nos da:
Eq s1=P(x, f(y), b) {a/x, bly} = P(a, f(b), b)
Eo s1 = P(x, f(b), b) {a/x, bly} = P(a, f(b), b)

Luego s; es un unificador para E; y Ep.

Consideremos ahora la sustitucion sz = { b/y} aplicadaa E1 y Eo
E1 s2 = P(x, f(y), b) {b/y} = P(x, f(b), b)
Eo s2 = P(x, f(b), b) {bly} = P(x, f(b), b)

Luego sz también es un unificador para E7 y Ep.

2.- Las expresiones E7 = P( f(x), a) y Ep = P(y, f(z)) no son unificables, ya que el
segundo argumento de las expresiones no se puede unificar, es decir, no hay
ninguna sustitucion que las haga iguales ya que a no puede unificar con f(z).

El unificador por lo general no es Unico. En el primer ejemplo anterior hemos
visto que podemos definir, al menos, dos unificadores. Debemos ahora pensar cual es el
unificador que méas nos conviene. Si analizamos las dos expresiones unificadas
obtenidasP(a,f(b),b)y P(x f(b),b) la primera reduce una posterior unificacion ya que el
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primer argumento esta instanciado a una constanteientras que en la segunda
expresion tenemos una varialle Por lo tanto nos interesa un unificador lo mas simple
posible para hacer que se puedan unificar un conjunto lo mas extenso posible de
expresiones unificables. A este le llamaremdgréficador Mas General (UMG).

Algoritmo para encontrar el unificador mas general de dos expresiones

Entrada:
- Dos expresiones escritas en forma de listas de la forma:

P f(y).c) =[P, x [fy] c]

Salida:
- Unificador mas general de un conjunto de dos expresiones unificables, o
- FALLO, si las expresiones no son unificables.

Procedimiento recursivONIFICAR: UMG (E1, E2)

1. Si alguno deE0 E; es un &tomo (es decir, simbolo de predicado| de
funcién, de constante, de negacion o de variable) intercambiar los
argumentos Ey By, si es necesario, de modo que €a un atomo \
entonces:
1.1. Si g y E, son idénticos- NADA.
1.2. Si i es un simbolo de variable hacer:
si aparece Een B - FALLO
sino —» {EJ/E1}
1.3. Si B es un simbolo de variable { E1/E; }
1.4. - FALLO
fin 1

2. Sino, hacer:
2.1. 21 : = UMG (primero (g), primero (B))
2.2.Si4 =FALLO - FALLO
2.3. % : = UMG (resto(g) Z3, resto(B) Z1)
2.4.Si % =FALLO - FALLO
25 - (Z]_OZz)

fin 2

Fin

Normalmente usaremos UMG para descubnrsiiteral puede concordar con
otro. El proceso de encontrar una expresion con otra que se toma como patrén se llama
confrontacion con patrones (“pattern matching”) y tiene un papel importante en IA. Este
proceso que hemos visto es mas general que la confrontacion de patrones.
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Ejemplo:

Encontrar el Umg de las expresiones E1 =P(x, y) y E>=P(x, z)
Solucién: Ponemos las expresiones como listas: UMG ( [P, x, y], [P, X, z] )
12 llamada:

Paso 1: no es atomo [P, x, y] ni [P, x, z] entonces

Paso 2: Z1 = UMG(primero(E1), primero(Ep)) = UMG(P, P)

22 llamada: UMG(P, P)
Paso 1: si es atomo Py Py son iguales luego devolver NADA

Z1 < NADA

Z9 = UMG(resto(E1)Z1, resto(E2)Z1) = UMG([x, YINADA, [x, Z]NADA) =UMG([x, Y], [X, z])
32 llamada: UMG([x, Y], [x, z])
Paso 1: ni [x, y] ni [x, z] son &tomos entonces

Paso 2: Z1 = UMG(primero([x, y]), primero([x, z])) = UMG(X, X)

42 llamada: UMG(X, X)
Paso 1: x y x son atomos e iguales, luego — NADA

Z1 < NADA
Z2=UMG(resto(E1)Z1,resto(E2)Z1)=UMG(YNADA, zZNADA)=UMG(y,z)
52 llamada: UMG (y, z)

Paso 1: y y z son atomos distintos, y es una variables y
como no aparece yen z -~ {Ego/E1 } ={zly}

Zy — {zly}
Devolver NADA o {z/ly}={zly}
Zy — {zly}
Devolver NADA o {zly}={zly}

UMG( [P, X, y], [P, %, 2])={zly}

Unificacién mdltiple:

El problema de la unificacion multiple lo podemos ver como una secuencia de
unificaciones binarias, asi podemos definir una secuencia de sustituciones, cada una
obtenida por el algoritmo anterior UMG de manera que si tenemos un conjunto de
expresione$Eq, ..., B}y

siesel UMG d&, Y E,

seselUMGdE; s VEy s
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sieselUMGddE; s, S ... $2YVENS S ... S
Podemos decir qug 05,0 ...0 5,1 es el UMG del conjuntE,, ..., B}.

Ejemplo:

Encontrar el Unificador Mas General de las expresiones E; = P(x, a) , Ep = P(f(2), y) y
E3 = P(f(b), w) mediante unificacion mditiple con el algoritmo UMG.

Solucién:
Ponemos las expresiones como listas { [P, x, a], [P,[f, z], y], [P, [f, b], w] } y aplicamos el algoritmo
UMG:

s1 = UMG([P, x, al, [P,[f, z], y]) = {f(z)/x, aly}

s2 = UMG([P,x, a] {f(z)/x, aly}, [P, [f, b], w] {f(z)/x, aly}) =
= UMG([P,[f, 2], a], [P, [f, b], w]) ={b/z, a/w}

Por tanto el UMG sera:
s =51 0 52 = {f(2)/x, aly} o {b/z, a/w} = {f(b)/x, aly, b/z, a/w}

3.2. REGLA DE RESOLUCION

La Regla de Resolucibulice:

«Dadas dos instancias o clausulas basicas que contienen una el litevtia
=L, es decir, de la formal” A;, y-L [ A, puede deducirse de ambas la férmula
A; L A.. Esta férmula se llama clausulssolvente y a las formulas a las que se
les aplica, clausulgzadres»

La clausula resolvente se calcula tomando la disyuncion de las dos clausulas y
eliminando de ellas el par de complementalrigs-L .

Veamos informalmente las diferentes posibilidades para determinar si la
resolucién es creible. Primero: supongamoslgas verdadera, y por tanth. es falsa;
si =L es falsa dela 22 expresion se deduceueebe ser verdadera, y por ellg
L A, es verdadera. Segundo: supongamoslges falsa, entonces de la 12 expresion
deducimos qué\; es verdadera y por tanfg [ A, también sera verdadera. Luego se

2 Robinson, J.A. “A Machine-oriented Logic Based on the Resolution Principle”. Journal of the
ACM (Association for Computing Machinery), vol. 12, n® 1, 1965, pp. 23-41
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puede concluir que el resolvent®, L A, debe ser verdadero puesto qué A; y -L
L A, son verdaderos.

Clausulas Padre
[LOA OA0O...OA, 1y [-LOB, 0B, 1...00B,]

O

Clausula Resolvente
[A. O ..0OA,08,0..0By

Regla de Resolucion sin variables

Se puede demostrar facilmente, por deduccion natural, que dicha estructura
deductiva es correcta:

LOA, -LOA, O A OA,

-1 LOA;

-2 -sLOA;

3 A DL CDh1
4 -A - L DfD, 3
5 L - A2 DI 2

6 -Al - A2 Sil4,5
7 A1OA2 DfD, 6

Ejemplos triviales

Clausulas padre Resolvente
Py -PLQ Q Silogismo Disyuntivo
PLQyY -PLQ Q
PLQY -PL-Q QL-Q Aqui hay dos resolventes posibles.
PL-P Ambos casos son tautologias.
-Py P NADA La clausula vacia es signo de contradiccion
POQy -POR QOR
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Si se aplica la regla a una contradiccién, es decir, cuando se llega a Beducir
-B, la clausula resolvente de ambas es la clausula vacia. Esta propiedad puede
enunciarse asi:

Si aplicando la regla de resolucién a un conjunto de clausulas se obtiene la
clausula vacia, el conjunto de clausulasresatisfactible

La idea es aplicar la regla de resolucién al conjunto de clausulas hasta que, o
bien se llega a la clausula vacia y entonces el conjunto inicial es insatisfactible, o bien
no aparece la clausula vacia y es satisfactible.

Pero veamos ahora como se generaliza esta regla para el caso de que tengamos
clausulas con variables. Necesitamos encontrar una sustitucion que aplicada a las
clausulas padres haga que estas contengan literales complementarios.

Ejemplo:
[Px,y)0Q(X) ]y [-Q(a) OR(@Z)]

Estas dos clausulas no contienen a&tomos complementarios, ya que Q(x) y =Q(a) no lo
son; pero si que podemos encontrar una sustitucion {a/x} que aplicada a ambas clausulas hace
gue obtengamos dos atomos que si son complementarios. Asi:

[P(x,y) 0Q(X) [{a/x} = [P(a, y) UQ(a) ]

[-Q(a) OR(2) [ {a/x} = [ ~Q(a) OR(2) ]
que se resuelven en

[P(a)y) OR(2)]

«Si tenemos las clausulas paflrg y {M;}. Sean{l;} subconjunto déLi} y
{m;} subconjunto de{M;} tales que existe un UMG para{li} y {-m;}.
Obtendremos la resolventdl{j}-{l;i} } SU { {M;j}-{m;} } s»

Clausulas Padre
[LOA OA 0O 0A, ]y [mOB, OB, 0...00By]

O s= UMG(',, ‘|mi)

Clausula Resolvente

(A D OA OB L. OBy s

Regla de Resolucién con variables
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Ejemplos triviales

Clausulas padre Resolvente Sustitucién
P(x) Q@) y -Q(a) LR() P(x) LR(2)

QX)) y Q@) NADA {alxy
Pixy) 0Q(x,b) y =Q(a,y) LR(y) P(ab)L R(b) {alx, biy}

El resolvente no es Unico, ya que puede haber mas de una manera de escoger
{li} y {m;}. Esta eleccién es importante, y da lugar aektsategias de resoluciogue
veremos mas adelante. Hay por tanto dos decisiones a tomar al hacer la resolucion:

- la seleccién de las clausulas a unificar y
- la seleccion de los atomos a unificar dentro de esas clausulas.
Ejemplo:
{P(x, f(2)) OP(x, () DQY) } v {=P(b, f(a)) D-Q(b) }
Con { a/y } unifico P(x, f(@))y P(x, f(y)) en P(x, f(a))
Y con { b/x } unifico P(x, f(a))y -P(b, f(a))

Por resolucion obtengo la resolvente Q(a) O -Q(b) con el UMG S={ b/x, aly }.
Gréaficamente quedaria:

P(x, f(@)) OP(, f(y)) DQ(y) -P(b, f(a)) O-Q(b)
UMG s={blx, aly }
P(b, f(2)) 0Q(a) -P(b, f(a)) O-Q(b)
Q(a) 0-Q(b)

Si el &tomo a unificar hubiese sido el predicado Q tendriamos:

P(x, f(@)) OP(x, f(y)) DQ(Y) =P(b, f(a)) 0-Q(b)
UMG s={bly }

P(x, f(2)) OP(x, f(b)) OQ(b) -P(b, f()) 0-Q(b)

\/

P(x, f(a)) OP(x, f(b)) O-P(b, f(a))
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3.3. SISTEMAS DE REFUTACION POR RESOLUCION

Los sistemas basados en la resolucidn estan concebidos para producir
demostraciones por reduccién al absurdefotaciones

- Partimos de un conjunto de formulas bien forma8as partir del cual
deseamos demostrar cierta dfetivoW.

- Negamos la fbf objetivo-WV) y afiadimos ésta al conjunto de férmuas

- Usando la resolucion sobre este conjunto ampliado, intentaremos llegar a una
contradiccion, representada por la clausula Vid&iBA

- Si hemos encontrado la clausula vacia entonces podemos concluir que la
férmula objetivoW se deduce del conjunto premi§as

Idea: convertirS L =W en clausulas y demostrar que de ellas se $iAlRA
(clausula vacia), que significa contradiccion. Es decir:

SO-W = Falsold —=(SO-W) = Verdaderoll S - W = Verdadero
El argumento para justificar el proceso de demostracion por refutacion es:

«SiW se sigue d& entonces cualquier interpretacion que satistsgtisface

tambiénWy no a=W, por lo tanto, ninguna interpretacién puede satisfacer

unién-=W. Un conjunto de fbf que no pueda ser satisfecho por interpretacion

alguna se llamacompatible, asi, si W se sigue de S entonces S union =W es

incompatible. Se ve entonces que si la resolucién se aplica repetidamente a un
conjunto de clusulas incompatibles se prodisBA »

Algoritmo de refutacién por resolucion:

1.- Negar la férmula que se va a probaWj y afiadirlo a la lista de
premisas §). Estas formulas estaran escritas en forma clausal.
Clausulas := &1 =W

2.- Mientras haya una pareja resoluble de clausulas hacer:
- escoger dos clausulas distintag ¢
- calcular la resolvente; dec; y ¢;
- Clausulas := anadiy;
- sirjj= NADAentonces el teorema es verdadero

3.- El teorema es falso
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Normalmente resulta ilustrativo utilizar un diagrama en forma de arbol para
registrar la manera en que las clausulas se resuelven en el proceso de produccién de la
clausula vacia. Esta estructura la vamos a llarafo de derivaciénLos nodos de ese
grafo estan etiquetados con clausulas. Cuando dos clausujas; producen un
resolventej se crea un nuevo nodo etiquetado gpron arcos que los unerncgy .

Diremos queg; y ¢j son los padres dg y, éste un descendiente de ellos. Una refutacion
por resolucion se plantea como anbol de refutaciérgue tiene un nodo raiz etiquetado
conNADA

Ejemplo:

1. utilizando el método de Refutacion por Resolucion demostrar el siguiente argumento
del Célculo de Proposiciones:

(P-q -r-pOqOr
Obtenemos la Forma Clausal de la férmula correspondiente a la afirmacién de las
premisas y la negacion de la conclusion:
[P ~a) - r10Cp0g) O-r
[=(=p Oaq) Or] O(=p Oq) O-r
[(=~p O-q) Or] O(-p Oq) O-r
((p O-a) O] O(=p Ua) O-r
(p O O(-q Or) O(=p Oqg) O-r

Ci: pdr
Cs: -q Or
Cs: -p Oq
Ca: =r
p r

Or R
q -q Or
r s
NADA

Al obtener la clausula NADA, podemos concluir que el conjunto inicial de clausulas es
insatisfacible, y por tanto, que la conclusién se deduce de las premisas.
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2. Utilizando el método de Refutacion por Resolucion demostrar el siguiente argumento:
Cualquiera que puede cantar es cantante
Los péjaros no son cantantes
Algun péjaro tiene buena voz
Luego, Alguien que tiene buena voz no puede cantar

Formalizamos: Ox (RX) - C(X)) R: poder cantar
Ox (P(x) » =C(x)) C: ser cantante
Lk (Px) OV(x) P: ser pajaro
O k(v O-RX)) V: tener buena voz

Convertimos a Forma Clausal:
x (R(X) - C(x)) UOx (P(x) » =C(x)) ULk (Px) OVv(x)) O -k (Vv(x) J-R(x))

Ci1. =R(X) [l C(x)
Cs. P(a)
Ca. V(a)
Cs. =-V(z) [l R(2)

Aplicando Resolucion vamos obteniendo las siguientes nuevas clausulas:

Ce. -C(a) de2y3con{ay}
Cs. -R(a) dely6con{akx}
Cs. -V(a) de5y7con{az}
Co. NADA dedy8

Arbol de refutacion:

=P(y) O-C(y)

{ay}

-R(x) [1C(x)
-V(z) OR@)

{ax}
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4, ESTRATEGIAS DE CONTROL PARA METODOS DE
RESOLUCION

La regla de resolucion nos indica como deducir una consecuencia a partir de
dos clausulas, pero no dice qué cldusulas escoger, ni que literales hay que unificar. Con
motivo de encontrar qué clausulas han de resolverse y qué resolucion ha de realizarse
con ellas, vamos a dar unestrategias de resoluciomay por tanto dos decisiones a
tomar al aplicar la resolucion:

1. seleccionar las clausulas a unificar, y

2. seleccionar los atomos a unificar dentro de esas clasulas.

El punto 1 se conoce comegla de bldsquedg el punto 2 comaegla de
seleccion

Es preciso aplicar criterios selectivos de manera que simplifiquen el proceso y
asi, poder abordarlo desde el punto de vista de la programacion, evitando la generacion
de todas las combinaciones posibles, que al crecer el nUmero de clausulas de partida
puede hacerse inmanejable. El estudio de estas estrategias pertenece al campo de la
Inteligencia Artificial y aunque aqui hagamos un pequefio esbozo, estan desarrollados
més a fondo en libros que abarquen dicha materia.

Pero nos encontramos con dos problemas:

- Todas las estrategias de busqueda en la resolucion estan supetidesha de la
explosién exponenciaEsta complejidad exponencial impide que puedan tener
éxito pruebas que seguirian largas cadenas de inferencia. Las estrategias de
basqueda pueden reducir el exponente, pero no evitan su caracter exponencial.

- También estan sujetas@loblema del parppor lo que no hay garantia de que la
basqueda termine, a menos que realmente exista una contradiccion.

De ahi que, como ya hemos comentado repetidamente, se diga que dichos
procedimientos son semidecidibles, ya que garantizan que nos van a decir si una férmula
es un teorema s6lo cuando de hecho lo es.

Veamos ahora algunas estrategias de control y algunas estrategias de
simplificacion. Unaestrategia de contrats la que crea el arbol de refutacion y por tanto
define la obtencién de nuevas clasulas. Se dice geemgdeta si su uso conduce a un
procedimiento que llegara a encontrar una contradiccion, si ésta exisestriadsgias
de simplificaciébnnos permitiran reducir el nimero de clausulas de la formula o el
namero de literales de las clausulas, reduciendo por tanto el tamafio de las férmulas con
las que trabajaremos.
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4.1. Estrategia a lo ANCHO

1°.- En elnivel 0del arbol estan las clausulas originales.
2°.- Se calculan todas las resolventendal Oy se obtiene ghrimer nivel
3°.- Obtener las resolventes &eInivel Y asi sucesivamente ( una resolventaigel i-

ésimoes una cuyo padre de nivel mas profundo asdd (i-1)-ésim.

Ejemplo:
Clausulas originales: 1(a), =1(z) OR(z), -R(x) O L(x), =D(y) O-L(y), D(a)

Construimos el arbol de derivacion:

L@ | [t@ore|  [-Reooww| [0 0-te)| [ D@ | nivel 0
[rR@|| [H@0w || [-Re)0-Dw) (L@ nivel 1

L(a) -D(a) -li) 0-D@)|  [-Re@)| -l(a) nivel 2
NADA nivel 3

4.2. Estrategia del CONJUNTO SOPORTE

1°.- Obtener resolventes de clausulas de forma que uno de los padres sea la clausula
negacion de la fbf objetivo o alguna de las resolventes descendientes de ella (que
constituyen el conjunto soporte). Con esto se consiguinar niveldel arbol.

2°.- Las resolventes del 2° nivel se consiguen con las resolventes obtenidaisalriel
y con las clausulas de los niveles anteriores.

3°.- Asi sucesivamente hasta llegar a la resoh\NARA
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Ejemplo:

Seguimos con el mismo conjunto de clausulas del ejemplo anterior y sabiendo que la
negacion de la fbf objetivo es -/(z) L R(z). Luego para conseguir el 1° nivel tenemos que trabajar
sélo con ésta clausula y obtener los resolventes que se puedan con las otras clausulas.

=l(z) OR(z (& | =R(X) EIL(x)l |—-D(y) D—-L(y)l | D(a) | nivel 0

R(a) -l(z) OL(2) nivel 1
L(a) =l(z) O0-D(z) nivel 2
-D(a) =l(a) nivel 3
NADA nivel 4

4.3. Estrategia de PREFERENCIA DE UNIDADES

Es una modificaciéon de la del conjunto soporte. En vez de completar a lo
ancho, seselecciona una clausula con un sélo lite(ghmada unidad), como padre de
la resolucion. Cada vez que se usa una unidad en la resolucién, la resolvente tiene
menos literales que su otro padre. Este procedimiento se encamina hacia la clausula
vacia, y asi incrementa la eficiencia.

Ejemplo:
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4.4. ESTRATEGIAS DE SIMPLIFICACION

Hay ocasiones en las que un conjunto de clausulas puede simplificarse
eliminando alguna de ellas o bien eliminando ciertos literales en las clausulas. Estas
simplificaciones deben conservar la incompatibilidad si el conjunto original lo era. Con
la simplificacion reducimos el crecimiento del conjunto de clausulas que se estan
generando. Se pueden aplicar los siguientes criterios:

1.- Eliminacién de Tautologias

Cualquier clausula que contenga un literal y su negacion (tautologia) puede ser
eliminada, pues cualquier conjunto incompatible que contenga una tautologia seguira
siéndolo después de suprimirla, y reciprocamente.

Ejemplos:
P(x) L B(y) C = B(y) se puede suprimir
P(f(a)) L - P(f(a)) se puede suprimir.

2.- Eliminacién por subsuncién
Por definicion una clausuld f} subsumeotra {M;} si existe una sustitucios
tal que {} Ses un subconjunto deév}.

Ejemplos:
P(x) subsume P(y) L Q(z)
P(x) subsume P(a)
P(x) subsume P(a) L Q(z)
P(x) L Q(a) subsume P(f(a)) L Q(a) L R(y)

5. OBTENCION DE RESPUESTAS MEDIANTE
REFUTACION POR RESOLUCION

Vamos a introducir la idea de trabajo mediante un ejemplo. Supongamos que
sabemos que “Pedro va a donde quiera que va Juan” y “Juan esta en el colegio”. Ahora
nos planteamos la pregunta “¢,Donde esta Pedro?”.

Formalizacion:
Ox [( E(uan, xX) - E(pedro, X)) ]
E(juan, colegio)
x E(pedro, x)

Idea: Para realizar la contestacion de ésta pregunta la idea clave es convertir la

pregunta en una fbf objetivo que contenga un cuantor existencial tal que la
variable cuantificada existencialmente represente una respuesta a la pregunta.
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La refutacion por resolucion se obtiene negando la fbf que se desea probar
afiadiendo esta negacioén al conjunto de fbf de partida, convirtiendo este conjunto en
forma clausal y mostrando que este conjunto de clausulas es incompatible. Las clausulas
gue resultan de las fbf S se denomiagiomas

Negamos la conclusion y obtenemos la Forma Clausal:
=[x E(pedro, x) < [x -E(pedro, x) < =E(pedro, x)

Ox [(E(uan, X) —» E(pedro, x))] < =E(juan,y) DE(pedro, y) (axioma)
E(juan, colegio) (axioma)

Arbol de refutacion:

-E(pedro, x) =E(juan, y) OE(pedro, y)

=E( juan, x) E(juan, colegio)

NADA

A continuacion extraemos unaspuestaa la pregunta dada mediante ese
mismo arbol de refutacion, pero con la siguiente modificacion.

Proceso:
1.- Afiadir a cada clausula de las que origina la negacién de la fbf objetivo, su
propia negacion. AshE(pedro, x)da lugar a la tautologia:
=-E(pedro, x)J E(pedro, x)

2.- Siguiendo la estructura del arbol de refutacién, realizar las mismas
resoluciones que antes hasta encontrar una sola clausula en la raiz.

3.- La clausula raiz es una sentencia de respuesta.

=-E(pedro, x) 0 E( pedro, X) =E(juan, y) OE(pedro, y)

=E(juan, x) O E(pedro, x) E(juan, colegio)

E(pedro, colegio)
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La Unica diferencia con la pregunta es que en la respsedta sustituido la
variable que teniamos por una constante. La respuesta por tanto es “en el colegio”.

Cuando hacemos un arbol de refutacion, en la raiz obtenemos la cldusula vacia
NADA y entonces sabemos que hay una incompatibilidad, o sea que el argumento es
correcto. Obtenemos una respuesta si en lugar de esa clausula encontramos una clausula
como respuesta. Como esta conversion se hace sustituyendo cada una de las clausulas en
gue se convierte la negaciéon de la fbf objetivo por una tautolegidrbol de
demostraciénobtenido es una demostracion por resolucion de que la sentencia que
figura en la raiz se sigue légicamente de los axiomas mas las tautologias. De ahi que
también se sigue de los axiomas tan solo.

Ejemplo:
Premisa 1: Para todo x y para todo z, si existe un y del que x es padre y a su vez este y es padre de
z, entonces x es abuelo de z
Premisa 2: Cualquier persona tiene padre
Pregunta: ¢ Existen individuos x e y tales que x es abuelo de y ?

Formalizacion: Ox Oz [Oy (P(x, y) OP(y, z)) - A(x 2)]
Oy Ok P(x, y)
Xy A )

Demostramos esta formula por refutacién por resolucion:

Negacion del objetivo: [k Oy A(x,y)] = Ox0Oy-AXx,y)

Obtencién de las clausulas: -P(x, y) O=P(y, z) JA(x, 2) axioma 1
P(f(w), w) axioma 2
=-A(u, v)

=AU, V) =P(x, y) O-P(y, z) OA(X, 2) {ulx, viz}
=P(u, y) O-P(y, v) P(f(w), w) Wy, viwg
=P(u, f(v)) P(f(w), w) {fE(V))u, f(v)iw}
NADA

NoTA: la funcion f(w) se utiliza para representar el padre de cada individuo.

El arbol de demostracion modificado es el siguiente: la negacion de la fbf objetivo se
transforma en una tautologia y las resoluciones se han realizado siguiendo las pautas de las del
arbol anterior. Cada resolucién del arbol modificado usa conjuntos de unificacién que corresponden
precisamente a los conjuntos de unificacion del arbol de refutacién.

Pagina 191



LOGICA DE PRIMER ORDEN

Arbol de Demostracion modificado:

=A(u, v) OA(u, v) =P(x, y) O-P(y, z) OA(X, 2)
=P(u, y) O=P(y, v) OA(u, v) P(f(w), w)
=P(u, f(v)) OA(u, v) P(f(w), w)

N

A(f(f(v)), v)

Esta clausula de la raiz representa: Lv A(f(f(v)), v) que es la sentencia respuesta. Esta
proporciona una respuesta a la pregunta ¢Hay x e y tal que x sea abuelo de y?. La respuesta
implica la definicién de la funcion f (el padre de), y asi, cualquier v y el padre del padre de v son
ejemplos de individuos que satisfacen las condiciones de la pregunta.

En la practica, la respuesta se puede obtener por la composiciébn de las
sustituciones realizadas en el proceso de unificacién.

Ejemplo:
Si calculamos la composicion de las sustituciones del ejemplo anterior:

s ={u/x, viz} o {f(vly, viwi} o {f(f(v))/u, f(v)iwz} = {f(f(v))/x, viz, f(v)ly, viw, f(f(v))/u, f(v)/w2}

y como la pregunta era -=A(u, v) tenemos que la respuesta es:
(=AU, V)] s = -Af(f(V)), v)

6. EJERCICIOS

1.- Calcular la composicion, S S, de las siguientes sustituciones:

S ={f(xy.a)/w,g(x)/z,h(@)/y} 5={g(b)/x,b/w}

Aplicamos la sustituciéon Sy a los términos de Si:
{f(a().y.a) /w,g(g(b))/z,h(a)/y}

y afiadimos los pares de S2 que tengan variables que no aparezcan en S1 como
variables:
{f(g(b).y.a)/w, g(g(b))/z, h(@) /'y, g(b) / x}

S1°S2={f(g(b).y.a)/w,g(@b))/z, h(@/y,gb)/x}
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2.- Encontrar, de existir, el UMG (unificador mas general) de las siguientes expresiones:

a) { P(f(y), w, 9(2)), P(u, u, v) }

UMG = { f(y)/u, f(y)lw, g(z)/v}

b) {P(f(Y), w, 9(2)), P(v, u, v) }
No tiene UMG, es decir , estas dos expresiones no pueden unificar ya que por
la segunda expresion, el primer y el tercer argumento del predicado P deben

ser iguales, y por la primera expresion tenemos f(y) y g(z) que no pueden
unificar.

c) {P(a x, f(g(y))). P(z, h(z,w), f(w)) }

UMG = {a/z, h(a,g(y))/x, g(y)iw }

d) {P(xy), Qx, f(x)) }

No existe UMG para estas expresiones ya que se trata de predicados
diferentes.

e) {P(x, &), P(f(2), y), P(f(b), w) }

UMG = { f(b)/x, blz, aly, alw}

f) {P(x,a), P(y,z,b)}

No existe UMG ya que la primera expresion tiene dos argumentos y la segunda
tiene tres argumentos y por lo tanto no pueden unificar.

9) {P(x, a), P(f(x), y) }

Estas expresiones no tienen UMG ya que los primeros argumentos, xy f(x), no
pueden unificar por contener la funcién a la variable.

3.- Realiza la traza del algoritmo para obtener el Unificador Mas General (UMG) de las
siguientes férmulas:

P(f(x), 9(x)) P(y, 9())

UMG {[P,[f, X, [9,x]]. [P, y, [g9. a] ]}
1. Ninguno es atomo
2.Z21:=UMG{P,P}
1.1. Py P son idénticos, devolver NADA
Z1 — NADA
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Zp = UMG {[[f, X], [3, X] INADA, [y, [g, a] INADA } = UMG {[[f, x. [9, {] . [ V. [9, a] ] }
1. Ninguno es atomo
2.2 :=UMG{[f, x],y}
1.3. y simbolo de variable, devolver { f(x)/ y }
Z; « {fx)]y}
Z; =UMG{[g,x]{fx)/ vy}, [g,al{f(x)/y}=UMG{[g.x]. [g,a]}
1. Ninguno es atomo
2.2,:=UMG{g, 9}
1.1. gy g son idénticos, devolver NADA
Z1 — NADA
Z>:= UMG { [ x ]NADA, [a [NADA } = UMG {[x],[a]}
1.2. x simbolo de variable, devolver { a/ x}
Z; — {alx}
— NADA°{alx}={alx}
Z, — {alx}
~{fx)ly}°{alx}={f@@ly,alx}
Z, — {f(@)l y,al x}
~ NADA°{f@a)ly,alx}={fa)ly,al x}

UMG{[P,[f,x],[9,x]]. [Py, [9.a]1}={ f@/y,alx}

4.- Dado el siguiente argumento, demostrar su validez utilizando refutacion por
resolucion:

Ox Oy [ ~A(x, y) O(B(x) OC(y)) ]

Ox [B(X) » -Ox Oy D(x, ¥) ]

[k E(X)

Ox Oy D(x, y) Ox E(x) | =0Ox Oy A(X, Y)

La forma clausal de las premisas ya la hemos obtenido en el ejemplo de la Forma
Clausal (pag. 150). Por tanto nos queda negar la conclusion y transformarla a forma
clausal:

==0x Oy A(X, y)

Ox Oy A(X, y)
Ax, Y)

Asi, obtenemos las siguientes clausulas, después de normalizar variables:

Ci: =SA(X, f(x1)) OB(x1)

Ca: =SA(X2, f(x2)) O C(f(x2))
Ca: =B(x3) 0 =D(g(xs), h(xs))
Ca: =E(x4)

Cs: D(xs, x6) O E(a)

Ce: A(x7, Xg)

El &rbol de refutacién con las sustituciones quedaria:
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Ca: 1| D(xs, x6) DE(a) Si={a/xs}
Ca: | —B(xs) 0-D(g(Xs), h(><3))| S2 = { g(xa)/xs , h(xs)/Xs }
-B(x3) Cu: | =A(X, f(X1)) O B(X1) | Sz={x1/xa}

=A(Xg, f(x1)) Sa={xu/x7,f(x1)/xe}

7. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

Estudio de las diferentesstrategias de resolucigrianto en la eleccién del
conjunto de clausulas, como en los 4tomos a unificar.

8. LA LOGICA EN LA VIDA

Una paradoja es una idea extrafia, una expresion légica en la que hay una
incompatibilidad aparente. Los esfuerzos por resolver las paradojas han hecho avanzar a
la l6gica y a la ciencia en general. El término paradoja puede tener un amplio sentido :

- afirmaciones que parecen falsas, aunque en realidad son verdaderas

- afirmaciones que parecen verdaderas, pero que en realidad son falsas

- razonamientos aparentemente imposibles, y que sin embargo conducen a

contradicciones ldgicas

- declaraciones cuya veracidad o falsedad es indecidible.

1. En la puerta de una barberia habia un cartel que decia:

Yo afeito a quienes no se afeitan a si mismo,
y nunca a nadie que se afeite a si mismo

¢ Quién afeita al barbero ?
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2. Un anuncio de una revista dice:

¢, Quiere usted aprender a leer y escribir ?
Aprenda rapidamente por correspondencia
escribiéndonos a la direccion adjunta

3. ¢ ENola respuesta correcta a esta pregunta ?

4. Un rio que separaba dos paises estaba cruzado por un puente en cuyo extremo habia
un guardian y una horca. Alli estaba colgado un cartel que decia: “Si alguno pasare
por este puente de una parte a otra, ha de jurar primero adénde y a qué va; si jurare
verdad, podra pasar; y si dijere mentira, muera ahorcado”. En cierta ocasion, paso un
hombre que juré que iba para morir en la horca que alli habia. ¢ De ser tu el guardian
gué harias, dejarle pasar o ahorcarlo ?
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Llegados a este punto, hemos visto como nos puede servir la Logica para representar
el conocimiento declarativo sobre diferentes campos del saber, asi como para extraer
nuevos conocimientos a partir de los que poseamos mediante la demostracion automatica
de teoremas. Toda esta base tedrica dio como resultado la aparicién de una clase de
lenguajes de programacion: la programacion légica. Como punto final vamos a ver como
la Logica de Primer Orden, o mejor dicho, un subconjunto de ella llamado clausulas de
Horn, puede dar lugar a los programas logicos, y con ello, a un nuevo estilo de
programacion.

que dicho conocimiento esta especificado, pero sin embargo, no

viene dada la manera en que debe ser usado tal conocimiento. Por
tanto, para utilizar el conocimiento de una representacién declarativa debe disponerse de
un mecanismo que especifigue qué debe hacerse con el conocimiento y de qué modo
debe hacerse. Por contra, umgresentacion procedimentals aquella en la que la
informacién del control necesaria para utilizar el conocimiento se encuentra embebida
en el propio conocimiento.

/ na representacion declarativdel conocimiento es aquella en la

Con la aparicién del lenguaje LISP en los afios sesenta surge un nuevo estilo de
programacion, los lenguajes geogramacion declarativabasados en un formalismo
abstracto (la teoria matemética del lambda calculus de Church en el caso de LISP vy el
calculo de predicados en el caso de la programacion légica) que nos indica como usar el
conocimiento dado en el programa. Un programa declarativo es aquel cuyas sentencias
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tienen una interpretacion declarativa, y por tanto pueden ser leidos como una
descripcién formal del problema sin tener que recurrir al comportamiento de ninguna
maquina. Este modelo de lenguajes esta claramente influido por un entendimiento
matematico de ladescripcionesEl acercamiento hacia un concepto declarativo de la
programacion intenta aproximar las nociones de programa y de especificacién. Las
principales caracteristicas que presentan este tipo de lenguajes son:

- Expresivos: las descripciones de los problemas no son dificiles de escribir.

- Fiables: protegen al usuario, en la medida de lo posible, de cometer errores.

- Matematicamente elegantes: tienen un soporte matematico en la mayoria de

actividades de la programacioén.

Aunqgue los origenes de la programacion declarativa datan de los primeros
tiempos de la computacién, sélo en los Ultimos afios han alcanzado cierta aceptacion.
Ello puede ser atribuido por una parte al alcance de las inversiones en los lenguajes
existentes, y por otra al “hueco semantico” entre los lenguajes declarativos y los
ordenadores convencionales. Los avances tecnoldgicos recientes han estrechado este
hueco y, por ello han aumentado las ventajas de la programacién declarativa. Otro
importante aspecto en favor de la programacién declarativa es el desarrollo de las
nuevas arquitecturas paralelas de los ordenadores.

Hay dos clases de lenguajes declarativos: los lenguajes funcionales y los
I6gicos. Nosotros trataremos los lenguajes l6gicos. La programacion logica trata con
relaciones en lugar de con funciones, lo que nos proporciona mayor flexibilidad, ya que
las relaciones no tienen sentido de la direccién y tratan uniformemente argumentos y
resultados (no hay distinciéon entre parametros de entrada y de salida). Consideraremos
las sentencias logicas (férmulas bien formadas) como representaciones del
conocimiento, y por ello, como lineas de cédigo de nuestros programas.

Cuando tenemos una coleccién de proposiciones, podemos investigar si se
deriva algo interesante de ellas. Aquellas proposiciones que tomemos como verdaderas
las llamaremosaxiomas o hipétesis y las proposiciones que encontremos que se
deriven de ellas seran ldeoremas La actividad de deducir consecuencias interesantes
a partir de proposiciones dadas la llamaowsprobacién de teoremas

1. LA PROGRAMACION LOGICA

La aparicion de este nuevo paradigma de programacion viene precedida de
distintos estudios e investigaciones en el campo de la informatica. Vamos a comentar
brevemente algunos de ellos:

- El cambio cualitativo producido a primeros de los afios setenta en el concepto
de la programacién introduciendo la metodologia de disefio estructurado y la
verificacion de programas fue un primer paso de replanteamiento del disefio
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de los procesos: en lugar de basadosteno computarlgsbasados enémo
entenderlos

- Los desarrollos en el area de la deduccién automatica dieron lugar al inicio de
una linea en la que se plantea la simple especificacién l6gica de los procesos
prescindiendo de la especificacion de procedimientos.

- La base de estos métodos es la regla de resoluciéon de Robinson (1965) y las
técnicas de extraccion de respuestas iniciadas por Green (1969) y seguidas
por Colmerauer (1972) y Kowalski (1974).

Asi, laProgramacion Logicase ha convertido en nueva linea de desarrollo de
software, valida tanto para la especificacibn de algoritmos como para modelos de
Inteligencia Artificial, ambivalencia que ha dado lugar a su utilizaciébn como base del
proyecto de ordenadores de quinta generacion (maquinas especializadas en el
procesamiento de conocimientos).

La idea central de todo esto la podemos expresar utilizando la conocida
ecuacion de Kowalski

| algoritmo = légica + control |

de manera que ebntrol (estrategia para encontrar la solucién) la dejamos en manos de
la maquina, y el programador sélo debe preocuparse ldgita (informacion acerca
del problema que queremos resolver).

La Programacion Légica usa como base sentencias de la Ldgica de Primer
Orden, y trata de representar conocimiento mediante relaciones (predicados) entre
objetos, de manera que un programa légico estara constituido por un conjunto de
relaciones, y su ejecucion vendra a demostrar que una nueva relacion se sigue de las que
constituian el programa. Aunque se asocia Programacién Ldgica con Prolog, no es lo
mismo, y el lenguaje Prolog so6lo es un caso particular, existiendo distintos sistemas
basados en otras logicas o que incorporan nuevas caracteristicas: MOLOG (Légica
Modal), GOEDEL (Ldgica “many-sorted”), PARLOG (Programacién Légica Paralela),
Prolog++ (Programacion Légica Orientada a Objetos), CLP (Programacién Légica con
restricciones), ...

Para finalizar con este apartado y conectar con los siguientes, sabemos que un
lenguaje de programacion queda totalmente definido psingaxisy susemanticala
sintaxis nos dird “cOmo” escribir nuestros programas, y la seméntica “qué” significan

dichos programas:

e La sintaxis es lo primero que tenemos que conocer de un lenguaje de
programacion para poder empezar a usarlo, y nos dice cudl es la forma correcta
de escribir los programas en dicho lenguaje. El aspecto sintactico de los
programas ldgicos lo veremos, de manera general, en el siguiente apartado
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“Representacion de programas ldgicos” y en el anexo “Prolog” se dara la
sintaxis concreta de este lenguaje.

¢ La seméntica del lenguaje especifica el significado de los programas que
podemos construir con estendgiaje. El conocimiento de la semantica sera
necesario para poder escribir programas correctos y a la vez ser capaces de
predecir los efectos de la ejecucidn de cualquier instruccion.

2. REPRESENTACION DE PROGRAMAS LOGICOS

Como ya hemos visto, cualquier formula del Célculo de Predicados puede ser
transformada &orma Clausal, que consiste en una coleccion de clausulas, donde cada
una de ellas es a su vez una disyuncion de literales.{.LL}. Estos literales pueden
ser férmulas atdmicas negadas o no. Asi tenemos un subconjupto..{#A} de
literales afirmados y otro {=}\ ..., =N} de negados.

{Llr veey Lk} = {Ala . Aﬁ} |:| {_'Nla . _|N~n}

La notacion en Forma Clausal tiene la ventaja de que reduce a una forma Unica
lo que se puede escribir de diversas formas. Esto resulta imprescindible si queremos
llevar a cabo manipulaciones formales sobre férmulas del Calculo de Predicados y
desarrollar procesos de automatizacion. De ahi la importancia de la forma clausal
cuando tratamos de aplicar la I6gica a la informética, y en concreto a la programacién
I6gica.

2.1. Notacion para la Programaciéon Légica

Para acercarnos en lo posible a la sintaxis de los lenguajes de programacion, a
partir de ahora, para las formulas Idgica en forma clausal utilizaremos la siguiente
notacion especifica de la Programacion Légica :

1. Como es una coleccion (conjuncién) de clausulas, las escribiremos en
secuencia. Recordemos que el orden es irrelevante por tratarse de conjunciones, ya que
estas cumplen las propiedades conmutativa y asociativa.

2. Cada clausula es una coleccidon (disyuncion) de literales, que son férmulas
atomicas afirmadas o negadas:
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- Escribiremos primero las férmulas atdmicas no negadas llarnallaga de
la clausula seguidas de las negadaserpo de la clausujaseparados ambos
grupos por el simbolo especial-* (si).

- Las formulas atémicas no negadas (cabeza de la clausula) iran separadas por
el simbolo “;” (0), y las negadas (cuerpo de la clausula) seran escritas sin el
negador (=) y separadas por el simbolo “,” (y).

Ejemplo 1

Supongamos gue tenemos la siguiente clausula:
p =g U-r Us U=t u
si agrupamos y realizamos transformaciones:
-q U-r Ot Op Os Ou
-(q DrDt) D(st Du)
(q DrDt) - (st Du)

que significa que:
“Si ocurren g, ry tentonces deben ocurrir p, so u”
o lo que es lo mismo:
“Para resolver el problema p, s o u, antes deben resolverse q, ry t’
La clausula anterior, escrita en la notacion que acabamos de comentar quedaria:

p;s;u«~q,r,t

Ejemplo 2:

Tenemos la férmula del Calculo de Predicados:

Dy Ux ( mujer(x) O mujer(y) DpadresDe(x, p, m) O padresDe(y, p, m) — hermanas(x, y) )

1. Obtenemos la Forma Clausal correspondiente:
Dy Cx ( ~(mujer(x) 0 muijer(y) DpadresDe(x, p, m) 0 padresDe(y, p, m))Dhermanas(x, y))
Dy Cx ( —-mujer(x)D—-mujer(y)DﬂpadresDe(x, p, m)D—-padresDe(y, p, m)D hermanas(x, y) )
-mujer(x) Dﬂmujer(y) DﬂpadresDe(x, p, m) DﬂpadresDe(y, p, m) Dhermanas(x, y)

2. La clausula la escribimos en la notacién vista antes:
hermanas(x, y) — mujer(x), mujer(y), padresDe(x, p, m), padresDe(y, p, m).

gue se puede leer como:

“Dos personas son hermanas si ambas son mujeres y tienen los mismos padres”
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2.2. Clausulas de Horn Definidas

Vamos a restringir el conjunto de féormulas que utilizaremos a las llamadas
férmulas de Horh lo cual nos permitira una mejor y mas eficiente implementacion de
la comprobacioén de teoremas. De esta manera, a partir de ahora trabajaremos con una
“sublégica” de la Logica de Predicados, que llamaregnogramas légicos

CEUSVEY [N UNPEIIEE - os una clausula con, como méaximo, un literal
no negado.

Siguiendo con la representacion utilizada antes para una clausula:

{Llr veey Lk} = {Ala . Aﬁ} |:| {_'Nla . _|N~n}

diremos que es una clausula de Horn s h. Asi podemos diferenciar los siguientes
tipos de clausulas de Horn:

1.- Hipétesis o clausulas con un literal no negado (n=1), llanwdd@asulas con cabeza
que pueden ser a su vez:

- Hechos sin literales negados (m=0) {A}
Ejemplo: mujer(lirios)
- Reglas con literales negados (m>0) {A,2N.,~N}
Ejemplo: hermanas(x, y) « mujer(x),
mujer(y),

padresDe(x, p, m),
padresDe(y, p, m)

2.- Preguntas o clausulas con ningun literal no negado (n=0) o teoremas a demostrar,
llamadasclausulas sin cabezadecapitadas

- Metas u objetivos. (m>0) {=N¢, ..., =Ny}

Ejemplo: ~ hermanas(lirios, rosana)

! Reciben este nombre por que este tipo de férmulas fueron investigadas por primera vez por el
l6gico Alfred Horn (1951).
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Todo problema resoluble con clausulas generales, tiene un modelo equivalente
resoluble en Clausulas de Horn, por lo que las restricciones de notaciéon no conllevan
una pérdida de capacidad de representacién, y en cambio, si que facilitan la
formulacién.

3. SEMANTICA DE PROGRAMAS LOGICOS

Como ya hemos dicho antes, la seméantica de un lenguaje especifica el
significado de los programas que podemos construir con dingodge. Para hacer la
definicion formal de la semantica de un lenguaje existen distintasdogtVamos a
comentar brevemente algunos de ellos.

e La semantica declarativees un tipo de semantica que especifica el
significado de los objetos sintacticos por medio de su traduccién en
elementos y estructuras de un dominio matematico conocido :

- La semantica denotacional trata al programa como si fuera un
conjunto de funciones mateméticas, la composicion de las cuales
nos dara su significado. Las funciones se definen en términos de
cambios de estado ; dado un constructor y un estado, obtenemos un
nuevo estado.

— La semantica por teoria de modelos expresa el significado de un
programa por el conjunto de sus consecuencias logicas. Se basa en
los conceptos ldgicos de interpretacién y modelo.

+ Lasemantica operacionas la méas cercana a la intuicién del programador.
En un primer momento define una maquina abstracta que soporte un
conjunto de operaciones y estructuras de datos simples ; posteriormente se
definen los constructores del lenguaje en términos de la maquina definida.
La semantica operacional seria como un interprete de nuestro lenguaje en la
maquina abstracta, asi el significado de nuestro programa se define en
términos de las acciones que serian ejecutadas por dicho modelo abstracto
de maquina.

Vamos a estudiar la seméantica operacional (la regla de resolucién) y la
semantica declarativa (modelo de Herbrand minimo) de los programas ldgicos.

3.1. Semantica Operacional

El principio de resolucion de Robinson, como hemos visto en el tema anterior,
nos dice de qué manera puede derivarse una proposicibn a partir de otras. Asi,
utilizando la técnica de refutacion podemos desarrollar un método de demostracién
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puramente mecanico ya que una importante propiedad formal que presenta la resolucién
es la de ser deefutacion completaes decir, si un conjunto de clausulas no es
coherente la resolucién podra deducir de ellas la clausula vacia. Asi, si nuestras
hipo6tesis son coherentes, s6lo tenemos que afiadirles la negacién de lo que queremos
probar. Si por resolucion deducimos la clausula vacia, nuestro objetivo quedara
probado.

El problema es que la resoluciéon no nos dice cémo decidir qué clausulas mirar
ni qué literales unificar. Para ello estan dssrategias de resoluciomue caen dentro
del campo de la Inteligencia Artificial, aunque en el tema anterior hayamos esbozado
alguna de ellas. L&esolucion Lineabs una estrategia sencilla que nos dice que
debemos resolver clausulas con cabeza con clausulas objetivo (sin cabeza).

Clausulas Padre

cldusula objetivaD cldusula con cabeta
<Aoo An oA | | AcBuBy B
sSUMG(AmA)

Clausula Resolvent®’
- (A]J ey Aﬂ-li Bly LR ] B(1 Am+11 LR ] A’] ) S

Resolucién Lineal

Dado un conjunto de clausulas definidas (programa logico) y una clausula
negativa (objetivo), underivacion lineales :

o
\yl/ 2
07
v
V

On-l/

n

Cq Sn
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donde
Oy, O, ..., Q, ... es una secuencia de objetivos
C.GC, ..., G, ... es una secuencia de clausulas del progPama
S1,S2, ...;Spy oo es una secuencia de unificadores mas generales para

Oi.1 Yy G, respectivamente.

Al utilizar resolucién lineal el programa logico estara razonando hacia atras
desde el objetivo propuesto hasta que encuentre el modo de terminar utilizando las
clausulas del programa, es decir se parte de las metas a conseguir. Este método de
razonamiento se denomina tambig&zonamiento dirigido al objetivoEsto resultara
adecuado para sistemas interrogadores. Por contra, también existe el razonamiento hacia
adelante, que parte de las clausulas iniciales. Esta eleccion de una estrategia fija (SLD-
Resolucién) en el control de la blsqueda representa una desventaja frente a otros tipos
de programacion (LISP, ...). Llamamos SLD-Resolucién porque:

- utilizamos clausulas de Hobefinidas

- utilizamos la estrategia de busquédaeal: primero en profundidad

- utilizamos una regla deeleccién: primero a la izquierda

De igual forma, podemos hablar de SLD-Refutacion. A partir de un conjunto de
clausulasgC y un objetivo a cumpli© tendremos una SLD-Refutacion si obtenemos una
SLD-Derivacion finita que tiene la clausula vacia como el dltimo objetivo de la
derivacion.

Ejemplo:
Dado el siguiente programa légico P :
Ci: P(a,b) «
Ca: P(c,b) ~
Cs: P(x,z) —« P(x,y), P(y,2)
Cs: P(x,y) < P(y,X)
obtener el SLD-arbol para el objetivo — P(a,c)
~ P(a,c)
3 4
« P(ay), P(y.c) < P(c,a)
1 Y te
« P(b,c)
3 4
~ P(by), P(y.c) ~ P(c,b)
3 2 .

- P(b!y’)r P(yyry)r P(yrc) VACIA

(infnit)
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Como podemos observar en el ejercicio anterior, si la estrategia utilizada para
la regla de busqueda espeimero en profundidag para la regla de seleccion&bmo
mas a la izquierdala anterior derivacion seria infinita, mientras que vemos claramente
gue existe una derivacion que nos lleva a la clausula vacia en pocos pasos.

Todo problema representado en cldusulas de Horn serd resoluble si tenemos

s6lo una clausula decapitada, y el resto con cabeza, es decir, si s6lo existe una pregunta:

- Al menos una clausula decapitada aplicar el método de resolucion a
dos clausulas de Horn con cabeza, obtenemos como resultado otra clausula
con cabeza, con lo que no podriamos derivar la clausula vacia.

- Solo una clausula decapitadale existir varias clausulas decapitadas,
cualquier prueba por resolucibn de una nueva cldusula puede ser
convertida en una prueba usando como mucho una de ellas. Al resolver
con la primera clausula decapitada, obtenemos una nueva clausula
decapitada, y por tanto no necesitamos resolver con las otras clausulas
decapitadas.

Al programar en logica, los programas son nuestras hipétesis acerca del
Universo, y las preguntas son como teoremas que se pretende demostrar. Una maquina
I6gica pone en marcha los mecanismos de inferencia I6gica para buscar las respuestas a
cualquier pregunta planteada. Si el programa contiene suficientes conocimientos para
gue puedan deducirse soluciones, estas le serdn dadas al usuario.

SeaP un Programa Logico y-- N; , ..., N, un objetivo no vacio, demostrar
gueP 0O {<-N;, .., N,} no posee un modelo (es insatisfacible) es equivalente a
demostrar quél( Ny, L ... L N, ) se sigue de.

3.2. Semantica Declarativa

Para realizar el estudio de la semantica declarativa caracterizaremos a un
programa logicd® con el Modelo Minimo de Herbrand. Para ello nos basaremos en los
conceptos vistos en el capitulo anterior: universo de Herbrand, base de Herbrand,
interpretacién de Herbrand, ...

Por tanto hablaremos déodelo de HerbrandM) de un programa logico para denotar a
una interpretacién de Herbrand que es modelo, es decir que hace ciertas todas las
clausulas de dicho programa.

Podemos ver el significado de un programa lédgicaomo el dado por un
modelo de Herbrand d& Pero algunos modelos son mas grandes que lo estrictamente
necesario. Por ello podemos tomar la interseccion de todos los modelos de Herbrand,
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gue, evidentemente, también sera un modelo Payano existird ningin modelo mas
pequefio.

Modelo de Herbrand Minimo (Mp) : interseccién de todos los modelos de
Herbrand para ese programa

Mo=Nn M,
i=1

Se puede demostrar g es el conjunto de todos los objetivos basicos (sin
variables) que se pueden obtener por resolucion usando las clausulas del ppograma
por tanto de todas las formulas atémicas que son consecuencia ldgica de

Algunas veces el modelo minimo de Herbrand no se puede obtener facilmente a simple
vista. Veamos un método recursivo para calcularlo. Para ello utilizaremos el operador de
consecuencias inmediatas, definido de la siguiente manera

foM)=MO{ A/A < By, ....B, y{By ...B} OM}
"A < By, ...,B, es una instancia basica (sin variables) de una clausula del préyrama

El modelo minimo de Herbrand serd el menor punto fijofsdlees decir la menor
solucién de la ecuacida(M) = M, por lo que podemos partir del conjunto vacio y parar
cuando no sea modificado.

Ejemplo :

Sea el siguiente programa légico
P(@)
Q(b) ~
R(c) <
P(X) - Q(x)
R(y) « P(y)

El universo de Herbrand sera: H={a, b,c}
La base de Herbrand sera : B ={ P(a), P(b), P(c), Q(a), Q(b), Q(c), R(a), R(b), R(c) }
Un modelo de Herbrand sera: M ={P(a), P(b), Q(a), Q(b), R(a), R(b), R(c) }

En cambio no lo sera : M’ ={P(a), P(b), Q(a), Q(b), R(a), R(c) }

El modelo de Herbrand minimo lo calculamos, de manera recursiva :
Mo = {}
Mz = fo(Mo) = { P(a), Q(b), R(c) }
Mz = fo(M1) = { P(a), Q(b), R(c), P(b), R(a) }
Ms = fo(M2) = { P(a), Q(b), R(c), P(b), R(a), R(b) }
Ma = fo(Ms) = { P(a), Q(b), R(c), P(b), R(a), R(b) } = Ms

Mp = { P(a), Q(b), R(c), P(b), R(a), R(b) }

Pagina 207



LOGICA DE PRIMER ORDEN

4, PROLOG

El lenguaje Prolog (PROgramacion LOGica), definido por Colmerauer en
1972, es el mejor representante de esta nueva concepcion de la programacién. Los
conceptos basicos de este lenguaje, asi como algunos ejemplosléasos encontrar
en el anexo, por lo que aqui no vamos a extendernos en detalles.

Un sistema Prolog esta basado en un comprobador de teoremas por Resoluciéon
usando cldusulas de Horn, y la estrategia de «Backtracking» (resolucién de entrada
lineal). La Base de Conocimientos de Prolog estara formada por clausulas positivas o
clausulas con cabezhgchosy reglag. Su ejecucion consistira en la introduccion de
una clausula negadaobjetivoque queremos hacer cumplir.

Ejemplo 1:
(poblacién en miles de habitantes y superficie en miles de km.?)

Hechos:
poblacion(alicante,1146).
poblacion(castellon,434).
poblacion(valencia,2068).

superficie(alicante,6).
superficie(castellon,7).
superficie(valencia,11).

Reglas:
densidad(X, Y) :- poblacion(X, P),
superficie(X, S),
Y is P/S.

Pregunta:
?- densidad(alicante, X).

X=191
Pregunta:

?- densidad(X,Y).

X=alicante

Y=191

More (y/n)? vy

X=castellon

Y=62

More (y/n)? y

X=valencia

Y=188

More (y/n)? vy

no
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Ejemplo 2

Programa:

/* factorial(N,F) <- F es el factorial de N */
factorial(0,1).
factorial(N,F) :- N1 is N-1,
factorial(N1,F1),
Fis N*F1.

Pregunta:
?- factorial(4,24).
Yes

Pregunta:
?- factorial(4,F).
F=24

Como resumen final, veamos un cuadro comparativo de las diferentes
notaciones usadas para las férmulas bien formadas del Calculo de Predicados :

I E S e

O(AO-Ng O...0-Nm)

REGLA A N1, Nnb [ A  Ng, oo Ny |ANL o N
O(MNyO..ONm) -, A)

HECHO O (A) {A} A A.

O (=N O...0=Np)

OBJETIVO {-N1, ..., -Nn} “ Np, o N ?2-Ng, o, Np-
-O(Ng O...0ONm)

S. TRABAJOS COMPLEMENTARIOS

1.- Aplicaciones de la Programacién Ldgica.

2.- Implementaciéon en Prolog de los pasos para la obtencion de la Forma
Clausal de una férmula bien formada del Calculo de Predicados.

3.- Estudio de distintas clases de programacién légica: CLP, ...
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6.

LA LOGICA EN LA VIDA

2.

En un cuento de Gordon Dickson, “The Monkey Wrench” unos cientificos consiguen
salvar la vida inutilizando un ordenador. La técnica que emplearon fue decirle a la
maquina: “Tienes que rechazar el enunciado que te estpgmendo, porque todos

los enunciados que yoggongo son incorrectos”.

A uno de los primeros programas de traduccién entre el ruso y el inglés se le

introdujo la frase “el espiritu esta presto, pero la carne es débil”. La tradujo al ruso y

luego al inglés de nuevo, siendo el resultado “el vodka es agradable, pero la carne
esta demasiado blanda”.

Test de Turing? para determinar razonablemente si una maquina piensa: un
ordenador y un humano se ocultan a la vista del interrogador; este debe de tratar de
averiguar cual es el ordenador y cual es el ser humano mediante el planteamiento de
preguntas a cada uno de ellos; el humano respondera a las preguntas sinceramente
tratando de persuadirle de que él es realmente el ser humano y el otro es el
ordenador, y la computadora esta programada para mentir intentando convencer al
interrogador de que es el ser humano y el otro la maquina. Si el interrogador es
incapaz de identificar de una forma definitiva al ser humano real, el ordenador ha
superado la prueba.

La Sala China®: supongamos que tenemos un sistema que pasa la prueba de Turing.
Dicho sistema podria semejarse a un sistema formado por un humano que
Unicamente entiende el castellano encerrado en una habitacién con un libro de reglas.
Mediante una apertura recibe del exterior unas papeletas con simbolos
indescifrables, pero que localizados en el libro de reglas le permiten ejecutar una
serie de instrucciones. La salida final es devuelta al exterior. Visto desde el exterior
este sistema trabaja con oraciones escritas en chino como entrada y produce una
respuesta también en chino. Pero, si el humano no entiende el chino, el libro de
reglas no entiende chino ¢aqui nadie comprende el chino?

“Si el cerebro del ser humano fuera tan sencillo que lo pudiéramos entender,
entoncces seriamos tan estdpidos que tampoco lo entenderiamos”
Jostein Gaarder, “El mundo de Sofia”

2 Descrito por primera vez en el articulo “Computing Machinery and Intelligence” de Alan M.
Turing publicado en 1950 en la revista “Mind”. Reimpreso en "Computation & Intelligence",
Collected Reading editados por George F. Luger, AAAI Press y The MIT P8&ss,

3 Descrito por primera vez en el articulo “Minds, Brains, and Programs” de John R. Searle publicado
en 1980 en la revista “The Behaviorial and Brain Sciences” 3, pag. 417-424.
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PROLOG

En este anexo hacemos una breve exposicién del lenguaje de programacion logica
mas conocido: PROLOG. Con ello pretendemos presentar una aplicacién directa a la
Informatica de los conceptos y mecanismos de la Logica de Primer Orden desarrollados a
lo largo de los temas teéricos. La base de Prolog es la légica clausal, y mas
concretamente las clausulas de Horn, y su forma de ejecucion es el principio de
resolucion. La Programacion Légica trata con relaciones entre objetos. Las relaciones
seran expresadas en forma de hechos y reglas. La ejecucién de un programa consiste en
demostrar que una conclusiéon se deduce de nuestra base de conocimientos realizando
preguntas. Ademas, Prolog ha conseguido incrementar su eficiencia introduciendo
predicados extraldgicos.

creado por Alain Colmerauer y sus colaboradores alrededor de 1970 en la
Universidad de Aix-Marseilfe si bien uno de los principales protagonistas
de su desarrollo y promocién fue Robert Kowdlsite la Universidad de Edimburgh. Las
investigaciones de Kowalski proporcionaron el marco tedrico, mientras que los trabajos de
Colmerauer dieron origen al actual lenguaje de programacioén, construyendo el primer interprete
Prolog. David Warreh de la Universidad de Edimburgh, desarrollé el primer compilador de

E I lenguaje de programacion PROLOG (“PROgrammation en LOGique”) fue
LA\

1 A. ColmerauerLes Systémes-Q, ou un formalisme pouranalyser et synthétiser des phrases sur
ordinateur Internal Report 43, Computer Science Dpt., Université de Montreal, septiembre, 1970.

A. Colmerauer, H. Kanoui, P. Roussel y R. PadgroSysteme de Communication Homme-Machine

en Frangais Groupe de Recherche en Intelligence Artificielle, Université d’Aix-Marseille, 1973.

2 R. Kowalski.Predicate Logic as a Programming Langua® Proc. IFIP, Amsterdam, 1974.

3 D. Warren. The runtime environment for a prolog compiler using a copy algoriffeshnical
Report 83/052, BNY and Stone Brook, New York,983.
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Prolog (WAM — “Warren Abstract Machine”). Se pretendia usar la l6gica formal como base para
un lenguaje de programacién, es decir, era un primer intento de disefiar un lenguaje de
programacion que posibilitara al programador especificar sus problemas en légica. Lo que lo
diferencia de los demas lenguajes de programacion es el énfasis sobre la especificacion del
problema. Es un lenguaje para el procesamiento de informacién simbdlica. PROLOG es una
realizacion aproximada del modelo de computacion de Programacién Légica sobre una maquina
secuencial. Desde luego, no es la Unica realizacién posible, pero si es una buena eleccion practica,
ya que equilibra por un lado la preservacion de las propiedades del modelo abstracto de
Programacion Légica y por el otro lado consigue que la implementacién sea eficiente.

El lenguaje PROLOG juega un importante papel dentro de la Inteligencia Atrtificial, y
se propuso como el lenguaje nativo de las maquinas de la quinta generacion (“Fifth Generation
Kernel Language”, FGKL) que se queria que fueran Sistemas de Procesamiento de Conocimiento.
La expansion y el uso de este lenguaje propicio la apariciéon de la normalizacién del lenguaje
Prolog con la norma ISO (propuesta de junio de 1993).

PROLOG es un lenguaje de programacion para ordenadores que se basa en el lenguaje
de la Logica de Primer Orden y que se utiliza para resolver problemas en los que entran en juego
objetosy relacionesentre ellos. Por ejemplo, cuando decimos “Jorge tiene una moto”, estamos
expresando una relacién entre un objeto (Jorge) y otro objeto en particular (una moto). Mas aun,
estas relaciones tienen un orden especifico (Jorge posee la moto y no al contrario). Por otra parte,
cuando realizamos una pregunta (¢, Tiene Jorge una moto?) lo que estamos haciendo es indagando
acerca de una relacion. Ademas, también solemos usar reglas para describir relaciones: “dos
personas son hermanas si ambas son hembras y tienen los mismos padres”. Como veremos mas
adelante, esto es lo que hacemos en Prolog.

Una de las ventajas de la programacion légica es que se espgadisa tiene que
hacer programacion declarativa y nocémose debe hacepfogramacion imperativa A pesar
de esto, Prolog incluye algunos predicados predefinidos meta-légicos, ajenos al ambito de la
Légica de Primer Orden, (var, nonvar, ==, ...), otros extra-légicos, que tienen un efecto lateral,
(write, get, ...) y un tercer grupo que nos sirven para expresar informacién de control de como
realizar alguna tarea ( el corte, ... ). Por tanto, Prolog ofrece un sistema de programacion practico
gue tiene algunas de las ventajas de claridad y declaratividad que ofreceria un lenguaje de
programacion légica y, al mismo tiempo, nos permite un cierto control y operatividad.

1. PROLOG Y EL LENGUAJE DE LA LOGICA DE PRIMER
ORDEN

La Loégica de Primer Orden analiza las frases sencillas del lenguaje (férmulas atomicas
o elementales) separandolas Bérminosy Predicados Los términos hacen referencia a los
objetos que intervienen y los predicados a las propiedades o relaciones entre estos objetos.
Ademas, dichas formulas atdmicas se pueden combinar medlantetivaspermitiéndonos
construir frases mas complejas (férmulas moleculares).
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1.1. PREDICADOS

Se utilizan para expresar propiedades de los objgteslicados monadicosy
relaciones entre ellopredicados poliadicasEn Prolog los llamaremdsechos Debemos tener
en cuenta que:
e Los nombres de todos los objetos y relaciones deben comenzar con una letra
minuscula.
» Primero se escribe la relacién o propieda@dicado
* Y los objetos se escriben separandolos mediante comas y encerrados entre
paréntesisargumentos
» Alfinal del hecho debe ir un punto.'().

simbolo_de_predicado ( argl, arg2, ..., argn ).

Tanto para los simbolos de predicado como para los argumentos, utilizaremos en Prolog
constantes atémicas.

Ejemplos(ejol.pl ):
/* Predicados monadicos: PROPIEDADES */

I*  mujer(Per) <- Per es una mujer */
mujer(clara).
mujer(chelo).

/¥ hombre(Per) <- Per es un hombre */
hombre(jorge).

hombre(felix).

hombre(borja).

I* moreno(Per) <- Per tiene el pelo de color oscuro */
moreno(jorge).

/* Predicados poliadicos: RELACIONES */

I*  tiene(Per,Obj) <- Per posee el objeto Obj */
tiene(jorge,moto).

I* le_gusta a(X,Y)<-aXlegustaY *
le_gusta_a(clara,jorge).

le_gusta_a(jorge,clara).
le_gusta_a(jorge,informatica).
le_gusta_a(clara,informatica).

I* es_padre_de(Padre,Hijo-a) <- Padre es el padre de Hijo-a */
es_padre_de(felix,borja).
es_padre_de(felix,clara).

I* es_madre_de(Madre,Hijo-a) <- Madre es la madre de Hijo-a */
es_madre_de(chelo,borja).
es_madre_de(chelo, clara).

I* regala(Perl,0bj,Per2) <- Perl regala Obj a Per2 */
regala(jorge, flores, clara).
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1.2. TERMINOS

Los términos pueden seonstantes variables y suponemos definido un dominio no
vacio en el cual toman valores (Universo del Discurso). Para saber cuantos individuos del
universo cumplen una determinada propiedad o relaciantificamodos términos.

Las constantesse utilizan para dar nombre a objetos concretos del dominio, dicho de
otra manera, representan individuos conocidos de nuestro Universo. Ademas, como ya hemos
dicho, las constantes atémicas de Prolog también se utilizan para representar propiedades y
relaciones entre los objetos del dominio. Hay dos clases de constantes:

« Atomos existen tres clases de constantes atémicas:
- Cadenas de letras, digitos y subrayado (_) empezando por letra minuscula.
- Cualquier cadena de caracteres encerrada entre comillas simples ().
- Combinaciones especiales de signos: "?-", ":-", ...

* Nameros se utilizan para representar nimeros de forma que se puedan realizar
operaciones aritméticas. Dependen del ordenador y la implemefitacién
- Enteros en la implementacién de Prolog-2 puede utilizarse cualquier entero
que el intervalo [-2,2%%-1]=[-8.388.608,8.388.607].
- Reales decimales en coma flotante, consistentes en al menos un digito,
opcionalmente un punto decimal y mas digitos, opcionalmente E, un + 0 -y
mas digitos.

Ejemplos de constantes

atomos validos atomos no validos numeros validos  n° no validos
f 2mesas -123 123-

vacio Vacio 1.23 2
juan_perez juan-perez 1.2E3 1.

‘Juan Perez' _juan 1.2E+3 1.2e3

a3b2 352a 1.2E-3 1.2+3

Las variables se utilizan para representar objetos cualesquiera del Universo u objetos
desconocidos en ese momento, es decir, son las incégnitas del problema. Se diferencian de los
atomos en que empiezan siempre con_una letra mayuscula o con el signo de subrayado (). Asi,
deberemos ir con cuidado ya que cualquier identificador que empiece por mayUscula, sera tomado
por Prolog como una variable. Para trabajar con objetos desconocidos cuya identidad no nos
interesa, podemos utilizar \eariable an6nima_). Las variables andnimas no estan compartidas
entre si.

Ejemplos de variables X
Sumando
Primer_factor
_indice
(variable anonima)

4 Los ordenadores, via hardware, resuelven eficientemente el manejo de los nimeros y de las
operaciones aritméticas, por tanto, en la practica, la programacion loégica lo deja en sus manos,
trabajando en una aritmética estandar independiente del lenguaje.
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Una variable estinstanciadacuando existe un objeto determinado representado por
ella. Y estano instanciadacuando todavia no se sabe lo que representa la variable. Prolog no
soporta asignacion destructiva de variables, es decir, cuando una variable es instanciada su
contenido no puede cambiar. Como veremos mas adelante, la manipulacién de datos en la
programacion ldgica se realiza por medio de la unificacion.

Explicitamente Prolog no utiliza los simbolosadntificacion para las variables, pero
implicitamente si que lo estan, dependiendo de stacibn. Las variables que aparecen en los
hechos y las reglas estan cuantificadas universalmente, y las variables que aparecen en las
preguntas estan cuantificadas existencialmente.

Ejempla
le_gusta_a(jorge,X) significa que a Jorge le gustan todas las cosas
?- le_gusta_a(jorge,X) pregunta si existe algo que le guste a Jorge

1.3. CONECTIVAS LOGICAS

Puede que nos interese trabajar con sentencias mas complejas, férmulas moleculares,
que constaran de formulas atémicas combinadas mediante conectivas. Las conectivas que hemos
estudiado en la Légica de Primer Orden smmjuncion disyuncién negacioneimplicacion

La conjuncién, “y”, la representaremos poniendo una coma entre los objeti/gs “
consiste embjetivosseparados que Prolog debe satisfagew,después de otro:

X, Y
Cuando se le da a Prolog una secuencia de objetivos separados por comas, intentara

satisfacerlos por orden, busda objetivos coincidentes en la Base de Conocimiento. Para que se
satisfaga la secuencia se tendran que satisfzaes tos objetivos.

La disyuncion, “0”, tendra éxito si se cumple alguno de los objetivos que la componen.
Se utiliza un punto y coma ;" colocado entre los objetivos:
XY
La disyuncién légica también la podemos representar poniendo cada miembro de la

disyuncién en una clausula aparte, como podemos ver en el efmigjo_de

La negacion “no”, tendra éxito si el objetivX fracasa. No es una verdadera negacion,
en el sentido de la Ldgica, sino unagacion “por fallo”. La representamos con el predicado
predefinidonot o \+:

not(X)o \+X
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La implicacién o condicional, sirve para significar que un hecho depende de un grupo
de otros hechos. En castellano solemos utilizar las palabras “si ... entonces ...". En Prolog se usa
el simbolo “:-" para representar lo que llamamos nexgia:

cabeza_de_la_regla :- cuerpo_de_la_regla.

La cabeza describe el hecho que se intenta definir; el cuerpo describe los objetivos que
deben satisfacerse para que la cabeza sea cierta. Asi, la regla:

C:-0,0, .., Q.
puede ser leida declarativamente como:

“La demostracion de la clausulase sigue de la demostracion de los objet®@Q<,, ..., Q.”
0 procedimentalmente como:

“Para ejecutar el procedimien® se deben llamar para su ejecucion los obje®¥s,,...,Q,."

Otra forma de verla es como una implicacion logica “al revés”:
cuerpo_de_la_regla cabeza_de_la_regla

Un mismo nombre de variable representa el mismo objeto siempre que aparece en la
regla. Asi, cuand se instancia a algin objeto, todasXade dicha regla también se instancian a
ese objeto &mbito de la variabl8.

Por ultimo, daremos una serie de definiciones. Llamarefdosulasde un predicado
tanto a los hechos como a las reglas. Una coleccién de clausulas forma una BASE DE
CONOCIMIENTO o BASE DE CONOCIMIENTOS.

Ejemplos(ej0l.pl ):

/* Conjuncioén de predicados */
le_gusta_a(clara,jorge), le_gusta_a(clara,chocolate).

/* Disyuncion de predicados */
le_gusta_a(clara,jorge); le_gusta_a(jorge,clara).

/* Negacion de predicados  */
not(le_gusta_a(clara,jorge)).
/+ le_gusta_a(clara,jorge).

[* Condicional: REGLAS *
I*  novios(Perl,Per2) <- Perl y Per2 son novios */
novios(X,Y) - le_gusta_a(X,Y),
le_gusta_a(Y,X).

/¥ hermana_de(Perl1,Per2) <- Perl es la hermana de Per2 */
hermana_de(X,Y) :- mujer(X),

es_padre_de(P,X), es_madre_de(M,X),

es_padre_de(P,Y), es_madre_de(M,Y).
/* Ejemplo de disyuncion con ; y con diferentes clausulas: */

/*1. con ; (punto y coma) */
es_hijo_de(X,Y) :- (es_padre_de(Y,X) ; es_madre_de(Y,X)).
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/* 2. con clausulas diferentes: */
es_hijo_de(X,Y) :- es_padre_de(Y,X).
es_hijo_de(X,Y) :- es_madre_de(Y,X).

2. ESTRUCTURA DE UN PROGRAMA

El hecho de programar en Prolog consiste en dar al ordenador un Universo finito en
forma de hechos y reglas, proporcionando los medios para realizar inferencias de un hecho a otro.
A continuacion, si se hacen las preguntas adecuadas, Prolog buscara las respuestas en dicho
Universo y las presentara en la pantalla. La programacioén en Prolog consiste en:

 declarar algunos HECHOS sobre los objetos y sus relaciones,
« definir algunas REGLAS sobre los objetos y sus relaciones, y
* hacer PREGUNTAS sobre los objetos y sus relaciones.

Programa Prolog: Conjunto de afirmacioneshéchosy reglag representando los
conocimientos que poseemos en un determinado dominio o campo de nuestra competencia.

Ejecucién del programa Demostracion de un Teorema en este Universo, es decir,
demostracion de que una conclusion se deduce de las premisas (afirmaciones previas).

Programa Prolog

Base de Conocimientos
+

Motor de Inferencia

Un sistema Prolog esta basado en un comprobador de teoremas por resolucion para
clausulas de HornlLa regla de resolucion no nos dice que clausulas elegir ni que literales unificar
dentro de cada clausula. La estrategia de resolucién particular que utiliza Prolog es una forma de
resoluciéon de entrada lineafarbol de busqueda estandar). Para la busqueda de clausulas
alternativas para satisfacer el mismo objetivo, Prolbgpea una estrategia ggimero hacia
abajo (recorrido del arbol en profundidad). Por todo esto, el orden de las clausulas (hechos y
reglas) de un determinado procedimiento es importante en Prolog, ya que determina el orden en
que las soluciones seran encontradas, e incluso puede conducir a fallos en el programa. Mas
importante es, si cabe, el orden de las metas a alcanzar dentro del cuerpo de una regla.

2.1. PREGUNTAS

Las preguntas, metas u objetivos son las herramientas que tenemos para recuperar la
informacion desde Prolog. Al hacer una pregunta a un programa légico queremos determinar si
esa pregunta esonsecuencia logicdel programa. Prolog considera que todo lo que hay en la
Base de Conocimiento es verdad, y lo que no, es falso. De manera que si Prolog responde “yes”
es que ha podido demostrarlo, y si responde “no” es que no lo ha podido demostrar (no debe
interpretarse como “falso” si no que con lo que Prolog conoce no puede demostrar su veracidad).
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Cuando se dice una pregunta a Prolog, éste efectuara una bisqueda por toda la Base de
Conocimiento intentando encontrar hechos aqaéncidan con la pregunta. Dos hechos
“coinciden” (se pueden unificar) si sus predicados son el mismo (se escriben de igual forma) y si
cada uno de los respectivos argumentos son iguales entre si.

?- simbolo_de_predicado ( arcarg,, ..., arg, ).

Ejemplos(ej0l.pl ):

?- le_gusta_a(clara,jorge).
yes

?- le_gusta_a(jorge,cafe).
no

?
no

capital_de(madrid,espafia).

Cuando a Prolog se leate una pregunta con una variable, dicha variable estara
inicialmente no instanciada. Prolog entonces recorre la Base de Conocimiento en busca de un
hecho queemparejecon la pregunta: los simbolos de predicado y el nimero de argumentos sean
iguales, y emparejen los argumentos. Entonces Prolog hara que la variable se instancie con el
argumento que esté en su misma posicion en el hecho. Prolog realiza la bausqueda por la Base de
Conocimiento en el orden en que se introdujo. Cuando encuentra un hecho que empareje, saca
por pantalla los objetos que representan ahora las variables, y marca el lugar donde lo encontr6.
Prolog queda ahora a la espera de nuevas instrucciones, sacando el mensaje “More (y/n) ?":

- si pulsamos “n"+ €> cesara la bisqueda,
- si pulsamos "y"+&> reanudara la blusqueda comenzando donde habia dejado la
marca; decimos que Prolog esta intentaedatisfaceda pregunta.

Otros compiladores simplemente se quedan a la espera y si pulsamos “;” nos muestran
otra respuesta y si pulsamds><finalizara.

Ejemplos(ej0l.pl ):

?- le_gusta_a(jorge,X).
X=clara

More (y/n)? y
X=informatica

More (y/n)? y

no

La conjuncion y el uso de variables pueden combinarse para hacer preguntas muy
interesantes:

?- le_gusta_a(clara,jorge),le_gusta_a(jorge,cafe).
no

?- le_gusta_a(clara,X),le_gusta_a(jorge,X).
X=informatica

More (y/n)? n

yes

Pagina 218



Anexo A: PROLOG

Hemos buscado algo que le guste tanto a Clara como a Jorge. Para ello, primero
averiguamos si hay algo que le guste a Clara, marcandolo en la Base de Conocimiento e
instanciando la variabl€. Luego, averiguamos si a Jorge le gusta ese ojgtoinstanciado. Si
el segundo objetivo no se satisé, Prolog intentara resatisfacer el primer objetivo. Es importante
recordar que cada objetivo guarda su propio marcador de posicion.

?- le_gusta_a(clara,informatica); le_gusta_a(jorge,cafe).
yes

?- le_gusta_a(clara,cafe); le_gusta_a(jorge,cafe).
no

?- le_gusta_a(clara,X); le_gusta_a(jorge,X).
X=jorge

More (y/n)? vy

X=informatica
More (y/n)? vy
X=clara

More (y/n)? vy
X=informatica
More (y/n)? y
no

?- not(le_gusta_a(clara,jorge)).
no

?- not(le_gusta_a(jorge,cafe)).
yes

?- hermana_de(clara,borja).
yes

?- hermana_de(borja,X).
no

?- hermana_de(clara,X).
X=borja

More (y/n)? n
yes

Ejercicio:

Piensa que ocurriria si a la pregunta de gue si queremos mas soluciones le contestamos
que si. ¢, Cémo lo solucionarias ?

3. SINTAXIS

La sintaxis de un lenguaje describe la forma en la que se nos esta permitido juntar
palabras entre si. Los programas en Prolog se construyen a p&tinighes. Un término es una
constante una variable o unaestructura Todo término se escribe como una secuencia de
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caracteres Para escribir un comentario lo encerraremos entre los signos /* y */ o desde el
simbolo% hasta el final de linea. Asi, Prolog pasa por alto los comentarios, pero los debemos
afiadir a nuestros programas para aclararlos y que el propio programa quede documentado (Ver
apartado 7.ESTILO DE PROGRAMACION EN PROLOG

/* ... comentario ... */
% Comentario de una sola linea
Ejemplo:

/* Esto es un comentario
de mas de una linea */

% mujer(Per) <- Per es una mujer

mujer(clara). % Esto es también comentario
mujer(chelo).

3.1. CARACTERES

Los nombres de constantes y variables se construyen a partir de cadenas de caracteres.
Prolog reconoce dos tipos de caracteres:

* Imprimibles hacen que aparezca un determinado signo en la pantalla del ordenador. Se
dividen en cuatro categorias:
letras mayusculaA, B, C, D, E, F,G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, Q,R, S, T, U, V, W,
X, Y, Z
letras mindsculasa, b, c,d, e, f, g, h,i,j,k, I, m,n,0,p,q,r,s,tuv,w,XY, z
digitos numéricas, 1, 2, 3, 4, , 9.
signos 1"#$5% &' N{}[]_@+*;:<>,.?
*  No imprimibles no aparecen en forma de signo en la pantalla, pero realizan una determinada
accion: nueva linea, retorno de carro, ...

Cada caracter tiene un entero entre 0 y 127 asociado a él, este es su cddigo ASCII
("American Standard Code for Information Interchange”).

3.2. ESTRUCTURAS

Unaestructura es un Unico objeto que se compone de uneccidn de otros objetos,
llamados componentes, lo que facilita su tratamiento. Una estructura se escribe en Prolog
especificando smombre y suscomponented_as componentes estan encerradas entre paréntesis
y separadas por comas; el nombre se escribe justo antes de abrir el paréntesis:

nombre ( comp comp, ..., COMP)
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Por ejemplo, podemos tener una estructura con el nombre libro, que tiene tres
componentes: titulo, autor y afio de edicion. A su vez el autor puede ser una estructura con dos
componentes: nombre y apellido:

libro(logica_informatica, autor(jose, cuena), 1985)

Como se puede ver, en Prolog, la sintaxis para las estructuras es la misma que para los
hechos. Como podras comprobar cuando trabajes méas a fondo en Prolog, hay muchas ventajas en
representar incluso los mismos programas Prolog como estructuras.

3.3. OPERADORES

En Prolog estan predefinidos loperadores aritméticosy relacionalestipicos, con la
precedencia habitual entre ellos:

mod
*

= \= =< >= < >

Para poder leer expresiones que contengan operadores necesitamos conocer los
siguientes atributos:

* POSICION: Prefijo: el operador va delante de sus argumentos.
Infijo: el operador se escribe entre los argumentos.
Postfijo el operador se escribe detrds de sus argumentos.

* PRECEDENCIA: Nos indica el orden en que se realizan las operaciones. El
operador mas prioritario tendra una precedencia 1 y el menos,
1201 (depende de la implementacion).

*ASOCIATIVIDAD: Sirve para quitar la ambigledad en las expresiones en las que hay
dos operadores, uno a cada lado del argumento, que tienen la
misma precedencia.

Para conocer las propiedades de los operadores ya definidos podemos utilizar el
predicado predefinido:
current_op(Pecedencia, Especiidor, Nombre)

donde: Precedencias un entero indicando la clase decgdencia,

Especificadores un dtomo indicando la posicion y la asociatividad, y
Nombrees un atomo indicando el nombre que queremos que tenga el operador.
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Operador Simbolo Precedencia | Especificador
Potencia NG EE 200 xfx
Producto * 400 yfx
Division / 400 yix
Division entera [ 400 yfx
Resto divisién enterg mod 400 yix
Suma + 500 yfx
Signo positivo + 500 fx
Resta - 500 yfx
Signo negativo - 500 fx
Igualdad = 700 xfx
Distinto = 700 xfx
Menor que < 700 xfx
Menor o igual que =< 700 xfx
Mayor que > 700 xfx
Mayor o igual que >= 700 xfx
Evaluacion aritmética is 700 xfx

Tabla 1: Operadores aritméticos y relacionales predefinidos en SWI-Prolog

Para la posicion-asociatividad utilizamos atomos especiales del tipo:

xfx xfy yfy yfx xf yf fx fy
gue nos ayudan a ver el uso del posible operador, represefitahdperadorx un argumento
indicando que cualquier operador del argumento debe tener una claseeadelepcia
estrictamente menor que este operadoly @n argumento indicando que puede contener
operadores de la misma clase de precedencia o menor.

Ejemplo

El operador - declarado como yfx determina que la expresion a - b - ¢ sea interpretada
como (a-b)-c,ynocomo a- (b-c) yaque la x tras la fexige que el argumento que va tras el
primer - contenga un operador de precedencia estrictamente menor:

7-3-2 ‘::(7-3)-2=4-2=2 correcta
7-(3-2)=7-1=6 incorrecta

Gréaficamente seria:

correcta incorrecta
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Si queremos declarar en Prolog un nuevo operador que sea reconocido por el sistema
con una posicion, clase de precedencia y asociatividad determinadas, utilizaremos el predicado
predefinidoop, cuya sintaxis es:

?- op(Precedencia,Especifidor,Nombre).

Al trabajar con expresiones aritméticas y relacionales, los argumentos de estas
estructuras deben ser constantes numéricas o variables instanciadas a constantes numéricas.

Ejemplo(ejo2.pl ):

I*  horoscopo(Signo,Dialni,MesIni,DiaFin,MesFin) <-
pertenecen al signo del horoscopo Signo los nacidos
entre el Dialni del Mesini y el DiaFin del MesFin */

horoscopo(aries,21,3,21,4).

horoscopo(tauro,21,4,21,5).

horoscopo(geminis,21,5,21,6).

horoscopo(cancer,21,6,21,7).

horoscopo(leo,21,7,21,8).

horoscopo(virgo,21,8,21,9).

horoscopo(libra,21,9,21,10).

horoscopo(escorpio,21,10,21,11).

horoscopo(sagitario,21,11,21,12).

horoscopo(capricornio,21,12,21,1).

horoscopo(acuario,21,1,21,2).

horoscopo(piscis,21,2,21,3).

I*  signo(Dia,Mes, Signo) <- los nacidos el Dia de Mes pertenecen al
signo del zodiaco Signo */
signo(Dia,Mes,Signo) :- horoscopo(Signo,D1,M1,D2,M2),
((Mes=M1, Dia>=D1) ; ( Mes=M2, Dia=<D2) ).

?- signo(8, 5, tauro).
yes

?- signo(7, 8, acuario).
no

?- signo(7, 8, Signo).

Signo=leo
More (y/n)? vy
no
Ejercicio:

Piensa qué ocurrira si preguntamos ?- signo(7,X,Signo)
Y si preguntamos ?- signo(X,7,Signo) . ¢ Porqué ?

El ejemplo contesta afirmativamente a preguntas del tipo ?- signo(74,4,tauro)
Modifica el ejemplo para que trabaje con el nimero de dias correcto para cada mes.
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Los operadores no hacen que se efectle ningun tipo de operacion aritmética. El
predicado de evaluacion es el operador infijo

XisY
donde: Y es un término que se interpreta como una expresion aritmética, con todos sus
valores instanciados.
X puede ser una variable o una constante numeérica.

Ejemplo(ej03.pl ):

/¥ poblacion(Prov,Pob) <- la poblacion, en miles de habitantes,

de la provincia Prov es Pob */
poblacion(alicante,1149).
poblacion(castellon,432).
poblacion(valencia,2066).
I*  superficie(Prov,Sup) <- la superficie, en miles de km 2 dela
provincia Prov es Sup */

superficie(alicante,6).
superficie(castellon,7).
superficie(valencia,11).

I* densidad(Prov,Den) <- la densidad de poblacion, habitantes/km ,
de la provincia Prov es Den */
densidad(X,Y) :- poblacion(X,P),
superficie(X,S),
Y is P/S.

?- densidad(alicante, X).
X=191'500

?- 6=4+2.
no

?- 6is 4+2.
yes

?- N=4+2.
N=4+2

?- Nis 4+2.
N=6

?- Nis N+1.
no

?- N=4, Nis 4+1.
no

4. ESTRUCTURAS DE DATOS

4.1. ARBOLES

Es mas facil entender la forma de una estructura complicada si la escribimos como un
arbol en el que el nombre es un nodo y los componentes son las ramas.
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Ejempla libro(titulo(prolog), autores(clocksin, mellish))

libro

N\

prolog clocksin mellish

4.2. LISTAS

Las listas son unas estructuras de datos muy comunes en la programacién no numérica.
Una lista es una secuencia ordenada de elementos que puede tener cualquier longitud. Los
elementos de una lista pueden ser cualquier término (constantes, variables, estructuras) u otras
listas.

Las listas pueden representarse como un tipo especial de arbol. Una lista puede
definirse recursivamente como:
* unalista vacia [], sin elementos, o
* una estructura con dos componentes:
cabeza primer argumento
cola segundo argumento, es decir, el resto de la lista.

El final de una lista se suele representar como una cola que contiene la lista vacia. La
cabeza y la cola de una lista son pomentes de una estructura cuyo nombre”es “

Ejemplo

La lista que contiene un solo elemento a es

(a )
y la lista de tres elementos [a, b, c] podria escribirse
~(a . (b, . (c,1)))
siempre terminando con la lista vacia.
a 1 a N
b PN
c 1
En Prolog utilizaremos una notacién mas sencilla de las listas que dispone a los

elementos de la misma separados por comas, y toda la lista encerrada entre corchetes. Asi, las
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listas anteriores quedarian coifad y [a, b, c], que es un tipo de notacion mas manejable.
Existe, tambien, una notacion especial en Prolog para representar la lista corXdalemanto)

y colay (lista):

[X]Y]
Ejemplos
Lista Cabeza (elemento) Cola (lista)
[a b, c] a [b, c]
[a] a []
[] (no tiene) (no tiene)
[ [el, gato], maullo] [el, gato] [maullo]
[el, [gato, maullo] ] el [ [gato, maullo] ]
[el, [gato, maullo], ayer] el [ [gato, maullo], ayer]
[X+Y, x+y] X+Y [x+y]

Disefio de procedimientos de manejo de listas:

Vamos a utilizar la técnica definamientos sucesivgmra el disefio de procedimientos
de manejo de listas. Como no sabemos de antemano el tamafio de las listas deberemos utilizar la
recursividad para recorrer las listas.

Ejemplo

Procedimiento miembro que comprueba si un determinado elemento pertenece a una
lista.

Esquema de la relacion:
miembro(Elem, Lista) <- el término Elem pertenece a la lista Lista
Definicion intuitiva:
Una determinada carta est4 en un mazo de cartas si es la primera o si esta en el resto
del mazo.
12 aproximacion: traduccioén literal
miembro(E,L) :- L=[X]|Y]), X=E.
miembro(E,L) :- L=[X]|Y]), miembro(E,Y).
22 aproximacion: recogida de parametros
miembro(E,[X]Y]) :- X=E.
miembro(E,[X]|Y]) :- miembro(E,Y).
32 aproximacion: unificacion de variables

miembro(X,[X]Y]).
miembro(E,[X]Y]) :- miembro(E,Y).
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42 aproximacion: ahorro de espacio en memoria (variable anénima)

miembro(X,[X|_])-
miembro(X,[_]Y]) :- miembro(X,Y).

Operaciones con listagj04.pl )

I* miembro(Elem,Lista) <- el término Elem pertenece a la lista Lista
miembro(X,[X|_]).
miembro(X,[_|Y]) :- miembro(X,Y).

I* nel(Lista,N) <- el numero de elementos de la lista Lista es N
nel([],0).
nel([_|YLN) :- nel(Y,M),

N is M+1.

I* es_lista(Lista) <- Lista es una lista */
es_lista([]).

es_lista([_|_)).

I* concatena(L1,L2,L3) <- concatenacion de las listas L1y L2

dando lugar a la lista L3 */

concatena([],L,L).
concatena([X|L1],L2,[X|L3]) :- concatena(L1,L2,L3).

/*  ultimo(Elem,Lista) <- Elem es el ultimo elemento de la lista Lista
ultimo(X,[X]).
ultimo(X,[_]Y]) :- ultimo(X,Y).

I* inversa(Lista,Inver) <- Inver es la inversa de la lista Lista
inversa((],[)-
inversa([X|Y],L) :- inversa(Y,Z),

concatena(Z,[X],L).

I*  borrar(Elem,L1,L2) <- se borra el elemento Elem de la lista L1
obteniendose la lista L2 */

borrar(X,[X|Y],Y).

borrar(X,[Z|L],[Z|M]) :- borrar(X,L,M).

I*  subconjunto(L1,L2) <- la lista L1 es un subconjunto de la lista L2
subconjunto([],_)-
subconjunto([X|Y],Z) :- miembro(X,2),

subconjunto(Y,Z).

I* insertar(Elem,L1,L2) <- se inserta el elemento Elem en la lista L1

obteniendose la lista L2 */

insertar(E,L,[E|L]).
insertar(E,[X|Y],[X|Z]) :- insertar(E,Y,Z).

I*  permutacion(L1,L2) <- la lista L2 es una permutacion de la lista L1
permutacion([],[])-
permutacion([X|Y],2) :- permutacion(Y,L),

insertar(X,L,2).

Preguntas

*
*
*
*
*
*
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?- miembro(d,[a,b,c,d,e]).
yes

?
no

miembro(d,[a,b,c,[d,e]]).

?
no

miembro(d,[a,b,c]).

?- miembro(E,[a,b]).

E=a

More (y/n)? y
E=b

More (y/n)? y
no

?- nel([a,b,[c,d],e],N).

?- es_lista([a,b,[c,d].€]).
yes

?- concatena([a,b,c],[d,e],L).
L=[a,b,c,d,e]

?- concatena([a,b,c],L,[a,b,c,d,e]).
L=[d,e]

?- concatena(L1,L2,[a,b]).
L1=[], L2=[a,b]

More (y/n)? y

L1=[a], L2=[b]

More (y/n)? y
L1=[a,b], L2=]]

More (y/n)? vy

no

Ejercicios

1.- Comprueba el funcionamiento de las restantes operaciones con listas y prueba con
diferentes tipos de ejemplos.

2.- Escribe un procedimiento que obtenga el elemento que ocupa la posicién n de una
lista o la posicion que ocupa el elemento e:

?- elemento(E,3,[a,b,c,d]).

E=c

?- elemento(c,N,[a,b,c,d]).
N=3

3.- Modifica el procedimiento borrar para que borre el elemento que ocupa la posicion n
de la lista:

?- borrar(3,[a,b,c,d],L).

L=[a,b,d]
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5. ESTRUCTURAS DE CONTROL

5.1. RECURSION

Las definiciones recursivas se encuentran frecuentemente en los programas Prolog.
Fijémonos en como algunos predicados de manejo de listas vistos en el punto anterior estan
definidos recursivamente es decir, el cuerpo de la clausula se llama a si mismo. En la
recursividad debemos tener cuidado en que se cumplan las “condiciones de limite” (punto de
parada cuando utilizamos recursividad). Podemos observar que en la llamada de la clausula
recursiva al menos uno de los argumentesen decrece, para @sider unificar en un momento
dado con la clausula de la condicion de parada.

Ejempla

Procedimiento que calcula el numero de elementos de una lista:

= Condicion de parada: lista vacia
nel([],0).

= Evolucién de los parametros: lista con un elemento menos
nel([_|YLN) :- nel(Y,M), N is M+1.

En la recursion encontramos dos partes:

» la primera parte en la que descendemos y construimos el arbol hasta encontrar el
valor que unifica con la condicién de parada

e una segunda parte en la que ascendemos por el arbol asignando valores a las
variables que teniamos pendientes en las sucesivas llamadas.

Ejempla

?- nel([a,[b,c],d],N).

2- nel([b,c],d,M ).

N=M+1=3

ﬁi 2 nel[dM ).
M=M+1=2

ﬁi ?- nelM  3).
M=M+1=1
L M=0

N=3
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?- trace,nel([a,[b,c],d],N),notrace.

Call: ( 6) nel([a, [b, c], d], _G309) ? creep

Call: ( 7) nel([[b, c], d], _L104) ? creep

Call: ( 8) nel([d], _L117) ? creep

Call: ( 9) nel([], _L130) ? creep

Exit: ( 9) nel([], 0) ? creep
ACall: (19)_L117is0+ 1 ? creep
NExit: (9)1is0+1?creep

Exit: ( 8) nel([d], 1) ? creep
ACall: ( 8)_L104is1+1?creep
NExit: ( 8)2is1+17?creep

Exit: ( 7) nel([[b, c], d], 2) ? creep
ACall: (1 7)_G309is2+1?creep
NEXxit: (1 7)3is2+17?creep

Exit: ( 6) nel([a, [b, c], d], 3) ? creep

N=3
Yes

?- trace(nel),nel([a,[b,c],d],N).
nel/2: call redo exit fail

T Call: ( 7) nel([a, [b, ], d], _G292)

T Call: ( 8) nel([[b, c], d], _L241)

T Call: ( 9) nel([d], _L254)

T Call: (10) nel([], _L267)

T Exit: (10) nel([], 0)

T Exit: ( 9) nel([d], 1)

T Exit: ( 8) nel([[b, c], d], 2)

T Exit: ( 7) nel([a, [b, c], d], 3)

N=3
Yes

Deberemos tener cuidado de no escribiursiones circularegentrada en un bucle que
no terminaria nunca) y de evitarrkcursion a izquierdagcuando una regla llama a un objetivo
gue es esencialmente equivalente al objetivo original), que causarian que Prolog no terminara
nunca.

Recursién circular:

padre(X,Y) :- hijo(Y,X).
hijo(A,B) :- padre(B,A).

Recursién a izquierdas:

persona(X) :- persona(Y), madre(X,Y).
persona(adan).

5.2. UNIFICACION

La unificacién (“matching”) aplicada junto con leegla de resoluciéres lo que nos
permite obtener respuestas a las preguntas formuladas a un programa légico. La unificacion
constituye uno de los@aanismos esenciales de Prolog, y consiste en buscar instancias comunes a
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dos atomos, uno de los cuales esta en lazzabde una clausula y el otro en el cuerpo de otra
clausula. Prolog intentara hacerlos coincidimificarlos) mediante las siguientes reglas:

» Una variable puede instanciarse con cualquier tipo de término, y naturalmente con
otra variable. SK es una variable no instanciada, yyssta instanciada a cualquier
término, entonceX e Y son iguales, YK quedarédinstanciadaa lo que valgay. Si
ambas estan no instanciadas, el objetivo se satisface y las dos variables quedan
compartidagcuando una de ellas quede instanciada también lo hara la otra).

* Los numeros y los dtomos so6lo seran iguales a si mismos. Evidentemente, también
se pueden instanciar con una variable.

» Dos estructuras son iguales si tienen el mismo nombre y el mismo numero de
argumentos, y todos y cada uno de estos argumentos son unificables.

El predicado de igualdad (=) es un operador infijo que intentara unificar ambas
expresiones. Un objetivo con el predicado no igual (\=) se satisface si el = fracasa, y fracasa si el
= se satisface.

Ejemplos
?- X=juan, X=Y. ?- amigo(pepe,juan)=Y.
X=juan, Y=juan Y=amigo(pepe,juan)
?- X=Y, X=juan. ?- 9\=8.
X=juan, Y=juan yes
?- juan=juan. ?- letra(C)=palabra(C).
yes no
?- juan=pepe. ?- 'juan'sjuan.
no yes
?- 1024=1024.
yes ?- “juan’sjuan.
no
?- amigo(pepe,juan)=amigo(pepe,X). ?- (X, Y)=f(A).
X=juan no

5.3. REEVALUACION

La reevaluacion (“backtracking” ovuelta atra$ consiste en volver a mirar lo que se ha
hecho e intentar resatisfacer los objetivos mdcauna forma alternativa deaderlo. Si se
quieren obtener mas de una respuesta a una pregunta dada, puede iniciarse la reevaluacion
pulsando la teclay= cuando Prologcaba de dar una solucién y pregunta «More (y/n) ?», con lo
que se pone en marcha el procesgateeracion de soluciones multiples

Vamos a ver dos conceptos ya utilizados y relacionados directamente con la
reevaluacion:
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» Satisfacerun objetivo: cuando Prolog intenta saitdr un objetivo, busca en la Base de
Conocimiento desde su comienzo, y:

- si encuentra un hecho o la cabeza de una regla que pueda unificar con el objetivo,
marca el lugar en la base de Conocimiento e instancia todas las variables previamente
no instanciadas que coincidan. Si es una regla lo encontrado, intentara satisfacer los
subobjetivos del cuerpo de dicha regla.

- si no encuentra ninguiin hecho o cabeza de regla que unifique, el objefaliada e
intentaremos resatisfacer el objetivo anterior.

* Resatisfacenn objetivo: Prolog intentara resatisfacer cada de los subobjetivos por orden
inverso, para ello intentara encontrar una clausula alternativa para el objetivo, en cuyo caso,
se dejan sin instanciar todas las variables instanciadas al elegir la clausula previa. La
busqueda la empezamos deddede habiamos dejado el marcador de posicion del objetivo.

Ejemplo(ej05.pl  ):

I*  animal(Anim) <- Anim es un animal */
animal(mono).

animal(arafia).

animal(mosca).

animal(cocodrilo).

I* gusta(X,Y) <-a X le gusta Y */
gusta(mono,banana).

gusta(arafia,mosca).

gusta(arafia,hormiga).

gusta(cocodrilo,X) :- animal(X).
gusta(mosca,espejo).

I*  regalo(X,Y) <- Y es un buen regalo para X */
regalo(X,Y) :- animal(X), gusta(X,Y).

?- regalo(X,Y).
X=mono, Y=banana
More (y/n)? y

X=arafia, Y=mosca
More (y/n)? y

X=arafia, Y=hormiga
More (y/n)? y

X=mosca, Y=espejo
More (y/n)? y

X=cocodrilo, Y=mono
More (y/n)? y

X=cocodrilo, Y=arafia
More (y/n)? y
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X=cocodrilo, Y=mosca
More (y/n)? vy

X=cocodrilo, Y=cocodrilo
More (y/n)? vy
no

Ejercicio:

Alterar el orden de los hechos de la base de conocimientos anterior, afiadir nuevos
hechos y/o reglas y estudiar como se van generando las sucesivas respuestas. Intenta entender
por qué Prolog genera estas respuestas y en este determinado orden. Te puede ayudar si activas
la opcién de traza mediante el predicado predefinido trace, lo que te permitira ir viendo los pasos
gue sigue prolog para obtener las distintas respuestas.

5.4. EL CORTE

El corte permite decirle a Prolog cuales son las opciones previas que no hace falta que
vuelva a considerar en un posible proceso de reevaluacion. Es un mecanismo muy delicado, y que
puede marcar la diferencia entre un programa que funcione y uno que no funcione. Su utilidad
vienen dada por:

- Optimizacién del tiempo de ejecucion: no malgadtatiempo intentando satsfer
objetivos que de antemano sabemos que nunca contribuiran a una solucién.

- Optimizacién de memoria: al no tener que regigitartos de reevaluaciéon para un
examen posterior.

El corte se representa por el objetivo “I” que se satisface inmediatamente y no puede
resatisfacerse de nuevo. Es decir, se convierte en una valla que impide que la reevaluacion la
atraviese en su vuelta hacia atras, convirtiendo acésiblesados los marcadores de las metas
que se encuentran a su izquierda.

Se trata de una impureza en lo referente al control. Esto es, el control en Prolog es fijo y
viene dado de forma automatica por la implementacién del lenguaje: recursion, unificacién y
reevaluacion automatica. De esta manera Prolog nos proporciona la ventaja de centrarnos en los
aspectos légicos de la solucién, sin necesidad de considerar aspectos del control. Ademas, el corte
puede conducirnos a programas dificiles de leer y validar.

Los usos comunes del corte se pueden dividir en tres areas segun la intencién con la que
lo hayamos colocado:
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1).- CONFIRMACION DE LA ELECCION DE UNA REGLA: se informa a Prolog que
va por buen camino, por tanto, si ha pasado el corte ha encontrado la regla correcta para resolver
el objetivo. Si las metas siguientes fracasan, debera fracasar el objetivo. El uso del corte con esta
finalidad es semejante a simular un “if-then-else” entonceg sinod ):

a:-b, ! c.
a:-d.

que expresado sin utilizar el corte quedaria:
a:-b,c.
a :- not(b), d.

en la cual puede que Prolog acabe intethdasatisicerb dos veces. Asi, debemos sopesar las
ventajas de un programa claro sin cortes frente a uno que sea mas rapido.

Ejemplo(ej06.pl ):

/¥ sumatorio(Num,Sum) <- Sum es el sumatorio desde 1 hasta Num */
sumatorio(1,1) :- L.
sumatorio(N,S) :- N1 is N-1,

sumatorio(N1,S1),

Sis N+S1.

Ejercicio:

Estudia que ocurriria si no hubiésemos puesto el corte en la primera clausula.

2).- ADVERTENCIA DE QUE SE VA POR MAL CAMINO: se informa a Prolog que
haga fracasar el objetivo sin intentar encontrar soluciones alternativas. Se utiliza en combinacién
con el predicado de fallail, el cual siempre fracasa como objetivo, lo que hace que se
desencadene el proceso de reevaluacion.

3).- TERMINACION DE LA GENERACION DE SOLUCIONES MULTIPLES: se
informa a Prolog que deseamos finalizar la generacion de soluciones alternativas mediante
reevaluacion.

Ejemplo(ej06.pl ):

/*  natural(Num) <- Num es un numero perteneciente a los Naturales */
natural(0).
natural(X) :- natural(Y),

Xis Y+1.

I*  diventera(Dividendo,Divisor,Cociente) <- Cociente es el resultado
de la division entera de Dividendo entre Divisor */
diventera(A,B,C) :- natural(C),
Y1is C*B,
Y2 is (C+1)*B,
Y1=<AY2>A !

Este programa Prolog va generando nimeros naturales hasta enco@trareucumpla

la condicion:
B*C < A < B¥(C+1)
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siendoA el dividendo yB el divisor de la division. La reglaatural va generando infinitos
numeros naturales, pero sélo uno de ellos es el que nos interesa y sera el que pase la condicion.
Asi, el corte al final de la regla impide que en un posible proceso de reevaluacién entremos en un
bucle infinito: hemos encontrado la Unica soluciéon y no hay ninguna razén para volver a buscar
otra.

Discusién del "corte"

Mientras que un corte puede ser inofensivo, o incluso beneficioso, cuando se utiliza una
regla de una forma dada, el mismo corte puede provocar un comportamiento extrafio si la regla se
utiliza de otra forma. Asi, el siguiente predicadi®§.pl ):

/* concatena(L1,L2,L3) <- concatenacion de las listas L1y L2
dando lugar a la lista L3 */

concatena([],L,L) :- !.

concatena([X|L1],L2,[X|L3]) :- concatena(L1,L2,L3).

cuando consideramos objetivos de la forma
?- concatena([a,b,c],[d,e],X).
X=[a,b,c,d,e]
?- concatena([a,b,c],X,[a,b,c,d,e]).
X=[d,e]
el corte resulta muy adecuado, pero si tenemos el objetivo
?- concatena(X,Y,[a,b,c]).
X=[], Y=[a,b,c]
More (y/n)? y
no
ante la peticion de nuevas soluciones, la respuesta es no, aunque de hecho existan otras posibles
soluciones a la pregunta.

La conclusion seria que si se introducen cortes para obtener un comportamiento
correcto cuando los objetivos son de una forma, no hay garantia de que los resultados sean
razonables si empiezan a aparecer objetivos de otra forma. Sélo es posible utilizar el corte de una
forma fiable si se tiene una vision clara de cémo se van a utilizar las reglas.

Ejemplos de uso del cortejQ6.pl ):

I*  borrar(Elem,L1,L.2) <- L2 es la lista resultado de borrar todas las
ocurrencias del elemento Elem de la lista L1 */
borrar(_,[1,0)-

borrar(E,[E|L1],L2) :- !, borrar(E,L1,L2).
borrar(E,[A|L1],[A[L2]) :- borrar(E,L1,L2).

I*  sust(E1,E2,L1,L2) <- L2 es la lista resultado de sustituir en la lista
L1 todas las ocurrencias del elemento E1 por E2 */
sust(_,_,[.0)-

sust(EL,E2,[E1|L1],[E2|L2]) - !, sust(E1,E2,L1,L2).
sust(E1,E2,[Y|L1],[Y|L2]) :- sust(E1,E2,L1,L2).

/* union(L1,L2,L3) <- L3 es la lista-conjunto unién de las
listas-conjuntos L1y L2 */
union([],L,L).
union([X|L1],L2,L3) :- miembro(X,L2), !,
union(L1,L2,L3).
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union([X|L1],L2,[X]|L3]) :- union(L1,L2,L3).

?- borrar(a,[a,b,c,d,a,b,a,d],L).
L=[b,c,d,b,d]

?- sust(a,b,[a,b,c,d,a,b],L).
L=[b,b,c,d,b,b]

?- union([a,b,c],[a,d,f,b],L).
L=[c,a,d,f,b]

6. PREDICADOS DE ENTRADA'Y SALIDA

Vamos a introducir una nueva ampliacién sobre Prolog que no tiene nada que ver con
la légica. Hasta ahora, el Unico modo de comunicar informaciddesdeProlog es a través del
proceso de unificacién entre nuestras preguntas y las clausulas del programa. Pero puede que
estemos interesados en una mayor interaccion entre programa y usuariodacepteadas del
usuario y presentando salidas al mismo. Asi,eagarlos predicados de Entrada/Salida, que para
mantener la consistencia del sistema cumplen:

- se evaluan siempre a verdad

- nunca se pueden resatisfacer: la reevaluacion continua hacia la izquierda

- tiene unefecto lateral(efecto no légico durante su ejecucion): entrada o salida de un

caracter, término, ...

6.1. LECTURA Y ESCRITURA DE TERMINOS

Escritura de términos

Si X esté instanciada a un término, lo saca por pantalla.
write(X) Si X no esta instanciada, se sacara por pantalla una variable numefada de
forma Unica (por ejemplo69).

Nueva Linea: la salida posterior se presenta en la siguiente lined de la

nl
pantalla.

tab(X) Desplaza el cursor a la dereckaspaciosX debe estar instanciada ajun
entero.

display(X) Se comporta comwrite, excepto que pasa por alto cualquier declargcion

de operadores que se haya hecho.

Lectura de términos

Lee el siguiente término que se teclee desde el ordenador. Debe ir peguido
read(X) de un punto y un "rgtorno de c.arro". Instan)éial término lefdo, sX no

estaba instanciada. Risi que esta instanciada, los comparara y se satigfara o
fracasara dependido del éxito de la comparacion.
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Ejemplos €j07.pl ):

I* ibl(L) <- imprime la lista L de forma bonita, es decir
saca por pantalla los elementos de la lista
separados por un espacio y terminado en salto

de linea */
ibl([]) :- nl.
ibI([X]Y]) - write(X),
tab(1),
ibl(Y).

/* Diferencia entre write, display e ibl */
?- write(8+5*6), nl, display(8+5*6).
8+5*6

+(8,%(5.6))

yes

?- write(8*5+6), nl, display(8*5+6).
8*5+6

+(*(8,5),6)

yes

?- X=[esto,es,una,lista],write(X),nl,display(X),nl,ibl(X).
[esto,es,una,lista]

.(esto,.(es,.(una,.(lista,[]))))

esto es una lista

yes

6.2. LECTURA Y ESCRITURA DE CARACTERES

El caracter es la unidad mas pequefia que se puede leer y escribir. Prolog trata a los
caracteres en forma de enteros correspondientes a su codigo ASCII.

Escritura de caracteres

Si X estéa instanciada a un entero entre 0..28& por pantalla el caracfer
put(X) correspondiente a ese cddigo ASCII.
Si X no esta instanciada o no es entero, error.

Lectura de caracteres

Lee caracteres desde el teclado, instanciakd@l primer caracte
get(X) imprimible que se teclee. SK ya estd instanciada, los compajara
satisfaciéndose odtasado.

=

get0(X) Igual que el anterior, sin importarle el tipo de caracter tecleado.
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Ejemplos(ej07.pl ):

I* escribe_cadena(L) <- escribe en pantalla la lista L de
cédigos ASCII en forma de cadena de
caracteres */

escribe_cadena([]).

escribe_cadena([X|Y]) :- put(X),
escribe_cadena(Y).

?- escribe_cadena([80,114,111,108,111,103)).
Prolog
yes

2- put(80),put(114),put(111),put(108),put(111),put(103).

Prolog
yes

6.3. LECTURA Y ESCRITURA EN FICHEROS

Existe un fichero predefinido llamadgser Al leer de este fichero se hace que la
informacién de entrada venga desde el teclado, y al escribir, se hace que los caracteres aparezcan
en la pantalla. Este el modo normal de funcionamiento. Pero pueden escribirse términos y
caracteres sobre ficheros utilizando los mismos predicados gaeaban de ver. La Unica
diferencia es que cuando queramos escribir o leer en un fichero debemos cawdal de
salida activoo elcanal de entrada activaespectivamente.

Posiblemente queramos leer y escribir sobre ficheros almacenados en discos
magnéticos. Cada uno de estos tendraambre de fichergue utilizamos para identificarlo. En
Prolog los nombres de ficheros se representan como atomos. Los ficheros tienen una longitud
determinada, es decir, contienen un cierto nimero de caracteres. Al final del fichero, hay una
marca especial din de fichero.Cuando la entrada viene del teclado, puede generarse un fin de
fichero tecleando el caracter de control ASCIl 26 o control-Z. Se pueden tener abiertos varios
ficheros, si conmutamos el canal de salida activo sin cerradlos §, permitiéndonos escribir
sobre ellos en varios momentos diferentes, sin destruir lo escrito previamente.

Escritura sobre ficheros

Si X esta instanciada al nombre de un fichero, cambia el canal de]salida
tell(X) activo. Crea un nuevo fichero con ese nombre.
Si X no estéd instanciada o no es un nombre de fichero, producira un ¢rror.
SiX no esta instanciada, la instanciara al nombre del fichero que es ¢l canal
de salida activo.

telling(X . . . . . .
9(X) Si X esta instanciada, se satisface si es el nombre del fichero acfual de
salida.
told Cierra el fichero para escritura, y dirige la salida hacia la pantalla.
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Lectura de ficheros
Si X esta instanciada al nombre de un fichero, cambia el canal de ¢ntrada
see(X) activo al fichero especificado. La primera vez que se satisface, el fichero
pasa a estar abierto y empezamos al comienzo del fichero.
Si X no esta instanciada o no es un nombre de fichero, producira un ¢rror.
SiX no esta instanciada, la instanciara al nombre del fichero que es ¢l canal
seeing(X) de_entradrfl activo. . . i
Si X esta instanciada, se satisface si es el nombre del fichero acjual de
entrada.
seen Cierra el fichero para lectura, y dirige la entrada hacia el teclado.
Ejemplos

/* Secuencia normal de escritura */
..., tell(fichero), write(X), told, ...

/* Conmutacion de ficheros */
..., tell(fichero), write(A), tell(user), write(B),
tell(fichero), write(C), told.

/* Secuencia normal de lectura */
..., see(fichero), read(X), seen, ...

1. PROGRAMACION EN PROLOG

7.1 ENTORNO DE TRABAJO

En Prolog los ficheros se utilizan principalmente para almacenar programas y no
perderlos al apagar el ordenador. Si tenemos el texto de un programa en un fichero, podemos leer
todas las clausulas del fichero y ponerlas en la Base de Conocimiento utilizando el predicado
consult Asf, no tenemos que teclearlas cada vez que queramos trabajar con ese programa.
CuandoX esta instanciada al nombre de un fichero, leera las clausulas y reglas Prolog del fichero.
Las nuevas clausulas se afiaden al final de las ya existentes en la Base de Conocimiento, sin
destruir las anteriores. Al utilizar el predicaggonsult si en el conjunto de las nuevas clausulas
hay algunas que se refieren a predicados que ya aparecian en la base de Conocimiento, estas seran
reemplazadas por las nuevas. Resulta apropiado para corregir errores. La mayor parte de las
implementaciones también permiten una notacién especial que permite consultar una lista de
ficheros, uno tras otro: la notaciéon en forma de lista. Consiste en poner los nombres de los
ficheros en una lista y darla como objetivo a satisfacer. Si se quiere consultar un ficherng se
el nombre en la lista tal cual, mientras que si se quiere reconsultar se pone el neogulielqr
de un signo “-".

Ejemplos
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?- consult(fichero).

fichero consulted

?- reconsult(fichero).

fichero reconsulted

?- [ficherol,-fichero2,-'prueba’,'a:prueba?’].

ficherol consulted
fichero2 reconsulted
prueba reconsulted
a:prueba2 consulted

En la siguiente figura podemos ver un esquema de la forma de trabajo en Prolog.
Mediante un editor de texto escribiremos nueBtree de Conocimient@®mpuesta por distintos
hechosy reglasque reflejan nuestro conocimierdoerca del problema a formalizar. Ppoaler
utilizarlo deberemos guardarlo en disco (disco duro o disquete). Posteriormente desde Prolog
deberemos consultar el fichero deseado. Una vez consultada la base de conocimientos
correspondiente, estaremos en condicionesagerHaspreguntasde las que queramos obtener
respuesta o que resuelvan el problema. Este ciclo se repetira continuamente (editar-guardar-
consultar-preguntar) hasta que demos por finalizado nuestro trabajo.

Base de Conocimientos:

Preguntas * Hechos

Consultar Guardar

[ ]
=]

7.2. ESTILO DE PROGRAMACION EN PROLOG

Los lenguajes de Programacion Ldgica, al igual que los lenguajes procedimentales,
necesitan de una neetologia para construir y mantener programas largos, asi como un buen
estilo de programacion. Prolog ofrece mecanismos de control tipicos de cualquier lenguaje
imperativo y no puras propiedades o relaciones entre objetos. Dichos mecanismos contribuyen a
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dar mayor potencia y expresividad al lenguaje, pero violan su naturaleza |adigaardo un
estilo apropiado de programacién podemos beneficiarnos de esta doblepatueaProlog.

* Metodologia de Disefio “top-down’descomponemos el problema en subproblemas y los

resolvemos. Para ello solucionamos primero los pequefios problen@Esmentacion

“bottom-up”. Esto nos va a permitir una mejor depuracion (“‘debugged”) de nuestros
programas, ya que cada pequefio trozo de programa puede ser probado inmediatamente y, si

lo necesita, corregido.

¢ Una vez analizado el problema y separado en trozos, el siguiente paso es decidir como
representar y manipular tanto los objetos como las relaciones del problema. Debemos elegir
los nombres de los predicados, variables, constantes y estructuras de manera que aporten
claridad a nuestros programas (palabras o nombres mneménicos que estén relacionados con lo

que hacen).

e El siguiente paso es asegurarse de que la organizacion y la sintaxis del programa sea clara y

facilmente legible:

- Llamamosprocedimientaal conjunto de clausulas para un predicado dado.
Agruparemos por bloques los procedimientos de un mismo predicado (mismo nombre y
mismo numero de argumentos). Asi, cada clausula de un procedimiento comenzara en
una linea nueva, y dejaremos una linea en blanco entre procedimientos.

- Si el cuerpo de una regla es lo bastante corto, lo pondremos en una linea;
sino, se escriben los objetivos de las conjunciones indentados y en lineas separadas.

- Primero se escriben los hechos, y luego las reglas.

- Es recomendable afiadir comentarios y utilizar espacios y lineas en blanco
que hagan el programa mas legible. El listado del programa debe estar
“autodocumentado”. Debemos incluir para cada procedimiento y antes de las clausulas
el esquema de la relacién

- Agrupar los términos adecuadamente. Dividir el programa en partes
razonablemente autocontenidas (por ejemplo, todos los procedimientos de procesado de
listas en un mismo fichero).

- Evitar el uso excesivo del corte.

- Cuidar el orden de las clausulas de un procedimiento. Siempre que sea

posible escribiremos las condiciones limite de la recursividad antes de las demas
clausulas. Las clausulas “recogetodo” tienen que ponerse al final.

7.3. VENTAJAS DE PROLOG

Prolog, y en general los lenguajes de programacion légica, tienen las siguientes ventajas

frente a los lenguajes clasicos (procedimentales):
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8.

Expresividad: un programa (base de conocimiento) escrito en prolog puede ser leido e
interpretado intuitivamente. Son, por tanto, mas entendibles, manejables y faciles de
mantener.

Ejecucién y blsqueda incorporada en el lenguajelada una descripcion prolog valida de
un problema, automaticamente se obtiene cualquier conclusion valida.

Modularidad : cada predicado (procedimiento) puede ser ejecutado, validado y examinado
independiente e individualmente. Prolog no tiene variables globales, ni asignacién. Cada
relacion esta autocontenida, lo que permite una mayodularidad portabilidad y
reusabilidadde relaciones entre programas.

Polimorfismo: se trata de un lenguaje de programacion sin tipos, lo que permite un alto
nivel de abstraccion e independencia de los datos (objetos).

Manejo dinamico y automatico de memoria

PROGRAMA EJEMPLO: FORMAS NORMALES

El siguiente programa comprueba si una formula del Célculo de Proposiciones es una

formula bien formada(fbf) y la transforma a@&orma Normal ConjuntivaFNC) y a Forma
Normal Disyuntiva(FND): (j08.pl )

*

Departamento de Ciencia de la Computacion e */
Inteligencia Artificial */
Universidad de Alicante */
*/
LOGICA DE PRIMER ORDEN *
Prolog */
*
M. Jesus Castel Faradn Llorens */
*/
S.0. : MS-DOS */
Interprete : Prolog-2 */
Fichero : EJO8.PL */
Programa : " FORMAS NORMALES " */

Lee unaformula del Célculo de */
Proposiciones, comprueba si es una */
Férmula Bien Formada, y la transforma  */
a Forma Normal Conjuntiva (FNC)y a  */

I* Forma Normal Disyuntiva (FND). */
I* *
* Se lanza con : */
I* ?- menu. */
* */

/
I* Declaracién de conectivas l6gicas */

?- op(10,x,no).

?- op(100,yfx,0).
?- op(100,yfx,y).
?- 0p(200,yfx,imp).
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?- op(200,yfx,coimp).

* */
1* PROGRAMA PRINCIPAL */
menu :- cabecera,

repeat,

leer(Formula),
hacer(Formula).

hacer(X) :- integer(X), X=0.

hacer('A") :- cabecera, ayuda, !, fail.

hacer('a’) :- cabecera, ayuda, !, fail.

hacer(Formula) :- fbf(Formula),
formaNormal(Formula,FNC,FND),
escribirFormasNormales(FNC,FND),!, fail.

I* Fin Programa Principal */

* */

* */

I* Determinar si es una Férmula Bien Formada */

I*  fbf(Form) <- Form es una formula bien formada (fbf) del
Célculo de Proposiciones */
fbf((no P)) :- 1bf(P).
fof((P y Q)) :- 1,fbf(P),fbf(Q).
fbf((P 0 Q)) :- L,fbf(P),fbf(Q).
fof((P imp Q)) :- !,fbf(P),fbf(Q).
fbf((P coimp Q)) :- 1,fbf(P),fbf(Q).
fbf(P) :- atom(P),!,proposicion(P).

fof() :- nl,
write('i ERROR ! : Formula erronea. Vuelve a introducirla."),
nl, nl, !, fail.
I*  proposicion(Prop) <- Prop es una variable proposicional */

proposicion(X) :- miembro(X,[p,q,r,s,t,u,v]),!.

proposicion(_) :- nl,
write('iERROR! no es simbolo de var. proposicional’),
nl,nl,! fail.

I* */
I* Transformar a Forma Normal */

I* formaNormal(Form,Fnc,Fnd) <- Fnc es la Forma Normal Conjuntiva
y Fnd es la Forma Normal Disyuntiva de Form */
formaNormal(Formula,FNC,FND) :- quitarimplicadores(Formula,F1),
normalizarNegadores(F1,F2),
exteriorizarConjuntor(F2,FNC),
exteriorizarDisyuntor(F2,FND).

[*  quitarlmplicadores(Form,Form1) <- Form1 es la fbf resultado de
eliminar implicadores y coimplicadores a la fbf Form */

quitarimplicadores((P imp Q),((no P1) o Q1)) :-
1,quitarimplicadores(P,P1),
quitarimplicadores(Q,Q1).

quitarlmplicadores((P coimp Q),(((no P1) o Q1) y ((no Q1) o P1))) :-
1,quitarimplicadores(P,P1),
quitarimplicadores(Q,Q1).

quitarimplicadores((P o Q),(P1 o Q1)) :-
1,quitarimplicadores(P,P1),
quitarimplicadores(Q,Q1).
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quitarimplicadores((P y Q),(P1y Q1)) :-
l,quitarimplicadores(P,P1),
quitarimplicadores(Q,Q1).
quitarimplicadores((no P),(no P1)) :- |,quitarimplicadores(P,P1).
quitarimplicadores(P,P).

I* normalizarNegadores(Form,Form1) <- Form1 es la fbf resultado de
normalizar los negadores a la fof Form */
normalizarNegadores((no P),P1) :- !,negar(P,P1).
normalizarNegadores((P y Q),(P1 y Q1)) :- !,normalizarNegadores(P,P1),
normalizarNegadores(Q,Q1).
normalizarNegadores((P o Q),(P1 o Q1)) :- !,normalizarNegadores(P,P1),
normalizarNegadores(Q,Q1).
normalizarNegadores(P,P).

I*  negar(Form,Form1) <- Form1 es la fbf resultado de negar la fbf
Form, teniendo en cuenta la Eliminacion del
Doble Negador y las leyes de De Morgan
negar((no P),P1) :- !,normalizarNegadores(P,P1).
negar((P y Q),(P1 o Q1)) :- I,negar(P,P1), negar(Q,Q1).
negar((P o0 Q),(P1y Q1)) :- |,negar(P,P1), negar(Q,Q1).
negar(P,(no P)).

I* exteriorizarConjuntor(Form,Form1) <- Form1 es la fbf resultado
de exteriorizar los conjuntores de la fbf Form */
exteriorizarConjuntor((P o Q),R) :- !, exteriorizarConjuntor(P,P1),
exteriorizarConjuntor(Q,Q1),
fncl((P1 o Q1),R).
exteriorizarConjuntor((P y Q),(P1y Q1)) :-
1, exteriorizarConjuntor(P,P1),
exteriorizarConjuntor(Q,Q1).
exteriorizarConjuntor(P,P).

fncl(((P y Q) o R),(P1y Q1)) :- !, exteriorizarConjuntor((P o R),P1),
exteriorizarConjuntor((Q o R),Q1).

fncl((Ro (Py Q)),(P1y Q1)) :- !, exteriorizarConjuntor((R o P),P1),
exteriorizarConjuntor((R o Q),Q1).

fncl(P,P).

I* exteriorizarDisyuntor(Form,Form1) <- Form1 es la fbf resultado
de exteriorizar los Disyuntores de la fbf Form */
exteriorizarDisyuntor((P y Q),R) :- |, exteriorizarDisyuntor(P,P1),
exteriorizarDisyuntor(Q,Q1),
fnd1((P1y Q1),R).
exteriorizarDisyuntor((P o Q),(P1 o Q1)) :-
1, exteriorizarDisyuntor(P,P1),
exteriorizarDisyuntor(Q,Q1).
exteriorizarDisyuntor(P,P).

fnd1(((P 0 Q) y R),(P1 0 Q1)) :- !, exteriorizarDisyuntor((P y R),P1),
exteriorizarDisyuntor((Q y R),Q1).

fnd1((Ry (P 0 Q)),(P1 o0 Q1)) :- !, exteriorizarDisyuntor((R y P),P1),
exteriorizarDisyuntor((R y Q),Q1).

fnd1(P,P).
I* */
I* Pantalla de Ayuda */

ayuda :- nl,nl,write("  El programa lee una formula del Calculo de"),
write(‘Proposiciones, comprueba que es'),nl,
write('una Formula Bien Formada (fbf), y la transforma a'),
write(' Forma Normal Conjuntiva’),nl,
write('(FNC) y a Forma Normal Disyuntiva (FND)"),nl,nl,

Pagina 244



Anexo A: PROLOG

write(" Las connectivas usadas son:'),nl,
tab(20),write('no negacion'),nl,
tab(20),write('y conjuncion’),nl,
tab(20),write('o disyuncion'),nl,
tab(20),write('imp  implicador'),nl,
tab(20),write('coimp  coimplicador’),nl,nl,
nl.

I* */

I* Procedimientos diversos */

cabecera :- nl,nl,write('Logica de Primer Orden Dpto.),
write(' Tecnologia Informatica y Computacion'),nl,nl,
write('Practicas PROLOG ",
write(' FORMAS NORMALES),nl,nl.

[**** | EER lee una formula del Calculo de proposicions ****/
leer(F) :- nl,write(" Introduce la formula terminada en punto (.)"),
nl,write(’ ( 0 Terminar / A Ayuda )),nl,
nlwrite(" FORMULA : "),
read(F).

[*** ESCRIBIR la formula en FNC y FND ok
escribirFormasNormales(FNC,FND) :- write(FORMA NORMAL CONJUNTIVA:"),nl,
write(FNC),nl,nl,
write((FORMA NORMAL DISYUNTIVA:),nl,
write(FND).

I* miembro(Elem,Lista) <- el término Elem pertenece a la lista Lista */
miembro(X,[X]_]).
miembro(X,[_]Y]) :- miembro(X,Y).

[rrixixmrsisikakek EIN DEL PROGRAMA /

9. PREDICADOS PREDEFINIDOS

Vamos a ver algunos predicados predefinidos quecefr la mayoria de los sistemas
Prolog.

1.- Adicién de Bases de Conocimiento externas:

consult(X) Anadir las clausulas del ficheboba la base de Conocimiento

reconsult(Y) Las clausulas leidas de ficheYosustituyen a las existentes para el mismo
predicado

[X,-Y,Z] Notacion méas comoda para consult y reconsult

halt Salir del sistema Prolog

2.- Construccion de objetivos compuestos (conectivas l6gicas):

XY Conjuncion de objetivos
XY Disyuncién de objetivos
not(X) Se cumple si fracasa el intento de satisfxcer
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3.- Clasificacion de términos:

var(X) Se cumple sK es en ese momento una variable no instanciada
nonvar(X) Se cumple sK no es una variable sin instanciar en ese momento
atomic(X) Se cumple sK representa en ese momento un nimero o un 4tomo
atom(X) Se cumple sK representa en ese momento un atomo de Prolog
numeric(X) Se cumple sK representa en ese momento un nimero

integer(X) Se cumple sK representa en ese momento un namero entero
real(X) Se cumple sK representa en ese momento un nimero real

4.- Control del programa:

true Obijetivo que siempre se cumple

fail Obijetivo que siempre fracasa

! Corte. Fuerza al sistema Prolog a mantener ciertas elecciones

repeat Sirve para generar soluciones multiples mediante el mecanismo de
reevaluacion

call(X) Se cumple si tiene éxito el intento de satisfac@nstanciada a un término)

5.- Operadores aritméticos y relacionales:

X=Y Se cumple si puede hacéeY iguales (unificarlos)

X\=Y Se cumple sK=Y fracasa

X==Y Igualdad mas estricta

X\==Y Se cumple si fracasa ==

X<Y Predicado menor que

X>Y Predicado mayor que

X>=Y Predicado mayor o igual que

X=<Y Predicado menor o igual que

X@<yY Ordenacion de términos. Predicado menor que

X@>Y Ordenacion de términos. Predicado mayor que

X@>=Y Ordenacioén de términos. Predicado mayor o igual que

X@=<Y Ordenacion de términos. Predicado menor o igual que

XisY Se evalla la expresion a la que esta instandgsiaa dar como resultado un
namero, que se intentara hacer coincidir Xon

X is_string Y Se evallia la expresion a la que esté instandigdaa dar como resultado una
cadena, que se intentara hacer coincidirXon

X&Y Operador concatenacién de cadenas de caracteres

X+Y Operador suma

X-Y Operador resta

X*Y Operador de multiplicacion

X1y Operador de division

XY Operador de division entera

X'mod Y Operador de resto de la division entera

X~Y Operador de exponenciacion

op(X,Y,2) Declara el operador de nombZecon clase de precedenciay posicion-

asociatividady
current_op(X,Y,Z) Busca el operador ya declarado de nonaboen clase de precedeniay
posicion-asociativida
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6.- Predicados de Entrada y Salida:

getO(X)
get(X)
skip(X)

read(X)
put(X)

nl

tab(X)
write(X)
display(X)

Se cumple siX puede hacerse corpsmnder con el siguiente caracter
encontrado en el canal de entrada activo (en cédigo ASCII)

Se cumple siX puede hacerse corpEmder con el siguiente caracter
imprimible encontrado en el canal de entrada activo

Lee y pasa por alto todos los caracteres del canal de entrada activo hasta que
encuentra un caracter que coincida ¥on

Lee el siguiente término del canal de entrada activo

Escribe el enterX como un caracter en el canal de salida activo

Genera una nueva linea en el canal de salida activo

EscribeX espacios en el canal de salida activo

Escribe el términX en el canal de salida activo

Escribe el términoX en el canal de salida activo, pasando por alto las
declaraciones de operadores

7.- Manejo de ficheros:

see(X)
seeing(X)
seen
tell(X)
telling(X)
told

Abre el ficheroX y lo define como canal de entrada activo

Se cumple si el nombre del canal de entrada activo coincidé con

Cierra el canal de entrada activo, y retorna al teclado

Abre el ficheroX y lo define como canal de salida activo

Se cumple sK coincide con el nombre del canal de salida activo

Cierra con un fin de fichero el canal de salida activo, que pasa a ser la
pantalla

8.- Manipulacion de la Base de Conocimiento:

listing
listing(X)
clause(X,Y)
assert(X)
asserta(X)
assertz(X)
retract(X)

abolish(X)

Se escriben en el fichero de salida activo todas las clausulas

Siendo X un atomo, se escriben en el fichero de salida activo todas las

clausulas que tienen como predicado dicho atomo

Se hace coincidiX con la cabeza ¥ con el cuerpo de una clausula existente

en la base de Conocimiento

Permite afiadir la nueva clausXan la base de Conocimiento

Permite afiadir la nueva clausMal principio de la base de Conocimiento

Permite afiadir la nueva clausial final de la base de Conocimiento

Permite eliminar la primera clausula de la base de Conocimiento que
empareje coX

Retira de la Base de Conocimiento todas las clausulas del predicado

9.- Construccion y acceso a qoomentes de estructuras:

functor(E,F,N)
arg(N,E,A)
E=..L

name(A,L)

E es una estructura de nomrg N argumentos

El argumento niumerd de la estructurg esA

Predicadauniv. L es la lista cuya cabeza es el nombre de la estru€tyria
cola sus argumentos

Los caracteres del atomiatienen por ASCII los nimeros de la lista

10.- Depuracion de programas Prolog:
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trace Activacion de un seguimiento exhaustivo, generandaalatde la ejecucion
de las metas siguientes.

notrace Desactiva el seguimiento exhaustivo

spy P Fijacion de puntos espia

nospy P Elimina los puntos espia especificados

debugging Ver qué puntos espia se han establecido hasta el momento

nodebug Retira todos los puntos espia activos en ese momento

10. SISTEMAS PROLOG

Existen gran cantidad de implementaciones del lenguaje de programacion légica Prolog,
tanto en versiones comerciales como de libre distribucion. Por razones de facilitar el acceso a
dichos sistemas, vamos a comentar dos sistemas Prolog de libre distribucion para ordenadores
PC, de forma que el lector puede acceder a ellos, instalarlos en su maquina y asi ejecutar los
ejemplos de este anexo (y lo méas importante, probar todo aquello que se le ocurra).

Si se quiere una lista méas extensa de implementaciones del lenguaje Prolog, con las

direccionegdonde localizarlas, se puede visitar la pagina Web:
http://gruffle.comlab.ox.ac.uk/archive/logic-prog.html

10.1. PROLOG-2

Prolog-2 es un sistema Prolog de Dominio Publico de “Expert Systems Ltd". Es una
implementacién del Prolog de Edinburgh descrito por Clocksin y Mellish en el libro
“Programacion en Prolog”, convertido ya en un estandar. Encontraremos mayor informacion
sobre esta implementacién en los libros “The Prolog-2 User Guide” y “The Prolog-2
Encyclopaedia” de Tony Dodd publicados por Ablex Publishing Corporation. El software lo
podemos encontrar via ftp en la siguienteaion:

ftp://ai.uga.edu/pub/prolog

Su principal ventaja es que se puede trabajar sobre sistemas DOS muy sencillos. Se
puede ejecutar tanto desde disco duro como desde disquete, tecleando:

prolog2

Si da problemas durante el arranque, comprobar que el fichero CONFIG.SYS contenga
una linea que nos permita tener abiertos al menos 20 archivos. Si no, afiadir la linea:

FILES=20

El sistema Prolog-2 posee un editor integrado, al que accedemos con el predicado
predefinidoedit. El fichero es automaticamente reconsultado después de su edicion. Asi:

?- edit(fichero).
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edita el ficherdfichero.ply lo reconsulta. Sélo estan libres para la edicién 128.000 bytes. Si
necesitamos mas, la llamada al editor debera ser del tipo:

?- edit(fichero,200000).

que dejara libres para edicién 200.000 bytes de memoria. Se suministra el editor PrEd, el cual
contiene ayuda en linea. Para mas detalles de este editor consultar el archivo “pred.doc”.
Podemos utilizar cualquier otro editor que nosotros queramos, simplemente debemos modificar
del archivo “edit.bat” la llamada gred, ya que el predicado predefiniddit invoca al fichero

batch “edit.bat” .

Para afiadir clausulas a Prolog podemos editar el fichero meddinte al salir, como
lo reconsulta automaticamente, quedan incorporadas a Prolog. También podemos afiadir clausulas
mediante el predicado:
[user].

De esta manera entramos emeldo de consultandicado por el prompt “C:”. Una vez

tecleadas las clausulas podemos volvemaetlo de pregunfaindicado por el prompt “?-",
tecleando "Z.

Lasteclas de funciéndentro del sistema Prolog-2, tienen el siguiente significado:

F1 | Ayuda
F2 | Menl

F3 | Linea de comandos introducida anteriormentd
F4 [Linea siguiente

F5 | Borrar
F6 | Informacion sobre las teclas de funcién
F7 | Ocultar

F8 [ Ocultar Debugger
F9 [ Ocultar todo
F10 | Mostrar Debugger

10.2. SWI-Prolog

SWI-Prolog es un compilador Prolog de Dominio Publico, que como el anterior sigue
el estandar de Edinburgh. Ha sido disefiado e implementado por Jan Wielemaker, del
departamento Social Science Informatics (SWI) de la Universidad de Amsterdam. El software lo
podemos encontrar via ftp en la siguientectiion:

ftp://swi.psy.uva.nl/pub/SWI-Prolog

La plataforma original sobre la que se desarrollo fue para Unix, aunque en la actualidad
podemos encontrar versiones para Linux y para PC que se ejecutan bajo el entorno Windows
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(Windows 3.1., Windows 95 y Windows NT). Es potente y flexible (permite integraciéon con C), y
tiene las ventajas sobre el anterior de que, de momento, se mantiene actualizado y se ejecuta sobre
un entorno grafico mas amigable y agradable para el usuario.

Posee un sistema de ayuda en linea que se puede consultar mediante los predicados:

?- help.
?- help(Termino).
?- apropos(Cadena).

También se puede conseguir una version escrita del manual de referencia, en formato
PostScript, en la direccion:
ftp://swi.psy.uva.nl/pub/SWI-Prolog/refman

Para ejecutarlo, una vez iniciado Windows, basta emeridoble click sobre el icono
correspondiente (plwin.exe).

Al estar desarrollado sobre plataforma Unix, reconoce algunas érdenes del sistema
operativo que nos pueden ser de utilidad:

cd cambiar el directorio de trabajo
pwd muestra el directorio de trabajo
Is muestra el contenido del directorio de trabajo
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