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Taman tutkielman tarkoituksena on esitella ympyrallisia nelikulmioita, tutustua niiden ominaisuuksiin seka tutkia niiden duaalisuutta
tavallisessa euklidisessa tasogeometriassa. Ympyralliset nelikulmiot ovat sellaisia nelikulmioita, joilla on sisa- tai ymparysympyra.
Sisdympyrallisen nelikulmion sisdan voidaan piirtdd ympyra siten, ettd se sivuaa jokaista nelikulmion sivua. Ymparysympyrallinen
nelikulmio on taas sellainen, jonka jokainen karkipiste sijaitsee sen ympéri piirretyn ympyran kehalla. Tutkielmassa naista tullaan
kayttdmaan kasitteita tangentiaalinen ja syklinen nelikulmio. On olemassa kuitenkin myds sellaisia nelikulmioita, joilla on seka sisa-
ettd ymparysympyra. Naitd kutsutaan nimelld bisentrinen nelikulmio. Ympyréllisten nelikulmioiden ominaisuuksien lisaksi
tarkastellaan lyhyesti, mitka tavallisimmista nelikulmioista ovat ympyréllisia nelikulmioita. Tutkielmassa rajoitutaan konvekseihin
nelikulmioihin, joita tangentiaalinen ja bisentrinen nelikulmio luonnostaan jo ovat.

Vaikka ympyrallisid nelikulmioita ja niiden ominaisuuksia on tutkittu jo antiikin Kreikan ajoilta, nykyajan interaktiiviset geometriset
ohjelmistot, kuten GeoGebra, antavat mahdollisuuden tutkia niitd huomattavasti helpommin ja tehokkaammin. 2000-luvulla
I0ydettyja uusia tuloksia ja todistuksia julkaistaan vuosittain esimerkiksi Forum Geometricorum -nimisessa vertaisarvioidussa
verkkojulkaisussa. Osa naista tuloksista on todistettu kayttden apuna analyyttista geometriaa tai trigonometriaa, mutta tassa
tutkielmassa on pyritty pitdytymaan puhtaasti geometrisissa todistuksissa. Seuratakseen tutkielmaa lukija tarvitsee
koulumatematiikan antamat perustiedot tavallisimpien euklidisten tasokuvioiden ominaisuuksista, yhtenevyyskriteereista ja
yhdenmuotoisuuslauseista. Muut ympyrallisten nelikulmioiden ominaisuuksien todistamisessa kaytettavat lauseet tullaan
todistamaan erikseen luvussa kaksi. Tutkielma soveltuu siis hyvin muun muassa geometriasta syvemmin kiinnostuneille
lukiolaisille, matematiikkaolympialaisiin osallistuville sekd matematiikan aineenopettajille ja aineenopettajaksi opiskeleville.

Aiheeseen liittyvistd nimetyista lauseista todistetaan muun muassa Pitot'n, Ptolemaioksen ja Fuss’'n lauseet. Pitot'n lause kertoo
kaytanndssa sen, etté jos konveksilla nelikulmiolla on sisdympyra, niin sen vastakkaisten sivujen summat ovat samat. Sama patee
myds toiseen suuntaan, joten sen avulla voidaan tutkia nelikulmion tangentiaalisuutta sivujen pituuksien perusteella.
Ptolemaioksen lause sanoo, ettd jos konveksilla nelikulmiolla on ymparysympyra, niin sen vastakkaisten sivujen tulojen summa on
sama kuin lavistajien tulo. Tamakin patee toiseen suuntaan ja sen suurin hy6ty koskettaa syklisen nelikulmion lavistajien pituuksia.
Fuss’n lauseella saadaan maariteltya bisentrisen nelikulmion keskipisteiden vélinen etaisyys sen sisad- ja ymparysympyran
sateiden avulla. Toisaalta huomataan myds, etta kyseinen etaisyys voidaan ilmaista pelkastaan sivujen pituuksien avulla.

Tutkielman lopussa johdetaan ympyrallisten nelikulmioiden duaalisuuteen perustuen lauseita, joita ei kirjallisuudesta I0ytynyt.
Samalla kdydaan lapi sitd prosessia, miten niihin paadyttiin. Tullaan huomaamaan, ettad projektiivisessa geometriassa esiintyvan
duaalisuusperiaatteen kaltainen “rajoitetumpi duaalisuus” esiintyy varsin usein euklidisessa tasogeometriassa, jota voidaan
hyoédyntaa uusien konjektuurien ja lauseiden muodostamisessa. Lopuksi tarkastellaan vielad rinnakkain tangentiaalisen ja syklisen
nelikulmion valilla vallitsevia duaaleja lauseita sekd miten tavallisten ympyréllisten nelikulmioiden duaalit nelikulmiot ja
hierarkkisuus voidaan havainnollistaa symmetrisesti niiden parissa tydskenteleville.
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Luku 1

Johdanto

Taman tutkielman tarkoituksena on esitelld ympyréllisid nelikulmioita, tutustua niiden
ominaisuuksiin seké tutkia niiden duaalisuutta tavallisessa euklidisessa tasogeometriassa.
Taméan yhteydessa todistetaan myos aiheeseen liittyvid nimettyja geometrisia lauseita,
kuten Pitot’n, Ptolemaioksen ja Fuss'n lauseet. Ensin kuitenkin tutustutaan aiheeseen
liittyviin geometrisiin lauseisiin ja méaaritelmiin, joiden avulla voidaan todistaa muita
vastaantulevia lauseita ja ominaisuuksia.

Aiheena ympyralliset nelikulmiot pitavéat sisélladn siis nelikulmiot, joilla on sisé- tai
ympéarysympyré. Téssd tyosséa tarkastellaan vain konvekseja nelikulmioita eli sellaisia ne-
likulmioita, joiden jokainen sisikulma on pienempi kuin 180° tai toisin sanoen, pienempi
kuin kaksi suoraa kulmaa. Vaikka ympyréllisille monikulmioille on omistettu oma kir-
jansa jo antiikin Kreikan geometrisesta teoksesta Eukleideen Alkeet, niin niitd on nykyi-
sin helpompi tutkia interaktiivisten geometristen ohjelmistojen kuten GeoGebran avulla.
Euklidiseen tasogeometriaan keskittyvd Forum Geometricorum -niminen vertaisarvioitu
verkkojulkaisu siséltaa paljon 2000-luvulla julkaistuja 16ydoksia koskien ympyrallisia ne-
likulmioita.

Tassé tyossa esiintyvien lauseiden todistukset on pyritty pitdméadan puhtaasti geomet-
risina. Seuratakseen tyoté lukija tarvitsee koulumatematiikan antamat perustiedot taval-
lisimpien euklidisten tasokuvioiden ominaisuuksista, yhtenevyyskriteereista ja yhdenmuo-
toisuuslauseista. Tyo6 soveltuu hyvin muun muassa geometriasta syvemmin kiinnostuneille
lukiolaisille, matematiikkaolympialaisiin osallistuville seké matematiikan aineenopettajille
ja aineenopettajaksi opiskeleville.

Lopussa johdetaan viela ympyréllisten nelikulmioiden duaalisuuteen perustuen lausei-
ta, joita ei kirjallisuudesta 16ytynyt. Samalla kiydéén lépi sitd prosessia, miten niihin péa-
dyttiin. Tyon kahdelle viimeiselle sivulle on yhteenvetona koottu ympyréllisten nelikul-
mioiden duaaleja lauseita ja esitetty tavallisimpien ympyréllisten nelikulmioiden duaalit
nelikulmiot seka niiden hierarkkista luokittelua.



Luku 2

(Geometrisia lauseita ja maaritelmia

Téassé luvussa esitellddn tutkielmassa kiytettavia geometrisia lauseita ja méaritelmié, jot-
ka eivat pakosti ole kaikille selvid. Kirjoittaja olettaa, etté lukijalle ovat tuttuja koulu-
matematiikassa lapikdydyt geometriset tasokuviot ja niiden ominaisuudet sekéd kolmioi-
den yhtenevyyskriteerit ja yhdenmuotoisuuslauseet. Koska téssa tyossa kasitellddn vain
konvekseja monikulmioita, kiydain sen madritelmé ensin ldpi. Sen jalkeen tutustutaan
tyon aiheen kannalta térkeisiin késitteisiin sisdympyrd, ympdrysympyrd, tangentin pituus
ja leija. Lopuksi kiydaan alaluvuittain lapi aiheeseen liittyvid nimettyja lauseita.

Maaritelma 2.1. Joukko X on kupera eli konveksi, jos siité, ettd A € X ja B € X aina
seuraa AB C X.

Maaritelma 2.2. Monikulmio P on kupera eli konveks:, jos sen jokaiselle sivulle [ pétee,
ettd monikulmio siséltyy kokonaisuudessaan toiselle sivusta [ jatketun suoran méaaritta-
mélle suljetulle puolitasolle.

Edeltava maaritelmé tarkoittaa siis sita, ettd jokainen konveksin monikulmion piste
on joko sivulla [ tai P-puolella sivua [. Terminologiasta huolimatta konveksi monikulmio,
joka on siis sivujensa yhdiste, ei ole konveksi joukko. Kovera eli konkaavi monikulmio on
taas sellainen monikulmio, joka ei ole konveksi monikulmio. Konveksi ja konkaavi moni-
kulmio ovat yksinkertaisia monikulmioita eli monikulmioita, jotka eivit leikkaa itsedan.
Seuraavalla sivulla oleva kuva 1 havainnollistaa néitd nelikulmioiden tapauksessa.

Lause 2.3. Jos jokaiselle monikulmion P sivulle | pdtee, ettd ne P:n kdirkipisteet, jotka
etwdt kuulu sivuun l, ovat samalla 1:n sisdltdvin suoran mdadrittdmdlld puolitasolla, niin
P on konveksi monikulmio.

Todistus. Oletetaan, ettd P on sellainen monikulmio, jonka jokaiselle sivulle [ pétee, etta
ne P:n kirkipisteet, jotka eivat kuulu sivuun [, ovat samalla [:n sisdltdvin suoran maarit-
tamalld puolitasolla. Nyt kaikki P:n kérkipisteet sijaitsevat samalla suljetulla puolitasolla.
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Kuva 1: Konveksi nelikulmio, konkaavi nelikulmio ja itsedén leikkaava nelikulmio.

Koska suljettu puolitaso on konveksi joukko, niin konveksin joukon méaritelman mukai-
sesti jokainen P:n sivu [ siséltyy samaan suljettuun puolitasoon. Siis monikulmio P on
konveksi. ]

Maaritelma 2.4. Sisdympyrd on sellainen ympyra, joka voidaan piirtdd monikulmion
sisddn siten, ettd se sivuaa jokaista monikulmion sivua. Monikulmion sivut ovat talléin
sisdympyran tangentteja.

Vastedes sisdympyrén keskipisteestéd kdytetaan merkintdéd I (engl. in).
Lause 2.5. Jos ABC' on kolmio, niin silld on sisdympyrd.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC' on kolmio. Kulmien ZCAB ja ZABC puolittajat leik-
kaavat toisensa pisteessd I. Osoitetaan, ettd LACT = ZICB. Olkoot pisteet D, E ja F
pisteen I kohtisuorat projektiot kolmion sivuilla AB, BC' ja C'A. Huomataan, ettd yh-
tenevyyskriteerin KKS:n nojalla kolmiot ADI ja AFI ovat yhtenevit. Samoin kolmiot
BDI ja BEI ovat yhtenevit. Siis IF =2 ID = I E. Nyt yhtenevyyskriteeri suorakulmaisen
SSK :n nojalla kolmiot C'F'I ja C'ET ovat yhtenevét. Siis ZFCI = ZECI, jolloin kolmion
ABC kulmien kulmanpuolittajat leikkaavat pisteessa 1.

Piste I keskipisteena pisteen D kautta piirretty ympyra [ sisaltéda pisteet E ja F', koska
ID = JE = JF, jolloin ne kaikki ovat siis I':n siteitd. Koska sidetts vastaan kohtisuora,
siteen paatepisteen kautta kulkeva suora on ympyréan tangentti, niin kaikki kolmion sivut
ovat I':n tangentteja. Siis [' on ABC"n sisdympyra. ]

Lause 2.6. Nelikulmiolla ABCD on sisaympyrd, jos ja vain jos sen sisikulmien kulman-
puolittajat leikkaavat samassa pisteessd.

Todistus. = : Oletetaan, ettd nelikulmiolla ABC'D on [-keskinen ja r-siteinen sisdym-
pyrd . Nyt siséympyréin méiritelmén nojalla I' sivuaa nelikulmion sivuja AB, BC, CD,
DA pisteissia X, Y, Z ja W. Ympyran médritelméin nojalla IX = Y = [Z = [W =2,
ja koska I' sivuaa jokaista nelikulmion sivua, niin 71X L AB, IY | BC, IZ L CD ja



IW 1 DA. Nyt yhtenevyyskriteeri suorakulmaisen SSK:n nojalla kolmiot AIX ja AIW
ovat yhtenevii, joten ZIAW = /I AX. Siis AI on kulman ZDAB kulmanpuolittaja. Sa-
malla tavalla kolmiot BIX ja BIY, kolmiot C'1Y ja C'IZ sekd kolmiot DIZ ja DIW ovat
yhtenevii, joten ZIBX = /IBY, ZICY = /ICZ ja ZIDZ = /IDW. Siis BI on kul-
man ZABC kulmanpuolittaja, CT on kulman ZBCD kulmanpuolittaja ja DI on kulman
ZC DA kulmanpuolittaja. Koska piste I on jokaiselle kulmanpuolittajalle yhteinen piste,
niin nelikulmion ABC D:n sisdkulmien kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessa I.

<= : Oletetaan, ettd nelikulmion ABCD sisikulmien kulmanpuolittajat leikkaavat
samassa pisteessa. Merkitddn téata pistetta I:lla. Merkitdan pisteilla X, Y, Z ja W pisteen
I kohtisuoria projektioita nelikulmion sivuilla. Nyt siis /X 1 AB, IY L BC,1Z 1. CD
ja IW L DA. Yhtenevyyskriteeri KKS:n nojalla kolmiot AIX ja AIW ovat yhtenevii,
joten IX = JW. Samalla tavalla kolmiot BIX ja BIY seki kolmiot CIY ja CIZ ovat
yhtenevii, joten myds 1X = IY ja IY = IZ. Nyt janojen transitiivisuuden nojalla pitee
IW = IX = JY = [Z. Voidaan siis piirtdéd I-keskinen ja IW-siteinen ympyré I, joka
sivuaa nelikulmion ABC'D jokaista sivua. Siis I' on nelikulmion ABC'D sisdympyréa. [

lw)

B

Kuva 2: Lauseiden 2.6 ja 2.8 todistusten havainnollistus.

Maaritelma 2.7. Tangentin pituus on sellainen jana, jonka toinen paatepiste on ympyréan
ulkopuolella ja toinen ympyrén kehélle siten, ettd janasta jatkettu suora sivuaa ympyraa
kyseisessé pisteessa.



Edellisessé pitaydytaan lahteen [14] kiiyttaméssa nimityksessa tangentin pituus, koska
tangenttijana voi tarkoittaa myos sisdympyraa sivuavaa monikulmion sivua.

Lause 2.8. Jos piste A on ympyrdin ulkopuolella seki suorat AX ja AW sivuavat ympyrdd
sen pisteissd X ja W, niin tangentin pituudet AX ja AW ovat yhtd suuret.

Todistus. Oletetaan, ettd I' on [-keskinen ja r-séteinen ympyra seké piste A on ympyrin
ulkopuolella. Olkoot I':n pisteet X # W sellaisia, ettd suorat AX ja AW sivuavat ympyraé
I'. Huomataan, ettd X = W = r. Koska suorat sivuavat ympyrdd I', niin X | AX
ja IW L AW. Nyt yhtenevyyskriteeri suorakulmaisen SSK:n nojalla kolmiot AXI ja
AIW ovat yhtenevid, jolloin AX = AW. Siis tangentin pituudet AX ja AW ovat yhtd
suuret. [

Maaritelma 2.9. Ympdarysympyrd on sellainen ympyra, joka voidaan piirtdd monikul-
mion ympari siten, ettd se kulkee monikulmion jokaisen kérkipisteen kautta. Talloin mo-
nikulmion kérkipisteet ovat ymparysympyransa pisteita.

Vastedes ympéarysympyrén keskipisteestd kiytetddn merkintda O (engl. out).
Lause 2.10. Jos ABC' on kolmio, niin silld on yksikdsitteinen ympdarysympyrd.

Todistus. Oletetaan, etti ABC on kolmio. Muodostetaan janoille AB ja AC keskinormaa-
lit. Nyt koska ABC on kolmio, niin AB }f AC, jolloin edelld mainitut keskinormaalit leik-
kaavat pisteessi O. Koska jokaiselle janan AB keskinormaalin pisteelle P pitee AP = PB
ja jokaiselle janan AC keskinormaalin pisteelle P pitee AP = PC, niin keskinormaalien
leikkauspisteelle O pétee AO = OB seki AO = OC. Siis OA =2 OB = OC = r. Nyt
siis voidaan piirtaéd r-siteinen ja O-keskinen ympyré I', joka kulkee pisteiden A, B ja C
kautta eli kolmiolla ABC' on ympéarysympyra.

Oletetaan seuraavaksi, ettd O’ on sen ympyran keskipiste, joka kulkee pisteiden A,
B ja C kautta. Tésté siis seuraa, etti O'A = O'B = O'C = ¢'. Koska A0’ = O'B ja
AO’ =2 O'C, niin piste O’ on janojen AB ja AC keskinormaaleilla. Koska edelld maini-
tut keskinormaalit leikkaavat toisensa pisteessd O, niin O’ = O. Kolmiolla ABC' on siis
yksikésitteinen ymparysympyra. ]

Lause 2.11. Nelikulmiolla ABCD on ympdrysympyrd, jos ja vain jos sen sivujen keski-
normaalit leikkaavat samassa pisteessd.

Todistus. = : Oletetaan, ettd nelikulmiolla ABC'D on O-keskinen ja r-séteinen ympéry—
sympyra ['. Nyt pisteet A, B, C'ja D ovat I':n pisteité, jolloin OA = OB =2 OC =2 0D =

Koska jokaiselle janan AB keskmormaahn pisteille E pitee EA =2 EB, niin O on janan
AB keskinormaalin piste. Vastaavalla paittelylld O on my6s janojen BC, CD ja DA




B

Kuva 3: Lauseen 2.11 todistuksen havainnollistus.

keskinormaalin piste. Siis nelikulmion ABC'D sivujen keskinormaalit leikkaavat samassa
pisteessa O.

<= : Oletetaan, ettd nelikulmion ABCD sivujen keskinormaalit leikkaavat samassa
pisteessi. Merkitéaan tiatéd pistettd O:lla. Oletetaan, ettd janan AB keskipiste on E, jolloin
EA >~ EB. Koska EO on janan AB keskinormaali, niin kulmat ZAEO ja ZBEO ovat
suoria kulmia. Nyt yhtenevyyskriteeri SKS:n nojalla kolmiot AEO ja BEO ovat yhte-
nevii, jolloin OA = OB. Vastaavalla tavalla muiden kolmioiden suhteen, ja soveltamalla
janojen transitiivisuutta, saadaan OA = OB = OC = OD = r. Nyt siis voidaan piir-
taa O-keskinen ja r-sidteinen ymparysympyra I siten, etté pisteet A, B, C' ja D ovat [':n
pisteita. Siis nelikulmiolla ABC'D on ympéarysympyra. ]

Maaritelma 2.12. Leija on sellainen nelikulmio, jonka kaksi viereisté sivua ovat yhta
pitkét ja kaksi muuta sivua keskendan yhta pitkat.

Kuten seuraavan sivun kuvasta 4 huomataan, kaikki leijat eivét ole konvekseja. Leijasta
puhuttaessa usein kuitenkin rajoitutaan konvekseihin leijoihin. Téssa tyossa késitellaan
vain sellaisia leijoja, jotka ovat konvekseja.

Lause 2.13. Jos nelikulmio ABC'D on konveksi leija, niin toinen ldvistdjistd jakaa sen
kahdeksi yhtenevdksi kolmioksi puolittaen samalla vastakkaiset sisikulmat.

Todistus. Oletetaan, ettd nelikulmio ABC'D on konveksi leija. Leijan méaaritelmén no-
jalla voidaan valita sivut siten, ettd AB = AD ja C'B = C'D. Huomataan, ettd kolmio
ABD on tasakylkinen kolmio, jolloin ZABD = ZADB. Samoin kolmio CBD on tasakyl-
kinen kolmio, jolloin ZOBD = ZCDB. Nyt kulmien yhteenlaskun méaéaritelmin nojalla

6
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Kuva 4: Konveksi ja konkaavi leija.

saadaan ZABC = ZABD + Z/CBD = ZADB + Z/CDB = ZADC'. Nyt yhtenevyyskri-
teeri SKS:n perusteella kolmiot ABC ja ADC' ovat yhtenevii, jolloin livistdji AC jakaa
ABCD:n kahdeksi yhtenevéksi kolmioksi. Koska ABC' = ADC, niin Z/BAC = ZDAC
seki /BCA = /DCA. Siis lavistdji AC puolittaa vastakkaiset sisikulmat Z/BAD ja
ZBCD. O

Lause 2.14. Jos nelikulmio ABCD on konveksi leija, niin silld on sisdympyrd.

Todistus. Oletetaan, ettd nelikulmio ABC'D on konveksi leija. Lauseen 2.6 nojalla riittaé
siis osoittaa, ettd sen sisikulmien kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessa. Lei-
jan méidritelmén ja lauseen 2.13 nojalla voidaan valita sivut siten, ettd AB = AD seki
CB = CD, ja ettd AC on se ABCD:n livistiji, joka puolittaa vastakkaiset sisikulmat
/BAD ja Z/BCD. Kulman ZABC kulmanpuolittaja leikkaa livistdjin AC pisteesséi I.
Nyt kulmanpuolittajan mééritelmin mukaan ZABI = /CBI. Muodostetaan jana 1D
ja osoitetaan, ettd se on kulman ZADC' kulmanpuolittaja eli ZADI = ZCDI. Yhtene-
vyyskriteeri SKS:n nojalla kolmiot ADI ja ABI ovat yhtenevia, joten ZADI = ZABI.
Samalla tavalla kolmiot C'BI ja C'DI ovat yhtenevia, joten ZCBI = ZC DI. Nyt kulmien
transitiivisuuden nojalla pitee ZADI = /ABI = /CBI = /CDI. Siis ID on kulman
ZADC kulmanpuolittaja, jolloin ABC D:n sisdkulmien kulmanpuolittajat leikkaavat sa-
massa pisteessa [. Siis leijalla ABC'D on sisdympyra. ]

2.1 Apolloniuksen lause

Apolloniuksen lause todistettiin noin 200 vuotta ennen ajanlaskun alkua ja se on nimet-
ty antiikin kreikkalaisen geometrikon ja tahtitieteilijin Apollonios Pergalaisen mukaan.
Aikanaan Apolloniosta kutsuttiin nimelld Suuri Geometrikko ja hdnen metodologiansa



ja terminologiansa on vaikuttanut moniin tunnettuihin tieteilijoihin, kuten esimerkiksi
Newtoniin.

Lause 2.15. (Apolloniuksen lause). Kolmiolla ABC' pitee
(2.16) AB’ +AC” = 2(AD° + BD"),

missi D on sivun BC' keskipiste.

Todistus. Oletetaan, etti, ABC on kolmio ja D on sivun BC keskipiste. Nyt BD =2 CD.

Merkitdan pisteen A kohtisuoraa projektiota suoralla BC' pisteelld E. Nyt Pythagoraan
kaavalla saadaan seuraavat kolme yhtaloa

AB' =AE’+ EB° ~AE + (BD — ED)?,
AC® =AE’ + BC° ~AE" + (CD + ED)* 2 AE" + (BD + ED)?,

AD = AE +ED"

Kuva 5: Apolloniuksen lauseen todistuksen havainnollistus.

Lasketaan naista kaksi ensimmaéista puolittain yhteen ja sijoitetaan lopuksi viimeinen,
jolloin saadaan

AB’ +AC? = AE’ + (BD — ED)* + AE" + (BD + ED)’

AB 1+ AC? =92AE  +BD —2BD -ED +ED +BD +2BD -ED’+ED"
AB’ + AC? = 2(AE° + ED’ + BD)

AB’ +AC? = 2(AD° + BD").

]

Apolloniuksen lausetta voidaan ajatella kolmion janoihin piirrettyjen nelididen sum-
makaavana, mutta siitd saadaan myo6s ratkaistua kolmion mediaanin pituus kolmion si-

vujen avulla. Kyseisté lausetta kiytetdankin tédssa tyossa juuri mediaanin pituuden takia,
mutta vasta luvussa 5 Fuss’n lauseen todistamisessa.



2.2 Pitot’n lause

Ranskalainen insin66ri Henri Pitot todisti seuraavan lauseen vuonna 1725, minké johdosta
sité alettiin kutsua hénen nimelldan.

Lause 2.17. (Pitot'n lause). Jos konveksilla nelikulmiolle ABCD on sisdympyrd, niin
(2.18) AB+CD = BC + DA.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on konveksi nelikulmio, jolla on [-keskinen ja r-séteinen
sisdiympyré [, joka sivuaa nelikulmion sivuja AB, BC, C'D, DA pisteissd X, Y, Z ja W.
Ympyrin méiritelméin nojalla IX = TY = [Z = [W 22 r, ja koska ympyri sivuaa jokaista
nelikulmion sivua, niin /X L AB,IY 1 BC,IZ L CD jaIW L DA.Koska suorat BX ja
DW leikkaavat toisensa pisteessid A ja sivuavat ympyréd [* pisteissd X ja W, niin lauseen
2.8 nojalla AW = AX = e. Téysin vastaavalla tavalla BX = BY = f, CY 2 (CZ 2 g
ja DZ = DW = h. Nyt huomaamme, ettd janojen yhteenlaskun méiritelmén nojalla
AB=e+ f,BC=f+g,CD=g+hja DA=h-+e. Siis

AB+CD=(e+ f)+(g+h)=(f+g)+ (h+e)=BC+ DA.

]

Yhtdlo (2.18) tarkoittaa siis tédssd tapauksessa sitd, ettd nelikulmion vastakkaisten
sivujen summat ovat samat.

Kuva 6: Lauseen 2.17 todistuksen havainnollistus.

Onkin mielenkiintoista huomata, ettd Pitot’n lause pétee myos péainvastaiseen suun-
taan. Taman todisti sveitsildinen matemaatikko Jakob Steiner vuonna 1846 — yli 100
vuotta alkuperaisen todistuksen jalkeen.



Lause 2.19. (Pitot'n lause kddnteisesti). Jos konveksissa nelikulmiossa ABCD pitee
AB + CD = BC + DA, niin silld on sisdympyrd.

Todistus. Oletetaan, ettd konveksissa nelikulmiossa ABCD patee AB+CD = BC'+ DA.
Kéydédan ensin lapi erikoistapaus, missé ABCD on leija. Koska ABC'D on leija, niin
leijan maaritelmén nojalla sen vastakkaisten sivujen summat ovat samat. Nyt lauseen
2.14 nojalla jokaisella konveksilla leijalla on sisdympyré, joten lause pétee leijoille.

Kuva 7: Lauseen 2.19 todistuksen havainnollistus.

Oletetaan nyt, ettd ABC'D ei ole leija. Koska ABC'D ei ole leija, niin mitkédén nelikul-
mion vierekkéisista sivuista eivat voi olla yhtenevid, koska muuten alkuoletuksen nojalla
nelikulmio olisi leija. Voidaan siis valita vierekkiiset sivut AB ja DA, joille pitee joko
AB > DA tai AB < DA. Oletetaan, etti AB > DA (tapaus AB < DA voidaan kiydi
taysin vastaavalla tavalla ldpi). Huomataan, etta alkuoletus AB+C'D = BC'+ D A voidaan
kirjoittaa myos seuraavasti AB— DA = BC' —CD. Koska AB > DA, niin AB— DA > 0,
josta edellisen perusteella seuraa, ettd BC' — C'D > 0, jolloin BC' > CD.

Seuraavaksi valitaan piste E sivulta AB siten, etti AE = DA ja piste F sivulta
BC siten, ettd CF = C'D. Tamén perusteella kolmiot DCF ja DAE ovat tasakylkisia.
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Nyt yhtdlo AB — DA = BC — CD voidaan kirjoittaa seuraavasti AB — AE = BC' —
CF, ja koska AB — AE = BE seki BC — CF = BF, niin BE = BF. Siis kolmio
EBF on myos tasakylkinen. Koska kolmiot DC'F, DAFE ja EBF ovat tasakylkisié, niin
kulmien Z/DCF, ZDAFE ja ZEBF puolittajat ovat kolmion DFEF keskinormaaleja, jotka
leikkaavat samassa pisteessa I.

Jaljella on endd osoittaa, ettd piste I on yhta kaukana nelikulmion sivuista. Merkitaan
pisteilld X, Y, Z ja W pisteen I kohtisuoria projektioita nelikulmion sivuilla. Nyt siis
IX 1L AB,IY L BC,IZ 1 CD ja IW L DA. Yhtenevyyskriteeri KKS:n perusteella
kolmiot AIX ja AIW ovat yhtenevii, joten 71X = IW. Samalla tavalla kolmiot BIX
ja BIY seki kolmiot CIY ja CIZ ovat yhtenevid, joten myos IX =2 IY ja IY = IZ.
Nyt janojen transitiivisuuden nojalla pitee IW = IX = JY = [Z. Voidaan siis piirta
I-keskinen ja IW-séteinen ympyré I, joka sivuaa konveksin nelikulmion ABC D jokaista
sivua. Siis I' on konveksin nelikulmion ABC' D sisdympyra. [

Nyt lauseen 2.19 avulla voidaan tdydentda Pitot’'n lausetta.

Lause 2.20. (Téydennetty Pitot’n lause). Konveksilla nelikulmiolle ABCD on sisiym-
pyrd, jos ja vain jos AB +CD = BC + DA.

Téaydennetylla Pitot’'n lauseella on paljon tyokaluarvoa tutkittaessa tangentiaalisia ne-
likulmioita. Sen avulla voidaan mm. selvittdd, ovatko tietyt nelikulmiot tangentiaalisia
nelikulmioita.

2.3 Kehakulmalause

Euklidisessa tasogeometriassa kehdkulmalauseella on suuri tyokaluarvo. Kehidkulmalause
kertoo siis sen, ettd ympyrassa kehdkulma on puolet samaa kaarta vastaavasta keskuskul-
masta. Thaleen lause on sen erikoistapaus, jossa ympyran halkaisijan pa#tepisteet muo-
dostavat minka tahansa muun ympyran pisteen kanssa suoran kulman. Téassé tyossa ke-
hiakulmalausetta, tai oikeastaan sen korollaaria, kiytetddn apuna todistamaan muutamia
nelikulmioon ja sen ymparysympyraan liittyvia lauseita.

Lause 2.21. (Kehikulmalause). Jos O-keskisen ympyrin pisteet A, B ja C ovat siten,
ettd kulmat ZAOB ja ZACB jakavat saman pisteiden A ja B maddrittamdn kaaren, niin
/ZAOB =2 2/ACB.

Todistus. Oletetaan, ettd I' on O-keskinen ja r-sdteinen ympyra.

Tapaus 1) Olkoot I':n pisteet A, B ja C sellaisia, ettd C' ja O ovat samalla puolen
suoraa AB. Piste C ei ole siis kulman ZAOB aukeamassa. Nyt kulmat ZAOB ja ZACB
jakavat pisteiden A ja B maédrittdméan kaaren. Olkoon D # C' sellainen piste, joka on

puolisuoran C@ muodostaman halkaisijan toinen paétepiste.
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Oletetaan ensin, ettd D on kulman ZAOB aukeamassa. Nyt koska OA = OC 22 r, niin
AOC on tasakylkinen kolmio, jolloin ZOAC = ZACO. Kulmien yhteenlaskun mééaritel-
méan nojalla ZOAC + ZACO = 2/ACO. Koska kolmion kulman vieruskulma on kolmion
muiden kulmien summa, niin kulman ZCOA vieruskulma ZAOD = ZOAC + ZACO.
Siis ZAOD = 2/ACO. Samanlaisin perustein ZBOD = 2/BC0O. Nyt huomataan, etté
LAOB = LAOD + £ZBOD =2/AC0 +2/BCO = 2/ACB. Siis ZAOB = 2/ACB.

Oletetaan nyt, ettd D ei ole kulman ZAOB aukeamassa, esimerkiksi siten ettd O ja B
ovat eri puolella suoraa AC'. Téysin vastaavalla tavalla osoitetaan, ettd ZBOD = 2/BCO
jaZAOD = 2/ACO, jolloin ZAOB = /BOD—/A0OD = 2/BCO-2/AC0O = 2/ACB.
Siis ZAOB = 2/ACB.

D

Kuva 8: Lauseen 2.21 todistuksen havainnollistus tapaus 1) kohdalla.

Tapaus 2) Olkoot I':n pisteet A, B ja C sellaisia, ettd C ja O ovat eri puolella suoraa
AB. Piste C on siis kulman ZAOB aukeamassa. Nyt kulmat ZAOB ja ZACB jakavat
pisteiden A ja B maarittdmén (suuremman) kaaren. Olkoon D # C' sellainen piste, joka on
puolisuoran C@ muodostaman halkaisijan toinen péitepiste. Nyt taas tdysin vastaavalla
tavalla kuin tapauksessa 1) osoitetaan, ettd LZAOD = 2/ACO ja £LBOD = 2/BCO,
jolloin ZAOB = ZAOD + /BOD = 2/ACO + 2/BCO = 2/ACB. Siis ZAOB =
2/ACB.

Tapaus 3) (Thaleen lause). Olkoot I''n pisteet A ja B sellaisia, ettd O on suoralla
AB, eli AB on I':n halkaisija, ja olkoon C jokin muu I':n piste. Nyt kulmat ZAOB ja
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LACB jakavat pisteiden A ja B méaérittamén kaaren. Koska kolmion kulman vieruskulma
on kolmion muiden kulmien summa, niin kulman ZAC B vieruskulma on kulmien ZC' AB
ja ZCBA summa. Nyt koska OA =2 OB = OC = r, niin kolmiot OCA ja OBC' ovat
tasakylkisida. Nyt siis ZACB = LZACO+ £0CB = LZCAO + LCBO = LCAB + ZCBA,
joten kulma ZAC'B on vieruskulmansa suuruinen eli suora kulma. Téastd huomataankin
heti, ettd ZAOB = 2/ACB.

Kuva 9: Lauseen 2.21 todistuksen havainnollistus tapausten 2) ja 3) kohdalla.

Tapausten 1) - 3) nojalla O-keskisen ympyrén kulmat ZAOB ja ZAC B jakavat saman
pisteiden A ja B méaarittamén kaaren siten, ettd ZAOB = 2/ACB. ]

Korollaari 2.22. (Kehé&kulmalauseen korollaari). Samaa ympyrin kaarta vastaavat ke-
hakulmat ovat samansuuruiset.

Todistus. Oletetaan, ettd I' on O-keskinen ympyra. Olkoot A, B, C' ja D sellaisia I':n
pisteitd, ettd C' ja D ovat samalla puolen suoraa AB. Nyt kulmat ZACB ja ZADB ovat
samaa kaarta vastaavia kehdkulmia. Kehdkulmalauseen nojalla 2/ACB = ZAOB =
2/ADB eli ZACB = ZADB. Samaa ympyran kaarta vastaavat kehdkulmat ovat siis
samansuuruiset. [

Johdetaan vield seuraavaksi kehdkulmalauseen korollaarista kaksi tulosta, joita kiyte-
tdan myohemmassa vaiheessa tarkastamaan sité, onko konveksilla nelikulmiolla ympéary-
sympyra. Niistd ensimmaistd voidaankin pitaéd kehdkulmalauseen korollaarin kidédnteisena
puolena.
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Lause 2.23. Jos konveksissa nelikulmiossa ABCD pitee ZACB = ZADB, niin silld on
Ymparysympyra.

Todistus. Oletetaan, ettd ABCD on konveksi nelikulmio, jossa patee ZACB = ZADB.
Lauseen 2.10 nojalla pisteiden A, B ja C kautta kulkee yksi ja vain yksi ympyra T.
Tehdaan vastaoletus: D ei ole I':n piste. Koska D ei ole I':n piste, niin D sijaitsee joko
[':n ulko- tai sisédpuolella.

Oletetaan ensin, ettd D sijaitsee I':n ulkopuolella eli janalla BD ja I':lla on yhteinen
piste D’ # B. Nyt kehdkulmalauseen korollaarin nojalla ZACB = ZAD'B. Koska kolmion
kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa, niin kulman ZDD’A vieruskul-
ma LAD'B= /ADD' + /DAD' = /ADB + ZDAD’. Mutta nyt paadytadn ristiriitaan
alkuoletuksen kanssa, koska ZACB = /AD'B= /ADB + /DAD" > /ADB = /ACB.

Oletetaan sitten, ettd D sijaitsee I':n sisdpuolella eli suoralla BD ja I':lla on yhtei-
nen piste D” # B. Nyt kehdkulmalauseen korollaarin nojalla ZACB = ZAD"B. Koska
kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa, niin kulman ZD"DA
vieruskulma ZADB = /AD"D + /D"AD = ZAD"B + /D" AD. Mutta jalleen paady-
tddn ristiriitaan alkuoletuksen kanssa, koska ZACB = /ADB = /AD"B + /D"AD >
LAD"B = LACB.

Huomataan, etta vastaoletuksesta paadyttiin ristiriitaan, joten alkuperdinen véite pé-
tee eli D on I':n piste. Siis pisteet A, B, C' ja D ovat samalla ympyralld eli konveksilla
nelikulmiolla ABC'D on ympéarysympyra. [

B

Kuva 10: Lauseen 2.23 todistuksen havainnollistus.

Lause 2.24. Konveksilla nelikulmiolle ABC'D on ympdrysympyrd, jos ja vain jos sen
vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia.
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Todistus. = : Oletetaan, ettd konveksilla nelikulmiolla ABC'D on ympéarysympyra I
Nyt A, B, C ja D ovat I'n pisteitd. Kehdkulmalauseen korollaarin nojalla ZCAB =
/BDC ja ZACB = ZADB. Koska kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden
kulmien summa, niin kulman ZABC vieruskulma on yhteneva summan ZCAB + ZACB
kanssa. Nyt ZADC = /BDC + LADB = ZCAB + ZACB, joten ZABC ja LADC
ovat vieruskulmia. Téysin vastaavalla paattelylla ZBAD ja ZBCD ovat vieruskulmia.
Siis konveksin nelikulmion ABC'D vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia.

B E
-

¢

Kuva 11: Lauseen 2.24 todistuksen suunnan <= havainnollistus.

<= Oletetaan, ettd konveksin nelikulmion ABC D vastakkaiset kulmat ovat vierus-
kulmia. Lauseen 2.10 nojalla pisteiden A, B ja C kautta kulkee yksi ja vain yksi ympyra
I'. Tehdaén vastaoletus: D ei ole I':n piste. Koska D ei ole I':n piste, niin D sijaitsee joko
I':n ulko- tai sisédpuolella.

Oletetaan, ettd D sijaitsee I':n sisédpuolella. Nyt suora C'D leikkaa [:n pisteessd E.
Koska F sijaitsee puolisuoralla C'D, niin lauseen 2.3 nojalla nelikulmio ABC'E on kon-
veksi. Lauseen edeltdvén suunnan nojalla konveksin nelikulmion ABC'E kulmat ZABC
ja ZAEC ovat nyt vieruskulmia. Alkuoletuksen nojalla téstéd seuraa, ettd LZAEC =
ZAED =2 ZADC. Koska kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien sum-
ma, niin kolmion AED kulman ZEDA vieruskulma ZADC = /AED + /DAFE. Mutta
nyt paadytasan ristiriitaan alkuoletuksen kanssa, koska ZAED = /ADC =2 ZAED +
/ZDAE.
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Oletetaan sitten, etté D sijaitsee I':n ulkopuolella. Nyt jos janat AD tai C'D leikkaavat
[':n pisteessé £, voidaan edellinen pdéttely muuntaa samanlaiseen ristiriitaan padttyvik-
si. Jos kumpikaan janoista AD tai C'D ei leikkaa I':aa, valitaan kaaren AC piste E siten,
ettd puolisuora AE leikkaa janan C'D pisteessd. F. Nyt koska E sijaitsee kaarella ZE’,
niin se on konveksin nelikulmion ABC'D kulman ZADC aukeamassa, joten nelikulmio
ABCE on konveksi. Lauseen edeltdvin suunnan nojalla konveksin nelikulmion ABCE
kulmat ZABC ja ZAEC ovat nyt vieruskulmia. Alkuoletuksen nojalla tésta seuraa, etté
/ADC = ZAEC. Koska kolmion kulman vieruskulma on kolmion muita kulmia suurem-
pi, niin kolmion CEF kulman /CEF vieruskulma ZAEC > ZEFC ja kolmion ADF
kulman ZAF D vieruskulma ZAFC = /EFC > ZADF = ZADC'. Mutta nyt paadytaan
ristiriitaan alkuoletuksen kanssa, koska ZADC = ZAEC > L/ZEFC > ZADC.

Huomataan, etta vastaoletuksesta paadyttiin ristiriitaan, joten alkuperdinen véite pé-
tee eli D on I':n piste. Siis pisteet A, B, C' ja D ovat samalla ympyralld eli konveksilla
nelikulmiolla ABC'D on ympéarysympyra. [

2.4 Ptolemaioksen lause

Antiikin merkittavimpiin téhtitieteilijéihin kuulunut kreikkalainen Klaudios Ptolemaios
todisti seuraavan lauseen 100-luvun teoksessaan Almagest, joka on yksi tahtitieteen mer-
kittdvimpié kirjoja. Almagest séilyi alan perusteoksena melkein 1500 vuotta.

Lause 2.25. (Ptolemaioksen lause). Jos konveksilla nelikulmiolla ABC' D on ympdarysym-
PYTa, Nin

(2.26) AB-CD + AD - BC = AC - BD.

Todistus. Oletetaan, ettdi ABCD on konveksi nelikulmio, jolla on ympéarysympyra I
Nyt pisteet A, B, C ja D ovat I'n pisteitd. Valitaan janalta AC piste E siten, etté
/ABE = /DBC. Nyt kehdkulmalauseen korollaarin nojalla /EAB = ZCDB, jolloin
kolmiot ABE' ja DBC' ovat yhdenmuotoisuuslause KK:n nojalla yhdenmuotoiset. Kol-
mioiden yhdenmuotoisuudesta seuraa, etta % = % eli AB-CD = AE - BD. Koska
kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa, niin kulman ZAEB
vieruskulma /BEC = /BAE + ZABE = /BAC + ZDBC'". Nyt kehidkulmalauseen ko-
rollaarin nojalla /DBC = /C'AD, jolloin /BEC = /BAC + ZCAD = /BAD. Kehi-
kulmalauseen korollaarin nojalla myos ZADB = ZACB, jolloin kolmiot EBC ja ABD
ovat yhdenmuotoisuuslause KK:n nojalla yhdenmuotoiset. Kolmioiden yhdenmuotoisuu-

desta seuraa, etta g;g = % eli AD - BC = EC' - BD. Siis

AB-CD+AD-BC =AE-BD+ EC-BD = (AE + EC)- BD = AC - BD.
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A B

Kuva 12: Lauseen 2.25 todistuksen havainnollistus.

Yhtalo 2.26 tarkoittaa siis téassa tapauksessa sité, ettd nelikulmion vastakkaisten sivu-
jen tulojen summa on sama kuin lavistéjien tulo. Jos pisteet A, B, C'ja D eivit ole samalla
ympyralla, niin yhtalostd saadaan muodostettua kiyttokelpoinen Ptolemaioksen epéyh-
talo. Historiallisesti “sinitaulukkojen” madritys on perustunut Ptolemaioksen lauseeseen

8]-

Lause 2.27. (Ptolemaioksen lause kdénteisesti). Jos konveksissa nelikulmiossa ABC' D
pitee AB-CD + AD - BC = AC' - BD, niin silld on ympdrysympyra.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC D on sellainen konveksi nelikulmio, jossa pitee AB-CD +
AD - BC = AC - BD. Tehdéén vastaoletus: Oletetaan, ettd ABC D:114 ei ole ympérysym-
pyraa.

Merkitaén piste P siten, ettda ZBAC = ZDAP ja P on eri puolella suoraa AD kuin
C. Nyt koska ABC'D:11a ei ole ympéarysympyréé, niin lauseen 2.24 nojalla sen vastakkai-
set kulmat eivit ole vieruskulmia. Siis ZABC ei ole ZADC"n vieruskulma. Jos P sijait-
see suoralla C'D, niin ZADP on ZADCn vieruskulma eli talloin edellisen nojalla pétee
ZADP % ZABC. Jos C, D ja P eivat ole samalla suoralla, niin on mahdollista, etté
LADP = LABC.

Oletetaan siis, ettd C, D ja P eivit ole samalla suoralla ja ZADP = ZABC. Nyt
kolmion C'DP janoille patee kolmioepayhtélén nojalla CD + DP > C'P. Koska /BAC =
LDAP ja ZADP = ZABC, niin yhdenmuotoisuuslause KK:n nojalla kolmiot BAC ja
DAP ovat yhdenmuotoiset. Kolmioiden yhdenmuotoisuudesta seuraa, etté ﬁg = gg eli
DP — AD BC

Koska ABAC £LDAP, niin /BAD = /BAC + LCAD = ZDAP + LCAD =
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LCAP. Koska kolmiot BAC' ja DAP ovat yhdenmuotoiset, niin % = % Nyt yhden-
muotoisuuslause SKS:n nojalla kolmlot ABD ja ACP ovat yhdenmuotoiset. Kolmioiden
AB

yhdenmuotoisuudesta seuraa, etti 2 ﬁ = 4= eli CP = AC BD . Nyt edelld mainittu kol-

mioepéayhtalo voidaan esittdd muodossa

CD+u—CD+DP>CP:@.
AB AB

Kun epiyhtilo kerrotaan puolittain AB:lla, saadaan AB-CD + AD - BC > AC - BD.
Mutta tdmé on ristiriidassa sen alkuoletuksen kanssa, ettd AB-CD+AD-BC = AC-BD.
Vastaoletuksesta paadyttiin ristiriitaan, joten alkuperiinen véite péatee eli ABC D:1la on
ymparysympyra. [

C

Kuva 13: Lauseen 2.27 todistuksen havainnollistus.

Nyt lauseen 2.27 avulla voidaan taydentda Ptolemaioksen lausetta.

Lause 2.28. (Téydennetty Ptolemaioksen lause). Konveksilla nelikulmiolle ABCD on
ympdrysympyrd, jos ja vain jos AB - CD + AD - BC = AC - BD.

Taydennetyn Ptolemaioksen lauseen avulla voidaan mm. selvittad, ovatko tietyt ne-
likulmiot syklisia nelikulmioita. Sen suurin hy6ty ympyrallisten nelikulmioiden kohdalla
liittyy kuitenkin syklisten nelikulmioiden lavistajien pituuksiin.
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Luku 3

Tangentiaalinen nelikulmio

Tangentiaalinen nelikulmio on tasokuvio euklidisessa geometriassa, joka mééritellaan seu-
raavasti:

Maaritelma 3.1. Tangentiaalinen nelikulmio on sellainen konveksi nelikulmio, jolla on
olemassa sisdympyra eli sen sisddn voidaan piirtdd ympyra siten, ettd ympyra sivuaa
jokaista nelikulmion sivua.

Kuva 14: Tangentiaalinen nelikulmio.

Tangentiaalisen nelikulmion sivuja voidaan kutsua myo6s tangenttijanoiksi tai sen si-
saympyran tangenteiksi, josta tasokuvion nimitys on myos peréisin. Toinen harvemmin
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kiytetty nimitys tasokuviolle on ympyran ympéri piirretty nelikulmio. Tangentiaalisen
nelikulmion sivun sivuamispisteen ja sivun kérkipisteen muodostamaa janaa kutsutaan
tangentin pituudeksi. Tangentiaalinen nelikulmio on erikoistapaus tangentiaalisista moni-
kulmioista. Nelikulmion tangentiaalisuus on yhtena ehtona sille, ettd nelikulmio voisi olla
bisentrinen. Bisentrisestd nelikulmiosta on enemman luvussa 5.

Tangentiaalisella nelikulmiolla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia, joista muu-
tamia kiydaan seuraavaksi lapi.

Lause 3.2. Tungentiaalisen nelikulmion puolipiirille s pitee s = AB+ CD = BC + DA.

Todistus. Tama on seuraus puolipiirin méaéritelmasta ja tdydennetysta Pitot'n lauseesta:

s— L(AB+BC + CD + DA)

N NN — DN

(2-AB+2-CD)

(

+CD)

S

B
+
_l_

2 d

]

Siis tangentiaalisen nelikulmion vastakkaisten sivujen summa on puolet sen piiristé.
Seuraavan lauseen taas tekee mielenkiintoiseksi se, ettd se patee myos kolmioille.

Lause 3.3. Tangentiaalisen nelikulmion pinta-alalle A pitee A = sr, missi s on sen
puolipiirt ja r on sen sisaympyran sdde.

Todistus. Oletetaan, ettd ABCD on tangentiaalinen nelikulmio. Koska ABCD on tan-
gentiaalinen nelikulmio, niin silld on sisdympyra. Merkitdan pisteillda X, Y, Z, W sisdym-
pyran keskipisteen O projektioita sivuilla AB, BC', CD ja DA. Nyt soveltamalla tuttua
kolmion pinta-alan kaavaa %b - h, missé b on kanta ja h korkeus, saadaan

A= Asop + Apoc + Acop + Aaop
1—— 11— 1—— 11—

:%(AB+BC+CD+DA>.T

= sr.
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Lause 3.4. Tangentiaalisen nelikulmion kulmanpuolittajat leikkaavat sen sisdympyrdin
keskipisteessd.

Todistus. Tamé seuraa lauseesta 2.6 ja sen todistuksesta. O]

Lause 3.5. Tangentiaalisen nelikulmion ABCD sisdympyrdin sdteelle r pdtee

9

(3.6) . efg+ fgh+egh+efh
' e+f+g+h

missd e, f, g ja h ovat ABCD:n tangenttien pituuksia.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on tangentiaalinen nelikulmio. Nyt silld on [-keskinen
sisdympyré, joka sivuaa ABC' D:n sivuja AB, BC', C'D ja DA pisteissa X, Y, Z, W. Nyt
lauseen 2.8 nojalla voidaan merkitd tangenttien pituuksia seuraavasti: AX = AW =2 e,
BX 2 BY = f, CY 2 (CZ = gja DZ = DW = h. Merkitdin myos ZAIX = a,
LBIY =, LC1Z =~ ja LDIW = §. Nyt

e f g h
3.7 t = -t ==t = < tan(d) = —.
(37) an(a) = &, tan(8) = . tan() = &, tan(s) =
Lauseen 3.4 ja nelikulmion kulmien yhteenlaskun nojalla o« + 5 + v + 6 = 7, jolloin
palautuskaavaa tan(z) = — tan(r — x) kiyttdmalla saadaan

tan(a + ) = —tan(m — (o + 8)) = —tan(n — (7 — v — 0)) = — tan(y +6)

—

(3.8) tan(a+ () + tan(y +6) = 0.

Kéytdmme ensin tangenttien summakaavaa yhtélosséa (3.8), jonka jélkeen loppu on yhté-
16iden (3.7) mukaista termien sijoittelua ja yhtalon pyorittelyé:

tan(a) +tan(8) | tan(y) +tan(s) _

1 —tan(a) tan(8) 1 — tan(y) tan(d)
rle+f)  rlg+h) _
r2—ef * r2 —gh =0

r*(e+ f+g+h)—egh— fgh—efg—efh=0

efg+ fgh+egh+efh
r= )
et f+g+h
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Lause 3.9. Tangentiaalisen ympdrysympyrattomdn nelikulmion viereisten keskinormaa-
lien leikkauspisteet muodostavat tangentiaalisen nelikulmion.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on sellainen tangentiaalinen nelikulmio, jolla ei ole ym-
parysympyrid. Merkitdin AB = a, BC = b, CD = ¢ ja DA = d. Koska ABCD on
tangentiaalinen nelikulmio, niin silld on I-keskinen ja r-siteinen sisdympyra I'. Merkitaan
lauseen 2.8 nojalla tangenttien pituuksia nelikulmion ABCD karkipisteiden mukaisesti
ta, tg, tc ja tp. Merkitdan sivujen a, b, ¢ ja d keskipisteita pisteilla X, Y, Z ja W. Merki-
taan pisteiden X ja Y kautta kulkevien keskinormaalien leikkauspistetta H:lla, pisteiden
Y ja Z kautta kulkevien keskinormaalien leikkauspistetta G:1l4, pisteiden Z ja W kaut-
ta kulkevien keskinormaalien leikkauspistettd F:114 ja pisteiden W ja X kautta kulkevien
keskinormaalien leikkauspistettda FE:lld. Ndin on saatu muodostettua nelikulmio FFGH,
jota ldhdetddn osoittamaan tangentiaaliseksi nelikulmioksi. Merkitéén vield suoran C'D
ja pisteen W kautta kulkevan keskinormaalin leikkauspistetta M:114.

F

Kuva 15: Lauseen 3.9 todistuksen havainnollistus.
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Nyt koska cos(ZW DM) = cos(m — LADC') = — cos(LADC') =

32
s
T
=
E
=

- d d c
MDE ————F———— MZ=MD+ D= ——m———— + —.
’ * 2cos(LADC) T3

 2cos(LADC)

Koska kolmiot DMW ja FZM ovat yhdenmuotoisuuslauseen KK nojalla yhdenmuo-
toiset, niin ZWDM = ZZFM. Nyt saadaan, etti cot(ZZFM) = cot(LWDM) =
cot(mr — LADC) = — cot(LADC) = ]\Ij[:ZZ’ jolloin

— — dcot(LADC) ¢ d c
7 = —MZcot(LADC) = LEELT ) C (L ADC) = —— 2 Ceot(LADC).
ot2ADC) = 5 SZADC) 2 CNAADC) = 5 ey g co4ARC)

Vastaavalla tavalla saadaan, ettd

N c d

Tangentin kulman puolikkaan kaavaa kulmalle ZADC' kdyttdmaélla saadaan

LADC 1 _ /1+cos(£LADC)

;)=

cot = = i
( tan(<4P€) /1 — cos(ZADC)

Laventamalla tadmén jalkeen osoittajalla ja soveltamalla saatuun nimittajaan Pythagoraan
lausetta trigonometrisille funktioille saadaan, etta

AADC) _ V/1+cos(LADC) = 14 cos(LADC) 1+ cos(£ZADC)
2 V/1—cos(ZLADC) /1 —cos(LADC)? sin(ZADC)

cot(

Lauseen 2.8 todistuksesta seuraa suoraan, ettd jana ID puolittaa kulman ZADC, joten
cot(£4P€) = 2 Nyt siis

c—d
sn(Zapc) T
1 cos(LADC)
= (e~ d)(sin(éADC) * sin(ZADC’))
_ 14 cos(ZADC)
=(c=d) sin(ZADC)
AADC’)

20FW — FZ) = d) cot(LADC)

= (¢ —d) cot(

—(c—d)2.

r
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Vastaavalla tavalla saadaan, ettéa

- t SR — t — = t
2HY —HX) = (d—a)=2,2(EX —EW) = (a —b)-=2,2(GZ - GY) = (b — ¢)-<.
r r r
Taydennetyn Pitot’n lauseen mukaisesti jaljella on enédé osoittaa, ettd nelikulmion £FGH
vastakkaisten sivujen summat ovat yhté suuret eli EF — FH+ HG —GF = 0. Huomataan
kuitenkin, etta

EF —FEH+HG - GF =~ (FW — EW) — (HX — EX) + (HY - GY) — (FZ — GZ)
~ (FW —FZ)+ (HY — HX) 4+ (EX — EW) + (GZ — GY),

jolloin riitta4 osoittaa, ettd 2(FW —FZ)+2(HY —HX)+2(EX—EW)+2(GZ—-GY') = 0.
Tama taas saadaan aiempien tulosten nojalla muotoon

Ip ta tp tc
D2l @a-0E -0 =0
L N (P
<

(C — d)tD + (d — a)tA + (Cl — b)tB + (b — C)tc = 0.

Huomataan, ettd c—d = (tc+tp)—(tp+ta) = tc—tajad—a = (tp+ta)—(ta+tp) =tp—
tg. Koska ABC'D on tangentiaalinen nelikulmio, niin tdydennetyn Pitot’n lauseen nojalla

sen vastakkaisten sivujen summat ovat yhta suuret, jolloin a — b = —(b — a) = —(c — d)
jab—c=—(c—b) = —(d—a). Nyt siis

(C — d)tD + (d — a)tA + (a — b)tB + (b — C)tc

(c—d)tp+ (d—a)ty — (c—d)tg — (d — a)tc
c—d)(tp —tg) + (d —a)(ta — tc)

(tc —ta)(tp —tg) + (tp — tB)(ta — tc)

(tp —tg)(tc —ta+ta —tc)

0.

Koska nelikulmion EFF'GH vastakkaisten sivujen summat ovat edellisen nojalla yhta suu-
ret, niin EFGH on tangentiaalinen nelikulmio. Siis tangentiaalisen ympérysympyrétto-
mén nelikulmion viereisten keskinormaalien leikkauspisteet muodostavat tangentiaalisen
nelikulmion. ]

Edellinen lause ei siis pade ymparysympyran omaaville nelikulmioille, koska lauseen
2.11 mukaan keskinormaalit leikkaavat talloin samassa pisteessid. Téata ei oltu kuitenkaan
otettu erikseen huomioon lahteessa [13].
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Luku 4

Syklinen nelikulmio

Téassé luvussa tutustutaan sykliseen nelikulmioon, joka ldhemmin tunnetaan myos ni-
melld jannenelikulmio. Syklinen nelikulmio on tasokuvio euklidisessa geometriassa, joka
madritellddn seuraavasti:

Maaritelma 4.1. Syklinen nelikulmio on sellainen nelikulmio, jolla on olemassa ympéry-
sympyré eli sen ympéri voidaan piirtdd ympyra siten, ettad jokainen nelikulmion kérkipiste
on kyseisella ympyralla.

Kuva 16: Syklinen nelikulmio.

Sanotaan, ettd syklisen nelikulmion kérjet ovat konsykliset. Tama tarkoittaa sité, et-
td niiden kautta voidaan piirtdd yhteinen ympyra. Jokainen nelion sivu on myos saman
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ympyran jénne. Syklinen nelikulmio on erikoistapaus syklisistd monikulmioista. Nelikul-
mion syklisyys on toisena ehtona sille, etté nelikulmio voisi olla bisentrinen. Bisentrisesta
nelikulmiosta on enemmaéan luvussa 5. Tassa tyossé rajoitutaan tarkastelemaan vain kon-
vekseja syklisia nelikulmioita, mutta on myos olemassa itsedéan leikkaavia syklisia nelikul-
mioita.

Syklisella nelikulmiolla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia, joista muutamia kéy-
déan seuraavaksi lapi. Seuraavassa esitellaan 600-luvulla eldneen intialaisen matemaatikon
ja tahtitieteilijain Brahmaguptan kaava, jonka avulla saadaan tietda konveksin syklisen ne-
likulmion pinta-ala tietdmaélld vain sen sivujen pituudet. Tamé geometrinen todistus on
peréisin lahteesta [10].

Lause 4.2. (Brahmaguptan kaava). Konveksin syklisen nelikulmion pinta-alalle A paitee

(4.3) A= /(s —a)(s = b)(s —)(s —d),
missa s on sen puolipiir: ja a, b, ¢ ja d sen siwujen pituudet.

Todistus. Oletetaan, etti ABCD on konveksi syklinen nelikulmio ja AB = a, BC = b,
CD =cja DA =d.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa ABC'D on suorakulmio elia 2 ¢ > 0,0 d > 0
jas = w = a + b . Tiedetdén, ettd suorakulmion pinta-alalle pitee A = ba, joten
yhtélo 4.3 saadaan edellisten nojalla varsin mukavasti johdettua:

A=ba
— Vb2a2
= Vla—a b —b+ap
— VG-
= /(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d).
Tarkastellaan sitten tapausta, jossa ABCD ei ole suorakulmio. Nyt koska ABCD ei
ole suorakulmio, niin voidaan olettaa, ettd d = DA }y BC' = b ja ¢ > a. Oletetaan, etta

suorat DA ja BC' leikkaavat toisensa pisteessi P. Merkitiin PC = x ja PD = y. Nyt
Heronin kaavan avulla saadaan kolmion DC'P pinta-alaksi

Apcp = \/s(s—a:)(s—y)(s—c)
\/(:U+y+c)(a:+y+c_x)<x+y—|—c_y)(a;—l—y—i—c_c)

2 2 2 2
o A R AR

:;l\/(x+y+c)(y—x+c)(x+y—c)(x—y+6).
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Kuva 17: Lauseen 4.2 todistuksen havainnollistus.

Koska ABC'D on konveksi syklinen nelikulmio, niin silld on ympérysympyré. Nyt lauseen
2.24 nojalla sen vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia, jolloin kulmat Z/CDA ja ZCBA
ovat vieruskulmia. Koska ZABP on myos kulman /CBA vieruskulma, niin Z/CDA =
ZABP. Nyt kolmiot BAP ja DCP ovat yhdenmuotoisuuslause KK:n nojalla yhdenmuo-
toiset. Kolmioiden yhdenmuotoisuudesta seuraa, etta

Apap a_2
Apcp 2
2 2
Apcp  Apap _c a

Apcp Apcp c? c?

Apcp — Apap _ Aapcp ¢ —a

Apcp Apcp c?

Kolmioiden yhdenmuotoisuudesta seuraa myos, etta

)

r y—d
c a

x—b

ol

a
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Kun lisédmme nédma puolittain yhteen, saadaan johdettua yhtalo

r+y x+y—b—d

c a
r+y xz+y  b+d
c a a
a—c b+d
(z +y) = -
ca a
c
r4y= (b+d)
c—a
c c—a
r+y+c= (b+d)+c
c—a c—a
c
r+y+c= (b+c+d—a).
c—a
Samalla saadaan myos
c
r+y—c= (a+b+d—c),
c—a

kun viimeisissd vaiheissa lisdédmisen sijaan vahennetdan yhtdlon molemmilta puolin c.
Seuraavat yhtéalot saadaan vastaavalla tavalla, kun sopivasti vihennetddn yhdenmuotoi-
suudesta seuranneet janojen suhteet puolittain:

y—cr+c= (a+c+d—0)

c+a
c

rT—y+c= (a+b+c—d).

c+a

Sijoitetaan seuraavaksi edelld saadut neljd yhtaloa kolmion DC P pinta-alan yhtaloon

lﬁmp:iyﬂx+y+ch—x+ch+y—cﬂx—y+d

1 4
:—J——i—3®+c+d—@m+c+d—®m+b+d—@m+b+c—®

4\ (? —a?)
@ \/(b+c+d—a)(a+c+d—b)(a+b+d—c)(a+b+c—d)
2 —q? 16
B c2/¢m+b+c+d—&wm+b+c+d—%0m+b+c+d—mjm+b+c+d—2®
I 2 2 2 2 '
Nyt koska puolipiiri s = ‘”b%i, saadaan

02

V(s —a)(s = b)(s — o)(s — d).

ADC’P =
2 — g2
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Koska kolmioiden BAP ja DCP yhdenmuotoisuudesta seurasi

Aapcp -  —a?

2 )

ADCP &

saadaan edellisestd nyt Aapcp = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d), joka siis on haluttu Brah-
maguptan kaava.
UJ

Lause 4.4. Konveksin syklisen nelikulmion sivujen keskinormaalit letkkaavat sen ympad-
rysympyran keskipisteessa.

Todistus. Tama seuraa lauseesta 2.11 ja sen todistuksesta. [

Seuraava lause on nimetty intialaisen matemaatikon ja téhtitieteilijain Vatasseri Para-
meshvara Nambudirin mukaan, joka todisti sen ensimmaisend 1430-luvulla. Kyseinen lause
kuitenkin saatetaan laskea sveitsildisen matemaatikon Simon Antoine Jean L’Huilierin an-
sioksi, joka julkaisi sen 350 vuotta myohemmin vuonna 1782.

Lause 4.5. (Parameshvara'n kaava). Konveksin syklisen nelikulmion ympdrysympyrin
sateelle R pdtee

(4.6) R=

1 \/ (ab + cd)(ac + bd)(ad + be)
4\ (s —a)(s—b)(s—c)(s—d)’

missa s on sen puolipiirt ja a, b, ¢ ja d sen sivujen pituudet.

Todistus. Oletetaan, etti ABC'D on konveksi syklinen nelikulmio ja AB = a, BC = b,
CD = cja DA = d. Tiedetdan, ettd kolmion ymparysympyran siteelle R pétee

rYz
4.7 R=—,
(4.7) 1A
missd z, y ja z ovat kolmion sivujen pituudet ja A kolmion pinta-ala. Lauseen 2.10 to-
distuksesta seuraa suoraan, ettd kolmion sivujen keskinormaalit leikkaavat ympérysym-
pyransé keskipisteessd. Nyt edellisen tiedon ja lauseen 4.4 nojalla syklisen nelikulmion
ympéarysympyran keskipiste on sama kuin sen karkipisteistd muodostettujen kolmioiden
ymparysympyran keskipiste. Siis kolmioilla ABD ja C'BD on sama ymparysympyra ja
siten myos sédde, kuin nelikulmiolla ABC' D. Nyt yhtélon 4.7 nojalla saadaan, etté

_adf _bef
ABD — 4R’ CBD — 4R’
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missi BD = f. Nelikulmion ABC D pinta-alaksi saadaan talloin

adf bef _ flad+be)

Aapep = Aapp + Acep = v + R e

Vastaavalla tavalla kolmioiden BAC ja DAC avulla saadaan, etta

abe ~cde  e(ab+ cd)

Aapep = Apac + Apac = iR + AR - ar

missi. AC' = e. Nyt kertomalla nelikulmion ABC D pinta-alat toisillaan saadaan, etts

5 ef(ad + be)(ab + cd)
AABCD = 16R2 :

Koska ABC'D on konveksi syklinen nelikulmio, niin silld on ympéarysympyré, jolloin téy-
dennetyn Ptolemaioksen lauseen nojalla ef = ac+bd. Nyt soveltamalla edelliseen yhtaloon
téité ja Brahmaguptan kaavaa A = \/(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d) saadaan, etti

(ac+ bd)(ad + be)(ab + cd)

(s —a)(s =b)(s —c)(s —d) =

16 R?
<
R 1\/ (ab+ cd)(ac + bd)(ad + bc)
4\ (s —a)(s—b)(s—c)(s—d)’
missé s on nelikulmion ABC' D puolipiiri. Tamé vastaakin haluttua yhtaloa 4.6. O]

Lause 4.8. Konveksin sisaympyrdattoman syklisen nelikulmion viereisten kulmanpuolitta-
jien leikkauspisteet muodostavat syklisen nelikulmion.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on sellainen konveksi syklinen nelikulmio, jolla ei ole
sisdiympyrad. Merkitddn kulmien ZDAB ja ZABC kulmanpuolittajien leikkauspistet-
ta E:la, kulmien ZABC' ja ZBCD kulmanpuolittajien leikkauspistettd H:lla, kulmien
/ZBCD ja ZC DA kulmanpuolittajien leikkauspistettd G:11a ja kulmien ZC'DA ja ZDAB
kulmanpuolittajien leikkauspistettd F:114. Nyt koska ABC'D on syklinen nelikulmio, niin
lauseen 2.24 nojalla sen vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia ja koska vieruskulmien
summa on kaksi suoraa kulmaa, niin summat Z/DAB + /BCD = /DAF + /FAB +
/BCH+ /HCD ja ZABC + Z/CDA = /ABH + /HBC + ZCDF + ZF DA ovat kak-
si suoraa kulmaa. Téllin siis summa /DAF + /FAB+ /BCH + /HCD + ZABH +
/LHBC + ZCDF + ZF DA on nelji suoraa kulmaa.

Koska kolmion kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, niin kolmion H BC' kulmien
summa /HBC+/BCH+/BHC on kaksi suoraa kulmaa. Samoin kolmion AF D kulmien
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Kuva 18: Lauseen 4.8 todistuksen havainnollistus.

summa /DAF + /FDA + ZAFD on kaksi suoraa kulmaa. Nyt siis summa /HBC +
/BCH+ /BHC + /DAF + /FDA + ZAFD on nelji suoraa kulmaa. Nyt

ZHBC + /BCH + /BHC + ZDAF + ZFDA + ZAFD =
ZDAF + /FAB+ /BCH + ZHCD + ZABH + ZHBC + ZCDF + ZFDA,

joka supistuu muotoon /BHC + /AFD = /FAB+ /HCD + ZABH + ZCDF'. Huo-
mataan, ettd kulmat Z/FAB ja ZHCD seké kulmat ZABH ja /CDF ovat vastakkaisten
kulmien puolitettuja kulmia, joten edelliseen lausetta 2.24 kidyttdvadn huomioon perus-
tuen niiden summat ovat suora kulma eli summa /FAB+/HCD+ /ZABH + ZCDF on
kaksi suoraa kulmaa. Nyt siis summa Z/BHC + ZAF D on kaksi suoraa kulmaa eli kulmat
/ZBHC ja ZAFD ovat vieruskulmia, jolloin lauseen 2.24 nojalla nelikulmiolla EFGH on
ymparysympyra eli se on syklinen. Siis konveksin sisdympyrattémén syklisen nelikulmion
viereisten kulmanpuolittajien leikkauspisteet muodostavat syklisen nelikulmion. O

Edellinen lause ei siis pade sisaympyrin omaaville nelikulmioille, koska lauseen 2.6
mukaan kulmanpuolittajat leikkaavat talloin samassa pisteessi. Tété ei oltu kuitenkaan
otettu erikseen huomioon lahteessa [10].

Lause 4.9. Konveksin syklisen nelikulmion kdrkipisteiden muodostamien kolmioiden si-
saympyroiden keskipisteet muodostavat syklisen nelikulmuion.

Todistus. Oletetaan, ettd ABCD on konveksi syklinen nelikulmio. Lauseen 2.5 nojalla
kolmioilla ABC, BCD, ACD ja ABD on sisdympyrit. Merkitddn sisdympyroiden kes-
kipisteitd Iapc = E, Igcp = F, Ixcp = G ja Iagp = H. Lauseen 2.5 todistuksesta
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seuraa suoraan, ettd suorat BE ja C'E ovat kolmion ABC' kulmien ZABC' ja ZBC A kul-
manpuolittajia, koska ne leikkaavat kolmion ABC' sisdympyrén keskipisteessd E. Nyt siis
/EBC = £45C ja /BCF = £8C4.

r

Kuva 19: Lauseen 4.9 todistuksen havainnollistus.

Koska kolmion kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, niin kolmion ABC' kulmien
summa LABC + ZBCA + ZC'AB on kaksi suoraa kulmaa, jolloin summa

LABC n /ZBCA n /CAB
2 2 2
on yksi suora kulma. Vastaavasti kolmion BC'E kulmien summa

LEBC+ Z/BCE + ZCEB = 4A2BC + ABZCA + ZCEB

on kaksi suoraa kulmaa. Kun tastd vihennetdén edellinen summa, niin saadaan etté erotus
LCEB — % on yksi suora kulma.

Taysin vastaavalla tavalla tarkastelemalla kolmioita BC'D ja BC'F saadaan, etté ero-
tus ZOFB — 40% on yksi suora kulma. Koska nelikulmiolla ABC'D on ympéarysympyra,
niin kehdkulmalauseen korollaarin nojalla ZCAB = ZC'DB. Tésta ja edellisistd erotuk-
sista seuraa, etta

LCAB ZCDB ZCDB

LCEB — = /CEB — = /ZCFB —
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eli ZCEB = /ZCFB. Nyt koska ZCEB = ZC'F B, niin lauseen 2.23 nojalla nelikulmiolla
BCFE on ymparysympyrd. Nyt lauseen 2.24 nojalla nelikulmion BC'F'E vastakkaiset
kulmat ovat vieruskulmia. Téstéd seuraa, ettd summa /BCF + ZBEF on kaksi suoraa
kulmaa.

Taysin vastaavalla tavalla nelikulmiolla ABEH on ympéarysympyré, jolloin summa
/BAH + ZBFH on kaksi suoraa kulmaa. Nyt siis summa /BCF + /BFEF + /BAH +
/BFE H on nelja suoraa kulmaa. Lauseen 2.5 todistuksesta seuraa taas suoraan, etté suorat
AH ja CF ovat kulmien ZBAD ja ZBCD kulmanpuolittajia, jolloin /BAH = # ja
/BCF = %. Saadaan, ettd summa

£ZBCD /ZBAD

LBCF + /BEF + /BAH + /BFEH = + /ZBEF + +/ZBEH

on nelji suoraa kulmaa. Koska nelikulmiolla ABC'D on ympéarysympyréd, niin lauseen
2.24 nojalla sen vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia, jolloin summa /BAD + ZBCD
on kaksi suoraa kulmaa. Tésta seuraa siis, ettd summa # + @ on yksi suora kulma.
Edellisen kohdan ja aiemman summan nojalla saadaan, ettd summa /BEF + ZBEH on
kolme suoraa kulmaa, jolloin kulma Z/H EF on suora kulma.

Taysin vastaavalla tavalla saadaan, ettd myos kulmat /EFFG, ZFGH ja ZGHE ovat
suoria kulmia. Koska nelikulmion FFGH jokainen kulma on suora, niin se on suorakul-
mio. Koska sen vastakkaiset kulmat on vieruskulmia, niin lauseen 2.24 nojalla silld on ym-
parysympyré eli nelikulmio EFGH on syklinen. Siis konveksin syklisen nelikulmion kér-
kipisteiden muodostamien kolmioiden sisdympyréat muodostavat syklisen nelikulmion. [
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Luku 5

Bisentrinen nelikulmio

Tassa luvussa tutustutaan bisentriseen nelikulmioon. Bisentrinen nelikulmio on tasokuvio
euklidisessa geometriassa, joka méaritelladn seuraavasti:

Maaritelma 5.1. Bisentrinen nelikulmio on sellainen konveksi nelikulmio, jolla on ole-
massa seké sisé- ettd ymparysympyra. Sen ympéri voidaan siis piirtdd ympyra siten, etté
jokainen nelikulmion kérkipiste on kyseiselld ympyralld ja sen sisdén voidaan piirtda ym-
pyré siten, ettd kyseinen ympyré sivuaa jokaista nelikulmion sivua.

A

Kuva 20: Bisentrinen nelikulmio.
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Bisentrinen nelikulmio on siis sekd tangentiaalinen ettd syklinen nelikulmio eli siina
patevit molempien edellamainittujen nelikulmioiden sellaiset ominaisuudet, joissa ei erik-
seen poissuljeta toista, kuten esimerkiksi lauseissa 3.9 ja 4.8. Nimitys on peréisin siité,
etta nelikulmiolla on ympyréiden johdosta kaksi keskipistetta, vaikka nelion tapauksessa
sisé~ ja ymparysympyran keskipisteet ovat kuitenkin sama piste.

Bisentrisella nelikulmiolla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia, joista muutamia
kiydaan seuraavaksi ldpi. Seuraavassa johdetaan bisentriselle nelikulmiolle oma pinta-alan
kaava soveltaen Brahmaguptan kaavaa.

Lause 5.2. Bisentrisen nelikulmion pinta-alalle A pditee
(5.3) A = Vabcd,
missd a, b, ¢ ja d ovat sen sivujen pituudet.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on bisentrinen nelikulmio ja AB = a, BC =b, CD = ¢
ja DA = d. Bisentrisen nelikulmion méiritelmén nojalla sen pinta-alalle A pétee nyt Brah-
maguptan kaavan mukaisesti A = /(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d), missd s on sen puolipiiri
ja a, b, ¢ ja d sen sivujen pituudet. Samoin bisentrisen nelikulmion puolipiirille s pétee
nyt sen madritelman ja lauseen 3.2 mukaisesti s = a + ¢ = b 4 d. Tésta saadaan, etta
s—a=c¢,s—b=d, s—c=ajas—d=b. Sijoittamalla nimé Brahmaguptan kaavaan,
saadaan A = v/abed, joka on se mitd haluttiinkin. ]

Lause 5.4. Bisentrisen nelikulmion sisaympyrdn sdteelle r pitee

. Vabed B Vabed

5.5 —
(5:5) a+c b+d’

missd a, b, ¢ ja d ovat sen sivujen pituudet.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on bisentrinen nelikulmio ja AB = a, BC =b, CD = ¢
ja DA = d. Bisentrisen nelikulmion méiritelmén nojalla sen pinta-alalle A pétee nyt
lauseen 3.3 mukaisesti A = rs, missd s on sen puolipiiri. Samoin bisentrisen nelikulmion
puolipiirille s patee nyt sen méiritelmén ja lauseen 3.2 mukaisesti s = a+c = b+ d. Nyt
lauseen 5.2 nojalla saadaan

A Vabed Vabed

ngz a+c - b+d -
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Lause 5.6. Bisentrisen nelikulmion ympdrysympyrdn sateelle R pdtee

1 \/ (ab + cd)(ac + bd)(ad + be)

(5.7) f= 4 abed ’

missd a, b, ¢ ja d ovat sen sivujen pituudet.

Todistus. Bisentrisen nelikulmion méaritelmén nojalla tdméa seuraa suoraan soveltamalla
Brahmaguptan kaavan sijaan lausetta 5.2 Parameshvara’n kaavan todistuksessa. ]

Sveitsildinen matemaatikko ja Leonhard Fulerin assistentti Nicolas Fuss todisti seu-
raavan lauseen vuonna 1792, joka on yleistys Fulerin lauseelle kolmion sisid- ja ympéa-
rysympyran keskipisteiden valisesta etédisyydestd. Fuss on myos loytanyt vastaavanlai-
set kaavat muutamalle muullekin bisentriselle monikulmiolle. Saksalainen matemaatikko
Heinrich Dérrie on listannut Fuss'n lauseen yhdeksi alkeismatematiikan sadasta suuresta
(ratkaistusta) ongelmasta kirjassaan [2|. Tdméa geometrinen todistus on ldhteesta [12].

Lause 5.8. (Fuss'n lause). Bisentriselld nelikulmiolla pdtee

1 1 1
(5.9) 2Ry d?  R_dP

missa r on sisaympyrdan sade, R on ympdarysympyrdan sdide ja d on sisd- ja ymparysympyran
keskipisteiden vilinen etdisyys.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on bisentrinen nelikulmio. Nyt silld on siis /- ja O-
keskiset sisé- ja ymparysympyréat, joiden sidteet ovat r ja R. Oletetaan, ettd sisdympyra
sivuaa nelikulmion sivuja AB ja BC pisteissi J ja K. Koska nelikulmiolla ABC'D on
ympéarysympyré, niin lauseen 2.24 nojalla sen vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia eli
summa £ZBAD + ZBCD on kaksi suoraa kulmaa. Koska nelikulmiolla ABC'D on sisédym-
pyra, niin lauseen 2.6 nojalla sen sisdkulmien kulmanpuolittajat leikkaavat sisdympyran
keskipisteessd . Nyt siis summa /BAI + ZBCI = # + # on yksi suora kulma.
Huomataan, ettd kolmioilla AJI ja IKC on I yhteisend pisteens, JI = KI =2 r seki
kulmat ZAJI ja ZIKC ovat suoria kulmia.

Muodostetaan kuvan 21 mukaisesti kolmioiden AJI ja [ KC kanssa yhtenevét kolmiot
A'J'T" ja I'K'C" siten, etté sivut J'I' ja K'I’ ovat toisiaan vasten. Nyt koska J'I’ = K'] =
r, niin pisteet J' ja K’ ovat sama piste. Koska suorat kulmat ZA’J'I' ja ZI'K'C" ovat nyt
vieruskulmia, niin sivut A’J’ ja K’C” ovat samalla suoralla A’C’, jolloin kolmioista A’.J'I’
ja I' K'C" muodostuu kolmio A'C"I’. Koska summa /BAI + /BCI = /JAIl + Z/KCI =
LJ'A'T'+2ZK'C'I' on yksi suora kulma ja kolmion kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa,
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Al C'
JK!

Kuva 21: Lauseen 5.8 todistuksen havainnollistus.

niin kolmion A’C’I’ kulma ZA'I'C" on suora kulma, joten A’C’'I’ on suorakulmainen
kolmio. Kolmion A’C’I" pinta-ala saadaan nyt laskettua kahdella eri tavalla

r-(AJ + K'C) iy ded
5 = Ao = ——5—,

joista saatu yhtélo korotettuna puolittain toiseen potenssiin on

(5.10) 2. (A + KO =TA” . TC",

Soveltamalla Pythagoraan lausetta kolmiolle A’C’'I" huomataan, etta

(A'J’ 4 K'C')2 — [’A’2 4 [’0’2,
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jolloin sijoittamalla se yht&léon 5.10 saadaan muodostettua yhtélod

7,2 . (I/A/2 + I/C/z) — I/A/2 . I/C/2

, TA”.TC”
IS e
(5.11) | TA 4T
A O Cols
L1,
vt 7ot TA

Puolisuorat ﬁ ja (ﬁ leikkaavat ymparysympyran pisteissa F' ja E. Kehdkulmalauseen
nojalla pétee siis
/FOD+ /ZEOD = 2/FAD +2/ECD.

Koska lauseen 2.6 nojalla puolisuorat 1?[) ja C_’[> puolittavat myos sisdkulmat ZBAD ja
/ZBCD, niin
/FOD+ /EOD =2 2/FAD +2/ECD = /BAD + /BCD.

Nyt lauseen 2.24 nojalla summa ZFOD —i—_AEOD on kaksi suoraa kulmaa, jolloin pisteet
E, O ja F ovat samalla suoralla. Siis EF' on ymparysympyrédn halkaisija. Sovelletaan
seuraavaksi kolmion FIF mediaanille /O Apolloniuksen lausetta, jolloin saadaan yhtalo

(5.12) TE’ + TF = 2(I0° + EO") = 2(d* + R?),

missd d on sisd- ja ymparysympyroiden keskipisteiden vilinen etdisyys ja R on ympéry-
sympyran side. Pisteen I potenssi ymparysympyran suhteen on

TA-TF=1C-TE=(R—d)- (R+d) = R* — d*,

missd (R — d) - (R + d) kuvastaa potenssia janan IO kautta kulkevan ympéarysympyran
halkaisijan kohdalla. Nyt edellisen nojalla saadaan muodostettua yhtélo

(5.13) L,y TE TF_TE+IF
: m2 mQ_(RQ—dQ)Q (RQ—d2)2_(R2—d2)2'

Jaljella on en&dd tehd& yhtaloiden 5.13 ja 5.12 mukaiset sijoitukset yhtdloon 5.11, missa
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siis I'C" =2 IC ja I' A’ = T A, jolloin
1 1 1
RIS Co A
TE° +TF
2(d* + R?)
R*+d*+ R*+ d°
(RQ _ d2)2
R+ d>+R?>+d*>—2Rd+ 2Rd
(RZ _ d2)2
(R—d)*+ (R+d)?
(RQ _ d2)2
(R—d)?+ (R+d)?
(R—d)?(R+d)?
1 1
(Btd? " (R—d2

Saatiin siis haluttu yhtalo 5.9. ]

Korollaari 5.14. Bisentrisen nelikulmion sisd- ja ympdrysympyran keskipisteiden vdli-
selle etdisyydelle d pdtee

(5.15) d= \/R2+r2—rv4R2+7‘2,

missa v on sisaympyrdin sade ja R on ympdrysympyran sdde.

Todistus. Lahdetddn Fuss'n lauseen todistuksen lopusta liikkeelle, viimeisten sijoitusten
jalkeen kohdasta
1 2(d*+R?)

2 (R? —d2)2’

missd d on sisd- ja ympéarysympyran keskipisteiden vélinen etéisyys, r on sisdympyran
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sidde ja R on ympéarysympyréan side. Téstd saadaan

1 2(d+R?)
72 o (R2 _ d2)2
2 -7

2(d?> + R?)

2(d* + R*)r* = (R* — &*)?
2d*r? + 2R*r? = R* — 2R*d* + d*
—d* + (2R* + 2r*)d* — R* + 2R** = 0.
Tehdién sijoitus = d2, jolloin toisen asteen yht#lon ratkaisukaavaa kiyttimailla saadaan

r=R?>+7r*—rVAR2 + 12,
r=R>+ 7+ rVAR2 + 2.

Niistd alempi voidaan hyliti, koska silloin pétisi d? = R2+r? +rv4R? + 2 > R?, mutta
sisé~ ja ymparysympyroiden keskipisteiden vélinen etéisyys ei sisakkéisten ympyroiden
takia voi olla suurempi kuin R. Siispi d = \/ R2 + r2 — r/4R2 + 2. O

Yhtalosta 5.15 huomataan, etté sisé- ja ymparysympyran keskipisteet ovat samat sil-
loin, kun R = rv/2. Huomataan myds, ettd lauseiden 5.4 ja 5.6 avulla voidaan ratkaista
bisentrisen nelikulmion siséd- ja ymparysympyran keskipisteiden vélinen etdisyys kiytta-
malld ainoastaan sen sivujen pituuksia.
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Luku 6

Tavallisimmat ympyralliset nelikulmiot

Lauseiden 2.5 ja 2.10 nojalla tiedetédan, ettd jokaisella kolmiolla on sisdympyré ja ympa-
rysympyra, mutta piateeké sama myos nelikulmioihin? Kéykin ilmi, ettéd kaikilla nelikul-
mioilla ei ole sisdympyrad ja/tai ympéarysympyrad. Tutkitaan seuraavaksi mitkd tavalli-
simmista nelikulmioista ovat tangentiaalisia ja syklisia.

Lause 6.1. Nelié on tangentiaalinen nelikulmio.

Todistus. Huomataan helposti, ettd nelié on tangentiaalinen nelikulmio. Koska nelié on
konveksi ja sen jokainen sivu on yhté pitka, niin sen vastakkaisten sivujen summat ovat sa-
mat, jolloin se toteuttaa tdydennetyn Pitot'n lauseen. Tamén nojalla silla on sisdympyra,
joten se on tangentiaalinen nelikulmio. [

Lause 6.2. Nelio on syklinen nelikulmzio.

Todistus. Koska nelion jokainen kulma on suora kulma, niin sen vastakkaiset kulmat ovat
vieruskulmia, jolloin lauseen 2.24 nojalla silld on ympérysympyré. Siis nelié on syklinen
nelikulmio. [

Lause 6.3. Nelio on bisentrinen nelikulmio.
Todistus. Tamé seuraa suoraan lauseista 6.1 ja 6.2. [
Lause 6.4. Suorakulmio, joka ei ole nelio, ei ole tangentiaalinen nelikulmio.

Todistus. Oletetaan, ettd nelikulmio ABCD on sellainen suorakulmio, joka ei ole nelio.
Koska suorakulmio ABC'D on konveksi ja se ei ole nelio, niin sen viereisille sivuille patee
AB > BC. Nyt koska ABCD on suorakulmio, niin sen vastakkaiset sivut ovat yhti
pitkit. Talloin vastakkaisten sivujen summille pitee 2 - AB > 2 - BC. Selvistikéiin se
ei toteuta taydennettyd Pitot'n lausetta, joten silld ei ole sisdympyrad eli se ei voi olla
tangentiaalinen nelikulmio. [

41



Lause 6.5. Suorakulmio on syklinen nelikulmio.

Todistus. Samat perustelut kuin neliolla lauseessa 6.2. O
Lause 6.6. Neljikds on tangentiaalinen nelikulmzio.

Todistus. Samat perustelut kuin neliolla lauseessa 6.1. O
Lause 6.7. Neljikds, joka ei ole nelid, ei ole syklinen nelikulmio.

Todistus. Oletetaan, ettd ABCD on sellainen neljékés, joka ei ole nelio. Koska neljékés
on suunnikas, niin lauseen 6.9 nojalla ABCD ei ole syklinen nelikulmio. [

Lause 6.8. Suunnikas, joka ei ole neljikds, ei ole tangentiaalinen nelikulmio.
Todistus. Samat perustelut kuin suorakulmiolla lauseessa 6.4. ]
Lause 6.9. Suunnikas, joka ei ole suorakulmio, ei ole syklinen nelikulmio.

Todistus. Oletetaan, ettd ABC'D on sellainen suunnikas, joka ei ole suorakulmio. Koska
ABCD on suunnikas, niin sen vastakkaiset kulmat ovat yhta suuret. Koska ABC'D ei ole
suorakulmio, niin sen vastakkaiset kulmat eivét ole suoria kulmia, jolloin edellisen nojalla
sen vastakkaiset kulmat eivit ole myoskaan vieruskulmia. Nyt lauseen 2.24 nojalla silla ei
ole ymparysympyrad. Siis suunnikas, joka ei ole suorakulmio, ei ole syklinen nelikulmio.

]

Lauseiden 6.8 ja 6.9 nojalla huomataan, ettd suunnikas ei ole yleisesti ympyrallinen
nelikulmio. Seuraavalla sivulla oleva kuva 22 auttaa lauseen 6.10 todistuksen havainnol-
listamisessa.

Lause 6.10. Tasakylkinen puolisuunnikas on syklinen nelikulmio.

Todistus. Oletetaan, ettd ABCD on tasakylkinen puolisuunnikas. Tasakylkisen puoli-
suunnikkaan méaritelmén nojalla voidaan olettaa, ettd AD || BC' ja AB = C'D. Merkitéin
pisteilli F ja F pisteiden A ja D kohtisuoria projektioita janalla BC. Koska AD || BC,
niin AE = DF. Nyt yhtenevyyskriteeri suorakulmaisen SSK:n nojalla kolmiot ABE ja
CDF ovat yhtenevit, jolloin ZABE = ZFCD. Koska suora AB leikkaa kahta yhden-
suuntaista suoraa AD ja BC, niin samakohtaiset kulmat ovat yhtd suuret, jolloin kul-
mat ZABFE ja Z/BAD ovat vieruskulmia. Nyt koska ZABFE = ZF(C D, niin vastakkaiset
kulmat Z/BAD ja ZFCD ovat vieruskulmia, jolloin lauseen 2.24 nojalla ABCD:11a on
ymparysympyra. Siis tasakylkinen puolisuunnikas on syklinen nelikulmio. ]

Lause 6.11. Konveksi leija on tangentiaalinen nelikulmio.

Todistus. Lauseen 2.14 nojalla konveksilla leijalla on siséympyré, joten leija on tangenti-
aalinen nelikulmio. O
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Kuva 22: Lauseen 6.10 todistuksen havainnollistus.
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Luku 7

Ympyrallisten nelikulmioiden
duaalisuus

Tassad luvussa tutkitaan ympyréllisten nelikulmioiden eri konstruktioiden ja lauseiden
valistd duaalisuutta sekéa sitd, miten niité voi hyodyntéaa uusien konjektuurien ja lauseiden
muodostamisessa. Duaalisuus matematiikassa on hyvin hyoddyllinen ja tehokas apuviline
ja sité esiintyy esimerkiksi geometrian, algebran sekéd analyysin haaroilla. Pohjimmiltaan
duaalisuus antaa kaksi eri ndkokulmaa saman kohteen tarkasteluun.

Esimerkiksi reaalisessa projektiivisessa tasossa PG(2,R) pisteen ja suoran vélilla val-
litsee duaalisuusperiaate, jonka mukaan lause siilyy totena, jos siind vaihdetaan sanojen
“piste” ja “suora” paikat. Reaalinen projektiivinen taso PG(2,R) on “4érettomén kaukai-
silla” ideaalipisteilld laajennettu euklidinen taso, misséa jokaisella yhdensuuntaisten suo-
rien joukolla on yksi ideaalipiste, jossa ne leikkaavat toisensa. Néin jokaisella kahdella
eri suoralla on tasan yksi yhteinen piste, joko “tavallinen” piste tai ideaalipiste. Tason
ideaalipisteet muodostavat “Aéarettomén kaukana” olevan ideaalisuoran. |8]

Geometria noudattaa duaalisuusperiaatetta, jos sen jokaista aksioomaa vastaa duaali-
nen aksiooma. [lman ideaalipisteitd aksiooman “jokaista kahta eri pistettd A ja B kohden
on olemassa yksi ja vain yksi yhteinen suora a niin, ettd A € a ja B € a” duaali “jokaista
kahta eri suoraa a ja b kohden on olemassa yksi ja vain yksi yhteinen piste A niin, ettd
A€ aja A€ b”elpatisi. Taméan takia duaalisuusperiaate ei pade tavallisessa euklidisessa
tasogeometriassa, koska paralleeliaksiooman nojalla annetun suoran ulkopuolella olevan
pisteen kautta kulkee yksi ja vain yksi annetun suoran kanssa yhdensuuntainen suora,
jolla ei ole annetun suoran kanssa yhtédan yhteista pistetté.

Projektiivisessa geometriassa esiintyvan yleisen, pisteen ja suoran vilisen, duaalisuu-
den tyyliin kiyttaytyva “rajoitetumpi duaalisuus” kuitenkin esiintyy varsin usein eukli-
disessa tasogeometriassa. Kyseessd on vihemmén tunnettu sivu-kulma -duaalisuus, jonka
mukaan lause séilyy totena, jos siind vaihdetaan sanojen “sivu” ja “kulma” paikat. Ky-
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seinen duaalisuus ei kuitenkaan péde lauseissa, jotka perustuvat paralleeliaksioomaan tai
sen kanssa loogisesti yhtéapitaviin muotoiluihin eli se ei pade yleisesti euklidisessa tasogeo-
metriassa. [13]

Esimerkiksi yhtenevyyskriteeri SSS:n (“jos kahdella kolmiolla on yhtenevdt sivut, niin
kolmiot ovat yhtenevii”) duaali yhtenevyyskriteeri KKK (“jos kahdella kolmiolla on yhte-
nevdt kulmat, niin kolmiot ovat yhtenevii”) ei pade euklidisessa tasogeometriassa, mutta
se patee hyperbolisessa ja elliptisessé tasogeometriassa, jossa paralleeliaksiooma on kor-
vattu toisella oletuksella (todistus 16ytyy lihteesté [8]).

Tarkastellaan seuraavaksi rinnakkain tdhan asti kiytyja tangentiaalisen ja konveksin
syklisen nelikulmioin ominaisuuksia.

Tangentiaalinen nelikulmio Konveksi syklinen nelikulmio

Sisdympyra (méadritelma 3.1)

Vastakkaisten sivujen summat ovat
yhté suuret (tdydennetty Pitot’'n lause)

Kulmanpuolittajat leikkaavat si-
sdympyran keskipisteessi (lause 3.4)

Viereisten keskinormaalien leikkaus-
pisteet muodostavat tangentiaalisen
nelikulmion (lause 3.9)

Ympéarysympyra (mééritelma 4.1)
Vastakkaisten kulmien summat ovat

yhtéd suuret (lause 2.24)

Keskinormaalit leikkaavat ympéary-
sympyrén keskipisteessé (lause 4.4)

Viereisten kulmanpuolittajien leik-
kauspisteet muodostavat syklisen ne-
likulmion (lause 4.8)

Taulukko 1: Tangentiaalisen ja konveksin syklisen nelikulmion ominaisuuksia.

Lause 3.9 olettaa siis tangentiaalisen nelikulmion olevan vain tangentiaalinen, samoin
kuten lause 4.8 olettaa konveksin syklisen nelikulmion olevan vain syklinen. Nama li-
samaininnat jatettiin taulukosta selkeyden vuoksi pois. Kuten taulukosta 1 huomataan,
sivu-kulma -duaalisuuden lisdksi myos kulmanpuolittajan ja keskinormaalin seké sisd- ja
ympéarysympyréan valilla on nahtavilla duaalisuus. Tangentiaalista nelikulmiota voidaan
siis pitaa konveksin syklisen nelikulmion duaalina. Tutkitaan seuraavaksi, mitkd aiemmin
tarkastelluista tavallisimmista tangentiaalisista ja syklisistd nelikulmioista ovat toistensa
duaaleja.

Seuraavan sivun taulukosta 2 voidaan huomata, ettd konveksia leijaa ja tasakylkisté
puolisuunnikasta seka neljékésta ja suorakulmiota voidaan pitéda toistensa duaaleina. Nii-
den vililla esiintyy sisé- ja ympéarysympyran johdosta taulukon 1 véliset duaalisuudet seka
nelikulmioiden omiin maaritelmiin perustuvat sivu-kulma -duaalisuudet. Mielenkiintoise-
na huomiona on se, etta lavistajien kohdalla esiintyy kohtisuoruus-yhtenevyys -duaalisuus.
Bisentrisené nelikulmiona neliotd voidaan pitdé itsensd duaalina. Silld on seké sisé- et-
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Konveksi leija

Tasakylkinen puolisuunnikas

Sisdympyra

Kaksi paria yhta suuria viereisia sivuja
(médritelma)

Yksi pari yhta suuria vastakkaisia kul-
mia

Symmetria-akseli kulkee yhden parin
vastakkaisia kulmia lapi

Kohtisuorasti leikkaavat lavistajat

Ymparysympyra

Kaksi paria yhtd suuria viereisid kul-
mia

Yksi pari yhtd suuria vastakkaisia si-
vuja (médritelmésté)

Symmetria-akseli kulkee yhden parin
vastakkaisia sivuja lapi

Yhta suuret lavistajat

Neljakas Suorakulmio
Sisdympyra Ymparysympyra

Kaikki sivut ovat yhtd suuria (mééri-
telma)

Vastakkaiset kulmat yhté suuret

Symmetria-akseli kulkee molempien
vastakkaisten kulmien lapi

Kohtisuorasti leikkaavat lavistajat

Kaikki kulmat ovat yhté suuria (méé-
ritelmé)

Vastakkaiset sivut yhta suuret

Symmetria-akseli kulkee molempien
vastakkaisten sivujen lapi

Yhta suuret lavistajat

Nelio

Sisdympyra

Kaikki sivut ovat yhtd suuria (mééri-
telma)

Symmetria-akseli kulkee molempien
vastakkaisten kulmien lapi

Kohtisuorasti leikkaavat lavistajat

Ymparysympyra

Kaikki kulmat ovat yhté suuria (méé-
ritelmé)

Symmetria-akseli kulkee molempien
vastakkaisten sivujen lapi

Yhta suuret lavistajit

Taulukko 2: Tavallisimpien tangentiaalisten ja syklisten nelikulmioiden ominaisuuksia.
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td ymparysympyra ja siind esiintyy omaan maéaaritelmééansd nojautuen sekéd sivu-kulma
-duaalisuutta etté lavistajien kohtisuoruus-yhtenevyys -duaalisuutta.

Vaikka kyseessd onkin “rajoitetumpi duaalisuus” verrattuna reaalisen projektiivisen
tason PG(2,R) pisteen ja suoran véliseen duaalisuusperiaatteeseen, niin silti sitd voidaan
kiayttad apuna konjektuurien muodostamisessa olemassaolevien lauseiden mahdollisista
duaaleista ja tata kautta loytad, joko suorasti tai epdsuorasti, uusia lauseita. Tamén “ra-
joitetumman duaalisuuden” tapauksessa onkin tarkead huolellisesti tarkastaa muodostetut
véitteet konstruktioiden ja todistusten avulla. [13]

GeoGebra ja edeltdvin ldhteen suosima Cabri Geometry ovatkin hyvid apuvélineita
muodostettujen vaitteiden tarkastamiseen konstruktioiden avulla. Cabri Geometryssa on
viela kehittyneempéané ohjelmistona ominaisuus, joka tarkastaa tasokuvioiden geometrisia
ominaisuuksia perustuen Eukleideen viiteen postulaattiin eri hypoteesien testaamisessa.

Taulukosta 2 huomataan myds ympyréllisten nelikulmioiden hierarkkisuus. Samalla
puolella taulukkoa olevat periviat ylempénéa olevien ominaisuudet ja ovat siten ylempé-
né olevien erikoistapauksia. Nelikulmioiden hierarkkisuutta kannattaakin duaalisuuden
lisdksi hyodyntad ongelmanratkaisussa ja konjektuurien muodostamisessa sekéd tulosten
yleistdmisessa [13].

Tarkastellaan edellisten pohjalta duaalisuuden hyodyntédmistd tangentiaalisen tasa-
kylkisen puolisuunnikkaan sekd konveksin syklisen leijan avulla. Koska tasakylkistd puo-
lisuunnikasta ja leijaa voidaan pitdéd toistensa duaaleina, niin saman voidaan ajatella
patevin niiden erikoistapauksissa tangentiaalisessa tasakylkisessd puolisuunnikkaassa ja
konveksissa syklisesséd leijassa. Kdydadn seuraavaksi ldpi erds konveksia syklista leijaa
maarittava lause.

Lause 7.1. Konveksi leija on syklinen nelikulmio, jos ja vain jos sen kaksi vastakkaista
kulmaa ovat suoria kulmia.

Todistus. = : Oletetaan, ettd ABCD on sellainen konveksi leija, joka on syklinen
nelikulmio. Leijan mééritelmén nojalla voidaan olettaa, ettda AB = AD ja C'B = C'D. Nyt
lauseen 2.13 nojalla, AC jakaa sen kahdeksi yhteneviksi kolmioksi ABC' ja ADC, jolloin
LABC = /ZADC'. Koska ABC'D on syklinen nelikulmio, niin silld on ympéarysympyra. Nyt
lauseen 2.24 nojalla sen vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia. Koska ZABC = ZADC,
niin edellisen nojalla kulmien ZABC ja ZADC' on oltava suoria kulmia. Siis jos konveksi
leija on syklinen nelikulmio, niin sen kaksi vastakkaista kulmaa ovat suoria kulmia.

<= : Oletetaan, ettd ABCD on sellainen konveksi leija, jonka kaksi vastakkaista
kulmaa ovat suoria kulmia. Nyt vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia, jolloin lauseen
2.24 nojalla silld on ympéarysympyra. Siis jos konveksilla leijalla kaksi vastakkaista kulmaa
ovat suoria kulmia, niin se on syklinen nelikulmio. ]

Leijoja, joiden kaksi vastakkaista kulmaa ovat suoria kulmia, tunnetaan myos nimella
suorakulmainen leija. Nimityksend tdmaé saattaa olla harhaanjohtava, koska leijaa jossa
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on tasan yksi suora kulma, ei pidetd suorakulmaisena leijana. Kirjallisuudessa ei ollut
mitaan spesifid lausetta tasakylkisen puolisuunnikkaan tangentiaalisuudesta. Téama saa-
daan kuitenkin muodostettua soveltamalla lausetta 7.1 ja sivu-kulma -duaalisuutta, vaik-
ka ongelmaksi saattaa aluksi muodostua suoran kulman késite. Duaalien maarittamisessa
lauseiden oikeanlainen muotoilu onkin térkeéssi asemassa [13]. Muotoillaan lause 7.1 seu-
raavanlaisesti: “Konveksi leija on syklinen nelikulmio, jos ja vain jos sen kaksi vastakkaista
kulmaa ovat yhta suuria kuin kahden muun vastakkaisen kulman summan puolikas”.

Sivu-kulma -duaalisuuden nojalla tdmén duaali olisi “Tasakylkinen puolisuunnikas on
tangentiaalinen nelikulmio, jos ja vain jos sen kaksi vastakkaista sivua ovat yhta suuria
kuin kahden muun vastakkaisen sivun summan puolikas”. Tama vaikuttaakin tdydennetyn
Pitot'n lauseen erikoistapaukselta tangentiaalisen tasakylkisen puolisuunnikkaan tapauk-
sessa, kun taas lauseen 7.1 muotoilu vaikuttaa lauseen 2.24 erikoistapaukselta konveksin
syklisen leijan tapauksessa. Nyt duaalisuuden johdosta saadaan muodostettua haluttu
lause, mutta tarkoituksella hieman eri tavalla muotoiltuna.

Lause 7.2. Tuasakylkinen puolisuunnikas on tangentiaalinen nelikulmio, jos ja vain jos
silld pitee AB = CD = EC = BF, missi FE ja F ovat pisteiden A ja D kohtisuoria
projektioita janalla BC.

Todistus. = : Oletetaan, ettd ABC'D on sellainen tasakylkinen puolisuunnikas, joka on
tangentiaalinen nelikulmio. Tasakylkisen puolisuunnikkaan maéritelméan nojalla voidaan
olettaa, ettd AB = CD ja AD || BC. Merkitédén pisteelld E pisteen A kohtisuoraa projek-
tiota janalla BC ja pisteelld F pisteen D kohtisuoraa projektiota janalla BC. Merkitiin
vield pisteelld M kannan BC ja sen keskinormaalin leikkauspistetti. Koska tasakylkisen
puolisuunnikkaan kannan keskinormaali puolittaa sen vastakkaisen sivun, niin merkitdan
sivun AD ja kannan keskinormaalin leikkauspistettd pisteelld N. Koska AD || BC, niin
AN = EM.

Nyt siis

ATDA_W,

1%
I

jolloin

AD n BC _, AD + BC

2 2 2 '
Koska ABC'D on tangentiaalinen nelikulmio, niin sillé on sisdympyré, jolloin tdydennetyn
Pitot'n lauseen nojalla sen vastakkaisten sivujen summat on yhta suuret. Nyt péatee

AD+BC S AB+CD  AB+AB _ 2AB

2 2 2 T2
Tiysin vastaavalla tavalla saadaan, ettd BF = AB. Siis jos tasakylkinen puolisuunnikas
on tangentiaalinen nelikulmio, niin silla piatee AB =2 CD = EC' = BF, missa F ja F ovat
pisteiden A ja D kohtisuoria projektioita janalla BC.

EC=EM+MC =

EC = ~ ARB.
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Kuva 23: Lauseen 7.2 todistuksen havainnollistus.

<= : Oletetaan, etti ABCD on tasakylkinen puolisuunnikas, jolla pitee AB =
CD = EC =2 BF, missa E ja I ovat pisteiden A ja D kohtisuoria projektioita janalla
BC. Koska ABCD on tasakylkinen puolisuunnikas, niin AD || BC, jolloin AE = DF ja
AD = EF. Nyt yhtenevyyskriteeri suorakulmaisen SSK:n nojalla kolmiot ABE ja CDF
ovat yhtenevit, jolloin BE = FC. Nyt pitee

BC+AD=BE+FEC+EF=2FC+FEC+FEF=EC+EC=AB+CD,

jolloin tdydennetyn Pitot’n lauseen nojalla silla on siséympyra. Siis tasakylkinen puoli-
suunnikas, jolla pitee AB = CD = EC = BF, missi E ja F ovat pisteiden A ja D
kohtisuoria projektioita janalla BC', on tangentiaalinen nelikulmio. ]

Paatetaankin hyddyntaa sivu-kulma -duaalisuutta uudestaan lauseen 7.2 kohdalla, jol-
loin se ensin voitaisiin (hyvin kémpelosti) muotoilla seuraavasti: “Tasakylkinen puolisuun-
nikas on tangentiaalinen nelikulmio, jos ja vain jos sen pienin sivu on yhta suuri kuin suu-
rimman sivun kérkipisteistd molemmilta puolin suurimman sivun mukaisesti asetettujen
vastakkaisten yhta suurien sivujen paallekkdinen osa’”.

Sivu-kulma -duaalisuuden mukaisesti sen duaali olisi konveksin syklisen leijan tapauk-
sessa: “Konveksi leija on syklinen nelikulmio, jos ja vain jos sen pienin kulma on yhta
suuri kuin suurimman kulman kéarkipisteestd molemmilta puolin suurimman kulman mu-
kaisesti asetettujen vastakkaisten yhta suurien kulmien péaéllekkédinen osa”. Muutamien eri
GeoGebra-konstruktioiden jéalkeen duaali ndyttéisi patevén, joten voidaan siirtya todista-
maan sitd. Lopullinen lause saadaan pienen tarkastelun jalkeen muotoiltua hyvin lausetta
7.2 vastaavaan muotoon.

Lause 7.3. Konveksi leija on syklinen nelikulmio, jos ja vain jos silli pitee ZABC =
LODA = LECB = LFCD, missd pisteet £ ja F ovat livistijin AC keskinormaalin
leikkauspisteitd janoilla AD ja AB.
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Kuva 24: Lauseen 7.3 todistuksen suunnan = havainnollistus.

Todistus. = : Oletetaan, ettd ABC'D on sellainen konveksi leija, joka on syklinen neli-
kulmio. Nyt lauseen 7.1 nojalla sen kaksi vastakkaista kulmaa ovat suoria kulmia. Olete-
taan, ettd nimi kulmat ovat ZABC ja ZCDA. Merkitiin livistidjin AC keskinormaalin
leikkauspistetté janalla AD pisteelld E ja janalla AB pisteelld F. Merkitiin vield livis-
tajain AC keskipistettd pisteelli O. Huomataan, ettd yhtenevyyskriteeri SKS:n nojalla
kolmiot AOFE ja OCE ovat yhtenevia. Nyt siis ZCAD = LZ/OAEF = /OCE = ZACE.
Koska ABC'D on syklinen nelikulmio, niin silld on ympéarysympyré, jolloin lauseen 2.24
nojalla sen vastakkaiset kulmat ovat vieruskulmia. Nyt siis vastakkaisten kulmien summa
/BCD + /BAD on kaksi suoraa kulmaa. Lauseen 2.13 nojalla lavistdja AC puolittaa
vastakkaiset kulmat ZBCD ja Z/BAD. Nyt vastakkaisten kulmien puolikkaiden summa
on suora kulma eli

/BCD  /BAD
2 T3

= /BCA+ LCAD = /BCA+ LACE = LZECB

on suora kulma. Taysin vastaavalla tavalla saadaan, ettd ZFCD on suora kulma. Siis jos
konveksi leija on syklinen nelikulmio, niin ZABC' = /CDA = /ECB = /FCD, missa
pisteet E ja F ovat livistdjin AC keskinormaalin leikkauspisteiti janoilla AD ja AB.

<= : Oletetaan, ettd ABCD on konveksi leija, jolla pitee LZABC = /CDA =
/ECB = /FCD, missé pisteet E ja F ovat lavistdjin AC keskinormaalin leikkauspisteité
janoilla AD ja AB. Merkitéan livistdjan AC keskipistetti pisteelld O, lavistdjien AC ja
BD leikkauspistetti pisteelld G sekd lavistajan BD ja janan C'E leikkauspistetts pisteelld
H. Koska O on lavistdjin AC keskipiste, niin AO = OC. Lauseen 2.13 nojalla toinen
lavistajistd jakaa ABC D:n kahdeksi yhteneviksi kolmioksi.
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Kuva 25: Lauseen 7.3 todistuksen suunnan <= tapaus 2):n havainnollistus.

Tapaus 1) Jos livistéjia BD jakaa ABCD:n kahdeksi yhteneviksi kolmioksi, niin
/ZBCD = /BAD. Nyt siis molemmat vastakkaiset kulmat ovat yhté suuret, jolloin
ABCD on méaritelmén mukaan neljakés. Koska neljikkaan lavistajat puolittavat toisen-
sa kohtisuorasti, niin ne ovat myos toistensa keskinormaaleita. Talloin £ = D ja F' = B,
jolloin ZABC = /CDA= /ECB = /FCD = /BCD = /BAD. Nyt siis kaikki kulmat
ovat yhté suuria, jolloin ABCD on nelié. Koska ABC' D on neli6, niin lauseen 6.2 nojalla
se on syklinen nelikulmio.

Tapaus 2) Jos livistdji AC jakaa ABCD:m kahdeksi yhteneviksi kolmioksi, niin se
myo6s lauseen 2.13 nojalla puolittaa sen vastakkaiset kulmat, jolloin ZFAO = ZOAE
ja ZBCG = /DCG. Nyt leijan médritelmin mukaisesti BC' =2 C'D. Yhtenevyyskriteeri
SKS:n nojalla kolmiot BCG ja GC'D ovat yhtenevid. Nyt Z/BGC = ZDGC ja koska ne
ovat vieruskulmia, niin ne ovat pakosti suoria kulmia. Yhtenevyyskriteeri KSK:n nojalla
kolmiot AOFE ja AFO ovat yhtenevid. Yhtenevyyskriteeri SKS:n nojalla kolmiot AOFE,
OCE ja FCO ovat yhtenevié, jolloin ZOAE = ZOCE = /ZFCO ja ZAEO = LZOEC.
Huomataan, ettd yhdenmuotoisuuskriteeri KK :n nojalla kolmiot OC'E ja GCH seké kol-
miot AOF ja AGD ovat yhdenmuotoisia, jolloin /GHC = ZOEC ja ZAEO = ZADG.
Nyt siis

/EDH = /ADG = /AEO =2 /OEC = /GHC.
Koska alkuoletuksen mukaan Z/CDA = /FC D, niin

/EDH+ /HDC = /CDA = /FCD = /FCO+ LOCE + ZHCD.

Nyt sijoittamalla yhtenevid kulmia edelliseen saadaan

LGHC+ /ZHDC =2/0AE + ZHCD.
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Koska kolmion kulman vieruskulma on kolmion muiden kulmien summa, niin kulman
LCHD vieruskulma ZGHC on ZHDC+ ZHCD. Sijoittamalla timén edelliseen saadaan

2/HDC + /HCD =2/0AF + ZHCD

eli ZHDC = ZOAE. Koska kolmion kulmien summa on kaksi suoraa kulmaa, niin summa
/GAD + ZADG 4+ ZAGD on kaksi suoraa kulmaa. Koska ZAGD on suora kulma, niin

summa
LGAD + /ADG = L/OAF + /EDH = /HDC + ZEDH = ZCDA

on suora kulma. Nyt koska ZCDA = ZABC, niin vastakkaiset kulmat ovat vieruskul-
mia, jolloin lauseen 2.24 nojalla ABC D:114 on ympérysympyra. Siis ABCD on syklinen
nelikulmio.

Tapausten 1) ja 2) nojalla jos ABC'D on konveksi leija, jolla patee ZABC = ZCDA =
/FECB = /FCD, missi pisteet E ja F ovat lavistijin AC keskinormaalin leikkauspisteita
janoilla AD ja AB, niin ABCD on syklinen nelikulmio. [

Téssa siis lauseiden sopivalla muotoilulla ja sivu-kulma -duaalisuudella alkuperaisesta
lauseesta 7.1 saatiin muodostettua lause 7.3, joka siséltaéd hyvin mielenkiintoisen yhteyden
konveksin syklisen leijan ja sen symmetrialdvistdjan keskinormaalin valilla. Téatéa kyseista
yhteytta ei l10ytynyt ennestdéan kirjallisuudesta.

Korollaari 7.4. Konwveksi leija on syklinen nelikulmio, jos ja vain jos sen symmetrialdvis-
tagan keskinormaalin leikkauspiste nelikulmion sivulla muodostaa sen vastakkaisen sivun
kanssa suoran kulman kdarkipisteend symmetrialdvistdjin padtepiste vastakkaisella sivulla.

Todistus. Seuraa suoraan lauseen 7.3 todistuksesta. ]

Huomataan myds, ettéd lauseella 4.9 on olemassa sisé- ja ympéarysympyran duaalisuu-
teen nojaava duaali lause, jota kirjallisuudessa ei oltu mainittu.

Lause 7.5. Tangentiaalisen ymparysympyrdttomdan nelikulmion kdrkipisteiden muodos-
tamien kolmuioitden ympdrysympyroiden keskipisteet muodostavat tangentiaalisen nelikul-
mion.

Todistus. Oletetaan, ettd ABCD on sellainen tangentiaalinen nelikulmio, jolla ei ole
ymparysympyrad. Lauseen 2.10 nojalla kolmioilla ABC', BC'D, ACD ja ABD on ym-
parysympyriat. Merkitddn ymparysympyroiden keskipisteitd Oagp = E, Oacp = F,
Opcp = G ja Oppc = H. Lauseen 2.10 todistuksesta seuraa suoraan, ettd kulmien
/ZABC, /BCD, ZADC ja Z/BAD viereisten keskinormaalien leikkauspisteet ovat kyseis-
ten kolmioiden ympérysympyroiden keskipisteet F, F', G ja H. Koska lauseen 3.9 mukaan
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Kuva 26: Lauseen 7.5 todistuksen havainnollistus.

tangentiaalisen ympéarysympyrattoméan nelikulmion viereisten keskinormaalien leikkaus-
pisteet muodostavat tangentiaalisen nelikulmion, niin siitd seuraa suoraan, ettd EFGH
on tangentiaalinen nelikulmio. Siis tangentiaalisen ympérysympyréattoméan nelikulmion
karkipisteiden muodostamien kolmioiden ympéarysympyroiden keskipisteet muodostavat
tangentiaalisen nelikulmion. O]

Edellisen todistuksen nojalla huomionarvoista on, ettd lauseet 3.9 ja 7.5 muodosta-
vat saman tangentiaalisen nelikulmion. Kolmas mielenkiintoinen 16yto, josta ei loytynyt
alempaa mainintaa kirjallisuudesta, on tangentin pituuden ja kehdkulman vélinen duaa-
lisuus. Voidaan huomata, ettd muotoilemalla lause 2.8 toisin, saadaan kehdkulmalauseen
korollaarin duaali lause: “Samaa ympyran kaarta vastaavat tangenttien pituudet ovat yhta
suuret”. Téssd samaa kaarta vastaavien tangenttien pituuksien paétepisteet ovat kaaren
padtepisteet seké niiden kautta kulkevien tangenttien leikkauspiste. Kuvassa 2 tangenttien
pituudet AX ja AW vastaavat siis samaa I':n kaarta XW.
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Edellisten nojalla voidaan siis tdydentaé taulukkoa 1 seuraavasti, missa lauseet 3.9 ja
7.5 olettavat siis tangentiaalisen nelikulmion olevan vain tangentiaalinen, samoin kuten
lause 4.8 olettaa siis konveksin syklisen nelikulmion olevan vain syklinen. Nama lisdmai-

ninnat jatettiin taulukosta selkeyden vuoksi pois.

Tangentiaalinen nelikulmio

Konveksi syklinen nelikulmio

Sisdympyra (méaéritelma 3.1)

Vastakkaisten sivujen summat ovat
yhté suuret (tdydennetty Pitot’'n lause)

Kulmanpuolittajat leikkaavat si-
sdympyran keskipisteessi (lause 3.4)

Viereisten keskinormaalien leikkaus-
pisteet muodostavat tangentiaalisen
nelikulmion (lause 3.9)

Kérkipisteiden muodostamien kolmioi-
den ympirysympyroiden keskipis-
teet muodostavat tangentiaalisen
nelikulmion (lause 7.5)

Samaa ympyréin kaarta vastaavat tan-
genttien pituudet ovat yhtd suuret
(lause 2.8)

Ymparysympyra (méaaritelma 4.1)

Vastakkaisten kulmien summat ovat
yhtéd suuret (lause 2.24)

Keskinormaalit leikkaavat ympéary-
sympyran keskipisteessé (lause 4.4)

Viereisten kulmanpuolittajien leik-
kauspisteet muodostavat syklisen ne-
likulmion (lause 4.8)

Kérkipisteiden muodostamien kolmioi-
den sisdympyroiden keskipisteet
muodostavat  syklisen nelikulmion
(lause 4.9)

Samaa ympyran kaarta vastaavat ke-
hikulmat ovat yhtd suuret (kehékul-
malauseen korollaari)

Taulukko 3: Tangentiaalisen ja konveksin syklisen nelikulmion ominaisuuksia.

Seuraavan sivun kuvasta 27 voidaan vield havaita ldpikdytyjen tavallisimpien ympy-
rallisten nelikulmioiden hierarkkisuus ja duaalisuus symmetrisesti. Téassad hierarkkisuus
ilmenee siten, ettd alhaalla olevat ovat ylempéané olevien erikoistapauksia ja ne perivét-
kin niihin ylemmélla tasolla yhteydessé olevan ominaisuudet. Neljakés perii siis konveksin
leijan ominaisuudet, mutta ei konveksin syklisen leijan ominaisuuksia. Keskiakselilla ole-
vat bisentrinen nelikulmio seké nelio ovat duaaleja itsensa kanssa, kun taas keskiakselin
molemmilla puolin samassa tasossa ovat toistensa duaalit ympyriélliset nelikulmiot, kuten
esimerkiksi suorakulmio ja neljakés. Keskiakseli toimii téssa siis symmetria-akselina.
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Syklinen nelikulmio ‘

Bisentrinen nelikulmio ‘

Tangentiaalinen nelikulmi:{

Tasakylkinen puclisuunnikas |

Tangentiaalinen

tasakylkinen puclisuunnikas

Suorakulmio ‘

Konveksi |Eijﬂ‘

Konveksi syklinen Ieija‘

Neljakas ‘

Kuva 27: Tavallisimpien ympyréllisten nelikulmioiden hierarkkisuus ja duaalisuus.
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