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LUKU 1

Johdanto

Diskreetilla eli joko &arelliselld tai numeroituvasti darettomalla joukol-
la eli niin sanotulla tila-avaruudella maariteltyjen Markovin ketjujen teoria
tunnetaan nykyéin varsin perusteellisesti. Teoria hyodyntad hyvin elegantil-
la tavalla elementaarista todennékoisyysmatematiikkaa ja matriisilaskentaa.
Yleiset Markovin ketjut on maééaritelty sitd vastoin milld tahansa mitalli-
sella tila-avaruudella ja niiden teoria on kehitetty pitkélti viimeisen puolen
vuosisadan aikana. Yleisen teorian ymmartdminen vaatii mittateoreettisen
todennikéisyyslaskennan hyvaa hallintaa ja johtaa moniin teoreettisiin ja
kasitteellisiin vaikeuksiin, jotka puuttuvat diskreetisté teoriasta. Ta&méan tut-
kielman ldhtokohtana on rakentaa yleisten Markovin ketjujen teoriaa niiden
soveltamiseksi MCMC-menetelmis varten olettaen, ettd tila-avaruudella on
tietty rakenne, miké yksinkertaistaa esitysta tdysin yleiseen tilanteeseen ver-
rattuna. Tdmén lahtokohdan innoittajana toimii artikkeli [NumO02].

Markovin ketju Monte Carlo -menetelmét (lyhyemmin MCMC-menetel-
mét) ovat joukko satunnaisotantaan perustuvia simulointimenetelmi, joiden
toiminta nojaa sopivan Markovin ketjun simulointiin. On annettu todenné-
koisyysjakauma, josta haluamme suorittaa satunnaisotannan. Suora otanta
jakaumasta saattaa olla vaikeaa tai tehotonta tai jakauma saattaa olla tun-
nettu normalisoivaa tekijaé vailla. Yleensé on suhteellisen helppo muodostaa,
sellainen Markovin ketju, jolle kiinnostuksen kohteena oleva jakauma on niin
sanottu tasapainojakauma. Mikéli Markovin ketju toteuttaa riittavit sdin-
nollisyysominaisuudet, yksittédisten iteraattien jakaumat suppenevat tietys-
sd mielessd kohti tasapainojakaumaa, kun Markovin ketjua ajetaan riittévin
monta iteraatiota. Markovin ketjun havaitut realisaatiot muodostavat siten
likim#&araisen otoksen tasapainojakaumasta. Otos ei ole riippumaton, mutta
tulemme osoittamaan, ettd tiettyjen sddnnollisyysominaisuuksien vallitessa
otos tal jokin sen funktio toteuttaa suurten lukujen lain ja keskeisen raja-
arvolauseen.

MCMC-menetelmilld on lukuisia sovelluskohteita, joista hyvi katsaus
loytyy artikkelista [Dia09] seki kirjoista |[GRS96|, |AGO07| ja [BGJM11]|.
Fysiikka ja erityisesti tilastollinen mekaniikka on yksi keskeinen MCMC-
menetelmien sovellusalue [Lan05]. Bayesildinen tilastotiede on ollut hyvin
merkittava sovellusalue 80- ja 90-luvun taiteesta ldhtien. Laajat Bayesilai-
set mallit johtavat nimittdin integrointiin yli avaruuden, jonka dimensio voi
olla kymmenié, satoja tai jopa tuhansia. Matalissa dimensioissa integraa-
leja on mahdollista hallita kiyttamalla numeerisia integroimismenetelmis,
asymptoottisia approksimaatioita tai riippumattomaan otokseen perustuvia



klassisia Monte Carlo -menetelmia [ES95]. Nama johtavat kuitenkin on-
gelmiin korkeadimensioisissa malleigsa, joiden tehokkaan kisittelyn MCMC-
menetelmit mahdollistavat. MCMC-menetelmit ovatkin mullistaneet Baye-
sildisen tilastotieteen tehden siitd kdytdnnollisen tavan tehda tilastotiedetta.
Kirjallisuudessa puhutaan MCMC-vallankumouksesta, kts. esim. [CROO| ja
[Dia09].

Tutkielman ldhestymistapa on teoreettinen. Rakennamme yleisten Mar-
kovin ketjujen teorian siind laajuudessa kuin se riittdd MCMC-menetelmien
ymmartdmiseksi sovellettaessa sitd erityisesti parametrisiin tilastollisiin mal-
leihin. Esittelemme Metropolisin ja Hastingsin algoritmin ja todistamme
edelld rakennettua teoriaa kiyttéen, etté se toimii halutulla tavalla. Esimerk-
kien tarkoitus on valaista teoriaa ja siten ne ovat yksinkertaisia ja helposti
analyyttisesti késiteltdvid. Lopuksi tarkastelemme soveltavaa esimerkkié, jo-
ka on hyvi osoitus MCMC-menetelmien monipuolisista kiyttokohteista.

Oletamme, ettd lukija tuntee Markovin ketjujen teorian perusteet dis-
kreetilld tila-avaruudella. Elementaarisen todennékdéisyyslaskennan peruské-
sitteet oletetaan luonnollisesti tunnetuiksi. Liséksi kiiytdmme jonkin verran
mittateorian kisitteitd, mutta niiden puutteellinen tuntemus ei oleellisesti
haittaa esityksen seuraamista. Liitteessd A esitetdén joitakin hyodyllisid tu-
loksia.

Tutkielma rakentuu seuraavasti. Luku 2 esittelee yleisten Markovin ket-
jujen teorian perusteet, uusiutumisprosessit ja Markovin ketjujen regeneraa-
tion. Luvussa 3 muotoillaan ja todistetaan kolme keskeistd Markovin ketju-
jen konvergenssitulosta: suurten lukujen laki, jakauman suppeneminen ko-
konaisvariaatioetéisyydessd seké keskeinen raja-arvolause. Luku 4 soveltaa
edellisessd kahdessa luvussa rakennettua teoriaa Metropolisin ja Hasting-
sin algoritmin ymmartamiseksi. Luvussa 5 suoritetaan lyhyt yhteenveto ja
tarkastellaan tutkielman ulkopuolelle jadneitd kysymyksid. Tutkielman lo-
pussa liitteessd A on esitetty joitakin matemaattisia tuloksia ja liitteessi B
on esitetty R-kielinen ohjelmakoodi, jota on kiytetty esimerkkien Markovin
ketjujen simulointiin.

Haluan esittd kiitokseni tyon ohjaajalle Esa Nummelinille johdatukses-
ta Markovin ketjujen kiehtovaan maailmaan sekéd erinomaisesta ajatuksesta
lahted tutkimaan MCMC-menetelmié ja yleisid Markovin ketjuja artikke-
lin [NumO2| viitoittamalla tielld. Liséksi haluan kiittda Jukke Rantaa ja
Jukka Coranderia johdatuksesta Bayesildiseen tilastotieteeseen ja MCMC-
menetelmien kayttdon.



LUKU 2

Markovin ketjut

1. Markovin ketjut jatkuvalla tila-avaruudella

Markovin ketju on stokastinen prosessi eli ajassa eteneva satunnaisilmio,
jonka muisti ulottuu ainoastaan yhden aika-askeleen pddhin menneisyyteen.
Markovin ketjujen teoria jaetaan tyypillisesti diskreettiin ja yleiseen teori-
aan. Diskreetissd teoriassa Markovin ketjun tila-avaruus on &irellinen tai
numeroituvasti dareton joukko. Yleisessa teoriassa tila-avaruus voi olla mie-
livaltainen mitta-avaruus eiki silté tarvitse vaatia esimerkiksi mitdan topo-
logisia ominaisuuksia. Tasséd tutkielmassa tarkastellaan yleistd teoriaa silla
rajoituksella, ettd tila-avaruus on jokin euklidisen avaruuden R? osajouk-
ko. Nimitamme téallaista tila-avaruutta jatkuvaksi. Tutkielmassa laadittava
teoria kisittad erikoistapauksenaan myos diskreetit Markovin ketjut. Liséksi
vaadimme pian esiteltdviltd todenndkoisyysytimilté ja todennikdisyysjakau-
milta tiettyja sdannollisyysominaisuuksia. Viittaamme toisinaan diskreettiin
tai yleiseen teoriaan, kun haluamme esittda tietyn jatkuvassa teoriassa esitel-
lyn ominaisuuden rajoitetummassa tai yleisemmassé kontekstissa. Markovin
ketjun aikamuuttuja on diskreetti. Markovin prosessiksi puolestaan tyypilli-
sesti nimitetdan sellaista Markovin ketjuille laheista sukua olevaa stokastista
prosessia, jonka aikamuuttuja on jatkuva [MT93] s. 21.

Luvun 1 tarkoituksena on esitelld Markovin ketjujen teorian perusteet
jatkuvalla tila-avaruudella. Rajoitumme késittelemaén sellaisia ominaisuuk-
sia, jotka riittdvit Metropolisin ja Hastingsin algoritmin ymmértimisek-
si. Luvun materiaali perustuu ensisijaisesti artikkeliin [Num02] ja kirjaan
[Num8&4|.

Kéaydadn ensin ldpi joitakin tutkielmassa kiytettévid merkint6ja. Luon-
nollisten lukujen joukkoa merkitdan N = {0, 1,2, ... }. Positiivisten kokonais-
lukujen joukkoa merkitiin puolestaan NT. Laajennettu luonnollisten lukujen
joukko on N = N U {co}. Positiivisten reaalilukujen joukkoa merkitisin Rt
ja laajennettua positiivisten reaalilukujen joukkoa Rt = RT U {co}. Avointa
x-keskistd ja r-siteistd kuulaa merkitdén B(z,r) = {y: |y —z| <r}.

1.1. Todennikéisyysytimet.

Merkitisn kirjaimella d euklidisen avaruuden R dimensiota. Olkoon
joukko E C R? seki & erdis sen o-algebra eli sellainen joukon E osajoukko-
jen kokoelma, joka siséltdd joukon E ja on suljettu komplementin oton seké
numeroituvien yhdisteiden suhteen. Valttdmaton tekninen vaatimus on, ettd
€ on numeroituvasti generoitu [Num84] s. 1. Tdmé vaatimus ei tuota on-
gelmia, eikd sithen kiinnitetd jatkossa huomiota. Mitallista avaruutta (E, )
nimitetddn tila-avarvudeksi. Myos joukkoa E voidaan lyhyemmin nimitt&a
tila-avaruudeksi, mutta pidimme mielessé, ettd sen rinnalla on aina mééri-
telty jokin o-algebra. Alkio x € E on tila. Tyypillisesti E on tuloavaruus,
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joka muodostuu jatkuvista vileistd ja diskreeteistd joukoista. £ on tilléin
tulo-o-algebra. Mitta vol(-) : £ — Rt midiritelliin tulomittana. Jatkuvalla
joukolla méaritella&in Lebesguen mitta ja diskreetilld joukolla lukumaédramit-
ta.

Joukko FE kirjoitetaan tarvittaessa jatkuvan ja diskreetin osan eli kom-
ponentin tulona E = Ec x Ep, jossa Ec C R% on numeroituvasti diretén
joukko ja Ep C R on diskreetti joukko seki pitee do + dp = d. Tarvit-
taessa tila z € F voidaan kirjoittaa muodossa © = (x¢,xp), jossa © € E¢
ja xp € Ep. Nain menetellen pystymme helposti méaaritteleméén topolo-
gian tila-avaruudella E kiyttden tulotopologiaa. Jatkuvalla komponentilla
Fc maéairitelladn tavanomainen euklidisen metriikan indusoima topologia.
Diskreetilld komponentilla Ep méadritellaédn diskreetti topologia, jossa jokai-
nen A C Ep on avoin. Tarvitsemme myshemmin jatkuvuuden ja kompakti-
suuden kisitteité, joten oletetaan, ettd tila-avaruudella E on aina mééiritelty
topologia edelld kuvattua menettelyd kiyttien.

Esitetdén ytimien perusominaisuudet perustuen kirjaan [Num84|.

MAARITELMA 2.1. Kuvaus K : E x & — Rt on ydin, jos kuvaus
x — K(z,A) on mitallinen jokaisella A € £ ja kuvaus A — K(x, A) on
mitta jokaisella z € E. Sanomme, ettd K on subtodenndkdisyysydin (tai
substokastinen ydin), jos K(z, F) <1 jokaisella x € FE. Sanomme, ettd K on
todenndakoisyysydin (tai stokastinen ydin), jos K(x, F) = 1 jokaisella z € E.

Madritelladn identiteettiydin id asettamalla id(z, A) = 14(x) jokaisella
x € F ja jokaisella A € £.
Olkoon A mitta. M&aritellddn mitta AK asettamalla

AK(A) 2 /)\(dzz:)K(x, A), A€€. (1)

Mikéli A on todennédkoisyysmitta ja ydin K on stokastinen, on AK todenné-
koisyysmitta. On ilmeistd, ettd Aid = A.

Olkoon f miki tahansa epdnegatiivinen, &-mitallinen funktio. Epénega-
tiivinen ja &-mitallinen funktio K f madritellddn asettamalla

K ()2 / K(z,dy)f(y), «<E.

Jos f on miké tahansa £-mitallinen funktio, voidaan se kirjoittaa positiivisen
ja negatiivisen osan erotuksena f = f* — f~, kun f* ja f~ ovat molemmat
epanegatiivisia ja E-mitallisia, edellyttden, etti ei ole sellaista x € F, jossa
fTja f~ ovat molemmat ddrettémii. £-mitallinen funktio K f voidaan mii-
ritelld asettamalla K f = KfT™ — Kf~ edellyttien, ettd KfT ja Kf~ eivit
ole ddrettomid samassa pisteessi.

Ytimien K7 ja Ko tuloydin K1 Ko méiritellddn asettamalla

KlKQ(:EvA) é/Kl(x>dy)K2(yvA)v T e EaAeg' (2)
On ilmeisté, ettd jos K1 ja Ko ovat stokastisia, niin my6s niiden tulo K Ks
on stokastinen. Yhtd lailla substokastisien ytimien tulo on substokastinen.

LAUSE 2.1. Mitta AK, funktio K f ja tuloydin K1 K2 ovat hyvin mééritel-
tyjd aina, kun A : E — R™ on mitta ja f on epinegatiivinen ja £-mitallinen
funktio.



Tobistus. Olkoon A mitta. Osoitetaan, ettd AK on o-additiivinen. Mi-
kili (A; : @ > 1) ovat erillisid £-joukkoja, kiyttamalla mitan A — K(z, A)
o-additiivisuutta sekd vaihtamalla integroinnin ja summan jirjestys

2K <UA) /)\ (dz)K <$GA>
i=1
- Z//\(da:)K(%Az‘) = ZAK(AZ)

Olkoon f =37, a;14, yksinkertainen funktio, jossa a; ovat positiivisia
ja A; € € ovat erillisid. Nyt

:/K(Ldy Zal/dey 14,(y Zal

joka on mitallinen, silli kuvaus x — K(z, A;) on mitallinen kullakin . Loytyy
kasvava jono (f, : n > 1) yksinkertaisia funktioita siten, ettd f,, — f melkein
varmasti. Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla

lim Kf,(x)= hm /dey fuly /dey m.v.
n—oo
Siten [Cinl1] teoreeman 2.15 nojalla K f on mitallisten funktioiden rajana
mitallinen.

Olemme osoittaneet, ettd mitta AK ja epdnegatiivinen funktio K f ovat
hyvin méariteltyja. Tdstd seuraa, ettd x — K1 Ko(x, A) on hyvin méaaritelty
mitallinen funktio ja A — K Ka(x, A) on hyvin mééritelty mitta. Siten myos
tuloydin K7 K5 on hyvin méaritelty. O

Lauseesta seuraa, ettd K f on hyvin méairitelty myds yleiselld E-mital-
lisella f edellyttien, etti K fT ja K f~ eivit ole molemmat direttomis sa-
massa pisteessid. Mikéli f on &dérellinen ja integroituva eli [ |f(z)|dz < oo,
seké lisdksi ydin K on stokastinen tai substokastinen, seuraa, ettd K f on
valttdméattd hyvin médritelty.

Kayttamaélla tuloytimen méaritelméd voidaan méaritelld ytimen K ite-
raatit K* kullakin ¢ > 0. Nimittiin asetetaan K9 £ id ja K! & KK!!
jokaigella ¢t > 1. Edelld todetun nojalla stokastisen ytimen iteraatit ovat sto-
kastisia ja substokastisen ytimen iteraatit ovat substokastisia.

Kirjan [Num84| sivu 9 mukaisesti méérittelemme ytimen K potentiaalin

o0
G2 K
t=0
LAUSE 2.2. Ytimen K potentiaali G on ydin.

TopisTus. Osasummat Sy(z, A) = S\ K*(z, A) muodostavat kulla-
kin A € £ jonon E-mitallisia funktioita, joille lims_,oo S¢(z, A) = G(x, A).
Siten [Cinl1] teoreeman 2.15 nojalla kuvaus x — G(z, A) on E-mitallinen.
On helppo néyttés, ettd kuvaus A — G(z, A) on mitta jokaisella z € E, silld
olennaisesti riittda todeta, ettd kuvaus on o-additiivinen. Olkoon (A4, : n >
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1) jono erillisia E-mitallisia joukkoja. Kiinnitetdin mielivaltainen x € E. Nyt
oo oo oo
G <g: U An> => K' (3: U An>
n=1 t=0 n=1
oo (o9}
= Z Z K (z, An)

t=0 n=1
o oo o0

=Y ) K'(z,4,) =) _ G(z,A,). O
n=1 t=0 n=1

LAUSE 2.3. Ytimen K potentiaali G toteuttaa G =id+GK =id+ KG.

TobisTus. Kayttamalla iteraattien médritelmaa

G(z,A) =id(x, A) + i K™K (2, A)
t=1

oo
—ide, 4)+ Y [ K, dpK (5. ).
t=0
Vaihtamalla summan ja integraalin jarjestys

G(z, A) =id(z, A) + / > Kz, dy)K(y, A)
t=0

=id(z, A) + / G(z,dy)K(y,A) =id(z, A) + GK(xz,A). O

On ilmeistd, ettd ytimen K substokastisuus tai stokastisuus ei siirry po-
tentiaalille G.

1.2. Markovin ketjut ja siirtyméitodennikdisyydet.

Aikaindekseji merkitddn s,t € N. Kirjaimet S, T ja 7 varataan myds
merkitsemédn aikaa. Olkoon (€, F,P) todennikéisyysavaruus. Paria (Q, F)
nimitetdan polkuavaruudeksi. Jono (Xy : t € N) F-mitallisia satunnaismuut-
tujia Xz : Q@ — E on Markovin ketju, jos

P(Xey1 € A| Xy, Xo1y-0, Xo) = P(Xp1 € A X2) (3)

kullakin A € &. Siirtymatodenndkdisyydet P(X; 11 € A | X;) médrittelevit
suirtymdtodennakoisyysytimen P(X;, A). Todennikoisyysjakaumaa P(Xy €
A) nimitetddn Markovin ketjun alkujakaumaksi ja sitd merkitdédn usein kir-
jaimella A.

Kaikki alkujakaumat A méarittelevit todennékoéisyysmittojen perheen
{P : X\ on todennikoisyysjakauma}. Jos alkujakauma on keskittynyt tilaan
x € Feli P(Xy = x) = 1, merkitddn todennékdisyysmittaa P,. Tilaa z nimi-
tetddn alkutilaksi. Todennékoisyysjakauman Py tai P, suhteen méaritettya
odotusarvoa merkitdin vastaavasti Ey tal E,.

Edelld oletettiin, ettd Markovin ketju eli stokastinen prosessi (X; : ¢ > 0)
ja todenndkoisyysavaruus (2, F,P) ovat ennalta annettuja. Toisinaan, kuten
konstruoitaessa Metropolisin ja Hastingsin algoritmiin perustuva Markovin
ketju, lahtokohtana on se, etté siirtymitodennikdisyysydin P ja alkujakau-
ma A ovat annettuja. Siten kysymys kuuluukin, onko olemassa sellaista to-
denn#koisyysavaruutta (2, F,Py) ja Markovin ketjua (X, : ¢ > 0), ettd ydin
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P maérittelee Markovin ketjun siirtyméatodennédkéisyydet ja A sen alkuja-
kauman. Vastaus kysymykseen on positiivinen. Lukija voi halutessaan lukea
konstruktion idean kirjasta [Num84| sivu 6, [MT93] luku 3.4.1 tai [Rev75|
sivut 16-18.

Epénegatiivista funktiota A nimitetdin subtodenndkdisyystiheysfunktiok-
s, jos [ A(x)dz < 1. Mikéili [ A(z)dz =1, on X todenndkdisyystiheysfunktio.
Tulemme jatkossa olettamaan, ettd jakaumat ja ytimet ovat riittdvan sdan-
nollisid, jotta ne voidaan lausua subtodennikéisyystiheysfunktion ja piste-
massan avulla. Merkitdan todenndkoisyyttd pysya tilassa x

r(x) 2 P( X1 = | X = ),

Markovin ketjun siirtymé&d tilasta X; = x tilaan X;41 = y # = nimitetdin
hypyksi. Todenndkoisyys siirtyd tilajoukkoon A € £ lausutaan subtodenné-
koisyystiheysfunktion p avulla muodossa

P(Xpp1 € A| X, =) = / p(z, y)dy.
A

Hypyn kokonaistodennékoéisyys eli todennékoisyys hypéatd tilasta x mihin
tahansa tilaan y on

/p(a«x y)dy =1 —r(x).

Edellisten avulla ja merkitsemé&lld pistemassaa d,(A) Markovin ketjun siir-
tymétodennédkoisyysydin voidaan esittdd muodossa

Pz, A) = /A p(,y)dy + r(2)5,(A).

Pidetddn mielessd, ettd subtodennidkoéisyystiheysfunktio p voi yleisesti
koostua jatkuvasta ja diskreetistd osasta. Integrointi suoritetaan suhteessa
tulomittaan.

Oletetaan, ettéd satunnaismuuttujalla X; on tiheysfunktio A. T&ll6in sa-
tunnaismuuttuja X;41 jakautuu kaavan (1) nojalla kuten

AP(A) = / A(dz)P(z, A)

= 3@ { [ sty + s} i
_ / /A Na)p(a, y)dydz + / Na)r(2)6,(A)dx

Integrointijirjestystd vaihtamalla ja vaihtamalla jélkimmaisessd integraalissa
muuttujan nimea

wP) = [ [ \@ptaadsdy+ [ Ay
= [ { [ Mawto s+ At f a ()

Voimme siten méaritelld jakauman AP tiheysfunktion

AP(y) / A@)p( )z + A)r(y).
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Lause 2.4. Mikéli A on alkujakauma ja ¢ > 0, siirtyméatodennékoisyysy-
timen P iteraatit antavat yleistetyt siirtyméatodennikoisyydet

)\Pt(A) = P)\<Xt S A)

Tobpistus. Todistetaan viite induktiolla. Tapauksessa t = 0 iteraatti P°
on identiteettiydin ja titen AP°(A) = A(A). TAmi on yhti kuin Py (X, € A).
Oletetaan, ettd viite pitee yleiselld ¢ > 0. Kayttamélla kokonaistodennakai-
syyden kaavaa ja ehdollistamalla

]P))\(Xt_H S A) = /PA(XtJ,-l cAX; e dl‘)

= /P(Xt+1 cA ’ Xy = J))]P)/\(Xt S d.’E)

/P(IE, A)NP!(dz).

Kayttamalla kaavoja (1) ja (2) sekd vaihtamalla integrointijirjestys seuraa

/P(:C,A)/\Pt(d:v) = /P(x,A) {/)\(dy)Pt(y,dx)}

_ / Ady) { / Pt(y,dx)P(ac,A)}

— [ My Pt a)
= APITL(A). O

ESIMERKKI 2.1. Oletetaan, ettd jono (b, : € NT) méirittelee toden-
nikoisyysjakauman. Méaritelladn diskreetti Markovin ketju (V; : ¢t > 0) tila-
avaruudella F = NT mé#irittelemilld diskreetistd teoriasta tuttu direttdmin
kokoinen siirtymétodennékoisyysmatriisi

by by b

1 0 0
Pe(p)=|0 1 0
(Pz.y) 0 0 1

Oletetaan lisiksi, ettd jono (ay : ¢ > 1) on todennakoisyysjakauma, joka
médrittelee Markovin ketjun alkujakauman eli P(Vy = x) = a,. Markovin
ketjun dynamiikka on hyvin yksinkertainen. Mikéli Markovin ketju on ajan
hetkelld ¢ tilassa 1, hyppdd Markovin ketju tilaan z todennékoéisyydellé b,.
Mikali Markovin ketju on tilassa x > 1, etenee ketju deterministisesti tilaan
z—1.

EsIMERKKI 2.2. Oletetaan, ettd Zp = 0 todennidkodisyydelld yksi. Olkoon

(X; :t > 1) jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia.
Maaritelladn

t
Zy = ZO+ZXS, kun ¢ > 1.
s=1
Stokastista prosessia (Z; : t > 0) nimitetdén satunnaiskuluksi ja satunnais-
muuttujia Xy inkrementeiksi. Konstruktion nojalla pitee Z, = Z;_1 + X,
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mistd seuraa, ettd (Z;) on Markovin ketju. Sen siirtyméatodennékoisyysydin
on

P(JJ,A) :]P)(Zt €A | A :.I)
:P($+Xt€A|Zt_lzlli):]P)(XteA—Jf),

jossa midritellisin A —zx 2 {yc E:ax+yc Al
1.3. Tasapainojakauma.

MAARITELMA 2.2. Todenndkéisyysjakauma 7 on Markovin ketjun (X3)
tasapainojakauma, jos on voimassa tasapainoehto

mP(A) =7w(A), jokaisella A € &.

Diskreetilld tila-avaruudella E tasapainojakauma 7 voidaan tulkita vaa-
kavektoriksi m = (7, : € E) ja tasapainoehto matriisiyhtéloksi 7P = 7 tai
komponenteittain

Ty =Y Mapry kullakin y € E. (5)
LIS D)

Kysymys tasapainojakauman olemassaolosta on itsessdén mielenkiintoi-
nen, mutta tdméan tutkielman kannalta epéoleellinen, silla sovellettaessa Mar-
kovin ketjujen teoriaa Metropolisin ja Hastingsin algoritmiin tasapainojakau-
ma on jo ldhtdkohtaisesti olemassa. Luvussa 3.4 muotoillaan tasapainojakau-
man yksikésitteisyytta koskeva tulos. Tasapainojakaumia késittelee laajem-
min [Num84| luku 5.2 tai [MT93] luku 10.

Esittelemme seuraavaksi erddn kiiytdnnossa hyoddylliseksi osoittautuvan
ehdon, jonka avulla annettu jakauma on tietyssi erikoistapauksessa helppo
osoittaa tasapainojakaumaksi.

MAARITELMA 2.3. Markovin ketju (X;) on kddntyvd, jos 10ytyy sellainen
tilajakauma, jolla on tiheysfunktio A ja kaikilla tiloilla x ja y pétee

AM@)p(z,y) = My)p(y, ). (6)

LAUsE 2.5. Kéantyvalla Markovin ketjulla on tasapainojakauma, nimit-
tain se jakauma, joka toteuttaa kddntyvyysehdon (6).

TobisTus. Olkoon A kid#dntyvyysehdon toteuttavan jakauman tiheys-
funktio. Integroimalla kdintyvyysehto puolittain yli tila-avaruuden

/dumwwmxzxw/éwwwx=Mwu—me

josta seuraa

A@%=/A@m@wa+MwNw=AP@) 0

ESIMERKKI 2.3. Jatketaan esimerkin 2.1 Markovin ketjun (V}) tarkaste-
lua. Tasapainoehdosta (5) saadaan kullakin x > 1 yhtilo 7, = bymy + Tpa1-
Niistd voidaan ratkaista kullakin z > 2

(o, ¢]
Tp=m1(1—by —-- —by1) = leby = mBz1,
y=x



jossa on médritelty jakauman b hantdtodennédkoéisyydet B, = ZZO:;E 410y
Sovitaan lisdksi By = 1. Jotta m olisi todenn#koéisyysjakauma, tulee olla
(1+B1+Ba+---)m = 1. Mutta (B; : > 0) ovat todenn#kéisyysjakau-
man héantdtodennédkoisyydet, joten niiden summa on jakauman odotusarvo
M =322 | xb,. Témai tarkoittaa, ettd Markovin ketjulla (V;) on tasapaino-
jakauma 7, jolle 7, = M !B, 1 jokaisella x > 1.

1.4. Ergodisuusoletus.
Tila-avaruuden osajoukko A € £ on saavulettavissa tilasta x € E kisin
ja merkitsemme x — A, mikili P!(z, A) > 0 jollakin ¢ > 1.

MAARITELMA 2.4. Markovin ketju (X;) toteuttaa pelkistymdttomyys- ja
minorisaatio-oletuksen, jos 16ytyy positiivismittainen joukko C € &, positii-
vismittainen joukko D € & ja luku 8 > 0, joille p(z,y) > § kaikilla tiloilla
x € Cjay € D, seki © — C jokaisella x € FE. Joukkoa C nimitetdin
pieneksi.

Yleisen teorian mukaan Markovin ketju on pelkistymé&ton, jos 16ytyy
sellainen mitta ¢, ettd © — A jokaisella x € FE aina, kun ¢(A) > 0.
Pelkistymattémyys- ja minorisaatio-oletuksen toteuttava Markovin ketju on
pelkistyméaton yleisen teorian mielesséd valitsemalla

w(A) =vol(ANC).

Yleisen teorian mielessd madritelty pelkistymattomyys johtaa tarkasteluihin,
jotka eiviit ole olennaisia tdmén tutkielman kannalta. Lukija voi tutustua
aiheeseen kirjasta [Num84| luku 2.2 tai [MT93| luku 4.

MAARITELMA 2.5. Markovin ketju (X;) toteuttaa ergodisuusoletuksen,
mikili se toteuttaa pelkistymattdmyys- ja minorisaatio-oletuksen ja l6ytyy
tasapainojakauma m. Ergodisuusoletuksen toteuttavaa Markovin ketjua ni-
mitetddn ergodiseksi.

Mééritelmé on yleisen teorian méaritelmdd vahvempi, kts. [Num&4|
s. 114. Jokainen ergodisuusoletuksen toteuttava Markovin ketju on ergodinen
yleisen teorian mielessa.

Olennainen osa ergodisuuden méadritelmas yleisessd teoriassa on, etté
Markovin ketju on jaksoton. Markovin ketju (X;) on jaksollinen, mikili
tila-avaruus voidaan osittaa m erilliseen joukkoon Fi,...,E,, siten, ettd
Markovin ketju siirtyy todenndkéisyydelld yksi joukosta F; joukkoon FEjiq,
kun 1 < ¢ < m ja todennédkoisyydelld yksi joukosta E,, joukkoon Fj.
Pelkistyméattomyys- ja minorisaatio-oletuksen muotoilu on riittédvan vahva,
jotta sen toteuttava Markovin ketju on jaksoton eli ei 16ydy edelld kuvattua
tila-avaruuden hajotelmaa millddn m > 2. Pelkistymé&ttomyys- ja minorisaa-
tio-oletuksen toteuttava Markovin ketju nimittdin toteuttaa [Num8&4| s. 15
minorisaatioehdon P(z, A) > Blo(z)p(A) kaikilla z € E ja A € £ valitse-
malla p(A) = vol(A N D), jolloin [Num84| s. 20-21 nojalla Markovin ketju
on jaksoton.

FErgodisuusoletus on riittdvan vahva, jotta siitd seuraa hyvin rikas jatku-
vien Markovin ketjujen teoria. Siitd huolimatta hyvin laaja joukko Markovin
ketjuja toteuttaa oletuksen ehdot.
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LAUsE 2.6. Mikili Markovin ketjulla (X;) on siirtymétodennikéisyysy-
din P, jonka subtodennikdisyystiheysfunktio p on aidosti positiivinen ja jat-
kuva jossakin pisteessi (zo,y0) € E x E, ja lisdksi z — B(xq,r) jokaisella
x € F ja jokaisella r > 0, niin Markovin ketju toteuttaa pelkistyméattomyys-
ja minorisaatio-oletuksen.

Tobistus. Merkitddn p(zo, yo) = v > 0 ja valitaan luku e > 0 siten, ettd
~v—¢e > 0. Avoin vili (y—e&,v+¢) on pisteen v ympéristd, joten jatkuvuuden
midritelmin nojalla alkukuva N = p~!(y — ,7 + ¢) on pisteen (x9,0)
ympéristd tuloavaruudella £ x E. [Men90| s. 98 nojalla 16ytyy pisteiden
g ja yo ympéristot Ny ja Na, joille N3 x Ny C N. Edelleen 16ytyy avoimet
joukot C' C Ny sekih D C Ny siten etté, xg € C jayg € D. Joukot C ja D ovat
avoimina positiivismittaisia. Mikéli x € C' ja y € D, pitee (z,y) € N ja siten
p(z,y) > v — e. Oletuksesta x — B(xq,r) jokaisella z € E ja r > 0 seuraa,
ettd © — C. Pelkistyméttomyys- ja minorisaatio-oletus on siten voimassa
valitsemalla =~ —e. U

ESIMERKKI 2.4. Valitaan esimerkissd 2.3 Markovin ketjun (V;) joukok-
si C yksio {1}. Todenn#koisyysjakauman b tuki supp b muodostuu kaikista
niistd z € F, joille b, > 0. Olkoon D jokin joukon supp b dérellinen osajouk-
ko. Tama tarkoittaa, ettd 16ytyy luku 8 = mingep by > 0. Nyt p(x,y) > 5,
kun x € C ja y € D. Lisdksi Markovin ketjun konstruktion nojalla x — C
milld hyvinsd z € F. Edellisessd luvussa néytettiin, ettd Markovin ketjulla
(V;) on tasapainojakauma, joten (V;) on ergodinen.

ESIMERKKI 2.5. Valitaan satunnaiskulun (Z;) inkrementtien X, jakau-
maksi esimerkissé 2.2 standardinormaalijakauma. Tamé merkitsee, ettd Mar-
kovin ketjun (Z;) siirtyméatodennékoisyysydin on

1
P(z,A)=P(X; € A—z) = 2W/ e~ W=2)*2gy,
Vv A

Siirtyméatodennéksisyystiheys on siten

= —(y—=)?/2
x,y) = e .
p(z,y) o
Olkoon £ > 0 mielivaltainen ja C' = [—¢, €] sekd D mielivaltainen darellinen

suljettu véli. Joukko C' x D on kompakti, joten tiheysfunktion p jatkuvuu-
den nojalla 16ytyy sellainen g > 0, ettd p(x,y) > § kaikilla z € C jay € D.
Koska p on aidosti positiivinen kaikilla z,y € R, seuraa P(z,C) > 0 jokaisel-
la € R. Siispd olemme n#yttineet suoraan mairitelmasta, ettd Markovin
ketju (Z;) toteuttaa pelkistymattomyys- ja minorisaatio-oletuksen. Toisaal-
ta viite seuraa lauseesta 2.6 valitsemalla esimerkiksi zp = yg = 0. Sen sijaan
esimerkin Markovin ketjulla ei ole tasapainojakaumaa [MT93] s. 251-252.
Vilin R Lebesguen mitta toteuttaa kylldkin kddntyvyysehdon, mutta kysees-
sd el ole todennakoisyysjakauma. Markovin ketju (Z;) ei siis ole ergodinen.

2. Uusiutumisprosessit

Markovin ketjujen teoria tulee pitkélti nojaamaan diskreettiaikaisten uu-
siutumisprosessien teoriaan. Seki diskreetti- ettd jatkuva-aikaiset uusiutu-
misprosessit ovat yksi keskeinen stokastisten prosessien luokka. Uusiutu-
misprosessi voidaan ymmaértad havainnollisesti tarkastelemalla kuvitteellisen
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komponentin elinikdd. Oletetaan, ettd komponentti on ajan hetkelld t = 0
ehji ja sen tila tarkastetaan kunakin diskreettini ajan hetkend t € N. Mika-
li komponentti havaitaan vikaantuneeksi, se korvataan vélittomaésti uudella
komponentilla ja uuden komponentin eliniké on riippumaton siité kuinka pit-
kddn edellinen komponentti kesti. Otamme huomioon sen, ettd ensimmé&inen
komponentti ei ole valttdméatta uusi, joten sen elinikd voi noudattaa jakau-
maa, joka on eri kuin uuden komponentin. Luvun materiaali nojaa pitkalti
kirjaan [Num84| s. 47-51.

2.1. Uusiutumisprosessi.

Olkoon N-arvoinen satunnaismuuttuja Tp ja oletetaan, etts sen jakauma
on P(Ty =t) = at, kun a = (a; : t > 0) on substokastinen jono eli jono, jonka
jasenet ovat epénegatiivisia ja joiden summa on korkeintaan yksi. Merkitaan
oo = 1= 32 at, jolloin P(Th = 00) = aeo. Satunnaismuuttuja Ty tulkitaan
ensimmadiseksi vikaantumishetkeksi tai ensimmdiseksi vusiutumisajakss.

Madritelladn jono (7; : ¢ > 1) riippumattomia ja samoin jakautuneita
N-arvoisia satunnaismuuttujia, joiden jakauma P(7 = t) = b, kun b = (b; :
t > 0) on substokastinen jono, jolle by = 0 ja boo = 1 — >, b;. Médritellddn
N-arvoiset satunnaismuuttujat (7; : i > 1) asettamalla

T, =T;—1 +7; jokaisella ¢ > 1.

Jonoa (T; : i > 0) nimitetddn vusiutumisprosessiksi. Mikili Tp = 0 todenné-
koisyydelld yksi eli ag = 1, uusiutumisprosessia nimitetdan viiveettomdkss.
Muutoin uusiutumisprosessi on wiiveellinen. Oletuksesta by = 0 seuraa, et-
td satunnaismuuttujat (7; : ¢ > 0) muodostavat aidosti kasvavan jonon eli
T; > T;_1 todennidkoisyydelld yksi kaikilla ¢ > 1.

Satunnaismuuttuja Ty voidaan tulkita ensimmaéisen komponentin elinidk-
si ja kukin 7; edellisen rikkoontuneen komponentin tilalle asennetun uuden
komponentin elinidksi. Mik&li uusiutumisprosessi on viiveetoén, voidaan kon-
struktion valossa ajatella, ettd ensimméainen komponentti rikkoontuu saman
tien ja korvataan uudella, jolloin ajan hetkelld ¢ = 0 prosessi kiynnistyy
tilasta, jossa komponentti on uusi.

Madritelladn jono (Yz : t > 0) {0, 1}-arvoisia satunnaismuuttujia maérit-
telemalld

y, & {1, jos T; =t jollakin 7 > 0 .

0, muuten

Stokastista prosessia (Y;) nimitetddn uusiutumisprosessin (75 : i > 0) insi-
denssiprosessiksi. Satunnaismuuttuja Y; saa arvon yksi, jos ajan hetkelld ¢
tapahtuu uusiutuminen. Mik&li uusiutumisprosessi on viiveetén, merkitaan
uy 2 P(Y; = 1), ja mikili prosessi on viiveellinen, merkitdin v; = P(Y; = 1).
Sovitaan ug = 1. Maaritetddn us, kun ¢t > 1. Pétee

t—1
ug =P(r =1t) —I—ZP(Y},S =1,7=s)
s=1
t—1 t—1
=bi+ Y PVis=1P(r=3s)=b+» usbs.
s=1 s=1
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Kayttamaélla hyviksi tietoa ug = 1 ja bg = 0 voidaan edellinen kirjoittaa
konvoluution (kts. liite A) avulla muodossa u; = b u¢. Kayttamalld yksik-
kéjonoa 6 = (1,0,0,...) voidaan ottaa huomioon myds tapaus ¢ = 0. Seuraa
niin sanottu vitveeton vusiutumisyhtdalé

u=20+bxu.

Edellistd periaatetta noudattaen on helppo ndyttida, ettd v toteuttaa
viveellisen wusiutumisyhtdlon

v=a-+bxwv.

Jonoa w nimitetdin wvitveettomdaksi vusiutumisjonoksi ja jonoa v nimite-
tdan vitveelliseksi uusiutumisjonoksi.

Uusiutumisprosessi (T} : ¢ > 0) on jaksoton, jos siihen liittyvélle inkre-
menttijakaumalle b pétee ged{t > 1 : by > 0} = 1. Téssd tutkielmassa
tarkastellaan ainoastaan jaksottomia uusiutumisprosesseja.

MAARITELMA 2.6. Viiveeton uusiutumisprosessi (7;) on palautuva, jos
jokaisella ¢ > 0 pétee T; < oo todennikésisyydelld yksi. Uusiutumisprosessi
on positiivisesti palautuva, jos E(7) = >;2, th < co.

LAUSE 2.7. Viiveetén uusiutumisprosessi (7;) on palautuva, jos ja vain
jos D2 by = 1 tai yhtépitavisti Y .o, ur = 00.

TobisTus. Palautuvuus on yhtapitavid sen kanssa, ettd P(7 < c0) = 1
tai yhtépitavasti > o, b = 1. Riittdd siis osoittaa, ettd » .o by = 1 ta-
san siind tapauksessa, ettd > oo, uy = oo. Oletetaan nyt, ettd > ;o by = 1.
Miéritelldédn jonon b generoiva funktio B(z) = Y 72 bz seké jonon u gene-
roiva funktio U(z) = Y ;2 wa’. Kéyttdmalld hyviksi uusiutumisyhtalod ja
liitteen A tulosta konvoluution generoivalle funktiolle seuraa

U(z) =1+ B(z)U(x).
Mutta oletuksen nojalla B(1) = > 3%, b = 1, joten yhtéls U(1) =1+ U(1)
voi pitdéd paikkansa vain siinéd tapauksessa, ettd U(1) = oo. Toisaalta pétee
B(1) =1—-U(1)", joten mikili U(1) = oo, seuraa B(1) = 1. O

Maaritellddn ajan hetkeen ¢ > 0 mennessi sattuneiden insidenssien lu-

kumadra N (t) asettamalla
¢
N(t) £ Y.
s=0

LAUSE 2.8. Olkoon (7; : i > 0) positiivisesti palautuva viiveetén uusiu-
tumisprosessi. Sille on voimassa

lim N =E(r)"' m.v.

Lauseen todistus nojaa kirjan [MO14] teoreeman 1.1 todistukseen.

TobisTus. Viiveettémén uusiutumisprosessin maéritelmén ja suurten
lukujen lain nojalla

1

= gzrj Y E(r). (7)
j=1
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Pitee Ty <t < Tn()4+1- Jakamalla puolittain satunnaismuuttujalla N (t)
seuraa
T <t Tniy+1 N(t)+1 (8)
N(t) = N(t) N(@#)+1 N(t)
Palautuvuuden nojalla N(t) — oo melkein varmasti, kun ¢ — oco. Siten

N]S;();)r L 5 1 melkein varmasti ja yhtélon (7) nojalla epédyhtalon (8) vasen

ja oikea puoli suppenevat kohti odotusarvoa E(7) melkein varmasti, kun
t — oo. 0

2.2. Keskeinen konvergenssilause.
Tarkastellaan kytkentiargumenttia nojaten kirjan [MT93| sivuihin 320—
322. Oletetaan, ettd (7; : i > 0) on viiveetén uusiutumisprosessi inkrement-

tijakaumanaan b seké (7; : i > 0) viiveellinen uusiutumisprosessi viivejakau-
manaan a ja inkrementtijakaumanaan b. Viiveettoman ja viiveellisen uusiu-
tumisprosessin insidenssiprosessit ovat vastaavasti (Y : t > 0) ja (Y; : t > 0).
Uusiutumisprosessit kytkeytyvit, jos loytyy sellainen ¢ > 0, jolle ¥; = Y.
Maéritelldan kytkentdaika

Ty = min{t > 0:Y; = Y;}.

LeEMMA 2.9. Mikali uusiutumisprosessi (7; : ¢ > 0) ja jaksoton ja posi-
tilvisesti palautuva ja a on inkrementtijakauma, niin P(T},, < co) = 1.

Lemman todistus on jossakin méarin tekninen eikd ole erityisen kiin-
nostava esityksen kannalta. Todistuksen erds versio on esitetty teoksessa
[Num84| sivut 99-100 ja toinen diskreettien Markovin ketjujen teoriaan
perustuva versio kirjassa [MT93] sivu 321.

LeEMMA 2.10. Mikéli uusiutumisprosessi (7; : @ > 0) on jaksoton ja posi-
tiivisesti palautuva ja a on inkrementtijakauma, patee

lim |a % u; —u| = 0.
t—00
TobisTus. Méiritellddn stokastinen prosessi (Z; : t > 0) asettamalla

Y/;fv t< Tab
Zy =
Y;f; t> Tab
Koska kytkennéin jilkeen Y; ja Y; ovat samoin jakautuneet, seuraa, etti Z;
on jakautunut kuten Y; kullakin ¢ > 0. Nyt
Jaxuy —u| = |P(Y; = 1) = P(Y; = 1)
= P(Z; = 1) = P(Y; = 1)
=P(Zt=1,Tw >t) +P(Z; = 1,Top < 1)
—PYi=1,Ty >t) —P(Y, =1,Ty < t)]
Mutta nyt P(Z; = 1, Ty, < t) =P(Y; = 1, T, < t), joten seuraa
laxu —u] = [P(Y; = 1,Tup > t) —P(Y; = 1, Ty > 1)
=|P(Y;=1|Tp>t)—P(Y;=1|Tu > t)[P(Ty > t)
<P(Ty >t)
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Raja-arvoa koskeva viite seuraa lemmasta 2.9, silla P(Ty, > t) — 0 rajalla
t — oo. O

Seuraava tulos on erikoistapaus [MT93| lemmasta D.7.1.

LEMMA 2.11. Oletetaan, ettd (x; : ¢ > 0) on epinegatiivinen jono, jolle
x; — 0 sekd (y; : ¢ > 0) on epénegatiivinen jono, jolle Y~ y; < oo. Téll6in
x*y; — 0, kun ¢ — oo.

TobpisTus. Konvoluution raja-arvo voidaan esittdd muodossa

[e.9]
lim zxy; = lm Z zi—j1(i > j)y;-
j=0
Mutta oletuksen nojalla ;—;1(7 > j) on valttamattéd rajoitettu, joten domi-
noidun konvergenssin nojalla

o0
iliglo:c*yz_jz:%yjigrgoxz_jl(ZZJ)—O. O
Maéaritellddn nyt satunnaismuuttujan 7 héntdtodennidkéisyydet méarit-
televd jono B = (B; : t > 0) asettamalla B; = P(1 > t).
Seuraava lause on sama kuin teoksen [Num84| teoreema 6.1 silld lisd-
oletuksella, ettd inkrementtijakaumalta vaaditaan positiivinen palautuvuus
pelkin palautuvuuden sijaan. Lauseen todistus on helppo edelld kisitellyn

kytkentdargumentin nojalla.

LAUSE 2.12. Oletetaan, ettd inkrementtijakauma b on jaksoton ja posi-
tiivisesti palautuva sekd a on viivejakauma. T4all6in

lim |a*u —u|* B, =0.
t—00

TobpisTus. Viite seuraa lemmoista 2.10 ja 2.11 havaitsemalla, etté ole-
tuksen nojalla

oo>E(T):iIP’(T>t):iBt. O

t=1 t=1
3. Regeneraatio

Téssd luvussa tarkastellaan teoreettisia tuloksia, jotka yhdessé edellisen
luvun uusiutumisprosessien kanssa mahdollistavat kolmen keskeisen konver-
genssituloksen todistamisen luvussa 3. Esitetddn seuraavaksi vAlttaméatto-
méit Markovin ketjua koskevat oletukset, jotka ovat voimassa seké téssi etté
tulevassa luvussa. Luvun materiaali perustuu artikkeliin [Num02].

Oletetaan, ettd on annettu ergodinen Markovin ketju (X;), jolla on siirty-
mitodennédkdisyysydin P. Erityisesti oletamme, ettd positiivismittaiset jou-
kot C € € ja D € & sekd luku 5 > 0 on kiinnitetty. Lukua /3 tai joukkoa D
vol tarvittaessa pienentdd, joten oletamme lisiksi 0 < Bvol(D) < 1.

Oletetaan liséksi, ettd tasapainojakauman tuki suppm = E. Tama mer-
kitsee, etté jokaisen positiivismittaisen joukon A € £ tasapainotodennikoi-
syys m(A) > 0. Tam4 ei ole millddn muotoa rajoittava vaatimus, silla mikali
Markovin ketjulla on tasapainojakauma, jonka tuki on tila-avaruuden E aito
osajoukko ja lisdksi millian x € supp 7 ei ole mahdollista padstd joukkoon
E \ supp, voi tarkastella Markovin ketjun rajoittumaa joukkoon supp .
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3.1. Bivariaatti Markovin ketju ja regeneraatio.

Midritelldin funktio s : F — RT asettamalla s(z) = Bvol(D)1¢(x).
Joukkoon D tasaisesti jakautuneen satunnaismuuttujan jakaumaa merkitaén
v. Sen tiheysfunktio on v(y) = vol(D) " '1p(y) ja tapahtuman A € £ toden-
nikdisyys on v(A) = vol(D)~!vol(A N D). Ergodisuusoletuksen nojalla kai-
killa x,y € F on voimassa

p(z,y) = s(z)v(y) = flo(z)1p(y). (9)
Maaritellddn substokastinen ydin
Q(z, A) £ P(z, A) — s(z)v(A).

Maééritelmé on hyvin asetettu, silld ytimen @ mitallisuusominaisuudet seu-
raavat suoraan siitd, ettd s on mitallinen ja v on mitta, ja lisiksi kaavan (9)
nojalla

Q. A) = /A Pl y)dy + r(2)8s(4) — 5(2) /A v(y)dy
> /A {p(x.) — s(@)v(y)} dy > 0,

Olkoon {0, 1}-arvoinen stokastinen prosessi (Y; : ¢ > 0) ja médritellddn
stokastinen prosessi (X¢,Y; : ¢t > 0) antamalla sen siirtymétodennékoisyydet

]P)(Xt S A7Yt =1 | thlynflv ce. 7X07YVO) = S(thl)y(A% (10)

]P)(Xt S A7Yt =0 | thlynflv e 7X07YVO) = Q(Xt*la A) (11)
Siirtymétodennikoisyyksien méadritelméstd ndhdiddn valittomasti, ettd
stokastinen prosessi (X, Y;) on Markovin ketju. Siitd kdytetddn nimitystd

bivariaatti Markovin ketju. Suora laskutoimitus antaa bivariaatin Markovin
ketjun ehdolliset marginaalijakaumat

]P)(Xt cA ‘ Xy 1=x,Y 1 = y) = P(.I‘,A),
PYi=1|X¢—1=2,Y1-1 =y) = s(), (12)
PY:=0| X1 =21 =y)=1-s(x).

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa bivariaatti Markovin ketju
(X¢,Y:) saa ajan hetkelld ¢ arvon Y; = 1. Tarkastellaan bivariaatin Mar-
kovin ketjun kehittymistd téstd hetkestéd ldhtien.

LEMMA 2.13. Pitee

]P)(Xt €A | thl = x,}/t,1 = yaY;f = 1) = V(A)7
seki
P(X: € Ag, Xt41 € A Y1 =1, [ Xem1 =2, Y1 =y, Vi = 1)
=P, (Xo€ Ap, X1 €A, Y1 =y1,...).

TobpisTus. Kéyttamalld ehdollisen todennékéisyyden kaavaa ja yhtaloi-

ta (10) sekd (12)
PX;eA| Xy =2,Yi=y,Yr=1)
_ P(Xt € A,Y;f =1 | thl = l‘)}/tfl = y)
PY;=1|Xi1=2,Y—1=y)

=v(A).
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Merkitdin B = {X;11 € A1, Y01 = y1, ... }. Hyddyntéimilld ehdollisen
todennikoéisyyden kaavaa, bivariaatin Markovin ketjun siirtymétodennakoi-
syyksien méaritelmad sekéd ehdollista marginaalijakaumaa

P(X;€ Ao, X411 € A, Y =91, [ Xi1 =2,V 1 =9, Y = 1)
P(X; € Ay, Y1 =1,B| X4—1=2,Y;_1 =)
PY;=1|X¢1=2,Y1-1=y)
—P(B| Xi1 =,V =y, X; € A, Y; = 1)
y P(X; € Ao, Y1 =1| Xy 1 =2, 1=1y)
s(x)

= P(B | X; € AQ)I/(A()).
Toisaalta
IP)(B | X; € Ao) :P(Xl S Al,Yl =Y1,- - | X € AO)

ja v(Ao) = Pu(Xo € Ap), joten viite seuraa ehdollisen todennékoisyyden
kaavasta. O

Lemma merkitsee, ettd bivariaatti Markovin ketju unohtaa historiansa
aina niind hetkina, kun Y; = 1. Tésté hetkestd ldhtien bivariaatti Markovin
ketju kiyttaytyy kuten se kiynnistyisi uudelleen alkujakaumanaan v. Sa-
nomme, ettd Markovin ketju regeneroituu. Satunnaismuuttujan Y; ehdolli-
sesta marginaalijakaumasta ndhdéén, ettd regeneraatio voi tapahtua ainoas-
taan sellaisena ajan hetkeni ¢, jolle X;_1 € C. Regeneraatiotodennikoisyys
s(x) = Bvol(D) on riippumaton tilasta x € C.

Mééritelladn bivariaatin Markovin ketjun (X, Y;) perittiiset regeneraa-
tiohetket asettamalla

To 2 min{t > 1:Y; =1},
T, =min{t >T;—1:Y, =1}, kuni>1.

(1>

Perdkkiisten regeneraatiohetkien viliset ajat Ty — Ty, 1o — T1,... ovat
konstruktion nojalla riippumattomia ja samoin jakautuneita. Otetaan kiyt-
toon merkintd T =T — Tj.

Regeneraatiohetkille saadaan luonnollinen tulkinta uusiutumisprosessien
avulla. Mikili Markovin ketjun alkutila on x, merkitddn ensimmaéisen rege-
neraatiohetken Tj jakaumaa P,(Ty = t) = a¢(x). Kahden perdkkaisen rege-
neraation vélisen ajan 7 jakaumaa merkitdan P, (T = t) = b;. Satunnais-
muuttujat Y; méadritteleviat uusiutumisprosessin insidenssijakauman.

3.2. Piattyvi Markovin ketju.

Muodostamme seuraavaksi apuneuvon, joka osoittautuu hyodylliseksi tu-
levissa teoreettisissa tarkasteluissa. Olkoon A sellainen aputila, joka ei kuulu
tila-avaruuteen F. Méaéritellddn paatéyvd Markovin ketju (X;) asettamalla
X, = X, kun t < T ja X; = A, kun t > T. Markovin ketjun annetaan
siis kehittyd tavalliseen tapaan kunnes tapahtuu regeneraatio, jolloin Marko-
vin ketju jaa tilaan A. Padttyvan Markovin ketjun siirtyméitodennikdéisyydet
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ovat yhtalon (11) nojalla muotoa
P(X, € A| X;_1 =2z)
:P(Xt GA,YtZO ’Xt—]. :x7}/t—l :O)ZQ(Z',A) (]‘3)
Y& madaritellyt siirtymétodennékoisyydet méaarittelevit substokastisen
ytimen. Stokastinen ydin voidaan muodostaa seuraavasti. Muodostetaan laa-
jennettu tila-avaruus (Ea, £a) asettamalla Ea = EU{A}ja&a = 0(E,{A}).
Asettamalla P(Xy; = A | X;—1 = A) =1 sekd
PX;=A|Xi1=2)=PYV;=1| X1 =12,Y1 =0) =s(z) (14)
nihdisn, ettd P(X, € Ea | X;—1 = 2) = 1 jokaisella z € E, silli erityisesti,
josx € E|
P(X; € Ea | X 1=a2)=P(X; €F | X; 1 =a2)+P(X;=A| X;_1 =)
P(Xt e E VU, =0 ‘ Xi1=2,0;, 1 = O) + S({L‘)
Qz, E) + s(x)
1.

Stokastinen prosessi (X) on hyvin mééritelty Markovin ketju, joten siir-
tymétodennédkoisyyksien iteraatteja koskevan tuloksen nojalla saadaan va-
littémasti seuraava lemma.

Lemma 2.14. Milla tahansa alkujakaumalla A ja jokaisella ¢ > 1 sekd
A € £ on voimassa

Py (X;: € A) = A\Q(A).
Pasttyvad Markovin ketjua hyodyntamaillé saadaan tulos
PA(T > t) = Py(X; € E) = A\Q'(E). (15)

3.3. Potentiaali.
Substokastisen ytimen @) potentiaali G on ydin (kts. lause 2.2)

.
t=0

LEMMA 2.15. Alkujakaumalla A varustetun Markovin ketjun odotettu
vierailujen lukumaéré tilajoukkoon A € & ensimmaéiseen regeneraatiohetkeen

T mennessi on
T—1

> 1a(Xy)

t=0
Yleisemmin milld tahansa mitallisella funktiolla f on voimassa

T—1
Zfom] ~ [ #@ncian)
t=0

E, = \G(A).

Ex

TobisTus. Péatee

T—1 T-1 [e’e)
E) Z 1A(Xt)] = Z]P’,\(Xt €A)= ZIP’A(X,: e AT >1).
t=0 t=0 t=0
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Hyodyntamalla paattyvaa Markovin ketjua ja lemmaa 2.14

T-1 00
E/\ [Z 1A(Xt)] = Z]P))‘(Xt (S A)
t=0

t=0

zg/qAQt(x)dx:AAG(dx).

Todistetaan seuraavaksi yleistys. Olkoon funktio ¢ pieni. Toisin sanoen
joillakin positiivisilla aq,...,a, ja mitallisilla Ag,..., A, ¢ on méadritelty
summana g(z) = > ;a;14,(z). Edellisen nojalla

T-1 n
=Ex [Z D aila (Xy)

t=0 =0

/ ZaﬂA IAG(dz) = / g(£)AG(dz).

Jos f on mielivaltainen epanegatuvmen ja mitallinen funktio, 16ytyy sellai-

nen kasvava jono go, g1, ... yksinkertaisia funktioita, ettd g; — f. Viite seu-
raa monotonisen konvergenssin lauseesta. Yleiselld f viite seuraa edellisestd
kiyttamalld esitystd f = fT — f~. O

Markovin ketjun alkujakauma v on erityisasemassa regeneroituvien ket-
jujen teoriaa kehiteltdessé, joten otamme kiyttdon seuraavan merkinnén.

MAARITELMA 2.7. Mikili G on ytimen @) potentiaali, maaritelldin mitta
w=rG.

Lemman 2.15 vaittdméat voidaan kirjoittaa uuttaa merkintdd kayttien
muodossa

T—1 T—1
£ [Srao| < in |50 = f o
t=0 =0
Valitsemalla ensimmaisessi yhtdlossa joukoksi A koko tila-avaruus F saa-
daan seuraava tulos.
SEURAUSLAUSE 2.16. Pitee E,(T) = [ p(dz).

LEMMA 2.17. Pitee
P(T < o0) = /s(w),u,(dx).

Topistus. Tapahtumat {T' = t}, ¢t > 1, muodostavat tapahtuman {T" <
oo} erillisen osituksen. Tamén avulla

oo

(T < o0) ZP t)=> P,(Xi1€E X, =A)
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Osittamalla tapahtuma {X; | € E} saadaan
P (X, 1€ E,Xi=A)= / P, (X; = A, X; 1 € dz).
E

Ehdollistamalla ja kiyttdmélld kaavaa (14) sekid lemmaa 2.14

P, (T < ) = Z/ P (X, =A| X;_1 = )P, (X, € da)
E

_Z/ W (dg).

Viite seuraa vaihtamalla summan ja integraalin jarjestys. g

3.4. Palautuvuus ja tasapainojakauma.

Bivariaatti Markovin ketju (X, Y;) on Harris-palautuva, jos Pu(T <
oo) = 1 jokaisella x € FE. Bivariaatti Markovin ketju on positiivisesti pa-
lautuva, jos siithen liittyva uusiutumisprosessi on positiivisesti palautuva eli
E,(T) < oo. Harris-palautuvuuden méaaritelméssé on olennaista, ettd P, (T <
oo) = 1 jokaisella alkutilalla x € E. Mikili viite pétee pelkistdin melkein
jokaisella z, sanotaan, ettd Markovin ketju on palautuva.

LeMMA 2.18. Bivariaatti Markovin ketju on positiivisesti palautuva eli
on voimassa E, (T') < oo.

TobpisTUs. Midritelldin luvut Ly £ min{0 < s < t:Y;_ 4 = 1}. Jos bi-
variaattia Markovin ketjua tarkastellaan ajan hetkelld ¢, antaa luku L; ajan,
joka on kulunut edellisestd regeneraatiosta. Tapahtuma {T' < ¢} voidaan
esittdd nyt erillisend yhdisteend

t—1

(T <t} = J{L = s}.
s=0

Olkoon A € £. Nyt
P X € A) =P (X € AT >t)+P (X € AT <)
t—1
=P (X, €AT>1)+ > Pr(Xy €A L =5).
5=0
Toisaalta kdyttamalld lemmaa 2.13
Pr(X: € A, Ly = s)
=P;(Y;—s=1,Y 511 =0,...,Y;, =0,X; € A)
=P(Y;—541=0,...,Y;, =0, X, € A | Y;_s = )P (Vs = 1)
— P (Yi=0,...,Ys 1 = 0,Y, =0, X, € AP (Vs = 1),

jossa kaavan (12) ja tasapainojakauman mairitelmén nojalla

Pr(Yis=1) = / P(Yioa = 1| X1os = 2)Py(X)—o_s € da)

_ / s(x)m(da).

20



Kayttamalla kaavaa (13) ja lemmaa 2.14
P(Y1=0,...,Y-1=0,X5; € A4,Y; =0)

= / P, (X, 1 €dx)P(X, € A| Xy =)

- / v Q> (d2)Q(x, A)

=vQ*(A).
Yhdistamalld tulokset

t—1
P(X: € A) =P (Xe € A, T >1t)+ / s(z)m(dz) Z vQ°(A). (16)
s=0

Valinta A = E tuottaa rajalla t — oo

| = Po(T = 00) + / s(z)m(dz) / u(de).

Kayttamalla hyviksi funktion s maéritelméi ja tasapainojakauman 7 tukea
koskevaa oletusta

/S(l’)ﬂ'(d.ﬁl?) = /,BVOI(D)lc(a;)W(d:r) = BVOI(D)/ w(dx) >0,  (17)

C
Siten seurauslauseen 2.16 nojalla

/,u(dac) =E, (T) < 0. O

Lause 2.19. Tasapainojakauma 7 on yksikésitteinen ja sillad on esitys

m(A) = ﬁ/((f;)) jokaisella A € £. (18)

TobisTus. Kayttdmalla hyviksi lauseen 2.3 tulosta G = id + GQ kulla-
kin A € £ on voimassa

H(A) = VG(A) = v(A) + vGQ(A) = v(A) + nQ(A).

Kayttamalld ytimen () madritelméi ja lemmaa 2.17 seki sité, ettd positiivi-
sen palautuvuuden nojalla P, (T < c0) = 1,

p(A) = v(4) + uP(4) - v(4) [ s(ohuldz) = uP(4),

Siispéd p toteuttaa tasapainoehdon, joten normittamalla siitd saadaan tasa-
painojakauma.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd tasapainojakauma on yksikisitteinen. Ole-
tetaan, ettd 7 on miké tahansa todennidkdisyysjakauma, joka toteuttaa ta-
sapainoehdon. Yht&losséd (16) rajalla ¢t — oo

T(A) = Po(T = 00) + p(A) / s(@)m(dz) > p(A) / s(z)m(dz).

Toisin sanoen

m(A) > M(A)/s(x)w(d@.
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Tamén nojalla voidaan médritelld mitta A\(A) = m(A) — p(A) [ s(x)r(dz).
Nyt joko A(E) = 0 tai A(E) > 0. Ensimméisessa tapauksessa tulee olla

7(A) = p(A) / s(x)m(dz) (19)

kaikilla A € €. Mutta [ s(z)m(dz) > 0, joten 7 on vilttdméattd muotoa (18).
Tarkastellaan seuraavaksi tapausta A(E) > 0. Ensinnékin tdmé tarkoittaa,
ettd A\ voidaan normittaa siten, ettd se maarittelee todennikdisyysjakauman
tiheysfunktion. Toisaalta

AP(A) =7mP(A) — pnP(A) /S(l‘)ﬂ'(dl’)

= 7(4) ~ () | s(a)n(de) = (),

sillé sekd 7, ettd p toteuttavat tasapainoehdon. Siten A(A)/A(E) méérittelee
tasapainojakauman. Mink4 tahansa tasapainojakauman tulee toteuttaa ehto
(17). Kuitenkin

[ s = [ swmias) - [ stwniay) [ steyian) ~o.

mikd on ristiriita. Siispd on vélttamé&ttd oltava A(E) = 0 ja edelld todetun
nojalla tadma tarkoittaa, ettd tasapainojakauma 7 on yksikésitteistd yhtalon
(18) madrdamas muotoa. O

Muistetaan, ettd edellisen lauseen oletuksena on, ettd tasapainojakauma
on olemassa. Kyseessé ei ole siis tasapainojakauman olemassaolotodistus.

LAUSE 2.20. Markovin ketju (X;) on Harris-palautuva eli jokaisella = €
E pitee Py (T < 00) = 1.

TobisTus. Lemman 2.18 todistuksessa osoitettiin, ettd
1 =Pr(T = o0) + p(E) / s(x)m(dx).

Toisaalta yhtélosta (18), lemmasta 2.17 ja positiivisesta palautuvuudesta
seuraa

/ s(@)m(dz) = u(E) ™,

joten tulee olla P, (T = oo) = 0. Integroimalla yli kaikkien l&htotilojen
Pr(T = o0) = /]P’x(T < oo)m(dz) =0,

josta seuraa, ettd melkein jokaisella z € E on voimassa P, (T = oco) = 0 tai
yhtapitavisti P, (T < co) = 1. Osoitamme seuraavaksi, etti ei 16ydy sellaista
nollamittaista joukkoa, jossa viite ei olisi voimassa. Maéritelliin h(x) £
P, (T = o0). Tapahtumat {T" > 1}, {T > 2},... muodostavat laskevan jonon
ja péitee

h(z) = lim Po(T > 1) = lim P,(X; € E) = lim Q'(z, E).

22



Kayttamaélla monotonisen konvergenssin lausetta

o) = Jim [ Qe dy)Q' (5, )
- [ QG dynty
~ [ Pyt - s(2) [ hiwwtdy)
~ [ PG dyniy).

silla

/h(y)u(dy) _ voll(m /D P, (T = o0)dy = 0,

koska muutoin tdmé olisi ristiriidassa yhtalon P, (T = oo) = 0 kanssa. Kayt-
tdmaélla ytimen P esitystd tiheysfunktion ja pistemassan summana,

hmozjfmwm@My+/MM@wwmm
:/Q@wmwMy+mmmw,

tolsin sanoen
/@mwmwwyzu—mmww»

Oletetaan, ettd 16ytyy sellainen z, jolla h(z) > 0. Koska pétee 1 — r(z) =
[ p(z,y)dy > 0, on oltava

/p(:v,y)h(y)dy = /p(:n,y)IP’x(T = 00)dy > 0.

Mutta téstd seuraa, ettd on oltava P,(7T = oo) > 0 positiivismittaisessa
joukossa, miké on ristiriita. O

Mikidli A on mielivaltainen alkujakauma, lemmasta seuraa, ettd ensim-
madinen regeneraatioaika on darellinen todennédkéisyydelld yksi, silla

PA\(T < o0) = /Px(T < 00)A(dz) = 1.
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LUKU 3

Kolme Markovin ketjujen konvergenssitulosta

1. Suurten lukujen laki

Téamén luvun tavoitteena on todistaa suurten lukujen laki ergodiselle
Markovin ketjulle, jonka tasapainojakauma on 7. Todistus perustuu artikke-
liin [Num02|. Kéytdmme lisiksi summan satunnaisen yldrajan arviointiin
samankaltaista menettelyd kuin artikkelin [NumO02] todistuksessa keskeisel-
le raja-arvolauseelle. Otetaan kiyttoon merkintéd

Sanomme, ettd funktio f : £ — R on w-integroituva, jos

w(If]) = / (@) r(d) < oo,

LAUSE 3.1 (Suurten lukujen laki). Oletetaan, ettd Markovin ketju (X3)
on ergodinen ja silld on tasapainojakauma 7, jonka tuki suppw = E. Télloin
jokaisella alkutilalla, x € F ja jokaisella w-integroituvalla funktiolla f : £ —
R on voimassa

lim 7(f) = n(f) m.v.

t—o0

Bivariaatti Markovin ketju (Xy,Y;) voidaan jakaa satunnaislohkoihin.
Ensimmainen lohko alkaa Markovin ketjun alkutilasta ja paédttyy ensimmais-
té regeneraatiohetked Ty edeltdvidn hetkeen. Toinen lohko alkaa ensimméi-
sestd regeneraatiosta ja padttyy toista regeneraatiota edeltivadn hetkeen ja
niin edelleen. Olkoon f : E — R jokin m-integroituva funktio. Ma&ritelldén
satunnaissummat yli satunnaislohkojen asettamalla

To—1

G2 > f(x1)
t=0

Typ1—1

G = Z f(Xy), kuni>1.
=T,

Konstruktion nojalla on ilmeistd, ettd satunnaissummat (¢; : @ > 0)
ovat riippumattomia. Satunnaissumman (g jakauma riippuu Markovin ketjun
alkujakaumasta \. Sen sijaan satunnaissummat ({; : ¢ > 1) ovat samoin
jakautuneita yhteisend jakaumanaan P,({ € A).

SUURTEN LUKUJEN LAIN TODISTUS. Olkoon N(t) = >'_, Y; ajan het-
keen ¢t mennessé tapahtuneiden regeneraatioiden lukuméird. Summalauseke
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t—1 . e . .
Y e—o f(Xs) voidaan esittdd satunnaissummien avulla muodossa

t—1 N(t)—-1
S HX) =0+ Y G+ (20)
s=0 i=1

jossa

t—1
C]ﬂif . 2 ZS:TN(t) f(Xs)v TN(t) <t, .
( ) 0, TN(t) — t

Lauseessa 2.20 on osoitettu, ettd ensimmaéinen regeneraatioaika on darelli-
nen todennikoisyydelld yksi riippumatta Markovin ketjun alkutilasta. Lisdk-
si oletuksen nojalla f on #irellinen todenndkdisyydelld yksi, mistd seuraa,
ettd ensimmaéinen satunnaissumma (y on ddrellinen todennékoisyydelld yksi.
Siten

o

lim > =0 m.v.
t—o0
Arvioidaan
Tn(ty+1—1
vy < DL IA(X)I-
s=Tn (b

Mutta epayhtélon oikean puolen summa on &direllinen todennikdisyydelld
yksi, joten
C*
lim N

t—oo T

=0 m.v.

Yhtalon (20) oikean puolen toinen termi siséltdd satunnaismuuttujan
summan ylarajassa. Pyritddn muodostamaan arvio, jolla satunnainen ylaraja
pystytéddn korvaamaan deterministisella luvulla. Lauseen 2.8 nojalla

N(t
tim V) _ E,(T)"' m.v.
t—oo ¢t
Merkitdin o = E,(T)~!. Mikili ¢ > 0 on mielivaltainen, 16ytyy sellainen
t: > 1, ettd jokaisella t > t.

josta seuraa arvio
tla—e)—1<N(@{)—1<t(a+e)—1 m.v.

Olkoon nyt t, suurin sellainen kokonaisluku, joka on pienempi tai yhtdsuuri
kuin ¢(a — ) — 1 ja t* pienin sellainen kokonaisluku, jonka on suurempi tai
yhtésuuri kuin ¢(a + €) — 1. Saamme muodostettua arvion

. 1 & 1 N(t)—1 o1 E
*
I (mZCz) < 7 Z G < T <t*ZQ> m.v.
=1 i=1 i=1
Epédyhtédlon vasemman ja oikean puolen summiin voi soveltaa tavanomaista
suurten lukujen lakia, silld ¢, ja t* ovat deterministisia lukuja, jotka kasvavat
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rajatta, kun ¢ — oco. Valitsemalla luku € > 0 mielivaltaisen pieneksi luvut
./t ja t*/t saadaan mielivaltaisen ldhelle lukua «a. Siten

N(t)—1

lim — Y G =o0E,(¢) m.v.
i=1
Lemman 2.15 nojalla

E. (Go) = / F(@)u(de)
—E,(T) / f(@)m(dz) = By (T)r(f).

Yhdistamalld saadut tulokset

lim 7;(f) = lim E Z Gi

t—00 t—oo t

2. Kokonaisvariaatioetidisyys

2.1. Suppeneminen kokonaisvariaatioetiisyydessi.
Asetetaan seuraava médritelmé [Tie96] s. 61 mukaisesti.

MAARITELMA 3.1. Kahden tila-avaruudella (F, £) méaaritellyn todenné-
kéisyysjakauman A ja p vilinen kokonaisvariaatioetdisyys on

[IA = pll = 2 sup [MA) — u(A)].
Aecg

LAUSE 3.2. Olkoon (X¢) ergodinen Markovin ketju. Mikili A ja p ovat
kaksi alkujakaumaa, patee

lim |[AP' — uP'|| = 0.
t—o00

Valitsemalla lauseessa Markovin ketjun tasapainojakauma jakaumaksi p
saadaan seuraava tulos.

SEURAUSLAUSE 3.3. Olkoon (X}) ergodinen Markovin ketju, jonka tasa-
painojakauma on 7. Mikdli A on mielivaltainen alkujakauma, patee
lim |[AP' — || = 0.
t—o0
Valitsemalla alkujakaumaksi A tilaan z keskittynyt pistemassafunktio
saadaan seuraava tulos.

SEURAUSLAUSE 3.4. Olkoon (X}) ergodinen Markovin ketju, jonka tasa-
painojakauma on 7. Mikdli x on mielivaltainen alkutila, pétee
1 t o) — . —
Jim [|P!(z, ) — (]| = 0.
Lauseen 3.2 todistamista varten muodostetaan siirtyméatodennékoisyysy-

timen P!(x, A) hajotelma [Num84/| s. 64 mukaisesti. Mé#ritelli&in viimeisin
aikaan ¢ mennessd tapahtunut regeneraatiohetki satunnaisaikana

Ly 2max{s:Y; =1,0< s <t}

Tarkastellaan Markovin ketjua ajan hetkellda ¢. Ensimmaéinen vaihtoehto
on, ettd ajan hetkeen £t — 1 mennessi ei tapahdu ensimmaéistikéan regeneraa-
tiota eli Ty > t. Toisena vaihtoehtona ensimméinen regeneraatio tapahtuu
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ajan hetkelld 0 < s <t eli Ty = s ja viimeinen aikaa t edeltévi regeneraatio
tapahtuu ajan hetkelld s <r < teli Ly_1 = r. Siten

t—1 t—1
Plz,A) =Po(X, € ATy 2 t)+ ) > Pu(Xy € A Ly =r,Ty =)

s=0 r=s

Ehdollistamalla
I[Dx(Xt & A, Lt—l =7, TO = S) = I[D(Xt & A,Lt_l =r ’ To = S)Pm(TO = S)
Toisaalta

PX; €A Li1=1r|Th=>5)
=P, (Xi—s €A Li_s_1=17—25)
=P (X4 s €A L s 1=1r—5Y _,=1)
=P, (Xi s €A L s 1=7—5|Y, s =1)P,(Y,_s=1)
=P, (X¢—r € AT >t —7)P,(Yr_s=1).

Olemme saaneet esityksen

Pz, A) =P.(X; € A, Ty > 1)
t—1 t—1
+ 3D P(To = )Py (Yy—s = V)P (X—p € AT >t — 7).

s=0 r=s

Uusiutumisprosessiksi tulkittuna P,(Tp = s) = as(z) ja P, (Y,—s = 1) =
Ur—g. Madritellaan lisaksi

oi(A) 2P, (X1 € AT >t +1),

joten hajotelma voidaan kirjoittaa muodossa

t—1 t—1
Pla,A) =Po(X; € A,TH 2 1) + > > as(@)tr— st 1-1(A).

s=0 r=s

Vaihtamalla summausjirjestystd kaksinkertainen summa voidaan tunnistaa
kaksinkertaiseksi konvoluutioksi

t—1 t—1 t—1 r
Z Z Qs (x)ur—so't—l—r (A) = Ut—l—r(A) Z ag (CE)UT—S
s=0 r=s r=0 s=0

t—1

joten siirtymitodennikdisyysytimelle P!(z, A) on saatu hajotelma

Pz, A) =P, (X; € A, Ty > t) +a(x) xuxo(A)_1. (21)
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LAUSEEN 3.2 TODISTUS. Olkoon A € £ mielivaltainen joukko. Kolmio-
epayhtdlon nojalla

IAP!(A) — uP'(A)|

< / Adz)Py (X, € A, Ty > t) + / 1(dz)Py(X, € A, Ty > t)

_l’_

//\(dx)a(:v)*u*a(A)t_l —/u(daz)a(m)*u*a(A)t_l (22)

On ilmeistd, ettd Py (X, € A, Ty > t) < P, (Ty > t) jokaisella z € E. Toi-
saalta ensimmadinen regeneraatioaika on &direllinen todenn&dkéisyydelld yksi
riippumatta alkutilasta x. Siten

sup/)\(dx)IP’w(Xt eATy>t) < //\(da:)IP’x(To >1t) — 0,
A&

kun ¢ — co. Vastaavasti summan (22) toinen termi hévida rajalla t — oo.

Merkitdén M (a) = [ A(dz)ai(z) ja vastaavasti pi(a) = [ p(dz)a(x).
Aa) = (M(a) : t > 0) ja p(a) = (ue(a) = t > 0) médrittelevit todenndkdi-
syysjakauman diskreetilld avaruudella N, silla

M(a) = [ AMdz) ) a(z)= [ Ndz)=1.
> )= [ M) S ate) = [ A

Vaihtamalla summan ja integraalin jérjestystd konvoluutiossa yhtélon (22)
kolmas termi voidaan esittdd muodossa

IA(a) xuxo(A)—1 — pla) xuxo(A)—1].
Tlmeisesti péitee
o1-1(A) =P, (X € AT >1t) <P, (T >t)=By_1.
Kayttamaélla konvoluutiossa kolmioepayhtalod seké edellistd arviota saadaan

,84?2 A(a) xu*o(A)—1 — u(a) xuxo(A)_1|
< |Ma) *u — p(a) x u| * By_1.
Edelleen kolmioepéyhtélon nojalla
Zlé[g) |A(a) xu*o(A)—1 — pu(a) xuxo(A)_1|
< |A(a) *u — ul * B + |p(a) *u — u| *x Bi_1.

Mutta nyt A(a) ja p(a) ovat hyvin méériteltyja viivejakaumia, joten lauseen
2.12 nojalla epiyhtdlon oikea puoli hdvidé, kun t — oo. Olemme téiten niyt-
tineet, ettd [|AP! — uPt|| — 0. O

2.2. Geometrinen ergodisuus.

On mahdollista osoittaa, ettd edellisen pykildn ehto kokonaisvariaatio-
suppenemiselle on vilttdméton, kts. esimerkiksi [Num84| propositio 6.3.
Témén nojalla Markovin ketjun (X;) ergodisuus voidaan maaritelld yhtépi-
tavasti siten, ettd 10ytyy todennédkoisyysjakauma 7, jolle

lim ||[P'(z,-) —7(-)|| =0 jokaisella z € E.
t—o00
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Suppeneminen kokonaisvariaatioetéisyydessi el anna mitddn tietoa sup-
penemisvauhdista. Sen sijaan ergodisuutta vahvemmat ehdot antavat keinon
rajata suppenemisvauhtia, kts. esim. [Num84| luvut 6.3-6.6. Suppenemis-
vauhdin tarkastelu ei kuitenkaan kuulu tdmén tutkielman aihepiiriin, joten
esittelemme yhden vahvemman ergodisuusluokan siksi, ettd sen avulla saa-
daan kayttokelpoinen keskeinen raja-arvolause Markovin ketjuille.

MAARITELMA 3.2. Ergodinen Markovin ketju (X;) on geometrisesti er-
godinen, jos l6ytyy luku v > 1, jolle

E,(7!) < oc.

Geometrinen ergodisuus rajoittaa kokonaisvariaatioetéisyyden suppene-
misvauhtia. [Num84| teoreeman 6.14 mukaan geometrinen ergodisuus on
yhtépitdvid sen kanssa, ettd on olemassa epédnegatiivinen ja m-integroituva
funktio M seka vakio 0 < r < 1, joille

||P(x,-) —7|| < M(z)r" kaikilla z € E ja t > 0.

Regeneraatioaikaa koskevan ehdon toteen ndyttdmiseen ei ole olemas-
sa mitddn ilmeistd keinoa. Muotoilemme seuraavaksi [Rob04] teoreeman 9
tai [MT96] teoreeman 1.4 mukaisesti konkreettisen ehdon, jonka avulla on
mahdollista nayttad, ettd annettu Markovin ketju on geometrisesti ergodi-
nen. Kyseinen ehto tunnetaan englanninkielisessé kirjallisuudessa nimelld
drift condition. Tarvitsemme ensin pienen joukon mé&aritelmén.

MAARITELMA 3.3. Joukko C* € & on pieni, jos 16ytyy tg > 1, luku 8 > 0
sekd mitta ¢ : £ — [0, +00], joille
Ph(x,A) > Bp(A) kaikilla x € C* ja A € .

On helppo nayttid, ettd pelkistymdttomyys- ja minorisaatio-oletuksen
joukko C on pieni edellisen m#iritelmén mielessa.

LAUSE 3.5. Ergodinen Markovin ketju (X;) on geometrisesti ergodinen,
mikéli 16ytyy pieni joukko C* € &€, luvut 0 < A < 1 ja b < oo sekd mitallinen
funktio V' > 1, jolle V(z) < oo ainakin jollain z € E, jotka toteuttavat ehdon

/P(m,dy)V(y) <AV (x) +ble«(z) jokaisella z € E.

EsiMERKKI 3.1. Jatketaan esimerkkien 2.3 ja 2.4 geometriselld jakau-
malla b varustetun ergodisen Markovin ketjun (V;) tarkastelua ja osoitetaan,
ettd se on geometrisesti ergodinen. Kiinnitetdén pieni joukko C* = {1}. Mi-
kili V (y) on joukolla Nt mééritelty funktio, pitee

_00 _ Zgji bV(y), r=1
/P(x,dy)V(y) = ;pxyv(y) = {V(ZL’ 1_ 1})7 el

Olkoon v > 1 sellainen, ettd (1 — )y < 1. M&é&ritellaan V(x) = v*. Nyt

S 0V = 7 S0l = 7 [ <o
y= y=1

Olkoon A =y~ ! < 1. Nyt jokaisella > 2 on voimassa
/ Pla,dy)V(y) = V(e —1) =7 <AV (r) =7,
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Lisédksi valitsemalla b < oo riittdvan suureksi on voimassa
o0
/P(l,dy)V(y) =3 b, V() S AV() +blee(1) =1+,
y=1
Lauseen 3.5 nojalla Markovin ketju (V;) on geometrisesti ergodinen.

3. Keskeinen raja-arvolause

Markovin ketjujen keskeinen raja-arvolause voidaan muotoilla eri tavoin
riippuen siitéd, mitké oletukset Markovin ketju ja funktio f toteuttavat. Seu-
raava keskeisen raja-arvolauseen muotoilu perustuu ensimmaéisen satunnais-
summan (y toisen momentin darellisyyteen. Kyseesséd on tekninen oletus,
joten seuraava tulos on muotoiltu lemmana. Muotoilemme mythemmin kes-
keisen raja-arvolauseen kiyttden Markovin ketjua ja funktiota f koskevia
ehtoja, jotka takaavat vaaditun toisen momentin dérellisyysehdon. Lemman
todistus nojaa artikkeliin [Num02].

LeEMMA 3.6. Olkoon (X;) ergodinen Markovin ketju, jolla on tasapaino-
jakauma 7, sekii f m-integroituva funktio. Oletetaan, etté pitee E, ((2) < oc.
Téll6in keskeinen raja-arvolause on voimassa eli

Vta(f) — m(f)] LN N(0,0']%) jollakin ajzc < o0.

TobisTus. Oletetaan, ettd m(f) = 0. Muutoin médritellisn f = f —

w(f), jolle 7(f) =0 ja
Vi(f) = m(£)] = VE[mlf) = 7(H)] 4 N0, 02).

Satunnaissummat oletetaan maédritellyiksi kuten suurten lukujen lain to-
distuksessa. Pétee

Vir(f) = ()] =Vt G+ %C]*V(t)

B T 1
=t ;Co +2 ; G — ;CN(t) + ;C;/(t)

Rajalla t — oo

N(t)

. ) 1
Vilad(f) —n(f)] — tliglo 7 ; ¢ m.v.

Summan ylédraja on satunnainen. Pyrimme korvaamaan sen deterministisell&
ylarajalla kiyttden pitkilti samaa ideaa kuin suurten lukujen lain todistuk-
sessa. Tarvitsemme nyt kuitenkin edellistd vahvemman keinon kontrolloida
suppenemista.

Merkitiin o = E, (T)~!. Tiedimme, ettid N(t)/t — o melkein varmasti,
kun ¢ — oo, joten voimme soveltaa Egorovin lausetta (kts. liite A). Olkoon
0 > 0 mielivaltainen. T&lloin 16ytyy sellainen joukko Ags € &£, ettéa ]P’(A(;C) <d
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ja N(t)/t — « tasaisesti joukossa As. Toisin sanoen 16ytyy sellainen t5 > 1,
ettd jokaisella t > t5 joukossa Ag on voimassa
N(t)

T—a <d m.v.

Yhtapitavisti
tla—0) < N(t) <tla+46) m.v.
Merkitaén ¢, suurinta kokonaislukua, joka on pienempi tai yhtasuuri kuin

luku t(a — ) ja t* pienintd kokonaislukua, joka on suurempi tai yhtdsuuri
kuin luku ¢(a + §). Voimme arvioida

N(t) t

P — 1 < max
.Zl CZ Zl CZ T ote<k<t*
1= 1=

Epédyhtélon oikeaan puoleen voi soveltaa Kolmogorovin epéyhtaloa (kts. liite
A), silld oletuksen nojalla E((;) = E,(¢p) = E,(T)n(f) = 0 ja Var((;) =
E,(T?) < oo kullakin 4. Olkoon ¢ > 0 kiinnitetty. Jokaisella t > tg

k
Z Gil-

i=t«+1

k tr—1
1
P (m 2 Glzevi] Aé) < 2 Vel
i=t«+1 i=t«+1
*—1
EV(CDQ) ! 20 2
S 3, do1< 250 (G),
i=ti+1
silld péatee
t*—1
1=t —1) —tu < tla+6) — t(a —§) = 214,
i=ti+1
Merkitadn

. 1 N(t) e
A= 7 ;Q—;Q > €
Kayttaméalla hyviksi kokonaistodennékoisyyden kaavaa ja ehdollistamalla
P(A) =P(ANAS) + P(ANAs) <P(AS) + P(A | As)P(As).

Kayttamalla hyviksi tapahtuman Ag todennidkodisyytta ja edelld johdettua
arviota sekd arvioimalla tapahtuman As todenndkéisyyttd ylhaaltd luvulla
yksi saamme

k
d.G

i=tx+1

P(A) < 5+IP’< max
ta<k<t*

> eﬂ> <6+ ?ny(gg).

Mutta § voidaan valita mielivaltaisen pieniksi, joten on néiytetty

1 N(t) ta .
— =Y Gl 5o 23
i ;C ;C = (23)
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Sovelletaan riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttu-
jien keskeistd raja-arvolausetta summaan

1 ts
W ;(17

jonka yldraja on deterministinen. Satunnaissummat ({; : 4 > 1) ovat riippu-
mattomia ja samoin jakautuneita. Siten

te b
Ly ({7 Z@) 4 N(0, B, (G).
s=1 * =1

silla 1
a—d—-<2<a-94§
t t
ja tekemalld 0 > 0 mielivaltaisen pieneksi seuraa rajalla ¢ — oo tulos t./t —
a. Tuloksen (23) nojalla piatee myos
1 N (*)
d 2
— ; — N(0, aE, .

Kokoamalla saadut tulokset yhteen

VER(f) = 7()] 5 N(0, o, (G3)). O

Voi osoittaa, kts. [NumO02], ettd keskeisen raja-arvolauseen varianssilla
O'ch =E,(T) 'E,(¢2) on esitys

7t = [17@) = 71 Pr(o)s
2 w(@)[f () - T(DIQ @, dy) [f () — 7(f)]d.
> /] I

Varianssin laskeminen kaavasta on yleensé vaikeaa tai mahdotonta. MCMC-
sovelluksissa varianssi estimoidaan simuloidusta Markovin ketjun realisaa-
tiosta. Estimointimenetelmid késittelee esimerkiksi artikkeli [Gey92].

Seuraava keskeisen raja-arvolauseen muotoilu on sama kuin artikkelin
[Num0z2| teoreema 2.

LAUSE 3.7. Keskeinen raja-arvolause on voimassa ergodiselle Markovin
ketjulle (X;) ja rajoitetulle funktiolle f, jos E,(T?) < oc.

TobpisTus. Viite seuraa lemmasta 3.6, silla

T 2 9
E.(¢) =E, (Z f(Xs)> <E, [(sup |f(a:)|> T2
s=1

< o0Q. O
el

Lauseen ehtoa E,(T?) < oo nimitetiéin toisen asteen ergodisuusehdoksi.
|Tie94| huomauttaa, ettd toisen asteen ergodisuusehdon toteen néyttami-
nen on usein vaikeaa ja useimmiten MCMC-algoritmien siirtyméatodenné-
koisyysytimet toteuttavat jonkin vahvemman ergodisuusehdon. Sen vuoksi
MCMC-menetelmien kirjallisuudessa keskeinen raja-arvolause muotoillaan
yleensé geometrisesti ergodisille Markovin ketjuille. [Tie96] sivun 68 mukai-
sesti muotoillaan seuraava tulos.
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LAusk 3.8. Keskeinen raja-arvolause on voimassa geometrisesti ergodi-
selle Markovin ketjulle (X;) ja funktiolle f, jos 16ytyy sellainen luku € > 0,
ettd seuraava integroituvuusehto on voimassa

/ (@) Fem(dr) < oo,

Geometrisesti ergodisen Markovin ketjun keskeisessd raja-arvolauseessa
funktion f integroituvuusehtoa voidaan lieventdd Markovin ketjua koskevalla
lisdoletuksella. Nimittdin, mikéili Markovin ketju (X;) on geometrisesti ergo-
dinen ja kddntyvi, on keskeinen raja-arvolause voimassa [CG94| teoreema 6
nojalla edellyttéen, etté

[ 15@Pn(ds) < oc.

Todistamme seuraavaksi lauseen 3.8 noudattaen artikkelissa [Rob04] si-
vu b9 esitettyd ideaa. Muotoilemme ja todistamme ensin tarpeellisen lem-
marn.

LEMMA 3.9. Oletetaan, ettd Markovin ketju (X;) on geometrisesti ergo-
dinen eli 16ytyy v > 1, jolle E, (77) < co. Tlléin

E, (*yT) < 00.

TonisTus. Odotusarvo E,(y7) voidaan lausua muodossa
o0
Eﬂ('VT) = ZVtPﬂ(T =t).
t=0

Toisaalta 7! voidaan lausua geometrisen jonon summan avulla muodossa

t—1
Y=1+(-1)) 7"
s=0
Sijoittamalla edelliseen seuraa
oo t—1
E:(7") =14+ (=1 Y VP(T =1).
t=0 s=0

Siirrytédan tarkastelemaan kaksinkertaista summalauseketta. Korvaamal-
la sisdsumman yliraja indikaattorifunktiolla ja kiyttdmailld regeneraatioai-
kaa koskevaa tulosta (15)

co t—1

S S BT =0 =305 51> T =)

t=0 s=0 t=0 s=0



Kayttamalla lausetta 2.19 ja mitan p madritelmas seuraa
Zv [ @) 127 [ nartn)

! sz v (Z Qt> Q*(da)

/ ZZVSQS-HS (dz).

s=0 t=0

Pyritdsn kirjoittamaan kaksinkertainen summa toisessa muodossa. On il-
meistd, ettd summa sisiltiiid tasan 7 + 1 sellaista termid, jolle QT = Q7.
Niiden termien kertoimet ovat 4%, jossa s = 0,1, ..., 7. Hyodyntamalla jal-
leen geometrisen jonon summan kaavaa ja suorittamalla integrointi

Zv /WQ (dz) / ZZVSQT (dz)

7=0 5=0
/ Z” ()

MlE() Z(’YTH - )P, (T > )
v 7=0
1
)

> ATHPUT > 7) — B, (T)
7=0

(v—1 EV( )

Summa Y2 ;4" P, (T > 7) on mahdollista marittid kiyttimalld sa-
maa periaatetta kuin todistuksen alussa. Saamme

inHIP,,(T >7) = % [E,(y7) —1]
7=0

Yhdistadmalla saadut tulokset seuraa

LAUSEEN 3.8 TODISTUS. Lemman 3.6 nojalla riittdi osoittaa E,(¢3) <
00. Arvioidaan

w(A) = /Tr(dx)P(x,A) > /Cw(dsv) /Ap(:v,y)dy
> Bvol(AN D)r(C) = pvol(D)v(A)r(C),

josta seuraa

milld tahansa A € €.



FEdellisen nojalla saadaan arvio
B = [ Eu(Gw(d)
1 5 _ E(@)
= Gvol(D)n(C) / Ea(Go)m(de) = 5 Dyr ()"

Tami merkitsee, ettd riittdé osoittaa Er(¢3) < oo. Kéyttamalld hyviksi
satunnaissumman méiritelmad voidaan odotusarvo lausua muodossa

[ /-1 2
E+(¢§) < Ex (Z\f(X»l)
t=0

=Ex [f(X)U(T > )| f(Xe) LT > 1)
s=0 t=0

= 3N B [If(X)ILT > 8)|£(X) LT > 1)].

Odotusarvo voidaan tulkita funktioiden |f(Xs)|1(T > s) ja | f(X:)|L(T > t)
sisdtuloksi. Mikali kyseiset funktiot ovat nelidintegroituvia, Cauchyn epéayh-
talostd seuraa

Ex(G§) < D> VEFX)PLT > s)E[If (X)PLT > ¢)]
s=0t1

=0

- {Z VEIFX)PLT > t)]}
t=0

Pyrimme seuraavaksi arvioimaan odotusarvoa kiyttadmalla Holderin epé-
yhtdloa. Merkitddn p = 1+ 2/e ja ¢ = 1 + ¢/2. Talld valinnalla p ja ¢ ovat
toistensa Holder-konjugaatit eli 1/p+1/q¢ = 1. Nyt

Ex(|f(X0)PLUT > )] < Ex[L(T > )] /P (| (X))

Odotusarvo lagketaan alkujakaumana tasapainojakauma 7, mikd merkit-
see, ettd kukin X; on jakautunut kuten w. Funktiota f koskevan integroitu-
vuusoletuksen nojalla

Ex[|f(Xo) P79 = Ex[1f (X))
1/q
—{ [ir@prnan} 2 k<

Geometrisen ergodisuuden ja lemman 3.9 nojalla 16ytyy sellainen v > 1,
jolle E;(v7) < co. Markovin epéyhtiilon (kts. liite A) nojalla

Er ('YT)
~t
Edellinen merkitsee sité, ettéd | f(X;)|1(7" > t) on nelidintegroituva funk-

tio ja siten Cauchyn epédyhtélon kiytto edelld on perusteltua. Yhdistamalla
saadut tulokset seuraa

00 2
Er(Gf) < KEr(y")"/? {ZV” } |
t=0

36

Er[1(T > t)] = Po(T > t) =P, (77 >+ <

< 00



Mutta nyt 7*1/ 2P < 1, joten sarja suppenee geometrisen sarjan summana.
Olemme niiyttineet, ettd E;(¢3) < oo. O
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LUKU 4
Metropolisin ja Hastingsin algoritmi

1. Metropolisin ja Hastingsin algoritmin perusteet

Téssd luvussa sovelletaan edelld rakennettua yleisten Markovin ketju-
jen teoriaa jatkuvalla tila-avaruudella Metropolisin ja Hastingsin algoritmin
ymmartdmiseksi. Metropolisin ja Hastingsin algoritmi on erés varsin ylei-
nen MCMC-algoritmien luokka ja sen ymmértdminen luo hyvin perustan
muiden MCMC-algoritmien ymméart&dmiseksi.

1.1. MCMC-menetelmien peruskiisitteiti.

Oletetaan, ettd m on jokin epénegatiivinen funktio, jonka integraali yli
sen madrittelyjoukon on aidosti positiivinen mutta kuitenkin dérellinen. Y-
leensd 7 on jonkin todennidkéisyysjakauman mahdollisesti normalisoimaton
tiheysfunktio ja tAmén vuoksi funktiota 7 nimitetdin jatkossa yleisesti jakau-
maksi. Valitaan tila-avaruudeksi £ C R? jakauman 7 tuki eli se avaruuden
R? osajoukko, jossa 7 on aidosti positiivinen.

MCMC-menetelmien lihtékohtana on konstruoida sellainen siirtyméto-
dennikoisyysydin P, ettd m on sen tasapainojakauma. Lisdksi tarvitaan al-
kutila xg, joka voi olla mielivaltainen tila-avaruuden piste. Siirtymétoden-
nikoisyysydin P ja alkutila 2y méadrittelevit Markovin ketjun (X : ¢ > 0),
jolle Xg = xg todennékoisyydella yksi.

Kun Markovin ketjua (X;) ajetaan ¢ askelta, saadaan Markovin ketjun
realisaatio eli jono (z,...,x¢), jonka jasenten vélilld on stokastista riippu-
vuutta. Mikili Markovin ketju on ergodinen, satunnaisvektoreiden X, ja-
kaumat suppenevat kokonaisvariaatioetdisyyden mielessé kohti tasapainoja-
kaumaa 7. Aikaa, joka tarvitaan riittdvin suppenemisen saavuttamiseksi,
nimitetddn alustusagaksi (burn-in time). Alustusajalle ei ole tarkkaa mééri-
telméad vaan kyseessd on empiirinen késite. Mikéili simulaation tuloksena saa-
daan suhteellisen lyhyt Markovin ketjun realisaatio, voi ketjun ensimmaisten
iteraatioiden hylkdaminen olla tarpeen, jotta ketjun alussa tasapainotilasta
kaukana olevat tilat eivit vaikuta johtopadtdksiin. Tarvittavan alustusajan
méadrittdminen voi joissain tapauksissa olla mahdollista analyyttisid keinoja
kayttden |[JHOL|.

Ergodisuusoletuksen voimassa ollessa suurten lukujen laki takaa, ettd, jos
Markovin ketjun realisaatiota (xg,x1, ..., x¢) tarkastellaan riittdvan pitkalld
aikavélilla, niin 7;(f) — w(f) todenndkéisyydelld yksi riippumatta Marko-
vin ketjun alkutilasta xg. Kaytdnnossa Markovin ketjua ajetaan aina jokin
adrellinen aika, jolloin voi olla tarpeen hylata alustusaikaa edeltdvé osa rea-
lisaatiosta, silld ennen tasapainotilan saavuttamista Markovin ketju saattaa
viipyd suhteettoman pitkédn ajan tiloissa, joiden tasapainotodennékoisyys on
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pieni. Ilman ketjun alkupdin hylkddmistd luku 7;(f) saattaa olla epatark-
ka approksimaatio luvulle 7(f), mikili tasapainojakauman saavuttamiseen
kuluva aika on merkittiva osuus koko realisaation pituudesta.

Jotta MCMC-simulaatio tuottaisi luotettavia tuloksia on syytd kiinnit-
tda huomiota Markovin ketjun sekoittumiseen. Tamé tarkoittaa, ettd Marko-
vin ketju vierailee riittdvin usein kaikissa tila-avaruuden osajoukoissa, jot-
ta Markovin ketjun realisaatio muodostaisi kattavan otoksen tasapainoja-
kauman tuesta. Kaytdnnon simulaatioissa on usein kyse tasapainottelusta
Markovin ketjun konvergenssivauhdin ja sekoittumisen vélilld. Nopea kon-
vergenssi saattaa johtaa hitaaseen sekoittumiseen ja kddntéen nopea sekoit-
tuminen hitaaseen konvergenssiin. Moni MCMC-algoritmi sisdltdd paramet-
reja, joilla voi vaikuttaa konvergenssivauhdin ja sekoittumisen véliseen suh-
teeseen, kts. esim. [Ros11|. Konvergenssivauhtiin ja sekoittumiseen voi vai-
kuttaa my6s muuttujanvaihdolla tai ryhmittelemé&lld parametreja sopivasti,
kts. esim [GR96].

Ei ole olemassa mitdéin yleistd sdintdd sithen, onko parempi muodos-
taa yksi pitkd realisaation vai useampi lyhyempéé realisaatiota — [Gey11]
luku 1.11 tosin argumentoi varsin jyrkin sanankdintein yhden pitkén otok-
sen puolesta myds alustusajan hyodyllisyytta kritisoiden. Pitké otos voi joh-
taa parempaan sekoittumiseen. Toisaalta useamman otoksen vertaaminen
toisiinsa voi paljastaa puutteellisen suppenemisen kohti tasapainojakaumaa.
Kumpikin strategia voi olla hytdyllinen, kun MCMC-algoritmi on muodos-
tettu ja sen ominaisuuksia tutkitaan. Lopullisia johtop&datoksié ei koskaan
tule perustaa puutteellisesti testattuun algoritmiin.

1.2. Metropolisin ja Hastingsin algoritmi.

Olkoon ¢ jokin ehdollinen muotoa ¢(y | z) oleva tiheysfunktio, jos-
sa z,y € FE. Tiheysfunktion ¢ méérittelem&s todennikéisyysjakaumaa ni-
mitetdan ehdokasjakaumaksi (proposal distribution). Maaritelldan kaikilla
x,y € B Metropolisin ja Hastingsin suhde asettamalla

~ 7m(y)a(z | y)
@) = e o)

Edelleen maéaritellddn hyvdksymistodenndkdisyys

a(z,y) = min{l,r(z,y)}.

Mikali w(x)q(y | ) = 0, on osamédrd muotoa vakio jaettuna nollalla. Sovi-
taan, ettd osamédrd saa talldin arvon +o0, jolloin hyviksymistodenndkoisyy-
deksi tulee yksi. Kdytdnnossa tilanteeseen, jossa Metropolisin ja Hastingsin
suhteen nimittaja haviiisi, ei koskaan paadyta, silld oletuksen E = suppw
nojalla pétee aina 7(x) > 0, ja seuraavaksi esitettdvin Metropolisin ja Has-
tingsin algoritmin konstruktion nojalla koskaan ei pdadyté tilanteeseen, jossa
x ja y olisivat sellaiset, ettd q(y | ) = 0.

Oletetaan, ettd Markovin ketju on ajan hetkelld ¢ tilassa X; = x. Met-
ropolisin ja Hastingsin algoritmin iteraatio etenee seuraavasti. Generoidaan
ehdollisesta jakaumasta q(- | ) kandidaatti y. Kandidaatti hyviksytadn to-
denn#koisyydelld a(z,y). Jos kandidaatti hyvaksytdin, ketju siirtyy tilaan
y eli Xy = y. Mikéli kandidaatti tulee hyldtyksi, pysyy Markovin ketju
tilassa x eli X441 = .
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Metropolisin ja Hastingsin algoritmin siirtyméatodennikdéisyystiheys on
p(z,y) = alz,y)q(y | ©). Todenndkaisyys sille, ettd ketju pysyy paikoillaan,
on

r(z)=1- /p(l’,y)dy =1- /a(m,y)Q(y | x)dy.

Metropolisin ja Hastingsin algoritmin méarittelemén Markovin ketjun siir-
tymétodennikoisyysydin on siten muotoa

P(z, 4) = /A a(z, v)aly | £)dy + r(z)1a(z).

Siirtyméatodennékoisyysydintd P nimitetddn Metropolisin ja Hastingsin yti-
meksi ja Markovin ketjua (X;) Metropolisin ja Hastingsin ketjuksi.
Néemme, ettd Metropolisin ja Hastingsin algoritmi riippuu jakaumasta
7 ainoastaan osamédrdn 7(y)/m(z) kautta. Tédten on perusteltua kiyttdd
normittamatonta jakaumaa m, silld tuntematon normitustekijéi supistuu pois.

Lause 4.1. Metropolisin ja Hastingsin ketju on kdantyvi. Jakauma 7
toteuttaa kddntyvyysehdon ja on siten Markovin ketjun tasapainojakauma.

TobisTus. Viite seuraa lauseesta 2.5, silld pétee

m(2)p(z,y) = 7(2)q(y | #) min {1’ W}

= min {r(z)q(y | z),7(y

™
~ (e | yymin {
y y)
Seuraava lause antaa riittdvin ehdon sille, ettd Metropolisin ja Hastingsin
ketju on ergodinen.

LAUSE 4.2. Metropolisin ja Hastingsin ketju (X;) on ergodinen, mikili
q(y | ) > 0 kaikilla z,y € F ja lisdksi 7 ja q ovat jatkuvia.

TobisTus. Jatkuvuusoletuksesta seuraa, ettd Metropolisin ja Hasting-
sin suhde r on jatkuva ja edelleen hyviksymistodennakoisyys o on jatkuva
kahden jatkuvan funktion miniminé. Siten Markovin ketjun (X;) subtoden-
nikoisyystiheysfunktio p(z,y) = a(x,y)q(y | x) on jatkuva kahden jatkuvan
funktion tulona. Mikédli 9 € E on mielivaltainen ja r > 0, 18ytyy positii-
vismittainen kompakti joukko K C B(zg,r). Valitaan mielivaltainen x € E.
Ehdokasjakaumaa koskevan positiivisuusoletuksen nojalla p(x,y) > 0 jokai-
sella y € FE ja jatkuvuuden nojalla p(z,y) > C jollakin C' > 0 kullakin
y € K. Siten voimme arvioida

P(x, B(zg,r)) > /Kp(a:,y)dy > Cvol(K) >0

eli x — B(zg,r). Koska r > 0 ja x € FE voitiin valita mielivaltaisiksi,
seuraa lauseesta 2.6, ettd Markovin ketju toteuttaa pelkistyméttomyys- ja
minorisaatio-oletuksen ja edelleen ergodisuusoletuksen. 0

Perusmuotoisesta Metropolisin ja Hastingsin algoritmista on olemassa lu-
kuisia variaatioita. Erityisen yksinkertaiseen muotoon paastdén valitsemalla
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ehdokasjakauma symmetrisesti siten, ettd q(y | ) = ¢(z | y). Talldin hyvik-
symistodennikdisyys saa muodon

) =min {1,501

Symmetristd ehdokasjakaumaa kiyttavad algoritmia nimitetddn usein Met-
ropolisin algoritmiksi.

Edelleen erds erikoistapaus symmetrisestd ehdokasjakaumasta on muo-
toa q(y | ) = g(z — y) oleva jakauma, kun g on jonkin origosymmetri-
sen jakauman tiheysfunktio. Ndin muodostettu algoritmi on satunnaiskulku-
Metropolisin algoritmi. Osoitetaan seuraavaksi satunnaiskulku-Metropolisin
algoritmin ergodisuuden takaava ehto, joka luopuu lauseen 4.2 oletuksesta,
jonka mukaan ehdokasjakauma on kaikkialla aidosti positiivinen. Lause on
variaatio [RCO04| lemmasta 7.6.

LAUSE 4.3. Satunnaiskulku-Metropolisin ketju (X;) on ergodinen, jos
tila-avaruus E on yhtenéinen, tasapainojakauma 7 on jatkuva ja g on jatkuva
ja aidosti positiivinen joukossa B(0,¢) jollakin ¢ > 0.

TobisTus. Kiinnitetddn jokin zyp € E. Argumentoimalla samoin kuin
lauseen 4.2 todistuksessa voidaan nayttad, ettd siirtymatodenndkdisyysti-
heysfunktio p(z,y) on aidosti positiivinen ja jatkuva pisteessé (zg, zo). Kiin-
nitetddn mielivaltainen 2y € E ja r > 0. Haluamme osoittaa, ettd zg —
B(xg,r). Merkitdén 6 = ¢/4. Tila-avaruuden yhtendisyyden nojalla 16ytyy
jono (z; : 1 < i < t) jollakin ¢ > 1 siten, ettd B(z;,d) N B(zi+1,9) # 0 jo-
kaisella 0 < i < t sekid B(z, ) N B(xo,r) # 0. Mikili 2 € B(z;,0), seuraa
oletuksesta, ettd p(z,y) > 0 kaikilla y € B(z;11,0). Tadmi merkitsee, ettd
Markovin ketjulla on mahdollisuus pa#std pisteestd x joukkoon B(zjt1,9)
positiivisella todennékoisyydelld yhdelld aika-askeleella. Konstruktion nojal-
la pisteestd zp on mahdollista pdastid kunkin kuulan B(zg,d),..., B(z,d)
lapi kulkemalla kuulaan B(zg,r) positiivisella todennakoisyydelld dérellises-
sé ajassa. Siispd mielivaltaisilla = € E ja r > 0 pitee x — B(zo,r). Lauseen
2.6 nojalla Markovin ketju toteuttaa pelkistyméttomyys- ja minorisaatio-
oletuksen ja edelleen ergodisuusoletuksen. 0

Fras yksinkertainen erikoistapaus Metropolisin ja Hastingsin algoritmis-
ta saadaan valitsemalla ehdokasjakauma ¢ siten, ettd kandidaatin y jakau-
ma on riippumaton Markovin ketjun edellisestd tilasta. Toisin sanoen ¢ on
muotoa ¢q(y | ) = ¢q(y). Hyviksymistodenndkdisyys saa muodon

7(y)q(z) }
m(x)q(y) )

Téllaisesta algoritmista kdytetddn kirjallisuudessa yleensd nimitystd inde-
pendence sampler. Algoritmin yksinkertaisuuden vuoksi sen teoreettisia omi-
naisuuksia koskeva kirjallisuus on kattava, mutta kiytdnndssa algoritmin so-
vellukset ovat varsin rajallisia.

a(z,y) = min {1,

ESIMERKKI 4.1. Oletetaan, ettd tila-avaruudella £ = R on mééritelty
standardinormaalijakauman tiheysfunktio 7. Simuloidaan jakaumasta kiyt-
tden satunnaiskulku-Metropolisin algoritmia, jonka ehdokasjakauma on ta-
sajakauma eli q(y | x) = g(x —y) = 1(_c (7 — y) jollakin ¢ > 0. Mikili
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e < ¢ seuraa, ettd g on jatkuva ja aidosti positiivinen joukossa B(0,¢), mi-
k& merkitsee lauseen 4.3 nojalla, ettd satunnaiskulku-Metropolisin ketju on
ergodinen. Metropolisin ja Hastingsin suhde on muotoa

r(x,y)zw(y):exp{x?2yz}

ESIMERKKI 4.2. Jatketaan esimerkin 4.1 kisittelya suorittamalla numee-
rinen simulaatio. Valitaan alkutila g = —3 ja simuloidaan kaksi 500 ite-
raation pituista Markovin ketjua parametrin c¢ arvoilla 1 ja 5. Keskim&a-
riainen hyviksymistodennékoisyys o voidaan estimoida kullakin algoritmin
iteraatiolla laskettujen hyviksymistodennékoisyyksien keskiarvona. Simulaa-
tion tulokset on esitetty kuvassa 1. Parametrin arvolla ¢ = 1 keskim&araiseksi
hyviaksymistodennékoisyydeksi saadaan 0,92 ja parametrin arvolla ¢ = 5 ha-
vaitaan keskimadrdinen hyviksymistodennikdisyys 0,33. Kuvasta ndhd&én
valittomasti, ettd ensimméiisessd tapauksessa Markovin ketjun sekoittumi-
nen on erittdin huonoa. Markovin ketju ei ndytd padsevin 500 iteraation
aikana ensimmaistd aloitustilaa lukuun ottamatta kertaakaan lihellekdén ti-
loja —2 tai 2. Kuitenkin ldhes 5 % standardinormaalijakauman tuesta sisél-
tyy alueeseen |z| > 2. Jilkimméisessd tapauksessa ndhdéén, ettd sekoittu-
minen on huomattavasti edellistd parempaa. Havainnot ovat sopusoinnussa
teoreettisten ja simulaatiotulosten kanssa, joiden mukaan satunnaiskulku-
Metropolisin algoritmin hyviksymistodennékdisyyden optimaalinen arvo on
alle luvun 0,5. Aihetta késittelee tarkemmin [Ros11] luku 4.2.

1.3. Lyhyesti MCMC-menetelmien historiasta.

Monte Carlo -menetelmit saivat alkuna 1940-luvulla ensimmaisen tie-
tokoneen, ENITACin keksimisen myo6td. Ajatus Monte Carlo -menetelmien
toiminnasta lienee kiiynyt monen ihmisen mielessd tatd aiemminkin, mut-
ta laskentakapasiteetin puute esti niiden soveltamisen kiytinndén tydhon
— tosin tiettdvésti teoreettinen fyysikko Enrico Fermi teki Monte Carlo -
simulaatioita jo 1930-luvulla apunaan pelkkd mekaaninen laskukone. 1940-
luvulla Monte Carlo -menetelmia sovellettiin ydinfysiikassa esiintyneisiin on-
gelmiin, joita ilmeni mm. ensimmaéisen fuusiopommin suunnittelun yhtey-
dessé. [Met87]

Ensimmiinen MCMC-algoritmi julkaistiin artikkelissa [MRR153]. Ky-
seessd, on satunnaiskulku-Metropolisin algoritmi, jota sovellettiin molekyy-
lien vilisten vuorovaikutusten mallintamiseen kahdessa dimensiossa. Mo-
lekyylejé simulaatiossa oli 224 kappaletta ja algoritmia ajettiin vajaa sa-
ta iteraatiota. Silloisella MANIAC-tietokoneella aikaa kului viitisen tuntia.
MCMC-menetelmét saavuttivat pian vakiintuneen aseman osana fyysikoiden
ja kemistien tyokaluarsenaalia.

[Has70] ja [Pes73] tarkastelivat Metropolisin algoritmia tilastotieteelli-
sessd kontekstissa varsin yleiselld tasolla ja esittivit siirtymétodennékoisyy-
det p(x,y) téssa tutkielmassa médritellyssd muodossa. Artikkeli [Has70] ei
aikanaan johtanut laajaan innostukseen, mika johtunee siitd, ettd tietokone
ei vield tuolloin ollut jokaisen tilastotieteilijin ulottuvilla.
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Kuva 1. Esimerkin 4.2 numeeristen simulaatioiden tulokset

Gibbsin algoritmia, joka voidaan n&hdi erikoistapauksena Metropolisin
ja Hastingsin algoritmista, kiytettiin 1980-luvulla tietyilla erikoisaloilla ku-
ten kuvankisittelyssd — historiallisesti merkittavi rooli on erityisesti artik-
kelilla [GG&84]. Edelleen Gibbsin algoritmiin perustuvat artikkelit [GS90]
ja [GHRPS90| toivat MCMC-menetelmit tilastotieteilijoiden laajaan tie-
toisuuteen. Historia osoittaa, ettd aika oli kypsé, mikd johti laajaan innos-
tukseen MCMC-menetelmid kohtaan. Syvéllisemmén katsauksen Metropoli-
sin ja Hastingsin algoritmin sekd laajemmin MCMC-menetelmien historiaan
tilastotieteen ndkokulmasta muodostavat artikkelit |[Hit03] ja [RC11].

2. Satunnaiskulku-Metropolisin algoritmin geometrinen
ergodisuus

Tassa luvussa tarkastellaan esimerkinomaisesti satunnaiskulku-Metropo-
lisin algoritmin geometristd ergodisuutta. Yksiulotteisella tila-avaruudella
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muotoillaan artikkelin [MT96]| teoreema 3.2, joka antaa riittdvin ehdon Mar-
kovin ketjun geometriselle ergodisuudelle. [RT96] seki [JHOO| yleistavit tu-
loksen koskemaan satunnaiskulku-Metropolisin algoritmia useammassa ulot-
tuvuudessa, mutta tdméa vaatii tasapainojakaumaa 7 koskevia lisdsdannolli-
syysoletuksia.

MAARITELMA 4.1. Jatkuvan tiheysfunktion 7 hannat ovat log-konkaavit,
jos 16ytyy luvut o > 0 ja ¢ > 0, joille

log m(z) > a(y—x) aina, kun y >z > xg
™(y)

tog ) > afa—y) aina, kun y < 2 < —ap,
m(y)

LAUSE 4.4. Olkoon 7 jatkuva tiheysfunktio, jonka hinnit ovat log-kon-
kaavit. Oletetaan, ettd satunnaiskulku-Metropolisin algoritmissa ehdokasja-
kauma ¢(y | =) = g(x — y) on aidosti positiivinen ja jatkuva sekd pétee
g(x) < be=?®l kaikilla « jollakin 0 < b < oo. T#lléin algoritmin mésrittele-
m& Markovin ketju on geometrisesti ergodinen.

EsiMERKKI 4.3. Jatketaan esimerkin 4.1 tarkastelua ja osoitetaan Mar-
kovin ketju geometrisesti ergodiseksi. Kiinnitetddn jokin zg > 0. Nyt
mx) 14 14 1
log—==—y* — —x° = = ) -
&ty 2Y 2" 5@+ )y —2) = 20y — @),
kun y > x > x¢. Vastaavasti, jos y < x < —x¢ saadaan z + y < —2xy.
Toisaalta y — x < 0, joten seuraa

log Zg; > zo(x — y).

Valitsemalla b < oo riittévin suureksi pitee g(x) < be ®0l*l kaikilla x, jo-
ten satunnaiskulku-Metropolisin algoritmin méarittelemd Markovin ketju on
geometrisesti ergodinen.

Mikali kiinnostuksen kohteena on simuloitavan jakauman odotusarvo, on
sen estimaatti fi; = % Zi;% s, kun xg, x1,...,x,_1 on simulaation tuloksena
saatu Markovin ketjun realisaatio. Suurten lukujen laki takaa, ettd ji; — p
todennikdisyydelld yksi, kun iteraatioiden lukumaira ¢ kasvaa rajatta. Suur-
ten lukujen laissa kiytettavé funktio f on identiteettifunktio, joka toteuttaa

integroituvuusehdon
/|f(a:)|2+€7r(dx) < 00.

Odotusarvon estimaattori fi; toteuttaa siten keskeisen raja-arvolauseen, jon-
ka mukaan

N d
Vil — p] = N(0,0%)
jollakin o2 > 0. Saadusta tuloksesta voi paitelli, etti odotusarvon estimaat-
torin tarkkuus esimerkiksi keskihajonnan mielessé on kédntéden verrannolli-
nen otoskoon t neligjuureen. Mikéli ¢ = 1000 iteraatiolla pystytddn saavut-

tamaan tarkkuus ensimmaisessd desimaalissa, tarvitaan tarkkuuden saavut-
tamiseen toisessa desimaalissa jo 100000 iteraatiota.
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Artikkelissa [MT96] s. 112 osoitetaan seuraava tulos. Oletetaan, etté
tiheysfunktio 7 on jatkuva ja symmetrinen. Mikdli ¢(y | z) = g(z — y)
on jatkuva satunnaiskulku-Metropolisin algoritmin ehdokasjakauma, jolle
[ |z|g(z)dx < oo, niin syntyvd Markovin ketju on geometrisesti ergodinen
tasan siind tapauksessa, etta lim, ;oo % logm(z) < 0 edellyttéen, ettd deri-
vaatta on madritelty riittdvan suurilla x. Tuloksen nojalla on helppo antaa
esimerkki satunnaiskulku-Metropolisin algoritmista, joka ei ole geometrisesti
ergodinen.

EsIMERKKI 4.4. Oletetaan, ettd tila-avaruudella £ = R on madritelty
standardi-Cauchy-jakauman tiheysfunktio, joka on muotoa

1
x .
1+ z2

()
Suoralla laskutoimituksella ndhdéén, ettd

. d . 2x
aclggo % 10g71'(£) - a:lggo 14 22 =0,

Mikali ehdokasjakauma ¢ valitaan liséksi siten, ettd se toteuttaa [MT96] tu-
loksen oletukset, seuraa, ettd satunnaiskulku-Metropolisin algoritmin tuot-
tama Markovin ketju ei ole geometrisesti ergodinen.

3. Soveltava esimerkki

Tarkastellaan soveltavaa esimerkkid, jonka idea on perdisin artikkelista
[Dia09]. Eréds yksinkertaisimmista tavoista salakirjoittaa annettu teksti on
muodostaa bijektio tekstissa kiytettyjen merkkien joukolta samalle joukolle.
Talloin kutakin selkokielistd merkkid vastaa tasan yksi salakirjoitusmerkki.
Mikéli teksti sisaltdd n eri kirjoitusmerkkid on mahdollisten salakirjoitusa-
vainten maird n-pituisen jonojen permutaatioiden lukuméiréd n!. Kaikkien
salakirjoitusavainten lapikdyminen on siten kdytdnnossd mahdoton tapa pur-
kaa salakirjoitus millddn realistisen kokoisella n.

Tarkastellaan yksinkertaistettua tilannetta, jossa teksti koostuu 29 kirjoi-
tusmerkisté, joihin siséltyy véli ja suomenkielen aakkoset kirjainta & lukuun
ottamatta. Salakirjoitettava teksti puhdistetaan siten vélimerkeistd ja isot
kirjaimet muutetaan pieniksi. Sdilytetdén vilit ennallaan ja salakirjoitetaan
aakkoset kiyttden satunnaisesti muodostettua jonon (1,2,...,28) permu-
taatiota. Tekstiksi valittiin ensimmaéinen kappale Aleksis Kiven romaanista
Seitsemdn veljestd. Seuraavassa on annettu selkokielinen teksti:

jukolan talo eteldisessd hdmeessé seisoo erddn méen poh-
jaisella rinteelld liki toukolan kyld4 sen ldheisin ympéris-
to on kivinen tanner mutta alempana alkaa pellot joissa
ennenkuin talo oli h&viodén mennyt aaltoili terdinen vilja
peltojen alla on niittu apiladyrdinen halkileikkaama moni-
polvisen ojan ja runsaasti antoi se heinid ennenkuin joutui
laitumeksi kylédn karjalle muutoin on talolla avaria met-
sid soita ja erdmaita jotka tdmén tilustan ensimméisen pe-
rustajan oivallisen toiminnan kautta olivat langenneet sille
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osaksi jo isonjaon kiydessé entisind aikoina silloinpa juko-
lan iséntd pitden enemmain huolta jalkeentulevainsa edus-
ta kuin omasta parhaastansa otti vastaan osaksensa ku-
lon polttaman metsén ja sai silld keinolla seitsemén vertaa
enemmain kuin toiset naapurinsa mutta kaikki kulovalkean
jaljet olivat jo kadonneet hénen piiristdnsd ja tuuhea met-
sd kasvanut sijaan ja tdmé& on niiden seitsemén veljen koto
joiden eldménvaiheita téssé nyt kdyn kertoilemaan

Salakirjoitetun tekstin alku on

daewikt bkiw Obdduostssu jultdssu sbosww Opuut luot
rwjdkosoadk potbodddu doeo bwaewikt emiuu sét aujo-
osot mlruposbq

Tavoitteena on kiyttadd Metropolisin ja Hastingsin algoritmia salakirjoi-
tuksen purkamiseen, kun salausavain on tuntematon. Tama perustuu siihen,
ettd tarkastellaan siirtymid perédkkiisten kirjaimien vélilld. My0s siirtymét
kirjaimesta viliin ja valistd kirjaimeen huomioidaan. Edellytyksené on, et-
td meilld on kiiytossd mahdollisimman kattava aineisto suomenkielisté teks-
tid. Tatd varten valittiin Leo Tolstoin romaanin Anna Karenina suomennos.
Teksti kasiteltiin samoin kuin salakirjoitettavaksi tarkoitettu teksti. Tama
siséltdd liki 2 miljoonaa merkkié ja kahden merkin vilistd siirtyméa. Muo-
dostetaan matriisi A = (a;; : 1 < 4,j < 29), jonka alkio a;; antaa todenné-
kéisyyden siirtyd merkistd ¢ merkkiin j. Oletetaan, ettd merkkien ja lukujen
1,...,29 vilillda on méairitelty bijektio siten, ettd luku yksi vastaa merkkid
a, luku 2 merkkid b ja niin edelleen kunnes luku 28 vastaa merkkié 6 ja luku
29 vilid. Muodostetaan A siten, ettd sen kunkin rivin summa on yksi. Teh-
dédn lisaksi yksinkertaistava tekninen oletus, jonka mukaan a;; > 0 kaikilla
1,7 € E. Tam4 saavutetaan esimerkiksi lisddmaélla kaikkiin siirtyméfrekvens-
seihin luku yksi.

Tila-avaruutena E on nyt jonon (1,2,...,28) kaikkien permutaatioiden
joukko. Tila~avaruuden dimensio d = 28 ja tila-avaruus on &érellinen muo-
dostuen 28! tilasta. Sigma-algebra £ on tila-avaruuden potenssijoukko eli
kaikkien osajoukkojen kokoelma. Mittana vol(-) on lukum&&ramitta.

Merkitdén o jonon (1,...,28) permutaatiota ja kiytetdan funktiomerkin-
taa o(7) merkitsemédn luvun ¢ permutoitua arvoa. Sovitaan lisiksi 0(29) =
29, mika vastaa oletusta, ettd vilit pysyviat muuttumattomina.

Merkitaén salakirjoitetun tekstin pituutta n ja itse salakirjoitettua teks-
tid w = (wy,...,wy), jossa 1 < w; < 29 kullakin 7. Maaritellaan permutaa-
tion o uskottavuus

n—1

m(o) = H Qo (w;),0(wit1)"

i=1

Tulo on ilmeisesti aidosti positiivinen ja lisdksi luvun n ja matriisin A alkioi-
den seki tila-avaruuden &arellisyyden nojalla

n—1
/w(do) = Z H o (i) o (wigg) < OO

el 1=1
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vaikkakin normitustekijé on kiytdnnossd mahdoton laskea. Td&méa merkit-
see, ettd m voidaan tulkita todennikdisyysjakauman normittamattomaksi ti-
heysfunktioksi tai diskreettid terminologiaa kiyttden pistemassafunktioksi.
On ilmeisté, ettd 7 saa suhteessa suuria arvoja silloin, kun permutoidun sa-
lakirjoituksen siirtymitodennikdisyydet vastaavat hyvin referenssiaineiston
siirtymétodennédkoisyyksid. Toivottavaa on, ettd jakauma 7 olisi yksimoodi-
nen ja moodi olisi salakirjoitusavaimen kaénteiskuvaus. Mikéli salakirjoitettu
aineisto on riittavan pitki, tdmé lienee melko todennakoista.

Konstruoidaan seuraavaksi Metropolisin algoritmi, jonka tasapainoja-
kauma on m. Valitaan ehdokasjakauma ¢ siten, ettd se arpoo kaksi erillis-
ta indeksid 1 < 7,5 < 28 ja vaihtaa permutaation arvot o(i) ja o(j) paittain.
Niin muodostettua permutaatiota ¢* nimitetddn permutaation o transpo-
sitioksi. Ehdokasjakauma on symmetrinen eli patee q(o* | o) = ¢q(o | o%),
minké nojalla Metropolisin suhde on

Metropolisin ytimen subtodenn&kdisyystiheysfunktio on

%
plo, o) = min {1, mlo )}qw* o).
(o)

Valitaan mielivaltainen permutaatio o¢ ja muodostetaan yksi6 C = {o¢}.
Olkoon op jokin permutaation oo transpositio ja muodostetaan yksiéo D =
{op}. Tallin p(oc,op) = B > 0. Lisdksi on ilmeistd, ettd mikili o on mie-
livaltainen permutaatio, niin a&rellisellda madralla transpositioita on mah-
dollista paéstd permutaatioon o¢ eli ¢ — C. Metropolisin ketju toteuttaa
siis pelkistymé&ttomyys- ja minorisaatio-oletuksen ja koska silla on liséksi
tasapainojakauma, toteuttaa se myos ergodisuusoletuksen. Markovin ketju
toteuttaa siis suurten lukujen lain ja sen tilajakauma suppenee kokonaisva-
riaatioetédisyyden mielessd kohti tasapainojakaumaa 7.

Toteutetaan Metropolisin algoritmi R-kielellda. Markovin ketjun alkuti-
laksi valitaan o9 = (1,2,...,28). Ajetaan Markovin ketjua 2000 iteraatiota
ja tallennetaan Markovin ketjun tila iteraatioilla 100, 500, 1000 ja 2000. Seu-
raavassa on esitetty osa kutakin permutaatiota vastaavasta puretusta vies-
tistéa:

100: dkoumat ramu yrymeisysse jelyysse syisuu ypeet leyt
zujdaisymma pitryymme mioi rukoumat odmee syt mejyi-
sit dlzepisrf

500: jopulat kalu ekelyisessy dymeessy seisuu ehyyt myet
budjaisella hitkeelly lipi kuopulat palyy set lydeisit &mby-
hiskx

1000: jukolan talo eteléisessd ddmeessa seisoo ehddn mien
podjaisella hinteelld liki toukolan kylaa sen ladeisin ympé-
histd

2000: jukolan talo eteldisessé hdmeessd seisoo erddn méen
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pohjaisella rinteelld liki toukolan kyl4d4 sen laheisin ympé-
risto

Osoittautuu siis, ettd algoritmi kykenee palauttamaan alkuperidisen sa-
laamattoman tekstin. Té&ma ei kuitenkaan tarkoita, ettd algoritmi kykenisi
loytdmadn tdsmalleen alkuperdisen salausavaimen. Salausavaimena kiytetty
permutaatio nimittdin siséltdd sellaisia merkkeja — kuten b ja ¢ —, jotka ei-
vit esiinny salakirjoitetussa tekstissd. Tama havaitaan myos tarkastelemalla
permutaation komponenttien otoskeskiarvoja

(i) = == (i),
1000 t=1001
jotka suurten lukujen lain nojalla suppenevat kullakin 1 <7 < 28 kohti lukua

/ o(i)r(do) =) o(i)r (o).
el

Nimittdin esimerkiksi kirjainta a vastaten (1) ~ 20,00 ja kirjainta c¢ vasta-
ten 6(3) ~ 11,54. Algoritmin onnistunut toiminta perustuu siihen, ettd kun
Markovin ketju on 16ytinyt oikean permutaation tekstissd esiintyméattdomia
merkkejé lukuun ottamatta, transpositiot, jotka muuttaisivat tatd permutaa-
tiota tekstissé esiintyvien merkkien kohdalla ovat hyvin epédtodennékoisi.

Esimerkki on hyvi osoitus Metropolisin ja Hastingsin algoritmin moni-
puolisuudesta. Algoritmin toteutukseen kiytetty R-koodi on esitetty liittees-
si B. Artikkelissa [Dia09] vastaavaa algoritmia sovelletaan vankien vélisen
salakirjoitetun viestin purkamiseen.
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LUKU 5
Loppupaitelmat

Téssd tutkielmassa on rakennettu valttdméton teoreettinen pohja, joka
mahdollistaa Metropolisin ja Hastingsin algoritmin ymméartamisen paramet-
riavaruudella, joka on euklidisen avaruuden R? osajoukko. Samaa teoriaa so-
veltamalla voidaan yhté hyvin todistaa Gibbsin algoritmia koskevia tuloksia.
Gibbsin algoritmi on itse asiassa Metropolisin ja Hastingsin algoritmin eri-
koistapaus, mutta edellisen erityispiirteiden vuoksi osa kirjallisuudesta ka-
sittelee Gibbsin algoritmia tdysin itsendisend algoritmina. Gibbsin algorit-
missa jokainen ehdotettu siirto hyviksytéddn ja siirrot generoidaan muotoa
w(:|T1, ..., Tim1, Tit1,. .., xq) olevista ehdollisista jakaumista tila-avaruuden
E dimension ollessa d, ja kun merkitdin z = (x1,...,24). Hyvd johda-
tus Gibbsin algoritmiin 16ytyy esimerkiksi artikkelista [CG92]| ja kirjasta
[GRS96].

Téassd tutkielmassa on tarkasteltu yhden Metropolisin ja Hastingsin yti-
men muodostamaa Markovin ketjua. Vahankin monimutkaisemmissa sovel-
luksissa on yleensd tarpeen muodostaa useita Metropolisin ja Hastingsin
tai Gibbsin ytimid Pi,..., P,. Mikdli ndmi ytimet ovat riittdvin sdannol-
lisid, voi osoittaa, ettd yhdistetty ydin P --- P, tai %E?:lPi toteuttaa
my6s halutut sdfnndllisyysominaisuudet kuten ergodisuuden tai geometri-
sen ergodisuuden. MCMC-menetelmia koskeva kirjallisuus on nykydan hy-
vin laaja, joten tutkielman ulkopuolelle j&i useita erikoisempia algoritmeja
kuten [Gre95]. Edistyneemmisté tekniikoista 16ytyy hyvin tietoa kirjoista
[BGIM11] ja [GCST14].

MCMC-menetelmien sddnnoéllisyyteen liittyvit kysymykset kuten kiin-
tyvyys, ergodisuus ja geometrinen ergodisuus tunnetaan nykyadn hyvin kva-
litatiivisessa mielessd. Geometrinen ergodisuus on kvalitatiivinen ominaisuus
sikéli, ettd se el itsessddn vield takaa, ettd suppeneminen olisi jossakin mie-
lessd nopeaa. Suppenemisvauhtia koskevien kvantitatiivisten tulosten etsi-
minen on talld hetkelld yksi merkittavistda MCMC-menetelmid koskevista
tutkimusalueista. Artikkelit [JHO1]| ja [Dia09] tarjoavat hyvin johdatuksen
aiheeseen.

Bayesildinen tilastotiede on ollut merkittdvd MCMC-menetelmien tut-
kimusta eteenpdin ajava sovellusalue. Tilastollisten mallien monimutkaisuus
on vaatinut kehittyneitd algoritmeja ja toisaalta olemassa olevien algorit-
mien syvéallistd ymmaértdmistd. Voidaan uskoa, ettd mallien koko tulee vain
kasvamaan tulevaisuudessa, mikd luo uusia haasteita MCMC-algoritmeille
[RS15].

51






LIITE A

Todennikoisyysteorian tuloksia

Mikdli @ = (a; : @ > 0) ja b = (b; : © > 0) ovat kaksi jonoa, niin
konvoluutio a x b on jono, jolle

i
a*bi: E ajb,-_j.
7=0

Konvoluutio toteuttaa a xb = b a. Jonon a = (a; : i > 0) generoiva funktio
on muodollinen potenssisarja

A(z) = Zaizi, z e C.
=0

Olkoot a ja b kaksi jonoa sekdl A ja B niiden generoivat funktiot. Konvoluu-
tion ¢ = a % b generoiva funktio on |[Fel50] s. 215 nojalla

C(z) = A(2)B(z).
[KS07]| lemma 1.27 mukaan muotoillaan seuraava tulos, joka tunnetaan
my0s Chebyshevin epayhtalona.
MARKOVIN EPAYHTALO. Mikéli X on epdnegatiivinen satunnaismuut-
tuja, jolle E(X) < oo, niin jokaisella ¢ > 0 pétee
E(X
P(X >1t) < (t)

|[KS07| teoreema 3.26 mukaan muotoillaan seuraava tulos.

EGOROVIN LAUSE. Olkoon (g¢) jono mitallisia funktioita ja oletetaan,
ettd on olemassa sellainen mitallinen funktio g, ettd g; — g melkein varmasti.
Tallsin kullakin 6 > 0 16ytyy sellainen mitallinen joukko Ag, jolle N(Ag) <4
sekd g; — ¢ tasaisesti joukossa Ag eli

lim sup |g;(w) — g(w)| = 0.

t—o00 wEAg
[KS07] teoreema 7.5 mukaan muotoillaan seuraava tulos.

KOLMOGOROVIN EPAYHTALO. Olkoon (X;) jono riippumattomia satun-
naismuuttujia, joille p; = E(X;) < oo sekd Var(X;) < oo kullakin ¢. Télloin

t
1
> < = .
” (e ) s
S=

s

> Xk — )

k=1
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LIITE B

Ohjelmakoodia

1. Esimerkki 4.2

Seuraavassa on annettu R-kielinen ohjelma, jota on kiytetty esimerkin
4.2 Markovin ketjun simuloimiseen.

log.pi <— function (x) return(—0.5 % x"2)
simulate <— function(x.0, N, c¢) {
x <— rep (0, N)
a.vec <— rep (0, N-1)
x[1] <= x.0
for (i in 2:N) {
x.cand <— runif (1, —c, c)
a <— min(1, exp(log.pi(x.cand) — log.pi(x[i—-1])))
a.vec[i—1] <— a
u <— runif (1)
if (u< a) {
x[i] <— x.cand
}
else {
x[1] <= x[i-1]
}
}
return (list (x=x, a.hat=mean(a.vec)))
}
set .seed (0)

run.l <— simulate(—3, 500, 1)
run.2 <— simulate(—3, 500, 5)

Rivilla 1 méaéaritellddn tasapainojakauman logaritmi. Todennakdisyysti-
heyksié koskevat numeeriset arvot on aina syyta laskea logaritmeina, sillé t&-
mé parantaa algoritmin numeerista stabiiliutta. Funktio saa parametrinaan
luvun z ja palauttaa standardinormaalijakauman tiheysfunktion eksponen-
tissa olevan luvun —x2/2.
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Riveilld 3-22 madritellddn funktio, joka saa parametreinaan Markovin
ketjun alkuarvon x.0, iteraatioiden lukuméardn N sekd parametrin c, joka
maardd ehdokasjakauman leveyden. Riveilld 5 ja 6 muodostetaan N-pituiset
vektorit x ja a.vec Markovin ketjun iteraattien ja hyvidksymistodennakoi-
syyksien tallentamista varten. Rivilld 7 vektorin x ensimmaéiseksi alkioksi
asetetaan Markovin ketjun alkuarvo.

Riveilla 9-20 Markovin ketjua simuloidaan N — 1 iteraatiota. Rivilla 10
tuotetaan kandidaatti vélin (—c,c) tasajakaumasta, ja rivilla 11 lasketaan
hyviksymistodenniksisyys. Rivilla 13 tuotetaan otos vélin (0, 1) tasajakau-
masta, ja sitd kiytetddn rivilla 14 padttdméaan hyviksytadnkd kandidaatti
x.cand. Rivilld 22 palautetaan Markovin ketjun iteraatit ja keskimadrdinen
hyviksymistodennikéisyys listana.

Rivilla 26 kiinnitetdén satunnaislukugeneraattorin alkuarvo, jotta tulok-
set ovat toistettavissa. Riveilld 28 ja 29 on simuloitu kaksi Markovin ketjua,
jotka on esitetty kuvassa 1. Markovin ketjun iteraatiot tallennetaan tiedos-
toon.

2. Soveltava esimerkki

Tekstin késittely R-kielelld on jossakin mi#rin vaivalloista, joten kaik-
ki tekstinkésittely on tehty tédtd varten kirjoitetuilla C-kielisilld ohjelmilla.
Seuraavassa listattava R-ohjelma lukee tiedoston, joka sisdltda referenssiteks-
tin siirtyméfrekvenssit sekd salakirjoitetun tekstin siirtymaéfrekvenssit. Olete-
taan, etté edelliset on tallennettu 29 x 29 -matriisiin R ja jalkimmaiset 29 x 29
-matriisiin C. Lisdksi matriisin R kaikkiin alkioihin lisdtdan luku 1 ja kukin
rivi jaetaan rivisummallaan. Esitetddn seuraavaksi log-tasapainojakauman
laskemiseen kiytettéava R-koodi.

log.pi <— function (sigma) {
S <=0
for (i in 1:29) {
for (j in 1:29) {
S<— S+ C[i,j] = log(R[sigma[i],sigmalj]])
}
}
return (S)
}

Funktio laskee riveilld 3 — 7 summan
n—1
S =logm(o) = Z 108 G (), (w; 1)
i=1

Sen sijaan, ettd funktio lukisi merkit w; ja w;4q salakirjoitetusta tekstisté,
on kaikki siirtyméafrekvenssit tallennettu valmiiksi matriisiin C, jolloin riitt&a
kertoa kunkin siirtymé&n log-referenssitodennékdéisyys siirtymén frekvenssilla
salakirjoitetussa aineistossa.

Seuraavassa esitettddn Markovin ketjun simulointiin tarkoitettu R-kieli-
nen koodi.

set .seed (0)
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

sigma <— matrix (0, nrow=N, ncol=29)
sigma[l,] <— 1:29

for (i in 2:N) {

ind <— sample (1:28, 2, replace=FALSE)
sigma.cand <— sigma[i—1,]

tmp <— sigma.cand[ind [1]]

sigma.cand[ind [1]] <— sigma.cand[ind [2]]
sigma.cand[ind [2]] <— tmp

alpha <— min(1, exp(log.pi(sigma.cand) —

log.pi(sigma[i—1,])))
u <— runif (1)

if (u < alpha) {

sigmal[i,] <— sigma.cand
}
else {

sigma[i,] <— sigma[i—1,]

}

Riveilld 4 ja 5 muodostetaan N x 29 -matriisi Markovin ketjun iteraa-
tioiden tallentamista varten ja matriisin ensimmaiseen riviin tallennetaan
Markovin ketjun alkuarvo og = (1,2,...,29).

Rivilla 9 tuotetaan kaksi satunnaista ja erillistd lukua vililtd 1,...,28.
Riveilld 10-13 muodostetaan kandidaattipermutaatio vaihtamalla edellisen
iteraation permutaatiossa arvot paittdin edelld arvottujen kahden indeksin
kohdalla.

Riveilld 15 ja 16 lasketaan hyviksymistodenndkdisyys ja rivilld 17 tuo-
tetaan otos vélin (0, 1) tasajakaumasta. Riveilld 19-24 kandidaatti joko hy-
viaksytddn tai hylataan.

Markovin ketjun valitut iteraatit eli matriisin sigma rivit tallennetaan
tiedostoon ja C-kielinen ohjelma kiyttdd permutaatiota salakirjoitetun teks-
tin purkamiseen.
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