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Resumo

Nos sistemas de controle via rede a troca de informacdo entre os ele-
mentos de controle (controlador, atuador, planta e sensor) é realizada
utilizando uma rede de comunicacdo com multiplos propdsitos e com-
partilhada com outros dispositivos. As trocas de informagao pela rede
induzem uma maior complexidade & analise do sistema de controle de-
vido a limitacao na largura de banda da rede, a quantizagdao do sinal,
possiveis atrasos de transmissao induzidos pela rede e perda de infor-
macao devido a congestionamento. Este trabalho aborda o problema de
andlise de estabilidade de sistemas de controle via rede sob os efeitos
da quantizagdo e da perda de informagado. Primeiramente, para tra-
tar o problema de analise de estabilidade de sistemas sob quantizagao
considera-se que o quantizador é estético, logaritmico e com nimero de
niveis finito, e que estd presente nos canais sensor-controle e controle-
atuador. As condigoes de estabilidade sdo formuladas em termos de
desigualdades matriciais lineares o que facilita a extensao do método
para analisar a estabilidade de sistema nao lineares. Abordando o pro-
blema de perda de informacéao é considerado que a modelagem do com-
portamento da perda de informagao pode ser realizada por um modelo
estocdstico conhecido por processo de Bernoulli binario. Utilizando a
nocao de estabilidade no sentido da média quadratica em conjunto com
a teoria de Lyapunov obtém-se um conjunto de condigoes necessarias
que garantem a estabilidade de um sistema de controle nao linear su-
jeito a perda de informacao, em termos de desigualdades matriciais
lineares, supondo um unico canal com apagamento (controle-atuador),
ou seja, o controle é tido como sendo parte integrante do elemento
sensor, sendo assim, nao é necessario enviar tal sinal pela rede. Con-
siderando um sistema linear sujeito a quantizacao logaritmica finita e
estatica apresenta-se os resultados iniciais da analise de uma metodolo-
gia para o escalonamento da rede de um sistema de controle distribuido.
Nessa proposta para o escalonamento da rede por quantizagado, é pro-

posto modificar a largura de banda da rede utilizada por cada aplicagao



de maneira que as diferentes quantizagdes de cada malha de controle
possibilitem a liberacao de certa largura de banda para outras aplica-
¢oOes na rede que, em um dado momento, necessitem de uma largura
de banda extra, sem comprometer a estabilidade da malha de controle.
Finalmente, exemplos numéricos ilustram a aplicacdo das metodologias

propostas.

Palavras-chaves: controle via redes, quantizagao, perda de pacotes,
sistemas nao lineares, sistemas quadraticos, sistemas de controle distri-

buidos, escalonamento de redes, adaptagao por quantizacao.



Abstract

In networked control systems, the exchange of information between
control elements (controller, actuator, sensor and the system) is per-
formed by using a shared multiple purpose communication network.
The presence of a network in the control loop leads to a more complex
control system analysis due to network bandwidth limitation, signal
quantization, network induced transmission delays and information loss
because of network congestion. This thesis addresses the stability anal-
ysis problem of networked control systems under quantized information
and package dropouts. First, to handle the stability analysis problem
of quantized systems, it is considered that the quantizer is static, log-
arithmic and has a finite size, and is present in the sensor-to-control
and control-to-actuator channels. Stability conditions are formulated
in terms of linear matrix inequality constraints which facilitates the
method extension to deal with nonlinear systems. By modeling the in-
formation loss behavior in a fading network using a Bernoulli binary
stochastic process, it is applied the mean square stability notion to
deal with the information loss problem. The Lyapunov theory is then
applied to obtain sufficient conditions to ensure the control system
stability subject to information loss, in terms of linear matrix inequal-
ities, assuming the presence of a single channel with erasure (control-
to-actuator). Considering a linear system subject to a finite and static
logarithmic quantization, preliminary results of a network scheduling
methodology for distributed control systems is also presented. In this
proposal, the network bandwidth used by each control loop changes
dynamically in order to release a certain bandwidth for other network
applications needing an extra bandwidth, at any given time, without
compromising the control loop stability. Finally, numerical examples

illustrate the potentials of the proposed methodologies.

Key-words: networked control systems, logarithmic quantization, pack-
aged loss, nonlinear systems, quadratic systems, distributed control sys-

tems, network scheduling, quantized adaptation.
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1 Introducao

Em muitas aplica¢des industriais os componentes de um sis-
tema de controle, como sensores, atuadores e controladores estao distri-
buidos espacialmente pelo ambiente como, por exemplo, em uma refina-
ria de petrdleo. Normalmente, os componentes do sistema de controle
sdo conectados diretamente através de cabos de comunicagao dedica-
dos. No entanto, a tecnologia atual possibilita que a informacao enviada
e recebida pelos componentes do sistema seja processada digitalmente

e desta forma transmitida via redes de comunicacdo com ou sem fio.

A rede de comunicacdo pode ter multiplos propositos e ser
compartilhada por outros dispositivos, ou seja, ela pode ser utilizada
por componentes que nao fazem parte diretamente da malha de con-
trole, além de apresentar capacidade de transmissao limitada. Essa mu-
danca é motivada pelo alto custo financeiro que é gerado ao utilizar-se
uma rede de comunicacao dedicada para o sistema de controle. Tam-
bém, existe uma maior dificuldade para introduzir novos componentes
a uma malha de controle j& existente, problema que pode ser facil-
mente revolvido com o uso de redes de comunicagao comum a todos os
componentes da malha. Além disso, a evolugdo da tecnologia de senso-
riamento e comunicacao tem favorecido o uso da teoria de controle de
sistemas em aplicagbes onde outrora era invidvel (SCHENATO et al.,
2007; ZAMPIERI, 2008; NAIR et al., 2007).

A utilizagdo de redes de sensores/atuadores sem fio é ampla,
compreendendo, por exemplo, sistemas de predi¢ao e alarme em tempo
real para catastrofes naturais. Em sistemas de aquecimento, ventilagao
e condicionamento de ar em construcoes, o uso de redes sem fio pode
diminuir sensivelmente o custo de instalacdo e operacao, além de um
aumento consideravel na eficiéncia energética do edificio (KINTNER-
MEYER, 2005; WARNEKE et al., 2001). Os sistemas de controle su-
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pervisério e aquisicio de dados - SCADA! - fazem o uso, h4 um bom
tempo, de redes de sensores, atuadores e controladores para supervi-
sionar os diversos subsistemas que compdem a rede superviséria. Por
exemplo, um sistema de distribuicao de energia elétrica, onde os diver-
sos componentes sdo espacialmente distribuidos. Outros exemplos que
também utilizam sistemas supervisorios sao as redes de distribuicao de
gas e agua, de coleta de esgoto, da malha rodoferroviaria entre outros

sistemas de infraestrutura urbana.

Em razao do aumento do uso das redes de dispositivos micro-
processados, como sensores e atuadores inteligentes junto com a troca
de informagdes através do compartilhamento do mesmo meio de comu-
nicacdo entre diversas malhas de controle, nota-se que pesquisadores
das areas de sistemas de controle e sistemas de comunicacao tém di-
recionado esfor¢os na unido de conhecimentos dessas duas areas de
pesquisa que até entdo eram estudadas de forma distinta. Nota-se que
na teoria de controle estuda-se a conexao de sistemas dindmicos através
de canais de comunicacao ditos perfeitos, ou seja, supdem-se que nao
existem erros e/ou limitagoes nos meios de transmissao. Sendo que na
teoria de comunicacao estuda-se a transmissao de informacgao através

de canais de comunicagao reais, ou seja, canais ditos imperfeitos.

A comunicacdo sobre canais perfeitos considerada na teoria de
controle é valida, geralmente, para aplicagoes em sistemas onde o canal
¢é dedicado somente a uma malha de controle. Portanto, o uso de redes
compartilhadas pode comprometer a teoria de anilise de sistemas de
controle via redes com a teoria existente. Desta forma, deve haver uma
quebra de paradigma na teoria de controle existente, uma vez que essas
abordagens metodoldgicas quando utilizadas para a anélise da estabi-
lidade de sistemas e para o projeto de controladores com a presenca de
comunicagdo via redes podem ser insatisfatérias. Assim, faz-se neces-
sario considerar de forma explicita as implicagoes que as interconexoes
feitas por meio de redes de comunicagao compartilhadas tem sobre a

malha de controle. Uma vez que ja é conhecido que as imperfeigoes na

1 Do termo em inglés Supervisory Control And Data Acquisition
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comunicacdo afetam significativamente o comportamento dindmico do
sistema de controle, pode-se categorizar esse novo paradigma em trés
grande linhas de pesquisa (ZAMPIERI, 2008):

1. Controle via rede — tem como foco o projeto e a anéalise de sis-
temas de controle realimentado via canais de comunicagao reais,

ou seja, canais de comunicacao sujeitos a erros e limitagoes.

2. Controle da rede — tem como objetivo providenciar um certo
nivel de desempenho para a rede quando um dado fluxo de infor-
magcao transita pela rede, enquanto garante que o uso dos recursos

da rede seja feita de forma justa e eficiente.

3. Sistemas multiagentes — aborda o estudo das interagoes entre
os diversos componentes da rede e como eles influenciam o com-
portamento global do sistema, ou seja, como as leis de controle

individuais dos subsistemas influenciam os objetivos de controle.

1.1 Sistemas de Controle via Rede

A principal motivagao para o estudo de sistemas de controle via
redes é o fato de que esta é uma das diregoes possiveis para a implemen-
tagdo pratica de sistemas de controle de grande porte e complexidade
(MURRAY et al., 2002). Essa afirmacio se baseia nos seguintes fatos:

e O controle via rede apresenta diversas vantagens frente ao con-
trole realimentado classico, i.e. baixo custo; flexibilidade; redu-
¢ao de peso, do tamanho e da demanda de energia de sensores e
atuadores; instalacdo e manutencdo simplificada; confiabilidade;

relativa facilidade de aplicacdo em sistemas de larga escala.

e Possibilidade de aplicacdo em varias areas tais como sistemas que
usam redes de sensoriamento moével, automagao de rodoferrovias,

veiculos nao tripulados e na prépria Internet.
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e O controle via rede exige um novo formalismo para garantir es-
tabilidade, critérios de desempenho e robustez, uma vez que nao
é realistico ignorar as limitagoes existentes nas redes de comuni-
cacao e nos sistemas computacionais que compoem a malha de

controle.

Segundo Hespanha, Naghshtabrizi e Xu (2007) o controle via
rede, ou também referenciado pela sigla em inglés NCS (Networked
Control System), compreende sistemas de controle espacialmente dis-
tribuidos onde a comunicagao entre sensores, atuadores e controladores
ocorre através de uma rede de miltiplo propésito e compartilhada. Nor-
malmente, uma rede compartilhada possui limitagoes de velocidade de
transmissao, do volume de informacao enviada em cada transmissao e
a possibilidade da informacao ndo ser entregue ao destino em tempo
habil, entre outros efeitos. A arquitetura basica de um sistema de con-
trole via rede é ilustrado na Fig. 1, onde Cod. e Dec. representam

respectivamente Codificador e Decodificador.

Figura 1 — Arquitetura geral de controle via redes.

Rede de Comunicagdo

Fonte: (HESPANHA; NAGHSHTABRIZI; XU, 2007)

Como salientado anteriormente, os sistemas de controle via
rede estao sujeitos a limitacdes devido a presenca da rede de comu-
nicagdo compartilhada e que normalmente ndo podem ser ignorados.
Logo, faz-se necessario conhecer quais sao essas limitagoes e quais sdo

os seus efeitos sobre o comportamento do sistema de controle. A seguir,
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listam-se os trés efeitos comumente encontrados um sistema de controle
via rede (HESPANHA; NAGHSHTABRIZI; XU, 2007):

Capacidade de transmissao limitada e o efeito de quantizagao:
o meio fisico utilizado para transmissao da informacao tem a ca-
pacidade de transportar uma quantidade finita de informagao por
unidade de tempo, conhecida como largura de banda. O tamanho
dessa quantidade de informagao é denominado pacote, sendo que
esse pacote de informacoes tem um tamanho finito, i.e., nimero
finito de bits. Esse fendmeno é conhecido na area de NCS como
quantizagdo (GRAY; NEUHOFF, 1998). O efeito da quantiza-
¢ao pode ser induzido pelo tamanho da palavra considerado em
sensores, controladores e atuadores digitais, mas o meio de comu-
nicagdo digital é o mais impactante na limitagdo do tamanho da

informagao a ser transmitida (ntimero de bits).

Amostragem e Atraso: a transmissdo de um sinal continuo sobre
uma rede digital compreende a amostragem do sinal, a codifica-
¢ao para forma digital, a transmissao através da rede e a decodi-
ficacdo no local receptor. Todo esse processamento de informagao
pode apresentar um retardo variavel no tempo de propagacgao da
informacéo, essa variacdo do tempo de entrega da informacao de-
pende de diversos fatores associados com as condigoes da rede
no momento da transmissdo. A presenca desse atraso de trans-
porte pode degradar significativamente o desempenho do sistema
de controle e até mesmo levar a instabilidade do sistema de con-

trole.

Perda da informacgao: quando uma informagao é transmitida atra-
vés de redes de comunicagdo compartilhadas pode ocorrer uma
perda de pacote. Esta perda de informagao pode ser devida a
erros no meio fisico da rede e congestionamento da rede. Além
disso, pacotes de informagcdo que sao entregues com grade atraso
sdo em geral descartados no destino, visto que as informacoes

antigas nao sdao de grande interesse ao sistema de controle.
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1.2 Objetivos da Tese

A necessidade de um formalismo para analise e projeto de siste-
mas de controle via rede é o principal motivador deste trabalho. Inicial-
mente, foca-se na andlise da estabilidade de sistemas de controle linear
utilizando uma quantizagao estatica logaritmica com um ndimero finito
de niveis de quantizacio afetando tanto o sinal de entrada como o de
sinal de saida de um sistema de controle por realimentagdo dindmica
de saida. Em um segundo momento, estuda-se a extensao dessa mesma
abordagem para uma classe de sistemas nao lineares denominada sis-

temas nao lineares quadraticos.

O segundo tépico de interesse é a analise da estabilidade e
estabilizagdo de sistemas de controle sujeitos a perda de informacao,
modelando o canal de comunicacdo com apagamento através de um
processo de Bernoulli. Obtém-se resultados tanto para o caso de sistema

lineares como também para o caso de sistemas nao lineares quadraticos.

Por fim, estuda-se a aplicabilidade das metodologias propostas
utilizando modelos de redes de comunicagao mais préximos a realidade.
Além disso, busca-se avaliar a aplicacdo de tais metodologias visando
a obter uma estratégia de escalonamento de rede para um sistema de
controle distribuido. Para tanto utilizam-se diferentes quantizadores
que sdo pré-projetados para cada malha sendo assim possivel alterar a
largura de banda utilizada por cada malha de acordo com necessidade
de cada aplicagdo para atender todas as aplicagoes da rede de forma
satisfatoria. Supde-se, nessa abordagem que existe uma memoria tem-
poraria na entrada dos elementos de controle para contornar possiveis
atrasos induzidos pela rede e que sejam menores do que um periodo de
amostragem. A informacdo transmitida com um atraso superior a um

periodo de amostragem serd descartada (isto é, perda de dados).

Na sequéncia deste capitulo serd apresentado um breve resumo
do estado da arte sobre os assuntos abordados nessa tese. Primeira-
mente, trata-se do problema da estabilidade de sistemas sob quanti-

zagao. Posteriormente, aborda-se o estado da arte na estabilidade de
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sistemas com perda de informagao na rede. Continuando, o problema
de gerenciamento da rede e/ou escalonamento da rede para aplicac¢oes
de controle distribuidos é estudado, visando a aplicagdo pratica dos
resultados obtidos e apresentados nessa tese para sistemas de controle

via rede.

1.3 Quantizacdo em Sistemas de Controle

Na comunidade de controle, a quantizagao era inicialmente es-
tudada no sentido de minimizar os erros de quantizagdo em implemen-
tagoes digitais (CURRY, 1970; KALMAN, 1956; SLAUGHTER, 1964).
Entretanto, atualmente, a quantizagao esta ligada a limitagao da capa-
cidade de transmissao de informacao em sistema de controle via redes
(NCS). Em aplicagdes préticas, torna-se necessario limitar de alguma
forma a quantidade de informacao pois o canal tem banda de transmis-
sdo limitada. Entéo, a seguinte questdao pode ser formulada (NAIR et
al., 2007): Qual € a taza de transferéncia minima para qual um sistema

dindmico pode ser estabilizado?

A taxa de transferéncia minima que garanta a estabilizacao
de um NCS é definida com base na teoria de Shannon (KULLBACK,
1968), que determina a taxa de transferéncia minima na qual um dado
processo tem uma comunicagao confiavel. No caso especifico de sistemas
NCS sujeitos a quantizagao, i.e., limitacao da quantidade de informa-
¢ao, demonstrou-se que o nimero minimo de niveis de quantizacao é
explicitamente relacionado aos polos instaveis do sistema supondo que
o canal de comunicacio é livre de ruidos (NAIR; EVANS, 2003; TATI-
KONDA; MITTER, 2004).

Um dos primeiros trabalhos a tratar o problema de quantizagao
em um paradigma similar a sistemas de controle linear via rede foi Del-
champs (1990), onde demonstra-se que os estados de um sistema linear
invariante no tempo estabilizado por um controle via realimentagao
de estados ndo convergem assintoticamente para a origem do sistema

quando a informagao dos estados é sujeita a um quantizador estatico
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e uniforme com niveis finitos. No entanto, dentro de certas condigoes,
pode-se projetar uma lei de controle que leva a trajetoria do sistema
arbitrariamente proxima a origem do sistema. Nos tltimos dez ou mais
anos diversos autores abordaram o problema de estabilizacdo de sis-
temas sujeitos a quantizagdo no contexto de NCS como, por exemplo,
as referéncias (WONG; BROCKETT, 1999), (NAIR; EVANS, 2000),
(BAILLIEUL, 2002), (PICASSO; GOUAISBAUT; BICCHI, 2002) e
(TATIKONDA; MITTER, 2004).

A estabilidade assintotica de um NCS s6 pode ser garantida
com a utilizacdo dos chamados quantizadores dindmicos (com memoria)
através da estratégia conhecida na literatura como zooming-in/zooming-
out. Veja, por exemplo, (BROCKETT; LIBERZON, 2000), (LIBER-
ZON, 2003), (PETERSEN; SAVKIN, 2001) e (SHARON; LIBERZON,
2012). Essa estratégia ajusta dinamicamente a precisdo do quantizador
de acordo com a amplitude do sinal a ser quantizado. Em outras pala-
vras, na fase zooming-in, a precisao é aumentada quando os estados do
sistemas se aproximam do objetivo (i.e., um quantizador estatico com
ajuste fino), e na fase zooming-out, a precisdo é diminuida quanto os
estados se distanciam do objetivo (i.e., quantizador estitico de ajuste
grosseiro). Portanto, o quantizador dindmico é uma alternativa atra-
tiva quando se deseja obter uma bom desempenho do sistema de con-
trole mas utilizando um ntimero reduzido de bits transmitidos (MON-
TESTRUQUE; ANTSAKLIS, 2005; LING; LEMMON, 2005; NAIR;
EVANS, 2000). No entanto, a presenga do quantizador dindmico exige
um mecanismo de codificagdo e decodificagdo na rede de comunicagéo,
pois torna-se necesséario calcular novas regides de quantizagao e super-
visionar constantemente a posicdo dos estados do sistema para saber

qual o fator de zooming a ser utilizado.

Em contra-partida, a quantizagao estatica, apesar de nao ga-
rantir estabilidade assintética, nao necessita de um mecanismo espe-
cial a ser incorporado a rede de comunicacao visto que o quantizador
estatico requer uma quantidade reduzida de processamento, em ge-

ral, apenas uma tabela é necessario. Entretanto, deve-se utilizar uma
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quantidade maior de bits para se obter um desempenho satisfatério do
NCS. Na busca de uma solu¢do que contemple desempenho satisfatd-
rio, baixa complexidade e reduzido nimero de bits, algumas referéncias
propuseram a utilizacdo de um quantizador estatico em conjunto com
um método de ajuste dindmico da densidade de quantizagao (BROC-
KETT; LIBERZON, 2000; FU; XIE, 2009; TATIKONDA; MITTER,
2004). Mas, nesse caso, deve-se implementar um modo de transmitir o
fator de zooming do quantizador junto com a informagao além de exigir

uma certa inteligéncia dos elementos do sistema de controle.

Sabendo que um quantizador dindmico é capaz de obter um
desempenho satisfatério do NCS com um nimero reduzido de bits atra-
vés da utilizacdo de um ajuste mais fino proximo do equilibrio e mais
grosseiro distante do mesmo e buscando uma opg¢ao mais simples que o
quantizador dindmico para a relagdo desempenho/n. de bits, Elia e Mit-
ter (2001), propuseram a utilizagdo de um quantizador estdtico (sem
memoria) mas com quantizacgdo seguindo uma lei logaritmica (i.e., o
nimero de niveis de quantizagdo é linear na escala logaritmica). Utili-
zando um quantizador ideal, ou seja, com ntimero de niveis ilimitado,
mostra-se que o quantizador logaritmico é a solugdo 6tima em ter-
mos da minimizacao da densidade de quantizacdo quando se considera
o conceito de estabilidade quadrética para um sistema SISO (Single-
Input/Single-Output). Quando comparado a um quantizador uniforme
com um determinado ntmero de bits, um quantizador logaritmo é ca-
paz de representar uma faixa de valores superior considerando o mesmo
nimero de bits que um quantizador uniforme (RASOOL; HUANG;
NGUANG, 2012).

Com a proposicao da abordagem por setor no trabalho de Fu
e Xie (2005), mostra-se que o quantizador logaritmico ideal pode ser
modelado por uma condi¢ao de setor sem acrescentar nenhum conser-
vadorismo quando considerando a nocao de estabilidade quadratica.
Utilizando a abordagem por setor, tornou-se possivel analisar diver-
sos problemas como, por exemplo, o problema de robustez para siste-

mas quantizados (FU; XIE, 2010), estimacao de estados com medigoes
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quantizadas (FU; DE SOUZA, 2009), andlise de estabilidade local de
sistemas de controle com quantizador estatico com um ndmero finito
de niveis (DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010), anélise de estabilidade
de sistemas ndo lineares quantizados (LIU; JIANG; HILL, 2012a).

A maioria das abordagens para andlise de estabilidade de siste-
mas sujeitos a quantizacio pressupde a presenga de somente um quan-
tizador na malha de realimentagdo (no canal de entrada ou no canal
de safda da planta). Todavia, a informacgao (tanto do sinal de controle
quanto de medi¢ao) em NCS é geralmente enviado pelo canal de comu-
nicac¢ao com limitagao de largura de banda e, portanto, torna-se natural
considerar que os sinais de controle e de saida sdo quantizados. No en-
tanto, até o presente momento, poucos trabalhos abordaram o problema,
de quantizagdo nos canais de entrada e saida de sistemas NCS como,
por exemplo, os trabalhos (ZHAI et al., 2005), (PICASSO; BICCHI,
2007), (COUTINHO; FU; DE SOUZA, 2010), (LIU et al., 2011), (RA-
SOOL; HUANG; NGUANG, 2012) e (MAESTRELLI; COUTINHO;
DE SOUZA, 2012).

Resumindo o cenario acima, pode-se categorizar os trabalhos
disponiveis na literatura especializada em termos do tipo de quantiza-
dor utilizado: (i) estético ou dindmico, e (i7) uniforme ou logar{tmico.
O quantizador estatico é uma funcao nao linear sem memoria, enquanto
o quantizador dindmico é dito ter memoria pois varia com o tempo. O
quantizador dindmico possui uma melhor relagdo desempenho/nimero
de bits contudo é mais complexo que o estatico e necessita de uma
certa inteligéncia (codificador e decodificador) dos dispositivos do sis-
tema de controle. O quantizador uniforme agrupa a mesma quantidade
de valores reais em todos os seus niveis de quantizacio, enquanto o nao
uniforme possibilita o agrupamento uma quantidade diferente de valo-
res reais em cada um dos seus niveis de quantizagdo. Mais precisamente,
um quantizador uniforme estatico é associado com a representacao de
um numero de ponto fixo, tento um erro maximo praticamente cons-
tante independente de quao proximo do ponto de equilibrio o valor real

estd. Por outro lado, o quantizador logaritmico estético (quantizacao
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nao uniforme) é associado com uma representagdo em ponto flutuante,
0 que permite que o erro maximo diminua de forma proporcional a

aproximagao ao ponto de equilibrio.

Neste trabalho, considerar-se-4 apenas quantizadores estaticos
e logaritmicos. Assim, além da questdo da complexidade de implemen-
tagdo desses quantizadores, deve-se tomar cuidado com questdes mais
praticas como desempenho transitério do sistema de controle e a pre-
senca de ruido de medicao visto que grande parte dos resultados tedricos
podem néo ser aplicdveis na pratica (FU; XIE, 2005; SAHAT, 2004).

A seguir, apresentam-se alguns conceitos e definigoes relacio-
nados a quantizadores estaticos logaritmicos e a abordagem por setor

que sao importantes no contexto deste trabalho.

1.3.1 Quantizador Estético e Logaritmico

Seja Q(-) uma fungéo que descreve um quantizador estatico e
que mapeia um conjunto de valores ¥ € R em um conjunto de niveis
de quantizacao u;, sendo que cada nivel de quantizagdo pertence ao

seguinte conjunto:

U={+u;, i =0,+1,+2,--- U {0},

Denotando N como o niimero de niveis de quantizagdo no in-

tervalo [e,1/¢], a densidade do quantizador é definida como:

ng = lim sup (1.1)

e—0 — ne’
Nota-se que a densidade de quantizacao cresce em escala lo-
garitmica ao se aumentar o intervalo [g,1/¢], com & uma constante
arbitraria qualquer definindo o tamanho do intervalo. Portanto, uma
densidade de quantizacdo pequena corresponde a um quantizador de
ajuste mais grosseiro. Além disso, um quantizador com um ntmero fi-
nito de niveis tem 7g — 0 e um quantizador ideal tem ng — oo (FU;
XIE, 2005).
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Um quantizador estatico é dito ser logaritmico quando os niveis
u; seguem uma lei de construgdo logaritmica. Neste caso, o conjunto

de niveis de quantizacao pode ser descrito na seguinte forma:
U= {+u;:u; =plug, i=0,+£1,4£2,---JU{0},0<p<1, up>0.

Associado ao conjunto acima, pode-se definir a funcdo de quantizagdo

Q(+) como segue:

U; Yi <y < M

T+o -6
1=0,+1,£2, ...
l/ _ b ) ) , 1 2
Q) 0 “w L—0 (1.2)
—Q(—v) v<0
com
1
f—— (1.3)
1+p
Nota-se que o quantizador é simétrico pois Q(—v) = —Q(v) para um
dado v € R.

A partir das relagdes nas Eq. (1.1) e Eq. (1.2), a densidade de
um quantizador logaritmico é dada por (ELIA; MITTER, 2001):
_ 2
1T (1/p)

Nota-se que 77¢g é proporcional a p, pois p € (0, 1). Por essa razao, neste

(1.4)

trabalho, p serd denominado como a densidade de quantizagéo de Q(-)

ao invés de 7q.

A relacao entrada-saida de um quantizador logaritmico como
definido na Eq. (1.2) é ilustrada na Fig. 2. Este quantizador possui
um numero infinito de niveis e, por esta razao, ele serd frequentemente

referido como quantizador logaritmico ideal.

Um resultado importante acerca de quantizadores logaritmi-
cos foi proposto por Elia e Mitter (2001) para sistemas lineares, onde
mostra-se que os polos instaveis do sistema com a densidade minima do
quantizador que garante a estabilidade quadratica do sistema de con-
trole. Mais precisamente, para um sistema linear na forma x(k + 1) =
Ax(k) + Bu(k), uma lei de controle u(k) = Q(Kz(k)) e uma funcao de
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Figura 2 — Quantizador logaritmico com infinitos niveis de quantiza-
¢ao.

10 0=(1+dv 0=v 0=(1-98)v

Fonte: (FU; XIE, 2005)

Lyapunov quadratica V(z) = 2/Px, com P = P’ > 0, a densidade de

quantizacao minima pj,r tal que
AV(z) =V(Az + BQ(Kz)) —V(z)<0,Vz#£0,

é dada por:
T AL
[LIMT+1

em que A} sdo os polos instdveis da matriz A do sistema.

(1.5)

1.3.2 Condicdo de Setor para um Quantizador Logaritmico

A técnica de modelagem de uma nao linearidade estatica e
impar através de uma condicao de setor é muito utilizada no contexto de
estabilidade absoluta e também para tratar localmente a saturacao de
atuadores (KHALIL, 2002), como também ¢é utilizada para representar
incertezas em sistemas dindmicos (TARBOURIECH et al., 2011).

A seguir, apresenta-se de forma simplificada como utilizar uma

condicao de setor para representar uma funcao do tipo impar ¢(-). Seja
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uma funcao ¢ : R — R, com ¢(—¢q) = —¢(q), pertencente ao setor [I, u],
isto é, lg < ¢(q) < ugq, V q € R, como ilustrado na Fig. 3.

Figura 3 — Exemplo de uma funcao limitada por uma condigao de setor.

p

p=d(q)

Fonte: Elaborada pelo autor

A condigéo de setor ilustrada na Fig. 3 pode ser expressa ma-
tematicamente através de uma desigualdade quadratica na seguinte

forma:
(p—ug)(p—1g) <0, VqgeR, p=¢(q) .

Comparando a Fig. 2 com a Fig. 3, observa-se que o quanti-
zador estatico e logaritmico pode ser modelado matematicamente de
forma precisa através de uma condicao de setor, como foi provado por
Fu e Xie (2005). Em particular, considerando a Eq. (1.2) e a Eq. (1.3),
pode-se obter uma condi¢ao de setor em termos do parametro § como

apresentado a seguir:
[Qw) - (1= ][QWV) - (1+4dv]<0.

Como demostrado por Fu e Xie (2005) a condigdo de setor
acima, em termos da nog¢ao de estabilidade quadratica, é uma condigao
de estabilidade necessaria e suficiente para tratar sistemas de controle

lineares sujeitos a um quantizador logaritmico ideal.
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No Capitulo 2, apresentam-se os resultados obtidos sobre es-
tabilidade e estabilizacdo de sistemas de controle lineares via redes sob
quantizacao logaritmica finita, sendo que a lei de controle é dada por
uma realimentacdo dindmica de saida. No entanto, ressalta-se que o
caso de realimentagao de estados pode ser visto com um caso parti-
cular do primeiro. No Capitulo 3, propoe-se extensao dos resultados
apresentados no Capitulo 2 para sistemas nao lineares quadraticos. Na
sequéncia apresentam-se os resultados mais relevantes que motivaram

e basearam a proposta para o tratamento da perda de informacao.

1.4 A Perda de Informacao em Sistemas de Controle

A perda da informagao é um comportamento intrinseco a redes
de comunicacdo, principalmente em redes sem fio. Uma momentanea
perda de informacdo pode provocar, por exemplo, uma perda momen-
tanea seja do sinal de controle para o atuador ou do sinal medido para a
entrada do controlador afetando o desempenho do sistema de controle
em malha fechada podendo em casos extremos levar a instabilidade do

sistema de controle.

Um fato interessante salientado nas referéncias (SCHENATO
et al., 2007) e (IMER; YUKSEL; BASAR, 2006) é que o principio da
separagao pode ser aplicado somente em redes que tenham o servigo de
reconhecimento do recebimento de pacotes como, por exemplo, as redes
que utilizam o protocolo de comunicacado TCP. No caso de redes que
nao possuem esse servigo (redes do tipo UDP) o principio da separacao
nao pode ser aplicado. Caso néo seja possivel aplicar o principio da
separagao, o projeto de controladores com o uso da teoria classica pode
torna-se bastante complexo. Sendo assim, uma solugdo viavel para esse
caso é modelar a perda de pacotes através de processos estocdsticos
que por sua vez podem ser reformulados como problemas de projeto
de controle no contexto de sistemas sujeitos a ruidos multiplicativos,
tornando possivel obter uma solucao através de um problema de otimi-
zacdo convexa (ELIA; EISENBEIS, 2004).
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Uma das formas mais utilizadas e simples para modelar a perda
de pacotes através de processos estocasticos é considerar que a perda
de informagao é representada por um processo bindrio de Bernoulli (SI-
NOPOLI et al., 2004), (SCHENATO, 2006), (ELIA, 2005), (HU; YAN,
2007), (WANG et al., 2007) e (ELIA; EISENBEIS, 2011). Nessa aborda-
gem, supde-se que as perdas de pacotes consecutivas nao tem correlagao
temporal entre elas, denominando-se de canais sem memoria. Alguns
autores utilizam o termo canal com aupaugamento2 para caracterizar esse

tipo de comportamento do canal de comunicacao.

Um processo binario de Bernoulli consiste de uma variavel in-
dependente e identicamente distribuida (ou i.i.d.?) podendo assumir
somente dois valores: 0 ou 1. Assume-se que o sinal é perfeitamente
transmitido ao receptor com uma dada probabilidade ou que a informa-
¢do é completamente perdida. Os trabalhos que utilizam um processo
de Bernoulli, em sua maioria, tém seu foco especificamente em canais
digitais com apagamento simples®. Por exemplo, Tatikonda e Mitter
(2004) demonstram que para um canal com apagamento, a taxa ma-
xima de insucesso que mantém o sistema estavel no sentido da média
quadratica estd diretamente relacionada aos polos instaveis da planta
através da seguinte relacao:

N 1
S G
na qual §* é a méxima taxa de perda de informagéo e A¥(A) sdo autova-

lores instéveis da matriz dindmica A do modelo de estados do sistema.

Representar a perda de pacotes como um processo de Bernoulli
é uma idealizagdo para facilitar a analise matemética do problema. O
roteamento e congestionamento da rede podem afetar a probabilidade
de recebimento, sendo interessante estimar essa real probabilidade de
perda de pacotes para que o projeto dos controladores seja menos con-
servador. No entanto, em alguns casos, considerar que a esperanca ma-

teméatica da taxa de perda seja conhecida é algo pouco pratico como

2
3

Do termo em inglés Erasure Channel
Do termo em inglés independent and identically distributed
4 Do terno em Inglés Simple Digital Erasure Channel
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enfatizado por Hu e Yan (2007). Em geral, a esperanca matematica
da perda de pacotes em um NCS é variante devido a complexidade
da rede, i.e., congestionamento pode causar uma variacao da taxa de
perda. Desta forma, se o projeto do sistema de controle for baseado
em uma dada esperanga matematica da taxa de perda de informacao,
pode ocorrer que o sistema se torne instavel ou que nao se garanta
um certo critério de desempenho com um valor de esperanca diferente
do utilizado no projeto. Entretanto, pode-se precisar qual é a maxima
esperanca matematica da perda de pacotes tal que seja garantida a
estabilidade do sistema no sentido da média quadratica. Logo, pode-se
utilizar de maneira conservadora esse limitante da taxa de perda para

fazer o projeto do controlador.

Uma maneira mais geral de representar a perda de pacotes em
uma rede é considerando uma cadeia de Markov, que pode ser mais
adequada para representar a perda de pacotes do que a distribuigao
binaria de Bernoulli pois é possivel representar a correlacao temporal
entre perdas consecutivas (SMITH; SEILER, 2003). Portanto, quando
se conhece a correlagao temporal entre perdas de pacotes consecutivas,
pode-se utilizar as cadeias de Markov (com dois ou mais estados) como
proposto nas referéncias (SMITH; SEILER, 2003), (HUANG; DEY,
2007), (HUANG; DEY, 2006) e (ZHANG; BOUKAS, 2009). Uma vez
que o sistema é invariante no tempo e a perda de pacotes é modelada
por uma cadeia de Markov, pode-se utilizar as ferramentas de andlise
desenvolvidas para sistemas lineares com saltos Markovianos (SEILER;
SENGUPTA, 2001). Por exemplo, no caso de estimacio de estados,
pode-se utilizar um estimador linear com saltos ao invés de considerar
um filtro de Kalman variante no tempo que possui um custo computaci-
onal relativamente maior (SMITH; SEILER, 2003). Para mais detalhes
sobre as propriedade dessa classe de sistemas o leitor pode se referir
aos trabalhos (MARITON, 1990) e (COSTA; FRAGOSO; MARQUES,
2005).

A modelagem por cadeia de Markov geralmente utiliza um ca-

deia com dois estados, como ilustrado Fig. 4a, no qual o estado R repre-
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senta o recebimento e L a perda da informacgdo. Observa-se na Fig. 4a
que a probabilidade de perda de pacote ap6s uma recepg¢ao é dada por
7 e a probabilidade de uma perda seguida de outra perda é dada por
a, com «,7 € [0,1]. Note que o efeito de um grande congestionamento
na rede pode ser modelado com a > . Redes que apresentam esse
comportamento sdo denominadas de canais com atenuagdo ® (FLET-
CHER; RANGAN; GOYAL, 2004). Para representar uma relagio mais
complexa entre as perdas, pode-se considerar cadeias de Markov com
mais estados como, por exemplo, cadeias de Markov com quatro e oito
estados. Veja, por exemplo, os diagramas de estado representados nas
Fig. 4b e Fig. 4c.

Figura 4 — Cadeia de Markov para comunicacao com perda de pacotes

(a) Dois estados (b) Quatro estados (c) Oito estados

@,

Fonte: (SMITH; SEILER 2003)

O processo de Bernoulli binario pode ser visto como um caso
especial de uma sequéncia binaria de Markov com a = ~. Tanto na
modelagem por uma distribui¢do de Bernoulli quanto em uma por ca-
deia de Markov, sabe-se que o nimero de perdas consecutivas pode ser
elevado o que resulta em uma perda de desempenho e até mesmo a ins-
tabilidade do sistema. Uma possivel solugdo para o problema de perda
de pacotes pode ser obtida utilizando técnicas de detecgao e tolerancia
a falhas (ZHANG et al., 2004; CHEN; XIAO; XU, 2006). Neste con-
texto, Xiong e Lam (2007) ¢ Wu e Chen (2007) analisaram o problema
de perda de pacotes limitada, considerando uma cadeia de Markov com

o numero de perdas consecutivas limitado.

Em contraste com modelos de perda de pacotes estocasticos,

varios pesquisadores utilizam uma abordagem deterministica conside-

5 Do termo em inglés Fading Channels
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rando sistemas chaveados para representar uma perda de pacote como,
por exemplo, a referencia (YU et al., 2004) que emprega subsistemas
com sequéncia de chaveamento arbitraria e finita. Diversos pesquisado-
res tém utilizado a mesma ideia que, em sua maioria, derivam condigoes
para se obter o niimero maximo para a taxa da perda de pacotes con-
secutivas que o sistema suporta sem apresentar instabilidade; veja, por
exemplo, (SAVKIN; PETERSEN, 1997), (YUE; HAN; PENG, 2004),
(NAGHSHTABRIZI; HESPANHA, 2005) e (DONKERS et al., 2011).
Para maiores detalhes sobre as propriedades e resultados em estabili-
dade e estabilizacao de NCS com perda de pacotes utilizando modelos
lineares chaveados, sugerem-se as referéncias (SUN; GE, 2005) e (LIN;
ANTSAKLIS, 2009).

Uma variacao da abordagem deterministica por sistemas cha-
veados para tratar a perda de pacotes, considera um modelo hibrido
sendo que o sistema com perda é representado por um sistema dina-
mico assincrono com restrigdes na taxa de mudanga nos eventos (HAS-
SIBI; BOYD; HOW, 1999). No modelo hibrido a dindmica continua
é descrita por equagoes diferenciais (ou por equagoes a diferencas no
caso de um sistema dindmico em tempo discreto), enquanto que a di-
namica discreta é descrita por um autéomato de tamanho finito, gover-
nado assincronamente por eventos discretos externos com variagoes pré
definidas. Diversas outras referéncias seguem essa mesma linha de tra-
balho como, por exemplo, (ZHANG; BRANICKY; PHILLIPS, 2001),
(RABELLO; BHAYA, 2003), (ZHANG; YU, 2007), (XU; HESPANHA,
2005) e (SUN; QIN, 2011).

Podem-se citar diversas outras referéncias que abordam o pro-
blema de perda de pacotes e que nao podem ser propriamente inclui-
dos nas linhas de trabalho acima detalhadas. Por exemplo, Seuret et
al. (2006) propdem modelar a perda através de atrasos na entrega da
informacdo. Uma visdo mais abrangente sobre estabilidade e estabili-
zagdo de sistemas sujeitos a perda de pacotes pode ser encontrada nos
trabalhos tutorias de Schenato et al. (2007) e Zampieri (2008).
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A seguir, apresenta-se o modelo mais geral de canal de comu-
nicagdo com atenuagdo como proposto em (ELIA, 2005) que serd ins-
trumental na apresentacao dos resultados de estabilidade de sistemas

de controle via rede com apagamento.

1.4.1 Modelo de um Canal de Comunicacdo com Apagamento

O conceito de uma rede com canal de comunicagdo com apa-
gamento foi introduzida por Elia e Eisenbeis (2004). Essa configuragao
possibilita o tratamento unificado de véarios problemas em NCS que
aparentam ser diferentes. A ideia béasica é descrever o controle via rede
como um sistema realimentado entre uma varidvel estocastica e um
sistema LTI deterministico (denominado na referéncia por LTI Mean

Network), assim possibilitando o uso de técnicas padroes para sistemas
LTI.

A Fig. 5 ilustra a estrutura geral de uma rede com canal sujeito
a atenuagao que consiste na interconexao entre um bloco deterministico
M (planta P, controlador K e rede N) e as varidveis estocasticas n e

A.

Figura 5 — Estrutura geral de uma rede com atenuagao.

A1.
ap
w i z
E yp: < i U
| P N g K
Up Yy
n

Fonte: (ELIA, 2005)
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Definigdo 1.1 (Elia e Eisenbeis (2011)). Uma rede com atenuagdo é
composta de duas partes: (i) uma rede média N, e (it) wma perturbagdo

estocdstica A.

Um rede média N € um sistema LTI em tempo discreto com

dimensao finita que mapeia

w
z
u U
— Up =N ,
Yp Yp
Y
n n

em que Yy, € saida da planta, u, € a entradas da planta, y é a entrada do
controlador, u € a saida do controlador e n € um ruido branco externo
independe de A. Os sinais w € RP e z € RP sdo varidveis de entrada
e saida internas que fazem a conerdo de N com A, i.e., mapeando

Z = w.

A wvaridvel estocdstica A, age como uwm operador multiplicativo
em z para resultar em w, i.e., wi(k) = Aj(k)z(k) parai =1,--- |p e
V' k>0, com os elementos A;(k) independentes (ndo necessariamente
igualmente distribuidos) em i para um k fixo e distribuido independen-
temente e igualitariamente em k para qualqueri =1,--- ,p, com média

nula e varidncia menor que o2, i.e.:

E{A;(k)} =0, e E{A;(k)?} <o® VE>0,

na qual E{-} representa o operador esperanca matemdtica.

No Capitulo 4, apresentam-se os resultados obtidos sobre ana-
lise de estabilidade e estabilizagao de um sistema de controle nao linear
quadratico via rede sujeito a perdas de informagao conforme a Defi-
nigdo 1.1. O canal de comunicacdo considerado é conhecido por canal
com apagamento, sendo tal canal modelado por uma distribuicao bi-
naria de Bernoulli. Também demonstra-se que esse resultado particu-
larizado para sistemas lineares é equivalente ao dual de um resultado
bem conhecido na literatura. Nesse capitulo, considera-se apenas uma

lei de controle por um realimentacdo de estados. Na secdo a seguir
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apresentam-se conceitos que motivaram o estudo da alocacao de recur-

sos da rede via variagdo do nimero de niveis utilizados na quantizacao.

1.5 Alocacdo de Recursos da Rede para Controle de Sistemas
Distribuidos

Sistemas embarcados tem evoluido no sentido, geralmente, de
uma maior distribuicao dos dispositivos que compdem o sistema, moti-
vando avancos na escalabilidade, facilidade de manutencao, modulari-
dade e requisitos de custo, alem de outros fatores (ARZEN; CERVIN;
HENRIKSSON, 2005). Como resultado, um crescente montante de in-
formagao é trocada entre os nés do sistema de comunicagido, assim au-
mentando a pressao sobre o planejamento/escalonamento da rede que
garanta interagoes dos dispositivos em tempo hébil. Isto é particular-
mente relevante para aplicagoes de controle distribuido, uma vez que
atrasos de rede sao indesejados e podem causar a instabilidade. Assim,
a abordagem de projeto mais cldssica para esses sistemas considera
os requisitos do pior caso em termos de quantidade de informacao e
frequéncia de comunicac¢do para um determinado subsistema ou n6 da
rede, i.e., as tarefas de controle acontecem entre periodos constantes de
tempo e sempre produzindo a mesma quantidade de informacéao. Infe-
lizmente, essa abordagem nao promove um uso eficiente dos recursos do
sistema, particularmente o uso da largura de banda disponivel, levando

a projetos ineficientes.

A eficiéncia no uso da largura de banda em controle de sistemas
distribuidos tem sido aperfeicoada usando abordagens flexiveis que con-
sideram requisitos médios e tomando medidas adequadas quando oca-
sionalmente sobrecargas ocorrem durante o tempo de execugdo. Um
exemplo dessa técnica de adaptacdo dindmica da taxa para a troca
de informacéo, i.e., periodo de amostragem do sistema de controle, é
apresentada em (ANTUNES et al., 2006) onde a taxa de comunicagiao
entre lagos de controle distribuidos se adapta de acordo com a largura

de banda e de processamento disponiveis na rede. Isso opoe-se as condi-
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¢oes de sobrecarga da rede através da reducao a taxa de transmissao nos
lacos de controle ao custo de uma possivel degradagdo no desempenho

do controle.

O ajuste da taxa de amostragem sobre condigoes de sobrecarga
da rede tem sido estudados ha um bom tempo. Considerando o uso de
um tUnico processador, os trabalhos (EKER; HAGANDER; ARZEN,
2000; CERVIN, 2003; HENRIKSSON; CERVIN, 2005) fazem o escalo-
namento dos lagos de realimentacao utilizando controladores LQ para
garantir a performance de controle enquanto mantem a escalonabili-
dade pré definida. No mesmo ambito, Colom (2003) e Buttazzo et al.
(2004) especificam diferentes conjuntos de intervalos de amostragem e
tempos de atraso para as malhas de controle, e com isso projetam um
controlador PID para cada caso. Durante a sua execugao, o escalonador
de tarefas determina a sintonia de um controlador PID de maneira a
garantir a escalonabilidade do conjunto de tarefas a serem executadas

mantendo certo nivel de desempenho para cada malha de controle.

Em (MARTT et al., 2004) apresenta-se um sistema de controle
via rede seguindo uma abordagem similar a apresentada em (COLOM,
2003) que utiliza uma técnica de comutagdo de controladores que sdo
escolhidos de acordo com o atraso presente entre o tempo de amos-
tragem e o instante de atuacdo em um dado instante de tempo. Em
(VELASCO et al., 2004), utiliza-se uma representagdo no espago de
estados aumentado para descrever a dindmica do sistema de controle
e da rede. A adaptacido das taxas utilizadas nas malhas de controle
é feita localmente evitando condigoes de sobrecarga. Similarmente, o
trabalho de (ANTUNES; PEDREIRAS; MOTA, 2005) trata de condi-
¢oes de sobrecarga em sistemas de controle distribuidos onde as malhas
de controle adaptam seus periodos de amostragem de acordo com as
condigoes da rede em cada instante. O chamado gerenciamento centra-
lizado é proposto em (ANTUNES et al., 2006) visando uma adaptagao
dos periodos de amostragem das mensagens de controle de forma cen-

tralizada.
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Observa-se nas técnicas de escalonamento acima que a taxa
de amostragem é variante no tempo. Uma outra forma de abordar o
problema gerenciamento da rede de comunicacdo em tempo de execu-
¢do para controlar é utilizar a largura de banda através da mudanca
no tamanho da mensagem enviada, ou seja, alterando a quantizagao
utilizada nos lagos de controle. No entanto, essa abordagem néo tem
sido explorada no contexto de gerenciamento dinamico da utilizagao da
largura de banda em sistemas de controle distribuidos, com excecao de
(LIU; XU, 2010) que propde a minimizacdo dos bits de informacao a
serem enviados a cada ciclo de controle satisfazendo os requirimentos de
desempenho do sistema de controle. Entretanto, nao é discutido como
essa quantizagdo deve ser feita. Em (HU; YUE, 2012) trata-se da mi-
nimizagao do uso dos recursos de comunicagao através de um projeto
de controle acionado por eventos para um sistema sob quantizagao,
onde essa quantizacao é definida como sendo logaritmica. Utilizando
o conceito de estabilidade entrada-estado (Input to State Stability —
ISS) o trabalho de (NESIC; LIBERZON, 2009) combina a quantizagao

dindmica e escalonamento temporal para as mensagens enviadas.

Os sistemas de controle modernos sao integrados por multiplas
malhas de realimentagao independentes que necessitam de garantias
de largura de banda em um dado instante de operacdo. Entretanto,
planejar o sistema de controle distribuido considerando os requisitos
no pior caso leva, muitas vezes, a um projeto ineficiente e caro. Isso
motivou o desenvolvimento da chamada adaptagdo dindmica da taxa
de transmissao, como uma técnica para melhora da interagao entre tais

sistemas provendo um uso eficiente da largura banda disponivel na rede.

A grande maioria dos trabalhos sobre este tépico utiliza a
adaptacdo da taxa de amostragem para gerenciar a largura de banda,
desprezando que uma adaptacdo semelhante poderia potencialmente
ser conseguida através do uso de quantizadores finitos o que também
alteraria o tamanho das varidveis de amostragem e de controle a serem
transmitidas. Por outro lado, a maior parte dos estudos sobre quan-

tizagdo nao considera a qualidade do servigco de rede ou a adaptacao
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da largura de banda mas somente o impacto gerado na estabilidade do
sistema pelo erro de quantizacao. Isso motiva o inicio do estudo sobre

alocacao de recursos da rede utilizando quantizacao.

No Capitulo 5, descreve-se uma metodologia para a possivel
aplicacao dos resultados obtidos na estabilizacao de sistemas sob quan-
tizagdo no escalonamento de redes de controle distribuidas. Estuda-se a
vantagem de utilizar quantizadores com alocacido dindmica do nimero
de bits de maneira a disponibilizar largura de banda adicional para ou-
tras aplicagdes quando necessario. Em outras palavras, uma malha de
controle que necessita enviar uma mensagem que demanda um grande
nimero bits pode, momentaneamente, utilizar um quantizador com um

numero reduzido de bits, assim liberando banda para outras aplicagoes.
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2 Sistemas Lineares Quantizados

A abordagem apresentada neste capitulo para tratar o pro-
blema de andlise de estabilidade de sistemas de controle lineares sujei-
tos a quantizacao finita nos canais de entrada e saida se baseia em dois
resultados anteriores propostos por Coutinho, Fu e de Souza (2010) e
de Souza, Coutinho e Fu (2010). Por este motivo, apresenta-se inicial-
mente uma revisao desses trabalhos para uma melhor compreensao por

parte do leitor.

No trabalho de Coutinho, Fu e de Souza (2010), a aborda-
gem por setor para sistemas quantizados é estendida para tratar o pro-
blema de quantizagao dos canais de entrada e saida para sistemas line-
ares SISO em tempo discreto. Basicamente, nesse trabalho, utiliza-se
uma representacdo na forma LFT (Linear Fractional Transformation)
e uma condic¢ao de setor multivariavel. Em particular, aborda-se o pro-
blema de estabilidade e projeto de controle por realimentacao de saida
considerando quantizadores logaritmicos ideais. Por fim, demonstra-
se nesse trabalho que, através da modelagem por condigcao setor dos
quantizadores logaritmicos ideias, o problema de sistema de controle
sob quantizacdo logaritmica pode ser tratado como um problema de
controle robusto na qual as incertezas pertencem a uma condicao de
setor multivariavel. Nesse trabalho, demonstra-se que o resultado nao
é conservador em termos da nocao de estabilidade quadratica, pois o

resultado obtido se baseia em uma condi¢ao necessaria e suficiente.

Apesar das propriedades de um quantizador ideal facilitarem
a analise de estabilidade de sistema quantizados, os resultados obti-
dos pela abordagem por setor nao podem ser aplicados na pratica pois
seria necessario um numero infinito de niveis de quantizacao. Na pra-
tica, onde os canais de comunicagdo tem uma largura de banda finita,

pode-se limitar a amplitude maxima (maior nivel de quantizagio) do
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quantizador e truncar os niveis de quantizagao préximos a origem (valo-
res proximos a zero sao considerados zero). Desta forma o quantizador
passara a ter um numero finito de niveis. Visando a manutencao da
baixa complexidade de quantizadores logaritmicos, de Souza, Coutinho
e Fu (2010) propuseram a utilizacdo de quantizadores estaticos com um
nimero finito de niveis de quantizacao. No entanto, nesse caso, o NCS
nao serd assintoticamente estével por causa do o truncamento feito nas
proximidades da da origem. Nesse cenario, os valores préximos a ori-
gem sdo zero e o sistema de controle opera em malha aberta, assim nao
é possivel garantir a convergéncia assintética para a origem. Contudo,
pode-se garantir que a trajetoria do sistema convergird para uma re-
gido proxima a origem ( ponto de equilibrio do sistema), sendo que o

tamanho do atrator dependerd do niimero de niveis do quantizador.

Mais precisamente, em (DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010),
considerou-se a existéncia de um tinico quantizador na malha de con-
trole (sinal de atuagdo ou medicdo) tanto nos casos de realimentacao
de estados quanto de saida. Supondo que o controlador e o quantiza-
dor sejam a priori conhecidos, estima-se, utilizando condi¢oes na forma
de desigualdades matriciais lineares ou LMIs do inglés Linear Matrix
Inequalities, um conjunto de condic¢bes iniciais admissiveis e um con-
junto atrator na vizinhanga da origem tal que todas as trajetérias dos
estados iniciando no primeiro conjunto irdo convergir, em um tempo
finito, para o atrator e ali permanecerao. Tal conceito de estabilidade é
conhecido como estabilidade pratica. Quando, o controlador e os con-
juntos de condigoes iniciais e atrator sao conhecidos, um problema de
otimizagao é proposto para projetar um quantizador que assegure a es-
tabilidade do sistema dentro do conceito da estabilidade pratica. Nesse
trabalho, através de um problema de otimizacdo convexo também sao
propostas condi¢oes de projeto do quantizador que minimiza o niimero

de niveis (ou de forma equivalente o ntimero de bits).

Todavia, os componentes de um NCS podem trocar informa-
¢oes (sinal de controle e medicao) através da utilizagdo do mesmo ca-

nal de comunicagao. Do trabalho de Coutinho, Fu e de Souza (2010)
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conclui-se que quando a condi¢do de estabilidade torna-se multivaria-
vel hd um aumento na complexidade da analise da estabilidade pratica
de sistemas com quantizacao logaritmica finita nos canais de entrada
e saida. Pode-se dizer que a primeira contribuicao deste trabalho, em
(MAESTRELLI; COUTINHO; DE SOUZA, 2012) e (MAESTRELLI;
COUTINHO; DE SOUZA, 2015), foi na dire¢ao de propor uma solugao
para o problema de andlise de estabilidade de sistemas de controle su-
jeitos a quantizagao finita nos canais de entrada e saida. Como mencio-
nado anteriormente, a presenga de dois quantizadores torna o problema
de andlise de estabilidade mais complexo comparado aos resultados pro-
postos em (ELIA; MITTER, 2001) e (DE SOUZA; COUTINHO; FU,
2010).

Na sequéncia é feita uma revisdo sobre os trabalhos acima re-
ferenciados, além da proposicao do resultado de andlise de estabilidade
para sistemas lineares SISO em tempo discreto sujeitos a quantizagdo

finita nos canais de entrada e saida.

2.1 Estabilidade com Quantizadores Logaritmicos |deais

Considere o sistema realimentado sob quantizagao ilustrado na

Fig. 6, representado pelo seguinte modelo em espaco de estados:

{ a(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 21)

y(k) = Cux(k)

no qual x € R™ é o estado, u € R é a entrada de controle, y € R é a
saida do sistema, e A, B, e C sao matrizes dadas com dimensoes apro-
priadas. Associado ao sistema acima, considere o seguinte controlador
dindmico:

{ E(k+1) = AlL(k) + Bev(k) (2.2)
w(k) = Cet(k) ’ '

no qual £ € R" é o estado do controlador, v € R é a entrada do
controlador, w € R é a saida do controlador, e A., B. e C,. sdo matrizes

constantes com dimensoes apropriadas.
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Figura 6 — Sistema de controle realimentado com quantizagdo de en-
trada e saida.

ulk) Sistema, y(k)

Q2(") Q1(+)

w(k v(k
) Controlador )

Fonte: Elaborada pelo autor

O sistema e o controlador sdo conectados através de quanti-
zadores como ilustrado na Fig. 6, sendo que os quantizadores, neste

momento, sao supostos ideais de acordo com a seguinte lei construtiva:

j Pl Pl
P; i s sy <V S ssye
j=0,41,42,...
Qz(v) = y (23)
0, se v=20

—Qi(-v), sev<O0
em que 0 < p; < 1 é a densidade de quantizagdo do quantizador Q;(-),

w; € um pardmetro de escalonamento e 6; = (1 — p;)/(1 + p;).

Fu e Xie (2005) ao aplicar uma condigao de setor como apre-
sentado na Secaol.3.2, propuseram as seguintes formas de acoplamento

sistema-controlador:

Configuracao I O sinal de saida do sistema sofre quantizagao, i.e.,
v(k) = Q1(y(k)), mas o sinal de controle ndo é quantizado, i.e.,
u(k) = w(k).

Configuragao II O sinal de saida do sistema nao é quantizado, i.e.,

v(k) = y(k), mas o sinal de saida do controlador sofre quantiza-
¢ao, i.e., u(k) = Q2(w(k)).
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A seguir, apresenta-se o resultado de estabilidade no contexto

acima.

Teorema 2.1 ((FU; XIE, 2005)). Considere o sistema definido em
Eq. (2.1) com um quantizador seja na Configuracio I ou II. Para uma
dada densidade de quantizacio p, o sistema em malha fechada é qua-
draticamente estabilizdvel pelo controlador Eq. (2.2), se e somente se o

sequinte sistema auxiliar

{ 2(k+1) = Az(k) + Buw(k)

v(k) = (1+A)Cxz(k)
para a Configuracdo I, ou

{x%+UAM@+BQ+Amw)
v(k) = Cx(k) ’

para a Configuraciao II, for quadraticamente estabilizavel pelo contro-
lador definido pela Eq. (2.2) para todo A satisfazendo |A| < 6§, com
d=(1-p)/(14p). Em ambas as configuragies o maior setor admis-
stvel dup (ou de forma equivalente a menor densidade de quantizacdo

admissivel pin), € dado por

R
‘ inf{|G(2)]]oo
com K = (A, Be, D) e
S G(2)H(z)
CE) =1 =emaR)
G(2)=C(2I —A)™'B, H(z)=Cu(2I —A,) 'B.. O

O resultado acima estabelece que a abordagem por setor nao
é conservadora para tratar o problema de estabilizacdo de sistemas
lineares sujeitos a um tunico quantizador logaritmico ideal, além de
possibilitar uma forma alternativa para caracterizar a densidade de
quantizagdo minima que garante a estabilidade quadratica do sistema
de controle que é mais apropriada para ser tratada numericamente do

que a condigdo na Eq. (1.5) proposta por Elia e Mitter (2001).
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A seguir, apresenta-se o resultado proposto por Coutinho, Fu e
de Souza (2010) para tratar o caso no qual os canais de entrada e saida
sdo quantizados, considerando dois quantizadores logaritmicos ideais
distintos Q1 (-) e Q2(-). Em outras palavras, o sistema da Eq. (2.1) e o

controlador na Eq. (2.2) s@o conectados pelas seguintes relagoes:
v(k) = Q1(y(k)), u(k) = Qa(w(k)). (2.4)

Teorema 2.2 ((COUTINHO; FU; DE SOUZA, 2010)). O sistema rea-
limentado Eq. (2.1)-Eq. (2.4), no qual Q1(-) e Q2(-) sdo quantizadores
logaritmicos ideais com densidades de quantiza¢io py e pa, respecti-
vamente, ¢ quadraticamente estdvel se e somente existir uma matriz

P >0 tal que:
A(Al,AQ),PA(Al,AQ) —P< O, v Al, AQ : ‘A1| S 51, ‘A2| S 52,
comd; = (1—p))/(1+p;),i=1,2, ¢

A B(1+ Ag)C.
B.(1+A)C A,

A(AL, Ay) = O

O Teorema 2.2 estabelece que o problema de estabilizagdo qua-
drética para sistemas realimentados com quantizagao logaritmica ideal
na entrada e na saida pode ser transformado, sem conservadorismo,
em um problema de controle robusto. Especificamente, o sistema da
Eq. (2.1) é quadraticamente estabilizavel através de um controlador de
realimentacao de saida Eq. (2.2) satisfazendo a relagao de interconexao

da Eq. (2.4) se e somente se o seguinte sistema com incertezas:

z(k+1) Az(k) + B(1 + Ag)w(k)
v(k) = (14 A1)Cx(k) ’

no qual A; e Ay sdo pardmetros incertos tais que |A;| < &;, i = 1,2,
for quadraticamente estabilizavel através do controlador da Eq. (2.2).
Note que as densidades de quantizacao dos quantizadores ideais devem

ser conhecidas a priori.

Em outras palavras, o resultado do Teorema 2.2 na analise

da estabilidade quadritica de um sistema incerto tal qual Z(k + 1) =
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A(A1,A2)Z(k) com os parametros de incerteza A; e Ay satisfazendo

|A;] < d;, i = 1,2 ndo é conservador. Ou seja, a condigdo de setor
[Qi(v) = (1 =6)v) ] [Qi(v) — (1 +d)v] <0, i=1,2,

representa com precisdo a funcdo nao linear @Q;(v) considerando a nogao

de estabilidade quadratica.

2.2 Estabilidade para um Unico Quantizador Logaritmico Fi-

nito

de Souza, Coutinho e Fu (2010) propuseram condigoes base-
adas em LMIs para analisar a estabilidade de um sistema sujeito a
quantizacao considerando que apenas um dos canais da realimentagao
é quantizado supondo um quantizador estatico e logaritmico com nu-
mero finitos de niveis de quantizacdo. Nesse trabalho, condi¢bes em
termos de LMIs foram propostas garantindo que a trajetéria dos es-
tados do sistema convirja, em um tempo finito, para uma pequena
vizinhanga da origem do sistema. Essas condigbes foram obtidas utili-
zando uma condicdo de setor e a nocao de estabilidade a ser definida
a seguir, considerando a conexao sistema-controlador da Configuragao
I, ie. v(k) = Q1(y(k)) e u(k) = w(k), ou da Configuracao II, i.e.
o(k) = y(k) e u(k) = Qs(w(k)).

Os niveis de quantizagdo de Q1 e Q2 sdo definidos pelo seguinte

conjunto finito:

Qi = {imw 1My 4 :pguz’j = 071,2,... ;Ni _ 1} U{O},
pi€(0,1), i=1,2, (2.5)

sendo IN; o nimero de niveis ndo negativos de quantizacao, y; 0 maior
nivel admissivel de quantizagéo (i.e., o valor de saturagdo do quantiza-

dor), e p; a densidade de quantizagcao.

Um quantizador logaritmico que implementa o alfabeto finito

acima é ilustrado na Fig. 7, sendo a lei de construgao definida da se-
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guinte formas:
s se v > ﬁ,
j Pl s Pl
Pi i e ey <V S Sy
Qi(v) = J=01,.. Ni=1 . (26)

0, se 0<v<eg

—Qi(-v), se v<0

com 1

L—pi PN i
0; = , € ="———i=1,2. 2.7
T lr T w6 (27)
Tendo em vista a definicdo acima, o niimero total de niveis do quanti-

zador Q;(+) é dado por 2N; + 1, com

Figura 7 — Quantizador logaritmico com finitos niveis de quantizacao.

Qi(v) =
Qi(v) 4 Qi(v) = (1+8;)v W ) = (= s
Hi
1—p;
b= 155

cy

€
Fonte: Elaborada pelo autor
Agora considere o seguinte o modelo de estados aumentado
que representa o sistema da Eq. (2.1) com o controlador da Eq. (2.2)

e somente com a presencade um unico quantizador Q;(-) para ¢ =1 ou

k) = Cick) | (29)

i=2: { Ck+1) = AiC(k) + BiQi(r(k))
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sendo ¢ € R™ o estado do sistema auxilar, @Q;(-) a fungdo de quanti-
zagao definida em Eq. (2.6) e o indice ¢ é determinado de acordo com
a configuracao de realimentagao utilizada. Mais especificamente, i = 1
se refere a Configuracdo I e i = 2 se refere a Configuragao II. Com

algumas manipulagoes algébricas, chega-se a seguinte representacao:

gZ[I/ El]lv n; =n+ Ne, 7::172’

A  BC. A 0
Al - 5 2 = 3
0 A B.C A,
0 B
B = B By = )
! B, 2 0

a=[c o], e=l0 c]

Para caracterizar a estabilidade do sistema em malha fechada
da Eq. (2.9) com o quantizador logaritmico da Eq. (2.6), considere os

seguintes conjuntos:
B=i{CeR™:|Ci¢] < u(l—8)"), (2.10)
C={CeR™:|C(| <€}, (2.11)

para ¢ = 1,2 dependendo da configuracao de realimentacao conside-

rada, sendo ¢, € e p pardmetros do quantizador na Eq. (2.6).

Os conjuntos B e C definem respectivamente o maior e
menor niveis de quantizagdo. Esses conjuntos nao sao limi-
tados ao longo das diregoes dos vetores de uma base orto-
gonal ao espago nulo de C;, contudo sdo limitados por dois
hiperplanos ortogonais a C; e simétricos em relagdo & ori-
gem (ver Fig. 8). A distdncia entre esses hiperplanos é de
211;/(1 = 8;)4/C;C! para o conjunto B e de 2¢;/,/C;C! para
o conjunto C. Se o estado do sistema da Eq. (2.9) perten-
cer ao conjunto C, entdo Q;(C;¢) = 0 e portanto o sinal de
entrada no préximo instante de tempo serd zero. Assim, ge-

ralmente, a trajetéria dos estados ( nao ird convergir para
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a origem, logo a estabilidade quadratica nao é assegurada.
(DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010)

Para contornar essa situagao e motivado pela nogao de estabi-
lidade préatica usada por Elia e Mitter (2001), de Souza, Coutinho e Fu
(2010) propuseram uma condigdo de estabilidade quadrética no sentido
amplo (do termo original wide quadratic stability), para caracterizar que
a trajetoria do sistema converge para uma regiao na vizinhancga da ori-
gem. As condigbes que definem a estabilidade quadratica no sentido

amplo sdo dadas por duas fungdes quadraticas como definidas a seguir:

V(¢) =(¢'P¢ Vu(Q) = ('Pug, Pu> P >0, (2.12)
com (¢ sendo definido na Eq. (2.10).

A partir das fungoes acima sao definidos os seguintes conjuntos

D={CeR™ V() <1}, (2.13)
A={CeR™ :V,(¢) <1}, (2.14)
C, ={CeC:DVy(C) >0}, (2.15)

com a notagdo Dg(¢(k)) significando a variagdo em tempo discreto para
uma fungdo real g(-), i.e., Dg(¢(k)) := g(¢(k + 1)) — g(¢(k)). Como
serd demonstrado a seguir, D define um conjunto de condic¢des iniciais
para os quais a trajetéria dos estados convergird para o conjunto A,
denominando de conjunto atrator. C,, representa o conjunto que engloba
as trajetorias do sistema operando em malha aberta (i.e., Q;(-) =0, i =
1,2). Em particular, se a planta for instdvel em malha aberta, entao a
trajetéria dos estados diverge da origem para ((k) € C,, como ilustrado

na Fig. 8, mas permanece confinada a regido .A.

Antes de apresentar a nocao de estabilidade quadratica no sen-
tido amplo como proposta em (DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010),
considere para dois conjunto F e G, com G C F, a notagdo F\G que

significa F excluindo G.

Definigao 2.1. Considere o sistema em malha fechada da Eq. (2.9)

com uma realimentacdo de saida na Configuracio I ou II. Este sis-
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Figura 8 — Representac@o dos conjuntos B, C, D, A e C,,.

$2'

Fonte: Elaborada pelo autor

tema é quadraticamente estavel no sentido amplo, se existirem funcoes
quadrdticas V() e V4({), como em Eq. (2.12), tais que as seguintes

condigoes sejam satisfeitas

AcCD, DcCB, (
DV(¢) <0, V(eD\C, (
DV,(¢) <0, V(e A\C,p, (2.18
C(k+1) € A sempre que ((k) € C,. (

A Definigao 2.1 implica que para qualquer condigao inicial per-
tencente a D, a trajetoria do sistema Eq. (2.9) entrard, em um tempo
finito, em A e permanecerd dentro desse conjunto. Entao, A é dito atra-
tor de D, que por sua vez é o conjunto de condi¢bes iniciais admissiveis
para os estados do sistema da Eq. (2.9). Apesar da nocao de esta-
bilidade quadratica no sentido amplo ser inspirada e similar & nogao
de estabilidade pratica, essa ultima utiliza dois elipsoides de mesmo
formato para os conjuntos D e A, enquanto a noc¢do de estabilidade
quadrética no sentido amplo possibilita o uso de elipsoides de formatos

diferentes para D e A, o que é desejado devido ao formado do conjunto
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B (DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010).

A seguir, apresenta-se de forma resumida o desenvolvimento de
condigoes em termos de LMIs que garantem a estabilidade quadratica
no sentido amplo. Para tal, considere o sistema em malha fechada da

Eq. (2.9). Portanto, considerando Eq. (2.17) tem-se que

[ ¢ ¢
Qi(r) Qi(r)

para todo ¢ € B\C, Q;(r) satisfazendo a seguinte condicdo de setor
(FU; XIE, 2005):

[Qi(r) — (1 —6)r)[Qi(r) — (14 d;)r] < 0. (2.21)

!

AlPA;— P A/PB;
B/PA,  B!PB;

] <0, (2.20)

Assim, a condigdo da Eq. (2.17) é satisfeita se e somente se
a desigualdade da Eq. (2.20) é satisfeita sujeita a Eq. (2.21). Logo,
aplicando o Procedimento-S (BOYD et al., 1994), obtém-se:
!/
B;PA;+T101 B;PBz —T1

¢

Qi(r)] =%
(2.22)

em que 71 > 0 é um multiplicador a ser determinado introduzido pelo

l ¢
Qi(r)

Procedimento-S. Observa-se que substituindo P e 7y na desigualdade da
Eq. (2.22) por P, e 19 garante-se a satisfacio da condigao DV, (¢) < 0,
vV ( € A\C,. Esta ultima em conjunto com as condigdes da Eq. (2.16) e
levando em consideracdo a definigdo do conjunto C, garantem a fac-
tibilidade da Eq. (2.18). Além disso, as condicoes das Eq. (2.18) e
Eq. (2.19) garantem que o conjunto C, é limitado e estd contido em
A, caso contrario a trajetéria de (k) eventualmente poderia sair do
atrator A.

A seguir, apresentam-se as condigoes na forma de LMIs que

garantem a a estabilidade quadratica no sentido amplo.

Teorema 2.3 ((DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010)). Seja Q(-) um
quantizador finito como definido na Eq. (2.6), sendo p, p e N dados.
Considere o sistema Eq. (2.1) e uma lei de controle por realimenta-

¢io de saida como definida pela Eq. (2.2), na Configuracio I ou II. O
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sistema em malha fechada da Eq. (2.9) € quadraticamente estdvel no
sentido amplo se existirem matrizes P e P, e escalares 11,72, T3 € Ty

satisfazendo as sequintes desigualdades matriciais:

P,—P>0,P>0,75—74,2>0,7,>0, j=1,23/4,  (2.23)

P —(1-6)*u;%CIC; >0, (2.24)

AlPA;, — P—1(1-6%C!C; APB; c!
i 7 )Ci B NCH g (2.95)

B;PA; + 71 B;PB1 —T1
AP, A; — P, — 75(1 — 62)CIC; AP, B; c!

i 72( )Ci el TG (9 .96)

BZ/-P,IA; + 1 C; ngaBi — To
Py + 146, 2CIC; — (1 + 13) A;P, Ay > 0, (2.27)

para i = 1,2 dependendo da configuragdo de realimentacao a ser usada,

sendo a relagio § com p e a defini¢io de € dados pela Eq. (2.7). O

Note que o conjunto de condigoes iniciais admissiveis D dado
pela Eq. (2.13) é relacionado com a matriz P e o conjunto atrator A

definido na Eq. (2.14)relacionado com a matriz P,.

Observagdo 2.1. No Teorema 2.3 o controlador e o quantizador Q;(+)
sdo considerados conhecidos a priori. Uma possibilidade para determi-
nar o controlador é através do Teorema 2.2. Neste caso, escolhe-se a
densidade de quantiza¢do p para o quantizador finito tal que, p > pint,
em que pins € a menor densidade de quantizagdo obtida com a aplicacdo
do Teorema 2.3 (ou a maior condicdo de setor dgyp obtido com a apli-
cagao do Teorema 2.1). O nivel superior de quantizacio p e o nivel de
quantizagdo zero € sdo selecionados pelo projetista. De acordo com (DE
SOUZA; COUTINHO; FU, 2010) para um dado p o Teorema 2.3 pode
ser utilizado para determinar o valor mdzrimo para o nivel de quanti-
zagdo zero (e) que consequentemente leva ao menor nimero de niveis
(N ) possivel. Ou seja, a busca pelo o maior valor de € > 0 tal que as
desigualdades do Teorema 2.3 sejam factiveis leva ao menor nimero
de niveis N que mantem o sistema quadraticamente estavel no sen-

tido amplo quando o maior nivel de quantizagdo p é fizrado. Também
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é importante notar que a desigualdade da Eq. (2.27) ndo é conjunta-
mente convexa em 13 e P,. Todavia, é possivel tornar as condicoes das
Eq. (2.23)-Eq. (2.27) em LMIs conjuntamente convexas ao se definir
um valor para o parametros escalar 3. Ao se realizar uma busca linear

em T3 pode-se otimizd-lo de forma iterativa. O

Em geral, deseja-se obter uma estimativa de maior volume pos-
sivel para o conjunto D, ou, de maneira similar, uma estimativa de
menor volume possivel para o conjunto A. Como D é um elipsoide,
uma abordagem para maximizar aproximadamente o seu volume é mi-
nimizando o trago da matriz P (i.e., tr(P)). A motivagdo para tal vem
do fato que tr(P~1!) é o somatério do quadrado dos comprimentos dos
semi-eixos do elipsoide D (BOYD et al., 1994). Portanto, o volume do
conjunto D é aproximadamente maximizado através do seguinte pro-
blema de otimizagao:

717P7Pu1211{1T2,737T4 v, sujeito & Eq. (2.23)-Eq. (2.27) e

v —tr(P)>0. (2.28)

Analogamente, para minimizar aproximadamente o volume de
A é necessério maximizar tr(P,), ou seja, resolver o seguinte problema
de otimizacao:
max 2, sujeito a Eq. (2.23)-Eq. (2.27) e
Y2,P,Pa,T1,72,73,T4

tr(P,) —v2 >0. (2.29)

Pode-se, também, otimizar conjuntamente os volumes dos con-
juntos D e A minimizando v := 7;/72. Tal problema de otimizagio

pode ser formulado como apresentado a seguir.

Primeiro, considere as seguintes defini¢oes:

ﬁ:7_1, X =rP, X,=kKF,, oj=rT1;, j=1,2,4, a3 =73,

nas quais P, P,, 71, T2, T3, T4 sdo como definidos pelas Eq. (2.23)-Eq. (2.27).
Multiplicando as Eq. (2.23)-Eq. (2.27), Eq. (2.28) e Eq. (2.29) por &,
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obtém-se:

v—tr(X) >0, tr(X,) —1>0, (2.30)
Xo—X>0, X>0, asgk—0s >0, a; >0, j=1,2,34, (2.31)

X — k(1 —6;)2u"2CIC; > 0, (2.32)
A;XAZ - X - a1(1 - 53)0{6& A;XB, + 01101( <0, (233)
BZ/XA; + alCZ- B;XBZ —
ALX A; — Xy — (1 —62)CIC;  ALX,B; Ci
i 042( z) i i + azC; <0, (234)
B;XGA; + axC; B;XaBz — Q3
Xo + aue; ?Cl0; — (1 + az) AL X, A; > 0. (2.35)

Entao, o problema de otimizac¢ao para minimizar y é formulado

na seguinte maneira:
%K)X7Xar’r(1xi11}a2)a37a4 v, sujeito & Eq. (2.31)-Eq. (2.35) e & > 0. (2.36)
As consideragoes feitas na Observagao 2.1 também se aplicam
aos problemas de otimizagao apresentados anteriormente. Note que os
resultados acima apresentados também sao validos para o caso da lei
de controle ser realizada via realimentagdo de estados e a quantiza-
gdo ocorrer no sinal de controle (u(k) = Q2(Kx(k))). Neste caso, no
Teorema 2.3, consideram-se as seguintes defini¢oes para as matrizes
A; = A, B, = B e C; = K do sistema auxiliar Eq. (2.9), onde K é o

ganho do controle por realimentacao de estados.

2.3 Estabilidade Considerando Dois Quantizadores Logaritmi-

cos Finitos

A primeira contribui¢do desta tese foi apresentada nas refe-
réncias (MAESTRELLIL; COUTINHO; DE SOUZA, 2012) e (MAES-
TRELLI; COUTINHO; DE SOUZA, 2015). Nesses trabalhos, abordou-
se o problema de estabilidade de sistemas sujeitos a quantizagdo nos

canais de entrada e saida considerando quantizadores logaritmicos com



54 Capitulo 2. Sistemas Lineares Quantizados

niveis finitos de quantizacdo. A existéncia de dois quantizadores na ma-
lha de realimentacdo torna o problema mais complexo, pois a condigdo
de setor é multivariavel e existem diversas regides no espago de estado

associadas as regioes de saturacao e nivel zero dos dois quantizadores.

Em particular, considera-se que o sistema da Eq. (2.1) e o
controlador da Eq. (2.2) sejam interligados de acordo com a relagao
da Eq. (2.4). Na sequéncia, derivam-se as condigdes que asseguram
a estabilidade quadratica no sentido amplo para o sistema em malha

fechada com dois quantizadores logaritmicos com niveis finitos.

Considere o sistema de controle ilustrado na Fig. 6. Os conjun-
tos que definem os quantizadores Q1 (-) e Q2(+) sao dados pela Eq. (2.5),
e seguem a lei de construgdo dada pela Eq. (2.6). Assume-se que os
quantizadores Q1(-) e Q2(-) sdo independentes e possivelmente dife-
rentes, i.e., os parametros p;, u; € N;, i = 1,2 podem ser diferentes.
Neste caso, considere o seguinte modelo de estados aumentado que re-
presenta o sistema realimentado composto pelas Eq. (2.1) e Eq. (2.2)

com interligagdo definida na Eq. (2.4):
(k) + Bap(k)
)

a€
q(k) = CaC(k
p(k) = Qalq(k))

, (2.37)

com
Bl e )
C_ bl p_ - bl CI— - bl
3 D2 u g2 w
A=t O B |0 B,@zr ], (2.38)
0 A, B. 0 0 c
Q1(y) 0

Seguindo os passos da demonstragdo das condigdes que ga-
rantem a estabilidade quadrdtica no sentido amplo proposto em (DE
SOUZA; COUTINHO; FU, 2010) e associado ao sistema da Eq. (2.37),
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definem-se os seguintes conjuntos:

Bi= {C € R Col < mi/(1-00)), i=1,2,  (239)
Ci = {CeR™ :|C,,¢| < ¢},i=1,2. (2.40)

nos quais n¢e = n4n. e C,, denota a i-ésima linha da matriz Cg, a saber

Ca1:[C 0]’ Ctzz:[o Oc]

De forma andloga aos conjuntos B e C definidos respectiva-
mente nas Eq. (2.10) e Eq. (2.11), os conjuntos B; e C; sao relacionados
respectivamente ao maior e menor niveis de quantizacao dos quantiza-
dores Q;, i1=1, 2. Estes conjuntos sdo simétricos com relagdo a origem,
e ilimitados na direcdo dos vetores de uma base ortogonal ao espaco

nulo de Cy,, e sdo limitados por dois hiper-planos ortonormais a CY, .

Sabe-se que se a trajetéria (k) do sistema auxiliar pertencer a
C1 NC4 o valor da saida do quantizador é igual a zero, i.e., Q;(q(k))=0
para i = 1,2. Logo, o sinal de entrada p(k) do sistema auxiliar da
Eq. (2.37) também é zero . Consequentemente, a trajetéria de ((k)
ndo ird necessariamente convergir para a origem e assim a estabilidade

quadratica ndo pode ser garantida.

Para caracterizar uma defini¢do para a estabilidade do sistema
Eq. (2.37) com dois quantizadores finitos, sejam as fungdes quadraticas
V(¢) e V4(¢) definidas na Eq. (2.12), o conjunto de condigdes iniciais D
definido pela Eq. (2.13), o conjunto atrator A definido pela Eq. (2.14)

e o conjunto C,, como redefinido a seguir:
Cp={C€C1UCy: DV,(¢) >0} . (2.41)

Abaixo, apresenta-se a definicdo de estabilidade quadratica no sentido

amplo dentro do contexto de dois quantizadores finitos.

Definigao 2.2. O sistema em malha fechada com quantizacdo em am-
bos o0s canais como apresentado pela Eq. (2.37) é dito ser quadratica-

mente estdvel no sentido amplo, se existirem fungoes quadrdticas V ({) e
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Va(C) como definidas na Eq. (2.12) satisfazendo as sequintes condigoes:

ACD, DCB;, i=12 (2.42)
DV (¢) <0, V(e B\(CiUCy), (2.43)
DV,(¢) <0, V(e A\Cy, (2.44)
C(k+1)e A sempre que ((k)€C,. (2.45)

No intuito de obter uma caracterizacdo numericamente tra-
tavel para a estabilidade quadratica no sentido amplo para o sistema
da Eq. (2.37), primeiro observa-se que a condi¢cao DV ({) <0 pode ser

reescrita como descrito abaixo:
¢ A PA,— P A,PB,
P B! PA, B! PB,

/

¢
p

< 0. (2.46)

Além disso, note que para ¢ € B\(C; UCz), o vetor de entrada
p(k) do sistema da Eq. (2.37) satisfaz a seguinte condi¢do de setor
multivaridvel (TARBOURIECH et al., 2011):

[p—Aq)'T[p—Aq] <0, (2.47)

na qual 7' > 0 é uma matriz diagonal a ser determinada e

(1—6,) 0 ] A
0 (1—4d2)

(14 61) 0
0 (14 62)

>

Agora, suponha que a condi¢do D C B; é satisfeita para i =
1,2. Entdo, a condigdo da Eq. (2.43) estard satisfeita se a desigual-
dade da Eq. (2.46) for também satisfeita sujeita a condigdo de setor
multivaridvel definida na Eq. (2.47), o que é garantido pela seguinte
desigualdade: ,
¢
p

T, T,
To Ty

¢
P

] <0, (2.48)
na qual

T, = A PA, — P - C/(ATA + ATA)C,,
Ty = B/PA,+T(A+A)C,, Ys=B,PB,—2T.
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De forma semelhante, para assegurar a condicdo da Eq. (2.43)

a seguinte desigualdade deve ser considerada:
/

¢ ¢

p p

Y., Y

asz

<0, (2.49)
Taz Ta;g

com
Y., = A, P,A, — P, — C'(AT,A + AT,A)C,,
Yo, = B.PyAq + To(A + A)Cy, Yo, = B,P,B, — 2T,.

As desigualdades das Eq. (2.48) e Eq. (2.49), juntamente com
a Eq. (2.42) e a definigdo do conjunto C, da Eq. (2.41) asseguram a
factibilidade da condigdo da Eq. (2.44). Além disso, as condigoes das
Eq. (2.44) e Eq. (2.45) garantem que C,, é limitado e C,, C A, caso
contrario ((k) eventualmente poderia deixar A. Tendo em vista essas

consideragoes, obtém-se o seguinte resultado de estabilidade.

Teorema 2.4. Considere o sistema da Eq. (2.1), com o controlador da
Eq. (2.2) conhecido e uma lei de controle definida pela Eq. (2.4), com
quantizadores logaritmicos Q1(:) e Q2(-) como definidos na Egq. (2.6),
sendo que p;, p; e N; dados. O sistema em malha fechada da Eq. (2.37)
€ quadraticamente estdvel no sentido amplo se existirem matrizes simé-
tricas P e P,, matrizes diagonais T >0 e T, >0, e escalares 7,7;,T;, T;

e Ti,1=1,2 que satisfacam as sequintes desigualdades:

P>0, >0, >0, 7>0,1=1,2, (2.50)
P,—P>0, P—(1-6;)?u;%Cl,.Cq, >0, i=1,2, (2.51)
T, Y Yo, Y
b2 , ELEY I (2.52)
T? TS TG,Q Tag
T_(Tl+72)207 1=1,2, 7, — 7,20, 1=1,2, (253)
2
Py + ) i€ 2Cl Co, — (147) A, P Ay > 0, (2.54)
=1

Ul(zvj) U2(Z'aj),
UQ(Zv.]) U3(Za.])
sendo que §; e p;, sdo dados pela Eq. (2.7) e
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Ui(i,j) = Pa + Ti€; 2Cl,,Ca, +7(1 = 62)C} Cay — (1+ 7) Al P Au,
U2(iaj) = 77A—jcaj - (1 + 7~—1’)Bc/z] PaAaa
US(i7j) = 7A—j - (1 + %i)B:szaBajv

/

Bm:[o Bg]l, Baf[B' o}.

(2.56)

O conjunto de condigées iniciais admissiveis D e o conjunto

atrator A sdo dados pelas Fq. (2.13) e Eq. (2.14), respectivamente. [

Demonstragdo. Primeiramente, considerando as Eq. (2.39), Eq. (2.13)
e Eq. (2.14), a desigualdade da Eq. (2.51) garante que A C D e D C
B;, i =1,2, respectivamente. Em seguida a primeira desigualdade da
Eq. (2.52) garante a factibilidade da Eq. (2.48), implicando na condigao
da Eq. (2.43). De forma andloga, a segunda desigualdade da Eq. (2.52)
assegura que a Eq. (2.49) é satisfeita, que juntamente com a Eq. (2.42)
e a definicdo do conjunto C, da Eq. (2.41) implicam que a condi¢do da
Eq. (2.44) é satisfeita.

Na sequéncia, demonstra-se como as Eq. (2.53)-Eq. (2.55) ga-
rantem que a condicao na Eq. (2.45) seja satisfeita. Para tanto, particiona-

se o conjunto C,, em trés subconjuntos complementares como segue:

Cp, ={C €C1\C2 : DV,(¢) > 0},
Cpu={C € C2\C1 : DVA(Q) 2 0}, (2.57)
Cp3 :{C eCiNnCy: DVQ(C) > 0},

e considera-se as duas situagoes a seguir:

(a)¢(k) € Cp, : Fazendo ¢ € R™ e somando a primeira desigualdade
da Eq. (2.53) com a da Eq. (2.54) e pré-multiplicando por ¢’ pds-

multiplicando por ¢, tem-se

(1= ¢/ A, PyAeg) — 77 ¢/ (A, PuAy — Pu)o
2
— Y (1 - 7290, Cad) 20, Y € R

i=1
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Ao aplicar-se o Procedimento-S, a condigdo acima é reescrita tal que

AP AG<T, VpeR™: ¢/(AP,A, — P,)o >0,
€ 2¢'CL Coyp <1, i=1,2. (2.58)
Agora, seja ¢=((k) como definido na Eq. (2.38). Uma vez que a dltima
condic¢ao da Eq. (2.58) é equivalente a (k) € C1 NCs, e em tal situagao

o sinal de entrada p(k) da Eq. (2.37) é zero, note que A,¢=((k+1).
Entao, a Eq. (2.58) leva a

C(k+1) Pal(k+1) < 1,
V ((k) € C1NCq: ((k+1) Pol(k+1) — (k) PuC(k) > 0.
Isso garante que ((k + 1) € A sempre que (k) € Cp,.
(b)¢(k) € Cp,, 1=1,2: Seja ¢ € R"¢ e ¢p € R. Adicionando a segunda

desigualdade da Eq. (2.53) a Eq. (2.55) e pré-multiplicando o resultado
li
por [(j)’ w} e pos-multiplicando por [(j)/ w] , obtém-se:

1= (Aa¢ + Ba,¥)) Pa(Aatp + Ba, ) + 75 ' 7i(e; 2¢/Cl, Ca, b — 1)

!/
d) A;PaAa*Pa A/aPaBaj ¢
¥| | Bl PaAs B PuBa,| |¢

+ 755 — (1= 8;)Co, @) [0 — (14 6;)Ca, 8] > 0,

para todo ¢ € R™ e ¢y € R, com 4,7 = 1,2, i # j. Aplicando o

Procedimento-S na desigualdade acima tem-se

-1
i

(Aa® + Ba,¥0) Pa(Aadp + Ba,1) <1, Vo eR™, peR:

¢| |ALPAs—P, ALP,B,, | |9

¥ B, P,Ay Bl P.B,| |v
[ — (1-8;)Ca, 0] [¢ — (148;)Ca, 0] <0,
6 2¢'CL Coyp < 1.

>0

- )

(2.59)

Note que a desigualdade ¢; %¢’ C;,Ca;® < 1 ¢ equivalente a
¢ € C;. Seja ¢ =((k) e ¥ =p;(k) como na Eq. (2.38). Uma vez que
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¢(k) € C;, o sinal de entrada p;(k) do sistema da Eq. (2.37) é zero e
p; (k) satisfaz a condicdo de setor da Eq. (2.21), considerando o sistema
da Eq. (2.37) obtém-se da Eq. (2.59) que

C(k+1)'Py¢(k+1) <1,
V ((k) € C\C; : C(k+1)' PuC(k+1) — (k) PuC(k) >0

o que garante ((k—+1) € A sempre que ((k) € Cp,, i=1,2.

Tendo em conta o acima exposto, conclui-se que o sistema

Eq. (2.37) é quadraticamente estavel no sentido amplo. O

Observagao 2.2. Observe que as desigualdades dadas pelas Eq. (2.54)
e Eq. (2.55) ndo sao convexas em 1,71, 7o e P,. Entretanto, as condigoes
da Eq. (2.50)-Eq. (2.55) tornam-se LMIs quando os escalares 7,71, T2
sao conhecidos a priori. Assim, ao aplicar-se uma procedimento de busca
linear nesses parametros pode-se obter uma solugdo factivel para as
desigualdades das Eq. (2.50)-Eq. (2.55). O

A otimizacao dos volumes dos conjuntos D e A pode ser re-
alizada de forma andloga ao problema de otimizacao da Eq. (2.36)
bastando somente modificar as condigoes do Teorema 2.4. Assim, para
maximizar D e minimizar A simultaneamente, faz-se necessario mini-
mizar y:=11 /72, em que 71 e 72 sdo os mesmo definidos na Eq. (2.28) e
na Eq. (2.29), respectivamente. O problema de otimizagéo é formulado

como segue. Primeiro, definem-se:
k=71, X=kP, X,=kP,,
W =kT, W, =kT,, a;=r7, @;=kT;, (2.60)
e entdo as Eq. (2.50)-Eq. (2.55) sdo reescritas como

X>0, X,—X>0, x>0,, (2.61)
a; >0, >0, & >0,7i=1,2, (262)
X — k(1-6;)%p; °Cl Cq, > 0, i = 1,2, (2.63)
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Y, T Y., T
b2 C 2T 22| <o, (2.64)
T2 T3 Tag Tag
KT — (14ag) >0, k7 —a; >0, i=1,2, (2.65)
2
Xo+ Y ai€;*Cl,Ca, — (14 7)A X, Aq >0, (2.66)
=1
[7 .. (7 .y
R (2.67)
U2(Za.7) US(Zvj)

em que ?k, ?ak e ﬁk, k =1,2,3, sao obtidas diretamente da defini¢ao
de Y¢,Yq, € U, k =1,2,3 como no Teorema 2.4 levando em conside-

ragao as definigoes feitas na Eq. (2.60).

Assim a minimizacdo de v é dada pelo seguinte problema de

otimizacao
Eq. (2.61) — Eq. (2.67),
. it B
X X iy IO A3) 7 r(X) 2 0
tr(X,) —1>0

(2.68)

2.4 Projeto de Quantizadores Logaritmicos Praticos

Nesta secao, aplica-se o Teorema 2.4 no projeto dos parametros
wi e €, i=1,2 dos quantizadores Q1() e Q2(+) assumindo-se que existe
um controle por realimentacao de saida que estabiliza quadraticamente
o sistema Eq. (2.1). Para tanto, seja Dy = {¢ € R"™ : {'Py¢ < 1},
Py > 0, um conjunto dado para as condic¢Oes iniciais admissiveis e
o volume méximo do conjunto atrator A. O volume do um elipsoide
definido pelo conjunto A={¢ € R" : ('P,( <1, P, > 0} é dado
por ¢/ \/m sendo que ¢ é uma constante que depende dimensao
de ((k). Para o projeto dos quantizadores estaticos e logaritmicos Q1(+)
e QQ2(+) tais que a estabilidade quadrética no sentido amplo do sistema

da Eq. (2.37) seja garantida, aplica-se o seguinte procedimento:
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Passo 1: Assume-se que os quantizadores logaritmicos tem
infinitos niveis de quantizacdo, e determina-se as densidades de quan-
tizacdo p1 e p2 que asseguram a estabilidade quadratica do sistema em
malha fechada. Para tanto, aplica-se a metodologia proposta em (COU-
TINHO; FU; DE SOUZA, 2010) sendo que §; = (1—p;)/(14p;), 1=1,2.

Passo 2: Determina-se as matrizes P e P, e os escalares posi-
tivos n;, 0y, B, Bi, Tis Ti, 1=1,2, e T satisfazendo as desigualdades da

Eq. (2.52) e as seguintes condi¢oes:

P>0, PBb—P>0, P,— P >0, (2.69)
P —(1-6,)*0;C}, Co, > 0, i=1,2, (2.70)
Py + B1Cl Cay + B2C. Cay — (14 7) AL P, Ay > 0, (2.71)
109 — (B1+P2) >0, 01 —09 >0, 0;7 — 3 >0,i=1,2, (2.72)
gl(z:’j:) (?(i,’j.)/] >0, 4,j=1,2, i #j, (2.73)

Ua(i,j)  Us(i, )
97 Py — ¢ I >0, (2.74)

com Tj’k(i,j) sendo similar a Ug(7,5), k& = 1,2,3 como definido na
Eq. (2.56) com T;e; 2 substituido por §; e ¢ sendo a constante relacio-
nada com o volume do conjunto A. Note que as Eq. (2.70)-Eq. (2.72)

sdo as mesmas definidas pelo Teorema 2.4 ao se fazer n; = u;z, oi=¢; 2

3
e B; = TiEi_Q, enquanto que a Eq. (2.74) garante que ¥ seja o limite
superior para o volume do conjunto atrator A e por fim as condigbes

da Eq. (2.69) garantem que A C Dy C D.

Passo 3:  Os parametros dos quantizadores sdo dados pelas

seguintes relagoes:

e 6= i=1,2.

Além disso, o nimero de niveis de quantizacdo N, e No, é o

menor valor inteiro que satisfaz a relagdo da Eq. (2.8)

Ao aplicar-se o procedimento de projeto dos quantizadores,

deseja-se minimizar o nimero de bits N, = Ny, + Np, a ser transmitido,
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tal que seja garantindo a estabilidade quadratica no sentido amplo.
Assumindo que para o quantizador logaritmico finito @;(-) com uma
faixa de trabalho dada por [e;, 1/€;], o nimero de niveis de quantizacao
nessa faixa é aproximadamente dado por:

N 21In(e; 1)

"N
segundo a definicdo do nimero de niveis para um quantizador dada
pela Eq. (1.1) tem-se:

N; 2

lim —~ = —=-
«~0In(e; ") In(p; )

Entao o niimero total de bits IV, a ser transmitido é dado por

Ny = log,(2N1) + logy (2N3). (2.75)

Definindo-se 7, = (01 +02—m —12) e resolvendo o seguinte

problema de otimizacao

. o Eq. (2.69) — Eq. (2.74)
min Yp, Sujeito as )
Yp>P,Pa,ni,04,8i,8i,7,71,72,5=1,2 e Fq. (2.52)
(2.76)

obtém-se uma forma aproximada para minimizar nimero de bits trans-

mitidos.

Uma vez que minimizando (o1 +02), maximiza-se (€1 +€3), pois
o = efZ e oy = 6;2, e ao minimizar (—; — 72) minimiza-se (1 + p2)
pois n; = p1_2 eny = u2_2, ao maximizar €; e minimizar p;, minimiza-se
os nimeros de niveis N; (ver a Eq. (2.8)) e pela relacao da Eq. (2.75)

o numero de bits N, também é minimizado.

2.5 Exemplos Numéricos

Na sequéncia, no exemplo 1, apresenta-se a aplicagdo do Teo-
rema 2.4 para analisar a estabilidade quadratica no sentido amplo de
um sistema LTI sujeito a quantizacao nos canais de entrada e saida.
Posteriormente, no exemplo 2, realiza-se o projeto dos quantizadores
para uma lei de controle conhecida de maneira a assegurar a estabili-

dade quadratica no sentido amplo do sistema em malha fechada.
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Exemplo 1

Considere o sistema em tempo discreto do Exemplo 3.1 apre-
sentado em (FU; XIE, 2005), com a fung¢io de transferéncia
z—3

G(z2) = R

Observa-se que o sistema é de fase ndo minima e instavel em
malha aberta. Esse sistema pode ser representado através da seguinte
realizacao em espago de estados:

z1(k+1) = x9(k)
xa(k+1) 2x9(x) + u(k) ) (2.77)
y(k) = —=3z1(k) + z2(k)

Em primeiro lugar, seguindo a metodologia proposta por Cou-
tinho, Fu e de Souza (2010), projeta-se uma lei de controle que garante
a estabilidade quadritica para o sistema da Eq. (2.77), considerando
dois quantizadores ideais, levando ao seguinte controlador

E(kt1) = [ o1 ]s(mﬂo]v(k)

w(k)

[ 0 6.667 } £(k)

O controlador acima foi projetado buscando maximizar d; e 5. Resul-
tando que 601, = d2,,. < 0.06. A partir desses valores, os seguintes
pardmetros dos quantizadores Q1 e Q2 foram obtidos a partir da esco-
lha éy =9, =102 < §;___:

max *

e1=3x1073%, =15,
€2 =06x1073, o =S8.

Ao aplicar-se o procedimento de otimizagdo dado pela Eq. (2.68) para,
de forma aproximada, otimizar o conjunto condic¢des iniciais admissiveis

D e o conjunto atrator A, obtém-se os seguintes resultados:

33.06 —16.08 110.21 1.48
—16.08 8.04 —53.60 0.00
110.21  —=53.60 367.81 4.95

1.48 0.00 4.95 3.23

3
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043 —-0.21 144 0.01
-0.21 010 —=0.71 0.00
145 —-0.71 483 0.03
0.01 0.00 0.03 0.02

Na Fig. 9, apresentam-se cortes no plano 1 X xo dos elipsoides
definindo os conjuntos D e A, com £ =0. Também, nessa mesma figura,
apresenta-se a projecao de duas trajetérias particulares, uma estével
e outra instével, no plano ¢ = [2; zo 0 0]. Para determinar o
conservadorismo do resultado proposto, na Fig. 9, ilustra-se uma visao
mais detalhada da regido dos pontos iniciais das duas trajetérias e do
corte da regiao D. Observa-se na Fig. 10 detalhadamente o corte no

elipsoide da regiao atratora A.

Figura 9 — Corte dos conjuntos D e A (com & = 0), e as trajetérias
estavel e instavel dos estados.

2.05
4t
/7
2 g

¢
& Uma trajetéria instavel |

2 |1.95 i
1.02 1.04
< 1r 7
o N f
Uma trajetéria estavel
ERs . ]
Corte do conjunto A
2k Corte do conjunto D ]
Il Il Il Il Il Il
1 0 1 2 3 4
X

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 10 — Corte do conjunto A (com £=0) e a trajetéria estavel dos

estados.
1 T

0.05
081 |
0.6 1.0.05 ]

0.4 -0.1
02t 01 005 0 005 1
<\ or ]

<

0.2 |
0.4 |
0.6 [ |
0.8 Corte do conjunto A |
1 . : ; ! : ‘ ‘ ‘ ‘

-05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x

1
Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 2

Neste exemplo ilustra-se o método de projeto dos quantizado-
res apresentado na Secdo 2.4. Portanto, considere o seguinte sistema
linear em tempo discreto que representa aproximadamente o sistema

de um pendulo invertido com fator de amortecimento nulo.

o(kil) = [ 1.000  0.036 1 (k)4 [ 0.000

k), y(k) = z2. (2.79
0.036  1.000 0.036]"() y(k) = @2. (2.79)

Para o sistema acima, projeta-se uma realimentacao dinamica
de saida que estabiliza quadraticamente o sistema da Eq. (2.79) levando
ao seguinte resultado:

1.2090  —0.8758 87.5314
§(k+1) = (k) + v(k),
0.3825  —0.6904 146.4775

w(k) = —[ 0.0040  0.0947 }g(k),
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que é obtido utilizando o método apresentado em (COUTINHO; FU;
DE SOUZA, 2010), considerando que os quantizadores sdo ideias com
01 = 02 = Omax = 0.99.

Para o projeto dos quantizadores com niveis finitos, considera-

se o seguinte conjunto de condigbes iniciais admissiveis Dy:
Do :={z e R*:2'Pyz <1}, Py =diag{L.5,3,0.1,0.1}.

Considerando que o volume de um hiper elipsoide é dado por ¥ =
e/ \/m e sabendo que para uma elipse de dimensao quatro (sistema
aumentado sob anélise é de dimensdo quatro) a constante ¢ é w2/2
(SYKORA, 2005) o volume de Dy é 9y = 23.63 unidades de volume.
Assume-se que o valor méximo para o volume do atrator A é de 10%
do volume de Dy, i.e., J 4 = 2.363. As densidades de quantizagao sdo

escolhida como sendo p; = p2 = 0.7 > pint.

Aplicando o procedimento de projeto dos quantizadores finitos
proposto na Sec¢ao 2.4 e considerando o problema de otimizacdo da
Eq. (2.76) em conjunto com uma um busca linear nos pardmetros 7y, 72

e 7, obtém-se os seguintes parametros para os quantizadores:

=074, pp =185, ¢ =4.4x107%, e =4.4x107%,
N, =22, N, =31,
para 7, = T = 7 = 0.0068.

Na Fig. 11 observam-se cortes dos conjuntos D, Dy e A para
¢ =0 bem como a projecdo de uma trajetéria estavel no plano ( =
[z1 22 0 0].Uma visdo aproximada da condigdo inicial e dos cortes
de D e Dy pode ser visualizada na Fig. 11. Na Fig. 12, ilustra-se em
detalhe o corte do conjunto atrator A e a projecdo da trajetéria estéavel

dos estados.
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Figura 11 — Cortes dos conjuntos D, Dy e A (com £=0) e a trajetéria
estavel dos estados.

1.2 T T T T T D55 — T T

08I ----g—f-—_—A

Corte do conjunto D

0.6

04 r

Fonte: Elaborada pelo autor
Figura 12 — O corte do conjunto A (com & =0) e a trajetéria estavel
dos estados.
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Fonte: Elaborada pelo autor
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3 Sistemas Nao Lineares Quantiza-

dos

Na literatura, observa-se que a maioria dos trabalhos que abor-
dam o problema de quantizacao assume que a planta e o controlador sao
precisamente descritos por modelos lineares. Nota-se também que, até
o momento, poucos trabalhos abordam a estabilidade de sistema nao
lineares, com exce¢ao, por exemplo, dos trabalhos (LIU; ELIA, 2004),
(DE PERSIS, 2005), (LIBERZON; HESPANHA, 2005), (LIU; JIANG;
HILL, 2012a) e (LIU; JIANG; HILL, 2012b) que tratam de sistema nao

lineares em tempo continuo.

Uma solugao classica para tratar a complexidade matematica
associada a andlise de sistemas nao lineares é considerar uma apro-
ximagao linear nas proximidades do ponto de operagao (usando uma
expansao de Taylor), e entao aplicar as conhecidas ferramentas de con-
trole linear. Quando a aproximacao linear é inadequada para represen-
tar a dindmica nao linear, pode-se considerar uma expansao de Taylor
com termos de maior grau, tal qual, modelos bilineares (PARDALOS;
YATSENKO, 2008). Uma extensao natural dos modelos bilineares é ob-
tida considerando os termos quadraticos da expansao de Taylor o que
dé origem a classe conhecida por sistemas nao lineares quadraticos.
Os sistemas quadraticos podem representar uma grande variedade de
processos como, por exemplo, maquinas de indugdo e conversores DC-
DC (FIGALLI; CAVA; TOMASI, 1984), colunas de destilacao (ES-
PANA; LANDAU, 1978), e bio-processos (KULKARNT et al., 2010).
Com isso, o projeto de sistemas de controle para sistemas nao lineares
quadraticos (incluindo os modelos bilineares) tem atraido o interesse
dos pesquisadores da drea como, por exemplo, os trabalhos (AMATO;
CONSENTINO; MEROLA, 2007), (COUTINHO; DE SOUZA, 2012),
(VALMORBIDA et al., 2013), (JIANG; LIU, 2015) , (DE SOUZA;
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COUTINHO; SILVA, 2015) e suas referéncias.

Levando em consideracao os poucos resultados existentes so-
bre quantizacao de sistemas nao lineares, neste capitulo, abordam-se os
problemas de andlise de estabilidade e sintese de controle para sistemas
nao lineares quadraticos em tempo discreto sujeitos a quantizacao lo-
garitmica. A seguir, propoe-se uma solucao para o problema de sintese
de controle considerando um tinico quantizador ideal. Posteriormente,
aborda-se o problema de andlise de estabilidade considerando leis de
controle nao lineares quadréaticos com um ou dois quantizadores loga-

ritmicos.

3.1 Estabilizacdo via Controle Linear com Um Quantizador

Logaritmico Ildeal

A seguir, apresenta-se um método de sintese de uma lei de
controle linear, tanto para uma realimentagao estatica de estados como
para uma realimentacao dindmica de saida. Neste caso, considera-se que
o quantizador logaritmico é ideal. Para tanto, seja o sistema nao linear

quadratico representado pelo seguinte modelo no espago de estados

{x(k:-l-l) = Alw)e(k) + B(x)u(k) (3.1)
y(k) = C(x)z(k)

sendo x € X C R" o estado do sistema, u € R a entrada de controle do
sistema, y € R a saida do sistema, e X um politopo no estado de espaco
que contém a origem x = 0 (a ser especificado a seguir). As matrizes
A(z) € R™™ B(x) € R" e C(z) € R sdo fungdes afins em z, isto
é:

n n n
A(x) = Ao+ Y wiA;, B(x) = Bo+ Y x:Bi, C(x) = Co+ Y _ ;Ci,

i=1 =1 i=1

(3.2)
com z; denotando a i-ésima componente de z, e A;, B; e C;, i =
0,1,...,n,sendo matrizes reais conhecidas. Assume-se que o par (Ag, By)
é estabilizdvel e que o par (Ag, Cy) é observdvel. Por fim, admite-se que

o sistema na Eq. (3.1) possa ser localmente instavel.
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Na sequéncia, considere as seguintes leis de controle linear:

v(k) = Kz(k), (3.3)

2(k+1) = A#(k) + By(k

(1) = o)+ By) o
v(k) = Cz(k)

sendo K € R™™ o ganho de realimentacio de estados, e A € R™*™,

B e R" e C € R™" sdo matrizes do controlador de realimentagao

dindmica de saida com & € R" representando os estados do controlador.

Tanto o controlador dado pela Eq. (3.3) quanto o dado pela
Eq. (3.4) tem a realimentacdo de seu sinal de saida ao sistema da

Eq. (3.1) por meio de um canal sujeito a quantizagao. Isto é:

u(k) = Q(v(k)), (3.5)
com Q(-) representando um quantizador logaritmico, simétrico e defi-
nido pela Eq. (1.2).

A seguir, determina-se uma lei de controle estabilizante, con-
siderando a Eq. (3.3) ou Eq. (3.4), tal que a origem do sistema em
malha fechada formado pela Eq. (3.1) e Eq. (3.5) é localmente expo-
nencialmente estavel para uma dada densidade de quantizacao. Além de
assegurar a estabilidade local, também, busca-se determinar uma esti-
mativa R do dominio de atragao do sistema de controle de tal forma que
toda a trajetéria de estados iniciada em R permanece em R, V k > 0,

e converge para zero ao k — oo.

A solucdo do problema acima serd baseada na teoria de Lya-
punov sendo a estabilidade do sistema numericamente determinada em
termos de restrigoes do tipo LMIs. Para esse fim, assume-se que o con-
junto no espago de estados X é um politopo simétrico com relagdo a

origem do espaco de estados e definido tanto em termos de suas faces:
X={zeR":|cdz| <1, i=1,...,r}, (3.6)

comc; € R" i =1,...,r, definindo as faces de X, ou equivalentemente,

o casca convexa de seus k vértices, i.e.

X = Co{vy,va, ... v}, (3.7)
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com vy, ...,V representando os vértices de X.

Na sequéncia, apresentam-se dois resultados que sdo instru-

mentais para derivar o método de projeto proposto nessa Secao.

Lema 3.1 ((VIDYASAGAR, 2002)). Considere um sistema nédo linear
quadrdtico em tempo discreto s(k +1) = f(s(k)), com s € S C R
sendo o estado e f(s) uma fungio continua e limitada para todo s € S
com f(0) = 0. Se existir uma fung¢io continua V : S — R e escalares

positivos €1, €o e €3 satisfazendo as sequintes desigualdades:

€18's < V(s) < ex8’s, DV (s) +e38's<0, VseS,
entao o equilibrio s =0 € localmente exponencialmente estdvel. Além
disso, para todo s(0) € R(c), com R(c) :={s € R" : V(s) < ¢} ec
sendo um escalar positivo tal que R(c) C S, entdo s(k) € R(c), Vk >0,
e limg o s(k) = 0. O

Lema 3.2 ((DE OLIVEIRA; GEROMEL; BERNUSSOU, 2002)). Seja
P e G matrizes reais e quadradas com P > 0 e G ndo singular. Entdo,
a sequinte relagcdo € satisfeita:

GP'G>G+G —P. O

3.1.1 Realimentacao de Estados

Considere o sistema em malha fechada formado pelas Eq. (3.1),
Eq. (3.3) e Eq. (3.5), isto é:
x(k+1) = A(z)x(k) + B(z)Q(Kx(k)) . (3.8)

Sabendo que o quantizador logaritmico ideal definido pela equa-
¢do Eq. (1.2) é precisamente limitado por um setor como ilustrado na
Fig. 2, verifica-se que o quantizador Q(v) pode ser definido de forma

alternativa como segue:
Q) =v+qv), qW):|qv)] <dv. (3.9)

Entao, o sistema em malha fechada dado pela Eq. (3.8) pode

ser descrito como segue:

wo(k+1) = A@)z(k) + B(@)q(v(k)),
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com A(z) = A(z) + B(z)K. Note que g(v(k)) satisfaz a seguinte con-

digdo de setor:
§%v'v — q(v)'q(v) > 0.

Seja V(z) = 2’ Pz, P > 0, uma funcao de Lyapunov candidata.

Entao, para um dado escalar e3 > 0, tem-se que
[(z)=DV () + esz’z = 2’ (A(z) PA(z)—P+esl)x
+ 2q(v)'B(x) PA(x)x 4 q(v) B(z) PB(x)q(v). (3.10)

Seja G € R™"™ uma matriz ndo singular a ser determinada e

as seguintes varidveis auxiliares:
¢E=G 'z, H=KG.

Entdao a Eq. (3.10) pode ser reescrita como

D) = 31 (@) + 21 )+ 1
com 7 sendo uma varidvel de folga introduzida pela Procedimento-S e
M (z) = (A(2)G+B(x)H) P(A(x)G+B(z)H) — G'PG + e31,

Ms(z) = 7B(z) P(A(z)G + B(z)H), (3.12)

Ms(xz) = 72B(z) PB(z) .

Mg(x)@ (3.11)

Considerando o exposto no Lema 3.1, o controlador deve projetado de

forma que

[(z) <0, VY q(v): 6*v'v — q(v)'q(v) >0, . € X. (3.13)

O resultado a seguir propoe uma condicao suficiente em termos
de um conjunto finito de restrigbes LMIs para que a condigao dada pela
Eq. (3.13) seja garantida.

Teorema 3.1. Considere o sistema de controle em malha fechada dado
pelas Eq. (3.1), Eq. (3.3) e Eq. (3.5). Seja X um dado politopo como
definido pela Eq. (3.6) ou pela Eq. (3.7), e p € (0, 1] uma dada densidade
de quantizacdo. Suponha que existam matrizes Q, G e H, e um escalar

positivo T satisfazendo as sequintes LMIs:
1-ciQc; >0, j=1,...,7, (3.14)
O(z,Q,G,H,1,6) <0, VaeVX), (3.15)
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com § = %Z, V(X) representando o conjunto dos vértices de X e
Q-G-G' * * *
0 -7 * *
a()=
A(x)G+ B(z)H 7B(z) —-Q =
o0H 0 0 —T

Entio, o sistema em malha fechada formado pelas Eq. (3.1), Fq. (3.3) e
Eq. (3.5) com K = HG™! é localmente exponencialmente estdvel. Além
disso, para qualquer x(0) € R := {zx € R" : 2’Q 'z < 1}, a trajetéria
x(k) € R para todo k >0 e 2(k) = 0 quando k — co. O

Demonstragdo. Primeiro, note que a condicao da Eq. (3.14) é equiva-
lente a R C X (ver, e.g., (BOYD et al., 1994)). Ademais, note-se que
a condigdo da Eq. (3.15) implica que @ > 0 e G é néo singular. Seja

P = Q™! e considere a funcio V(z) = 2’ Pz.

Tem-se entao, por argumentos de convexidade, que a LMI da
Eq. (3.15) é também satisfeita para todo x € X. Na sequéncia, apli-

cando o complemento de Schur’s em ®(-) < 0 leva a :

, !
i [om
0

(A(2)G + B(:c)H)’] ' o

0 —T 0

(P'— G- @) o] [51{/
+

(A(z)G + B(z)H)'

TB(z)’ TB(z)’

para todo x € X.

Do Lema 3.2, tem-se que P~'— G — G’ > G'PG. Portanto, a

desigualdade acima implica que
Ny M, My(z)
b(z) = M) M@ oy (3.16)
My(z)  Ms(z)

com My (x) definido pela Eq. (3.1.1) e

—

M, ()= (A(z)G + B(x)H) P(A(x)G + B(z)H) —G'PG + 7~ 6 H'H,
M;(z) = 72B(z)' PB(z) — 7.
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Seja N = {G Onxl}. Visto que a desigualdade da Eq. (3.16)

é restrita, entdo existe um €3 > 0 suficientemente pequeno tal que:
d(z)+esN'N <0, Vel
Entao, pré-multiplicando a desigualdade acima por [(qu)/ q(v)/ 7-]

/
e pés-multiplicando por [(G_lx) q(v)/ T} obtém-se o seguinte resul-
tado:

DV (x) + e3x’z + 771 (6%0'v — q(v) q(v)) <0, Yz € X, (3.17)
considerando a Eq. (3.11) e que (G~'z)H'H(G™'z) = v'v. Ao apli-
car o Procedimento-S (BOYD et al., 1994) na Eq. (3.17) obtém-se a

Eq. (3.13) e assim o resultado desse teorema segue do Lema 3.1. O

O Teorema 3.1 é instrumental para resolver o problema de es-
tabilizagdo de um sistema nao linear quadratico sujeito a quantizagdo
logaritmica ideal via uma lei de realimentacdo de estados linear. Por
exemplo, o ganho de realimentacao de estados K que estabiliza o sis-
tema e que maximiza a estimativa da regidao de estabilidade R para
uma dada densidade de quantizagdo p pode ser obtido por meio do

seguinte problema de otimizagao convexa:

olnax logdet(Q) sujeito a Eq. (3.14) e a Eq. (3.15). (3.18)

Note que o problema da Eq. (3.18) maximiza o volume de R.
Por outro lado, é interessante determinar o ganho K que estabiliza o
sistema enquanto minimizando a densidade de quantizagao p para um
dado conjunto de condigoes iniciais admissiveis Ry. Com essa finali-
dade, o conjunto Rg é definido por
Ro :={x e R" : 2/ Pyx < 1},
com Py >0 tal que Rg C R, ie., Pp— Q! >0.

Neste cendrio, o seguinte problema de otimizacao é proposto:
Eq. (3.14), Eq. (3.15),0< 6 < 1,

Py I

I Q

max J sujeito a

Q.G.H,7,6 (3.19)

> 0.
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O problema de otimizagdo acima nao é conjuntamente convexo
em § e H. Mesmo assim, a maximizacdo de § pode ser alcangada via
um procedimento de bissecdo onde a cada interacdo um problema de
factibilidade de LMI é resolvido.

3.1.2 Realimentacdo de Saida

Considerando a condi¢ao da Eq. (3.9), o sistema em malha
fechada formado pelas Eq. (3.1), Eq. (3.4) e Eq. (3.5) pode ser repre-

sentado pelo seguinte modelo no espaco de estados:

{ Hh+) = A@k)+B@e®) o
v(k) = Ci(k)
no qual Z(k) := [z(k)" #(k)') € R*™ é o estado aumentado,
- [A@ B@C] . [B@)] . [o
()= Bo@) 4 , B(x)= 0 =l (3.21)
e q(v(k)) é tal que
§25'C'Ci — q(v)'q(v) > 0. (3.22)
Seja a seguinte funcao de Lyapunov:
V(z) =Pz, P>0. (3.23)

[(z) = DV (2) + &3’ = ¥/ (A(z) PA(z) - P+é&lI)z
2

Tendo em vista a Eq. (3.22), obtém-se através do Procedimento-
S que I'(z) <0,V = € X, e § satisfazendo a Eq. (3.22), se para algum

escalar 7> 0 a condic¢io abaixo é satisfeita:

i (A(z) PA(x) - P+é&I+76°C'C) %
+ 2¢(v)' B(z)' PA(z)i+q(v) (B(z) PB(z)—%)q(v) <0.
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~ 2nx2 o .
Sendo G' € R*"*“" uma matriz ndo singular a ser determinada

e denotando G~T:= (G~1')’, a tltima desigualdade pode ser rescrita

[Z" q(v)'|R(z) [ q(v)']" <0, (3.24)
Rix)= Ri(z)  Ro(z)
Ry(x)  Rs(w)
Ry(x)= Gfl(x))/( G™h) (z))— P+ &I +76%C'C,

(GA
Ry(x)=(GB(x >)’(G TPG1) (GA(x)),
(

(
(

Ry(x)=(GB(x)) (G-TPG™Y)
<

GB(x)) —
Assim, T'(z) < 0,V z € X, se R(z) <0,

VreX.

Aplicando-se o complemento de Schur na Eq. (3.24) chega-se

a seguinte condigdo equivalente a R(x) < 0:

—P+&l * * *
0 —T * *
- -~ e <0, Vz e X. (3.25)
GA(x) GB(z) —-GP'G"
§7C 0 0 —7

Note que pela estrutura de A(z) na Eq. (3.20) a condicio dada pela
Eq. (3.25) ndo é conjuntamente convexa em G, A, B e C.

Para a derivagdao de uma solucdo convexa, primeiro, assume-se
que o controlador dado pela Eq. (3.4) tem uma estrutura baseada em
um observador de estados, como segue:

v(k) = Ki&(k)
i(k+1) = Az(k)+ By(k)

com K representando o ganho de realimentacao de estados que es-

(3.26)

tabiliza localmente o sistema definido pela Eq. (3.8) (projetado, por
exemplo, por meio do Teorema 3.1), e A e B sdo matrizes a determi-

nar. Adicionalmente, o multiplicador G ¢é definido na seguinte forma:

G1 O'Gg

3.27
_— (3.27)
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sendo G1,Ga, Gz € R"*" e o € R.

A seguir, apresenta-se um resultado que estabelece uma con-
dicdo em termos de um conjunto finito de LMIs para o problema de

estabilizagdo via realimentagio de saida.

Teorema 3.2. Considere o sistema formado pelas Eq. (3.1), Fq. (3.5) e
Eq. (3.26). Seja X um dado politopo definido pela Eq. (3.6) ou de forma
equivalente pela Eq. (3.7), p € (0,1] um escalar definindo a densidade
de quantiza¢io e o € R um pardmetro de escalonamento. Seja K €
RY™™ um ganho de realimentacio de estados que estabiliza localmente
o sistema formado pelas Eq. (3.1), Eq. (3.3) e Eq. (3.5) para todo x € X .
Suponha que existam matrizes Py=Pj, Po, Ps=Pj, G1, Ga, G3, Aq €

By, e um escalar 7 > 0 satisfazendo as sequintes LMIs:

1 ¢ 0
¢g Pi Py|20,5=1,...,n (3.28)
0 P Py
U(x) <0, VaeVX), (3.29)
com § como definido na Eq. (1.3) e
_—Pl * * * * ]

-P, —-Ps * * * *

() = 0 0 -7 * * * 7
Wy Wy Wy Uy o % *
Usi WUso sz sy Uss *
0 6K 0 0 0 7]
com
Uy =G1A(z) + 0B4C(x), Y42=G1B(x)K + 0Aq,
Vy3=G1B(z), V=P, — G, — G,
V51 =GoA(7) + BaC(x), V5o=G2B(x) K + Aq,
Uss=G2B(x), ¥54 = Po — G2 — 0GY,
Uss =P — G3 — G
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Entao, o sistema em malha fechada formado pelas Eq. (3.1),
Eq. (3.5) e Eq. (3.26) com

A=G3'Aq, B=G3'By, C =K,

¢ localmente exponencialmente estdvel. Ademais, para qualquer z(0) €
R = {& € R* : &' P& < 1}, a trajetdria do estado (k) € R para todo
k>0 eZ(k)— 0 quando k — oo, com

P P
P, P

. (3.30)

O

Demonstragao. Primeiro, note que a condigdo da Eq. (3.28) implica
que R C X x R" (veja, e.g., (BOYD et al., 1994)). Na sequéncia, por
argumentos de convexidade, tem-se que as LMIs da Eq. (3.29) também
sdo satisfeitas para todo x € X. Adicionalmente, existe um escalar

€3 >0 tal que

\Il(x) + diag{égfgm 02n+2} <0, VzeX. (331)

Sendo G e P como na Eq. (3.27) e na Eq. (3.30), respectiva-
mente, e considerando as defini¢ées de A(x), B(z) e C na Eq. (3.21) e
que Ay = G3A, By = G3B ¢ K = C, pode ser prontamente verificado
que a Eq. (3.31) é equivalente a

—P &l * * *
0 -7 * *
- -~ . . <0, VzeX. (3.32)
GA(x) GB(z) P-G-G  x
o7C 0 0 —7F

Note que a Eq. (3.32) implica que P >0 e G é uma matriz
nao singular, e tendo em vista a definicao da Eq. (3.27), assegura-se
a ndo singularidade de G'3. Além do mais, pelo Lema 3.2, nota-se que
P-G-G' > GP~'G". Logo, pela Eq. (3.32) assegura-se que a Eq. (3.25)

é satisfeita. Entao, o resto da prova segue diretamente do Lema 3.1. [
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Similarmente ao Teorema 3.1 referente ao caso de realimenta-
¢do de estados, o Teorema 3.2 pode ser aplicado tanto para maximizar
R ou minimizar p. Por exemplo, o seguinte problema de otimizacio:

min tr(Py) sujeito a Eq. (3.28) e Eq. (3.29), (3.33)

0,7, Pi, P2, Ps,
G1,G2,G3, A4, Bg

maximiza o volume de R na direcao definida por [ I,, 0, ]Z. Note que a
desigualdade matricial da Eq. (3.29) ndo é conjuntamente convexa em
o, Go, Ay e By. Entretanto, para um dado o, a desigualdade matricial
da Eq. (3.29) torna-se uma LMI. Assim, ao realizar-se uma busca linear
em o € R, pode-se resolver o problema de otimizacio em Eq. (3.33)

iterativamente em termos de restri¢goes LMI.

3.2 Estabilizacdo para Um Quantizador Logaritmico Finito

Nesta secao trata-se do problema de estabilizacdo de um sis-
tema nao linear quadratico sujeito a uma quantizagao logaritmica com
numero finito de niveis presente no canal do sinal de entrada do con-
trole no sistema. Considera-se que o controle pode ser realizado tanto
por uma lei de realimentagdo de estados quanto por uma lei de rea-
limentacdo dindmica de saida. As condigdes de estabilidade levam em
conta que ambas as leis de controle podem ser nao lineares tratando
desta forma o caso mais geral. Por fim, demonstra-se que é possivel
realizar o projeto de um quantizador pratico de maneira similar ao que

foi apresentado na Sec¢do 2.4.

Para tanto, considere o esquema de um sistema realimentado
quantizado apresentando na Fig. 6 com Q2(-) = Q(+) e @1(-) = 1. Supo-
nha que o sistema dado pela Eq. (3.1) possa ser localmente estabilizavel

através de uma das seguintes leis de controle:

w(k) = K (z)z(k), (3.34)
em que n
K(z) =Ko+ Y wiK; (3.35)

i=1
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com K; € R™™ { = 0,1,...,n, sendo matrizes reais e constantes

conhecidas, ou

{ E(k+1) = A(§E(K) + Be(§v(k) , (3.36)

w(k) = Cc(§E(k)
sendo £ € X, C R" o estado do controlador, v € R a entrada do
controlador, w € R a saida do controlador e X, é um politopo no
espago de estados que contém a origem £ = 0 (a ser especificado a
seguir). A (&) € R™ " B.(£) € R™*™ ¢ C.(€) € R'™™ sdo matrizes

afins em &, isto é:

Ne Ne Ne

Ac(€) = Acy+)_&Ac,s B(€) = Bey+)_&Be,, C(€) = Cegt Y &iCe,
i=1 i=1 i=1

(3.37)

com &; denotando a i-ésima componente de &, e A.,, B¢, e C,, i =

0,1,...,n, sao matrizes reais conhecidas.

Assume-se que X, é um politopo simétrico (com respeito a
origem do espago de estados &), sendo a sua representagdo em termo

de suas faces definida por:
Xe={€eR™ | el <1 j=1,.m}, (3.38)

com c.; € R"™,j =1,...r., definindo as faces do politopo X'.. Alter-
nativamente, X . pode ser representado em termos da casca convexa de

seus q. vértices, i.e.,

X, = Co{vcl,vcg,...,chc}. (3.39)

Tanto o controlador dado pela Eq. (3.34) quanto pela Eq. (3.4)
realimenta seu sinal de saida ao sistema da Eq. (3.1) por meio de um

canal sujeito a quantizacao, isto é:

u(k) = Q(w(k)), (3.40)

com Q(-) um quantizador logaritmico, simétrico e ideal. No caso espe-
cifico da realimentagio de saida, supde-se que o sinal v(k) = y(k), uma

vez que nao é considerado a quantizagao no canal de saida.
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Considere o seguinte sistema aumentado (que engloba os dois
casos possiveis para a lei de controle considerando um tnico quantiza-
dor):

{ C(k+1) = Ai(Q)¢(R) + Bi(O)Quw(k)) (3.41)

w(k) = Ci(O)¢(k) ’
no qual Q(+) é a fungdo de quantizagio definida em Eq. (2.6) e o indice ¢
é determinado de acordo com a configuragao de realimentacao utilizada.
Mais especificamente, ¢ = 1 se refere a configuracdo com realimentagao
de estados e ¢ = 2 se refere a configuragdo com realimentagao de saida.

Através de manipulagbes algébricas, obtém-se as seguintes matrizes:

A(Q) = A@), Bi(¢) = B(), C1(¢)=K(z), m=n ,ny=n+ne,
A(x) 0
B.(6)C(x)  Adlé)

GO=[0 @ |

No caso da realimentagdo de estados tem-se que ¢ = [2']’, e assume-

Ay(C) = , Ba(() =

se que ( € X} C R com X} = X. De maneira similar, no caso de
realimentacio de saida tem-se que ¢ = [z' '], e supde-se que ¢ €
Xo C R com Xy = X x X, sendo tal que

X2:{<€R?:‘C/2j<|Slajzlv"'ar}a

com ¢y, € R",j = 1,...7 definindo as faces de X's. Alternativamente,
pode-se representar o politopo X2 como a casca convexa de seus ¢
vértices, isto é:

XQ = CO{U217U22, e ,’qu}.

O desenvolvimento de condigoes para a anélise de estabilidade
para um uma malha de controle com um sistema néo linear quadratico,
sendo que o canal de comunicagdo é submetido a um quantizador com
numero finito de niveis segue passos similares ao caso para sistemas
lineares como apresentado na Sec¢do 2.2. Também, o caso de um quan-
tizador finito pode ser visto como uma particularizagao do caso de dois
quantizadores finitos a ser apresentado na préxima Se¢ao. Desse modo,

o desenvolvimento mais detalhado serd deixado para o caso mais geral
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e a seguir sera apresentado de forma sucinta o resultado para o caso de

um quantizador finito.

Considere que associado com o sistema da Eq. (3.41) e com
o quantizador finito da Eq. (2.6), definem-se os conjuntos B e C que
estdo relacionados, respectivamente, com o maior e menor niveis de

quantizacgao.

B=:{¢ e R™ :|Ci(C)¢] < p/(1-6)}, i=1,2, (3.42)
C={CeR™ :|C;(¢)| <€}, e=pNtu/(1+9),i=1,2, (3.43)

sendo que C;(¢) denota a configuracao de realimentagao utilizada.

Seguindo a defini¢do do conceito de estabilidade quadratica no
sentido amplo para sistema lineares com um quantizador, apresentado
na Secao 2.2, considere o conjunto de condig¢des iniciais admissiveis D
dado pela Eq. (2.13), o conjunto atrator A definido na Eq. (2.14) e o
conjunto C, definido pela Eq. (2.15).

Definicao 3.1. O sistema em malha fechada quantizado da Eq. (3.1)
¢ dito quadraticamente estavel no sentido amplo se existirem fungées
quadrdticas V({) = ('P{,P > 0 e V,({) = ('P,(P, > 0 satisfazendo
as sequintes condicoes:
AcCcD, DcB, DcCX;, (
DV(¢) <0, V(e X;\C, (3.45
DVa(¢) <0, V(e Xi\Cy, (
C(k+1)e A sempre que ((k)€C,p, (

com i = 1 para realimentacdo de estados e i = 2 para realimentacdo de

saida.

Note que a nocao de estabilidade quadratica no sentido amplo
assegura que para qualquer ((0) € D, a trajetéria ((k) ird convergir

para o conjunto atrator A em um tempo finito.

Para obter uma formulagdo LMI para as leis de controle nao

lineares definidas nas Eq. (3.34) e Eq. (3.36), considere as seguintes
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decomposigoes das matrizes C1(¢) e C2(():

Cl(z) = Cl\lll(C) = [K\II(I), (348)
O =Cu0=[ ]| ° | (3.49)
P (§)
em que
!/
U(x) = [In H(x)’} , O(z) =2 @1,
I
\I’C(f) = {Inc HC(EY} , He(§) =€ I,
com o simbolo ® representando o produto de Kronecker, e
K= [KO Ky Kn] 3 G:C = |:Oc0 Cc1 ce Ccnc] 3
emque K;,1=1,...,n, e ch, 7 =1,...,n., sao matrizes constantes

definidas na Eq. (3.35) e na Eq. (3.37), respectivamente.
Considere, também, a matriz N;, tal que N;¥;(¢) = I, i.e.,

N, O

N, — [In Onxnz], o= |
;

P NC = [Inr Oncxn2i| .

Definindo a matriz €2, (¢) como uma fungao afim em ¢ tal que £;(¢)¥;(¢) =

0 e tendo a seguinte forma
H(I) _Inxn2
A(x)  Opxm

Hc(g) _Incxn§] .
Ae(€)  Ongxem,

Ql (.ﬁ) =

Por fim, considera-se que o operador A (x) € RM™=D** ¢ chamado
de matriz aniquiladora linear de II(z) (TROFINO, 2000; DE SOUZA;
COUTINHO, 2011) sendo definida tal que:

QJQIn *Illn On e On On

On Z‘3In _332]71 R On On
N(x)= 1| . : . _ : . - (3:50)
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De forma andloga, A.(§) € R~ D> ¢ definido como a matriz ani-

quiladora linear de II.(§), i.e.:

€2Inc _gllnc Onc e Onc Onc
OnC €SInc _52-1'71C e Onc Onc
Se(&) =] . : : . : .
Onc Onc Onc e ﬁnclnc —§nC—1[nC

(3.51)

A seguir apresenta-se uma formulagao LMI para a andlise da

estabilidade de sistemas nao lineares quadraticos quantizados.

Teorema 3.3. Seja Q(-) um quantizador finito como dado na Eq. (2.6),
com p, p e N conhecidos. Considere o sistema Fq. (3.1) e uma lei
de controle por realimentag¢io de estados definida pela Eq. (3.34) ou
por realimentacio de saida dada pela Eq. (3.36), com a conexdo de
malha fechada dada pela Eq. (3.40). O sistema em malha fechada da
Eq. (3.41) € localmente quadraticamente estdvel no sentido amplo se
existirem matrizes P, P,, L1,Lo,Ls, Ly, Ls e Lg, € escalares 11,72, T3

e 14 satisfazendo as sequintes desigualdades matriciais:

Po—P>0, 7,50, j=1,...,4, m5—74 >0, (3.52)
1 ,
>0, 7=1,...,7 (3.53)
Cj P

N/PN; — (1-6)2u"2C/C; + He(L19(C)) > 0,Y¢ € V(X,), (3.54)

Tll(C * %
TQl(C) Yoo * < O,VC € V(Xa), (355)
T31(¢) Ta2(¢) a3
Tan(o * *
T (©)  Taw % | <OVCEV(XL),  (3.56)
TaSl (C) TGSQ (C) Tass
U | S o ve ey 3.57
U2() UJ Ve € VIR (3:57)
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para i = 1,2 dependendo da configuracao de realimentacio a ser con-
siderada. A notagio V(X,) representa o conjunto de todos os vértices
de X, e

Tll(C) = 7|N;’PNZ — 7’1(1 — 52)(]:;4:1 —+ He(Lgﬂl(C))7

T21(¢) = 1 Ci + L3Qi(z), Yoo = —71,

T31(¢) = PA;(QN;, Ts2(¢) = PBi((), Y33 =—P.

Tau (C) = —NQPQ[NZ' - T2(1 — (52)C;Cl + He(L491(x))7

Taz, (2€) = 12C; + LsQi(x), Tay, = —72,

TaBl (C) = PaAz(C)[Nw Tasz (C) = PaBl(C)7 Ta33 = _Pa~

Ul(g) = [N;Pa[N,» + T4€_2C;Ci + HG(L6Ql(C)),

U2(Q) = (1 + 73) PaAi(QONy, Us = (1+73)F,.

O

A prova do Teorema 3.3 segue as mesmas linhas da prova
do Teorema 3.5 (a ser apresentado na sequéncia deste capitulo na se-

¢do 3.3) e por este motivo nao serd apresentada.

3.2.1 Projeto de Um Quantizador Logaritmico Pratico

E possivel aplicar a ideia apresentada no Teorema 3.3 para
o projeto dos parametros do quantizador quando utilizando sistema
nao lineares quadraticos. Assumindo que existe um controle (linear ou
nao linear) que estabiliza quadraticamente o sistema Eq. (3.1) e seja
Do = {¢ € R™ : ('Py¢ < 1}, Py > 0, um conjunto dado para as
condigdes iniciais admissiveis e ¥ o volume maximo do conjunto atrator

A.

Sabendo que o volume de um elipsoide definido pelo conjunto
A={C € R"™ : ('P,{ < 1P, > 0} é dado por ¢/+/det(P,) sendo que c é
uma constante que depende da quantidade de estados do sistema e do
controlador adicionadas. O procedimento para o projeto do quantizador

Q(-), estético e logaritmico com um ndmero finitos niveis, tal que, a
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estabilidade local quadrética no sentido amplo do sistema da Eq. (3.41)

seja garantida, segue os seguintes passos:

Passo 1:  Considera-se o quantizador logaritmico é ideal e
asssim determina-se um controlador que assegure a estabilidade local
do sistema em malha fechada com uma dada densidade de quantizagao
p relacionada a esse controlador. Para tanto, aplica-se, por exemplo,
a metodologia proposta na Secao 3.1, i.e. o Teorema 3.1 para o caso
de realimentacao de estados e o Teorema 3.2 para o caso de realimen-
tagdo de saida ou qualquer outro método disponivel para projeto de

controladores lineares bem como nao lineares.

Passo 2: Determina-se as matrizes P e P, e escalares positivos
n, 0, , Ta, T1,T2 € T3 satisfazendo as desigualdades das Eq. (3.55) e
Eq. (3.56),e as seguintes condigoes:

P,—Py>0, Py—P >0, >0,j=1,....,r, (3.58)

¢; P
7,>0, j=1,...,4, 30 —74 >0, (3.59)
N/PN; — (1—6)*yC;C; + He(L19;(¢)) > 0,VC € V(X,) (3.60)
g:gg v, > 0,V¢ € V(Xa), (3.61)
9P, — ¢ >0, (3.62)

com
UI(C) = [NgPa[Ni + %4C£Ci + He(LGQ(C)),
Us(¢) = (1 + 73) P Ai ()N, Us = (1 + 73)Pa,

e 1 =1 ou ¢ =2 dependendo da realimentacgao utilizada.

Note que as Eq. (3.59)-Eq. (3.61) sdo provenientes do Teo-

2 2eTy = 746*2, enquanto que a

rema 3.3 quando n = u~°, 0 =€
Eq. (3.62) garante que ¢ seja o limite superior para o volume do con-
junto atrator A e por fim as condigdes da Eq. (3.58) garantem que

ACDyCcDCX;NB, parai=1,2.



88 Capitulo 3. Sistemas Nao Lineares Quantizados

Passo 3: Os pardmetros do quantizador sdo dados por
1 1
p=— e €= —.
NG Vo

Além disso, o nimero de niveis de quantizacdo N é o menor

valor inteiro que satisfaz

N > 1+log,(e(1 +9)/p).

Ao projetar o quantizador é desejavel que o niimero de bits IV,
a ser transmitido seja minimizado enquanto é garantindo a estabilidade
quadratica no sentido amplo. Seja, para o quantizador logaritmico finito

Q(-), o ntimero total de bits N, a ser transmitido dado por
Ny = log,(2N).

Definindo v, = (¢ — 1), uma maneira para minimizar-se o nimero de

bits transmitidos é resolver o seguinte problema de otimizagao

. . Eq. (3.55) — Eq. (3.56)
min Yp, sujeito as
Vo Py Pay1,0,74,T,T1,T2,T3 e as Fq. (3.58) — Eq. (3.62)

3.3 Extensao para o Caso com Dois Quantizadores

3.3.1 Estabilidade Considerando Dois Quantizadores Logaritmicos

Ideais

A seguir é apresentado o resultado de estabilidade de sistema
nao lineares quadraticos com um controle por realimentacao de saida e
com a presenca de quantizagdo dos sinais de controle e de saida. Consi-
dere o esquema de um sistema realimentado quantizado apresentando
na Fig. 6 e suponha que o sistema dado pela Eq. (3.1) possa ser local-
mente estabilizavel através de uma lei de realimentacdo de saida nao
linear na forma dada pela equagdo Eq. (3.36). Considere também os
politopos X e X. definidos pelas suas faces nas Eq. (3.6) e Eq. (3.38)
ou pelos vértices segundo as Eq. (3.7) e Eq. (3.39). Além disso, a in-

terconexao do sistema da Eq. (3.1) e do controlador dindmico de saida
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da Eq. (3.36) é dado pela seguinte relacao:
v(k) = Q1(y(k)), u(k) = Q2(w(k)), (3.63)

sendo que Q1 (+) e Q2(+) sdo quantizadores logaritmicos com um niimero
finito de niveis definidos pela Eq. (2.6).

A obtencgao de condicGes para a andlise de estabilidade para
sistemas quantizados nao lineares quadraticos segue passos similares
ao caso de sistema lineares apresentado no Capitulo anterior. Primei-
ramente é necessario apresentar dois resultados que servem de base
para provar o conceito de estabilidade de sistema nao lineares qua-
dréaticos quantizados. Desta forma, apresenta-se uma reformulacdo do

Teorema 2.2 considerando que o sistema é do tipo nao linear quadratico.

Teorema 3.4. A origem do sistema em malha fechada formado pelo
sistema da Eq. (3.1) e pela lei de controle da Eq. (3.36) conectados se-
gundo a lei de realimentagio da Eq. (3.63), sendo Q1(-) e Q2(-) quan-
tizadores estdticos, logaritmicos e com infinitos niveis de quantizac¢io é

localmente quadraticamente estdvel se existir um matriz P>0 tal que

A(C, A1, Ag) PA((, Ay, Ag) — P <0,
VA, Ay eR: |A1‘ < d, |A2‘ < 62,VC cX x X..
com

A(z) (14A2) B(2)Cc(€)

A(<,A1;A2>: (1+A1)BC(£)C(x) Ac(f)

Demonstracdo. Primeiro, considere uma funcdo quadratica na forma
V(¢) =¢'P¢, com P = P’ > 0. Seja o sistema em malha fechada dado
pelas Eq. (3.1)-Eq. (3.36), e

@(l‘,g,(ﬁ,ég,&‘) = f(.]?,g,é]_,62>/Pf($,£,(51,62) - (1 - E)C/PC7
em que

A(z)z + (1+A2)B(z)Ce(§)§

Fo e =4 96+ 1 +ADBAOC@a
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Entéo, ao longo da trajetéria do sistema em malha fechada tem-se que:
V(C(k + 1)) - V(C(k)) < q)((E, 67 (517 627 5)7

Portanto, a origem do sistema em malha fechada é localmente qua-
draticamente estdvel se existir uma matriz P = P/ > 0 e ¢ > 0 tal

que
@($7§,61762,€) S O,Vx,f € X x Xc'

Para a prova demonstrar-se a suficiéncia do Teorema 3.4, con-

sidere o seguinte Lema:

Lema 3.3. Dado um quantizador logaritmico ideal Q(-) como descrito
na Fq. (2.3) com uma densidade de quantiza¢io p e seja 6 = (1 —

p)/(1+ p), e definindo que

A(v) = 528)17 v # 0.

Entao, as sequintes propriedades mantém-se:

1. |A(v)| < § para todo v # 0.

2. Para qualquer Ay € [—9,0), existe uma solugdo dnica vy > 0 tal
que A(v) = Ag quando v € [1/(1445),1/(1-9)). Além disso, todas
as solugées de v € (0,00) sdo dadas por £pivg, j =0,+1,£2,...

Essas propriedades sdo facilmente verificadas, assim a prova é
omitida. Para a demonstragao do Teorema 3.4, primeiro, supéem-se que
A(¢, A1, Ap) < 0 para todo |A;] < d;,i = 1,2. Por continuidade existe
um valor suficientemente pequeno € > 0, tal que A(¢, Ay, Ag)+eP <0
para todo |A;| < d;,i = 1,2. Uma consequéncia direta do Lema 3.3 é
dada por: Q;(v) = (1+A;(v))v com |A;(v)| < §; paratodovei =1,2.

Entao
i

(A(¢, A(v1), Ag(v2)) +€P)

(P('T7€7617§278): !

)

com |A;] < §;,i=1,2, com v; = Cz e va = C.€. Ademais, para todo
x e todo £, e para um dado € > 0 obtém-se ®(x, &, d1,d2,¢) < 0. O
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O Teorema 3.4 apresenta uma condicdo suficiente para a ani-
lise de estabilidade local de um sistema nao linear quadratico com um lei
de realimentacdo dindmica de saida sob quantizacao, sendo o quantiza-
dor logaritmico e ideal. Como no caso de sistemas lineares, o problema
de estabiliza¢do sob quantizacao pode ser convertido em um problema
de estabilizacdo quadratica robusta para um sistema com parametros
incertos. Assim é possivel projetar uma lei de controle nao linear que

maximiza os parametros d;, ¢ = 1,2, dos quantizadores ideais.

3.3.2 Estabilidade Considerando Dois Quantizadores Logaritmicos

Finitos

O resultado apresentado no Teorema 3.4 serve como base para
a obtencao de condigbes para avaliar a estabilidade quadratica no sen-
tido amplo de sistema nao lineares quadraticos realimentados com quan-
tizadores logaritmicos com um niimero finito de niveis. Ademais, deve-
se resgatar o conceito de estabilidade quadratica no sentido amplo apli-
cado a sistemas lineares, como proposto no Capitulo 2, e reformular o

conceito considerando sistemas nao lineares quadraticos.

Primeiramente, seja o sistema de controle em malha fechada
formado pela planta dada pela Eq. (3.1) e pelo controlador da Eq. (3.63)

representado pelo seguinte sistema aumentado no espaco de estados:

((k+1) = Aa(Q)C(F) + Ba(Q)p(k)

q(k) = Ca()C(K) ; (3.64)
p(k) = Qalq(k))
_|* _ Py _|Y _|Y
BB 1)
B A(x) 0 | 0 B(x)
Aa(Q)= 0 Al B, (¢)= B 0 | (3.65)
_|C) 0 [ @1(y) 0
Ca(()_[ 0 CC(E) 9 Qa(Q)_ 0 QQ('LU)‘|’
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com ¢ € Xy CR" ™ X, = X x X, tal que

X, = {geRg |, | g1,j=1,...,r},
sendo que ¢,; € R",j = 1,...7 definem as faces de X',. Alternativa-
mente, por conveniéncia, o politopo X', pode ser representado como o

casco convexo de seus ¢ vértices, i.e.:

Xo = Co{vay,Vay - -+ Va, }-

Associado com o sistema da Eq. (3.64) e com o quantizador da
Eq. (2.6), pode-se definir os conjuntos B; e C; que estdo relacionados,
respectivamente, com o maior e menor niveis de quantizagao.
Hi

Bi = {¢ € R™ : [Co, (C)C] < @}a i=1,2, (3.66)
N;—1
C; =: {C e R" : |Ca1(C)d < Ei}7 Gizﬁv i=1,2, (367)

em que n¢ = n+n, e Cq,(¢) denota a i-ésima linha da matriz C,(¢),

sendo

Cal(C):[C(:c) 0}, Ca2<<)=[0 Cc(f)}-

Note que toda vez que o estado ¢ do sistema da Eq. (3.64)
estd em C1 N Cy, tem-se que Q;(v(k)) =0,i = 1,2, e assim o sinal de
entrada do sistema e/ou o sinal de entrada do controlador no sistema
da Eq. (3.64) podem ter valor zero. Consequentemente, em geral, a
trajetéria de ¢ nao ird convergir assintoticamente para a origem, logo

a estabilidade quadratica nao pode ser garantida.

Para a caracterizacao de a defini¢do do conceito de estabilidade
quadrética no sentido amplo para sistemas nao lineares quadraticos,
deve-se considerar o conjunto de condigoes iniciais admissiveis dado
pela Eq. (2.13), do conjunto atrator definido na Eq. (2.14) e do conjunto
em que o sistema opera em malha aberta, i.e, regido em que tem-se

Q:(-) =0,i =1,2. Tal conjunto é definido como segue
C,={C€C1UCs: DV,(¢) > 0}, (3.68)
e considere a definicdo dos seguintes funcionais de Lyapunov:

V(¢) =(¢'P¢ Vu(Q) = ('Pug, Pu> P >0, (3.69)
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Definicao 3.2. O sistema em malha fechada quantizado da Eq. (3.64) é
dito quadraticamente estavel no sentido amplo se existirem as funcoes
V() e VL(C) tais como definidos pela Eq. (3.69) que satisfacam as
sequintes condigcoes:
AcCcD, DcB;,, DCcX,, i=1,2, (3.70)
DV(() <0, V(e X,\(C1UCy), (3.71)
DV,(¢) <0, V(e X,\Cp, (3.72)
C(k+1)e A sempre que ((k) €C,, (3.73)

ecom (e X,. ([

Lembrando que a nogao estabilidade quadratica no sentido am-
plo assegura que para qualquer ((0) € D, a trajetéria ((k) ird convergir

para o conjunto atrator A em um tempo finito.

Visando obter condigoes LMIs que assegurem a estabilidade
quadratica no sentido amplo para a malha fechada da Eq. (3.64), observa-

se que a condigdo DV (¢) <0 pode ser escrita como

¢
p

Aa(Q)'PALC) — P *
Ba(()'PA.(C)  Ba(Q)'PBa(Q)

H <0. (3.74)
P

Note que para todo € (B1NB2)\(C1 UCs), o vetor de entrada
p(k) do sistema da Eq. (3.64) satisfaz a condigéo de setor multivaridvel
da Eq. (3.75).

Na sequéncia, considerando que a segunda condicao dada pela

Eq. (3.70) é satisfeita. Tem-se que a condigdo da Eq. (3.71) sera satis-

feita se a Eq. (3.74) estiver sujeita a uma condi¢do de setor multivarid-
vel, como segue

[p—Aq]’T[p—Aq}gO. (3.75)

Portanto, aplicando-se o Procedimento-S nessa duas tltimas obtém-se

a seguinte desigualdade que satisfaz a condigao da Eq. (3.71):

¢ ?1(() *
p

!

H <0, (3.76)
p
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com
Y1) = 4a(¢)'PAL(C) = P = Cal¢)(ATA + ATA)C,(¢),
T2(¢) = Bu(Q)'PAL(Q) + T(A + A)Ca (),
Y5(C) = Ba(¢) PBa(¢) — 2T,
(3.77)
sendo que 7' > 0 é uma matriz diagonal a ser determinada e
X (1—51) 0 A— (1+51) 0
0 (1—-38) | 0 (1+6) |
Considerando a decomposicao da matriz C((),
C 0] |Y(x 0
Cal€) = Ca¥a(€) = ) SRS
0 C. 0 e (§)
com
/
U(x) = 1, Ty, @) =ze1,
/
V() = Lo, ()] 1) =€ L,
e
c=[co a - a) c=[c, c - ]
em que C; e C¢,, 1 = 0,1,...,n, sdo matrizes constantes definidas na

Eq. (3.2) e na Eq. (3.37), respectivamente.

Sabe-se que ¥(x) é afim em z, entdo pode-se afirmar que
existe uma func¢do afim Q(z) (a ser especificada mais adiante) tal que
Q(x)¥(x) = 0. Similarmente para ¥.(§) existe uma funcéo afim .(&)
tal que Q.(§)¥.(£) = 0. Substituindo a decomposi¢do da matriz C(()
segundo a Eq. (3.78) na desigualdade da Eq. (3.76) e em seguida apli-
cando a versdo do lema de Finsler’s como proposta por Coutinho et al.
(2008), obtém-se uma condigdo suficiente que satisfaz a desigualdade

dada pela Eq. (3.76) como segue:

H6<L29a(<)> *
LBQa(C) 0

] <0, YCe X,  (3.79)
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com He(M) =M + M’, Ly e L3 sao matrizes livres a serem determi-

nadas, e
T1(¢) = Ny(Aa(Q)' PAu(¢) = P)N, — C,(ATA + ATA)C,,
T2(0) = Ba(Q)' PAa(ONa + T(A + A)C,,
T3(C) = Ba(¢)' PBa(C) — 2T,
com N,¥,(¢) = I,.. Em outras palavras:
N, [”O“ U= O] M= (1 0]

A matriz Q,(¢) é uma funcao afim em ¢ tal que Q,(¢)¥,(¢) =0 e tem

a forma

B Q(.’lﬁ) 0 N H(x) —Ian2
Qa(() 0 Qc(é_) 3 Q(l’)— /V((p) Onxm17
Hc(g) _Incxng
2O= e oml

Sendo A (z) € R™=D%7 4 matriz aniquiladora linear de II(z) definida
como descrito na Eq. (3.50). Analogamente, 4,(§) € R(e=DXn ¢ 5
matriz aniquiladora de II.(£) e é definida na equagao Eq. (3.51).

Ao aplicar-se o complemento de Schur na Eq. (3.79) obtém-se
uma condicdo suficiente para garantir a factibilidade da condigdo dada
pela Eq. (3.71), tal que:

Tll(C) * *
TZl(C) T22 * < O, VC S Xa, (380)
T31(¢) Ts2(¢) Tss
com
T11(¢) = =N, PN, — C,(ATA + ATA)C, + He(L:24(C)),
T21(¢) = T(A + A)Co + L3 (C), Yoo = —2T,
T51(¢) = PAa(QNa, Ts2(¢) = PBa((), Y33 =—P.

sendo T' > 0 uma matriz diagonal, Ly € R(etnd)x(ne=14ng) o Ls €

1 2 . .
R(M™¢=X"C 1hatrizes escalares a serem determinadas.
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Para garantir que a condigdo da Eq. (3.72) seja satisfeita,
obtém-se, com um procedimento andlogo ao apresentado acima, a se-

guinte condicdo suficiente:

Tall(C) * *
Yoo, () Ya,, « | <0, Y€, (3.81)

TaSl (C) TQSZ (C) TGSS

com

Tau (C) = _[NZIPa[Na - Q::,,(ATaA + ATQA)CQ + He(L4Qa(C))7
Ta21 (C) = Ta(A + A)(]:a + L5QQ(C)7 Tazz = =27,
Tflsl (C) = PaAa(C)Na, Ta32(C) = PaBa(C), Tas:} = 7Pa-

sendo T, > 0, Ly € Retnd)x(ne=14ng) o Ls € RMD¥¢ atrizes a

serem determinadas com T, representando uma matriz diagonal.

Considerando a defini¢do do conjunto C,, as desigualdades da
Eq. (3.80) e da Eq. (3.81) em conjunto com as condi¢bes da Eq. (3.70)
tem-se a garantia de factibilidade da condigdo dada pela Eq. (3.72).
Além disso, as condigoes da Eq. (3.72) e da Eq. (3.73) garantem que
o conjunto C, é limitado e C,, C A, caso contrario a trajetéria de (k)

poderia eventualmente deixar o conjunto atrator A.

A seguir, apresentam-se as condi¢Oes suficientes para analisar
a estabilidade quadratica no sentido amplo de sistemas nao lineares
quadraticos com quantizagao finita na entrada e na saida do sistema

através do seguinte teorema.

Teorema 3.5. Considere o sistema em malha fechada formado pela
Eq. (3.1), o controlador dado na Eq. (3.36) que sdo interligados pela
lei de realimentagdo definida na Eq. (3.63) com os quantizadores Q1(+)
e Q2(-) como definidos na Eq. (2.6), sendo que u;, p; € N; sdo dados.
Entao o sistema em malha fechada da Eq. (3.64) é quadraticamente
estdvel no sentido amplo se existem matrizes simétricas P e P,, ma-
trizes diagonais T e T,, matrizes livres Ly, Lo, L3, Ly, L5, Lg, L7;, Lg;

e escalares positivos T, T;,T;, T e Ti,i = 1,2 satisfazendo as sequintes
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desigualdades:

P>0, P,-P>0, 7>0, 7, >0, 7, >0, #,>0,i=1,2, (3.82)

MMES
>0,i=1,....r (3.83)
C; P
N, PN, — (1-6:)%;2C;,, Ca, + He(L1,24(C)) > 0,
1=1,2, V¢ € V(Xa), (3.84)
Tll(C) * *
o1 (C) Yoo * < O,VC S V(Xa), (385)
T31(¢) Ts2(¢) Yas
Ty, (€) * *
Y., Q) Yo, * <0, V¢ eV(X,), (3.86)
Ta:n (C) Tasfz (C) Ta33
T—(T1+72)20, 7~'i—7ii20, ’i:1,2, (387)
U =1 S0 weeva 3.88
Ua(e) 1| =0 OV (389
E11(¢, 1, 9) * *
E01((,4,7)  Ea2(4, ) * | =20,
Z31(¢,1,7)  Es2(¢,4,5) Es3
i, j=1,2, 27&.]7 VCEV(X(I)7 (389)

com V(X ,) representando o conjunto de todos os vértices de X, e

U, = N.P,N, +Zn 2C, Ca, + He(L0(0)),
=1

Us = (147)P,Ay(C), Us = (147)P,

E11(¢,4,5) = N PaNg + ?ie;QC;iCai +75(1 — 5]2)ng Ca,
+He(L7,94(¢)),

E21(C,4,5) = =75Ca; + Lg,Q2a(C), E22(i,5) = 75,

Z31(¢,0,7) = (14 7)) PaAa(Q),

Z52(C,5) = (L+7)PaBo; (<), Zsa = Pay

O=[o B Bu©=[BEy o

&
S
£
—
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Além disso, o conjunto de condigoes iniciais admissiveis D e o
seu conjunto atrator A sio dados pelas Fq. (2.13) e Eq. (2.14), respec-

tivamente. |

Demonstragigo. Primeiro, considere que as desigualdades das Eq. (3.5),
Eq. (3.85), Eq. (3.86), Eq. (3.88) e Eq. (3.5) sdo satisfeitas, logo es-
sas desigualdades sdo também satisfeitas para todo ¢ € X,. Entéo,
o restante dessa demonstragdo segue o raciocinio usado na prova do

Teorema 2.4.

Agora, realizando a pré- e pds- multiplicagdo da Eq. (3.5) por
C'Ua(C) e ¥o(C)C, respectivamente, e levando em conta a primeira e a
segunda desigualdades da Eq. (3.82), tem-se a garantia de que A C D e
D C B;, i=1,2. J4 a desigualdade da Eq. (3.83) assegura que D C X,.

Continuando, a desigualdade da Eq. (3.85) assegura a factibi-
lidade da Eq. (3.71). De forma andloga, a desigualdade da Eq. (3.86)
garante que condicdo da Eq. (3.81) é satisfeita. Ainda, considerando a
soma da condigao dada pela Eq. (3.70) com a desigualdade da Eq. (3.86)
em conjunto com a definicdo de C, (Eq. (3.68)) assegura-se a factibili-
dade da Eq. (3.72).

Finalmente, as desigualdades da Eq. (3.87) até a Eq. (3.5)
garantem que a premissa da Eq. (3.73) seja satisfeita. Para tanto, seja
o conjunto C, dividido em trés subconjuntos complementares como

segue:

Cp ={C € C1\C2: DV4(C) = 0},
Cpo ={C € C2\C1 : DV4(C) = 0},
CP3 :{C €CiNCsy: DVa(C) > 0}7

e considera-se as duas situagoes a seguir:

(a)¢(k) € Cp, : Sendo ¢ € R™, e somando a primeira desigualdade da
Eq. (3.87) com a da Eq. (3.88) e, em seguida, pré-multiplicando por
@'V, (¢)" e pés-multiplicando por ¥, (¢)¢ e finalizando com a aplicagido
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do Procedimento-S, tem-se que a seguinte condicdo é verdade:

¢/Aa(C)/PaAa(C)¢ <1, VoeR": ¢I(Aa(C)/PaAa(C) - Pa)¢ >0,
€620/ Ca(Q) Cay(Op <1, i =1,2. (3.90)

Seja ¢ = ((k) como definida na Eq. (3.65), a ultima condigdo
da Eq. (3.90) é equivalente a (k) € C1 NCa, implicando que nesse caso
o sinal p(k) do sistema da Eq. (3.64) é zero. Note que A,¢=((k+1),
entdo, a desigualdade da Eq. (3.90) recai em:

(k1) Pal(k+1) < 1,
V ((k) € C1NCa: C(k+1) Pa((k+1) — (k) Pag(k) > 0.
Isso garante que ((k + 1) € A sempre que (k) € Cp,.
(b)¢(k) € Cp,y i=1,2: Seja ¢ € R™ e ¢ € R. Somando a segunda

desigualdade da Eq. (3.87) com a condigao da Eq. (3.5) e, realizando a

pre- e pds- multiplicacdo por [¢'U,(() '] e por [V,({)¢p ), res-
pectivamente. Finalmente, aplicando-se o Procedimento-S tem-se que,

para i,j=1,2, i#j:
(Aa(C)¢+ Ba, (C)q/’)lpa(Aa(o(b"'Baj QY) <1, VoeR™, peR:
Aa(Q)' PaAu(C) — Py *

(3.91)
¢ ¢ >0,
1/1 Baj (g)/PU«AG(C) Baj (C)/PGB%' (C) w
[¢ - (1_5_])0(1‘] (C)¢]l [w - (1+6])Ca3 (C)¢] < 0)
652¢'Ca71(4)’0ai(€)¢ <L
Note que a tltima desigualdade da Eq. (3.91) equivale a ¢ € C; e seja
¢ =((k) e Y =p;j(k) como definida pela Eq. (3.65). Entdo, uma vez
que ((k) € C;, o sinal p(k) no sistema da Eq. (3.64) tem-se que p;(k) é

!

zero e p;j(k) ndo, com i # j e i, j=1,2. Isso, satisfaz a desigualdade do
tipo condigdo de setor definido na Eq. (3.75). Considerando a afirmagao
acima e a Eq. (3.64) obtém-se, a partir de Eq. (3.91), que
C(k+1)' PoC(k+1) < 1,
V ((k) € C\Cj + C(k+1) PaC(k+1) — ((k) Pag(k) = 0,
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o que assegura ((k+1) € A sempre que ((k) € Cp,, 1=1,2.

A luz do acima exposto, é possivel concluir que o sistema na
Eq. (3.64) é localmente quadraticamente estdvel no sentido amplo em
Xg. O

Observacado 3.1. Note que as desigualdades das Eq. (3.88) e Eq. (3.5)
nao sao conjuntamente converas em 7,71, To € P,. Mesmo assim, quando
os escalares T,71, T2 sdo conhecidos a priori as condicées da Eq. (3.82)
até a Eq. (3.5) transformam-se em LMIs. Assim, ao aplicar um procedi-
mento de busca por grade nos escalares 7,71, T2 e resolver um problema
de factibilidade para as desigualdades da Eq. (3.82) até a Eq. (3.5) a

cada passo do procedimento pode-se otimizar tais escalares. ([

E desejavel obter o maior volume para o conjunto de condi-
¢oes iniciais D e o menor volume para o atrator A. De fato, é possivel
otimizar o tamanho dos conjuntos D e A conjuntamente, de forma ana-
loga ao problema de otimizacio da Eq. (2.68). Para tanto considere as
transformagoes dadas pela Eq. (2.60), assim as condigoes das Eq. (3.82)

até a Eq. (3.5) podem ser escritas como:

X>0 X,—X>0, k>0,0>0, a; >0, & >0, 1=1,2,

(3.92)
[“ *]207i:1,-~-,r, (3.93)
ke; X
NLXN, — r(1—6;)2p; 2Cl, Ca, + He(L1,2%(¢)) > 0,
i=1,2, V¢ e V(X,), (3.94)
Tll(C) * *
T21(C) TQQ * < 07 (395)

Ts51(¢) Ys2(¢) Tas

ar1 (€) * *

a1 (€) Tass x | <0, V¢ eV(X,), (3.96)
Ta:n (C) T%Q (C) Tfl:&s

RT — (011 +012) Z 0, H’IN} - &i Z 0, 1= 1,2, (397)

T
T
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U1(¢) =
B0 UJ >0, V¢ € V(Xa), (3.98)
11(¢,4, 7) * *

21(C7i7j) §22(i7j) * 2 07
31(C,4,7)  E32(C,4,5)  Ess
ia .]Zl, 27 Z 7é ja VC € V(Xa)7 (399)

[ [t [1]1

sendo que Y, Ya,,, Ur € Zri(4,5), k,1 = 1,2,3, sdo obtidas usando
respectivamente Yy, Yo, Ur € Zpi(i, 5), k, 1 = 1,2,3 como descritas no

Teorema 3.5 levando em consideragio as definigdes dadas na Eq. (2.60).

Finalmente, o problema de otimizagdo para, conjuntamente,

maximizar D e para minimizar A é dado por:

Eq. (3.92) — Eq. (3.99),

min 7, sujeito a ¢ ~ — tr(X) >0,

V6, X, Xa, 01,000 82,7, T1,T2
tr(X,)—12>0.
(3.100)

As consideracoes feitas na Observagido 3.1 também se aplicam

ao problema de otimizacao apresentado acima.

Observagao 3.2. Note que os resultados do Teorema 3.5 podem ser
aplicados para realizar o projeto de quantizadores prdaticos. Os passos
serao omitidos uma vez que o procedimento para o projeto de dois quan-
tizadores prdticos para um sistema ndo linear quadrdtico seque 0os mes-
mos passos apresentados na Se¢do 3.2.1, havendo a necessidade de con-
siderar as condicées dadas pelo Teorema 3.5 ao invés das condicoées do
Teorema 3.3. (]
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3.4 Exemplos Numéricos

3.4.1 Exemplo de Projeto do Controlador para um Quantizador
Ideal

Considere o seguinte sistema nao linear quadratico obtido em
(DE SOUZA; COUTINHO, 2011):

z(k+1) = <Ao + ZziAi> z(k) + <Bo + in&) u(k), (3.101)

com
02 0 0 0
) Alz ’ A2: )
0 O 0 —0.2

! /!
5 .

Bo:{l 2}/, 31:[0.45 0.3} BQ:{0.45 —0.3}

0.8 0.5
04 1.2

Adicionalmente, assume-se que a saida do sistema ¢é definida por:

y(k) = (1 +0.1z1(k)z1 (k) + z2(k) .

Neste exemplo, propoe-se o projeto de um controlador por rea-
limentagdo de saida dado pela Eq. (3.26) com a interconexao dada pela
Eq. (3.5) que maximiza a regido de condigoes iniciais admissiveis. Dois
cenarios para a densidade de quantizacdo sdo considerados, nomeada-
mente p = 0.7 e p = 0.6. Para ambos os casos, considera-se a seguinte

regiao polipdtica no espaco de estados:
X={zeR?®: |z;] <05, i=1,2}.
Primeiro, projeta-se um controlador por realimentacao de es-

tados que estabiliza localmente o sistema utilizando o problema de

otimizagao dado pela Eq. (3.18). E, no caso de p = 0.7, obtém-se:

40
j , K:—[0.3205 0.5449] .
0 4

Ao aplica-se o problema de otimizagdo da Eq. (3.33) realizando

uma busca linear em o € (—10, 10), implicando na seguinte lei de con-
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trole por realimentacao de saida para p=0.7:
—0.1998 —0.3398 0.4798
#k+1) = 2(k) + y(k),
—0.5808 —0.9877 0.7086 (3.102)

v(k)

- [0.3205 0.5449} 2(k),
e a matriz da funcdo de Lyapunov

5.8712 1.6589  —2.4025 —4.0854

1.6589 8.6404 —3.9486 —6.7145
—2.4025 —3.9486  3.5459 6.0297
—4.0854 —6.7145 6.0297  10.2534

P =

para um o 6timo igual a —0.685.

Na Fig. 13, apresentam-se cortes no plano (x1,xs,0,0) das re-
gides de estabilidade correspondentes ao controlador por realimentagao
de saida (RS) projetado para p = 0.7 e p = 0.6. Para uma andlise com-
parativa, a regiao de estabilidade obtida pelo controlador por realimen-

tagdo de estados (RE) também é apresentado na figura em questéo.

Na Fig. 14, apresenta-se a resposta temporal para p = 0.7 com
o controlador dado pela Eq. (3.102) considerando a condigdo inicial
dada por:
#(0)=1020 0.25 0 07,
e a seguinte versao, com niveis finitos, do quantizador dado pela Eq. (1.2)
como proposto em (DE SOUZA; COUTINHO; FU, 2010):

1, se v > ﬁ,
o, se (17:5) <vs (1’)—j6)’
Q) = j=0,1,...,31, (3.103)
0, se 0<wv<135x1075,
—Q(—v), se v<0,

que representa um quantizador com 63 niveis (i.e., 6 bits). O quanti-

zador acima é uma aproximacao finita do quantizador ideal dado pela
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Figura 13 — Regiao de estabilidade para RE e RS com p = 0.6 e p = 0.7.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Eq. (1.2) utilizado para fins de simulagido. Note que a zona morta do
quantizador da Eq. (3.103) é dado por |v| < 1.35 x 107°, enquanto que
o numero de niveis de quantizacao foi escolhido suficientemente grande

para evitar saturacao.

3.4.2 Exemplos com Realimentacdo de Estados e Quantizador Fi-

nito

A seguir sdo apresentados dois exemplos de aplicagdo do Teo-
rema 3.5 para caso de uma lei de controle por realimentacdo de estados
com um canal quantizado. O primeiro considera o sistema em tempo
discreto do Exemplo da Secao anterior com uma realimentacao de esta-
dos linear com a simples finalidade de demonstracao da aplicabilidade
do método proposto. O segundo exemplo ainda considera o mesmo sis-
tema, entretanto utiliza-se uma lei de realimentacdo de estados nao

linear como proposto por de Souza e Coutinho (2011).
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Figura 14 — Resposta dos estados do sistema em malha fechada das
Eq. (3.101)-Eq. (3.103) para p = 0.7.
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0.1Ff 1
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°8°
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]

_Ol Il Il Il Il Il
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Amostras

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 1

Seja a seguinte realizagdo no espago de estados dada pela
Eq. (3.101). Assume-se que a lei de controle por realimentacao de es-
tados que estabiliza localmente o sistema é obtida via o problema de
otimizagdo dado pela Eq. (3.18), tem-se o seguinte ganho de realimen-

tagao de estados:
w= Kz, K=-[0.3259 0.5498] ,

e a menor densidade de quantizacao que se obtém é p;,¢ = 0.8.

Segundo de Souza, Coutinho e Fu (2010), para um que sistema
tenha a estabilidade quadratica no sentido amplo garantida, a lei de
controle quantizada deve ter um nimero minimo de niveis tal que seja
o suficiente para estabilizar o sistema em malha fechada. Isso implica

que deve-se garantir que p > pinr seja satisfeita. Entao, um quantizador
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finito e adequado pode ser projetado como segue:
0 =0.1, Nps =4, p=10.4, e =0.0893
para p = 0.8182.

Como este capitulo trata de sistemas nao lineares quadraticos
e para que seja possivel determinar a sua estabilidade local considere a

seguinte regido politépica no espaco de estados:

X={zeR: |z <2 i=12}, (3.104)

Aplicando o problema de otimizagdo da Eq. (3.100) com o
objetivo de maximizar o conjunto de condi¢bes iniciais admissiveis D e
a0 mesmo tempo minimizar o conjunto atrator A obtém-se as seguintes

matrizes que definem D e A:

o 0.2604 0.0721 ~ [1.4526  0.4464
~10.0721  0.4996|° " [0.4464 2.7841|°

com 13 = 0.27.

Na Fig. 15, observa-se os conjuntos D e A, bem como o poli-
topo X'. Para avaliar a conservadorismo do método apresenta-se duas
trajetérias das varidveis do estado na Fig. 15 (uma estével e uma insta-
vel) iniciando nos limites do conjunto D. A primeira trajetéria estavel
tem infcio no ponto z(0) = [ —=1.3 — 0.8 ]’, ponto que estd dentro de
D. A trajetéria instével tem inicio no ponto (0) = [ -1.3 —09]) o

qual nao pertence a D.

Exemplo 2

Considere o sistema néo linear quadratico em tempo discreto
dado pela Eq. (3.101). De acordo com o Teorema 3.4, uma maneira de
obter-se uma lei de controle nao linear por realimentacao de estados
que estabilize o sistema quantizado é: realizar o projeto de um contro-
lador que estabilize o sistema da Eq. (3.101) considerando o que mesmo
possui um incerteza do tipo condigdo de setor. Entéo, ao aplicar-se a
metodologia de projeto de controle para sistema nao lineares quadra-

ticos apresentada por de Souza e Coutinho (2011) e, com § = 0.1 para
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Figura 15 — Os conjuntos D, A, o politopo X e as trajetérias dos esta-
dos (para K linear).

-2.5
-25

2.5

Fonte: Elaborada pelo autor

a mesma regiao politépica no espago de estados do exemplo anterior

(Eq. (3.104)), tem-se & seguinte lei de controle ndo linear:

w(k) = (Ko + Kyz1(k) + Kawa(k))z(k) ,

Ko=[—0.2664 —0.4957], K;=[—0.0023 0.0647] e Ky = [—0.0257 0.0400).

Agora, projeta-se o quantizador com os seguintes parametros:

§=0.1, Nyiws =4, = 0.4, e = 0.0893.

Para avaliar a estabilidade local do sistema na Eq. (3.101)
dentro da regido politépica definida pela Eq. (3.104) quando o sinal de
controle sofre quantizagao, i.e., u = Q(K (x)z), utiliza-se o problema de
otimizagdo dado pela Eq. (3.100) devidamente adaptado para sistema

com realimentacao de estados. Aplicando o problema de otimizagao
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Eq. (3.100) com uma busca linear no pardmetro 73 e, resolvendo um
problema de factibilidade de LMIs a cada passo, obtém-se o seguinte

resultado para 73 = 0.28:

0.0841  0.5869

0.2620 0.0841
’ 0.4828 2.8793

[1.2994 0.4828]

Apresenta-se, na Fig. 16, os conjuntos D, A e o politopo X.
Note que o conjunto de condigoes admissiveis é o maior possivel den-
tro do politopo dado os pardmetros utilizados para quantizador, de
maneira andloga o conjunto atrator é o menor possivel para os pa-

rametros do quantizador utilizados. Uma trajetéria estavel iniciando

no ponto z(0) = [-1.3 — 0.8), e uma instavel iniciando no ponto
z(0) = [-1.3 — 0.9)" demonstram o conservadorismo do método pro-
posto.

Figura 16 — Os conjuntos D, A e do politopo X e as trajetérias dos
estados (para K quadrético).

25
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I =0
15F /,Y\ | 1
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_2 = -— — — — — — — — — — — —
4
25 L4 | | | | | I I I
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25

Xy

Fonte: Elaborada pelo autor

Com o propésito de comparagao realizou-se um segundo pro-

jeto do quantizador sendo alterado somente o ntimero de niveis utiliza-
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dos, o que tem consequéncia direta no valor de €. Entao, considere os

seguintes parametros para um segundo projeto de quantizador:

§=0.1, Npiys =6, p =04, e=7.22x 1072,

A regiao politépica definida pela Eq. (3.104) é a mesma uti-
lizado para esta caso. Utiliza-se o problema de otimizacao dado pela
Eq. (3.100) realizando a busca em linha no pardmetro 73, para obter o

seguinte matrizes que definem os conjuntos D e A:

0.0882 0.6052

P - 5 Pa == 10

1.5800 0.5938]

€ T3 = 0.18.

Na Fig. 17, apresenta-se os conjuntos D, A e o politopo X.
Note que o conjunto de condi¢bes admissiveis D é muito semelhante ao
caso anterior, o que era esperado visto que p e d sdo os mesmo nos dois
casos. Entretanto, observa-se no detalhamento apresentado no canto
superior esquerdo da Fig. 17 que o conjunto atrator A é significativa-
mente menor do que primeiro caso. Isso deve-se a influéncia direta do
valor do parametro € que foi alterado ao se aumentar o nimero de ni-
veis utilizado mantendo os pardmetros p e § fixos. A trajetoria estével

e a instavel iniciam nos mesmo pontos do primeiro caso.

3.4.3 Exemplo com Realimentacdo de Saida e Quantizador Finito

Para demonstrar a aplicacgdo do método descrito pelo Teo-
rema 3.5 para sistema nao lineares quadraticos com realimentacao di-

namica de saida considere o seguinte sistema no espacgo de estados:

z1(k+1) = 0.012% + 2o(k)
x2(k+1) 2z9(x) +0.0122 + u(k) (3.105)
y(k) = —3x1(k) + z2(k)

A lei de controle de realimentacio dindmica de saida é tida
como linear. Tal lei de controle foi projetada de modo a determinar o

valor minimo para a densidade de quantizagdo necessaria para que a
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Figura 17 — Os conjuntos D, A e do politopo X e as trajetérias dos
estados (para K quadrético) (II).

151
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Fonte: Elaborada pelo autor

estabilidade quadratica do sistema garantida considerando um quanti-
zador ideal. Entao, utilizando-se do método de projeto para um con-
trolador dindmico de saida descrito na Secdo 3.1, obtém-se a seguinte

realizacao no espaco de estados para o controlador:

—6.8023  3.2859 —1.5572
E<k+1> - [ —13.7093 5.2394 ] (k) + [ —3.1384 11)(]{:)
wik) = [ 02 ]&k)

com p = 0.95 o que implica que dgyp = 0.0256. Sabendo que dgyp >
d;,4 = 1,2 para que o sistema seja estavel, assume-se que os quanti-
zadores com um ndimero finitos de niveis, Q1(-) e Q2(-), possuem os

seguintes parametros:

§; =0.01, Npis, =10, p; =2, ="72123x107%, i=1,2.

Para avaliar a estabilidade do sistema dado pela Eq. (3.105)
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define-se a seguinte regido politdpica:

X.=Co([0.22 0.39 0 0],[0.13 0.3 0 0],
[-0.22 —0.39 0 0],[-0.13 —0.3 0 0]),
e utiliza-se o problema de otimizagao dado pela Eq. (3.100). Realiza-se

um processo de busca em linha nos parametros 73, 71 e 7o para obter o
seguinte resultado:

1.4348  —0.7050 —2.0895  1.0247
—0.7050  0.3559 1.0263  —0.5131

P=103 ,
—2.0895 1.0263  3.0484  —1.4951
1.0247  —0.5131 —1.4951  0.7468
0.5214 —0.2569 —0.7597  0.3730
—0.2569 0.1283  0.3742  —0.1855
P, =108

9

—0.7597  0.3742 1.1078  —0.5439

0.3730  —0.1855 —0.5439  0.2695
com 73 = 7~'1 = 7~'2 = 0.001.

Para avaliar conservadorismo do resultado proposto, apresenta-
se na Fig. 18 o corte, no plano ¢ = [z1 x2 0 0], dos conjunto de
condigbes iniciais D, do conjunto atrator A e do politopo X. Uma tra-
jetéria estéavel iniciando no ponto x(0) = [0.11 0.255)" e uma trajetéria
instével iniciando no ponto x(0) = [0.09 0.255]" também sdo ilustradas
na figura. Por fim, na Fig. 19, observa-se em detalhe o corte no plano

x =[xz 22 0 0] do conjunto atrator A.
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Figura 18 — Corte com £ = 0 do conjunto D e A e do politopo X com
duas trajetérias.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 19 — Corte (com £ = 0) do conjunto atrator A e a parte final
da trajetéria estavel em detalhe.
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4 Sistemas Nao Lineares com Perda

de Informacao

Sistemas de controle via redes de comunicag¢ées compartilha-
das estao sujeitos ao fendmeno de perda de informacgao, que pode ocor-
rer de forma aleatoria devido a diversos fatores inerentes a esse tipo
de redes de comunicagdo. A perda de informacao, que também é cha-
mada de perda de pacotes, pode levar a degradacao da performance de
controle e a até mesmo a instabilidade do sistema de controle. Na lite-
ratura especializada existem diversas propostas para lidar com canais
de comunicagao sujeitos a perdas, bem como de que maneira um canal
sujeito a perda pode ser modelado satisfatoriamente. Uma abordagem
comum ¢é utilizar modelos estocésticos para descrever o comportamento
da perda de pacote. Esses modelos estocasticos podem tanto ser uma
distribuicao de Bernoulli como, por exemplo, em (LU et al., 2012; YOU;
XIE, 2010; TSUMURA; ISHII; HOSHINA, 2009; ISHIDO; TAKABA;
QUEVEDO, 2011) ou ser uma cadeia de Markov (XIONG; LAM, 2007)
e (WANG; WANG; WANG, 2013). Ainda, Zhang e Yu (2007) e Sun e
Qin (2011) apresetam como modelar as redes com perda de informagao
através de um sistema deterministico chaveado no qual a analise de

estabilidade se d4 em termos de restrigdes na forma de LMIs.

Entretanto, a grande maioria dos resultados sobre a analise
de estabilidade e sintese de controladores que abordam a perda de in-
formacédo consideram somente sistema dinidmicos lineares, com poucas
excegoes. Por exemplo, Zhang e Fang (2011) propoem condigdes basea-
das em LMIs para a andlise de estabilidade local de Lipschitz para um
sistema nao linear sujeito a uma perda de pacote aleatéria e atraso de
tempo induzido pela rede (para mais detalhes sobre a estabilidade Lips-
chitz ver (DANNAN; ELAYDI, 1986) e (DANNAN; ELAYDI, 1989)).

No contexto de estimacgao de estados, foi abordado por Yang, Liu e Shi
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(2012) o problema de filtragem H,, para uma classe de sistema com
nao linearidades do tipo Lipschitz sujeito a um canal de comunicagao
com perdas de pacotes, modelando essa perda através de uma distribui-
¢ao de Bernoulli, e em (JTANG; FANG, 2013) por meio de uma cadeia
de Markov. Na andlise de estabilidade e/ou a sintese de controladores
para NCSs nao lineares sujeitos a perda de pacotes o uso de modelos
representando uma classe de sistemas nao lineares mais geral pode levar
a condicoes de estabilidade bastante complexas. Uma possivel solugao
¢é limitar a classe de sistemas nao lineares a ser considerada visando

obter uma solu¢ao mais facilmente tratavel.

Assim, neste capitulo, abordam-se os problemas de anélise de
estabilidade local e de sintese de controladores considerando um sistema
nao linear quadratico, em que os sinais de realimentagao sao transmiti-
dos em um canal sujeito a perda de informagao. Mais especificamente,
no problema de anélise, assume-se que uma lei de controle por reali-
mentacao de estados na forma polinomial é dada, tal que o sistema em
malha fechada sem a existéncia de perdas é localmente estavel. Entéo,
obtém-se um conjunto de condigoes em termos de LMIs de maneira
a garantir que o sistema em malha fechada permanega estavel dado
um limite méximo para probabilidade de perda de pacotes ao mesmo
tempo que obtém-se uma estimativa do conjunto de condigdes inici-
ais admissiveis. Esse resultado de estabilidade é entao aplicado para
determinar uma lei de controle nao linear, por realimentacao de esta-
dos, que garanta a estabilidade local no sentido da média quadratica
em malha fechada para uma dada probabilidade de perdas enquanto
maximiza-se o tamanho do conjunto de condicoes inicias admissiveis.
Alem do mais, quando aplicado a sistema lineares, demonstra-se que o
resultado de estabilidade proposto nesse capitulo é equivalente a condi-
¢d0 necessaria e suficiente para estabilidade de um sistema linear SISO
submetidos a comunicac¢do em canais com apagamento apresentada por
(ELIA, 2005).
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4.1 Estabilidade com Perda de Informacao

Considere o sistema em malha fechada no qual a comunicacao
entre a saida do controlador e a entrada de controle do sistema é reali-
zada através de um canal com apagamento como ilustrado na Fig. 20,
no qual o sistema dindmico é representado pelo seguinte modelo no
espaco de estados:

z(k+1) = A(z)x(k) + B(z)u(k), z(0) = =0, (4.1)
sendo x € X C R" o estado, u € R a entrada de controle e X uma

regido politépica no espago de estados contendo a origem = = 0 (a ser

especificado depois). A(z) € R™" e B(z) € R" sdo fungdes afins em

T, isto é
n n
A(x) :AO+Z-TiAia B(Z‘) :BO+Z$iBi,
i=1 i=1
com z; denotando o i-ésimo componente de z, e A; e B;,1=10,1,...,n,

sendo matrizes constantes, reais e conhecidas. Assume-se que o par
(Ao, By) é estabilizével e a resposta nao forgada do sistema da Eq. (4.1)

possa ser instavel.

O sistema acima é localmente estabilizado pelo seguinte con-

trole ndo linear por realimentagao de estados:

w(k) = K(x)x(k), (4.2)
com K (x) a ser especificado posteriormente. O sinal w € R representa
o sinal de controle que é enviado para o sistema da Eq. (4.1) através de

um link de comunicagao sujeito a perda de pacote, levando ao seguinte

sinal de entrada u(k):

u(k) = p(k)w(k), (4.3)
sendo (k) uma sequéncia estocdstica representando a possibilidade de
falhas na transmissdo. Assume-se que (k) é uma sequéncia de Ber-
noulli i.i.d. a qual deve ser independente de xy e com a seguinte pro-

priedade:
. B, J=0
Prob(p(k) = j) = ,8€(0,1),
1-5, j=1
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com 3 sendo a probabilidade de perda de pacotes. Note que

p=E{p(k)} = 1- B, o*=var{p(k)} = B(1— ). (44)

Figura 20 — Estrutura NCS com perda de pacotes.

u(k) (k)

Sistema,

w(k)

K(z)

Fonte: Elaborada pelo autor

A malha fechada formada pelo sistema dado pela Eq. (4.1),
pelo controlador da Eq. (4.2) e a pela lei de realimentacio definida

pela Eq. (4.3) é definida como segue:

o(k+1) = (A(z) + ¢(k)B(2)K(2))2(k) , 2(0) = zo. (4.5)

Note que os estados do sistema representado na Eq. (4.5) po-
dem ser vistos como as varidveis de estados de um sistema com ruido
multiplicativo. A nocdo de estabilidade adotada neste capitulo é no
sentido da média quadrada. Na sequéncia, introduz-se o conceito de

estabilidade local assintética no sentido da média quadratica.

Definicao 4.1. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema da Eq. (4.5)
€ dito localmente estdvel na média quadrdtica se para qualquer € > 0
existir um & > 0 tal que se ||xo|| < 3, entdo E{||z(k)||>} <, Yk € ZT.
Ademais, se existe um &g tal que limy_, oo E{|lz(k)|*} =0, V ||z0]| < o,
entdo o ponto de equilibrio x = 0 € localmente assintoticamente estdvel
no sentido da média quadrdtica; neste caso, abusando da terminologia,
diz-se que o sistema dado pela Eq. (4.5) é localmente assintoticamente

estavel na média quadrdtica.
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Neste Capitulo, tem-se como objetivo apresentar solugoes nu-

mericamente trataveis para os seguintes problemas:

P1 Para um dado ganho de realimentacao de estados K (x), verificar
a estabilidade local assintética na média quadratica do sistema
em malha fechada e determinar tanto: (¢) a maxima probabilidade
de perda 8 admissivel para um conjunto de condig¢des iniciais co-
nhecido; ou (i) dada a probabilidade de perda 3, determinar
a maxima regidao de estabilidade para o sistema em malha fe-
chada, ou seja, determinar o conjunto de condig¢des iniciais D,
com o maior volume possivel, tal que para todo zg € D entao
limis oo E{ (k) |2} = 0.

P2 Determinar um ganho K (x) da realimentacao de estados que ga-
rante a estabilidade local assintética na média quadrética que: (4)
maximize o valor da probabilidade de perda quando um conjunto
de condigoes iniciais admissiveis é dado; ou (i¢) maximize o con-
junto de condigdes iniciais admissiveis dada uma probabilidade

de perda de pacotes qualquer.

Na sequéncia, apresenta-se um lema que caracteriza a estabi-
lidade local assintotica na média quadratica em termos de uma fungao
de Lyapunov. Para mais detalhes ver as referéncias (SHAIKHET, 2011;
KOLMANOVSKII; SHAIKHET, 2002).

Lema 4.1. Considere o sistema da Eq. (4.5) com X C R"™ sendo um
politopo no espaco de estados contendo a origem. Seja V : X — R
uma fungdo continua satisfazendo a sequinte condi¢do para os escalares
Posilivos €1 € €x:

aB{||z]*} <E{V(2)} < eE{||*}, Vz € X,

E{V(f(z)) - V(x)} <0, Vx € X, (4.6)
com f(z) = (A(z)+¢(k)B(z)K(z))x. Entdo, a origem do sistema dado
pela Eq. (4.5) € localmente assintoticamente estdvel na média quadrd-
tica. (I
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Os resultados apresentados neste capitulo consideram uma re-
presentagdo alternativa (e equivalente) do sistema em malha fechada
com um ruido de média nula. Para esse fim, seja a sequéncia branca
mutuamente independente ¢(k) = ¢(k) — p. Note que a varincia de
@(k) é 02 e também que @(k) é independente de z(k), V k € Z*. Entao
o sistema em malha fechada da Eq. (4.5) pode ser escrito como:

z(k+1) = (A(z) + ¢(k)B(z))z(k), z(0) = o, (4.7

na qual

Em vista do Lema 4.1 e considerando o sistema em malha fe-
chada representado pela Eq. (4.7) em conjunto com uma fungdo de
Lyapunov na forma V(z) = 2/Pz, P = P’ > 0, tem-se o seguinte
resultado que serd instrumental para a derivagdo de condigoes numeri-
camente trataveis que solucionam os problemas P1 e P2 como definidos

anteriormente.

Lema 4.2. Considere o sistema em malha fechada da Eq. (4.5) com um
dado politopo X no espago de estados contendo a origem e seja K(z)
um dado ganho de realimentagdo de estados. Suponha que exista uma

matriz simétrica e positiva definida P satisfazendo a sequinte restricdo:

—-P * *
PA(z) + pPB(z)K(z) —P *P <0, VzeX. (48)

Entio, o sistema em malha fechada na Eq. (4.5) € localmente assinto-

ticamente estdvel na média quadrdtica.

Demonstraggo. Com V(z) = 2’ Pz, P > 0 e considerando a Eq. (4.7) e
o fato de que ¢(k) tem média zero e é independente de x(k), pode ser
facilmente verificado que o lado esquerdo da desigualdade dada pela
Eq. (4.6), denotado por DV (x), torna-se:

DV (z) = E{a'[A(z) PA(z) — P+ 0*B(z) PB(z)]z} <0, Vz € X.
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A partir da desigualdade acima, tem-se a seguinte condicio:
A(x)'PA(z) — P+ 0?B(x)'PB(z) <0, Vo € X,

garante a suficiéncia da condicdo da Eq. (4.6). Entéo, aplicando o com-
plemento de Schur na ultima desigualdade tem-se a equivaléncia com
a condigdo dada pela Eq. (4.8). O resto da demonstragio segue a do
Lema 4.1. O

O Lema 4.2 prop6e uma condigao para a estabilidade na média
quadritica para o sistema dado pela Eq. (4.7) considerando uma dada
probabilidade de perda de pacotes . A seguir, demonstra-se que a
condicao da Eq. (4.8) também é satisfeita para qualquer valor menor

do que f.

Lema 4.3. Para um dado B=0 € [0,1), um politopo X no espago de
estados ¢ K(z)=K(x), suponha que exista uma matriz P=P tal que
a Eq. (4.8) seja factivel. Entdo, a Eq. (4.8) também é satisfeita para
qualquer B = (/5,6 > 1, com P =P ¢ K(z) = aK(z), sendo que
1-5
o = —
1-p5/6

€ (0,1). O

Demonstragao. Assuma que a condi¢io da Eq. (4.8) é satisfeita com
B=p, u=p=1—-p, P=P e K(x)=K(z). Aplicando o complemento
de Schur na Eq. (4.8) implica:

[A(x) + pB(z)K ()] P[A(z) + aB(x) K (z)] — P
+n(B)i*K (z) B(z) PB(z)K (z) <0, Vo € X, (4.9)

em que

n(v) = v/(1 - v).

Note que para qualquer 3 = /3, § > 1, tem-se:

B<B, nB)<nB), p=1-p=]p/a (4.10)

Seja A o lado esquerdo da condigdo dada pela Eq. (4.8) com

B como definido acima, P = P e K(z) = aK(z), e considerando a
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Eq. (4.10), obtém-se:

-P * *
A= |PA(z) + pB(z)K(z) —P * , o*=p(1-p).
aPB(x)K(z) 0 —P/o?

Pelo complemento de Schur tem-se A < 0 para todo x € X se

e somente se:

[A(z) + iB(2)K (2)]' P[A(z) + aB(2)K (z)] — P+
vii K (z)'B(x)' PB(2)K (r) < 0, Vo € X,

com 2 2
a‘o 15}
V= ? = m =n(B).
Como 7(B) < 1(f), entdo a condicio da Eq. (4.9) assegura que A < 0,
Vaoedk. O

Observagao 4.1. O Lema 4.3 implica que se um ganho de realimen-
tagdo de estados satisfaz a condi¢io da Eq. (4.8) para um dado B=0 e
um politopo X, entdo para qualquer §< B existe um ganho de realimen-
tagdo de estados assequrando a estabilidade local assintotica na média
quadrdtica do sistema em malha fechada e satisfazendo a condicao da

Eq. (4.8) para o mesmo politopo X .

4.1.1 Solucdo Baseada em Desigualdades Matriciais Lineares

Geralmente, a condicao de estabilidade do Lema 4.2 ¢é dificil
de ser verificada numericamente, visto que a mesma deve ser satisfeita
para todo z € X. Na sequéncia, deriva-se uma solucdo baseada em
LMIs para averiguar a estabilidade local assintdotica na média quadra-
tica do sistema dado pela Eq. (4.5) ao mesmo tempo que obtém-se uma
estimativa para o conjunto de estabilidade da malha fechada. Para esse
fim, primeiramente, restringe-se o ganho de realimentacdo de estados
K (z) a ser uma fungio quadrética em relacdo a x a qual, sem perda de

generalidade, pode ser escrita como segue:

K(z) = W, (z)K¥(x), (4.11)
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2
sendo que K € R™HDX(47%) & yyma matriz constante e

l'ljn

Segundo, assume-se que X é um politopo simétrico contendo

a origem o qual pode ser representado tanto em termos de suas faces,
ie.:

X={zeR":|dz|<1,j=1,...r}, (4.12)

comc; € R", j =1,...,r definindo as faces de X, ou alternativamente

em termos do casco convexo formado por seus vértices v; € R",j =

1,...,q, ie.
X:Co{vl,v27...,vq}. (4.13)

Terceiro, para a estimacao do conjunto de atragao do sistema
em malha fechada, considera-se o conjunto de Lyapunov normalizado
D, como segue:

D={xeR":2'Px <1}, (4.14)

com P satisfazendo a condicdo da Eq. (4.8).

O teorema a seguir apresenta um resultado baseado em de-
sigualdades matriciais lineares para avaliar a estabilidade local assin-
totica na média quadratica do sistema em malha fechada dado pela
Eq. (4.7).

Teorema 4.1. Considere o sistema em malha fechada da Fq. (4.7)
com um dado ganho de realimentacio de estados K(x) como definido
pela Eq. (4.11). Seja 8 uma dada probabilidade de perda de pacotes e X
um dado politopo no espaco de estados contendo x = 0 como definido
tanto pela Eq. (4.12) como pela Fq. (4.13). Suponha que existe uma
matriz P simétrica e definida positiva e uma matriz L com dimensdes

apropriadas, tais que

O(v;) + He(LQqg(v;)) <0, i =1,...q, (4.15)
1
Gls0,5=1,...,n (4.16)
Cj P
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com
—N’PN * *
D(z) = N'PA(z)N+puPBY,(z)’K —N'PN *
, N'PN
pPBY, (z)'K 0 —
Qq(z) = diag {Aa (), Aa(x), Aa()}
/
[P:diag{P,...,P},[N:{In onxngyus:[Bg B, - B;} ,
Q(x)
No(x) = , Qx) = |T(z) -1/,
l‘gIn 7%1],1 0 0
0 $3In —Z‘QIn 0
</V(.’L') = )
0 0 Toln  —Tp_1l,

e i ea? sio como definidos na Eq. (4.4). Entdo, o sistema da Eq. (4.5)

O

¢ localmente assintoticamente estdvel na média quadrdtica.

Demonstrag¢io. Note que se a condicdo da Eq. (4.15) é véalida para
todos os vértices de X' entdo, por argumentos de convexidade, também

é satisfeita para todo = € X.

Em vista das definigdes apresentadas no enunciado deste teo-
rema, tem-se que B(z)=V(z)'B e PY(z) =¥ (z)'P. Isto em conjunto
com a Eq. (4.11) implica em:

PB(z)K(z) = V(2)'PBY, (x) K¥(z).

Observando que NW(x) = I,,, pode ser facilmente verificado
que a desigualdade dada pela Eq. (4.8) do Lema 4.2 pode ser escrita

‘Ild(x)’q)(x)\lfd(a:) <0,Vzxedi, (417)
Vi(z) = diag{¥(z), U(z), ¥(z)} .

Uma vez que a matriz Uy(z) é tal que Qq(x)Pq(x) =0, Vo,
entdo, pelo lema de Finsler (BOYD et al., 1994), a desigualdade da
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Eq. (4.15) assegura que condicao dada pela Eq. (4.17), ou equivalente-

mente a condi¢do da Eq. (4.8), seja satisfeita.

Por sua vez, a condigdo dada pela Eq. (4.16) é necesséria e
suficiente para garantir que D C X (BOYD et al., 1994). Entao, con-
siderando o Lema 4.2 conclui-se que este teorema a prova deste teo-

rema. O

O Teorema 4.1 fornece um método para solucionar o problema
P1. Entao, seja a probabilidade de perda de pacotes maxima admissivel
que garante a estabilidade local assintética na média quadratica para o
sistema da Eq. (4.5) definida por 8* e, admitindo que um conjunto de
condicdes iniciais admissiveis é dado por Dy := {x € R" : 2/Pyzx < 1}.
Entao, o problema P1—(i) pode ser resolvido por meio do seguinte

problema de otimizacao

8 = éng)z B, sujeito a Eq. (4.15), Eq. (4.16) e Py — P >0, (4.18)

com Py = P} > 0 sendo uma matriz dada que define o tamanho de D
e tal que Dy C D

Note que a restrigdo da Eq. (4.15) ndo é convexa com relacdo a
B e P. Entretanto, uma vez que a Eq. (4.15) torna-se uma LMI para um
[ fixo, a solugdo 6tima 3* pode ser obtida solucionando iterativamente
o problema de otimizagao dado pela Eq. (4.18) via um procedimento de
busca em f sobre [0,1). Alternativamente, tendo em vista o Lema 4.3,
pode-se aplicar um algoritmo de bissecdo padrao para determinar um
limite maximo para 3%, tao préximo quanto desejado, através da solu-
¢d0 de um problema de factibilidade de LMIs a cada passo do algoritmo
de bissecdo, o qual demanda menos tempo computacional comparado

com técnicas de busca em grade.

Por outro lado, se o interesse é maximizar a regidao de esta-
bilidade D para uma dada probabilidade de perda de pacotes 3 (i.e.,
problema P1—(i7)), entdo o seguinte problema de otimizagdo que ma-

ximiza o volume de D é proposto:

I}IDIiIEl tr(P), sujeito a Eq. (4.15) e a Eq. (4.16). (4.19)

)
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4.1.1.1 Caso Linear

Note que para o caso de sistemas lineares e um ganho de re-
alimentagdo constante, i.e. A(z) = A, B(z) = B e K(z) = K, pode-
se mostrar que o Teorema 4.1 é equivalente ao Lema 4.2. Ademais,
demonstra-se na sequéncia que a versao linear do Lema 4.2 é equi-
valente a condi¢do necessdria e suficiente proposta por (ELIA, 2005,
Teorema 6.4) considerando que a transmissdo do sinal de entrada de
controle é realizada por um canal com apagamento. Para esse fim, con-

sidere o seguinte sistema de controle linear sujeito a um canal com

apagamento:
z(k+1) = Axz(k)+ Bu(k)
uk) = plk)w(k) , (4.20)
w(k) = Kux(k)

Nessas condigoes, o sistema em malha fechada da Eq. (4.7) torna-se:
z(k+1) = (A+ pp(k)BK)z(k), (4.21)

com A = A+ uBK, pu e ¢(k) sendo como definido anteriormente.
Neste caso, pelo complemento de Shur, a desigualdade da Eq. (4.8) é

equivalente a
P>0, APA-P+0°K'B'PBK <0. (4.22)

O resultado acima é uma condigdo necesséaria e suficiente para a esta-
bilidade assintdtica na média quadratica do sistema em malha fechada
da Eq. (4.21); veja, e.g., (BOYD et al., 1994). Além disso, sabe-se que
a Eq. (4.22) é equivalente a (BOYD et al., 1994):

Q >0, AQA'—Q+ ¢’BKQK'B’ <.

O resultado acima é a mesma condicao de estabilidade na média qua-
dratica proposta no Teorema 6.4 em (ELIA, 2005) para o caso parti-
cular de um sistema de controle linear com um canal com apagamento
como definido pela Eq. (4.20).
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4.2 Projeto do Controlador

Nesta secao, trata-se do projeto do ganho K (x) da realimenta-
cdo de estados que assegura a estabilidade na média quadratica. O
projeto se baseia no Lema 4.2 em conjunto com a parametrizagdo
K(z) = F(x)P, com P satisfazendo a condi¢do da Eq. (4.8) e F(x)
sendo uma fun¢do matricial quadratica em x a ser determinada. O re-
sultado obtido para o problema do projeto de controle é apresentado a

seguir:

Teorema 4.2. Considere o sistema em malha fechada da Eq. (4.7).
Seja X uma regido politopica no espago de estados conhecida, contendo
x = 0 e definida tanto pela Eq. (4.12) como pela Eq. (4.13). Seja B uma
dada probabilidade de perda de pacotes. Suponha que existam matrizes
Q, L eF tais que

O(v;) + He(LQq(v))) <0, i =1,---q, (4.23)
1-¢jQc; 20, j=1,....m, (4.24)
com
~N'QN * *
B(z)= |N'A@)QN+uBY,(z)F  ~N'QN .
N'QN
uBY, (z)'F 0 _ 2
g

w e a? sio definidos na Eq. (4.4), e as matrizes Qq(x), ®,(x), B e N
sao definida da mesma forma como dadas no Teorema 4.1. Entdo, o
sistema dado pela Eq. (4.5) com K(x) = ¥, (z)F¥(2)Q " € localmente
assintoticamente estdvel na média quadrdtica e limy,_,o E{||x(k)|*} =
0 para todo z(0) € D{z € R" : 2’ Pz < 1}, com P=Q~". O

Demonstracao. Essa prova segue a linha da demonstracdo do Teo-
rema 4.1 mas usa-se uma forma equivalente da desigualdade dada pela
Eq. (4.8) no Lema 4.2 como apresentada a seguir. Entdo, pré e pés
multiplicacdo a desigualdade da Eq. (4.8) por Qq = diag{Q, Q, Q},
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com Q=P~!, obtém-se:

—Q * *
A@)Q +pB)K(r)Q -Q  * | <0, Vo e X. (4.25)
B(z)K(x)Q 0 -

Considerando que K(x) = U, (2)'F¥(2)Q !, com Q e F satisfazendo

as condi¢oes do teorema e como B(x) = ¥(x)'B, obtém-se:
B(z)K(2)Q = V(2)'BY,(x) F¥(z).

Tendo em vista a relagdo acima e NU(x) = I,,, verifica-se que a condigao

da Eq. (4.25) é equivalente a

Uy(2)®(2)W4(x) <0, Vo € X, (4.26)
na qual ¥4(z) é definido pela Eq. (4.17). Como a matriz Wy(z) sa-
tisfaz Qq(x)P4(z) = 0, Yz, entdo por argumentos de convexidade e
aplicando o lema de Finsler (BOYD et al., 1994) tem-se que a condigao
da Eq. (4.23) garante que a Eq. (4.26), ou equivalentemente a Eq. (4.8)

seja satisfeita.

Além disso, note que a Eq. (4.24) é uma condigio necessiria e
suficiente para que D C X (ver, e.g., (BOYD et al., 1994)). Finalmente,

o resto da prova segue a linha da demonstracao do Teorema 4.1. O

O Teorema 4.2 permite resolver o problema de controle P2.

Em particular, para uma dada probabilidade de perda de pacotes [,
um controlador por realimentacao de estados que estabiliza localmente
assintoticamente o sistema da malha fechada enquanto maximiza a esti-
mativa da regiao de estabilidade D pode ser obtido por meio do seguinte
problema de otimizagdo convexo:

max log det(Q), sujeito a Eq. (4.23) e a Eq. (4.24), (4.27)

F,Q,L
Note que o problema de otimizagio da Eq. (4.27) maximiza o volume
da regiao de estabilidade D.

De maneira similar, é desejdvel determinar um ganho K(x)

tal que o maximizado o limite para probabilidade de perda de pacotes
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que garante a estabilidade para um dado conjunto de condi¢oes iniciais
admissiveis definido por Dy := {x € R" : 2’Pyx < 1},, com Py > 0
sendo uma matriz conhecida tal que Dy C D, i.e., Py — Q! > 0. Neste

caso, propdem-se o seguinte problema de otimizacao:
Eq. (4.23), Eq. (4.24),
f* = max [ sujeito a P I (4.28)
F.3,Q,L 0<pB<l1le > 0.
I Q
Observe que como no problema da Eq. (4.18), a otimizagio
da Eq. (4.28) ndo é conjuntamente convexa com relacdo a 5 e Q. En-
tretanto, analogamente ao problema da Eq. (4.18), a maximizacao de
B pode ser determinada pelo procedimento de bissecdo onde, a cada

iteracao, resolve-se um problema de factibilidade de LMIs.

Observagdo 4.2. Deve-se notar que as condigoes das Eq. (4.15) e
Eq. (4.23) dos Teoremas 4.1 e 4.2, respectivamente, sao afins nas ma-
trizes do sistema A; e B;, i = 0,1,...,n, estes teoremas podem ser
estendidos para o caso onde essas matrizes apresentam incertezas do
tipo politdpica. Especificamente, considere o sistema dado pela Eq. (4.1)
onde as matrizes A; e B;, i=0,1,...,n, sao incertas e pertencem a uma

determinada matriz politopica M definida por

M = [A B}:iaj[ﬂxj [BJ}, iéjzl,éjzo,
i= j=

com

A=y 4 o)A =[Py () (AT,
[B:{B(’) B, .- B;L]/, B; = {(B(()j))/ BYY ... (BT(Lj))'}/’
com A; e B;, i=1,...,k sendo matrizes conhecidas que definem os

vértices de M. Aplicando-se argumentos de convexidade verifica-se fa-
cilmente que os Teoremas 4.1 e 4.2 podem ser adaptados para as igual-
dades acima apresentadas através da substituicio das matrizes A; e
B; por AS-S) e B](s), respectivamente. Note que s condicoes dadas pela
Eq. (4.15) e pela Eq. (4.23) deverdo ser satisfeitas para j=1,...,q e

s=1,...,k.
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4.3 Exemplos Numéricos

Nesta se¢ao, dois exemplos numéricos sao considerados para
ilustrar as condigbes de estabilizacao propostas neste Capitulo. Espe-
cificamente, o primeiro exemplo é baseado no modelo discretizado do
pendubot como apresentado por (ELIA, 2005), e o segundo é retirado
de (DE SOUZA; COUTINHO, 2011) considerando a existéncia de uma

realimentacao através de um canal com apagamento.

43.1 Exemplo1

Considere o modelo discretizado do pendubot (ZHANG; TARN,
2002), com um periodo de amostragem de 5ms, assumindo que os es-
tados do sistema estao a disposi¢ao para a realimentacao e que o ponto
de equilibrio é a posicdo na qual as duas hastes estdo no eixo verti-
cal (ELIA, 2005). O sistema é instédvel em malha aberta e representado

pelo seguinte modelo:
x(k+1) = Az(k) + Bu(k), (4.29)

com

1.0008  —0.0003  0.0050  —0.0000
—0.0009  1.0013  —0.0000  0.0050
0.3350 —0.1244  1.0008  —0.0003
—-0.3437  0.5274  —0.0009  1.0013

)

!
B:[o.oooe' —0.0011 02245 —0.4257) .

Note que a versao do problema de otimizacao da Eq. (4.28)
especializado em sistema lineares quando aplicado para determinar a
méaxima probabilidade de perda de pacotes admissiveis §* leva exata-
mente ao mesmo resultado obtido em (ELIA, 2005, Theorem 7.3), i.e.,
B* = 0.8364.

Agora, considera-se o seguinte modelo nao linear quadratico
baseado do sistema dado pela Eq. (4.29):

x(k+1) = A(z)z(k) + Bu(k), (4.30)
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com z € R?, A(z) = Ag + 2141 + 2245 + 13435 + x4 A4, com Ag = A

A; = diag{0.01,0,0,0}, Ay = diag{0,0.01,0,0} ,
Az = diag{0,0,0.01,0}, A, = diag{0,0,0,0.01} .

Considere que o dominio politépico no espaco de estado X é

definido em termos de um hiper cubo parametrizado como segue:
X={zeR || <a,i=1,...,4},

com « sendo um escalar positivo que define o tamanho do conjunto X.
Considera-se diversos cenarios para a escolha do pardmetro « e entéo,
sdo projetados controladores nao lineares quadraticos por realimenta-
cao de estados que estabilizam no sentido da média quadrada o sistema
da Eq. (4.30) quando sujeitos a uma canal de realimentagdo com apa-
gamento para cada cenério. Especificamente, aplica-se o problema de
otimizagdo da Eq. (4.28) para estimar a maxima probabilidade de perda
de pacotes 8* para diferentes valores de a assumindo que o conjunto
de condigbes iniciais admissiveis é a prépria regiao de estabilidade D
como definido no Teorema 4.2, levando aos resultados apresentados na
Tab. 1. Note que uma maior probabilidade de perda de pacotes implica

em regioes de estabilidade menores.
Tabela 1 — Maxima probabilidade de perda de pacotes para diferentes
valores de a.
B* ] 0.22 ] 0.49 | 0.78 | 0.82
o035 03 | 01 o001

Fonte: Elaborada pelo autor
Em uma segunda anélise considera-se que o politopo X é defi-
nido por um hiper retdngulo tal que:
X ={zeR*: |z;] <0.03, |zo] <0.03, |23 < 0.2, |z4] <0.25},

a probabilidade de perda de pacote é escolhida como sendo 37 = 0.1 ou
B2 = 0.7. O problema de otimizagdo da Eq. (4.27) é entéo aplicado para

obter uma estimatica maximizada do conjunto de condigbes iniciais
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admissiveis, o que leva aos resultados apresentados nas Fig. 21 e Fig. 22
na qual apresenta-se o corte do conjunto D para $; = 0.1 e o =
0.7 nos planos x1 X xo € T3 X x4, respectivamente. Com propdsitos
ilustrativos, as trajetorias dos estados iniciando dentro e fora dos dois
conjuntos estimados também sao desenhados nas figuras acima citadas.
Ao avaliar as duas figuras nota-se que o volume do dominio condigbes
inicias estimado no plano x; X xo torna-se significativamente menor
quando o probabilidade de perda de pacotes aumenta. Por outro lado,
no plano x3 X x4, as estimativas para D sdo similares em tamanho
indicando que os estados x1 e xo sdo mais sensiveis a taxa de perdas

majores.

Figura 21 — Corte do conjunto D sobre o plano x; X z2 para 31 e fs.

X e i R e e e §

VS

1 < i

0.02 N Uma trajetéria instavel
1 \ !

1 A i

! 1

0.0L [y o
! 1

! 1

><N ort I
I Uma trajetéria estavel 1

.0.01 V<<— Politopo

002 | Corte do conjunto D para 3 = 0.1 ~ ‘\ \\ 1

\\ N N

. o ~ g a

1 Corte do conjunto D para g = 0.7 v
003 = = = = = = = == == == = =
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03

X

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 22 — Corte do conjunto D sobre o plano z3 x x4 para 81 e (s.

M e e e e e e d e e = == = = e e
0.25 1 [N 1
1 A 1
02y . .
! Uma trajetéria instavel 1 |
015, i
1
0.1, :
1
0.05 [, :
1 L .
& o, Uma trajetéria estavel :7
1
0.05 - ;<— Politopo N :*
1 \
L \ I,
0.1+, y :
1 . 1
015, N
; Corte do conjunto D para ) = 0.1 N \\I
0.2y ) RN 'y
1 Corte do conjunto D para (3, = 0.7 I i
-
025 - ‘- - - ‘- - - -‘ - - -‘ - - - ‘- - - ‘- - - -‘ - - -‘ - - -‘ -
0.2 0.15 0.1 0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Fonte: Elaborada pelo autor

4.3.2 Exemplo 2

Considere o seguinte sistema nao linear analisado na referéncia
(DE SOUZA; COUTINHO, 2011):

z(k+1) = A(x)z(k) + B(z)u(k), z(k)€ R, (4.31)
com
A(.T) = A() —+ IL’lAl —+ I‘QAQ, B(ZL‘) = BO —+ l’lBl —+ IEQBQ,
em que
0.8 0.5
A = . A; = diag{0.2,0}, A, = diag{0, —0.2},
0= o4 1o 1 g{0.2,0}, A, g{ }

By = [1 2}/, B = [0.45 0.3]/7 By = [0.45 —0.3}'.

Assume-se que o dominio politépico no estago de estados X é

o seguinte quadrado:

X={recR?®: |z;] <2, i=1,2},
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projeta-se um ganho de realimentagéo de estados K (x), para estabilizar
no sentido da média quadrada o sistema dado pela Eq. (4.31) sujeito a
um canal com apagamento com uma dada probabilidade para perda de
pacotes . Considera-se trés cenarios para a probabilidade de perda de
pacotes, nomeadamente 5=0, 5=0.11 e §=0.21, que é o maximo valor
para 8 em que a solucao é factivel. Entao, o problema de otimizagao
dado pela Eq. (4.27) é aplicado para cada valor de 8 com o objetivo de
maximizar a regiao de estabilidade no sentido da média quadratica D
do sistema em malha fechada, o que leva aos resultados apresentados na
Fig. 23. Note que é possivel reproduzir o resultado apresentado em (DE
SOUZA; COUTINHO, 2011), bastando considerar 8 = 0. Observa-se
que na presenca de perda de informacao a drea da regido de estabilidade

torna-se menor quanto maior é a probabilidade de perda.

Figura 23 — Regiao de estabilidade D para §=0, §=0.11 e 5=0.21.

Fonte: Elaborada pelo autor

Em um segundo momento, aplica-se o problema de otimizagao
dado pela Eq. (4.28) para determinar um ganho para realimentacao de

estados K (z), quadrédtico em x, que estabiliza a malha fechada com a
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méaxima probabilidade de perda de pacotes 8* para um dado conjunto

de condigdes iniciais admissiveis, a saber Dy = {z € R? : 2/ Pyz < 1}

com
4.2725  4.9742
Py =
4.9742  11.3033

Agora, considera-se que X = {z € R? : |z;] < 0.8, i = 1,2}
levando a 8* =0.36. Na Fig. 24 apresenta-se a reposta no tempo das
varidveis de estado da malha fechada 2(0) = [ —0.6 0.3]" € Dy e uma

realizagdo do processo estocéstico da perda de pacotes com S = 0.36.

Figura 24 — Resposta dos estados em malha fechada para z(0) =
[-0.6 0.3 e = 0.36.

0.4
l - Xl
o X,
02+ :
°
°
® o
or - 2 e e ] e .
n
n
02t 7
n
0.4 1
-0.6 .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Amostras

Fonte: Elaborada pelo autor
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5 Alocacao de Recursos por Quan-

tizacao

Neste capitulo apresenta-se uma proposta de gerenciamento da
largura de banda da rede através da variagdo do niimero de bits usados
para representar as varidveis transmitidas, i.e.,sinais de leitura (senso-
res) e de atuacao (controle), enquanto mantem-se a taxa de transmissao
de cada laco constante. Apresenta-se o conceito base bem como uma
discussao qualitativa dos pontos positivos e negativos dessa proposta.
Salienta-se que essa proposta é um projeto em aberto e, portanto, nao
existe uma formalizacdo da técnica de gerenciamento da rede. Os testes
realizados somente comprovam a viabilidade da ideia dentro do cendrio
apresentado e quais as vantagem e desvantagens do ponto de vista de

controle.

5.1 Gerenciamento da Largura de Banda e a Quantizacao

A relagdo entre a largura de banda e a quantizacdo torna-se
evidente levando em conta que quantizadores com parametros diversos
possuem niveis de quantizacdo diferentes implicando diretamente no
nimeros de bits para representar uma palavra. Em particular, sendo
N o ntmero de niveis nao negativos de quantizacdo (lembrando que o
quantizador definido pela Eq. (2.6) é simétrico) o valor de 2+ N — 1
representa o nimero total de niveis. Assim tem-se que o niimero de bits

Ny, necessario para fazer essa representagao é dado por:

Ny > log2(2N).

Entretanto existem outros pontos a serem considerados. Pri-
meiro, diversos niveis de quantizacao levam a diferentes graus de per-
formance do controlador. Assim, menos (mais) niveis de quantizagio le-

vam a menos (mais) bits, portanto pior (melhor) serd a performance do
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controlador. Segundo, a mudanga dindmica dos quantizadores deve ser
feita de maneira que nao implique em sobrecarga/processamento extra
quando o sinal for reconstruido, pois visa-se utilizar sensores/atuadores

simples sem grande capacidade de processamento de sinais.

De acordo com a definicdo de quantizadores logaritmos com
finitos niveis dada pela Eq. (2.6), esses dois requisitos podem ser en-
contrados fixando-se o valor para o maior nivel mdximo de quantizagao
i e a densidade de quantizacdo p (consequentemente J também é fi-
xado). Entao, apenas o nimero de niveis N necessita ser modificado,
implicando na alteracdo do menor nivel de quantizagdao ¢ uma vez que

1+0
NZl‘Flngw.
L

Note que p < 1 e assim, quando € cresce, N é reduzido, a
Fig. 25a ilustra esse efeito considerando dois valores de € diferentes.
Nesse caso, o conjunto de condigoes iniciais D permanece o mesmo, en-
quanto o conjunto atrator A é alterado com suas dimensoes variando
consistentemente com N e inversamente a €, como pode ser observado
na Fig. 25b. Agora, note que as dimensbes do conjunto atrator po-
dem ser usadas como métrica do desempenho de controle uma vez que
quanto menor o atrator menor serd o erro de quantizagao levando prova-
velmente a uma trajetéria dos estados mais suave. Esse resultado vem
direto da nog¢ao de estabilidade adotada neste trabalho pois quando
menor o atrator menor a regidao na qual o sistema em malha fechada

opera em malha aberta e tende a se afastar da origem.

Portanto, em um sistema que compreende varias malhas de
controle independentes e distribuidas, se houver disponibilidade de lar-
gura de banda suficiente essas malhas podem usar quantizadores mais
densos, refletindo em varidveis com mais bits por sua vez gerando men-
sagens mais longas que tornam o atrator menor e suavizam a traje-
toria dos estados. Se em um certo momento uma sobrecarga da rede
acontecer seu efeito pode ser mitigado fazendo uma parte da malha
de controle usar uma quantizagdo mais grosseira, assim uma mensa-

gem menor é enviada, entretanto, mantém-se o sistema estavel com um
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Figura 25 — Representacao da relacao entre os parametros do quanti-
zador entre si e com os conjuntos D e A

(a) Dois quantizadores com diferentes e.

Qi(v) Qi(v) =v
! (1+8;)v (1—8;)v

(51:(528N1§£N2

\\

€1

(b) Representacao das regides D e A .

i) lw\ — B'_’
C1

Fonte: Elaborada pelo autor
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certa degradacdo na performance do controle.

Finalmente, a adaptacdo especifica dos quantizadores proposta
neste capitulo consiste em uma representacao de ponto fixo, correspon-
dente a eliminar o bits menos significativos das variaveis que sao trans-
mitidas através da rede. Isso permite uma reconstrugdo muito simples
dos valores no controlador e no atuador, apenas é necessario detectar o
nimero de bits recebidos e preencher a direita com os zeros necessarios

para recuperar o formato certo.

5.2 Praticidade da Abordagem

Para que o método a ser proposto tenha uma aplicagao pratica,
as variacao do tamanho das mensagens devem ser significativas para ob-
ter um impacto igualmente significativo na largura de banda utilizada.
Por outro lado, o tamanho tipico das variaveis envolvidas é pequeno,
por exemplo, em formato de ponto fixo, o tamanho comum serd de
até 4 bytes. Consequentemente, o método a ser proposto serd efetivo
apenas em redes que utilizam pacotes de tamanhos pequenos como,
por exemplo, CAN ou FlexRay (STEMMER, 2010; ALBUQUERQUE;
ALEXANDRIA, 2009) . No caso especifico da rede tipo CAN, tem-se
que as mensagens como os tamanhos de 1, 2 e 4 bytes implicam que o
tamanho total dos pacotes, no pior caso, incluindo todos os cabegalhos
serd de 73, 81 e 97 bits, respectivamente. Isso corresponde a uma re-
dugao de 21% ou 32% na duragdo da mensagem quanto passa-se de 4
para 2 ou 1 byte(s), respectivamente. Enquanto a mudanga de 2 para
1 byte(s) implica em uma redugdo de 13% na duragdo da transmisséo
da mensagem (TINDELL; HANSSON; WELLINGS, 1994; TINDELL;
BURNS; WELLINGS, 1995).

Do ponto de vista dos programas que controlam os sistemas, a
adaptacao para quantizadores variaveis é direta uma vez que os recep-
tores sabem quantos bytes sdo recebidos e assim o formato dos valores
recebidos pode ser facilmente ajustado, ou seja, conhecendo quantos

bytes foram recebidos sabe-se qual os pardmetros de quantizacao utili-
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zados pelo né que enviou a mensagem. Lembrando que os parametros
para cada quantizador utilizado devem ser previamente definidos em
ambos os nds. Quando comparando a adaptacdo no tamanho das pa-
lavras com a adaptagdo da taxa de transmissdo, um aspecto particu-
larmente relevante e com potencial para beneficios significativos é o de
fato dos periodos de amostragem das malhas de controle permanecem
constantes com o uso da adaptacao da quantizagao. Do ponto de vista
da rede, isto pode favorecer melhorias significativas no comportamento
temporal do trafego, uma vez que a taxa de transmissao é constante
contribuindo para a redugdo significativa da laténcia na rede, conhe-
cido comumente como jitter. Além disso, do ponto de vista do controle,
usar periodos constantes simplifica o projeto dos controladores e evita
a troca dos mesmos (fato comum com a adaptacdo da taxa de trans-
missao) com todos seus potencias problemas e dificuldade associadas.
Mesmo assim, essa técnica nao € livre de preocupagcdes visto que a
estabilidade do modelo pode nédo ser garantida para algumas plantas
que requerem laténcias de rede muito baixas. Neste casso, pode néo ser
possivel utilizar poucos niveis de quantizagao para o lago em questao eli-
minando os potencias beneficios dessa técnica. Além disso, a adaptagao
por quantizacdo parece ser restringida significativamente pelo fato que
as redes atuais usam campos de dados delimitados por bytes, limitando
assim o impacto que a adaptacao por quantizadores pode ter sobre a
largura de banda da rede e possivelmente sendo mais inadequada que

a adaptacao por taxa de transmissao.

A configuragdo de rede concebida para as simulagoes e avalia-
¢oes preliminares do método proposto é apresentado na Fig. 26. Usa-
se a rede CAN com escalonamento por prazo de entrega monotonico
(deadline-monotonic scheduling). O n6 Carga é responsavel por sobre-
carregar a rede simulando o uso por outros processos, e tem a maior
prioridade na rede. O né Atuador é acionado por um temporizador que
efetua a atuacdo apenas se houver uma nova mensagem vinda do con-
trolador caso contrério aplica um sinal de atuagdo zero. O n6 Sensor re-

aliza a amostragem de forma periddica e tenta enviar a informacao, se a
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mensagem nao € enviada até o préximo instante de amostragem a amos-
tra antiga é descartada e uma nova tentativa de envio da mensagem é
feita com o valor de amostra atualizado. O sistema ¢ simulado usando
o software TrueTime, um simulador baseado em MATLAB/Simulink

para simulacdo do comportamento da rede de comunicagao.

Figura 26 — Diagrama de blocos do sistema distribuido.

Planta

Carga Sensor Controlador Atuador

Rede CAN

Fonte: Elaborada pelo autor

As politicas de escalonamento tendem a focar no objetivo de
otimizar a utilizagdo da rede e ndo levam em conta os efeitos que as
decisoes de escalonamento acarretam sobre o desempenho das malhas
de controle em si. Portanto, para implementar com sucesso um sistema
embarcado distribuido no qual varias malhas de controle coexistem com
outros sistemas, compartilhando uma tinica meio de comunicagao, é ne-
cessario aplicar politicas de controle capazes de lidar com as mudangas

temporais impostas pelo escalonador da rede.

Devido a configuracao de rede escolhida para os testes existe a
introducao de um atraso na malha de controle. Para tratar o problema
do atraso, impde-se um atraso de um periodo de amostragem na en-
trega da mensagem do sinal de controle para o atuador como ilustrado
na Fig. 27. Com isso, considera-se para o projeto do controlador uma
dindmica aumentada para o modelo da planta (incluindo um estado
4 representagio para levar em conta o atraso unitdrio). Para atrasos
maijores que um periodo de amostragem, a informacao serd conside-

rada como perdida.

Para tanto, propoem-se um projeto de controle que induz um
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atraso na entrega da mensagem do sinal de controle ao atuador, i.e.,
existe um atraso de uma unidade de tempo entre a saida do controlador

e a entrada do sistema, conforme ¢ ilustrado no diagrama da Fig. 27.

Figura 27 — Sistema de controle realimentado com atraso na entrada
com quantizacdo na entrada e na saida.

u(k) o (k1) =Ax (k)+Bu(k) y(k)
y(k)=C(k)
Atraso 4> REDE @1 0

E(kt1) = Acé(kp+Bou(k) V()
w(k)=C€ ()

Fonte: Elaborada pelo autor

5.3 Realimentacdo de Estados sob Quantizacdo e Perda de

Pacotes

A seguir, apresentam-se testes realizados quando se considera
que a malha de realimentacao esta sujeita a quantizacdo e perda de
pacotes. No Capitulo 4, o problema de andlise de estabilidade considera
somente sistemas sujeitos a perda no canal de realimentacao do sinal de
controle, conforme a configuragdo apresentada na Fig. 28. Observa-se,
nesse caso, que o controlador é colocado juntamente com o sensor, i.e.,
o sinal de sensoriamento ndo é transmitido via rede. Os testes foram
realizados utilizando o simulador TrueTime/MatLab no qual a rede

tem o arranjo de acordo como apresentado na Fig. 29.

Primeiro, a titulo de simplicidade, considera-se um sistema li-
near invariante em tempo continuo dado pela seguinte fungao de trans-

feréncia:
1000

Gs) =

(5.1)
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Figura 28 — Sistema de controle realimentado por dos estados com
atraso na entrada com quantizacdo na entrada.

z(k)
z(k+1)=Az(k)+Bu(k) ’7

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 29 — Diagrama de blocos do sistema distribuido caso realimen-
tagao de estados.

Planta

Sensor e
C
area Controlador Atuador

Rede CAN

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, para aplicar-se a metodologia apresentada na Secdo 2.3
faz-se necessério a discretizar o sistema da Eq. (5.1). Entéo, usando um
periodo de amostragem de 50 ms, obtém-se que a seguinte representa-

¢a0 no espago de estados discreto:

2(kt1) = [1'35 _0'95] (k) + H u(k). (5.2)

0 0
e e—— -
A B

Como explicado na se¢do anterior, considera-se atraso unitério (i.e.,
um periodo de amostragem) na entrada do sistema. Portanto, deve-se
incorporé-lo ao sistema dado pela Eq. (5.4) para a sintese do controla-

dor. Assim tem-se um sistema no espaco de estados aumentado como
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segue (FRANKLIN; POWELL; WORKMAN, 1998):

A4 B + m u(k), (5.3)

0 O

z(k+1)
ug(k+1)

(k)
ud(k‘)

1

com ugq(k) = u(k — 1), ou seja, é o sinal de entrada atrasado de uma

amostra.

Usando a metodologia proposta por Coutinho, Fu e de Souza
(2010), projeta-se uma lei de controle por realimentacdo de estados
que estabiliza quadraticamente o sistema dado pela Eq. (5.3) visando
maximizar o parametro que define a densidade de quantizacao. Assim,

obtém-se o seguinte ganho para a realimentacao de estados:
K= [—0.7669 0.7463 —0.7846} )

com prin = 0.99. Assim, propoe-se a seguinte configuragao para o quan-

tizador finito:

§=6x107° u=0.9 N,=16, — N = 32768, e = 2.4742 x 0.0176.

Em conjunto com o efeito da quantizagdo foi considerado o
efeito da perda de pacotes, no qual a probabilidade de perda 8 assume
os seguintes valores 0%, 45%, 90% e 98%. Na Fig. 30 apresenta-se o

resultado dos testes nas configuragoes acima.

Quando ha a perda de informacao e por consequéncia nao hou-
ver sinal de controle o sistema nao a ficar instavel por se tratar de uma
realimentacao que é estavel em malha aberta e em malha fechada. Isto
deve-se ao dato da configuracdo de realimentacao utilizada na simula-
¢do enviar o sinal controle igual a zero em caso de perda de pacotes.
Portanto ao aplicar-se a analise de estabilidade do Lema 4.2 no sistema,
deste exemplo verifica-se que s6 hé a instabilidade com a probabili-
dade de perda acima de 99%. Entretanto nota-se que hd uma grande
degradacao da qualidade do controle bem como do tempo de subida
da malha de forma proporcional com o aumento da probabilidade de

perda da rede.
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Figura 30 — Resposta temporal para sistema sob efeito de quantizagao
e perda de pacotes.

0.1
0.09 .
0.08} e
- - -7
0.07} - .
0.06 i
0.05} i
0.04 .
0.03} .
0.02} —B=0 |
- = =(=0.45
0.01f —_—3=0.9 |
- = =(=0.98
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60

Tempo (segundos)

Fonte: Elaborada pelo autor

5.4 Realimentacao de Saida sob Quantizacdo

Nesta secao, estuda-se o comportamento do sistema de con-
trole em malha fechada considerando quantizagdo e uma realimentagao
dindmica de saida. Na sequéncia, apresentam-se simulagoes realizadas
sob o sistemas definido pela Eq. (5.2) de acordo com a configuraciao
ilustrada na Fig. 27 com quantizacao nos canais de entrada e saida.

Sendo que sua representagao no espago de estados discreto é dada por:

a(k+1) = [1-195 095]3;(@ +ﬂu(k)

0
A B , (5.4)
y(k) = [1.23 1.21)2(k)
——

para um periodo de amostragem de 50 ms.

De maneira similar a se¢do anterior, impoe-se um atraso na en-
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trada do sistema para realizar o projeto do controlador. Isto é, incorpora-
se o atraso ao sistema dado pela Eq. (5.4) levando ao seguinte sistema

no espacgo de estados aumentado:

xz(k+1) A B| | xzk) 0

= + | |ulk)
ug(k+1) 0 0] |ua(k) 1
x() ’
kEy=1C o0
v [ } uq(k)

Usando a metodologia proposta por Coutinho, Fu e de Souza
(2010), realiza-se o projeto da lei de controle por realimentacao de
saida que estabiliza quadraticamente o sistema e que é projetado para
maximizar os parametros d; e do ou equivalentemente minimizar as
densidades de quantizacdo assumindo que os quantizadores sao ideias,

logo tem-se que o controlador é dado por:

4%107%  —26.54 —24.25 0.17
E(k+1) =] o.99 7.33 5.02 | &(k) 4+ | —o0.05|v(k)
~0.36  —10.80  —9.43 0.07
X X , (5.5)
w(k) = [66.15 —67.27  —236.51] (k)
Ce

tem-se que dsup = 0.03, que se relaciona com a densidade de quantizacéo

minima ppi, através da Eq. (2.7) .

Na sequéncia, usa-se o valor para ds,p como base e assim pode-
se escolher os demais pardmetros para os quantizadores. Assumindo
que os quantizadores de niveis finitos Q1(-) e Q2(-) sdo iguais (por
simplicidade) define-se duas configuracoes distintas para a realizagao

dos testes, como segue

Quantizador Um: Configuracdo com no maximo 2 bytes.

pi =099, y1; =09, N,, =16, — N; = 32768,
¢ = 0.0176, i=1,2.
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Quantizador Dois: Configuragdo com no maximo 3 bytes.
pi =099, p; =5Np, =22, — N; =2097152,
€ =6.8622x 10773, i=1,2.

Agora, aplica-se o Teorema 2.4 para verificar o conjunto de
condigbes iniciais admissiveis D e seu respectivo conjunto atrator A
que garante a estabilidade assintdtica no sentido amplo para o sistema
da Eq. (5.4) em malha fechada com o controlador dado pela Eq. (5.5),
e considerando ambas as configuracdes de quantizadores apresentadas
acima. Assim, apresenta-se na Fig. 3la e na Fig. 31b o corte dos con-
juntos D e A para o Quantizador Um e para o Quantizador Dois, res-

pectivamente.
Figura 31 — Corte dos conjuntos D e A.

(a) Para o Quantizador Um. (b) Para o Quantizador Dois.

Corte do conjunto A

01f 0.1

Corte do conjunto D

-0.15

L L L L L 015
0.15 0.1 -0.05 0 0.05 0.1 K

0.15 'O‘ 1 -0. ‘05 (; 0. (‘)5 0‘1
Fonte: Elaborada pelo autor

Para inferir a diferenga no desempenho do sistema utilizando
as duas configuracdes de quantizadores, realiza-se uma comparagao da
resposta temporal como demonstrado na Fig. 32, para tal utiliza-se
uma onda quadrada com amplitude 0.03 e 2 segundos de periodo como
sinal de referéncia. Apresenta-se na Fig. 33 o sinal de controle, ficando
evidente a troca entre as duas configuracoes de quantizacdo. Observe
que quando a Configuragdo Um estd em uso a amplitude do sinal de
controle é menor pois o ¢; ¢ menor levando a uma quantizagdo mais fina

préximo a origem, i.e., o niimero de niveis préximo a origem é maior.
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Figura 32 — Comparacao da resposta temporal do sistema obtida como
as duas configuragoes de quantizadores.

06 - Resposta com 16 bits
= = = Resposta com 22 bits
Referéncia
0.4 I 1
A A
v vvvf
02r 1
0 ]
-0.2 1
0.4 [
Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo(segundos)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 33 — Sinal de controle para as duas configuragoes de quantiza-

dores.
0.15
Controle com 16 bits
= = = Controle com 22 bits
0.1 b
0.05 a

-0.05

01 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo (segundos)

Fonte: Elaborada pelo autor



148 Capitulo 5. Alocagdo de Recursos por Quantizagdo

J& na Configuragdo Dois o €; é maior, ou seja, hd uma quanti-
zacdo mais grosseira levando a uma regido de atragdo maior. Por fim,
na Fig. 34, mostra-se que o sistema se mantem estavel com a troca de
configuracdo do quantizador, simulacao inicia com a malha de controle
utilizando o quantizador com a Configuracdo Um e alterando entre as

duas configuracoes a cada 3 segundos.

Figura 34 — Resposta temporal do sistema obtida como a alternancia
duas configuracgoes de quantizadores.

0.5 T T T T T T T T T
04r 7
03[
02r
0.1
0
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Fonte: Elaborada pelo autor

5.5 Problemas Praticos

As simulacgoes apresentadas anteriormente demonstram que a
abordagem tem um grande potencial de aplicagao apesar de algumas
limitagoes, como, por exemplo, em relacao ao tipo de rede na qual é van-
tajoso utilizd-la. Nota-se que é necessario fazer uma escolha cuidadosa
para a carga extra a ser inserida na rede pois a mesma, se muito elevada,
pode provocar a perda do prazo de envio na mensagem do sensor para
o controlador e consequente falha no envio dentro do mesmo periodo
de tempo em que foi amostrado. Essa perda de informagao mostrou-
se critica, uma vez que se a mensagem nao é enviada ao controlador.

Neste caso, adotou-se a estratégia de colocar o valor zero como entrada.
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Portanto, o sistema opera em malha aberta até que uma efetiva nova
mensagem de controle seja recebida. Nas configuragoes utilizadas acima
verificou-se que a perda de pacotes pode levar a instabilidade do sistema,
dependendo de quao grosseiro é o quantizador utilizado, isso se deve ao
controlador ndo ser robusto o suficiente para manter a estabilidade na
presencga de perdas e de uma pequena densidade de quantizacao. Entao,
faz-se necessario que a andlise da estabilidade do sistema quando su-
jeito a perda de informacao seja realizada de forma conjunta a anélise
quando sujeito a quantizagdo. Problema esse que nao foi investigado
por completo nesta tese de doutorado. Outro problema nao investigado
nesta tese é como serd implementado o controle da rede, ou seja, como
serd e qual(is) agente(s) da rede serd(ao) responsdvel(is) por fazer a

troca dos quantizadores utilizados por cada malha.
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6 Consideracoes Finais

Nesta tese abordou-se o problema da estabilidade de sistema de
controle retroalimentado via redes de comunicagao. O estudo concentrou-
se especialmente em dois problemas: malhas de controle nas quais
utiliza-se a quantizagdo logaritmica com um ndmero finito de niveis
e malhas de controle sujeitas a perda de informagao a qual é modelada

por um processo estocastico de Bernoulli.

No Capitulo 2 apresentou-se os resultados obtidos na inves-
tigagdo sobre a andlise da estabilidade e estabilizagdo de um sistema
de controle via rede na qual a transmissao é quantizada em ambos os
canais (sensor e atuador), tais resultados foram publicados em (MAES-
TRELLI; COUTINHO; DE SOUZA, 2012) com enfase na andlise de es-
tabilidade e em (MAESTRELLIL; COUTINHO; DE SOUZA, 2015) com
o foco no projeto de quantizadores. Considerou-se que o sistema pode
tanto ser controlado via uma lei de realimentacao de estados como por
uma lei de realimentacao dindmica de saida. E, sabendo que devido as
as caracteristicas particulares da construcao de um quantizador logarit-
mico com nimero finitos de niveis nao é possivel garantir a estabilidade
assintética do sistema, propds-se o uso da chamada estabilidade qua-
dratica no sentido amplo. Com este conceito de estabilidade obteve-se
um conjunto de desigualdades matriciais (LMIs) as quais determinam
uma regiao de condigoes iniciais onde é garantida que os estados do
sistema de controle irdo convergir para uma regido atratora na vizi-
nhanga da origem do plano no espaco de estados. Além do mais, uma
vez que os estados adentrem o conjunto atrator é garantido que nao o
deixem. Os resultados obtidos foram satisfatorios, dando impulso a sua
utilizagdo como base para a proposta de uma metodologia de controle

dos recursos de uma rede, em especifico o controle da largura de banda.

Assim, no trabalho desenvolvido como parte do estiagio san-
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duiche realizado na Universidade do Porto - Portugal, sob a supervisao
do Professor Luis Almeida, estudou-se a proposta de uma metodologia
para estabilizacdo de sistemas lineares sob quantizacdo em uma apli-
cacdo mais proxima da pratica industrial. Como apresentado no Ca-
pitulo 5 e publicado como trabalho em progresso em (MAESTRELLI
et al., 2014) fez-se a analise inicial de um método de controle dos re-
cursos da rede, em especifico o controle do uso da banda disponivel,
através da variagdo do tamanho das mensagens enviadas pela malha
de controle que implica diretamente nos parametros dos quantizadores
utilizados, i.e., nimero de bits. As simulag¢oes realizadas somente le-
varam em conta o problema do ponto de vista do projeto de controle.
Durante a fase de testes, notou-se que o processamento da informagao
e a presenca da rede induzem um certo atraso no envio da informagao
que acabara sendo apenas aplicado na proxima amostragem. Para levar
esse efeito em consideragdo, optou-se em forcar um atraso de um pe-
riodo de amostragem. Desta forma, houve uma modificagdo do método
de andlise de estabilidade original, pois 0 mesmo nao levava em conta
atrasos na malha de controle. A metodologia de controle de largura de
banda via a quantizacao usada por cada malha mostrou-se promissora
apesar da limitagdo do tipo de rede que pode gerar beneficios signifi-
cativos. O modo como o gerenciamento da largura se dard do ponto de

vista do controle de rede nao foi abordado neste trabalho.

Tratando em especifico do problema da perda de informacao
apresentado no Capitulo 4, utilizou-se um processo de Bernoulli para
descrever o comportamento estocastico da perda de pacotes. O resul-
tado quando considerado um sistema linear demonstrou que a proposta
era a solucdo dual de um resultado ja conhecido na literatura. Entre-
tanto a abordagem desta tese tem a vantagem de ser aplicavel para
a classe de sistema nao lineares quadraticos e prontamente estendido
para o caso no qual as matrizes dos sistema apresentam incertezas do
tipo politépica. Esse capitulo tem um trabalho submetido ao IEEE

Transactions on Automatic Control em 2016.

Voltando ao problema da andlise de estabilidade de sistemas
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quantizados, no Capitulo 3 o método proposto inicialmente foi esten-
dido para tratar da andlise de estabilidade quando considera-se que o
sistema é dado por um modelo nao linear quadratico. O problema de
estabilizagao para sistemas nao lineares quadraticos com realimentagao
de estados também néo linear apresentado na Secdo 3.1, foi submetido
ao Conference on Decision and Control 2016, lembrando que neste caso
s6 considera-se a presenga de um quantizador na realimentacao. Ja
problema de estabilizagdo para sistemas quadraticos com realimenta-
¢ao dindmica de saida sob quantizacdo ainda nao foi completamente
solucionado na literatura, ou seja, um método de projeto de controle
dindmico de saida que estabilize um sistema sob quantizagao ideal nos
dois canais ainda nao foi devidamente enderecado a literatura. Por esse
motivo que nos exemplos apresentou-se um caso usando um lei de re-
alimentacdo de estados afim nos estados e um caso de realimentagao
dindmica de saida linear. Na publicagdo (MAESTRELLI; COUTINHO;
DE SOUZA, 2014) apresenta-se os resultados do Capitulo 3 para o caso
especial da lei de controle por realimentacao de estados e somente a pre-
senca de um quantizador. A versdo de um artigo sobre o caso de dois

quantizadores e realimentacao de saida estd em andamento.

Em resumo a proposta de controle de banda via quantizagao
demonstrou potencial salvaguardado algumas consideragoes tais como:
a rede deve considerar o envio de mensagens pequenas, i.e., o tama-
nho minimo do pacote que a rede envia nao pode ser demasiadamente
grande. Apesar da anilise de estabilidade de sistemas sujeitos a quan-
tizacdo logaritmica com nimero finito de niveis ter sido devidamente
tratada nesta tese, o problema de andlise de estabilidade e sintese de
controle para sistemas sujeitos a perdas de informagdo considerando
uma lei de realimentagdo dinamica de saida ainda nao foi devidamente
solucionado, inviabilizando uma analise mais profunda do tema. Assim,
a definicdo de como realizacao a implementacao do método e controle

dos recursos via a quantizagdo estd em aberto.

Os resultados acima enfatizados foram em grande parte publi-

cados ou apresentados em congressos como mostrado a seguir:
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o Stability analysis of input and output finite level quantized discrete-
time linear control systems. Publicado no 51° edi¢do do congresso:
IEEE Annual Conference on Decision and Control (CDC), em
2012.

o Stability Analysis of Finite-Level Quantized Nonlinear Quadra-
tic Discrete-Time Control Systems. Publicado na 20° edi¢ao do

Congresso Brasileiro de Automatica em 2014.

e Dynamic bandwidth management in networked control systems
using quantization. Publicado como Tépico Especial na 6° edi¢ao
da oficina: Workshop on Adaptive and Reconfigurable Embedded
Systems, em 2014.

o Input and Output Finite-Level Quantized Linear Control Sys-
tems: Stability Analysis and Quantizer Design Publicado na Re-
vista: Journal of Control, Automation and FElectrical Systems, em
2015.

o Mean Square Stability and Stabilization of Nonlinear Quadratic
Systems Over Erasure Feedback Channels. Submetido a Revista:
IEEFE Transactions on Automatic Control, em 2016.

e Quantized Control of Nonlinear Quadratic Discrete-Time Sys-
tems. Submetido a 55° edi¢do do congresso: Annual Conference
on Decision and Control (CDC), em 2016

Propostas de Trabalhos Futuros

Com base nas consideragoes feitas anteriormente pode-se listar

os seguintes tépicos para pesquisas futuras:

i) Aprimorar a andlise de estabilidade e sintese de controle para sis-
temas com perda pacotes, resultado apresentado do Capitulo 4
considerando a lei de controle dada por uma realimentacao dina-

mica de saida.
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ii) Desenvolver uma condicao de estabilidade considerando o modelo
por cadeias de Markov para tratar o problema de perda de pacotes

consecutivas e considerando uma lei de realimentacao de saida.

iii) Desenvolver um método de estimagdo de estados para sistemas

submetidos aos efeitos de quantizacao e perda de pacotes.

iv) Consolidar a abordagem proposta para gerenciamento dindmico
da largura de banca baseada na adaptagao dos niveis de quanti-

Zagao.
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