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RESUMO

Dados um corpo K e o grafo dirigido E, definido por (E°, E', 7, s),
em que r e s sao fungoes aplicadas nas arestas de E, vamos definir as
IK-Algebras de Caminhos e as K-Algebras de Caminhos de Leavitt do
grafo F, que denotaremos respectivamente por A(E) e Lk (FE), como
as IK-algebras geradas a partir dos conjuntos de arestas e vértices do
grafo F, e com relagoes que serao definidas neste trabalho. Iremos mos-
trar exemplos de grafos que geram Algebras de Caminhos e Algebras
de Caminhos de Leavitt isomorfas a estruturas matemaéticas ja conhe-
cidas, de forma a entender melhor como se comportam estas dlgebras.
Além disso, iremos provar resultados destas dlgebras que sdo obtidos
através de informacoes do grafo E. O principal resultado que iremos
verificar neste trabalho diz como o grafo E pode implicar nas Algebras
de Caminhos de Leavitt serem simples, ou nao.

Palavras-chave: Grafos dirigidos, Algebras de Caminhos de Leavitt,
Isomorfismos de Algebras, Algebra Simples.






ABSTRACT

Given K a field and the directed graph E, defined by (E°, E', 7, s), such
that r and s are functions applied to the edges of E, we’ll define the
Path IK-Algebras and the Leavitt Path IK-Algebras of the graph E, that
we are going to respectively call A(E) and Lk (FE), as the K-algebras
generated by the sets of edges and vertices of E, with relations that will
be defined in this work. We’ll be seeing examples of graphs that gene-
rate Path Algebras and Leavitt Path Algebras that are isomorphic to
mathematical structures already known, as a way of better understan-
ding how these algebras work. Furthermore, we’ll be proving results of
these algebras based on informations obtained from the graph E. The
main result that we are going to prove here show us how the graph F
can make the Leavitt Path Algebra be simple or not.

Keywords: Directed Graph, Leavitt Path Algebras, Algebra Isomorphisms,
Simple Algebra.
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INTRODUCAO

As Algebras de Caminhos de Leavitt foram introduzidas por
Gene Abrams e Gonzalo Aranda Pino, em (ABRAMS; PINO, 2005) como
uma nova Algebra de caminhos definida sobre um grafo estendido,
em que também sao adicionadas novas relagoes, conhecidas como as
relacgoes de Cuntz — Krieger.

Entdo, dado um grafo dirigido E, em que E = (E°, E', 7, s), com
E° e E' conjuntos enumerdveis de vértices e arestas, respectivamente,
r e s fungoes aplicadas aos vértices de F, queremos construir estru-
turas algébricas a partir dos elementos deste grafo dirigido. Assim,
com relagoes definidas nos vértices e arestas iremos definir as Algebras
de caminhos como estruturas geradas a partir do grafo dirigido e das
relagbes que serao estabelecidas. Para a definicao as Algebras de Cami-
nhos de Leavitt, primeiro ¢ criada uma versao mais completa do grafo
dirigido E, que denotaremos por F, em que sao criadas as arestas “in-
versas” das arestas originais do grafo. Aqui, assim como nas Algebras
de caminhos, serao estabelecidas novas relagoes que serao aplicas aos
elementos do novo grafo dirigido. Para compreender melhor como sao
e como se comportam estas duas estruturas, também iremos buscar
grafos que geram Algebras de caminhos ou Algebras de Caminhos de
Leavitt que sejam isomorfas a estruturas que ja conhecemos da Algebra
Abstrata. O texto serd estruturado da seguinte forma:

No primeiro capitulo comegamos com uma abordagem inicial
sobre grafos dirigidos, apresentando defini¢oes e elementos basicos da
teoria, e em seguida sao definidas as funcoes source e range que pos-
sibilitam a definicdo de grafos dirigidos. Aqui também é abordado a
transposicao da informacao do grafo para uma forma matricial, em que
dependendo de quais informagoes queremos carregar, temos um tipo de
matriz diferente a ser construida. Além disso, também definimos o que
é um caminho em um grafo dirigido, operagoes entre caminhos em um
grafo, o que sao caminhos fechados e ciclos.

No segundo capitulo definimos o que sao ]K—Algebras de cami-
nhos, que denotamos por A(E), e as relagOes entre os elementos do
grafo para esta estrutura. Apresentamos também exemplos de grafos
em que a algebra gerada seja uma estrutura ja conhecida, mostrando
isto através de um isomorfismo construido entre as duas. Com estes
isomorfismos observamos que é mais simples de entender como sao os
elementos de A(E) e como esta dlgebra se comporta.
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No terceiro capitulo sao definidas as ]K—Algebras de caminhos de
Leavitt, denotadas por Li (F), criando antes um novo grafo, estendido
do grafo F original, e adicionando as duas relagoes de Cuntz — Krieger
a definicao das Algebras de Caminhos. Assim como no capitulo ante-
rior, também apresentamos exemplos de grafos que geram Algebras de
caminhos de Leavitt que sejam isomorfas a estruturas ja conhecidas.

No tdltimo capitulo definiremos o que é um subconjunto here-
ditario e saturado nos vértices de E. Com isto, verificamos quais
caracteristicas do grafo dirigido E que fazem com que a Algebra de
Caminhos de Leavitt seja uma algebra simples ou nao.

Aqui, serd necesséario que o leitor tenha conhecimentos de concei-
tos de Algebra Linear, como espaco vetorial, base de um espago vetorial,
dimens@o e combinagao linear, que podem ser encontrados em (HEFEZ;
FERNANDES, 2010), assim como conceitos de Algebra Abstrata, como
unidades locais, algebra, algebra livre, homomorfismo de &lgebras e
isomorfismos de dlgebras, quem o leitor encontra em (ROTMAN, 2003).

Durante todo o trabalho nossa principal referéncia serd o artigo
de Abrams e Pino (ABRAMS; PINO, 2005). Quando formos utilizar de
alguma outra referéncia, isto serd indicado.
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1 TEORIA DE GRAFOS

Neste capitulo apresentaremos os conceitos iniciais para o desen-
volvimento deste trabalho. Para isto comecaremos com as definigoes
dos elementos basicos que compoem um grafo, ou seja, vértices e ares-
tas. Quando orientamos as arestas de um grafo, temos um tipo de grafo
que chamamos de grafo dirigido e que sera a base de estudo de todo o
nosso trabalho.

Por ultimo, vamos definir o que é um caminho em um grafo
dirigido e definir uma operacao que possa ser aplicada em caminhos
adjacentes.

1.1 GRAFOS DIRIGIDOS

Para definirmos o que é um grafo dirigido e quais sao os elementos
que o compoem, primeiro vamos ver um exemplo de uma representagao
de um grafo dirigido:

€
V3 3

Vamos chamar de vértices os elementos vi,vy € v3, no grafo
acima, e de arestas os segmentos que conectam dois vértices e possuem
uma diregao, neste caso e, es, €3, €4 € €5.

Definicao 1.1.1. Um grafo dirigido consiste de uma quddrupla or-
denada E = (E°, E',r,s), em que:

o EO ¢ um conjunto, cujos elementos sdo chamados de vértices;

o E' ¢ um conjunto, cujos elementos sdo chamados de arestas;

o r,5: E' = EY sdo funcdes.

A funcao s é chamada de source, mas vamos denominé-la por
origem aqui, e a funcdo r é chamada de range, que vamos chamar de
destino neste trabalho.

Note que dada uma aresta e € E*, s(e) e r(e) sdo os vértices que
sao ligados pela aresta e. Como a aresta possui uma diregao, temos
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que s(e) é o vértice de onde parte a aresta e e r(e) é o vértice em que
a aresta chega.

Exemplo 1.1.2. Dados E° = {v} e E* = {e}, com s(e) = v = r(e),
entdo E = (E°, E',r,s) é um grafo dirigido.
A partir deste momento vamos nos referir aos grafos dirigidos

apenas por grafos, para facilitar a leitura deste trabalho.

Definicao 1.1.3. A representacao de um grafo € o esboco visual dos
elementos e informacdes fornecidas pela quddrupla (E°, E*,r,s).

Se os conjuntos E° = {v1,v2} e B! = {e}, de forma que a
representagao do grafo formado por estes conjuntos é dado por:

e

7N

U1 V2

Podemos observar que as fungoes r e s sao aplicadas da seguinte forma:

r(e) = vy

s(e) = vy.

Com isto, sempre que tivermos um grafo podemos fazer uma
representacao dele na forma visual como é feita no inicio desta segao e
neste caso dizemos que o grafo é representado pelo seu esboco. Com
isto, podemos fazer uma representacao do grafo que foi apresentado no
exemplo anterior.

Exemplo 1.1.4. Dado o grafo do exemplo (1.1.2), podemos construir
a representacdo do grafo da forma:

v e

Este exemplo de grafo é um dos mais simples que podemos apre-
sentar, os Unicos grafos mais simples que este é o grafo que nao contém
vértices ou arestas, ou o grafo que contém apenas um vértice, mas como
nestes casos os exemplos sao triviais, deixemos estes exemplos de lado.

Exemplo 1.1.5. Dados os conjuntos E° = {vi,v2} e B! = {e1,e2, 3,64},
em que sao satisfeitos:

o vy =r(er) =r(es);

o v = s(e1) = s(ea);
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o vy =r(e2) =7(eq);
® Uy = 5(63) = 5(64).
O grafo E = (E°, E*, r,s) pode ser representado por:

ez

Y
€1 C’Ul UQD €4
~_

€3

Exemplo 1.1.6. Dado o grafo E = (E°, E',r,s) em que E° = {v,v;;i €
IN*}, E' = {e;;i € N*} e, Vk € IN*, sdo satisfeitas:

s(eg) =
r(ex) = vg.
Entao, o grafo tem a sequinte representacdo:

U1

Un

Do exemplo acima podemos definir o conjunto s~*(v) tal que
dado v € E° temos que s71(v) = e, em que e € E' e s(e) = v, ou seja,
s71(v) é o conjunto de arestas {e € E';s(e) = v}.

Definigdo 1.1.7. Se s~(v) é um conjunto finito, para todo v € E°,
dizemos que E € um grafo de linhas finitas.

No exemplo anterior temos que v é a origem de infinitas arestas,
ou seja,
-1 o
sTH(v) ={e1, €1,y Eny )y

assim o grafo nao é um grafo de linhas finitas.

Definicao 1.1.8. Se E° ou E' sdo conjuntos infinitos, dizemos que
o grafo E = (E°,E',r,s) é um grafo infinito. Se E° ¢ E' forem
conjuntos finitos, dizemos que o grafo € finito.
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Exemplo 1.1.9. Sejam E° = {vi,vi,v3} e E' = {e1,eq,e3,e4}, tal
que:

o vy =s(er) =r(es);

e vy =7(e1) = s(ea);

e v3 =r(eg) = s(ez) = s(eq) =r(eq).

Conseguimos construir a representacdo do grafo E:

7 (%) X
(%) 1)33 €4
\6_3/

Note que no exemplo anterior temos que:
o s (v1) ={er}:
o 571 (v2) = {e2}:
o s 1(v3) = {e3,eq}.
Desta forma temos um grafo de linhas finitas.

Definicao 1.1.10. Sejam E um grafo e v € E°. Dizemos que:
i) v é uma fonte se nio existir e € E' tal que r(e) = v;
ii) v é um sorvedouro se ndo existir e € E' tal que s(e) = v;

iii) v € um emissor infinito se s~ (v) é um conjunto infinito.

Intuitivamente, uma fonte é um vértice que nao recebe arestas,
ou seja, um vértice que s6 é origem de arestas do grafo; um sorvedouro
é um vértice que é ponto de chegada de arestas do grafo, mas nao é
origem de nenhuma aresta do grafo; um emissor infinito é um vértice
que ¢ origem de infinitas arestas do grafo. Note que um vértice nao tem
que obrigatoriamente ser uma fonte ou um sorvedouro de um grafo, isto
pode ser observado no exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.11. Se E = (E°, E',r,s) ¢ representado da forma:

ez

R
€1 C’Ul ’1}2:) €4
~_

€3
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nenhum vértice do grafo € uma fonte, sorvedouro ou emissor infinito,
pois s 1(v1) = {e1,ea} e s (v2) = {e3,eq}.

Exemplo 1.1.12. Se E = (E°, E',r,s) é um grafo que possui a repre-
sentacao:

U1

Un

Temos que vy, € um sorvedouro do grafo, Vk € IN*, e v € uma fonte do

grafo. Também podemos notar que o vértice v € um emissor infinito,
S N

pois s H(v) = {e1,ea, ..., en,y ...}

Segue dos exemplos anteriores que um grafo pode, ou nao, ter
um ou mais vértices que sdo uma fonte, um sorvedouro ou um emissor
infinito.

Exemplo 1.1.13. Sejam E° = {vy,...,v6} e E* = {ey,...,e7} tal que
o grafo E = (E°, E' r,s) tem a sequinte representacdo:

7N 7N 7y

(% (%) Vs Ve
€2 €5
V3 er
es
V4

Neste caso, temos que vi € uma fonte e vg € um sorvedouro.

Definicao 1.1.14. Sev € E° é um sorvedouro ou um emissor infinito,
dizemos que v € um vértice singular. Caso contrdrio dizemos que v
€ um vértice regular.

Vértices regulares serao muito importantes quando estivermos
falando das Algebras de caminhos de Leavitt, por isso ja deixamos
definido.



20

1.2 CAMINHOS EM UM GRAFO

Uma outra forma de interpretar informacoes em um grafo é a
ideia. dos caminhos em um grafo, que basicamente sao as possiveis
sequéncias de arestas adjacentes, ou seja, conectadas por um vértice.
Neste caso a informacao sobre os vértices do grafo fica subentendida
pelos caminhos formados. O conceito de caminhos em um grafo sera
utilizado quando falarmos das algebras de caminhos de Leavitt.

Definigao 1.2.1. Dado um grafo E = (E°, E,r,s), um caminho neste
grafo é uma sequéncia (e;;)jen-, em que i € I C N, tal que, para todo
j € IN*, temos

r(eij) = 5(€i,~+1)~

Assim, um caminho é uma sequéncia de arestas que estao co-
nectadas e que seguem uma mesma diregao. Os caminhos de um grafo
sao todas as sequéncias de arestas que podem ser formadas no grafo e,
como podemos notar, a definicdo anterior nao exclui o caso de caminhos
formados por infinitas arestas.

Para tornar a notacao mais simples, no desenvolvimento deste
trabalho, iremos denotar um caminho finito no grafo por £ = ejes...e,
tal que e; € E, no entanto note que nao é necessario que as arestas de
um caminho estejam em ordem numérica.

Exemplo 1.2.2. Sejam E° = {v1,v9,v3} e B! = {e1,e2,e3} tal que E
€ representado da sequinte forma:

el eg €3
/\ /\
v

U1 2 U3

Um caminho possivel em E €
f = €1€2€3€3...€3...,

que é um caminho infinito no grafo, pois passa infinitas vezes pela aresta
€3.

No exemplo anterior também temos que um caminho possivel
é eses e, quando dizemos que a informagao dos vértices do grafo fica
subentendida pelo caminho, queremos dizer que se esez é um caminho
do grafo, sabemos que existe um vértice v que conecta as arestas e; e
es, assim r(e3) = v e que s(ez) = v. Também podemos dizer que se
ezez é um caminho do grafo F, entao dizemos que as arestas es e eg
sao adjacentes, ou conectadas.
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Também podemos pensar no conjunto E' como sendo um alfa-
beto e assim os caminhos do grafo E = (E°, E',r, s) seriam as possiveis
palavras que podem ser formadas pelas letras (conectadas) de E.

Exemplo 1.2.3. Dado o grafo E = (E°, E',r,s) que é representado
da sequinte forma:

a

27N

A
N

Os possiveis caminhos, ou palavras, deste grafo sdo

~

- Palavras com trés letras: abd, ace, acf;
- Palavras com duas letras: ab, ac, bd, ce, cf;

- Palavras com uma letra:a, b, ¢, d, e, f.

Com isto também surge a ideia de verificar quantas arestas um
caminho possui, ou seja, verificar o comprimento desse caminho.

Definigdo 1.2.4. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo e £ € E um cami-
nho. Se & € um caminho do grafo E, formado por n arestas, dizemos
que o comprimento de & é n e escrevemos n = |€|. Vamos denotar por
E™ o conjunto de caminhos de E = (E°, E*,r,s) com comprimento n,
ou seja, E™ = {& € um caminho de E; || = n}.

Exemplo 1.2.5. Se o grafo E = (E°, E',r,s) é representado da se-
guinte forma:

SN TN N
[ ) [ ) [ ] [ )
Qk.j/’

1
E' ={ei1,e2,€3,64,€5,66}

2
E* = {e1eq, eze3, ese5, €466, e5€3 }

temos que

E? = {ejeqe3, esese3}
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Assim como é feito em (ABRAMS; PINO, 2006), vamos denotar o
conjunto de todos os caminhos de comprimento finito por

o0
E*=|JE"
n=0
Note que, neste caso, E° também é considerado como o conjunto de
caminhos de comprimento nulo, pois nao existem arestas.

Agora, precisaremos aplicar as nossas funcoes r e s ndo sé em
elementos de E', mas também nos caminhos do grafo.

Definicao 1.2.6. Se £ é um caminho do grafo E, com & = ejes...e,,
definimos s',7' : E* — E° da sequinte forma

s'(§) = s(e1)

r'(§) =r(en).

Se E = (E° E' r s) é um grafo, representado abaixo, e & =
e1...ep € um caminho de F, entao a definicao indica que:

€1 €n

/\/\

3

s(er) r(en)

Desta forma, temos que as fungoes r e s podem ser estendidas e
aplicadas aos caminhos de um grafo.

Definigao 1.2.7. Se & é um caminho do grafo E = (E°, E,r,s), com
& =eq...ep, entao:

i) Chamamos de £° o conjunto dos vértices, da origem e imagem, das
arestas que compoem o caminho &, assim £° = {s(e;),r(e;)} com i €
{1’ ) n};

it) Dizemos que uma aresta f € uma saida do caminho & se Ji €

{1,..,n} tal que s(f) = s(e;) e f # e;.

No exemplo a seguir podemos observar como a defini¢ao anterior
é aplicada ao grafo.
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Exemplo 1.2.8. Seja & = ejeseq um caminho do grafo E = (E°, EY,r, s)
que possui a sequinte representacao:

TN /\3384

(% V2 v

Vg

Assim, €0 = {v1,v9,v3} e a aresta ez € uma saida do caminho

Uma das formas de termos um caminho infinito no nosso grafo é
quando podemos passar por uma mesma aresta mais de uma vez, ou por
um grupo de arestas, e com isto podemos definir caminhos especificos
que serao utilizados no decorrer do trabalho.

Definigao 1.2.9. Se & = e;...e,, é um caminho do grafo E = (E°, E',r, s),
temos que:

i) & é um caminho fechado em v se v = s(§) = r(&);
i) & € um ciclo se s(€) =1(€) e s(e;) # s(ej),Vi # j.

Assim, um caminho fechado é um caminho que comeca e termina
no mesmo vértice. J& um ciclo, € um caminho que comeca e termina no
mesmo vértice, mas que no seu “trajeto”’ele nao passa por um mesmo
vértice mais de uma vez. Desta forma, da defini¢ao temos que todo ciclo
é um caminho fechado, mas o contréario nao ¢ valido, como veremos nos
exemplos abaixo.

Com isto, assim como ¢é feito em (ABRAMS; PINO, 2008), nos dois
tipos de caminhos se £ € E' entdo & é um loop do grafo.

Exemplo 1.2.10. Se E° = {v} e B! = {e, f} tal que E = (E°, E',r,s)

€ representado da forma:
oD

temos que todo caminho de E € um caminho fechado, pois todo caminho
comeca e termina em v. No entanto, nem todo caminho do grafo é um
ciclo, por exemplo no caminho & = ef temos que s(e) = s(f) = v, neste
caso 0s unicos ciclos no grafo sao £ = e e & = f, que sao os loops do
grafo.
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Exemplo 1.2.11. Se E = (E°, E',r,s) é um grafo que é representado
por:

€3

O caminho & = ejeseqes € um ciclo, mas £ = ejesegeses € apenas
um caminho fechado, pois s(es) = s(eq).

Definigao 1.2.12. Dizemos que um grafo E = (E°, E' r s) satisfaz
a Condig¢ao L, como € definido em (ABRAMS; PINO, 2008), se todo
ciclo em E tem pelo menos uma saida.

No exemplo anterior, o grafo satisfaz a condigao L, pois o ciclo
& possui uma saida, a aresta eg.

No final deste trabalho esta condicao sera utilizada novamente,
quando formos verificar quando as &dlgebras de caminhos de Leavitt
serao simples.
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2 ALGEBRAS DE CAMINHOS

Neste capitulo vamos apresentar a definicao das dlgebras de ca-
minhos, que serao a base para o nosso estudo sobre as algebras de ca-
minhos de Leavitt, e as operagoes que precisam ser definidas no grafo
para obtermos esta estrutura algébrica.

A seguir, partindo de exemplos, mostraremos como essas algebras
se comportam e qual é a forma dos seus elementos, verificando isomor-
fismos com outras estruturas algébricas conhecidas.

2.1 K-ALGEBRAS DE CAMINHOS

Queremos construir uma estrutura algébrica, sobre o corpo K,
a partir dos caminhos de um grafo £ = (E°, Bl r,s). Para isto, é
necessario que esta estrutura possua uma operagao que serd aplicada
nos caminhos de qualquer comprimento de FE.

Definicao 2.1.1. Dados dois caminhos § = ey...ep, €1 = f1...fm,
vamos definir o produto por concatenagao dos dois caminhos da
sequinte forma:

o Ser(&) =s(n), temos que
E-n=cer...enfi...fm;

e Ser(&) # s(n), temos que

&En=0ekK.

Intuitivamente, dizemos que o produto de dos caminhos £ e 7 é
a justa posigao deles, &n, se r(§) = s(n). Da mesma forma, se r(£§) #
s(n) ndo temos como fazer a justa posicdo dos dois caminhos, entdo
En=0eK.

No entanto, este produto por concatenagao nao deixa claro como
se da a operagdo entre um caminho &, com |£] > 0, com um vértice v
do grafo, visto como um caminho de comprimento nulo. Se r(§) = v
temos que &.v é um caminho de E*, por ser a concatenacao de dois
caminhos, no entanto temos que |£.v| = [¢], j& que |v] = 0.

Definicao 2.1.2. Dados um caminho qualquer € = ey...e, e v € E°,
vamos definir o produto desses elementos como:
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e Ser(§) =wv, temos que

v=¢
o Ser(§) #wv, entdo temos

Ev=0€ekK.

Desta definigao também podemos perceber como sera a operagao
entre vértices, que até agora nao havia sido mencionada. Basta tomar
os dois elementos como caminhos de comprimento nulo, fazendo com
que se v,w € E° temos que da definicio

wo = {w  Sew=v (2.1)

0 , caso contrario

Com isto, podemos entao definir o que sera a nossa algebras de
caminhos sobre o corpo K, usando as operacoes mencionadas anterior-
mente.

Definigao 2.1.3. Seja K um corpo e E = (E°, E',r,s) um grafo. A
K-dlgebra de caminhos de FE € definida como a IK-dlgebra livre gerada
por E° e E', quocientada pelo ideal gerado pelas relacées abaizo:

Z) V.05 = 6i,jvi,Vvi,vj S EO,'
i) e;.r(e;) = s(e;).e; = e;,Ve; € E.

Vamos denotar a IK-dlgebra de caminhos de um grafo E por A(E)
e, por simplicidade, usaremos v; e e; para representar as classes dos
elementos v; e ¢; em A(E).

Entao, o ideal mencionado na defini¢ao é da forma

J = {Ui.l}j - 5i7jvi, 61'.7‘(61‘) — €4, 5(61')62’ — 61'},
para quaisquer v;,v; € EY e e; € E', e assim podemos escrever
A(E) =K{E°UFE'}/J.

Na defini¢ao temos que chamar atengao para a funcao Delta de
Kronecker, em que
1, set=7j
5i,j = . )
0, sei#j

fazendo com que o produto de vértices fique definido como foi mencio-
nado em (2.1).



Dessa forma

i,kVi 7S€Z':j

51 361 kUi s
, caso contrario

,sei=75=%k

0 , caso contrario

0j,k0i,jVi = (.
0 , caso contrario

,sei1=7=%k

b
b
{,ﬂl,%j:k
{0

0 , caso contririo
Portanto,

0i,j0i,kVi = 0,k 0i,jVi-
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(2.3)

(2.4)

Proposigao 2.1.4. Operacdes de arestas com arestas, e de arestas
com vértices, estao bem definidas a partir das relagoes definidas na

K-dlgebra de caminhos de E.

Demonstracio: Sejam e, f € E' e v € EY. Pelas relacdes definidas

temos que e = e.r(e) e f = s(f).f.
1) Produto entre arestas:

e.f =er(e).s(f).f
= e.(r(e)-s(f))-f
e~(6r(e) S(f)r(e)).f

_ er(e).f =ef, ser(e)=s(f)
e0.f =0, se r(e) # s(f)

2) Produto entre aresta e vértice:
ev =er(e)w
= 6'(5T(e),vv)
_ {e.v =e, sev=r(e)

e.0 =0, caso contrério
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v.f =v.s(f).f
= (5U’S(f)v).f
_ {v.fzf, se v =s(f)

0.f =0, caso contrario

Assim o produto de aresta e vértice também esta definido, de
forma generalizada, pelas relagoes definidas.

Observacgao 2.1.5. A K-dlgebra de caminhos gerada por E e E' pode
ser vista como um K-espaco vetorial com base = E*.

Exemplo 2.1.6. Se tomarmos o grafo que possui representacdo
ol

temos que as relagdes definidas de A(E) aplicadas aos elementos do
grafo resultam:

® V.U = 0,V = v, desta forma temos v.v....u = v" = v, ou seja, v

n—vezes
é idempotente;
e Se considerarmos que caminhos do tipo £ = ee...e = e", as-
——
n—vezes

sumindo que €® = s(e) = v e e!

& =¢e™, com n,m > 0 vale

= e, temos que para & = e

m—uvezes
—~
5162 — ele™ = (e...e) (6...6) = (6 6) _ en-i-m’
~—— ~——
n—vezes n+m-—vezes
e Se n > 0 temos
v.e" = s(e) e = e

Portanto, nesta dlgebra de caminhos temos as possiveis com-
binagoes lineares dos multiplos do vértice v e de poténcias da aresta e,
o que ji era esperado dada a observacao (2.1.5).
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2.2 ISOMORFISMOS E RESULTADOS DE ALGEBRAS DE CAMI-
NHOS

Nesta se¢ao iremos verificar como sao as algebras de caminhos, e
os seus elementos, geradas a partir de exemplos de grafos que resultem
em estruturas algébricas conhecidas. Vamos comegar com o exemplo
apresentado na segao anterior.

Proposigao 2.2.1. A K-dlgebra de caminhos do grafo que é represen-

tado por:
D

é isomorfa a Kx], a dlgebra dos polindmios com grau maior, ou igual,
a zero e constantes em K.

Demonstrag¢ao: Dado o grafo acima e sua dlgebra de caminhos A(E),
defina
f K — A(E)

em que

F(k) = kv, Vk € K.

Sendo assim, dados ki, ks € K temos que

f(kl + kg) = (]fl + ]432).1}
=kiv+ kv
= f(k1) + f(k2) (2.5)

f(k/’lk‘g) = kl.kQ.U
= kl.kz.v.’l}
= kl.’U.kQ.’U

= f(k1).f(k2). (2.6)

Desta forma, f é um homomorfismo de IK-algebras e assim, pela
propriedade universal (BIAZOTTO, 2012) da algebra de polinémios K|x],
temos que existe um tnico homomorfismo
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fiKlx] = A(E)
1—w
T e

em que f é estendido de f, ou seja, f faz com que o diagrama abaixo
comute:

Agora vamos verificar que f é uma bijecdo observando a sua
inversa. Seja g a func¢do que vai do conjunto {v, e} em KJz] da forma

g :{v,e} = K[x]

er—x

Desta forma, dados a, € K e z,y € {v,e}, se definirmos
Jlax + By) = a.g(z) + B.9(y) temos que § : K{v,e} — Klz] é um
homomorfismo de K-algebras, que estende g e satisfaz:

g(vv) =7(v).g(v)
=1.1

=1=g(v); (2.7)

g(e.w) =g(e).g(v)
=zx.1

— o =7g(e); (2.8)



31

g(v.e) =7(v).g(e)
=1z
=z =g(e). (2.9)
De agora em diante, sempre que formos estender a funcao para
um homomorfismo, vamos apenas dizer que existe um homomorfismo,
mas a ideia serda a mesma.
Assim, se definirmos o ideal J = {v.v —v,v.e — e, e.v — e} temos
que gl; = 0, fazendo com que A(E) = K{v,e}/J e o que garante a
existéncia de um homomorfismo, pelo teorema do homomorfismo (DO-
MINGUES, 2003)

g: A(E) = Kz]
vi—1
e—x

Pela construcao temos que g = f~! e com isto A(E) ~ K][z].
]

Observagao 2.2.2. Podemos perceber que v é a unidade de A(E) no
exemplo anterior, assim f € um isomorfismo unital de A(F) para K[z].

Exemplo 2.2.3. O grafo que é representado por:

€

7N

U1 V2

gera a KK-dlgebra de caminhos que satisfaz:

S Vi, set =7
Vg — . ]
0, sei#j

e vi.e =s(e).e=ceevy =ecre) =e
e c.wy; =0, pois r(e) # vy, e vo.e = 0, pois s(e) # vy;
o c.e = (er(e)).(s(e).e) = e.(va.v1).e = e.0.e = 0;

e Do item acima temos que e = 0,Vn € IN*.
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Portanto, isto nos confirma que os elementos da K-algebra A(E)
sejam da forma

vy + 5”2 + 7€, para aaﬂa’y € ]K7

como ¢é dito na observagao (2.1.5).

Proposicao 2.2.4. A K-dlgebra de caminhos do grafo representado

por:
e
VR

U1 V2

é isomorfa a To(K), a K-dlgebra das matrizes triangulares superiores
de ordem 2 x 2.

Demonstragdo: Temos que T(IK) tem como base o conjunto

oo) (o))}

e vamos chamar

10 0 1 00
(5 0)-5(00)-=(01)-»

Se denotarmos 0sx2 = 0, a matriz nula de ordem 2 x 2, temos
que:
FE\.E1=F,, FE{.Es=F;, FE.E3=0,
FEs.E1 =0, FEy.Fy,=0, EFE3FE;3=EF,,
FE3.E1 =0, FE3.FE,=0, FEs3.FE;=EFE;s.

Vamos construir uma homomorfismo de A(E) para T»(K). Con-
sidere

f: {v1, va, e} = To(K)
vy — By
vy — FE3
e FEs.

Assim, existe um tnico homomorfismo f : K{vy,vs, e} — To(K)
de K-algebras, que é estendido de f, satisfazendo:
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e O produto entre vértices:

Fvr.vr) = fvr).f(v1)

= By = Fun); (2.10)

=0; (2.11)

f(v2.02) = f(v2).f(v2)
— F4.Ey

— By = F(va); (2.12)

e O produto de aresta e vértice:

f(vr.e) =

= By = f(e); (2.13)

— By = (o) (2.14)

= 0; (2.15)
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F(va.e) = f(v2)-f(e)

= F3.Ey
= 0; (2.16)
e Produto entre arestas:
f(e.e) = f(e)-f(e)
= F5.Fy
= 0; (2.17)

Assim, definindo o ideal J = {v;.v; — 6; jv;, e.r(e) — e, s(e).e — e},
para todos v;,v; € E°, temos que fl7 = 0. Logo, pelo teorema do ho-
momorfismo, existe um dnico homomorfismo de dlgebras f : A(E) —
T5(IK), estendido de J?

Vamos verificar que f é um isomorfismo de dlgebras. Seja M €
T5(K), entdo existem a, b, c € K tais que

a b
e (o)
Entéo, vamos tomar = = (a.v1 + b.e + c.v2) € A(E) e assim

f(@) = flav1 + b.e+ cva)
= a.f(v1) +b.f(e) + c.f(v2)
= a.E1 + bE2 + C.E3 =M. (218)

Desta forma, f é uma funcao sobrejetora.
Agora, seja x = (a.v; +b.e + c.v3) € Ker(f) C A(F), com isto

022 = f(z)
= f(awy + b.e + c.v9)
a.f(v1) +b.f(e) + c.f(ve)

)
( ’ ) (2.19)

sa=b=c=0€K
sx=0cK (2.20)

(
0
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Portanto, f é injetora e assim f é um isomorfismo, o que garante
A(F) ~ TH(K).

Observagao 2.2.5. Note que Ey + E3 € a unidade de To(IK) e assim,
dado um termo geral de A(E), da forma av,+puva+e, para o, 8,7 € K,
e as operacoes obtidas pelo isomorfismo, temos que

(v1 4+ v2).(av1 + Bvs + ve) = a(vi + va2).v1 + B(v1 + v2).v2 +y(v1 +v2).e
= a(vi.v1 + v2.v1) 4+ B(v1.v2 + v2.v2) + Y(v1.€ + v2.€)
= a(vi +0) + (0 +v2) +v(e +0)
= av1 + Bvs + e

(a1 + Bz + ve).(v1 + v2) = avi.(v1 + v2) + Bv2.(v1 + v2) + ve.(v1 + v2)
= a(v1.v1 + v1.02) + B(v2.v1 + v2.v2) + y(e.v1 + ev2)
— (v +0) + B0+ v2) +7(0+€)
= a1 + Puz + e

Portanto (v1 + vg) € a unidade de A(E), com isto A(E) é unital e o
nosso isomorfismo também € unital.

Agora, vamos generalizar o que o resultado anterior apresentou
para um grafo com n vértices e verificar que, neste caso, a algebra de
caminhos serd isomorfa a algebra das matrizes triangulares de ordem
n.

Proposigao 2.2.6. Dado o grafo E = (E°, E*,r,s), com E° = {v1,...,v,,}
e E' = {e1,...,en_1}, satisfazendo s(e;) = v; e r(e;) = viy1 para todo
i €{1,....,n— 1}, temos que sua representagdio é:

el (D) €n—1

7N 7N RN

V1 V2 V3 ... Un—1 Un

temos que A(E) ~ T,(K), em que T,,(K) € a K-dlgebra das matrizes
triangulares superiores de ordem n X n.

Demonstrag¢ao: Primeiro vamos notar que T, (K) tem como base o
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conjunto § formado pelas matrizes F; ; da forma

a1 =1, sei=kej=1

(Eij)nxn = [0k i]nxn = {

ap; =0, caso contrario

para i < j. Desta forma, temos

E;;,, sej=k
EijEri = { ’ ’

Onxn, caso contrario
= Ei,j.EkJ = 5j,kEi,l
Vamos definir a fungao
fA{E°UE"Y — T,(K)
V; > Ei,i
ej = Ejjp
€;€j41...€k —> E’,k+1;

comie={l,...n} je{l,.,n}ej<k<n-—1

(2.21)

(2.22)

Entdo, existe um tinico homomorfismo f : K{E°UE'} — T, (K)

estendida da funcao f Assim, usando (2.22) temos:
e Produto entre vértices:

e Produto de vértices e arestas:

Jvie;) = f(vi).fles)
=FE; ;i
=FE;;1

= ?(Q’);

(2.23)

(2.24)
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f(vi-e;...ej) = f(v;).f(es...e;5)
=Eii-Eij+
=F; i1
= f(ej...e;); (2.25)

fleivigr) = f(ei)-f(vig1)

=FE;it1-Eip1,i01

=FE; i+

= fei); (2.26)

?(6i...6j.’l)j) = f(ei...ej).f(vjﬂ)

=Eijt1.-Ejt1+1

= Lij+1

e Produto entre arestas:

f(ei...ej.ep...et) = f(e;...ej). f(ex...ex)
=F; j+1-Eria
=0

_{Ei,z+1 ,sek=7+1

Opxn , caso contrario

Onxn , caso contrario

_ {f(ei...el) ,sek=j+1 (2.28)

Desta forma, definindo
J = {vi.vj — 0;,j0i, €;.7(€;) — e, 5(€;).e; — €53 Vi, v; € E% e Ve, € El} ,

um ideal, temos que f|; = 0 e, pelo teorema do homomorfismo, existe
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uma tunica funcao

fAE) - T,(K)

que é um homomorfismo de K-algebras.

Para verificarmos que f é sobrejetora basta observar que dado
E; ; e E; ; sdo elementos da base de T),(K), com i < jeid,j € {1,...,n},
temos que (e;...e;_1),v; € A(E) sdo tais que

flei.ej_1) = Eije f(vi) = Eq,

ou seja, todos os elementos da base de T,,(K) sdo imagens da funcao f
e como f é um homomorfismo, temos que a fungao é sobrejetora.
Agora, seja

Za“vﬁr Z a; jei...ej_1 | € Ker(f)

1<j<n
temos entao
Onxn = f(IE)
= f Zaz iV + Z Q; j€4...€51
i<j<n
n
= Zai,if(vi) + Z i jflei...ej—1)
i=1 i<j<n
= Z%Eu + D sy
1<j<n
01,1 0 0 0 Qaro v a1 n
0 « 0
_ . 2,2 +]
: . . 0 : T T Qp—1,n
a1 Q12 v (657
_ 0 a2 : : _ (2.29)
: . Qp—1,n
0 0 Qn.n

Assim o ; = 0,Vi < 7, 0 que faz com que z = 0 e f seja injetora.
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Logo, f é um isomorfismo e com isto A(E) ~ T,,(K).
]

Em alguns dos resultados anteriores vimos que existe um ele-
mento na algebra de caminhos que é a unidade da estrutura. O préximo
resultado garante quando existe unidade.

Teorema 2.2.7. Dado o grafo E = (E°, E',r,s) temos que se E° ¢
finito entao A(E) possui unidade.

Demonstragao: Primeiramente, note que para um elemento ser a uni-
dade de uma algebra de caminhos ele deve ser formado apenas por
vértices, pois o produto é feito por concatenacdo, ou seja, se e € E*
temos que e.e = ee ou e.e = 0, 0 que faz com que as arestas nao possam
fazer parte da unidade.
Sejam E° = {v1,...,v,} e E' = {e1,...,em, ...}, note que E' pode
n

ser infinito. Vamos mostrar v = Zvi ¢ a unidade de A(E).
i=1
Notemos que dados v, € E® e ¢; € E' entéo

n
V.V = E V; | (Vg
=1
n
= E V; . Uk
=1
n
= E 0i kUK
i=1

= Vk; (2.30)

n
V.V = Vg. (Z UZ')
i=1
n
= Z Vk.U;
i=1

n
E 0i, Vg
im1
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n
v.e; = E v; | .€]
i=1
n
= E V;.€]
i=1

n
= Zvi.s(el).el
i=1

=D dusen
i=1

n
€.V = €. (Z ’Ui>
i=1
n
= Z €1.V;
i=1

= Z 5r(el),1)i €
i=1
— e (2.33)

Como todo elemento o de A(E) é uma combinacdo linear dos
elementos de E*, temos que a.v = o e v.ax = a..
Portanto, v = vy + ... + v, é a unidade de A(E).

Assim, para garantir a existéncia da unidade precisamos que o
grafo E seja finito, mas a partir de A(E) também podemos garantir a
existéncia da unidade se mostramos que existe uma relagao entre F ser
finito, ou nao, e a dimensdo de A(F).

Teorema 2.2.8. Se E = (E°, E',r,s) é um grafo, A(E) tem dimensao
finita se e somente se E € finito e nao possui caminhos fechados.

Demonstracdo: (=) Se E = (E°, E',r,s) é um grafo infinito, temos
que EY ou E' sdo conjuntos infinitos. Como a base de A(FE) é formada
a partir dos elementos dos conjuntos E° e E!, temos infinitos elementos
nesta base, assim A(F) tem dimensao infinita.

Agora, se E = (E° E',r s) possui um caminho fechado ¢ =
€1...en, ou seja, r(§) = s(§), entdo para qualquer m > 1 podemos
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escrever

&M = (e1...en)...(e1...en) = (e1...ex)™

m—vezes

Assim, existem infinitos caminhos na forma ™ que sao line-
armente independentes (HEFEZ; FERNANDES, 2010) e portanto fazem
parte da base de A(F), com isto A(FE) tem dimensao infinita.

(<) Como E = (E° E',r,s) é um grafo finito que ndo possui ca-
minhos fechados, temos que E° e E' também sdo finitos por definicao.
Assim, temos que E*, o conjunto dos caminhos finitos de F também é
finito, pois, como nao existem caminhos fechado, os possiveis caminhos
que podem ser criados a partir de concatenacdo de arestas é finito se
nao pode haver repetigao.

Como E* é finito, temos que a algebra de caminhos gerada a
partir de E° e E' também §é finita, pois E* é a base desta dlgebra
vista como um espago vetorial. Desta forma, dim(A(F)) tem dimenséo
finita.
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3 ALGEBRAS DE CAMINHOS DE LEAVITT

Para construir a dlgebra de caminhos de Leavitt necessitamos
que o grafo E = (E° E',r, s) seja um pouco mais “completo”. Para
isto definiremos elementos inversos das arestas ja existentes no grafo.
Além disso serd necessario definir também novas operacgoes entre as
arestas inversas do grafo e elementos ja existentes do grafo.

Com a algebra de caminhos de Leavitt definida, vamos verificar
quais sao os isomorfismos obtidos a partir da nova estrutura obtida
utilizando os mesmos grafos que apresentamos na unidade anterior.

3.1 ALGEBRAS DE CAMINHOS DE LEAVITT

Para fazer com que nosso grafo tenha mais objetos, vamos definir
novas arestas que podem ser compreendidas como “inversas”das arestas
originais.

Definigao 3.1.1. Seja E = (E°, E',r, s) um grafo dirigido. Dada uma
aresta e € E' definimos a sua aresta inversa no grafo como sendo a
aresta e* tal que s(e) =r(e*) er(e) = s(e*), com e* ¢ EL.

Desta forma, temos uma nova aresta com o sentido inverso, como
pode ser observado na representagao abaixo:

€

7N
U1 V2

s(e) = v =r(e¥)
r(e) = vy = s(e¥)

Definigdo 3.1.2. Dado E = (E°, E',r,s) um grafo, se £ € E* é um
caminho na forma & = ey...e, definimos £* = e} ...e}.

Graficamente temos que se

ey €n
RN 7N
13

entao



44

*

€1 €

U1 <o (%) Un .___vvn+1

Desta forma, dados um grafo £ = (E°,E',r,s) e £, € E*,
temos que

En)* =n"g"
Com isto, podemos definir o conjunto (E')* = {e*;e € E} e desta
forma também é possivel definir o conjunto (E™)* = {£*;£ € E™}.

Definigao 3.1.3. Dado v € E° definimos v* = v.

Assim, o novo grafo obtido com os elementos de E°, E' e (E')*,
serd nosso objeto de estudo de agora em diante, por isso definiremos
ele a seguir.

Definigao 3.1.4. Dado um grafo E = (E°, E*,r,s), definimos o grafo
dirigido estendido de E como sendo um novo grafo E, tal que E =
(E°, E*U (EY)* 1", s') em que:

E° ¢ um conjunto, cujos elementos sdo chamados de vértices;

E' é um conjunto, cujos elementos sdo chamados de arestas;

(EY)* € um conjunto, cujos elementos sdo chamados de arestas
nuersas;

o r,s: (E'U(EY)*) — E° sio fungoes.

Dadas e € E' e f* € (E')*, como ja havfamos definido, r(e),
s(e), r(f*) e s(f*) sdo vértices do grafo que sao ligados pelas arestas
e e f, respectivamente. Desta forma, r(e) e s(e) sdo respectivamente
os vértices onde chega a aresta e e de onde sai a aresta e, com isto
r(f*) = s(e) e s(f*) =r(e). R

Vamos nos referir ao grafo dirigido £ apenas como grafo, como
foi feito anteriormente.

Exemplo 3.1.5. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo que é representado
da forma:
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V4

Vs

Vamos nos referir as arestas de E' como arestas reais e as de
(EY)* como arestas fantasmas (gosth edges). Também poderfamos de-
notar as arestas e* por e”!.

Agora, com o grafo E definido, podemos nos questionar se nele
podem existir vértices especiais, como os definidos em (1.1.10), disto

segue o resultado.

Lema 3.1.6. Dado um grafo E = (E°, E*,r,s) o grafo E= (E°,E'U
(EY)*,r,5) ndo possui vértices que sejam fontes ou sorvedouros.

Demonstracdo: Suponha que exista v, um vértice de E, que é uma
fonte do grafo.

Como v é uma fonte, Je € E! tal que s(e) = v ou Je* € (E)*
tal que s(e*) = v. Portanto, temos que r(e*) = s(e) = v ou r(e) =
s(e*) = v, respectivamente, desta forma v nao é uma fonte.

Logo, E ndo possui fonte e de forma andloga mostramos que
também nao possui sorvedouros.

Com o conjunto (E')* apresentado temos como definir o que é
uma algebra de caminhos de Leavitt, que surge das algebras de cami-
nhos definidas anteriormente e que possui algumas novas relagoes.
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Definigao 3.1.7. Sejam E = (E°, E',r,s) um grafo e K um corpo. A
dlgebra de caminhos de Leavitt de E, com coeficientes em K, € a
K-dlgebra livre gerada pelos conjuntos {v;v € E°} e {e,e*;e € E'} e
quocientada pelo ideal gerado pelas relagoes abaizo:
Z) Vi V5 = §i7jvi,Vvi,vj S EO,‘
ii) s(e).e = e.r(e) = e, para todo e € E*;
iii) r(e).e* = e*.s(e) = e*, para todo e € E';
w) Para todo e, f € E' temos que e*.f = 8. ¢r(f) e que
e.f* =0 por(f), ;
v)v= Z e.e*, para todo v € E° regular.

{e€EY;s(e)=v}

Denotaremos a IK-algebra de caminhos de Leavitt do grafo E por
Lk (E).

Desta forma, se J é o ideal da dlgebra de caminhos de Leavitt
gerado por

V.05 — 04 jV; Vg, v5 € E°;

e;.r(e;) —e; ,Ve; € B,

s(e;).e; — e, Ve; € B,
er.s(el) — e} Ve; € BY;

r(el)el — e} ,Ve; € B,

e*.f —besr(f) Ve, f € EY;

e.f" = s por(f*) Ve, f € EY;

v — Z e.e” Vv € E° regular.

podemos definir a dlgebra de caminhos de Leavitt por
Lg(E)=K{E°UE'U (E")*}/J.

Por simplicidade, continuaremos a denotar as classes dos gerado-
res v € E° e e € B! pelas mesmas letras, assim como para e* € (E!)*.

Também ¢é importante notar que se v é regular entao v nao é
um emissor infinito, desta forma existem finitas arestas e € E' tais
que s(e) = v. Logo, quando escrevemos v = Z e.e”, devemos

{e€E';s(e)=v}

perceber que essa soma é finita pois temos finitas arestas partindo de
.

As novas relagoes (iv) e (v), que sdo conhecidas como as relagoes
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de Cuntz-Krieger. Da relacdo (iv) temos que o produto de dois ca-
minhos de do grafo E, ou seja, dois caminhos do conjunto de caminhos
finitos £*, satisfaz o resultado a seguir.

Lema 3.1.8. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo e {,n € E*. Se || # |
entao, em Lk (E) , vale

£, se&=n&, com& € B
= qm, sen=_E&mn, commn € E*
0, caso contrdrio

Demonstragao:
e Se £ =n.&; temos que r(n) = s(§1) = r(&]) e assim

§n=Mmé&)"n

e Se estes casos nao ocorrem, temos que r(&*) # s(n), ou seja, s(§) #
s(n). Assim, temos que

£ m = (§.5(8))-(s(n).n)
= £".(s(£)-s(n))-n
=& 0s(e),5(m)5(8)-0
—0 (3.3)

como foil visto anteriormente.
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Logo, do que foi visto em (3.1), (3.2) e (3.3), temos que o resul-
tado é verdadeiro.

3.2 ISOMORFISMOS E RESULTADOS DE ALGEBRAS DE CAMI-
NHOS DE LEAVITT

Vamos comegar com o primeiro exemplo apresentado no capitulo
anterior, em que mostramos um isomorfismo de A(E) com K[z].

Exemplo 3.2.1. Dado o grafo E representado por:

)

O seu grafo estendido E tem a sequinte representagao:

7
Assim como € feito no exemplo (2.1.6), as operagées com os elementos
de E satisfazem:

e Se m > n, existe k € IN* tal que m = k 4+ n e entao

em.(e)" = ek +n).(e*)"
= ek (e")*

= ek.(5(en)*_’(en)*’l°((6")*)

= €k.1)

:ek;
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Dos célculos apresentados, temos que os elementos da algebra
de caminhos de Leavitt neste caso serao compostos somente pela com-
binagao linear do vértice, arestas e poténcias de arestas, arestas inversas
e suas poténcias. Isto nos leva a conclusdo de que em Li(F) temos
elementos da forma

av + fre+ ...+ Bne” +me* + .o+ nm(e”)™.

O resultado abaixo serd utilizado para mostrar o isomorfismo da
lgebra dos polinomios de grau positivo e negativo, K[z, r71], com a
algebra de caminhos de Leavitt do grafo representado por

v
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Proposigao 3.2.2. K[z,z7 Y] € isomorfo a Klx,y]/J, em que J € o
ideal da forma J = {zy — 1}.

Proposicao 3.2.3. Se E = (E°, E* U (EY)*,r,8) € o grafo que possui

representacao: .
SUUOL

e
temos que Ly (E) é isomorfo a K[z, z~1].

Demonstragio: Seja f : K — Li(E) tal que f(k) = k., Vk € K.
Vimos anteriormente, na demonstra¢do da proposicao (2.2.1), que a
fungao f : K — A(FE) é um homomorfismo e de forma andloga temos

que f também é. Assim, pela propriedade universal da dlgebra K|z, y],
temos que existe um tnico homomorfismo

f:Kz,y] = Lr(E)
Te
Yy et
1l—=w

em que f é estendido de f, ou seja, f faz com que o diagrama abaixo
comute:
Kz, y]

S

f

Agora, usando os resultados do exemplo (3.2.1) podemos notar
que

e que

~
—
<
8
SN~—
I
»
N
S—
kh‘
—
&

I
o
o

Il
<
Il
~
—
i
S~—
—~
)
ot
SN—
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Entéo, se definirmos o ideal J = {zy — 1} temos que f|; = 0.
Assim, pelo teorema do homomorfismo, existe uma unica funcao f :
K(x,y]/J — Lk (FE) que é um homomorfismo de élgebras, ou seja, pela
proposigao anterior existe um isomorfismo h : K[z, 27! — K[z, y]/J e
assim temos que existe o homomorfismo

foh:Klz,z7'] = Li(E)
Tr+—e
z s e*

l—w

Temos que determinar a inversa da funcao f, para isto vamos
definir
g:{v,e, e’} = Kz, 2]
e

e s 7!

v 1

Assim, podemos estender a func¢do em um homomorfismo de K-
dlgebras g : K{v,e,e*} — K[z,z7 ], estendido de g, que satisfaz as
seguintes propriedades:

g(vv) =7(v).g(v)
=11

=1=g(v); (3.6)

g(ew) =g(e).g(v)
=zx.1

=2 =g(e); (3.7)

g(v.e) =g(v).g(e)
=1lx

=x = g(e); (3-8)
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=z =g(e"). (3.10)

=1=7g(v); (3.11)

=1=g(v). (3.12)

Disto, dado o ideal I = {v.v —v,ev —e,v.e —e,e*.v —e*, v.e* —
e*,e*.e —v,e.e® — v} temos que gy = 0. Entdo, pelo teorema do
homomorfismo, existe um tinico homomorfismo de K-algebras

g:Lg(F)— ]K[a:,m_l]
e—x
e* s p7 !

v 1

Agora, vamos verificar que f e g sao inversas. Dados a, b;, 3, ¢;,m; €
K, com i€ {1,..,n} eje€{l,..,m}, vamos tomar

X=(a+bz+..+ba"+cz +. . +enle™)™) € Ko,z
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Y =(aw+ pre+ ...+ fpe” +me* + ...+ 9 (e")™) € L (E),

em que podemos escrever

X=a+ zn:bixi + zm:ck(x_l)k
i=1 k=1

Y=av+ Zﬂiei + an(e*)k-
=1 k=1

Assim, temos que

g(f(X) =g <f <a +) b+ ) ck<x—1>’“>>
=1 k=1

=9 (af(l) + Z bi(f(z) + ) Ck(f(fvl))k>

k=1
RS SED e
i=1 k=1

m

ag(v) + Y _bilg(e))' + Y crlgle”)*
k

i=1 =1

a.l+ z”: bzt + kick(xl)k
i=1 =1

- X (3.13)

feY)=f (g (av +Y e+ nk(e*)k>>
1=1 k=1

f (ag(v) +Y Bilg(e)' + ) mc(g(e*))k)
=1 k=1



54

=f (a.l + Zﬁixi + an(ml)k>
i=1 k=1

=a.f(1)+ Y Bilf@) + ) m(f@ )"
i=1 k=1

=av+ Zﬁiei + an(e*)k
i=1 k=1
—v. (3.14)

Desta forma, g é inversa de f e assim f é um isomorfismo, fazendo
com que neste caso Li(E) ~ K[z, z71].

Proposicao 3.2.4. A dlgebra de caminhos de Leavitt do grafo E re-

presentado por:
€

7N

U1 V2
é isomorfa o M>(K), a dlgebra das matrizes de ordem 2 x 2.

Demonstracao: Primeiro vamos notar que o grafo estendido E = (E°, B'U
(EY)*,r,s) é representado da sequinte forma

€

7N
U1 V2

e*

e que os elementos de L (F) neste caso sdo da forma
a.v] + b.e+c.e* + d.vs,

com a, b, ¢ e d constantes, pois

ee=0 , e'e*=0 , e'e=vy , ee =uvq,
evy =0 , ve=e , eva=e , v2.e=0,
efvpr=¢e" , vm.ef =0, =0 , wv.e=c¢e"

V1.1 = U1 s V1.V = 0= V2.V1 s V2.V = V3.
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Note que

G

é uma base de M5 (KK), vamos chamar 8 = {E, Es, E3, E4} respectiva-
mente, e que sdo satisfeitas as igualdades:

Ey, sei=1 FEi, sei=3
Ey\E;,=(Ey, sei=2 EyE;=(FEy, sei=4
0, set=3,4 0, set=1,2
FE3, sei=1 FE3, sei=3
Es B, =CEy, sei=2 e FEyFE, =< E; sei=4 |,
0, sei=3,4 0, sei=1,2

Considere a funcao

[+ {v1,va,e,e*} = My(K)
v — By
vy > Fy
er— Ey
e’ — Es.

Portanto, existe um homomorfismo f : K{vy,vs, e, e*} — Mo (K)
de K-algebras, que é estendido de f, e que satisfaz:

e O produto entre vértices:

Er
=E; = f(n); (3.15)

= 0; (3.16)
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f(va.v1) = f(v2).f(v1)
o)

f(v2.v2) = f(v2).f(v2)
=FE4 . Fy

= E4 = f(?}g).

e O produto de aresta e vértice:

f(vre) = f(vl)j(e)
= F1.E,

= FEy = f(e);

f(vo.€™) = ?(W)j(e*)
= FE4.FE5

= E3 = f(e*);

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)



flewr) = f(e).f(v1)
= By.F,

f(va.e) = f(v2).f(e)
= Fy.Ey

flvr.e®) = f(m)-?(e*)
= F,.E5

f(e*vg) = f(e*).f(va)
= E5.F,

e Produto entre arestas:

fle.e) = f(e).f(e)
= Fy.Ey

fler.e®) = f(e*).f(e?)
= 5.5

57

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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= E1 = f(”Ul). (330)
Definindo o ideal
J = {v;.v;—0; ;v;, e.va—e, v1.e—e, " v —€e”, vy.e" —e*, e .e—vg, e.e*—v1 },

com v;,v; € E° quaisquer, temos que ?‘J = 0 e assim, pelo teorema
do homomorfismo, existe um tinico homomorfismo de K-algebras f :
Ly (E) — My(K), que estende f.

Agora, vamos verificar que f é uma bijecio. Para isto, seja

b
y= < e d ) = (a-B1 +b.By + ¢.B3 + d.By) € Mo (K),

vamos tomar x = (a.v1 + b.e + c.e* + d.wy) € L (F) e assim temos

f(z) = f(a.vy + be+ ce” + dvs)

a.f(v1) +b.f(e) +c.f(e*) +d.f(va)

a.Ey +b.Ey + c.E3 + d.Ey

=Y (3.31)
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Agora, vamos supor que z = (a;.v1 + as.e + as.e® + a4.v2) €
Ker(f), entdo

0= f(z)
= f(a1.v1 + as.e + az.e* + aq.v2)
=ay.f(v1) + az.f(e) + as.f(e") + as.f(v2)
=a1.F1+as.Fy +a3.F3 4+ as.Fy

_ ( ar as ) (3.32)
az Qa4
De (3.32) temos 0 = a;, parai = 1,2, 3,4. Desta forma temos

que z = 0, logo Ker(f) = {0} e com isto f é uma funcgio bijetora.
Portanto, f é um isomorfismo ¢ Lk (E) ~ My ().

Podemos generalizar este resultado para as matrizes de ordem
n x n de M, (K).

Proposigao 3.2.5. Dado o grafo E representado da sequinte forma

ey ) €n—1
(%1 (%) V3 Un—1 Un,
e1 e Cno1

entdo Lk (E) € isomorfo a M, (KK).
Demonstragao: Primeiro vamos notar que M, (IK) é gerado pelas ma-
trizes elementares

agy =1, sei=kej=1

ar; =0, caso contrario

(Ei,j)nxn - [akl]an = {

Desta forma, temos entao que

E;;, sek=I1
E; B = 9 3.33
kb {0, caso contrario ( )
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Vamos definir a fun¢do

s * *

fidvi, e, on, 1, enm1, €], 601t — My (K)
Vi —r Ei,i
ej = Ejjt
*
ej — Ej+1,j-

Desta forma, existe um tinico homomorfismo

FiK{v1, ey Uny €1, ey €1, €55 s el 1} — My, (K)

de K-algebras que ¢é estendido de f
Note que se ¢ < j temos

f(el-.eiﬂ...ej,l) = f(ei).f(eiﬂ)...f(ej,l)
=FEiir1.EBiy1i42...Ej_1
= E;; (3.34)

flej_reiirel) = flej 1) Flejp)-Fler)
=Ejj-1.-Litoit1.-Eiv1,i
= Ej;. (3.35)

Temos ainda que f satisfaz as seguintes propriedades:

e O produto entre vértices:

J(vivg) =

(vi).-f(v;)
Z,ZE],j

|

Eii, sei=j
0, caso contrario

fvy), sei=j
0, caso contrario

Il
—_—

(3.36)
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e O produto de aresta e vértice:

flviej) = f(vi)-f(e;)

= Eii-Ejjt
o Ei,i—i—h se 1 :]
0, caso contrario

_ {f(ei)’ sei=] : (3.37)

7. b
0, caso contrario

flejvi) = flej).f(vi)
=FEjj1-Fi
. Ej’j+17 SeZ:j+1
0, caso contrario

Y )
0, caso contrario

_ {f(ej), set=j5+1 (3.38)

fejvi) = f(eF).f(vi)

= Ej1,5-Eig
o Ei+17ia se Z :]
0, caso contrario

_ {f(e;‘k)a sei=j . (3.39)

Y )
0, caso contrario

f(uie}) = f(vi).f(€))

= LiiEji;
N Ej+1,j’ sez:]+1
0, caso contrario

_ {f(e;), set=7+1 (3.40)

0, caso contrario
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e Produto entre arestas:

Flejes) = flef)-fley)
=Eit1,-Ejjn
_ By, sei=]
0, caso contrario

- {f(“”l)’ sei=J (3.41)

s )
0, caso contrario

Flejef) = flej).f(e])

=Ejjt1-Eit1,

Ei,i» se | = ]
0, caso contrario

_ {f(vl-), sei = j

L (3.42)
0, caso contrario

Se definirmos o ideal

; {Uz’~1}j_6i,j”iy eir(ei) —ei, s(ei).e; — e, 6?3(61)—6?7}
= )

r(ei).e; —ef, €j.ej =0, ¢;7(€5), eief —v;

para quaiquer v;, v; € E° e quaiquer e;, e; € E'. Com isto, temos que
fls =0 e, pelo teorema do homomorfismo, existe um tinico homomor-
fismo f de K-algebras, que é estendido de f, com

f:Li(E) = M,(K).

Vamos verificar que f é uma bijecao. Para isto, se ¢ < j, basta
observar que para qualquer matriz elementar F; ; temos que

B = f(v),
Ei,j = f(ei...ej,l),
Ejﬂ; = f(e;ffl...ef),

assim todo elemento da base de M, () faz parte do conjunto imagem
da funcao f, que é um homomorfismo, portanto f é sobrejetora.
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Para verificarmos que f é injetora, vamos determinar como sao
os termos de L (F) neste caso. Primeiro, se £ é um caminho no grafo,
vamos verificar que £ nao pode conter arestas consecutivas iguais. Se
existem e;,ef € E' e n,\ € E* de forma que & = n.e;.¢;.\ ou £ =
n.e;.e; A entdo da concatenacao de caminhos temos

& =n.e.e; A
=n.0.\
=0 (3.43)

& =mn.el.e;.\
=7.0.\
=0, (3.44)

ou seja, se um caminho é composto por duas arestas (reais ou fantas-
mas) consecutivas iguais, entdo esse caminhos é nulo. De forma mais
geral, dado £ € E* se existirem n,v,\ € E* de forma que £ = n.y.y.A
entao £ = 0.

Agora, se £ € E* é um caminho de forma que existem n, A € E*
e e;,e; € E' com i+ 1 # j, tais que £ = n.€;.ej.A ou § = n.ej.e;.\
entao da concatenagao de caminhos temos

§=n.ep.ej.A
=n.0.A
=0 (3.45)

§=mn.ej.e;.A
=7.0.\
=0, (3.46)

ou seja, palavras que possuem uma sequeéncia de letras e;.e; ou e} .e;, de
forma que as arestas dessas letras nao sao consecutivas, r(e;) # s(e;),
sao nulas.

Com estes fatos, se supusermos que £ € E* é tal que £ # 0 entéo
nao pode ocorrer £ = n.e;.e;.A e & = n.ef.ef.A. Desta forma, se existe
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*

a repeticao do termo e; ou e,

consecutivos.

Assim, existe v € E* tal que £ = n.e;.77.€;.A ou € = n.efvy.el .,
e com isto v é um caminho que comega na imagem de e; e termina na
sua fonte, ou seja, podemos escrever por exemplo

em £ temos que esses termos nao sao

* * * * *
Y :ei"rl"'ei+k‘ei+k“'ei+lei €16 1-€4—1...€5—1
—er. (3.47)

K2

Entao,

&E=mn.e;.v.e; A
= 1.e;.€;.€;.\
=1n.€;.0¢,.c,7(€;).\
= n.e;.r(e;).A
= 1.6, (3.48)

0 que nos garante que no caminho £ nao existe a repeticao de e;, Vi €
{1,...,n}. De forma andloga se verifica que nao existem repetidos e,
Vi e {l,...,n}, em &.

Como temos apenas as arestas ey, €s, ..., €,_1, podemos notar que
se existir um caminho &, tal que |£] > n — 1, entdo, pelo principio da
casa dos pombos, temos que existe a repeticao de arestas nesse caminho
e assim, como vimos anteriormente, este caminho é nulo.

Se & # 0 temos que || < n — 1 como foi visto.

Portanto, podemos afirmar que os termos de Lk (F) sao da forma

n n—1
T = Z Qa1,.v; + Z(ﬁlj.ej + ’ylj.e;’f)
i=1 =1

n—2 2
+ E 52k.€k.€k+1 + ...+ E ﬂgl.el...enﬂ,g + By.e1.€9...6p_1
k=1 =1
n—2 2
* * * * * * ok
+ g Y2, -€pi1-€p t o T g V34-Cntq—3---€q T V4-€p_1---€2.€1
p=1 q=1

(3.49)

em que a1, B, Yw, € K.
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Agora, seja x € Ker(f) C Lg(F), da forma apresentada em
(3.49), entéo

n n—1
f(:c) = Z ali.Em- + Z(ﬁlj ~Ej,j+1 + 71, ~Ej+1,j)
i=1 j=1

n—2 2
+ Z Bay, g ky2 + ... + Z B3, -Einti—2 + Ba.E1p
k=1 =1
n—2 2
+ Z Y2, -Ept2p+ o+ Zﬁ’gq-qufzq +74.-En
p=1 g=1
ay, B, B2, B3, B
’y11 alz 612 522 E ° ﬁ?)z
_ ’)/21 ’y12 :O
V22 B B . 627172
Y3, ﬂlnfl
Y4 V3 V2els Ve 4,

Como a matriz ¢ igual a zero, temos que oy, = B, = Yw, = 0.
Assim, z = 0 e portanto a fungdo f é injetora.
Logo, f é um isomorfismo e entdo L (F) ~ M, (K).

Agora, queremos generalizar a forma como podem ser escritos
os termos de uma &lgebra de caminhos de Leavitt. Para isto, vamos
demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.2.6. Se E = (EY, E',r,s) é um grafo e Lx(E) é a K-dlgebra
de caminhos de Leavitt associada a ele, entdo

Lk (E) = span{&n*;&§,n € E* er(§) =r(n)}.

Demonstrag¢ao: Queremos mostrar que todo elemento em Ly (E) é for-
mado por combinagdes lineares de monoémios na forma k.£.n*, em que
&,n € E* ek € K. Para isto vamos mostrar por inducao que cada
monoémio em o = k.aj...c,, € L (E), com a; € E°UE*U (E1)*, pode
ser escrito na forma a = k.£.n*.
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i) Se a = k.ay temos que a; € E°U E' U (EY)*, assim
se a; =v € E° Je € E! tal que s(e) = v e com isto

k.e.e® = k.0 ox1(€¥)
= k.r(e")
= k.s(e)

=kov=q
se ap € E', temos que a1 = e € E' e assim

k.e.(e*.e)" = k.e.(e*.€)
= k.e.dc.r(e)
= k.e.r(e)

=k.e =q;
se aj € (E1)*, temos a; = e* € (E')* e com isto

k.e*.(e.e”)* = k.e*.(e.e¥)
= k.Oex e~7(€")
= k.e*.r(e")
=k.e".s(e

=k.e" =a.

Desta forma, os elementos de E°, E! e (E')* podem ser escritos
na forma k.£.n*.
1) Vamos mostrar que isto sempre vale por indugdo. Assim, suponha-
mos que & = kay...aw, pode ser escrito na forma o = k.£.n* ou a = k.v.
Assim, vamos mostrar que isto vale para (n + 1) verificando os casos
de a.f = k.a;...an.0 € a.f = k.v.f, para = app1. Assim

1. se a = kv, com v € E% e v = ee*, para algum e € E', e se
B =w € E° entdo

a.f=kvw
= k.0y, 0¥

kv, sev=w
0, caso contrario



{k.e.e*7 se v =w

..
0, caso contrario

2. se f = f € E', temos que

a.f=kuv.f
=k.bys5)f
B {k.f, se v = s(f)
0, caso contrario ’

3. se B = f* € (E')*, temos
a.f=kuv.f*
= k.5v7s(f*)f*
B {k.f*, se v =s(f*)

7. b
0, caso contrario

4. sea=k.£n* e f=w € EY temos que
a.f=kEn"w
=k.£n".s(n)w
= k.f.’r]*.(ss(n)’ww
B {k.&.n*, se s(n) =w

) )
0, caso contrario

5. se a = k.£Em* e 8= f € E! temos que
a.f=kEn".f
= k.£.0y,57(f)
_ {k-f-r(f% se = f

0, caso contrario

67

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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_ {kér(g),r(f)ga Se 1 = f

0, caso contrario

_ {k.& sen=fer)=r(f), (3.5

0, caso contrario

6. se a =k.Em* e f= f*€ (E)* temos

a.f=kEn" . f*
= k.o¢= yer(n*).f"

_ {k.r<n*>.f*, se £ = 1"

0, caso contrario

{k.ér(n*)’s(f*)f*, se & =n*

0, caso contrario

(3.55)

kfr, se& =n"er(n) =s(f)
0, caso contrario '
Note que nao consideramos o caso trivial em que «.5 = 0, pois
este ja é contemplado quando £ = 0. Temos ainda que nos casos em
que a.8 = k.e ou a.f = k.e*, para e € E', existe f € E* tal que
r(e) = s(f) e assim e = (e.f).f* ou e* = f.(e.f)*, fazendo com que
a.f =kay...a,f = k.£En*.
Logo, a = kén*, ou seja, todo elemento de Ly (E) pode ser es-
crito como soma de mondémios dessa forma e assim L (E) = span{&n*;&,n €

Erer(§) =r(n)}-
u

Esta demonstragao estd feita de forma parecida em (DANGERFI-
ELD, 2011). Deste resultado temos que os elementos de Lk (F) podem
ser escritos da forma

Y av+ > Befr. (3.56)
{veE0} {e.f€E*}

Agora, queremos saber se o grafo infinito também possui unida-
des, ou o que chamamos de unidades locais.

Definicao 3.2.7. Um conjunto de unidades locais de uma dlgebra
R € um conjunto U C R com elementos idempotentes e que comutam,



69

tal que para qualquer nimero finito de elementos x1,...,x, € R existe
u € U tal que
UT; = T;u = x;,t=1,...,n.

Teorema 3.2.8. Dado o grafo E= (E°, EYU (EY)*,r, s) temos que se
E° é um conjunto infinito entdo Ly (E) é uma dlgebra com unidades
locais.

Demonstragao: Seja {z;}i-; um subconjunto finito de Ly (E), de (3.56)
temos que, Vi € {1,...,n}, z; pode ser representado como somas finitas
de vértices e de caminhos (com caminhos fantasmas) do grafo.

Para cada termo z; temos que a representacdo em soma nao
precisa conter todos os elementos do grafo, ou seja, escrevemos z;
como uma soma de alguns vértices e alguns caminhos do grafo. Desta
forma, para escrever x; usando todos os vértices e caminhos do grafo
precisamos de uma notagao que indique que essa representagao em
soma depende do elemento x;, ou seja, depende diretamente do indice
i€{l,...,n}

Desta forma, vamos escrever

x=Za§ +Zﬁ<z £ (1) 0,
j=1

em que a notagao ol ; ) e Bk indica que as constantes, «; e §, utilizadas
na soma dependem do elemento x; (assim, algumas dessas constantes
podem ser zero, dependendo de ).

Considerando

v=U{eis (67m0®) o (670D 15 € {10} e ke {1,.pi}}
i=1
como nosso possivel conjunto de unidades locais. Vamos ver que estes

sao idempotentes, ou seja, para v (fk (n )(i)) T ( l(ci)(772>(i)) =%
quaisquer temos

OR
o, (3.57)
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(60 ) s (6000 ) =0 (67 ). (17 ) ) > (676 )
_ . (gén (n;)m) : (3.58)

(&m0 ®) o (00 ) =5, (2 )or (e ) " o (67)®)
=r (&7 m0"). (3:59)

Os elementos de V' comutam pois, da definicao, a operacao de
vértices é comutativa, ou seja, v.w = Jy 4,V = 0y, w = w.v para todo

v,w € E°.
Agora, tome

HZZU-

Como as somas aqui sdo finitas, temos que Vi € {1,...,n} vale

H.ZTi = Z . Za(z) ('L) + Zﬂ(i) (1).

veV j=1
=Y el Y0 Y a0 ()
veV j=1 veV k=1
= Z Zay) “) v + Z Zﬁk : gu) () (z))g ( )(l)
veV j=1 vEV k=1
I MUECED S ek
veV j=1 veV k=1

(3 Pi
=S a0+ S B0 ()
j=1 k=1

= (3.60)
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&3 . . Di ) ) )
Tiy b= Zay).v;)—I—ZB,(C){,(C).(n,:)(Z) .Zv
j=1 k=1

veV
OGN (@) (@) (oo (i
=2 > oot 303807 )
Jj=1vev k=1veVv
[ Pi
(1) (1) (1) (1) 1, *\(3
- Z Z Oéjz '5v§.i),v'vjz + Z Z ﬁkl ‘57«(5](;)_(772)(1‘))71} kz (77 )( )
j=lveVv k=1veV
[ Pi
=3 > o + 30D A )
j=loveVv k=1veV
O ) ) pi . ) )
=> ool + 378060 )
j=1 k=1

Desta forma, p é a unidade de {x;}?_, e assim V C EY é o
conjunto de unidades locais da algebra.

Vale lembrar que se E° é finito, entdo Ly (E) é uma algebra com
unidade e sua unidade é
>

vEEO
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4 ALGEBRA DE CAMINHOS DE LEAVITT SIMPLES

Neste capitulo queremos verificar quando uma algebra de cami-
nhos de Leavitt sera simples. Desta forma, introduziremos o conceito
de dlgebra simples e, apds isto, estudaremos quais sao as condi¢oes ne-
cessérias e suficiente, no grafo E = (EY, E',r, s) para que sua Algebra
de Caminhos de Leavitt seja simples. Para isto, necessitamos de algu-
mas propriedades e resultados a respeito de caminhos fechados, ciclos
e da definicao de caminhos fechados simples.

4.1 PROPRIEDADES ENVOLVENDO CAMINHOS FECHADOS

Da definigao (1.2.9), lembremos que um caminho & = ej...e, é
dito ser fechado em v se s(§) = r(§) = v e é dito ser um ciclo se, além
disso, tivermos s(e;) # s(e;), Vi # j. Com isto claro, também podemos
definir o que chamamos de caminho fechado simples em um vértice v e
perceber a diferenca entre as definigoes.

Definigao 4.1.1. Se & = e;...e,, tal que r(€) = s(§) = v com s(e;) # v,
para i > 1, dizemos que o caminho £ é um caminho fechado simples
em v.

De forma simples, um caminho fechado simples em um vértice v
é um caminho que comeca e termina em v, e além disso, s6 passa pelo
vértice v uma vez.

Assim, um ciclo nada mais é do que um caminho fechado simples
em todos os seus vértices. Utilizaremos as notagoes CF(v) e CFS(v)
para os conjuntos dos caminhos fechados em v e os caminhos fechados
simples em v, respectivamente.

Também podemos verificar como se dé o produto de dois cami-
nhos fechados simples em v e 0 que resulta desta operagao.

Lema 4.1.2. Seja v um vértice de um grafo e £,n € CFS(v), entao
&' = 0¢ yo.

Demonstracao: Vamos supor que £ =ej...e, € E* eque n = fi...fi, €
E*.

Se m = n, mas £ # 7, temos que existe pelo menos um indice
ke {1,...,n} tal que e; # fr. Vamos supor que e; = f;, Vi < k, desta
forma
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§'n =ey,.. eT Jifn

:L el7f1 (fl) f2fn
:e;;.... 3.0 (f1)-forrfo
ey fou

:e:; e;;fk fn
:ez ekvfk (fk) JIn
=0 (4.1)
Se £ =7 temos que
5*77 :e:,' 61( fl fn
—(3:. 61,f1 (fl) f2fn
:ez.. 62. (fl)fon
=e; ....e5.fo...[n
=€, fn
:65n7fnr(fn)
=r(fn)
=v. (4.2)

Se n < m, dk € IN* tal que m = n + k, desta forma podemos
escrever 1) = fi...fnfnt1... fx. Neste caso, se fi...f, = £ temos que

v= T‘(é-) = T(flfn) = 8(fn+1~--fk) =v

um absurdo, pois 7 passaria pelo menos duas vezes pelo vértice v e
assim n ¢ CFS(v). Assim, fi...f, # £ e com isto voltamos ao primeiro
caso analisado aqui.

Se n > m, dk € IN* tal que n = m + k, desta forma podemos
escrever £ = €1...€;,€m11...€5. Desta forma, se e;...e,, = 1 temos que

v=r(n) =r(e...em) = s(emy1...65) =v

o que também é um absurdo, pois £ é um caminho simples em v e entao
nao pode passar mais de uma vez nesse vértice. Portanto, e;...e,, # 7
e com isto voltamos ao primeiro caso.
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Portanto, dos casos analisados temos que £*n = d¢ ,v.
|

Com este resultado podemos mostrar como podemos escrever um
caminho fechado em v usando apenas caminhos fechados simples, o que
é feito a seguir.

Lema 4.1.3. Se v € um vértice de um grafo e & € CF(v), existem
Unicos M, ..., Mm € CFS(v) tais que & = ny...0m.

Demonstragao: Seja & = e;,...e;, e vamos tomar T = {t € {1,...,n};r(e;,) =
v}. Desta forma, os elementos de T' podem ser listados em ordem fa-
zendo 1 < t; < ... < t,, = n. Note que se r(e;,) = v temos que
s(ei,,,) = v, pois e;,, ¢ a aresta que vem apos e;, .

Agora, se 1 < 11 vamos tomar 11 = €;,...e;, €1; = Cirge,_y+Cir;
para j > 1. Assim, como t; € T é o primeiro indice em que r(e;) = v,
temos que 7; é um caminho fechado simples em v e, como t; € T e
s(eitq;,_,) = v, temos que 7; também sdao caminhos fechados simples
em v.

No caso contrério, em que 1 = 1, temos que s(e;, ) = s(ei,) = v
e assim basta tomar 71 = €;,,...€j,, € 1j = €iy,, €, com 1< j<
m. Neste caso, 71 € um caminho fechado simples em v, pois nao existem
termos k entre ¢ e t2 tais que r(e;,) = v, € com o mesmo raciocinio
temos que 7; também sao caminhos fechados simples em v.

Assim, temos que

Me-m =&
ou
m---Nm-1= g
Agora vamos supor que 6 = M--Nn = 71.--Ym COIM 7);,7; S

CFS(v). Multiplicando os dois lados da igualdade anterior por 77
temos

MMM = V1 Ym
Oy T (1M1)-M2-- 1 = Oy 3y (V1) 724V
VN2 My = Oy 41 VY2 Yim (4.3)
Como 0 # v.13...1, pois 12 € CFS(v), temos que d,, 4, =1, ou
seja, 1 = 1. Assim,
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Vamos supor por indugdo que 7; = ; para i € {1,...,k}, quere-
mos mostrar que ngy1 = Yg4+1. Assim,

Nk+1--Mn = VYk+1---Ym-

Multiplicando por 7, ; na igualdade anterior temos

M1 M1+ =M1 Vo1 Ym
5nk+1,nk+1'T(Uk+1)~77k+2---77n :577k+17’¥k+1'r(lyk+1)‘7k+2""ym
V200 =0t s U VkA20- Y- (4.4)

Como 0 # v.Ng12...1n, POIS N2 € CFS(v), temos que §
1 e assim
Me+1 = Vh+1-
Logo, por indugao temos n; = ; o que indica que & = ;... é
unico.
|

Vamos chamar de grau de retorno de &, em v, como sendo o
valor n, na decomposicao & = n;...n, do lema anterior, e escreveremos

GR, (&) =n.

Exemplo 4.1.4. No grafo representado abaizo:

€3

— ()
U1 V2 e
U3 V4
\6_5/
o caminho & = egejesegeseserey € um caminho fechado no vértice vo
e, assim como € afirmado no lema anterior, dados os caminhos n =
esereseg, 0 = e3 e A = exereq fechados simples em vy, temos que
&E=mnbA.

Temos ainda que, no exemplo anterior, o grau de retorno de &
em vy ¢ GR,,(§) = 3.

Vamos relembrar a definigdo de saida apresentada em (1.2.7).
Dado um caminho & = ej...e,,, dizemos que uma aresta e; é uma saida
do caminho £ se Ji € {1,..,n} tal que s(ex) = s(e;) e ex # e;. Com
isto, podemos verificar as seguintes equivaléncias.

Mt 1Vt
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Lema 4.1.5. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo, sdo equivalentes:

(i) Todo ciclo tem uma saida;

(i1) Todo caminho fechado tem uma saida;

(#4i) Todo caminho fechado simples tem uma saida;

(iv) Para todo v € E°, se CFS(v) # 0 entdo 3¢ € CFS(v) que possui
uma saida.

Demonstragao:

(i) = (i) : E direto das defini¢des de caminho fechado simples e
caminho fechado.

(iii) = (i) : B direto das defini¢des de ciclo e caminho fechado simples.
(i) = (i9) : Tome £ € CF(v). Pelo lema anterior temos que existem
M,y -, e € CFS(v) tais que & = ny...1,.

Se 1; é um ciclo, para algum i, temos que 7; tem uma saida
e assim £ também tem uma saida. Se 7; nao é um ciclo, para todo
i, temos que 1; = €;...¢;, , com e;; € E' com j € {1,...,m}, e que
existem j, k # 1 tais que s(e;;) = s(e;;,) = w # v.

Suponhamos que e;, seja a tltima aresta do caminho 7; em que
ocorre a repeticao de vértice na origem. Se e;; = e;, temos que r(e;;) =
r(eq,) = v e entdo s(e;,,,) = v, um absurdo, pois 7; € CFS(v). Caso
r(ei;) = r(ei,) = v1 temos que s(e;,,,) = s(eq,,,), 0 que contradiz o
fato de que e;, € a ultima aresta em que ocorre repeticao de vértice na
origem.

Se €, # e;, , temos que ei;, ¢ uma saida do caminho 7; e assim
uma saida de &.

(i4i) = (iv) : B direto da defini¢do de caminho fechado simples.
(iv) = (4i1) : Seja & € CFS(v). Por hipétese temos que In € CFS(v)
tal que n possui uma saida.

Se £ = n temos que £ tem uma saida. Se £ # 1 vamos escrever
E=ey...enen= fi...frn € assim:

e See; # fi, com ex_1 = fr_1 para k € {1,...,i}, como r(e;—1) =
r(fi—1) temos que s(e;) = s(f;). Desta forma, f; é uma saida de

&;

e See; = fi, Vi€ {1,...,n}, como £ # n temos que existem g1, ..., gp
tais que £ = 1.g1...gp ou N = £.91....gp. Assim,

s(gr) =r(n) =v=¢§ ¢ CFS(v)

ou

s(g1) =r(§) =v=n¢ CFS(v).
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Logo, existe uma saida do caminho &.
|

Podemos notar que, das equivaléncias do resultado anterior, to-
das as propriedades listadas ocorrem se o grafo satisfaz que todo ciclo
possui pelo menos uma saida.

4.2 ALGEBRA SIMPLES

Aqui queremos verificar quais sdo as condicOes necessarias e su-
ficientes, em um grafo, para que a dlgebra de caminhos de Leavitt seja
uma algebra simples. Para isto, precisamos ver algumas definicoes e
verificar alguns resultados que servirao de base.

Definigao 4.2.1. Um polinémio formado por arestas reais (ou
fantasmas) é uma combinagio linear de caminhos formados apenas
por arestas reais (ou fantasmas). Deste modo, dizemos que o grau de
um polindémio formados apenas por arestas reais (ou fantasmas) o é
o comprimento do maior caminho que compde « e escrevemos deg(a)
para o grau do polinomio o.

A partir deste momento, sempre que nos referirmos a um po-
lindbmio, estamos falando de um polindmio de arestas reais ou fantas-
mas. Também é importante notar que um polinémio pode ter dois
graus, se ele for formado por arestas reais e arestas fantasmas, ou seja,
terd um grau nas arestas reais e um grau nas arestas fantasmas.

Proposigao 4.2.2. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo em que todo ci-
clo possui uma saida. Se a € Li(E) € um polinémio formado ape-
nas por arestas reais com deg(e) > 0, entao existem a,b € Lk (E)
tal que a.a.b £ 0 € um polinémio formado apenas por arestas reais e
deg(a.a.b) < deg(c).

Demonstrag¢io: A demonstracao estd feita passo a passo em (ABRAMS;
PINO, 2005) na proposicao (3.1).

Note que no resultado acima o polindmio nao pode ser formado
apenas por vértices, pois neste caso o grau do polinémio seria zero.

Exemplo 4.2.3. Dado o grafo representado por:
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€1 €2 €3

i N NN

V1 (%) V3 V4

sabemos que Ly (E) ~ My(K) e que o = ejeaes + eses € um polindémio
de Lk (E) formado por arestas reais. Podemos notar que deg(a) =3 e
que, se a = e5 e b= e}, temos

a.a = e5.(e1ezes + ezes)
= e5.e1eqe3 + €5.eae3
= Oey,e T(€1)-€263 + ey 57 (€2).€3
=r(ez).e3

263

a.b = (erezes + eze3).€5

e1ese3.e5 + exeses
exr(e3) + eg.éeg,egr(eg)
= ejez.5(e3) + e2.5(e3)

=ejegx + e

6162.(56;”

e desta forma, temos que

deg(a.a) < deg(a)

deg(a.b) < deg(a).

O resultado anterior nos leva a pensar se Ja, b € Lk (F) tais que
deg(a.a.b) = 0, ou seja, de forma que a.a.b seja uma combinagao linear
de vértices.

Corolario 4.2.4. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo em que todo ciclo
possui uma saida. Se a € Ly (FE) € formado por apenas arestas reais,
com o # 0, temos que existem a,b € Li(E) tais que a.a.b € E°.

Demonstracdo: Aplicando a proposicao anterior repetidamente pode-
mos criar um novo polinémio a partir de o que tenha grau reduzido a
zero, ou seja, um polindomio formado apenas por vértices. Desta forma,
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temos que existem ¢,d € Lk (E) tais que deg(c.a.d) = 0. Assim,

c.a.d = zn:kivi £ 0.

i=1
Portanto, existe k; # 0, para algum j € {1,...,n}, tal que se

tomarmos a = kj_l.c e b= d.v;, temos que

-1
a.o.b = k‘j c.a.d.v;

= k;l(c.a.d)vj

= k‘j_l (Z ki.vi> Vj
i=1

= k;l (Z kiémvi)
i=1

= kzj_l.k:j.vj

=v; € E°. (4.5)

Corolario 4.2.5. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo em que todo ciclo
possui uma saida. Se J € um ideal de Ly (E) e contém um polinémio
formado por arestas reais, entdo J N E° #£ ().

Demonstracdo: Se a é um polinomio de arestas reais, tal que o € J, do
coroldrio anterior temos que existem a,b € Lk (E) tal que a.a.b € E°.
Como J é um ideal, temos que a.a.b € J e assim

a.a.b € (J N EO) .

Estes trés resultados também valem para polinomios formados
apenas por arestas fantasmas.

Agora, vamos definir uma relagdo entre vértices em um grafo.
Definigdo 4.2.6. Dado um grafo E = (E°, E',r,s) vamos definir a
relagdo <, em E°, tal que dados v,w € E° temos

v<wEv=w ouI € E" tal que s(§) =v e r(§) = w.

Com esta relagao podemos definir as seguintes caracteristicas em
EO°.
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Definigao 4.2.7. Se H C E° dizemos que:

i) H é hereditdrio se w € H e w < v, com v € E°, entdo temos que
veEH;

i) H é saturado se dado v € E° regular, com {r(£);s(§) =vef €
E*} C H, entiov € H.

De forma mais simples, um subconjunto H dos vértices de um
grafo é dito ser hereditario se dado um vértice w € H e se existe um
caminho de w para v, entao v € H. Da mesma forma, H é dito ser
saturado se dado v € E° regular e se para todo caminho &, partindo
de v, tivermos r(§) € H entdao v € H. Da defini¢do temos ainda que se
H = () entao H é hereditério e saturado.

Exemplo 4.2.8. Dado o grafo

/\/\/‘\

U1 Ve

J €6

64

temos
vy S vr e vs < vy,

pois dados & = ejeseq e = egeq temos que v1 = s(§) e vy = r(§),
vs = s(n) eva =1(n).

Além disso, considere os conjuntos Hy,H, C E°, com H, =
{v3,v4,v5,v6,v7} € Hy = {v1,v2,v3,v4,vs,v6,v7}. Note que Hy é um
conjunto hereditario,pois

v3 < s, v3 < U7, U3 < g, v3 < Vg € g, Us, Vg, U7 € Hi;
o v5 < wg, U5 < U7, Vs < Vg € Vg, V6,V7 € Hyj
o vy < vy ewvy € Hy.
e Hy é um conjunto saturado, pois

® U1 S V2, U1 S Vs, V1 S Ve, V1 S U7, U1 S V4 € V2, V4, Us, Vs, U6 € H2a

o vy < ws, v2 < vg, V2 < V7, V2 < Uy € U4, Us, V6, U7 € Ha;
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o v5 < wg, U5 < V7, U5 < VU4 € Uy, V6,07 € Ho;
e vy <wyewvy € Ho.

Teorema 4.2.9. Se J é um ideal de Ly (E), entio J N EY é um sub-
conjunto hereditdrio e saturado de E°.

Demonstragdo: Sejam v, w € E° tais que v € Jev < w. Sew = v é
direto que w € J e assim J é hereditario.

Caso contrario, da definigdo (4.2.6) temos que 3¢ € E* tal que
s(§)=ver(§) =w. Se { =ej...e, entao s(e1) =v e r(e,) = w.

Como J é um ideal temos que

ej.v.e; =ej.sler).ex
=ej.e1
= 581,81r(61)

=r(e1)
= s(eq) € J. (4.6)

Vamos supor por indugdo que para k € {2,...,n} temos

ep-s(er).ex = r(ex)
= s(ek+1) € J. (4.7)

Assim,

€rt1-5(Cht1)-Cht1 = €fpq-Cht1
= OeppriennT(€k41)
= r(ept1)
= s(erya) € J. (4.8)

Desta forma, s(ey) € J para todo k € {1,...,n} e com isto, como

J é um ideal, temos

er.s(en).en = €5 €,

= 5emenr(en)

=weJ (4.9)

Portanto, J é hereditério.
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Agora, seja v € E°, regular, tal que {r(¢);s(§) =ve &€ E*} C
J. Como v é um vértice regular temos, da definicdo da &dlgebra de
caminhos de Leavitt, que

v = E e.e.

{e€E';s(e)=v}

Como v = s(e) temos que r(e) € J pela hipStese acima, com isto
e =e.r(e) € J e assim e.r(e).e* € J, entdo

v = E e.e*

{e€E';s(e)=v}

= Z er(e).e’ € J (4.10)

{e€E';s(e)=v}

Logo, J é saturado.
Caso E°N.J = () temos que E°N.J é hereditério e saturado, pois
nao existem vértices nesse subconjunto.

Corolério 4.2.10. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo em que os tinicos
subconjuntos hereditdrios e saturados de E° sdo 0§ e E°, e todo ciclo
possui saida. Se J € um ideal ndo nulo de Lx(FE) que contém um
polinémio formado por apenas arestas reais (ou fantasmas), entdo J =
Li(E).

Demonstragao: Do coroldrio (4.2.5), e de sua versdo para arestas fan-
tasmas, temos que J N E° # ().
Agora, do teorema (4.2.9) temos que J N E° é hereditédrio e sa-
turado, entdo por hipétese J N E° = E° o que indica que E° C J.
Caso E° seja um conjunto finito, temos que

B=> wveld

vEEO

é a unidade de Lk (F). Desta forma, dado a € Lk (F), como J é um
ideal, temos que

a=a.pf€EJ,

e assim Ly (F) C J.
Caso E° seja infinito, pelo teorema (3.2.8), temos que EY C J
contém um conjunto de unidades locais de Lk (FE). Assim, dado a €
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Lk (F), existe 8 no conjunto de unidades locais de L (FE), tais que
a.f=pa=a.
Como J é um ideal temos que
a=aped

e assim Lk (F) C J.
Logo, em ambos os casos temos que J = L (FE).

Definicao 4.2.11. Uma dlgebra € dita simples se ela possui apenas
tdeais triviais.

Teorema 4.2.12. Seja E um grafo de linhas finitas (1.1.7), entdo
Lk (FE) é uma dlgebra simples se, e somente se, E satisfaz as sequintes
condicoes.

(i) Os tinicos subconjuntos hereditdrios e saturados de E° sdo () e EY;
(i) Se todo ciclo possui pelo menos uma saida.

Demonstragdo: (<) Vamos supor que J é um ideal ndo nulo de Lk (E).
Seja a € J nao nulo de forma que « é o polindmio que possui menor
grau nas suas arestas reais. Se este grau nas arestas reais for zero temos
que « é um polindmio sem arestas reais, ou seja, um polinémio somente
em arestas fantasmas ou em vértices.

Pelo coroldrio (4.2.10) temos entdo que J = Lk (E) é um ideal
trivial, ou seja, L (F) é simples.

Assim, vamos supor que o grau de « nas arestas reais é maior
ou igual a 1. Desta forma, se chamarmos de 8 o polinémio, em arestas
fantasmas, que é parte de a e de m o polinémio em arestas reais que
compde «. Desta forma podemos escrever m = (ei”.aein), em que
e, € Ele Q, ~sdo polindmios em arestas reais. Para m > 1 podemos
escrever

m
o= Z €, Qe + . (4.11)
n=1
Note que o grau de a., ¢ obrigatoriamente menor que o grau
de «a, pois dividimos o polinémio em arestas reais em um produto e
assim o grau das partes é menor que o grau do polinémio original, e
que e;,.a, 7 0, para todo 1 <n < m.
Agora, vamos supor que v € E° é um sorvedouro em E, entdo
v.e;, =0 para 1 <n < m. Assim, se multiplicarmos a equagdo (4.11)
a esquerda por v temos
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m

V. =v. E €i, -Qe, + 0.0

n=1

—v.B e (4.12)

Se v.8 # 0 temos que v.a é um polinémio de J formado apenas
por arestas fantasmas. Novamente, pelo coroldrio (4.2.10) terfamos que
J=Lg(E).

Se v.8 = 0, vamos tomar e; € E' e com isto temos dois casos:

1. Se j ¢ {i1, ..., im }, temos que

m
* % . *
e;.o = e;. E €i, -Qe, +€;.0
n=1

—etBel (4.13)

Novamente, se e}.3 # 0 temos, pelo coroldrio (4.2.10), que J =
Lk (E). Desta forma, se e;.f =0 temos que

—ej.e;.f=0

e como o grafo é de linhas finitas, E' é finito e assim a soma a
seguir € finita

2. Se j € {i1,...,im}, entdo temos que

m
* % . *
e;.a = €j. E €i, e, +€;.0
n=1

=r(ej)ae, +e;.8
=ae, +ej.ped (4.14)

Se ej.a # 0 temos um termo com grau menor que o de « nas
arestas reais, o que é absurdo pois a é o termo que possui o
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. . . . .
menor grau por hipétese. Assim, ef.av = e, +ej.3 = 0, ou seja,

Qe,, =—€;.3

= €j.Qe;, = —€j.€;.0. (4.15)
Agora, vamos chamar
Sy = {v; € E%v; = s(e;,) para algum 1 < n < m}.

Se EY ¢ um conjunto infinito, vamos tomar Sy = {vg,, ..., U, },
tal que S3 é um conjunto de unidades locais, que existe pelo teorema

(3.2.8), tal que
¢
<Z Um) B=p.
s=1

Se EY é finito, tomamos S = E° e desta forma temos

(Z)e(z)

Como 57 é formado por vértices que sao origem de alguma ares-
tas, podemos observar que néo existem sorvedouros em S;. Temos
ainda que para todo w € (EY — S3) temos que w # vg, € S2, com
s € {l,...,t}, e assim

t
w.f =w. (Z vks> B
s=1
t
— (Z 5w,q,k,sruks> B=0. (4.16)
s=1

Assim, se S = 5§71 U Sy entao

(£)o- (£ ) [ £ )

veES vE Sy vEE0 Sy

(x) o

VES2

=p. (4.17)
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Desta forma, do caso (1) temos

0=-— Z ej.ej|.B=— Z ej.e; | .B.
j¢{ilf'”’im}vs(ej)€s je{klwu’kt}
(4.18)

Com isto, do fato que nao existem sorvedouros no grafo temos
que todo vértice é regular e assim podemos usar a ultima relacao da
algebra de caminhos de Leavitt. Com isto, dos casos (1) e (2) temos

m
o = Z ein.aein + ﬂ

n=1
m

Z —e€i,.€;, B+ 8

n=1

m

= Z —e;, e B — Z ej.e; | B+

n=1 G@{i1,eeim }15(e;)€S

—Zs(ein)ﬂf Z vj | B+DB

n=1 j€{k,.. .kt }

(5] (2

- <Z v) B+p
veS
_ g4p0. (4.19)

Uma contradigdo, portanto J = L (E) é um ideal trivial e assim
Lk (F) é uma &lgebra simples.

(=) Primeiro vamos supor por absurdo que existe um ciclo pu,
que é um caminho do grafo, que nao possui saida. Se v é a base do
ciclo, ou seja v = r(u) = s(u), vamos definir & = v + p.

Escrevendo y1 = e;, ...e;,,, como p é um ciclo entao s(e;;) # s(e;,)
para j # k. Desta forma, pela definicao da dlgebra de caminhos de
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*

Leavitt, podemos escrever s(e;.) = e;,.ef. e assim
) 3J 3T

et = e €, €, €5 el el
= €i,-Ci,_,-S(€i, ). _ ..ef
* *
eil...eim_l.emil...eil
_ *
= €4 .€i1
= s(e;,) =w.

Como g é um ciclo temos que todos os vértices do ciclo sao diferente
de v, com isto temos que CFS(v) = {u}.

Agora, seja {«} um ideal de Li(E). Se v € {a} entdo existem
mondmios monicos a,, b, € Li(E) e ¢, € K tais que

v = Z Cp-Qp.0.by . (4.20)
n=1

Como

v.av =v.(v+ )

(vv+v.p)v

(v+p).v

= 0.0+ @

=v+u=a« (4.21)

podemos assumir que v.a,.v = a, € v.b,.v = b,, para todo 1 < n < m,
pois caso contrario a soma em (4.20) seria nula. Disto, os caminhos
que a, e b, representam tém comeco e fim em v, o que implica que
podemos escrever

*

a; = €gy.--Ck,.€ ejd,

e
com ¢,d > 1.

Considere f = max{z;s(ex,) = v, com1l < z < ¢} e g =
min{y;r(e;y) =wv, com 1 <y < d}, com isto podemos definir

I *
a; = ekf...ekc.ejl...ejg.

Como p ¢ um ciclo fechado, a dnica aresta que sai de v é e;, e
s(ex,) = v temos entdo que ey, = e;,. Note que

8(€k7f+1) = r(ekf) = T(eil) = 8(61‘2)
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e assim ey, , = e;,. Prosseguindo com este processo, temos que ele
deve terminar antes que acabem as arestas de p, pois da forma que
definimos f temos que v ¢ {s(ex.);z > f}, entéo existe A < m tal que

ekf...ekc = €41---C4y -

Da mesma forma, como (e} ) = s(ej,) = v temos entdo que

Jg
ei, = ej,. Agora,

s(ej,) =r(ej,_,) = s(ej,) =r(e;,) =r(ei,) = s(es,)

e entao de forma andloga temos que e, , = e;,. O processo também
tem de terminar antes que acabem as arestas de u, pois da forma que
definimos g temos que v ¢ {r(e;_);z < g}, entao existe v < m tal que

e

Portanto, a} = e, ...e;, . i,---€;, € assim temos dois casos:

1. Se A # v temos r(e;, ) # r(e;,) = s(e; ), pois p é um ciclo, entao
eiy-€; =0

*

o que implica que a}f = 0 e como a; = €k1~~~€kf,1~a/1-€;g+1~--6jd7

temos que a; = 0, um absurdo;

2. Se A =, para pg = e, ...€;, temos aj = po.us. Pela definicio da
algebra de caminhos de Leavitt e de p ser um ciclo, temos que

1o = Oy s (o) = (1) = -

Note que 7(ei, ,) = s(ei,) = v e s(ej ) = r(ef ) = v, desta
forma temos ' '
*

ayp = eil...eiffl.eigﬂ...

* *
eil =2y,

comz,y € CF(v). Dolema (4.1.3) temos que & = &;...&p, com &, ..., &p €

CFS(v) = {u}, e entdo
pl

T

O mesmo vale para y, ou seja,

<
Il
=
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Com isto, para 6,9 > 0 temos

ay = p’.(u*)”,
mas como p.p* = v existe um indice u(ap) tal que |6 — I = u(ay), e
assim
u(a1)

ay = p ou ay = (u*)ula), (4.22)

Assim, usando um argumento analogo, a,, € b, representam ca-
minhos fechados em v no grafo E e como p é um ciclo que ndo possui
saida, a, e b, sao formados a partir de u, ou seja, existem indices
u(ay) > 0 e u(b,) > 0 tais que

an = p%)  ou  a, = (u*)uen) (4.23)

b, = /ﬂ(b”) ou b, = (u*)“(b"). (4.24)

Agora, como p.u* = v = p*.u, vamos observar que p e p* comu-
tam com a:

pa = p(v + 1)
= WU+ . fh
= V.4 + p.pt
= (v+p).p
=a.i (4.25)

pro=p*(v+ p)
=p v+ pp
= 105y 0¥ + O ()
=u* 4o
=v.pu + ppt
= (v+p).p*
=a.u”. (4.26)
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Desta forma, temos

m

v = E Cp.-Qp..by

n=1

=a. Z Cp -G, by,
n=1
=a.P(p, pu*), (4.27)

em que P(u, p*) é um polindmio nas varidveis pu e p*, com coeficientes
em K. Note que podemos escrever este polinomio da forma

ko, (W)™ 4+ ko F Rov k4 Ry "

para m,n > 0.
Vamos supor que k_; # 0 para 0 < i < mg. Entao,

v =a.P(p, %)
=k, (W)™ + ko kov kgt Ry u™
=+ p). [k, (W)™ + ko ko kg Ky ™Y
=k, ()™M + o ko pt FRovt Rt Ry ™
Ak (W)™ T b koo kg Ry e Ky ™
()™ + Pu(p, 1) (4.28)

:k—W’Ll

em que o grau dos termos de P (u, u*) sdo maiores que m;. Portanto,
como m > 0, para que a igualdade seja valida temos que k_,,, =0, 0
que contradiz nossa suposicao. Logo k_; = 0, para ¢ > 0, e de forma
andloga temos que k; = 0 para ¢ > 0. Assim, P(u, pu*) = ko.v e entdo

v =a.P(p, ")
=a.kg.v
=kp.q, (4.29)
mas isto é um absurdo, pois o polindmio « possui grau maior que zero.
Agora vamos supor por absurdo que existe H C E° saturado e

hereditério, tal que H nao é um subconjunto trivial. Vamos usar H
para construir um novo grafo

F= (F07F17T|F135‘F1)7
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em que

o FO = E°_ [ ¢ nosso novo conjunto de vértices que nao estio em
H.

)

o ' = r~1(EY — H) é o conjunto das arestas que chegam nos
vértices de FO;

e 7|p1 e 8|1 sdo nossas fungdes 7 e s restritas a E° — H.

Entao, podemos notar que este grafo é de fato um grafo dirigido,
pois quando aplicadas as fungdes r|g1 e s|p1, que vamos denominar as
por T e sp, nas arestas do grafo F o resultado é um vértice de F°.

Se ¢ € F! entdo existe v € FO tal que r7(§) = v € F°. Se
s(§) € H, como H é hereditario e s(§) < r(§) temos que r(§) € H,
o implica que r(§) ¢ F°, uma contradigao. Portanto, s(¢) ¢ H o que
implica que s(¢) € FO.

Dada a fungao caracteristica x4 : X — {0,1}, com X e A con-
juntos, da forma

1, sexe A

xa(z) = {0 serd A (4.30)

podemos definir a funcio ¢ : [ECUEYU(E)*] — Lk (F) que é aplicada
aos geradores da seguinte forma

B(vi) = xpo(vi).vi;
o(ei) = xp(ei)-€:;
o(e7) = x(r1y-(€]).€; -

Estendendo a fungao, fazendo com que ela preserve soma, pro-
duto e produto por escalar, obtemos o homomorfismo

¢ :KE°UE'U(EY)] — Lk (F).

Vamos verificar que a funcdo ¢ preserva as operacoes de Ly (FE), ou
seja, preserva as relagoes definidas em (3.1.7). Para isto, é necessario
lembrar que se £ € F! entao s(€) € FO e r(£) € F°.
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e O produto entre vértices:
p(vi-v;) = p(vi)-0(v;)

= XFO (Uz> Vi X FO (Uj) -Uj

= XFO ('Uz) XFo (U]) i,7 Vi

_ Xro(v;).xpo(v;)v;, sei=j
0, caso contrario

0, caso contririo

B {XFO(’UZ').'UZ', sei=7j
= 0i jxXFo (vi)-v;
= 57;,j(,0(7)2‘). (431)

e O produto de aresta e vértice:

p(s(ei).e;) = p(s(e;))-p(ei)
= xro(s(e;)).s(e:).xm(e;)-e;
= xr1(ei)-€
= p(e:); (4.32)

= ¢(ei); (4.33)

)
= p(ef); (4.34)
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(4.35)

e Produto entre arestas:

plei-e;) = pler)-ple;)
= X(Fl)*(er)f?XFl(@j)fj
= X(F1)* (e7)-xr1(ej).05,57(e;)
_ X(Fyy-(€]) . xrr(es).r(ej), sei=j
0, caso contrario

0, caso contrério

_ {XFl(ej).’/‘(ej), sei:j

= 5. (e3)7(e5)
= 51 xmo(r(ey))r(es)
= 50 j0(r(ey)). (4.36)

e Somatdério: Como a relagdo sé se aplica a vértices regulares,
vamos tomar v; € s(E?), ou seja, v; ndo é um sorvedouro, e temos que
v; nao é um emissor infinito pois o grafo é de linhas finitas, entao temos
trés casos

1. Sewv; € H, vamos supor que para todo e; € E', tal que s(e;) = v;,
temos e; € F1. Neste caso, r(e;) ¢ H e como H é hereditério
temos v; = s(e;) ¢ H. Portanto, e; ¢ F' e entdo e} ¢ (F')*,
assim

© Z ej-e; Z ® (ej.e;)

e; EEY;s(ej)=v; e;€EEY;s(ej)=v;

= Y el

e; EEY;s(ej)=v;

= > 00

e; EEY;s(ej)=v;

=0=p(v;). (4.37)
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2. Se v; € FO e v; ndo é origem de uma aresta de F'', entdo existe
e; € E' tal que s(e;) = v; e como v; ¢ s(f'), temos que e; ¢ F*,
ou seja, r(ej) € H. Assim, como H é saturado temos entao que
v; € H, uma contradicio ao fato de que v; € FY. Portanto este
caso nao pode ocorrer.

3. Se v; € FU e v; € s(F'). Como v; é regular, pela definigao de
Lk (E), existem finitos e, € F! tal que s(ex) = v; e

§ : *
v; = €k.€L.

exr€F1;s(er)=v;

Vamos tomar e; € E'. Se e; € F! temos

*

@(€j~€§) = @(ej)-w(ej) = €5-€5-

Se e; ¢ F! entao

Assim,

¢ Yool = Y wlege))

e; €EEY;s(e;)=v; e; EEY;s(ej)=v;

= Z p(ej.€5)

e;€F Y s(ej)=v;
_ L%
= E ej.ej
e;€EFYis(ej)=v;

Desta forma, se tomarmos o ideal
005 — 0 505, eir(e;) —e;,  s(e).e; —e;, ef.s(e;) —e

* * * *
r(ei).e; —ef, €j.ej =0, ¢;7(€5), vi— E €;j.€;
e;€EY;s(ej)=v;

para quaisquer v;,v; € E° e quaisquer e;,e; € E', temos que p|; =
0. Pelo teorema do homomorfismo, existe um IK-homomorfismo de
algebras ¢ : Lg(E) — Lk (F) que é estendido de ¢.

Antes de prosseguirmos, devemos notar que dado x € Li(FE) e
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y € Ker(y) vale que

- w(x):O —0 (4.39)

Y(y.x) = P(y)(z)
= 0.4)(z) = 0. (4.40)

Isto nos garante que z.y e y.x sdo elementos de Ker(1), desta forma
Ker(y) é um ideal de Lx(F).

Agora, tome Ker(y) C Lig(F). Como H é nao trivial temos
H # (), entao existe v € H tal que v # 0 e

P(v) = X(FO)(U) =0.

Novamente, como H é ndo trivial temos H # E°, assim existe w €
(E° — H), ou seja, w € Fy e com isto ¢(w) = w. Portanto, ) #
Ker(y) # Lx(FE) e como Ker(¢) é um ideal de Lk (F) temos que este
nao é uma &lgebra simples, uma contradigao.

Logo, temos que se Lk (F) é uma dlgebra simples entdo todo
ciclo possui pelo menos uma saida e seus 1inicos conjuntos hereditarios
e saturados sao os triviais.

Por mais que ja seja conhecido que Ms(IK) seja simples e que
isto possa ser provado de forma mais simples, vamos mostrar este fato
no seguinte exemplo usando o teorema.

Exemplo 4.2.13. Dado o grafo representado por:

e

7N

U1 V2

E direto que o grafo E nao possui ciclos, entao nao é necessario
se preocupar com a segunda condi¢ao do teorema.

Seja H C E° um conjunto hereditério e saturado. Vamos supor
que H # ().

Com isto, existe v € H.

e Se v = vy, como vy < vy e H é hereditario, temos por definicao
que vp € H;
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e Se v = v9, como vy é regular, v1 < vy e vy € H saturado, temos
por definicao que v; € H.

Portanto, H = EY e assim a &lgebra de caminhos de Leavitt é
simples, ou seja, IK-dlgebra Ms(IK) é uma algebra simples.
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CONCLUSAO

Neste trabalho vimos a teoria introdutoria a respeito das Algebras
de Caminhos de Leavitt e a teoria necessaria para a contrugao dessas
algebras. Inicialmente, fizemos uma apresentagao dos conceitos que en-
volvem grafos dirigidos e das Algebras de Caminhos, para entao poder
focar no objeto de estudo deste trabalho e verificar alguns resultados
importantes.

Levamos em consideracao que para compreender melhor os novos
conceitos, que foram apresentados aqui, a melhor forma seria por meio
de exemplos que mostrassem na pratica como a teoria funciona. Por
isso, focamos em apresentar diversos exemplos que que exibissem como
as relagoes das algebras eram aplicadas, como sao as algebras geradas a
partir de um grafo e também qual é a forma dos seus elementos dessas
algebras.

Finalmente, dos isomorfismos mostrados neste trabalho e dos re-
sultados provados no tltimo capitulo, podemos observar que as aplicagoes
e relagoes das Algebras de Caminhos de Leavitt podem ser muitas, um
exemplo é a relagao das algebras de caminhos de Leavitt com acoes
parciais. Vimos que, em alguns casos, obtemos algebras isomorfas a es-
truturas ja conhecidas e que conseguimos determinar quando uma des-
sas algebras é simples, apenas observando caracteristicas do seu grafo
gerador.



100



101

REFERENCIAS

ABRAMS, G.; PINO, G. A. The Leavitt path algebra of a graph.
Journal of Algebra, v. 293, n. 02, p. 319 — 334, 2005.

ABRAMS, G.; PINO, G. A. Purely infinite simple Leavitt path
algebras. Journal of Algebra, v. 207, n. 03, p. 553 — 563, 2006.

ABRAMS, G.; PINO, G. A. The Leavitt path algebras of arbitrary
graphs. Houston Journal of Mathematics, v. 34, n. 02, p. 423 — 442,
2008.

BIAZOTTO, S. C. C*—Algebms de grafos com linhas finitas.
Dissertagao (Mestrado) — Universidade Federal de Santa Catarina,
Florianopolis, 2012.

DANGERFIELD, I. Leavitt Path Algebras. Dissertagdo (Mestrado) —
University of Otago, New Zealand, 2011.

DOMINGUES, H. Algebra Moderna. 4. ed. [S.1]: Atual, 2003. ISBN
8535704019.

HEFEZ, A.; FERNANDES, C. de S. Introducdo a Algebm Linear. 1.
ed. [S.1.]: SBM, 2010. (Colegao PROFMAT). ISBN 9788585818616.

ROTMAN, J. J. Advanced Modern Algebra. 2. ed. [S.1.]: Prentice Hall,
2003. ISBN 0130878685.



