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Look again at that dot. That’s here. That’s
home. That’s us. On it everyone you love,
everyone you know, everyone you ever he-
ard of, every human being who ever was,
lived out their lives. The aggregate of our
joy and suffering, thousands of confident
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nes, every hunter and forager, every hero
and coward, every creator and destroyer of
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every teacher of morals, every corrupt po-
litician, every “superstar, every “supreme
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tory of our species lived there — on a mote
of dust suspended in a sunbeam.
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RESUMO

O ponto critico termodindmico é caracterizado por grandezas livres de
escala e correlagoes de longo-alcance. Na tltima década, a hipdtese de
que o cérebro — um sistema fora do equilibrio — é um sistema que se
auto-organiza num estado analogo ao estado critico termodindmico tem
sido amplamente discutida através de modelos e resultados experimen-
tais. No entanto, os modelos utilizados para a verificagao de resultados
experimentais carecem de varias caracteristicas de sistemas bioldgicos,
como a estrutura da rede e a estrutura dos neurdnios. Além disso, o
ponto critico nos modelos do cérebro é muitas vezes caracterizado de
maneira displicente, levando em conta apenas a forma de lei de poténcia
na distribui¢ao de avalanches (eventos ou ondas) que se propagam no
cérebro. Na primeira parte deste trabalho, estudaremos um modelo ins-
pirado no cortex visual primério de mamiferos e caracterizaremos uma
transicdo de fases inativa-ativa de segunda ordem que apresenta uma
fase de Griffiths. Neste modelo, as avalanches emergem espontanea-
mente devido & competicao entre excitacao-dissipagao nos dendritos e
ao corpo extenso dos neurénios. Mostraremos que apesar da correlagao
de longo-alcance, do ruido aproximadamente 1/f, do parametro de or-
dem continuo e da susceptibilidade divergente, as avalanches nao tém
uma forma de lei de poténcia usualmente esperada para sistemas tipicos
criticamente auto-organizados. Na segunda parte, propomos um novo
modelo de neurénio baseado em mapa. Caracterizaremos diversas das
suas bifurcagoes e mostraremos que ele, até o momento, é o melhor com-
promisso entre tratabilidade analitica, eficiéncia computacional e riqueza
de comportamentos dindmicos com um espaco de parametros reduzido.
Utilizaremos esse modelo como base de uma rede de neurénios para dis-
cutir como alguns parametros dindmicos (como o tempo caracteristico
dos potenciais sinapticos, a estrutura da rede e o ruido sinéptico) alte-
ram a ordem da transicdo de fases e também seus expoentes criticos.
Assim como no modelo do cortex visual, alguns regimes de paradmetros
dessa rede de neuronios baseados em mapa apresentam transicao de fase
continua (com susceptibilidade divergente), mas nao reproduzem as ava-
lanches distribuidas em lei de poténcia. Nossos resultados apontam para
uma reformulagao da abordagem do estado critico do cérebro, ja que o
estado critico em sistemas fora do equilibrio nem sempre esta conectado
a avalanches distribuidas como leis de poténcia.

Palavras-chave: Transigoes de Fase. Criticalidade auto-organizada.
Avalanches. Cortex Visual. Cérebro.






ABSTRACT

The thermodynamical critical point is characterized by scale-free
quantities and long-range correlations. In the last decade, the hypothesis
that the brain — an out of equilibrium system — is a self-organizing system
that reaches a thermodynamical-critical-like state has been widely dis-
cussed through modeling and experimental results. However, the models
used for replicating experimental data lack many biological features, such
as the network and the neurons structure. In addition, the critical point
in brain models is often ill-defined, taking into consideration only the
power-law shape of the distribution of avalanches (events or waves) that
spread throughout the brain. In the first part of this work, we are going
to study a model for the primary visual cortex of mammals in order to
characterize an inactive-active second order phase transition which also
displays a Griffiths phase. In such model, the avalanches spontaneously
emerge due to excitation-dissipation competition happening inside the
dendrites and to the extended body of neurons. We are going to show
that in spite of the long-range correlations, approximately 1/f noise,
continuous order parameter and diverging susceptibility, the avalanches
are not in the usual power-law shape expected for tipical self-organized
critical systems. In the second part, we propose a new map-based neu-
ron model. We are going to characterize many of its bifurcations and
show that it is the best trade-off between analytical tractability, com-
putational efficiency and dynamical behavior diversity with a reduced
parameter space. We connect these neurons into networks in order to
discuss how dynamical parameters (such as the synaptic characteristic
times, the network structure and the synaptic noise) alter the phase
transition order and also its critical exponents. Similarly to the visual
cortex model, some parameter regimes of this map-based network pre-
sent a continuous phase transition (with diverging susceptibility), but
fail to reproduce power-law avalanches. Our results point to a revision
of the approach to the critical state in the brain, because out of equi-
librium systems’ critical point is not generally connected to power-law
distributed avalanches.

Keywords: Phase transitions. Self-organized criticality. Avalanches.
Visual cortex. Brain.
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1 INTRODUCAO

Para entender o cérebro em toda a sua complexidade, é preciso
entender também a sua origem e funcao biologica. O que guia a evo-
lugao do cérebro sdo as necessidades bésicas para a sobrevivéncia (i.e.
alimentar-se e reproduzir-se). Os animais precisam desenvolver estra-
tégias tanto na busca de alimentos, quanto na busca de um parceiro
sexual. Boas estratégias selecionam aqueles que vao sobreviver e pro-
criar, passando seus genes adiante. O cérebro deve ser um sistema capaz
de interpretar e interagir com o ambiente que o cerca, sendo este extre-
mamente heterogéneo. Portanto, deve ser um sistema nem muito rigido
(i.e. ordenado), nem muito aleatorio. A fronteira entre estados ordena-
dos e desordenados, muitas vezes se da através de uma transicao de fase
critica.

A estratégia para conseguir alimentos consiste em procuréa-los ou
cultivid-los. Portanto, podemos organizar nossa analise com base em
dois casos hipotéticos, extremos e opostos: caso (a) ha alimentos em
abundéncia no planeta, sempre com a mesma regularidade espacial e
periodicidade temporal, sendo possivel sempre identificar com precisao
onde e quando sera possivel consegui-los ou encontra-los; e caso (b) ha
alimentos esporadicamente no planeta, sem nenhum periodo definido e
sem nenhuma regularidade espacial, ou seja, os alimentos aparecem e
somem como um processo de Markov, e nao é possivel prever de maneira
nenhuma quando esses eventos ocorrerao. Em ambas as situagoes, po-
rém, nenhuma estratégia é necessaria para conseguir alimentos: em (a),
a regularidade é tamanha que, os alimentos numa dada regiao do planeta
nao acabam; em (b), a auséncia completa de regularidade faz com que a
busca por alimentos seja uma questao de sorte e, portanto, o problema
se torna uma caminhada aleatoéria até achar algum alimento.

No entanto, sabemos que as condigoes climéaticas e geoldgicas nao
permitem que nem (a), nem (b) ocorram. A disponibilidade de alimentos
varia com o tempo e com a regiao do planeta, tendo fortes influéncias
de diversos fatores como chuvas, geadas, a quimica do solo, a acao hu-
mana, etc. Portanto, a realidade é algo entre a total ordem e a total
desordem, de modo que seja possivel ter controle apenas sobre parte do
processo de busca e cultivo de alimentos. E para que esse controle seja
possivel, é preciso ter, por exemplo, uma memoria de onde e quando
os alimentos estavam disponiveis, bem como das condigoes climéticas e
geolbgicas ao longo do tempo, possibilitando o desenvolvimento de uma
estratégia para a alimentag@o. A nossa memoria é, assim, resultado de
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um complexo jogo de adivinhag¢ao, ja que apesar da periodicidade de
alguns desses fatores (como o clima), h4 sempre incertezas nesses pro-
cesso (a previsao do tempo nem sempre acerta se vai chover!). O cérebro
deve ser, entao, capaz de otimizar a quantidade de estados metaesté-
veis (a memoria), podendo passear nesses estados para gerar o melhor
repertorio de comportamentos possivel. Este raciocinio é devido a Chi-
alvo [1]. E fato que esse estado critico (entre ordem e desordem) otimiza
a quantidade de estados metaestéveis em processos de ramificagao [2] —
e a atividade no cérebro pode ser pensada como um processo de rami-
ficagao ja que cada neurdnio propaga o sinal para seus vizinhos e assim
por diante [3]. O estado critico (entre ordem e desordem), inclusive, foi
mostrado emergir naturalmente para as espécies que evoluem e melhor
se adaptam a ambientes heterogéneos [4].

Na verdade, a ideia de uma mente critica foi inicialmente discutida
por Turing [5], através de uma analogia com um processo de ramificagao
(modelo que conhecidamente apresenta uma transigao de fase critica) [6]:

Podemos “injetar” uma ideia na maquina [inteligente|, e ela
respondera de alguma maneira e retornarda a quiescéncia,
como uma corda de piano atingida por um martelo. Podemos
pensar também num aglomerado de 4tomos com massa me-
nor que a critica: uma ideia injetada corresponde a um neu-
tron externo atingindo o aglomerado. Cada neutron causa
uma perturbagdo que eventualmente se desfaz. Se, entre-
tanto, o tamanho do aglomerado é suficientemente aumen-
tado, a perturbacao causada pelo neutron externo vai au-
mentar e aumentar até que todo o aglomerado seja destruido.
Sera que existe um fendmeno correspondente para mentes, e
para maquinas [inteligentes|? Parece haver um para a mente
humana. A maioria das mentes parece ser “subcritica”, i.e.,
correspondendo nessa analogia a aglomerados de massa sub-
critica. Uma ideia apresentada para essa mente vai, em mé-
dia, dar origem a menos de uma ideia como resposta. Uma
porgao bem pequena [de mentes]| sdo supercriticas. Uma ideia
apresentada para tais mentes pode dar origem a uma “teo-
ria” inteira consistindo de ideias secundarias, terciarias e até
mais remotas. A mente dos animais parece ser definitiva-
mente subcritica. (tradugdo livre)

Turing [5] propde que uma certa ordem flexivel deve reger o comporta-
mento de um cérebro inteligente:

Comportamento inteligente presumivelmente fica fora do com-
portamento completamente disciplinado envolvido na com-
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putagio [de programas por computadores|, mas apenas le-
vemente fora, tal que nao se torne comportamento aleatoério
[...] E provavelmente sabio incluir algum elemento aleaté-
rio numa méaquina que aprende. Um elemento aleatorio é
atil quando buscamos por solugoes de problemas. Suponha
por exemplo que queiramos achar um namero entre 50 e 200
que seja igual ao quadrado da soma de seus digitos, pode-
mos comecar em 51, depois tentar 52 e assim por diante até
achar um namero. De modo alternativo, podemos escolher
nimeros aleatoérios até achar um que satisfaga o problema.
(tradugao livre)

O autor, considerado o pai da computagao, discutiu de maneira
heuristica como a inteligéncia de uma méquina se distinguiria da inteli-
géncia de humanos. A conclusao é que para que o aprendizado de uma
maquina seja 6timo (ou seja, para que a maquina seja inteligente), ela
néao deve ser regida por regras completamente deterministas e fixas (i.e.
a maquina nao deve ser um sistema ordenado). Ao invés disso, a ma-
quina deve estar sujeita a flutuagoes que eventualmente podem guia-la na
direcao de solugoes melhores para os problemas propostos. Da mesma
maneira que o cérebro humano, conjectura Turing. Uma maneira de
visualizar essa afirmagdo é através do modelo de Hopfield [7] para me-
morias associativas. Hopfield propdés um modelo baseado no modelo
de Ising, onde cada memoria é um minimo da fungao Hamiltoniana do
sistema [8, 9]. Um sistema ordenado teria um dos seus estados muito
estavel (dado por um minimo global profundo da Hamiltoniana). Dentro
desse paradigma, podemos pensar que aprender é reajustar os parame-
tros de interagao entre neurénios (os J;; em modelos tipo Ising) [10]. Esse
processo é conhecido como plasticidade sindptica e, portanto, modifica
a paisagem da fungao Hamiltoniana (acentuando alguns minimos e/ou
diminuindo outros). Uma maquina inteligente (ou nosso cérebro) deve
passear por esses minimos (as memorias) até encontrar as ferramentas
necessarias para solucionar um problema qualquer. Para que a maquina
nao fique presa numa solugao unica e seja capaz de procurar solugoes
possivelmente melhores que as ja encontradas, é preciso que haja um
certo ruido no sistema capaz de propelir a exploragao do espago de fa-
ses. Entretanto, se esse ruido for muito grande, o passeio pelos minimos
acaba se tornando um passeio aleatorio. O sistema, para otimizar sua
busca, deve portanto permanecer num equilibrio delicado entre ordem
(dada pela paisagem da Hamiltoniana que evolui no tempo lentamente
conforme o individuo apreende novos conhecimentos) e desordem (dada
por uma certa aleatoriedade intrinseca da dinimica do sistema). De
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fato, essas ideias guiam o desenvolvimento de algoritmos de inteligéncia
artificial até hoje [9, 11].

Complexidade é, por assim dizer, um estado no meio de uma tran-
sicao entre regimes de ordem e desordem. Um sistema complexo é um
sistema que se encontra na borda do caos, pois é apenas parcialmente
previsivel. Pensando em termos de uma transicao de fase em um sis-
tema longe do equilibrio®, é preciso haver um mecanismo que mantenha
o sistema preso em torno desse estado complexo. O processo de levar e
prender um sistema em torno de um estado através de forcas internas e
da interacao com o seu ambiente, é chamado de auto-organiza¢ao.

Ainda n&o ha uma teoria geral o suficiente que se aplique a todos
os sistemas complexos, mas em 1987, Bak et al. propuseram a teoria
da Criticalidade Auto-Organizada (do inglés, SOC), que identifica esse
estado particular de sistemas complexos com um estado critico, em ana-
logia com as transi¢oes de segunda ordem termodindmicas. Essa hipotese
¢ mais do que uma analogia, pois muitos sistemas complexos apresen-
tam caracteristicas chave de sistemas termodindmicos criticos: invari-
ancia de escala e correlagoes temporal e espacial de longo alcance. A
SOC pretende descrever sistemas cuja atividade se da em forma de ava-
lanches [12, 14-16]. Avalanches sdo eventos rapidos e catastroficos em
forma de rajadas. Estas, por sua vez, sao entrecortadas por longos perio-
dos sem atividade. Um exemplo desse tipo de comportamento aparece
em pilhas de areia, sistema originalmente estudado por Bak et al. [13].
Nela, a areia é adicionada lentamente, formando um monte. H& deslizes
de areia esporadicamente (avalanches) sempre que a inclinagao do monte
for maior que um dado limiar. A pilha se auto-organiza, portanto, com
inclinacdo sempre em torno do limiar critico. As avalanches na pilha
de areia, nesse regime, tém seus tamanhos e duragoes distribuidos de
acordo com uma lei de poténcia, além de apresentarem correlagoes de
longo alcance. Essas caracteristicas definiriam um estado critico.

O estado critico é responsavel por diversas vantagens para o pro-
cessamento do cérebro: o intervalo de sensibilidade das redes é otimi-
zado [17], os processos de aprendizado e memoria sdo otimizados [18, 19],
o poder computacional do cérebro é melhorado [20] e a flexibilidade para
o processamento de informacao é melhorada [21]. Além disso, mostrare-
mos no Capitulo 3 que o tempo de processamento do nosso modelo de
cortex visual é localmente minimizado dentro do estado critico e préoximo
a transicao de fases. Todas essas caracteristicas apontam para o estado

IE preciso distinguir sistemas fora do equilibrio de sistemas longe do equilibrio: a
palavra fora pode dar a ideia de que o sistema tende a retornar ao estado de equilibrio
termodindmico, enquanto que a palavra longe remete a um sistema preso em algum
estado estavel, porém fora do equilibrio termodinamico [12].
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critico como de fato uma vantagem evolutiva para o cérebro.

A partir dos anos 90, propos-se que a teoria de SOC explicasse a
atividade cerebral [22-24]. Essa hipotese é bastante natural: ja que o
cérebro é um sistema que certamente se auto-organiza, restaria entao de-
tectar as caracteristicas de sistemas SOC em experimentos com animais.
Na ultima década apareceram as primeiras avalanches neurais em te-
cido cortical in vitro [3]. Junto com elas, apareceram diversos trabalhos
tedrico-computacionais que propoem diferentes mecanismos causadores
dessa auto-organizagao com atividade autossimilar (ou com lei de po-
téncia). Entretanto, muitos modelos e experimentos se baseiam apenas
na distribuicao de avalanches do sistema para distinguir se ele é critico
ou ndo. Este é um critério que recentemente tem sido questionado [25—
27]. No Capitulo 2 faremos uma breve revisdo de como se caracteriza
o estado critico termodindmico e discutiremos as medidas de SOC. Em
seguida, faremos uma vasta revisao dos principais resultados que ligam
o cérebro a SOC.

No Capitulo 3 mostraremos que o nosso modelo do sistema visual
apresenta todas as caracteristicas esperadas de sistema SOC, e repro-
duz varios resultados experimentais. Apesar de que as avalanches desse
modelo nao apresentam um perfil de lei de poténcia claro (porém, mos-
tramos que as distribuigoes escalam com o tamanho do sistema, o que
é esperado na criticalidade). No Capitulo 4, estudaremos a fundo um
novo modelo de neurénio, capaz de apresentar diversos tipos de com-
portamentos excitaveis e auténomos com um conjunto reduzido de pa-
rametros, além de demonstrar uma boa performance computacional e
ter todos os seus pontos fixos e auto-valores analiticos. O Capitulo 5 é
dedicado a estudar transi¢oes de fases em redes desse novo modelo de
neuronio, controlando parametros que modificam a dinAmica do sistema.
Mostraremos que alguns parametros dindmicos microscopicos sao impor-
tantes para moldar a transicao de fases e que mesmo que a transigao seja
aparentemente continua (ou critica), as avalanches podem estar distri-
buidas sem lei de poténcia. Esses dltimos resultados sao preliminares.
Essa discrepéancia entre a continuidade do parametro de ordem e a forma
das distribuigoes de avalanches pode indicar que ou a transigao é de pri-
meira ordem fraca, ou que leis de poténcia nem sempre estao ligadas a
criticalidade.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo é dedicado a discutir conceitos e defini¢oes que servi-
rao de base para os trés capitulos seguintes. A Secao 2.1 traz uma breve
descrigao dos conceitos necessarios para descrever transigoes de fase, fo-
cando, principalmente, em transi¢oes de segunda ordem. A Secdo 2.2
revisa a teoria de SOC e seus principais conceitos, bem como métodos
para analisar e discutir a criticalidade na Neurociéncia. Na Secao 2.3,
usamos o modelo de neurdnio de Kinouchi & Tragtenberg estendido [28]
e a discretizagdo da corrente sinaptica proposta por Kuva et al. [28]
para descrever alguns fenémenos fundamentais para o estudo de redes
neurais. Finalmente, a Se¢do 2.4 introduz a teoria de redes regulares e
complexas — o substrato que liga os neuronios através de sinapses.

2.1 TRANSICOES DE FASE E CRITICALIDADE

Uma fase é um estado macroscopico de um dado sistema. Para
cada sistema, é possivel definir uma func¢ao fundamental das suas varié-
veis macroscopicas — ou parametros de controle — que assume diferentes
valores para cada uma de suas fases [29]. Ao modificar os parametros do
sistema muito lentamente, essa funcao muda de valores continuamente
e o sistema pode transitar entre diferentes fases. A variag¢do dos pontos
extremos dessa funcao em relagao a cada um dos pardmetros do sistema
é 0 que determina uma transi¢io de fases [29]. Apesar de nem sempre ser
possivel determinar diretamente essa fungao fundamental que descreve
o sistema, é sempre possivel medir como algumas quantidades macros-
copicas se modificam em funcao da variacao de pardmetros de controle.
Algumas dessas quantidades macroscopicas medidas sdo definidas como
derivadas dessa fungao fundamental e servem para determinar as fases
e caracterizar as transicoes de fase.

O exemplo mais intuitivo é a d4gua, que apresenta pelo menos trés
fases (liquida, gasosa e solida) e um estado critico na transigdo liquido-
vapor. Variamos a temperatura, T, e a pressao, P, e verificamos que a
agua transita entre suas diferentes fases através da medida da sua densi-
dade, p(T, P). J& que estamos variando T e P, convém representar a agua
através da sua energia livre de Gibbs, G(T, P, N), que é uma das possiveis
representagoes para a fungio fundamental do sistema (N é a quantidade
de particulas no sistema). A densidade é definida como uma derivada
de primeira ordem da energia livre: p = N/V = N[0G/0P]~1 [29]. A
densidade da agua nas trés fases usuais é sensivelmente diferente: vapor
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A Primeira ordem B Segunda ordem
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Figura 1. Esbogo do parametro de ordem p como fungao de um parametro intensivo ¢t para

transi¢oes de fase descontinuas (A) e continuas (B). A transigdo ocorre em t = 0. A linha
tracejada serve apenas como guia para os olhos.

de dgua flutua sobre gelo e agua liquida, enquanto que gelo flutua sobre
dgua liquida. E mais: ao variar a temperatura ou a pressao, a densidade
varia descontinuamente entre essas fases, sendo estas portanto transicoes
de fase de primeira ordem (e.g. Fig. 1A). Quando a ndo-analiticidade
se apresenta numa derivada de segunda ordem da funcao fundamental,
o sistema apresenta um estado critico e uma transi¢ao de fase de se-
gunda ordem (e.g. Fig. 1B). No caso da agua, as densidades das fases
liquida e vapor variam continuamente com 1" e P e a diferenca entre elas
vai a zero sobre um ponto critico, (7, P.), no final da linha da transi-
¢ao liquido-vapor. A susceptibilidade (ou compressibilidade, no caso da
agua) isotérmica, x, é definida como proporcional a segunda derivada
da energia livre de Gibbs. E sobre o ponto critico, a descontinuidade
aparece justamente na divergéncia de x.

A diferenga entre densidades de liquido e vapor da dgua é chamada
de pardmetro de ordem da transigao, pois ela é um observavel que traz
informacao sobre a ordem subjacente do sistema. Transi¢coes em outros
sistemas sao descritas por outros parametros de ordem: a magnetizagao
em materiais magnéticos, a polarizacao espontanea de um material fer-
roelétrico, a densidade de uma dada espécie em ligas binarias, etc [29).
A Fig. 1 mostra exemplos da variacao do pardmetro de ordem em tran-
sicoes de primeira e de segunda ordem em fun¢ao de um parametro de
controle genérico t. As transigdes ocorrem em t = (. Usaremos p para
simbolizar o parametro de ordem de uma transicao de fases.

Transicoes de segunda ordem sao especiais porque préximo ao
ponto de transigdo (¢ — 0), o comprimento de correlagdo diverge de
acordo com uma lei de poténcia:

ot (2.1)

Ou seja, quaisquer dois componentes do sistema se encontram correlaci-
onados possibilitando a propagacao de flutuacoes por todo o sistema.
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A lei de poténcia divergente do comprimento de correlacao faz com
que as outras quantidades termodinamicas do sistema também sejam
livres de escala (i.e. se comportem como leis de poténcia) quando ¢ — 0.
Cada uma dessas quantidades define um expoente critico [30-32]:

e parametro de ordem (Fig. 1B):

p It (2.2)

e susceptibilidade (ou compressibilidade) isotérmica a campo nulo:

X~ (2.3)

e isoterma critica (¢t = 0):
H ~ |p’sgn(p) , (2:4)

e calor especifico a campo nulo:

e ~ [0 (2.5)
e correlacao de pares:
exp (—r/§)
C(T) ~ Td72+77 ) (26)

onde ag, B, 7, §, v e 1) sAo os expoentes criticos, d é a dimensionalidade
do sistema, sgn(x) é a fungdo sinal,  uma distancia radial em relagéo a
um elemento qualquer do sistema, H é um campo externo (por exemplo,
um campo magnético ou um campo de pressoes para imas ou fluidos,
respectivamente) e ¢ é um pardmetro de controle que tende a zero sobre
o ponto critico (e.g. a temperatura de um ima ou a temperatura da
dgua/de um fluido). E importante notar que o campo H é uma variavel
acoplada (ou conjugada) a p.

Os expoentes criticos obedecem a vinculos bem definidos, cha-
mados de relagdes de escala [30, 32]. Essas relagoes sdo derivadas a
partir da hipétese de que os potenciais termodindmicos sao fungoes ho-
mogéneas generalizadas. Esses vinculos tornam possivel calcular todos
os expoentes do sistema a partir de apenas trés deles [30, 32]. Con-
juntos distintos de valores para os expoentes definem distintas classes
de universalidade [31]. Sistemas diferentes, num primeiro olhar, podem
pertencer & mesma classe de universalidade. Geralmente, as classes de
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universalidade de sistemas em equilibrio sao definidas pela dimensiona-
lidade do sistema, pela dimensionalidade do parametro de ordem, pela
simetria do parametro de ordem e pelo alcance das interagoes. Sistemas
de uma mesma classe sao, portanto, equivalentes do ponto de vista ma-
croscopico. Por exemplo, supondo que o cérebro apresente uma transicao
de fase de segunda ordem, podemos determinar sua classe de universa-
lidade. Assim, poderiamos estudar sistemas mais simples, pertencentes
a4 mesma classe de universalidade do cérebro, com a certeza de que os
resultados obtidos nesses sistemas se estendem para o cérebro.

A teoria descrita até aqui foi desenvolvida para tratar de sistemas
termodinidmicos em equilibrio [29, 30]. Contudo, as mesmas nogdes po-
dem ser generalizadas para transi¢oes de fase longe do equilibrio [33-35],
como é o caso do cérebro. Nas proximas segoes, veremos que o cérebro
¢ um sistema dindmico, sendo os neurdnios dotados de membranas com
propriedades extremamente nao-lineares e conectados por ligagdes com
dindmica propria. Todo esse sistema ainda esté sujeito a diversos tipos
de ruido: desde flutuacées quanticas nos ions intra e intercelulares, até
perda de moléculas neurotransmissoras durante as sinapses e desordem
estrutural, caracterizada por redes complexas.

2.1.1 Parametro de ordem e suas flutuagoes

O parametro de ordem e a sua susceptibilidade associada sao, res-
pectivamente, derivadas de primeira e de segunda ordem da energia livre
do sistema, conforme vimos no exemplo da &dgua. Nesta secao, derivare-
mos uma maneira de calcular o parametro de ordem e a susceptibilidade
a partir de dados simulacionais. Utilizaremos como base o modelo de
Ising, mas o raciocinio pode ser aplicado a diversos sistemas termodiné-
micos [36]. Ainda, mostraremos que a susceptibilidade esta intimamente
ligada & correlacao de pares, fazendo com que as flutuagoes do sistema
sejam importantes numa transicao de fases de segunda ordem.

A energia livre G(T, H, N) ¢ uma fun¢do composta por uma soma
de termos do tipo —X H, em que H é um campo externo (parametro de
controle) e X é uma quantidade que responde as variagoes de H [36]. No
caso da agua, X é o volume e H é a pressao; em imas, H é um campo
magnético externo e X, a magnetizagao. Definindo a func¢ao de particao
como

Z(T,H,N) =Y exp(—BEy) (2.7)
k
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onde E}, ¢ a energia associada ao estado microscopico k e! 8 = (kgT)~! é
proporcional ao inverso da temperatura do sistema T (kg é a constante
de Boltzmann); podemos estimar as derivadas da energia livre [termo
dominante da série na Eq. (2.7)], definida como:

G(T,H,N) = —% In Z(T,H,N) . (2.8)

A funcéo de particdo é a soma dos pesos estatisticos de se encontrar o
sistema em cada um dos seus estados, k.

Para tanto, sabemos que a probabilidade de observar um estado
k do sistema ¢é proporcional ao peso de Boltzmann, Py = exp(—S8Ek) e,
assim, a média de uma quantidade termodindmica X é simplesmente

(X)= 2 3 Xiexp(~8Ex) | (2.9)
k

onde X é o valor da quantidade X no estado k. Essa média pode ser
escrita como [usando as Egs. (2.7) e (2.8)]:

1 02

X) =520 (2.10)
- %a;}f (2.11)

j& que a energia Fj tem termos do tipo — X, H.
Portanto a primeira derivada da energia livre com relacao a H é
[colocando a Eq. (2.8) na Eq. (2.11)]:

0G
o= — 0 (2.12)

e a segunda derivada é simplesmente a derivada de (X) com relagao a
H:

9% 9(X) 0 (1 02
oI~ om ol <5ZBH> (2.13)
2
= % — -8 ((x%) — (X)) . (2.14)

Assim, a susceptibilidade, y = —N~'9?G/0H?, é dada simplesmente

IN#o confundir o 8 = (kpT)~! desta secdo com o expoente critico 8 definido na
Eq. (2.2).
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pelas flutuagoes do parametro de ordem p = X/N:

_ X
p=2 (2.15)
X = BN (<p2> - <p>2) , (2.16)

e N ¢é a quantidade de elementos no sistema. A divisdo por N serve
simplesmente para normalizar o parametro de ordem.

Uma das principais caracteristicas do estado critico é a possibili-
dade de propagacao de perturbagoes locais por todo o sistema através de
interagoes de curto alcance. Uma maneira de quantificar as flutuacoes
que propagam uma perturbagao local é por meio da func¢ao de correlacao
de pares [Eq. (2.6)], definida como:

C(r) = ((wi = (@) (x; = (25))) (2.17)

onde z; é o estado local do sitio ¢, » é uma distdncia em relacao a
qualquer sitio do sistema e a média é uma média de ensemble sobre
todas as observagoes de ; e x; separados por uma distancia 7.

A susceptibilidade dada na Eq. (2.16) pode ser reescrita usando
o fato de que a variavel X é simplesmente a soma dos estados locais do
sistema X = ). a;:

X =B (X = (X)) (X = (X)))

() (55

= 52 ((zi = (@i)) (x5 — (z;)))
= ﬂZC’(r) .

Se o sistema é invariante por translagao (i.e. é possivel colocar o eixo de
referéncia para medir r sobre qualquer sitio do sistema), entdao a soma
da equacao anterior pode ser simplificada para 3, ; C(r) = N 3, C(r).
Ainda, se o sistema for muito grande e os sitios muito proximos, a soma
sobre 7 pode ser substituida por uma integral sobre o volume do sistema
d-dimensional [31]:

X ~ N/C(r)rdildr . (2.18)
0



Transicoes de Fase e Criticalidade 41

Para que a susceptibilidade divirja sobre o ponto critico, a integral da
Eq. (2.18) também deve divergir. Essa condigdo é satisfeita se, tomando
C(r) dado na Eq. (2.6), n < 2.

A Eq. (2.18) nos diz que, no ponto critico, as flutuagoes se tornam
muito importantes, e acabam propagando sinais pela rede em todas as
escalas do sistema. Apesar das ligagoes de curto alcance, a rede acaba
atingindo estados macroscopicos de aglomerados sujeitos & correlagao
de longo alcance. Entretanto, esses estados correlacionados criticos se
dissipam rapidamente, dando lugar a outros estados igualmente correla-
cionados. O estado macroscopico do sistema, apesar de correlacionado,
fica mudando continuamente devido as flutuagoes nos seus estados mi-
croscopicos, mantendo o pardmetro de ordem nulo. A sensibilidade do
sistema a flutuagoes é, portanto, maxima no estado critico. Essas ideias
nortearam Bak et al. [13] a propor que sistemas auto-organizados (fora do
equilibrio termodinamico) sao criticos, desde que apresentem ordem frac-
tal de longo alcance na propagacao dessas flutuacoes microscopicas. Essa
proposta ficou conhecida como a teoria da Criticalidade Auto-Organizada
(do inglés, SOC), sendo a primeira teoria a tentar explicar de maneira
unificada sistemas que apresentam correlagao de longo alcance. Ela sera
brevemente revisada na proxima segao.

As médias das Eqgs. (2.15) e (2.16) s@o tomadas sobre o ensemble
de estados de equilibrio. Entretanto, é possivel generalizar essas defini-
¢Oes para sistemas fora do equilibrio. Neste caso, é preciso fazer uma
amostragem significativa das quantidades p e x pois nao conhecemos a
priori as suas respectivas distribuigoes. Nos resultados desta tese, as
médias serao tomadas sobre varias realizagoes do sistema para cada con-
junto de parametros de controle. Assim, nosso critério para determinar
a criticalidade dos sistemas estudados sera verificar se p e y, definidos
nas Egs. (2.15) e (2.16), seguem a forma de lei de poténcia das Egs. (2.2)
e (2.3).

2.1.2 Sistemas finitos

Os resultados discutidos nas segoes anteriores sdo obtidos para
t — 0 (aproximando-se do ponto critico) com a quantidade de elementos
do sistema, N, tendendo a infinito (este limite é conhecido como limite
termodinamico). Somente assim é que o comprimento de correlagao, &,
vai a infinito e o sistema ganha essa ordem de longo alcance.

Na pratica, simulagoes computacionais sao feitas em sistemas fi-
nitos, dotados de um comprimento caracteristico, L. Uma rede hiper-
cibica tem, por exemplo, N = L% elementos, sendo a maior distancia
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entre dois elementos dada por vd'L. As fun¢oes termodinamicas dadas
nas Eqgs. (2.2) a (2.5) devem ser entdao modificadas através de hipotese
de escala de tamanho finito (do inglés, FSS) [32, 36, 37]. Sistemas finitos
devem ter quantidades finitas por dois motivos: a soma dos estados z;
serd sempre finita e nenhuma flutuagao ira se propagar por distancias
maiores que o comprimento do sistema. Desenvolveremos o FSS apenas
do parametro de ordem e da sua susceptibilidade associada, pois estas
sao as quantidades que nos interessam. Outras quantidades podem ser
trabalhadas de maneira anéloga.

Perto do ponto critico ([t| — 0), podemos escrever o parametro
de ordem [Eq. (2.2)] e a susceptibilidade [Eq. (2.3)] em funcéo de &:

pr &Pl (2.19)
X~ (2:20)

onde usamos |t| ~ £71/7 [Eq. (2.1)]. Aqui, £ é o valor do comprimento
de correlagao do sistema critico infinito, entao ¢ deve divergir quando
[t| = 0. Porém, em sistemas finitos nem p deve ir a zero, nem y deve
divergir com £ — 0o, pois o comprimento de correlagao efetivo deve ser
da ordem de L, & ~ L [36]. Introduzimos, entao, a hipotese de FSS
através das funcoes de escala que limitam os valores de p e x a medida
que & diverge [36, 37]:

p(t; L) = P/ p(L/E) (2:21)
x(t L) =L/ (2:22)
onde explicitamos a dependéncia das fungoes no parametro de controle,

t, e no tamanho do sistema, L, e as fungdes de escala p(x) e x(x) devem
obedecer [36, 37]:

_ constante, se x > 1 (L > ¢)
plz) ~ { PV sex —0 (L <& ’ (2.23)
. constante, se © > 1 (L > &)
X(z) ~ { 2 sex — 0 (L <€) ’ (2.24)

tal que p ~ L=P/" ¢ x ~ L7/ sdo valores finitos quando & — oco.

Como nao sabemos quanto vale £, convém reescrever as Egs. (2.21)
e (2.22) substituindo ¢ através da Eq. (2.1) e definindo uma nova fun-
cdo de escala através de Y(z) = 27/vG, (z'/"); a fungdo G, (x/¥) deve
satisfazer G, (z'/*) = (z'/*)™7 para x > 1 e G, (z!/*) = constante para
x — 0 (similarmente para p, trocando v por —f) para que as condi-
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¢oes das Eqgs. (2.23) e (2.24) sejam satisfeitas. Assim, podemos escrever
explicitamente a dependéncia de p e xy em L:

p(t; L) = L=P/VG (LM |t]) (2.25)
X(t; L) = L/YG (LY |t]) . (2.26)

Na pratica, basta simular o sistema para diferentes L e medir as gran-

dezas p e x de acordo com o descrito na segao anterior. No ponto critico
|t| = 0 (portanto G, (0) é uma constante) p e x devem escalar unica-
mente com L, sendo possivel calcular 8/v e /v através de um simples
ajuste de reta num grafico log-log.

O ponto critico e o expoente v também podem ser estimados atra-
vés da hipotese de FSS. De maneira geral, o ponto critico ocorre para
um pardmetro de controle T' > 0, onde T é, por exemplo, a tempera-
tura do sistema. Entao t é, na verdade, apenas a distancia relativa do
ponto critico t = (T — T.)/T., onde T, é o valor de T no ponto critico.
Porém, sistemas finitos apresentam um ponto critico aparente, locali-
zado em Ti,.x(L), onde a fungdo susceptibilidade (que é finita) atinge
seu maximo. Como efetivamente & ~ L, podemos escrever [usando a

Eq. (2.1)]:

E(t)=al (2.27)
=& (Tmax(L) — Tc) = [Tmax(L) — TC|_D =al (2.28)
=Tax(L) =T, £ a YV L7Y (2.29)

onde a é s6 uma constante de proporcionalidade e o sinal na Eq. (2.29)
descreve o deslocamento do maximo de y para a direita ou para a es-
querda. O ajuste da Eq. (2.29) fornece estimativas para T, e v. Porém,
essas estimativas nem sempre sao confidveis, ja que correcoes podem ser
feitas a essa equacdo [37, 38]. Por exemplo, podemos escrevé-la como:
Twax (L) = T+ a~ YV L=V (1 + bL™") [38, p.80)].

Com os expoentes 3, v e v determinados no ponto critico, é pos-
sivel isolar as fungdes de escala nas Eqs. (2.25) e (2.26), G,(u) ~ LA/7p
e Gy (u) ~ /¥, e plota-las em funcdo do parametro de controle rees-
calado, u = Ll/ Y|t|. As curvas obtidas para diferentes L devem colapsar
umas sobre as outras. Inclusive, é também possivel fazer o processo con-
trario: ajustar os trés expoentes tal que se obtenha o melhor colapso da
funcao de escala.
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2.1.3 Cumulantes do parametro de ordem

Outra maneira de estimar o expoente v e o valor de T, é através
do cumulante de Binder [39]. Nesta secao, apresentamos os cumulantes
do parametro de ordem, definindo o cumulante de Binder de quarta
ordem que pode servir para calcular v e T.. As flutuagoes de p nos
permitem defini-lo como uma wvaridvel estocdstica com distribuicao de
probabilidade P(p). A transformada de Fourier de P(p) define a func¢do
caracteristica, F(v) [40]:

+oo
F) = [ Ploedp. (2.30)

onde i é a unidade imaginaria, v é a frequéncia associada a p e p é um
dado valor assumido pelo pardmetro de ordem. A funcdo F(v) pode
ser geralmente escrita como uma série de poténcias nos momentos de p
através da expansio de e’ [40):

L R,
Fl) =1+ ("), (2.31)

onde {(p™) & o momento de ordem n do parametro de ordem.
Da Eq. (2.31), definimos os cumulantes da distribuicao, U, escre-
vendo essa expansao de uma maneira mais conveniente:

+0 . \n
F(v) = exp (Z (’2!) Kn> , (2.32)

n=1

e comparamos termo a termo o logaritmo das Egs. (2.31) e (2.32), ob-
tendo:

Ui ={p) , (2.33)
Uz = (p*) - ()* (2.34)

e assim por diante. Note que o primeiro cumulante, U7 na Eq. (2.33), é
apenas o primeiro momento de p, enquanto que o cumulante Us [Eq. (2.34)]
é a variancia de p.

Fazendo uso da Eq. (2.25) e organizando engenhosamente os mo-
mentos do pardmetro de ordem, podemos escrever um cumulante que
seja independente de L mesmo para sistemas finitos [39]. Em sistemas
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finitos, o parametro de ordem é dado por p ~ L~?/¥ sobre o ponto cri-
tico [Eq. (2.25)]. A razdo de dois momentos quaisquer do parametro de
ordem é, portanto:
n\a
<P >b x L(fﬁ/v)(nafbc) \ (235)
(p°)

onde n, a, b e ¢ sdo parAmetros arbitrarios. Se a diferenca (na — be) = 0,
entdo a razdo entre os momentos (p™)* e (p°)° ¢ independente de L.

Assim, podemos definir uma série de razoes, R,, independentes
de L:

R = ) _2<p>2 , (2.36)
()

(r*)

Ry =L 2.37
(p?) (237)
(r*)

Rg = .3 2.38
() (238)

e assim por diante. Essa série de razoes pode ser usada para definir os
cumulantes restantes. Em particular, o cumulante Uy, introduzido por

R
Binder [38, 39, é dado por Uy =1 — ?2:
4
Uy=1- <p2>2 . (2.39)
3(p%)

Por construgao, as razoes R, nao dependem de L e, portanto, Uy
também nao depende de L. Assim, a hipdtese de F'SS para U, é apenas:

Us(t; L) = Gu, (Ll/”|t|) , (2.40)

cuja derivada em relagao a t é:

OUs oy _ p1w99us (110 )

(L) = LV = (L 1t) . (2.41)
Sobre o ponto critico, ¢ = 0 e, portanto, Gy, (0)/0t é uma constante,
bastando ajustar curva de U, /0t ~ L'V para obter v. O ponto critico,
T, é o ponto em que as razoes Ra(t; L) [ou Uy(t; L)] se cruzam [38, 39].
Apesar de melhorar a estimativa de T, a estimativa de v pode nao ser
boa, pois ¢é preciso efetuar a derivada de Uy [Eq. (2.41)] numericamente.
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2.2 CRITICALIDADE AUTO-ORGANIZADA

Leis de poténcia sao muito comuns na natureza, aparecendo na
descricao de fendmenos tao diversos quanto avalanches em pilhas de
areia [12, 15|, avalanches em pilhas de arroz [41], incéndios em flo-
restas [42, 43|, distribuigdo de velocidades das formigas num formi-
gueiro [44], distribuigdo da magnitude de terremotos [45], crescimento de
superficies [15], vortices em supercondutores [15], erupgdes solares [46],
distribui¢ao de pregos de agoes [47], distribuicdo da conectividade em
redes sociais [48], evolugdo, ecossistemas, epidemias [49], avalanches neu-
rais [1, 50, 51], etc. Inspirados pela teoria de sistemas criticos discutida
na segao anterior — a qual prevé que grandezas termodindmicas sejam
dadas por leis de poténcia sobre o ponto critico devido a correlagoes de
longo alcance das flutuagdes do sistema — Bak et al. [13] propuseram
que muitos desses sistemas pudessem ser entendidos como sistemas que
alcangaram o estado critico de maneira auto-organizada.

Bak et al. [13] estudaram um autémato celular que ficou conhe-
cido como modelo de pilha de areia. As regras sdo simples: em cada
instante, um grao é adicionado aleatoriamente a uma das N pilhas. Se
a quantidade de graos excede um limiar pré-estabelecido em uma dada
pilha, a distribuicao externa de graos para e a pilha desmorona enviando
um grao para cada um dos seus vizinhos. Cada vizinho deve desmoronar
também caso se torne instéavel, num processo recursivo. A distribuicao
externa de graos so volta a acontecer quando nao hé mais sitios instaveis.
A quantidade de graos que desmoronaram (ou foram redistribuidos) é o
tamanho de uma avalanche e a quantidade de passos de tempo necessaria
para redistribuir esses graos é a duragao da avalanche. O sistema opera
sobre uma rede quadrada, entao os graos das bordas da rede, ao serem
redistribuidos, caem fora do sistema. Interessantemente, a distribuicao
de tamanhos e duracao dessas avalanches segue uma lei de poténcia cuja
dnica escala caracteristica é dada pelo tamanho linear do sistema. E
mais, cada avalanche ocorre devido a uma pequena perturbacdo no sis-
tema. Portanto, ter uma distribuicao de lei de poténcia no espago e no
tempo que se estende até a borda do sistema significa que uma flutuacao
pode se propagar por todo o sistema! Isso é exatamente o que ocorre
com as flutuagoes de sistemas criticos em equilibrio, conforme discutimos
no final da Subsecao 2.1.1.

Esse padrao espago-temporal fractal, expresso através de leis de
poténcia na distribuigdo de tamanhos e durac¢do de eventos (como ava-
lanches, erupgoes solares, vortices em supercondutores, etc), significa
que as propriedades se mantém as mesmas independentemente da por-
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¢ao do sistema que estamos observando. Isso é outro indicativo de que
os diversos constituintes do sistema devem estar correlacionados de al-
guma maneira, tanto espacial quanto temporalmente. Esse raciocinio,
de fato, é muito préoximo do que mostramos ocorrer num sistema critico
em equilibrio, em que a susceptibilidade (que pode ser vista como uma
certa correlagdo média entre as flutuagoes) diverge a partir de uma lei
de poténcia e, portanto, perturbacoes podem se propagar por toda a
extensao do sistema.

Porém, os sistemas listados que exibem esses eventos livres de es-
cala estao fora do equilibrio e, portanto, algum processo deve té-los gui-
ado até esse estado fractal. Bak et al. [13] entdo sugeriram que, devido a
interagoes puramente internas, esses sistemas se organizam em torno de
um estado estacionério caracterizado por eventos distribuidos através de
leis de poténcia e ruido® 1/f. A presenca dessa ordem fractal espacial e
desse ruido na série temporal de eventos (que indica fractalidade tempo-
ral [53]) indica forte correlagao espacial e temporal no sistema e, por isso,
o estado estacionario deveria ser critico. Mesmo que Mandelbrot [54],
através da sua geometria fractal, ja tivesse descrito de maneira satisfa-
toria diversos exemplos na natureza onde hé auto-similaridade espaco-
temporal, s6 através da SOC é que houve uma primeira tentativa no
sentido de entender porque essas estruturas ocorrem [12].

Obter uma lei de poténcia do tipo S(f) ~ 1/f como espectro de
poténcia significa que o sinal temporal é composto de infinitos periodos
diferentes, sendo todos nao-negligenciaveis para compor a dindmica do
sistema que esta gerando o sinal transformado [14, p.22]. Em outras pa-
lavras, ha fractalidade na variagao temporal do sinal. Portanto, esse tipo
de ruido geralmente indica [15, p.9]: forte correlagdo temporal; auséncia
de escala de tempo caracteristica; e correlagao de longo alcance. Apesar
de Jensen et al. [55] terem mostrado que o ruido na proposta original
de Bak et al. ¢, na verdade, 1/f2, ha outros exemplos onde ha ruido 1/ f
em modelos de SOC [56, 57].

Em geral, a SOC ¢é obtida em modelos tedricos, e muitas vezes es-
ses modelos ou nao sao rigorosamente criticos, ou nao sao rigorosamente
auto-organizados [12]. Devido a essa dificuldade de se achar tragos de cri-
ticalidade em varios sistemas experimentais, hd muitos questionamentos
sobre se esses sistemas de ordem espago-temporal fractal seriam mesmo
criticos [12]. De qualquer maneira, Pruessner [12, p.4| traz trés justifi-
cativas para o estudo dessa teoria:

2Ruido 1/f significa que a densidade espectral, ou espectro de poténcia (ver Sub-
segdo 2.2.1), apresenta a forma S(f) o« 1/f°, geralmente com 0.5 < b < 1.5. Situa-se
entre o ruido branco (S(f) = constante) e o ruido Browniano (S(f) o< 1/f2) [52].
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1. historicamente, foi a primeira tentativa de explicar a ubiquidade
do ruido 1/f na natureza;

2. apos o trabalho de Mandelbrot [54], estava clara a presenga dos
fractais na natureza; porém, a SOC trouxe um mecanismo plausi-
vel que gera essas estruturas, mudando o foco de “Por que hd inva-
riancia de escala na natureza?” para “A natureza é critica?” [49];

3. por ultimo e principalmente, a ideia de SOC traz a tona a ideia de
universalidade: a partir do momento que se mostra que um sistema
observado é SOC, e se determina sua classe de universalidade, é
possivel estuda-lo através de sistemas mais simples da mesma classe
de universalidade, e em menor escala (dada a invariancia de escala);
Estes, além de mais facilmente reprodutiveis em laboratério e em
simulagoes (j4 que tém menor tamanho), ainda podem fornecer
insights e explicacdes sobre o sistema originalmente observado.

O ordenamento espago-temporal fractal do sistema é caracterizado
por eventos cujos tamanhos e duragoes sao distribuidos na forma de leis
de poténcia. As subsegoes a seguir descrevem ferramentas utilizadas para
caracterizar ordem de longo alcance (espectro de poténcia e correlagoes
temporais) e organizagao fractal no sistema (distribuigdo de eventos).
Essas ferramentas, em conjunto com aquelas discutidas na secao anterior
serao utilizadas nos proximos capitulos para caracterizar as transicoes
de fase dos modelos estudados.

2.2.1 Espectro de poténcia, autocorrelacgao e flutuagoes tempo-
rais

A proposta inicial de Bak et al. [13] foi um mecanismo para expli-
car o ruido 1/ f no espectro de poténcia de diversos sistemas na natureza.
Contudo, Jensen et al. [55] logo mostraram que o ruido na pilha de areia
de Bak et al. &, na verdade, 1/f2?. De qualquer maneira, nao é possivel
obter o espectro 1/f? da pilha de areia através de uma simples superposi-
¢ao linear de avalanches (a menos que se consiga explicar a suposigao ad
hoc de os tempos de correlagao entre as avalanches estarem distribuidos
de acordo com uma lei de poténcia [15, p.144]).

O espectro de poténcia, S(f), do sinal temporal s(t) — e.g. a
sequéncia de tamanhos s de avalanches no instante ¢ — é definido como:

0o 2

S(f) = /s(t)exp(—Qm’ft)dt , (2.42)

oo
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onde 7 é a unidade imaginaria, t € o tempo e f sao as frequéncias que com-
poem s(t). Portanto, S(f) é uma medida de quanto uma dada frequéncia
f contribui para s(t), em energia por unidade de tempo (por isso também
é conhecido como densidade espectral).

Abrindo a Eq. (2.42),

s(t) exp (—=2mift)dt|

tYexp (=2mif(t —t'))dt'dt ,

(oo}

/ s(t)s(t — At)dt| exp (—2mifAt) d(At)

— 00 — 00

(com At =t —1t'),

—3 8\,8 8\8
8\8

sendo a parte entre colchetes a propria definicao da funcao de autocor-
relagdo, C(At), a menos de uma constante:

CO(t) = {s(to)s(to — 1)) = (s(to))” (2.43)

e logo:

= / C(t) exp (—2mift)dt , (2.44)

vemos que o espectro de poténcia é a transformada de Fourier da fun-
¢ao de autocorrelagdo (resultado conhecido como Teorema de Wiener-
Khintchine). O termo (s(t))* da funcdo de autocorrelagio, quando colo-
cado na Eq. (2.44), contribui apenas para S(0) e pode ser negligenciado.

A fungao de correlagdo mede o quanto uma flutuagido em ¢t = 0,
C(0) = (s(to)?) — (s(t))?, decai com a distancia temporal ¢ dessa flu-
tuacao. Entdo, a relagdo dada na Eq. (2.44) justifica o interesse de um
espectro de poténcia com a forma 1/f: ja que C(t) é a transformada in-
versa de S(f), um decaimento 1/f indica um decaimento logaritmico da
correlagao temporal [15]. Esse decaimento extremamente lento da corre-
lacdo é um indicio de que o sistema propaga suas flutuagdes néo s6 por
longas distancias, mas também por longos tempos e, portanto, cada con-
figuracao do sistema guarda uma certa memdria de muitas configuracoes
anteriores [15].
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Quando medimos o espectro de poténcia de um sinal temporal,
obtemos

S(f)~1/f", (2.45)

para um certo intervalo de frequéncias fy < f < fi. As frequéncias
de corte fy e fi aparecem devido ao sistema, em geral, ser finito e,
portanto, nem perfodos muito curtos e nem periodos muito longos podem
compor o sinal temporal. O expoente b define a caracteristica do sinal
e b = 1 define o ruido rosa (i.e. 1/f). Ruido branco tem b = 0 (todos
os periodos aparecem igualmente no sinal) e ruido Browniano tem b = 2
(os periodos aparecem aleatoriamente no sinal). Tomando S(f) dado na
Eq. (2.45) e aplicando a inversa da transformada na Eq. (2.44), obtemos
a autocorrelagio da forma C(t) ~ t~% que, em sistemas finitos, esta
sujeita a um corte exponencial [34, 36]:

C(t) ~t~exp(—t/1.) , (2.46)

onde 7, é o tempo caracteristico do sistema. Os expoentes 6 e b devem
seguir aproximadamente a relagao:

O+b=1. (2.47)

O tempo caracteristico de autocorrelagao também esta sujeito a
corregoes de tamanho finito. Sobre o ponto critico, 7. deve obedecer a
lei de escala:

Te~ L7 (2.48)

onde L é o tamanho do sistema e z é o expoente dindmico que nao é
universal e depende da dindmica microscopica do sistema [34, 36]. Entre-
tanto, existem alguns sistemas em que a fase critica ocorre numa regiao
estendida de parametros, ao invés de em um tnico ponto critico. Essa
fase critica estendida é conhecida como fase de Griffiths [58|, pois Grif-
fiths [59] mostrou que num dado sistema magnético com dilui¢ao nas
interagoOes, existe uma regiao estendida de nao-analiticidade da sua fun-
¢ao fundamental (aquela estudada na segdo anterior). Nesses sistemas,
o tempo caracteristico ndo obedece a Eq. (2.48), mas sim a exponencial
estendida

7o ~exp (kLP) | (2.49)

onde k£ é uma constante qualquer e D é um expoente que define a di-
mensionalidade do maior cluster do sistema [58, 60, 61]. Na subsecao
seguinte veremos que o maior cluster é, na verdade, a maior avalanche
(ou evento) que ocorre no sistema. A fase de Griffiths s6 pode ser ob-
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servada através de uma média de ensemble sobre a desordem quenched
nas ligagdes do sistema [62].

Existe, ainda, uma outra medida de fractalidade temporal que é
complementar ao espectro de poténcia e a autocorrelagao: a analise de
flutuagoes destendenciada® (do inglés, DFA). Ela foi inicialmente pro-
posta por Peng et al. [53] para estudar correlagdes de longo-alcance em
séries temporais do batimento cardiaco medido usando eletrocardiogra-
mas. A principal vantagem da DFA é que pode ser aplicada a séries
temporais nao-estacionarias — aquelas em que ha uma certa tendéncia
tal que a média, a varidncia ou outra medida estatistica variam com
o tempo. Essa tendéncia pode ser gerada, por exemplo, por um ruido
de fundo que se soma ao ruido intrinseco de um sistema dindmico ou
fora do equilibrio. A DFA, portanto, elimina o ruido de fundo (a ten-
déncia) e fornece uma estimativa da fractalidade do ruido intrinseco da
série temporal. Ela ja foi aplicada com sucesso para mostrar que sé-
ries temporais obtidas por eletroencefalograma apresentam correlacao
de longo-alcance [63].

Para calcular a DFA basta dividir o tempo total da medida em
janelas, ajustar uma reta nessa janela aos dados para capturar sua ten-
déncia, subtrair a tendéncia da janela e calcular a raiz quadratica média
da flutuagao dentro dessa janela. Matematicamente, significa obter a
média de uma série s(t) (onde t é um tempo discreto),

bl

(s) = Ti Ss() (2.50)

P =1

onde T}, é o tempo total usado para medir s(¢). Depois, substituimos a
série s(t) original pela soma cumulativa de s(t) — (s) para cada instante
t:

s(t) =Y [s(t) —(s)] (2.51)

onde t =1,---,T, e 5(t) ¢ a soma cumulativa do sinal destendenciado.

Agora, dividimos o tempo total T, em varias janelas, cada uma de
tamanho At. Para a janela n de comprimento At, ajustamos uma reta
para o sinal 5(¢) para obter a componente y da reta dentro dessa janela,
que chamaremos de y(Ant) (t). Agora basta calcular a raiz quadratica média
(que sera uma fungdo do nosso pardmetro livre At) da diferenga entre

3Por ser jargdo, é preferivel se referir a esta analise apenas como DFA (do inglés
Detrended Fluctuation Analysis).



52 Fundamentacao Tedrica

5(t) e y(A"t) (t) para cada t:

1
1 Ntotal nAt

F(A) = | = > > w-ule]y . @52

P n=1 |t=(n-1)At+1

onde nyotq; € 0 total de janelas com comprimento At. Repetimos esse
procedimento para varios tamanhos de janela At. A funcao F(At) é
esperada se comportar como:

F(At) ~ (A)7 . (2.53)

O expoente g nos da informacao sobre a correlagao do sinal original
s(t) [53, 63, 64]: g < 1/2: anti-correlacionado; g ~ 1/2: descorrelacio-
nado (ruido branco); g > 1/2: correlacionado; g ~ 1: ruido 1/f (ruido
rosa); g > 1: sinal ndo-estacionério, nao-limitado; g ~ 3/2: ruido Brow-
niano.

2.2.2 Distribuicoes de avalanches

O numero, s, de elementos que atinge o limiar no curso de uma
avalanche é o tamanho da avalanche. A durag@ao de uma avalanche é T
Apos um longo periodo de tempo, teremos dois conjuntos de amostras,
{sn} e {T,}. Cada um gera um histograma para estimar as fungées den-
sidade de probabilidade (do inglés, PDF), ou distribuigdes, P(s) e P(T).
Também é possivel estimar as distribuigoes cumulativas de probabilidade
(do inglés, CDF), ou distribuicdes acumuladas*, F(s) e F(T).

No limite de sistemas infinitos, as avalanches poderiam atingir
tamanhos e ter duracao infinitos. Portanto, as distribui¢oes de s e t
seriam dadas por leis de poténcia puras:

P(s) ~ s, (2.54)
P(T)~T7 7, (2.55)

Porém, essas distribui¢oes devem ser corrigidas para sistemas finitos (de
comprimento caracteristico L). Ja que o comprimento de correlagao é
finito, existe um tamanho maximo (ou tamanho de corte) e uma duracao
méxima (ou duragdo de corte), s.(L) e T.(L) respectivamente, a partir
dos quais essas leis de poténcia ndo valem mais [12]. Entao, devemos

4Note que a distribuicdo cumulativa que nos interessa neste trabalho é a distribui-
géo cumulativa superior, definida como: F(z) = [° P(z')dz’.
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Figura 2. Comparagdo de uma lei de poténcia pura (— —), Eq. (2.54), com uma lei de po-

téncia com corte exponencial (—A—), Eq. (2.56) com Gs(s/s.) = exp(—s/s.). Parametros
Oé:1.5€SC:5><105.

reescrever essas distribuigdes [12]:

P(s;L) ~ s %Gs (s/sc(L)), s> so, (2.56)
P(T;L) ~t~7Gr (T/To(L)), T > Tp , (2.57)

onde introduzimos as fungoes de escala Gs(z) e Gr(x), analogas as intro-
duzidas nas Eqgs. (2.25) e (2.26). Em geral, as Eqgs. (2.56) valem apenas
a partir de um tamanho ou duragao minimos, sg e Ty, respectivamente.
A Fig. 2 ilustra a diferenga entre leis de poténcia, Eq. (2.54), e leis de
poténcia com escala, Eq. (2.56).

O tamanho e a duracdo de corte devem estar relacionados, res-
pectivamente, com o comprimento de correlagao, £, e com o tempo de
autocorrelagdo, 7. [Eq. (2.48)], e, por isso, devem ser proporcionais a
uma poténcia de L:

se(L) ~ L7, (2.58)
T.(L)~L*, (2.59)

onde D e z expressam a dimensionalidade das avalanches no espaco e
no tempo, respectivamente. O expoente D é o mesmo que deve ocorrer
na exponencial estendida de uma fase de Griffiths [Eq. (2.49)], pois s, é
0 maior evento no sistema. O expoente z é o expoente dinmico intro-
duzido anteriormente [12]. Da mesma maneira que podemos colapsar as
fungoes de escala para p e x, podemos testar ou determinar os expoen-
tes a, 7, D e z através do colapso das fungoes Gs(u) e Gr(u) dadas nas
Egs. (2.56) e (2.57).
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Uma relagao de escala entre os expoentes v e 7 pode ser obtida
através da relagio [~ P(s)ds = [;° P(T)dT, usando-se as Eqs. (2.56)
e (2.57) e assumindo que s x T* (entdo ds oc aT* 1dT):

/PJWT’MT /P
0

= (Ta) Ta 1 ~ T T ,
T—aa+a—1 ~ T—T

e, portanto,
1—17

=1"a" (2.60)
A Eq. (2.60) é conhecida como relacdo de escala de Sethna [65], apesar
de uma semelhante ter sido inicialmente proposta por Bak et al. [13, 66].
Alguns autores usam essa relagdo como prova da criticalidade de um
sistema que apresenta leis de poténcia nas suas distribuigoes de tamanhos
e duracao de avalanches [67].

Outra maneira de visualizar as leis de poténcia é através da dis-
tribuigdo cumulativa complementar, F(s), definida por:

+oo
s) = /’P(ac)d:r7 (2.61)

que representa a probabilidade de encontrar um evento de qualquer ta-
manho maior que s. Por simplicidade, chamaremos a fungao definida
na Eq. (2.61) por distribuicdo acumulada.

A distribuicao acumulada da Eq. (2.54), para a > 1, considerando
que esse comportamento de lei de poténcia é valido somente para s < s,
é [68]:

F(s)= A/:c*adx
Asott A
+

= Fls) = - a—1 a—1

sTatt (2.62)

onde A é uma constante de proporcionalidade. F(s) é também uma lei de
poténcia decrescente, mas deslocada de uma constante —As_ ! /(a—1),
com expoente 1 — a.
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Na pratica, uma estimativa de P(s) é obtida através de um his-
tograma, o qual depende de pardmetros arbitrarios como a largura da
janela do histograma, As. Diferentes valores para As fornecem for-
mas diferentes para o histograma. Um refinamento do histograma pode
ser feito através de As exponencialmente variavel, de modo que para s
grande As é exponencialmente grande, reduzindo assim o ruido devido
a baixa amostragem nesses intervalos de s [12, 69]. Por outro lado, uma
estimativa da distribuicao acumulada pode ser calculada diretamente
através da amostra {s,}, sem depender de pardmetros arbitrarios. A
distribuicao cumulativa é uma fungao continua, apresenta ruido drasti-
camente reduzido, tem um corte muito bem definido para s > s. e seu
célculo ndo depende da escolha de As [69].

O método para calcular F(s) a partir de {s,} consiste em: (I)
organizar o conjunto {s,} em ordem decrescente, tal que s; > so > s3 >

- (estes valores serdo a abscissa); (II) associar um nimero de ordem a
cada s,, em ordem crescente; e (III) dividir o namero de ordem do passo
II pela quantidade total de dados, Ngya; (estes valores serdo a ordenada).
Ao final, teremos um conjunto de pares ordenados, {(s,,n/Nayvar)}. Caso
o valor sy, se repita g vezes (s = Sg+1 = - -+ = Sk4q), €ntao se deve pegar
apenas o par (Sk+q, (k + ¢)/Naval), ignorando todos os outros ¢ — k — 1
valores repetidos. Intuitivamente, o niimero de ordem associado a cada
sy significa a quantidade de eventos cujo tamanho é maior ou igual a
$n, [69].

2.2.3 Propriedades da Auto-Organizacgao Critica

Abaixo listamos algumas caracteristicas que aparecem com frequén-
cia em sistemas que apresentam SOC nos estudos feitos até hoje. Sao
elas [12, p.7-11]:

e auto-organizacao;

o O estado critico, em geral, é obtido através do ajuste de pa-
rametros (como temperatura, campo magnético, pressao, etc). Um
sistema SOC deve apresentar auto-organizagao em direcao ao es-
tado critico por meio de, por exemplo, uma equacao de movimento
para um desses parametros.

e muitos (mas finitos) graus de liberdade localmente interagentes;

o Os sistemas SOC sao compostos de muitos corpos intera-
gindo cada um com seus primeiros vizinhos. Cada grau de liber-
dade é uma variavel dindmica que representa uma quantidade no
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sistema. Por exemplo, energia do sitio, forca exercida sobre o sitio,
numero de particulas no sitio, etc. O tamanho finito do sistema é
necessario para dissipar energia, permitindo fluxo de energia. Sis-
temas auto-organizados sdo, geralmente, dissipativos [70].

limiares locais;

o A presenca de limiares locais é consequéncia da nao-lineari-
dade de cada componente (ou grau de liberdade) do sistema. Fun-
cionam como gatilhos, disparando as avalanches sempre que sao
atingidos.

forcamento externo lento

o O meio externo influencia esporadicamente o sistema atra-
vés de estimulos localizados. O sistema, por sua vez, acumula essa
tensao gerada pelos estimulos nas variaveis dindmicas. Quando o
limiar é atingido, uma avalanche é disparada.

relaxacao rapida;

o Uma vez atingido o limiar, uma avalanche é disparada. Essa
avalanche se espalha rapidamente através de outros elementos da
rede, restabelecendo o estado quiescente meta-estavel. Junto com o
forgamento lento, essas duas condigoes caracterizam uma separa¢ao
de escalas temporais.

regras simples e dindmica complexa emergente;

o os graus de liberdade, ou elementos dos sistema, sao descri-
tos por equagoes ou regras simples, mas fortemente nao-lineares;
apesar da interagao local entre elementos, as avalanches podem se
propagar e afetar o sistema como um todo; i.e., existe uma diné-
mica coletiva, de onde emerge uma interacao forte de longo alcance,
apesar das interagoes reais serem apenas locais. Alguns autores co-
locam este fend6meno anedoticamente: “o sistema é mais do que a
soma de suas partes” [71].

independéncia de condigoes iniciais;
o O sistema deve, espontaneamente, gerar avalanches e atingir

o estado quiescente meta-estavel, independentemente do seu estado
inicial.

Basicamente, SOC é um fendmeno que nasce da interagao de mui-

tos corpos. Nao é, contudo, um comportamento completamente alea-
toério e, sim, um comportamento dindmico estacionario — pois prevalece
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mesmo perante perturbagoes externas — definido em termos dos padroes
espago-temporais (e.g. avalanches) que podem ser medidos no sistema.
Podemos pensar que cada estado meta-estavel do sistema, entre duas
avalanches, retém a memoria de todas as avalanches que ja se propaga-
ram pelo sistema. O rastro das avalanches gera, portanto, a estabilidade
espago-temporal expressa por correlagoes de longo alcance.

As propriedades listadas muitas vezes ocorrem em conjunto na-
turalmente. Por exemplo, os graus de liberdade do sistema geralmente
estao interligados através de regras simples (interagdo entre os elemen-
tos) e, a0 mesmo tempo, sdo ndo-lineares o suficiente para que o sistema
tenha limiares locais; o forcamento externo e a relaxacgao rapida sao con-
di¢oes impostas sobre o sistema através de uma tnica regra. No caso
da pilha de areia, s6 ha deposicao de areia sobre a pilha se o sistema
nao estiver relaxando. Essa regra impoe indiretamente a separacao de
escalas temporais: a escala de forcamento e a escala de relaxagao, e como
resultado se pode separar as avalanches umas das outras. Em sistemas
reais, porém, nem sempre é possivel observar essa separac¢ao de escalas
temporais claramente, mas ainda é possivel determinar o tamanho das
avalanches ao tratar os dados, mesmo que esse tratamento dependa de
parametros ad hoc.

2.2.4 Consideracgoes sobre a existéncia de SOC na natureza

Inicialmente proposta como uma possivel explicagao para o ruido
1/f presente em diversos fendmenos naturais, a teoria de SOC vem se
mostrando muito mais restrita do que inicialmente se esperava [12]. Em
parte porque nem todo sistema (experimental ou téorico) que apresenta
avalanches distribuidas como leis de poténcia também apresenta ruido
1/f (a pilha de areia, por exemplo, exibe ruido 1/f2); em parte porque
ainda ndo foi possivel obter uma teoria geral que prevé o estado SOC
a partir de uma transicao de fase ordinaria para sistemas com as ca-
racteristicas listadas na subsec¢ao anterior [12] (é facil achar ou sistemas
criticos fora do equilibrio ou sistemas auto-organizados, mas sistemas
que se auto-organizam no estado critico de maneira estavel, mesmo que
teoricamente, sdo dificeis de encontrar). Talvez estejamos procurando
por SOC através dos ingredientes errados. A teoria de SOC estaria, por-
tanto, incompleta. De qualquer maneira, a ideia de SOC pode servir
como uma inspiragao para buscar explicagoes mais completas sobre a
auto-organizagao de sistemas em estados de ordem fractal.

Apesar da presenga do ruido 1/f ter se tornado algo secundario
nos estudos de SOC, alguns experimentos e observacoes trazem leis de
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poténcia que apresentam claramente a propriedade de escala [12]: meios
granulares (e.g. pilhas de arroz), supercondutores, a lei de Gutenberg-
Richter para a magnitude de terremotos e dados da precipitacao em al-
guns locais do planeta. Dados confiaveis sobre a dindmica cerebral (ou de
cultura de tecidos cerebrais) s6 comegaram a aparecer nas ultimas duas
ou trés décadas, principalmente com o advento das técnicas de imagea-
mento por ressonancia magnética funcional (do inglés, fMRI) e Magneto-
encefalografia (do inglés, MEG), e com o aperfeigoamento das medidas de
potenciais elétricos usando arranjos multi-eletrodos (técnica conhecida
como local field potentials, ou LFP). Diversos modelos de neurdnios, si-
napses, formagao de memorias e funcionamento de subsistemas nervosos
apresentam intrinsecamente as caracteristicas necessarias para obter um
sistema SOC. Portanto, a seguir faremos uma breve revisao dos resulta-
dos que corroboram a hipétese de um cérebro operando proximo da ou
na criticalidade.

2.2.4.1 O caso do cérebro

A estrutura do cérebro é composta por cerca de 86 bilhdes de
neurdnios [72], atingindo uma densidade de aproximadamente 10° células
por mm? de tecido cortical. Cada célula esta sujeita a, em média, de 10>
a 10% sinapses, sendo a maioria delas locais (em um raio de aproxima-
damente 3 mm). Algumas sinapses sao, contudo, de longo alcance [73].
Essa estrutura possibilita a formagao de memoria, seja em padroes tem-
porais, como nos estados de policronizacao [74], seja em padrdes espaci-
ais, através do mecanismo de plasticidade sinaptica [9, 75, 76]. Correla-
¢Oes espago-temporais de longo alcance [64, 77-82] revelam um ordena-
mento global do sistema, apesar da aparente desordem nas conexoes.

Ainda, h& varios mecanismos responséaveis pela plasticidade si-
néptica, entre eles o redimensionamento sindptico®, a plasticidade de-
pendente do tempo de disparo (do inglés, STDP) e a redistritribuicao
sinaptica [75]. Todos eles sdo evidéncia da auto-organizagdo constante
do cérebro, cogitando-se que sao os mecanismos responsaveis pela memo-
ria, pelo processamento de informagao [9, 75, 76], e pela adaptatividade
de sistemas sensoriais, como o sistema visual [83].

A desordem das conexoes estéd naturalmente presente dado o ca-
rater complexo da conectividade entre as diferentes regices do cérebro
(que discutiremos na Segdo 2.4). Essas conexoes mudam em diferen-
tes escalas de tempo através de mecanismos de plasticidade [9, 75, 76]

5Do inglés synaptic scaling.
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(desde milissegundos até horas e dias). Uma medida de longo tempo da
atividade do cérebro poderia capturar uma amostragem significativa de
diferentes configuracoes da desordem do cérebro, onde poderia ser possi-
vel identificar uma regiao de Griffiths. Entretanto, essa fase ainda nao foi
observada experimentalmente. A caracterizagdo de uma fase de Griffiths
no cérebro fortaleceria a hipotese do cérebro critico, ja que faria com que
o estado critico fosse mais facilmente obtido a partir de mecanismos de
ajuste grosso (ao invés de ajuste fino), os quais sdo comumente presentes
em sistemas biologicos [62].

Neuroénios, quando estimulados, liberam neurotransmissores na
fenda sinaptica, possibilitando a passagem do sinal de uma célula para a
outra e, consequentemente, a propagagao do sinal pela rede. Entretanto,
a quantidade de neurotransmissores em cada terminal sindptico é limi-
tada e, portanto, existe uma quantidade méaxima de neurotransmissores
que podem ser liberados no meio extra-celular. Da mesma maneira, a
baixa atividade de um dado neurénio aumenta a disponibilidade de neu-
rotransmissores em seus terminais do axonio [84]. A liberagao e recapta-
¢ao de neurotransmissores, além da troca de fons através das membranas
dos neuronios conectados, da origem a um ruido sinéptico [9, 85-87].
Este ruido se origina principalmente da perda de neurotransmissores na
fenda sinaptica apds a passagem de um sinal e faz com que a intensidade
da sinapse varie estocasticamente com o tempo.

Esses mecanismos sugerem que a atividade cerebral deve ocorrer
através de um equilibrio dindmico, dissipando atividade ou propagando
atividade conforme as condigoes locais de cada sinapse. Usando da-
dos de fMRI, Lombardi et al. [88] mostraram que a probabilidade de
se obter uma avalanche maior que o tamanho médio de avalanches au-
menta significativamente apés uma avalanche menor que a média; e,
também, a probabilidade de se obter uma avalanche menor que a mé-
dia aumenta significativamente apo6s obter uma avalanche maior que a
média. As sequéncias de sucessivas avalanches pequenas ou grandes sdao
extremamente improvéveis. Essas observagoes corroboram a ideia do
equilibrio homeostatico do cérebro em torno de um estado estacionério
auto-organizado.

Medidas experimentais mostram que a atividade no cérebro se pro-
paga por meio de ondas de disparo intermitentes [3, 89-91]. Essas ondas
sao originadas por estimulos externos (provenientes do sistema nervoso
periférico) ou por flutuagoes locais. Devido a sua intermiténcia e ausén-
cia de um tamanho definido, Beggs e Plenz [3] batizaram essas ondas de
avalanches neurais (certamente inspirados pelos trabalhos anteriores de
Bak et al. [13]).

Os mamiferos estao sujeitos a diferentes condigoes externas du-
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rante seu desenvolvimento, ainda assim seus cérebros apresentam pa-
drées muito similares tanto funcional quanto anatomicamente. E possi-
vel, por exemplo, identificar areas responsaveis por cada um dos sentidos
nos cérebros de todos os mamiferos. Portanto, o cérebro se desenvolve
de maneira estavel (i.e. previsivel até certo ponto) apesar das possi-
veis e provaveis diferencas nas células que formam os sistemas nervosos
dos diferentes animais. Essas caracteristicas do cérebro indicam uma
certa independéncia das condicdes iniciais e das condigdes externas [92].
Ainda, o tempo de amadurecimento do cérebro é tao maior quanto maior
for o cérebro da espécie [93], da mesma maneira que em alguns modelos
de SOC, o estado critico demora tanto mais tempo para se desenvolver
quanto maior o sistema [94].

O sistema auditivo é capaz de identificar sons cuja intensidade va-
ria por milhGes e milhoes de decibéis. Trabalhos teoricos e experimentais
mostraram que o estado critico otimiza o intervalo de resposta de uma
rede de neurdnios a estimulos externos [17, 95]. O estado critico também
otimiza processos de aprendizagem [19], quantidade de memoria [18, 96],
o poder computacional do cérebro [20] e a flexibilidade para o processa-
mento de informagao [2, 21]. No Capitulo 3 veremos que o estado critico
também minimiza localmente o tempo de processamento da rede.

A proposta teodrica de que o cérebro estd operando num estado
criticamente auto-organizado ja tem mais de vinte anos [22, 23]. As
primeiras observagoes de ruido 1/f [77, 97| e indicios de atividade livre
de escala [98] no cérebro vieram logo depois. Contudo, as primeiras
avalanches neurais distribuidas em lei de poténcia s6 foram observadas
por Beggs e Plenz [3] em tecido cortical in wvitro (através de medidas
de LFP de baixas frequéncias) quase uma década depois. Desde entdo,
uma diversidade enorme de modelos para redes de neurénios tém sido
propostos. A grande maioria deles reproduz a distribuigao de avalanches
inicialmente observada em LFPs, mas raros apresentam ruido 1/ f ou sao
auto-organizados.

Os eletrodos de LFP medem o potencial elétrico local no meio
extra-celular. O sinal de cada eletrodo pode fornecer ou a intensidade
de potenciais pos-sindpticos de sinapses sincronizadas (usando um fil-
tro passa-baira) ou os potenciais de a¢do de neurdnios (usando um filtro
passa-alta) [99]. Devido a baixa frequéncia dos potenciais pos-sinapticos,
eles sofrem menor atenuagao ao se propagar pelo meio extra-celular e,
por isso, o sinal passa-baixa dos LFP capta atividade dos neurénios pro-
ximos, mas também daqueles relativamente distantes. Por outro lado,
a alta frequéncia dos potenciais de agao faz com que eles sejam atenua-
dos muito rapidamente, sendo captados apenas pelos eletrodos extrema-
mente préoximos do neurénio que disparou.
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Beggs e Plenz [3] usaram filtro passa-baixa para tratar seus dados
experimentais e, portanto, a atividade captada pode envolver um grande
numero de neurénios em volta do eletrodo. Alguns anos depois ao reali-
zar experimentos com macacos in vivo, Priesemann et al. [100] notaram
que se os eletrodos que medem os LFPs estiverem muito distantes um
do outro, as avalanches obtidas ndo seguem uma lei de poténcia (mesmo
usando filtro passa-baixa). Priesemann et al. compararam seus dados ex-
perimentais com modelos bem estabelecidos de SOC, porém os autores
mediram a atividade de apenas alguns sitios desses modelos de modo a
imitar o posicionamento dos eletrodos nos cérebros dos macacos. Os mo-
delos de SOC sujeitos a essa subamostragem também ndo apresentaram
lei de poténcia. A explicacao sugerida é que a distribuicao de avalanches
devera ser enviesada, ja que os eletrodos captam poucos neurdnios do
sistema como um todo. Portanto, avalanches menores sao mais frequen-
tes do que se fossem distribuidas com lei de poténcia. Priesemann et al.
sugeriram, entao, que mesmo um sistema critico nao deve apresentar leis
de poténcia na distribuicao de avalanches caso o sistema esteja sujeito
a medidas subamostradas®. O cérebro é um 6timo exemplo de sistema
subamostrado, pois apesar de ter quase 100 bilhoes de neurdnios, apenas
uma pequena fragao de seus neurénios pode ter a atividade capturada.

Ribeiro et al. [101] obteve sinais LFP de duas areas do cérebro
de ratos principalmente em dois estados (comportando-se livremente e
anestesiados). Aplicando um filtro passa-alta, Ribeiro et al. garantiu
que estava gravando a atividade apenas dos neur6nios bem proéximos
de cada eletrodo e, portanto, distribuicoes de avalanches subamostra-
das seriam esperadas. De fato, a distribuigao de avalanches de ratos em
comportamento livre mostrou uma forma lognormal. Ainda assim, to-
das as distribuigoes colapsaram sobre uma tnica distribui¢cao, quando as
grandezas foram reescaladas de maneira apropriada [101]. Para explicar
os dados, os autores estudaram um autémato celular probabilistico que,
quando completamente amostrado no estado critico, apresenta distribui-
¢ao lei de poténcia para os tamanhos de avalanche. Ao imitar o posici-
onamento de eletrodos na rede e capturar a atividade de apenas alguns
elementos do autéomato celular, a distribuicao de avalanches se tornou
exatamente igual as distribuigoes obtidas experimentalmente. Aparen-
temente, o problema de subamostragem estaria resolvido, se nao fossem
os resultados obtidos para ratos anestesiados. Nessas condicoes, as ava-
lanches, mesmo subamostradas, apresentaram distribuigoes lei de potén-
cia [101]. O mesmo autémato celular, mas rodando em redes complexas,

5Uma amostra do sistema é o conjunto dos estados de todos os elementos do
sistema em um dado instante. Uma subamostra do sistema é o conjunto dos estados
de apenas uma parcela muito pequena dos elementos do sistema num dado instante.
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também nao apresenta subamostragem na forma de lei de poténcia [102].

Em trabalhos anteriores, nés mostramos que o ruido sinaptico
pode causar avalanches criticas e suavizar uma transi¢ao de fases (o que
sera tratado em mais detalhes no Capitulo 5). Também confirmamos
a hipdtese da subamostragem numa rede de neurdnios modelados por
mapas conectados por sinapses quimicas com ruido em redes quadradas.
Curiosamente, nés também descobrimos que é possivel obter uma lei de
poténcia para avalanches subamostradas, desde que seja mantida uma
certa coeréncia na contagem de neurdnios de cada avalanche [103]: se
a atividade dos neurdnios nao considerados na contagem de avalanches
for levada em conta apenas para agrupar as avalanches no tempo, a su-
bamostragem da rede mantém o caréter lei de poténcia da distribuicao
original, e ainda é possivel colapsar as avalanches das amostras e suba-
mostras juntas numa tnica funcdo de escala (conforme o esperado para
sistemas criticos e discutido na Subsecao 2.2.2). Apesar desta maneira de
realizar a subamostragem nao ser o que realmente ocorreria nas medidas
experimentais, ela fornece uma pista de que a anestesia, para manter o
carater de lei de poténcia em condigoes de subamostragem, deve manter
uma certa coeréncia temporal na atividade dos neurénios que gera as
avalanches.

A separagao de escalas temporais, tipica em modelos de SOC, nem
sempre pode ser detectada no cérebro. Avalanches podem ser iniciadas
simultaneamente em regioes diferentes do sistema e, eventualmente, elas
se sobrepoem. Desde as primeiras medidas de avalanches neurais por
Beggs e Plenz [3], o procedimento escolhido para amostrar as avalanches
é dividir o tempo em janelas de tamanho dado pela distancia temporal
média entre eventos na atividade total das medidas [3, 101]. A escolha
do tamanho dessas janelas modifica a distribuicdo de avalanches, seja
ela completamente ou subamostrada. Priesemann et al. [104] estudaram
experimental (LFP de humanos, ratos, gatos e macacos) e teoricamente
esse efeito. Priesemann et al. adicionaram um processo de Poisson em
cada pilha de areia do modelo de Bak et al. [13], eliminando a separacao
de escalas temporais. Nessas condigoes, a melhor descricao dos dados
experimentais se deu quando o modelo é levemente subcritico [104], além
de ter sido possivel identificar a variagao da distribui¢do de avalanches
em relagao ao tamanho das janelas temporais de contagem de avalanches.

Shew et al. [67] estudaram o sinal LFP no cortex visual de tarta-
rugas com a retina sujeita a um estimulo constante. Os autores notaram
que no inicio do estimulo, a atividade era tao alta quanto o contraste
do estimulo apresentado a retina e a distribuicao das avalanches nao se-
guia lei de poténcia. Porém, apés algum tempo, ainda com o estimulo
presente, os padroes de disparo mudavam de modo que as avalanches
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ficavam mais esparsamente distribuidas no tempo e as distribuicées de
tamanho e duragao de avalanches se convertiam em leis de poténcia.
Shew et al. confirmaram esse estudo através de um modelo de campo
médio e mostraram que os expoentes das distribuigoes obtidas seguem
a relagao de escala de Sethna [Eq. (2.60)], tanto experimental quanto
teoricamente.

Nem sempre é possivel obter leis de poténcia para avalanches neu-
rais in vivo [105]. Hahn et al. estudaram avalanches no coértex visual de
gatos através de medidas LFP, mas tomaram cuidado para reduzir os
efeitos da subamostragem. Ainda assim, nem todos os gatos mostra-
ram leis de poténcia na distribuicao de avalanches neurais. De qualquer
maneira, recentemente alguns autores contestaram a presenca de lei de
poténcia nas distribuicoes de avalanche como sendo uma boa medida da
criticalidade [25-27]. Esse assunto sera retomado brevemente na Subse-
¢ao 2.2.4.2 a seguir.

Do ponto de vista meso e macroscopico, Haimovici et al. [106],
através de fMRI do cérebro humano no estado de repouso”, mostraram
que a correlacao espacial escala com o tamanho do sistema. Os autores
também propuseram um modelo de autdémato celular sobre a rede do
conectoma® (com neurédnios de periodo refratéario estocastico) e obtive-
ram uma lei para a correlacao espacial desse sistema correspondente &
experimental. Utilizando MEG, Shriki et al. [109] obtiveram também lei
de poténcia para medidas de avalanches do cérebro humano no estado
de repouso. Também foi possivel obter relagoes de escala entre os expo-
entes /3 e vy (Subsegao 2.1.2) através dos mesmos dados experimentais e
de dados de LFP para macacos [110]. Entretanto, é importante desta-
car que o conectoma nao é uma estrutura de conexao entre neurdnios.
As parcelas do cérebro conectadas através do conectoma sao grupos de
milhodes de neurdénios. Portanto, as correlagoes, avalanches e expoentes
medidos nesses experimentos sao decorrentes da atividade média de cada
n6 do conectoma como um elemento excitavel per se.

Ha4 véarias revisoes que discutem em mais detalhes alguns modelos,
resultados e consequéncias do estado critico (e, em alguns trabalhos par-
ticulares, do estado SOC) em redes de neurdnios e outros sistemas em
geral [1, 12, 15, 50, 51, 111-114]. Em linhas gerais, todos esses resultados
experimentais sugerem que ha algo em comum entre sistemas SOC e o
cérebro. Mesmo que a teoria de SOC nao seja a mais adequada para

70 cérebro esta no estado de repouso quando nio recebe estimulos externos atra-
vés do sistema nervoso periférico. Geralmente, é apresentado ruido branco por vias
auditivas e/ou visuais.

80 conectoma é uma rede empiricamente derivada das conexdes neuroanatémicas
humanas [107, 108].
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estudar o cérebro, ou que as avalanches nao sejam a melhor maneira
de determinar o estado critico, é fato que o cérebro tende a se auto-
organizar em estados que apresentam ordem de longo alcance, seja em
dados eletrofisiologicos ou em dados de fMRI. Portanto, uma caracteri-
zagao precisa do estado critico em sistemas complexos fora do equilibrio
ainda é necessaria. Apesar de teoricamente essa caracterizagao ser fac-
tivel, experimentalmente é um trabalho muito custoso — principalmente
nas escalas microscopicas.

Conforme sugerem os trabalhos de Haimovici et al. [106] e de Sh-
riki et al. [109], o cérebro consciente em repouso, saudéavel, deve estar
num estado critico, ou flutuar em torno desse estado [88]. A falta de
criticalidade pode estar relacionada & epilepsia [3, 115], & esquizofre-
nia [116], a estados inconscientes [117], a depressao [118], a depressao
alastrante e a hiperatividade. Portanto, um estudo das transi¢oes de
fase no cérebro e, em particular, a caracterizagao detalhada do estado
critico em sistemas complexos fora do equilibrio, pode ajudar a:

e desenvolver novos e melhores métodos para avaliar e tratar doengas
ou disturbios cerebrais;

o se o estado saudavel do cérebro consciente é critico, entao
poderemos avaliar as condigoes da criticalidade para determinar
a saude cerebral, bem como estudar métodos para restabelecer a
criticalidade, caso o cérebro esteja operando em outro regime.

e desenvolver técnicas para restabelecer o estado saudével do cérebro;

o as causas das avalanches criticas sao varias, entre elas a
plasticidade [18], din&mica de neurotransmissores [119-121], a to-
pologia da rede [116], o caréter inibitério ou excitatorio das si-
napses [122; 123], ruido nas sinapses [68, 101], periodo refratario
variavel [106], etc. O estudo desses mecanismos pode revelar ma-
neiras de quantificar o quao fora do estado critico se encontra o
cérebro e como é possivel restabelecer esse estado.

e ter novos insights sobre os mecanismos do cérebro.

o caso o cérebro seja um sistema no estado critico, inferir
sua classe de universalidade pode trazer vantagens como a repro-
dutibilidade do cérebro em menor escala no laboratoério através de
outros sistemas que compartilham da mesma classe de universali-
dade; o que, por sua vez, forneceria uma nova maneira de analisar
os mecanismos do cérebro e realizar os dois estudos mencionados
acima.
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2.2.4.2 Avalanches sem lei de poténcia?

Touboul e Destexhe [25] constestaram a presenga de leis de po-
téncia nas avalanches como argumento cabal para provar a criticalidade
do cérebro, seja em culturas de neurdnios ou in vivo. Os autores mos-
traram que a distribui¢ao de avalanches obtida através de LFP poderia
ser ajustada a uma lei de poténcia, mas também poderia ser ajustada
a uma distribuicao exponencial, ja que a forma da distribuigao depende
de alguns detalhes ad hoc, como o limiar para que um pico de LFP seja
considerado um disparo. Para sustentar essas afirmacoes, os autores
estudaram dois modelos distintos: uma soma de processos de Poisson
(cada um com uma taxa diferente, conhecido como processo de Disparo
ou shot noise) e um processo de Ornstein-Uhlenbeck?. Ambos os mo-
delos apresentam distribuigoes exponenciais de avalanches, as quais se
confundem com leis de poténcia para valores altos do limiar de disparo.

Mais recentemente, Touboul e Destexhe [27] estudaram um con-
junto de processos de Poisson independentes, cada um representando um
neurdnio puramente estocéastico independente. Eles verificaram que esse
sistema pode apresentar distribuigoes de tamanho e duracao de avalan-
ches com leis de poténcia, obedecendo a relagdo de Sethna [Eq. (2.60)],
apenas se as taxas do processo de Poisson forem rigorosa e unicamente
escolhidas através de um processo de Ornstein-Uhlenbeck, tal que seja
possivel separar as avalanches visivelmente. Mais uma vez, os autores
mostraram que podem existir sistemas nao-criticos por construgao que
apresentam leis de poténcia (ou falsas leis de poténcia) nas avalanches.

Por outro lado, Taylor et al. [26] mostraram que um dado sistema
critico, por construgao, apresenta leis de poténcia nas suas distribuigoes
de avalanche que nao passam em testes estatisticos rigorosos, como os
propostos por Clauset et al. [125]. Até porque, a distribuicao de ava-
lanches do sistema estudado por Taylor et al. é dada por funcgodes que
lembram leis de poténcia apenas visualmente. Esses testes sao os mes-
mos utilizados por Touboul e Destexhe [25] para identificar uma boa lei
de poténcia nas distribuicoes de disparos de LFP e nos modelos derivados
de processo de Poisson. Portanto, Taylor et al. afirma que um ajuste de
lei de poténcia para as avalanches nao passar nesses testes nao deve ser
argumento para rejeitar a criticalidade do sistema, conforme sustentam
Touboul e Destexhe. Dada essa ambiguidade envolvendo a distribuicao
de avalanches, Taylor et al. [26] advoga que marcadores de criticalidade

9Um processo de Ornstein-Uhlenbeck descreve o movimento de uma particula
Browniana massiva sob influéncia de atrito [124]. O processo é estacionario, Gaussi-
ano e Markoviano.
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mais bem estabelecidos devem ser usados, como a divergéncia da sus-
ceptibilidade (que vimos na Sec¢ao 2.1) ou o retardamento critico'® (do
inglés critical slowing down).

Bak et al. [13] inicialmente propuseram que essa dindmica livre
de escala (identificada através de avalanches lei de poténcia) ocorreria
naturalmente num sistema com correlagoes temporais de longo-alcance
(i.e. um sistema critico fora do equilibrio). A presenca dessa auto-
correlagdo (que se mostra através do ruido 1/f), apesar de medida em
diversos sistemas naturais [52], dificilmente se verificou em modelos di-
tos criticamente auto-organizados [12]. Agora, os trabalhos de Taylor et
al. [26] e Touboul e Destexhe [27] forcam uma revisdo extensiva da teoria
de Bak et al.: existem diversos sistemas criticos fora do equilibrio [34]
e também existem diversos sistemas auto-organizados [70], e também é
possivel haver modelos criticamente auto-organizados [12, 18, 121]. Mas,
de maneira geral, a assinatura dessa auto-organizacao critica nao é, sim-
plesmente, uma distribuicao de avalanches lei de poténcia. Em outras
palavras, a correlacao de longo-alcance tipica de sistemas criticos nao
necessariamente implica em um padrao fractal espago-temporal de um
dado sistema nas suas distribuicoes de tamanho e duragao de avalanches.

Apesar da ambiguidade na forma de lei de poténcia, a hipotese
de FSS deve se manter para as distribuigoes de tamanho e duragao de
avalanches sobre o ponto critico. Ou seja, deve existir um tamanho de
corte nas distribui¢ées que vai a infinito conforme o sistema aumenta
de tamanho. Isso decorre diretamente da divergéncia do comprimento
(e do tempo) de correlagdo no ponto critico. Por mais que Touboul e
Destexhe [27] tenham mostrado que um conjunto de processos de Poisson
independentes seja capaz de gerar avalanches lei de poténcia, eles nao
mostraram como essas avalanche escalam com o tamanho do sistema.
Certamente, Touboul e Destexhe precisam escolher com precisao as taxas
dos processos de Poisson de modo a manter a lei de poténcia ao aumentar
o sistema (se é que sera possivel manter a lei de poténcia nesse caso).
Num sistema critico, em contrapartida, nao é preciso reajustar nenhum
pardmetro do sistema ao aumenta-lo: as grandezas (susceptibilidade,
tamanho de corte das avalanches, etc) escalam naturalmente de acordo
com as leis que vimos na Segao 2.1 e na Subsecao 2.2.2. Ainda, o modelo
de Touboul e Destexhe nao é capaz de descrever as correlagoes de longo
alcance presentes no cérebro tipicamente obtidas por diferentes grupos
e discutidas anteriormente.

A existéncia de sistemas nao-criticos com avalanches lei de po-

10Retardamento critico, ou critical slowing down, é a divergéncia do tempo de
autocorrelagio, 7. [Eq. (2.48)], conforme o sistema se aproxima do ponto critico.
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téncia [27] e a existéncia de sistemas criticos sem lei de poténcia nas
avalanches [26] em modelos de redes de neuronios forga a caracterizagao
da criticalidade do cérebro através de métodos unanimemente aceitos.
Por isso, neste trabalho buscaremos transi¢oes de fase de segunda or-
dem através da variacao continua de um paradmetro de ordem junto a
divergéncia da sua susceptibilidade associada. Nao nos preocuparemos
em modelar a auto-organizacao nos sistemas que estudaremos, apesar
de que varios mecanismos tipicos da auto-organizagao estao presentes
no cérebro (como vimos na subsegdo anterior). Estudaremos também
como as distribuicoes de avalanche escalam com o tamanho do sistema e
se modificam de acordo com algum pardmetro de controle (tipicamente,
uma intensidade de acoplamento sinaptico).

2.3 MODELOS DE NEURONIOS E SINAPSES

Apesar de ser formado por diversos tipos de células, o elemento
mais importante do sistema nervoso é o neurdnio. Principalmente por-
que os neurdnios sao capazes de transportar sinais elétricos por grandes
distancias, possibilitando a formagao de circuitos neuronais e estruturas
corticais e mantendo o sistema nervoso coerentemente conectado como
um todo [126, p.1]. Assim, nos limitaremos a aceitar como modelo fun-
damental do cérebro, ou de subsistemas do cérebro, uma rede de neuro-
nios, pois é através dela que a informacao é processada e propagada e as
memorias sdo guardadas [9, 126, 127].

Numa rede, os neurdnios se conectam através de estruturas cha-
madas de sinapses. Elas se apresentam de duas maneiras fundamental-
mente diferentes: as sinapses quimicas e as sinapses elétricas (ou gap
Junctions, do inglés). As duas servem para propagar o sinal elétrico da
membrana de um neurdnio para a de outro. Nas proximas subsegoes,
serdo revisados rapidamente os conceitos béasicos do funcionamento de
neuronios e sinapses. Esses conceitos servirao de base para introduzir-
mos um novo modelo de neurénio no Capitulo 4 e para estudarmos a
dindmica de redes de neurdnios nos Capitulos 3 e 5.

2.3.1 Neuronios

Existem varios tipos diferentes de neurdnios, com diferentes fun-
¢oes e morfologias. A Fig. 3 mostra um esquema simplificado das estru-
turas presentes nos neurdnios. Essas estruturas sao comuns a todos os
neurdnios de interesse neste trabalho. Duas caracteristicas sao essenciais
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ao propor qualquer tipo de modelo para algum objeto: a sua estrutura
e a sua fungdo quando inserido num meio. No caso de um neurénio, a
variavel de interesse é o potencial elétrico de sua membrana, ja que é essa
a grandeza através da qual ele interage com seus vizinhos [127]. E pos-
sivel propdér modelos que descrevam desde a difusao de fons através da
membrana do neurdnio até a sua morfologia e organizacao espacial. Po-
rém, é preciso ter em mente que modelagens muito detalhadas se tornam
computacionalmente caras e analiticamente intratéveis [128, 129].

H&a duas maneiras para abordar a modelagem de neurtnios de
compartimento tnico: (1) parte-se da equagao de Hodgkin-Huxley (HH),
reduzindo-a a modelos simples; ou (2) constroi-se o modelo a partir de
uma equacdo matemaética simples capaz de reproduzir o fendémeno de
interesse (i.e. a fun¢do do neur6nio que se quer modelar, como a propa-
gacgao do potencial de agao do espago, ou a forma do potencial de agao
no tempo, etc) [129]. Na primeira, o modelo resulta de uma engenharia
reversa, onde sdo identificadas as caracteristicas estruturais e funcionais
mais importantes e o resto é descartado. Na segunda, o modelo parte
de uma equagao simples onde sao adicionados termos para reproduzir as
caracteristicas funcionais e/ou estruturais desejadas. Na primeira abor-
dagem, pode-se também construir modelos mais complexos a partir do
modelo de HH [129].

Exterior

Membrana

Dendritos . = 4 Terminais do

Interior

Ranvier

Célula de

Bainha de Schwann

Mielina

Nucleo

Fonte:

<http://en.wikipedia.org/wiki/File:Neuron Hand-tuned.svg>
Figura 3. Esquema geral das estruturas presentes num neurénio. Detalhe: canais iénicos
(conjuntos de proteinas) por onde ocorre a difusdo dos fons através da membrana. Esses
canais estdo espalhados por toda a membrana do neurdénio e ndo possuem, necessariamente,
densidade uniforme.



Modelos de Neurénios e Sinapses 69

Hodgkin e Huxley [130] estudaram como o potencial elétrico me-
dido na membrana do neurdénio varia em fungdo das correntes ionicas.
Para isso, eles injetaram eletrodos numa regiao muito pequena do axénio
gigante de uma lula e realizaram dois procedimentos distintos: manter
a corrente fixa a variar o potencial; ou manter o potencial fixo e variar a
corrente injetada. Assim, Hodgkin e Huxley obtiveram um modelo para
a variacao do potencial elétrico na membrana do axénio do neurdénio em
funcao do tempo. O modelo de HH consiste num circuito elétrico com
um capacitor (para estabelecer o potencial de repouso da membrana) e
um par resistor-+fonte para cada canal idnico de interesse (s6dio, Nat,
e potassio, KT). Os outros fons sao levados em conta pelo canal de va-
zamento, com indice L (ver Fig. 4). As conduténcias dos canais idnicos
sao fungdes do tempo e do potencial de membrana, V. O resultado é
um conjunto de quatro equagdes diferenciais ordinarias (EDO) extrema-
mente nao-lineares [103, 127]. O modelo de HH deu origem a uma familia
de modelos baseados em condutdncia, cujos parametros podem ser dire-
tamente medidos ou calculados a partir de montagens experimentais.

Apesar de ser muito bem detalhado, o modelo HH descreve apenas
uma pequena regido da membrana celular do neurénio. E possivel es-
tender o modelo espacialmente, de acordo com a morfologia do neurénio
descrito, conectando tantos circuitos de HH em paralelo quantos forem
necessarios. Esses modelos estendidos espacialmente sao chamados de
modelos compartimentais [127]. Ainda assim, os modelos compartimen-
tais baseados em condutéincia continuam sendo simplificagoes, pois sao
espacialmente discretos [129].

A abordagem através de modelos por condutancia, apesar de bem
desenvolvida, apresenta algumas limitagoes [128, 129]:

e Modelos do tipo HH consistem em muitas EDO’s nao-lineares aco-

Meio extracelular

e Ina Ik
Figura 4. Circuito proposto por Hodg-
Cm kin e Huxley [130] para descrever uma
gNa gK gL \/ Pequena area da membrana de um neurd-

nio. g; é a condutancia para o fon i # L,

Vi & o potencial de Nernst para o ion

i # L, I; & a corrente do fon i # L,

V é o potencial de membrana, C,, é a

Vha Vi T Vi —|— capacitancia da membrana. O indice L
indica o canal de vazamento, por onde

L. passam outros fons diferentes de NaT e
Meio intracelular de Kt.
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pladas: a simulagao de um tinico neurénio é ordens de magnitude
mais custosa do que de modelos mais simples;

e Os dados biofisicos para ajustar os parametros (como capacitancia,
resisténcias axiais, densidade de canais i6nicos, etc.) so escassos
e sao frequentemente obtidos de diversas montagens experimentais
diferentes (com animais diferentes, experimentos in vitro, etc.). A
maioria dos intervalos utilizados para cada parametro sao simples-
mente palpites bem informados;

e O espaco de pardmetros desses modelos é enorme e sofre do cha-
mado mal da dimensionalidade [131]. E muito custoso tragar di-
agramas de fase completos, ji que p pardmetros, por exemplo,
resultam em p(p — 1)/2 planos de parametros. O modelo HH,
com apenas dois canais i6nicos, tem pelo menos p = 40 parame-
tros [127];

e O conjunto de pardmetros para reproduzir um dado padrao de
disparos é subdeterminado. Isso significa que o mesmo comporta-
mento dindmico pode ser atingido por diferentes conjuntos de paréa-
metros. Portanto, ajustar esses parametros para o comportamento
do neurénio pode causar problemas, & medida que o comporta-
mento se reproduz, mas o conjunto de parametros nao generaliza
bem o neurénio real, jA que o modelo pode responder diferente-
mente do neurdnio real para outros tipos de entrada.

Outras abordagens de cima para baixo partem do modelo HH,
simplificando-o até obter um modelo que reproduz o fenémeno de in-
teresse [129], como o caso do modelo de FitzHugh [132] e Nagumo et
al. [133] (ambos sdo o mesmo modelo, mas o trabalho do primeiro é ted-
rico e o do segundo, experimental), o modelo de Morris e Lecar [134] e o
modelo de Izhikevich [135]. Por outro lado, a abordagem de baixo para
cima comega com McCulloch e Pitts [136]. Esses autores comegaram
com uma expressao muito simples: um neurdnio de dois estados (como
um spin de Ising) onde 0 representa quiescéncia e 1 representa dispa-
ros a uma taxa constante. Este modelo funciona com tempo discreto e,
portanto, é equivalente a um mapa [129].

E possivel construir em cima do neurdénio de McCulloch-Pitts,
adicionando termos de memoria (i.e. uma recursividade na variavel do
potencial de membrana), e criar um elemento com uma dindmica muito
rica. Nesses modelos mais aprimorados, a variavel de saida é continua,
nao discreta, e representa o potencial da membrana do neurdnio (similar
ao modelo HH). Nessa mesma abordagem de baixo para cima, surgiram
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outros modelos baseados em mapa, como o modelo de Chialvo [137],
o modelo de Kinouchi e Tragtenberg [138] (KT), o modelo de Kuva et
al. 28] (KTz), o modelo de Rulkov [139] e o modelo de Courbage et
al. [140]. Para uma revisao histérica dessa linha, o leitor ¢ remetido ao
trabalho de Girardi-Schappo et al. [129]. Em todos esses, a variavel de
interesse é o proprio potencial de membrana do neurénio.

De maneira geral, podemos separar os neurénios em dois grandes
grupos: os modelos bioldgicos e os modelos formais. Os biologicos sao
aqueles derivados de processos fisico-quimicos, portanto seus parametros
sao diretamente comparéveis com experimentos. Os formais sao modelos
que reproduzem os comportamentos dindmicos dos neurdnios, mas seus
pardmetros nao possuem uma ligacdo direta com experimentos (apesar
de poderem ser mapeados nos parametros biologicos [103]). Dos modelos
listados acima, apenas os modelos de Hodgkin e Huxley [130], o modelo
de FitzHugh-Nagumo [132, 133] e de Morris e Lecar [134] s@o biologicos.
Todos os outros sao formais, tendo sido inspirados no modelo de HH ou
obtidos a partir de estruturas matemaéticas simples.

Os modelos formais sao tuteis para entender a dindmica dos neuro-
nios do ponto de vista analitico, através das bifurcagoes dos pontos fixos e
ciclos limite [141, 142], obtendo conhecimento sobre porqué os neurdnios
apresentam comportamentos de ezcitabilidade, bursting, caos, ressondn-
cia, etc. Esses modelos também sao tuteis para simulagoes de grande
escala, pois sdo muito mais baratos computacionalmente [129]. Apro-
fundaremos essa discussao e usaremos essas ferramentas para estudar o
neurdnio proposto no Capitulo 4.

Neste capitulo, adotaremos a notagdo: z;(t) — potencial elétrico
da membrana do neurénio i no instante ¢ medido em timesteps (ts);
I..+(t) — corrente externa aplicada por um eletrodo (ou proveniente de
algum ruido externo ao neurénio ou a rede de neurdnios). O indice 7,
portanto, identifica o neurénio numa rede. Vamos, também, assumir que
o neurdnio é apenas um ponto, desprezando sua extensao espacial, salvo
quando explicitamente mencionado (caso do Capitulo 3).

A Fig. 5(a) mostra como tipicamente varia o potencial da mem-
brana de um neurénio, z;(t), quando recebe um pulso de corrente elétrica
como estimulo externo do tipo:

Iemt(t) = Ioat,to ) (263)

com to = 10 ts, onde &y, 1, € o delta de Kronecker. Esse pico é comumente
denominado potencial de agdo, ou simplesmente spike ou disparo. Logo
apo6s o disparo, o sistema entra num estado refratario (cuja duragao se
encontra destacada nessa mesma figura entre o potencial de membrana
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| x;(t), (na.)
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Figura 5. x;(t) é o potencial elétrico da membrana (topo) e Icp¢(t) = Iod¢ 10 € 0 estimulo
externo. (a) Potencial de agao tipico (topo) de um neurénio excitavel apés estimulo externo
(Io = 0.1). (b) Potenciais de acao (topo) devido a diferentes estimulos externos; As curvas
azuis nao representam disparo (Iy < I); curvas laranja representam disparos (Ip > I5); a
curva verde é o limiar Io = Is.

e a linha pontilhada), em que o neurénio fica imune a qualquer estimulo
externo [126, 127]. Algumas células refratarias podem disparar quando
o estimulo for suficientemente grande, mas nao é algo comum.

O potencial de agdo é causado por um desequilibrio elétrico mo-
menténeo, que por sua vez é causado pela diferenga na concentracao
de fons entre os meios intra e extracelular. FEssa diferenca causa uma
despolarizagao da membrana que pode ser suficientemente grande para
causa o disparo. Apos o disparo, as bombas i6nicas entram em acao para
restaurar o equilibrio elétrico e, por isso, o neurénio passa pelo periodo
refratario. Entretanto, essas bombas constituem o transporte ativo de
fons e ndo entram nas equagoes de HH [127].

Nem todos os estimulos externos geram disparos — Fig. 5(b). Ape-
nas estimulos de intensidade maior que o limiar de excitabilidade (Iy >
I,) é que causarao disparos. Os outros estimulos causardo, em geral, os-
cilagoes sublimiares ou simplesmente uma pequena perturbagao na mem-
brana. Neur6nios que disparam para estimulos externos sao chamados de
excitdveis [126]. A excitabilidade é consequéncia de uma bifurcagcdo na
solucdo da equacao que descreve o neurdnio [126, 141, 142]. Um neurd-
nio excitavel pode responder de diversas maneiras a diferentes estimulos
externos. Veremos isso com mais profundidade no Capitulo 4.

Por outro lado, h& neurdnios que apresentam comportamento auto-
nomo, e.g. os neurdnios marca-passo [138]. Varios desses comportamen-
tos estao representados na Fig. 6. Nesses regimes, o neurénio nao precisa
de nenhum tipo de estimulo externo para realizar seus potenciais de acao.
Em geral, os potenciais de agao podem ser periédicos e rapidos ou len-
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tos. Podem, também, vir em grupos, ou rajadas de disparos (bursting),
que otimizam a transferéncia de informagdo entre dois neuronios [143].
O potencial de membrana do neurénio pode variar de maneira cadtica,
ou também apresentar pequenas oscilagoes (i.e. oscilagoes sublimiares).
Neuronios cardiacos tém disparos parecidos com os da Fig. 6(e) [144].

2.3.2 Sinapses

No cérebro, os neurdnios propagam os seus potenciais de mem-
brana pela rede através de estruturas conhecidas como sinapses. As si-
napses sao ligagoes entre dois neurdnios, podendo ligar axonios a axonios,
dendritos, soma, outras sinapses, diretamente na corrente sanguinea ou
ao meio extra-celular. As sinapses mais comuns no cérebro de mamiferos
ligam terminais do ax6nio de um neurénio aos dendritos do outro (essas
estruturas podem ser localizadas, para um mesmo neurénio, na Fig. 3).
O neurdnio que envia a sinapse é comumente chamado de pré-sindptico
e 0 neurdnio que a recebe, pds-sindptico [145]. A passagem do potencial
de acao do neurdnio pré-sinaptico para o pods-sinaptico pode ser direta
(i.e. através das sinapses elétricas, ou gap junctions [146]) ou indireta
(i.e. através das sinapses quimicas [145]). A Fig. 7 mostra um esquema
do funcionamento de ambos os tipos de sinapse.

A majoria dos modelos de neuronios propostos traz uma maneira
particular de inserir a corrente elétrica externa (devida a interagoes si-
napticas ou a estimulos externos) nas suas equagbes. Em todas elas,
podemos assumir que ha uma corrente elétrica total, I;(¢), na membrana

(f Figura 6. Comportamentos tipicos de
neurdnios auténomos. (a) oscilagdes su-
blimiares; (b) bursting cadtico; (c) burs-
ting lento; (d) bursting; (e) disparos car-
diacos; (f) disparos lentos; (g) disparos
rapidos.
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Membranas dos
neurdnios conectados

Seccdo transversal
Canal idnico

Neurénio 1

Espaco intercelular
de2a4nm

Neur6nio 2 extracelular
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Fonte: <http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gap_cell junction-en.svg>

Bomba de recaptagio Neuyoreceptores

Neurotransmissores

Terminal do axonio
(pré-sinaptico)  Vesiculas
neurotransmissoras Cartais de _Fe’:nd_a
e sindptica
Calcio
Fonte: <http://en.wikipedia.org/wiki/File:Synapse Illustration unlabeled.svg>
Figura 7. (a) Esquema da sinapse elétrica: as membranas de ambos os neurénios estao
conectadas através de gap junctions, que permite a troca de ions entre as duas células e
propaga o potencial de agao. (b) Esquema da sinapse quimica: o potencial de membrana se
propaga pelo ax6nio do neurénio pré-sindptico na dire¢do dada pela seta preta no detalhe
(amarelo), liberando moléculas neurotransmissoras que sao captadas pelos neurorrecepto-
res dos dendritos do neurénio poés-sinaptico (verde), gerando um potencial pés-sinaptico
no dendrito do neurénio vizinho. AP—potencial de acdo; PSP—potencial pds-sinaptico.

do neurénio 4 [129]:

Li(t) = Lt (t) + Y Yi(1) (2.64)
()

onde I, (t) € o estimulo externo, Y;;(t) ¢ a corrente sinaptica do neuro-
nio j (pré-sinaptico) sobre o neurdnio i (pos-sinaptico) e a soma é sobre
0s primeiros vizinhos. Para uma revisao sobre diversos modelos de aco-
plamentos entre neurénios e seus usos, o leitor é direcionado a Roth e
van Rossum [147] e a Girardi-Schappo et al. [129].

As sinapses tém duas fungoes basicas: excitar ou inibir o neuro-
nio vizinho. Sinapses excitatorias despolarizam a membrana do neur6-
nio pos-sindptico, de modo a promover (ou facilitar) um potencial de
acdo. Sinapses inibitorias hiperpolarizam a membrana do neurdnio pos-
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sindptico, de maneira a inibir a geracao de um potencial de agao. Po-
rém, alguns neurénios sao também excitaveis por correntes negativas
(que hiperpolarizam suas membranas), desde que a corrente tenha mag-
nitude suficientemente grande. Dessa maneira, quando a corrente ini-
bidora cessa, o potencial de membrana, ao retornar para seu valor de
repouso, realiza um disparo de rebote (do inglés rebound spike) antes de
atingir o equilibrio [126] — ver Fig. 8, curva solida com G = —0.008.

2.3.2.1 Sinapses elétricas

O acoplamento difusivo, elétrico ou por gap junction, é€ interme-
diado por um canal especial formado por proteinas conexinas [146] — ver
Fig. 7(a). Esses sfo canais passivos entre células vizinhas, permitindo
fluxo de ions e pequenas moléculas entre ambas. Por conectar direta-
mente a membrana dos neurénios vizinhos, a velocidade da passagem do
potencial de agao é maior do que nas sinapses quimicas.

A corrente pds-sindptica (do inglés, PSC) de sinapses elétricas
Ohmicas é geralmente modelada por [146]:

Yiy(t) = G (1) — (1)) (2.65)

onde z; é o potencial de membrana pos-sinaptico, x; € o potencial de
membrana pré-sindptico e G;; > 0 é a condutancia total da gap junc-
tion (ou constante de acoplamento). Se a Eq. (2.65) nao levar em conta
o termo —z;(t) (o potencial da membrana do neurdénio que recebe a
conexao), o acoplamento é dito ser acoplamento por pulso (ou pulse cou-
pling) [129].

2.3.2.2 Sinapses quimicas

Quando h& uma ligagdo quimica — Fig. 7(b) — as membranas de
ambos os neuronios nao se tocam, mas ficam muito proximas formando a
fenda sindptica. O potencial de agdo do neuronio pré-sinaptico libera mo-
léculas neurotransmissoras nessa fenda. O neurénio pos-sinaptico possui
moléculas neurorreceptoras. Pode-se pensar nessas moléculas como um
par chave-fechadura: cada tipo de molécula neurotransmissora s6 é cap-
tada por um tipo correspondente de molécula neurorreceptora. Todas
essas moléculas s@o proteinas [145].

Os neurorreceptores do neurdénio pos-sindptico desencadeiam nele
uma reagdo quimica, gerando um potencial pos-sinaptico (do inglés,
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PSP) no dendrito dessa célula através de uma PSC. Esse potencial gerado
eventualmente se soma com outros potenciais provenientes de outras si-
napses durante sua propagacao até o corpo celular. No corpo celular,
um potencial de acao pode ser iniciado caso o potencial que o atingiu
seja maior que um limiar (caso o neurdnio seja excitavel, como vimos —
Fig. 5). Por fim, os neurotransmissores se desligam dos neurorrecepto-
res e voltam para dentro de novas vesiculas no neurdnio pré-sinéptico.
H4a perdas no processo de liberagao e recaptacao de neurotransmisso-
res [9, 145, 148]. A resposta do neurénio pos-sinaptico sujeito a uma
sinapse quimica é mais demorada do que quando sujeito a uma sinapse
elétrica.
A PSC de uma sinapse quimica é dada por [147]:

Yij(t) = Gij(t) [z:(t) — Ej] (2.66)

onde G;;(t) é a condutancia da sinapse, x;(t) é o potencial de membrana
pos-sindptica e F; é o potencial de reversao. O valor de F; define o
carater excitatorio ou inibitério da sinapse. O potencial de reversao é o
valor de potencial a partir do qual o fluxo i6nico inverte, fazendo com
que o potencial de membrana tenda a voltar para o equilibrio. Modelos
que descrevem a corrente sinéptica através da Eq. (2.66) sdo chamados
de baseados em condutdincia.

A conduténcia, G;;(t), é¢ dada por uma das seguintes maneiras [129,
147):

e uma subida instantanea seguida de um decaimento exponencial:

Giy(t) = [Gus(t;) + AG] exp (t ‘th> Ot—t;),  (267)

onde AG é o incremento instantaneo em G;;(t) quando ha disparo
no neurdnio pré-sinaptico j no tempo ¢;, 7 € o tempo de decaimento
caracteristico e ©(t) ¢ a fungao de Heaviside;

e uma fungao alfa (subida e descida suaves):

T

Glj(t) = Gijt _th exp (t — tj> 5 (268)

onde G;; é o parametro de escala da condutancia e 7 é o tempo de
decaimento caracteristico;
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e uma diferenca de exponenciais:

Gy(t) = Gy [exp (-T) —exp (-t ;gtjﬂ L (2.69)

onde G;; ¢é o parametro de normalizacdo e escala da condutancia
e Ty e Ty a0 0s tempos caracteristicos de subida e decaimento da
sinapse, respectivamente.

As Egs. (2.67) a (2.69) sdo fungdes bem definidas, mas, na pratica,
sao dificeis de implementar numa simulagao. Por isso, as condutéincias
sao incluidas na simulagao através de duas EDQO’s acopladas,

dG; 1

7dtj == —*Gij + hij 5

dhe T ) (2.70)
dtj = —?ghij + GZJG(I]) 5

onde ©(z) detecta o disparo no neurénio vizinho. Discretizando essas

EDO’s,
At

Gij(t + At) =(1- - Gij(t) + At hij(t) ,

!

At ~

1) b0+ A Gy 1)

g

(2.71)
hij(t =+ At) = (1 —

onde At é o passo de tempo. Essas equagbes apresentam duas solugoes:
Eq. (2.68) para 7y = 74, = 7 e Eq. (2.69) para 7 # 7.

Ainda, a PSC de uma sinapse quimica pode ser modelada, em boa
aproximagdo, diretamente pela Eq. (2.70) ou pela Eq. (2.71) [28, 147],
dando origem aos modelos baseados em corrente. Ou seja,

Yij(t+ At) = (1—fft> Yi;(t) + At hi;(t) , o)
2.72

onde G;; agora é uma constante de acoplamento (a conduténcia) e Y;(t)
é a PSC. Neste caso, o carater inibitorio ou excitatorio da sinapse é dado
pelo sinal de G;;, assim como nas sinapses elétricas.

A Fig. 8(a) mostra uma rede simples, onde ha um neurénio central
(preto, indice 1) enviando sinapses para outros quatro neurénios (indices
2, 3, 4 ¢ 5). Os neurdnios mostrados em azul (2 e 3) recebem sinapses
inibitérias, enquanto que os em laranja (4 e 5) recebem sinapses excitato-
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Figura 8. Efeitos da sinapse quimica na vizinhanga do neurénio 1 (preto, — - —). (a)
Estrutura da rede com sinapses — Eq. (2.72) — partindo do neurénio 1 (pré-sinaptico)
para os neurdnios 2 e 3 (sinapse inibitéria) e 4 e 5 (sinapse excitatoéria), com parametros

Tfg = 15, At = 1 e G4; conforme no painel (b). (b) O disparo do neurénio 1 (— - —),
no quadro de cima, gera as correntes sinapticas no quadro de baixo. Estas geram (——)
ou ndo (— —) disparos nos neurdnios vizinhos. Sinapses excitatorias estdo em laranja e

inibitorias em azul. Note que as correntes sinapticas inibitorias estdao divididas pelo fator
8 para caber no grafico, além de gerarem resposta nos neurdnios pos-sinapticos muito mais
tarde em relagao as excitatorias.

rias. As constantes de acoplamento sdo G4 = —0.0070, G3; = —0.0080,
G41 = 0.0010 e G21 = 0.0011 e as constantes de tempo séo 754 = 15
para todas as sinapses. Yj;(t) é dada pela Eq. (2.72) com At = 1.

A Fig. 8(b) mostra o potencial elétrico na membrana dos cinco
neurénios e as PSC’s provenientes do neurénio 1 devido a um pulso de
estimulo [Eq. (2.63)] aplicado ao neurénio 1. O painel de cima mostra os
disparos dos neurdnios, z;(t) e ;(t), e o painel de baixo mostra as cor-
rentes sinapticas, Y;;(t), geradas pelo disparo do neurénio pré-sinaptico
(curva —-— preta). As cores das curvas correspondem as cores da rede na
Fig. 8(a). A diferenca entre as curvas solidas e tracejadas é que solidas
estao acima do limiar de disparo e tracejadas, abaixo.

O disparo do neurdnio 1, pré-sindptico, gera as quatro correntes,
Y21(t) e Y31(t), inibitorias, e Yi1(t) e Ys1(t), excitatorias. A corrente
1 — 2 hiperpolariza o potencial da membrana do neurénio 2, mas nao é
intensa o suficiente para causar um disparo de rebote quando a corrente
cessa e 0 neurdnio tende a voltar ao seu potencial de repouso (curvas
— — azuis em ambos os painéis). A corrente 1 — 3 é minimamente mais
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intensa que a 1 — 2 e acaba causando um disparo de rebote em 3. A
corrente 1 — 4 despolariza a membrana, rapidamente causando uma
resposta no neurénio 4; porém a corrente nao ¢é intensa o suficiente para
causar um disparo. A corrente 1 — 5 ¢ levemente mais intensa que a
1 — 4 e, portanto, causa um disparo no vizinho rapidamente. Além de
ilustrar o funcionamento das sinapses quimicas, diferenciando sinapses
excitatorias de inibitérias, a Fig. 8 também mostra o fenémeno de disparo
de rebote (devido as ligagoes inibitorias) e o fendmeno de excitabilidade
(uma pequena diferenga na corrente externa gera um potencial de agao).

Hé& varios mecanismos capazes de ajustar as condutancias das si-
napses em resposta a disparos em ambos os neuronios pré e pos-sinap-
ticos [76, 149, 150]. Esses mecanismos sao responsaveis pela plasticidade
sindptica e sao a explicacao mais aceita para como o cérebro guarda me-
morias e apreende novas informagoes [18, 19]. As regras de aprendizagem
para guardar memorias de longo-termo foram inicialmente propostas por
Hebb [151], e por isso sdo conhecidas como regras de Hebb. Outras regras
mais recentes levam em conta mudangas muito mais rapidas nas sinap-
ses, decorrentes imediatamente do disparo (ou nédo) efetuado por um
neuronio poés-sinaptico. Muitas dessas regras sao utilizadas em modelos
que buscam SOC no cérebro [18, 96, 120, 121, 152]|, mas como estamos
interessados apenas na caracterizagdo do estado critico (e ndo em como
redes podem se auto-organizar), ndo vamos entrar em detalhes dessas
regras.

2.4 REDES

Redes sao estruturas abstratas formadas por nds e arestas [48,
153, 154]. Os nos também sao chamados de sitios ou elementos da rede
(spins, atomos, neurdnios, etc) e as arestas sdo as ligagdes ou acopla-
mentos (interagdo de dipolo magnético ou elétrico, ligagbes quimicas,
sinapses, etc). Modelos de sistemas fisicos do estado sélido, em geral,
sao construidos sobre redes ditas regulares: rede hipercubicas, triangu-
lares, hexagonais, helicoidais, etc [36]. Por outro lado, fendmenos sociais
e biolégicos, quando representados em termos de agentes que interagem
entre si, revelam um grau de desordem na organizacao dessas interagoes.
Diferentemente dos sélidos, nem sempre a posigao de um certo agente
numa rede é correspondente a sua posigao espacial.

Por exemplo, podemos pensar numa rede de aeroportos, onde dois
aeroportos interagem se existe pelo menos um vo6o entre eles, por mais
distantes que eles sejam. Recentemente, Hagmann et al. [107] identi-
ficaram o padrao anatomico de conexado entre 998 regides do cérebro
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humano (Fig. 9), mostrando que, pelo menos do ponto de vista meso e
macroscopico, a rede do cérebro ndo é regular [108]. Trés propriedades
importantes sao comumente usadas para caracterizar o grau de orde-
namento na rede: a conectividade (quantidade de vizinhos k; que cada
elemento ¢ possui); o coeficiente de clustering (tendéncia de um elemento
formar um aglomerado completamente conectado com todos os seus vi-
zinhos (é definido como C; = 2¢;/[ki(k; — 1)] onde 4 tem k; vizinhos
e ha ¢; conexdes totais dos vizinhos de i entre si); e o menor caminho
médio (quantidade média de nos entre quaisquer dois elementos da rede;
se as conexoes tiverem pesos, a menor distincia média deve leva-los em
conta) [48].

Desde os anos 50, esses fendmenos eram modelados através de
padroes de conexdo aleatorios [48]: cada par de N elementos se conecta
com probabilidade p, deixando a rede com aproximadamente pN(N —
1)/2 conexdes. Se cada elemento da rede tiver k; vizinhos, a distribuigéo
P(k;) dessa rede aleatoria é uma distribuicdo de Poisson. Nas redes
regulares, o namero de vizinhos é fixo e igual para todos os elementos
(ignorando os elementos da borda) e é também chamado de nimero de
coordenag@o. A menor distincia média entre dois elementos de uma
rede aleatéria é da ordem de In N (portanto é sempre pequena, mesmo
quando N > 1). Ja em redes regulares, essa distancia é, em geral, da
ordem de N [48]. O coeficiente de clustering é a propria probabilidade
de conexdo C' = (C;) = p para redes aleatorias, enquanto que para redes
regulares, pode inclusive ser zero (como é o caso da rede quadrada).

Acontece que muitas das redes observadas tém esses trés para-
metros diferentes tanto do conjunto de pardmetros das redes aleatoérias,
quanto do conjunto das redes regulares. Esse é o caso tanto do cére-
bro [108|, quanto dos aeroportos [155], e de vérias outras redes, tais
como redes de amigos/conhecidos, redes de atores de Hollywood, a in-
ternet /web, redes de coautoria, redes de reagoes quimicas entre proteinas

Fonte: Hagmann et al. [107].
Figura 9. (a) As 998 minirregides do cortex cérebral humano usadas para inferir o conec-
toma (colorido). (b) A rede do conectoma calculada por Hagmann et al. [107]: o centro
de cada regiao colorida em (a) é um né6 (pontos em verde) e as arestas, em amarelo, sdo
as ligagoes inferidas por imageamento por difusdo espectral.



Redes 81

de uma célula, etc [48]. Essas redes apresentam, em geral, pequeno me-
nor caminho médio, grande coeficiente de clustering e distribuicao de
vizinhos conforme leis de poténcia [48]. Elas sdo, portanto, chamadas de
redes complezas.

Dois modelos principais foram propostos para descrever as pro-
priedades de redes complexas: o de Watts e Strogatz [156] (WS) e o de
Barabasi e Albert [157] (BA), e suas adaptagbes [158, 159]. O modelo
WS descreve bem o menor caminho médio e o coeficiente de clustering
das redes complexas, mas falha em descrever a distribuigao P(k;). Ja o
BA, descreve bem o menor caminho médio e a distribui¢ao de vizinhos,
mas tem um coeficiente de clustering que cai com uma lei de poténcia em
N. Apesar de ambas terem um pequeno menor caminho médio, apenas
a rede de WS ficou conhecida como rede de mundo pequeno.

Alguns calculos analiticos para modelos de redes de neurénios sao
feitos em redes de campo médio (em que todos os neurdnios se conectam
com todos, e.g. Levina et al. [120]) ou em redes aleatorias (e.g. Kinouchi
e Copelli [17]). O modelo estudado no Capitulo 5 sera construido sobre
uma rede quadrada (por ser mais facil definir sua dimensionalidade) e
também sobre uma rede de BA. O modelo estudado no Capitulo 3 sera
construido sobre uma rede neural biologicamente inspirada, tendo sido
inicialmente proposto por Andreazza e Pinto [160]. A seguir, revisare-
mos rapidamente as principais caracteristicas de redes quadradas e de
BA para servir de base para a discussdo dos resultados nos proximos
capitulos.

2.4.1 Redes Regulares

A principal caracteristica das redes regulares é sua conectividade
constante (ky = --- = ky), exceto quando a rede possui uma fron-
teira. Sobre essa fronteira, pode-se impor diferentes condigées de con-
torno (CC). A CC periddica conecta sitios de uma fronteira com os
sitios da fronteira oposta, formando um toro — Fig. 10(a). Redes com
CC livres representam sistemas finitos e isolados, geralmente dissipando
energia (ou atividade) nos elementos de fronteira — Fig. 10(b).

Cada elemento de uma rede quadrada esta localizado numa linha
e numa coluna, como numa matriz, e seu indice é ¢ = b + al, onde a
é a linha e b a coluna onde esta o elemento, e L é o tamanho linear da
rede, tal que N = L2. Para CC periodica, o elemento na posicio (a,b)
se liga com quatro outros elementos, (a — 1,b)mod L, (a + 1,b)mod L,
(a,b—1)mod L e (a,b+ 1)mod L, onde mod é a funcao resto. Para CC
livre, as ligacOes de fronteira nao existem.
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IS DG SR Y
Figura 10. Rede quadrada. (a) Com CC periédica (os elementos pontilhados nao sao
novos elementos, sdo apenas copias dos elementos de mesmo indice na rede) e (b) com CC
livre. Em (b) estdo representadas as conexdes G;; que seriam dadas, por exemplo, pelas
Egs. (2.65) ou (2.72).

Sao caracteristicas de redes regulares: conectividade constante e
pequena (existem apenas ligagoes de pequena distancia, entre vizinhos
espacialmente proximos), coeficiente de clusterizagdo pequeno (pois héa
poucas ligages na vizinhanga de cada elemento), simetria de translacao
(em redes infinitas, ou no volume de uma rede com CC livre), grande
menor caminho médio (pois é preciso passar por varios elementos da rede
ao tentar atravessa-la).

2.4.2 Rede de Barabasi-Albert

Sao redes em que cada elemento i possui k; vizinhos, tal que k;
¢ uma variavel aleatoéria com distribuicdo P(k;) dada por uma lei de
poténcia:

Pk;) ~ k0. (2.73)

Por isso, também é conhecida como rede livre de escala. O modelo de
BA consiste em construir uma rede de N sitios comecando com w sitios.
Cada novo sitio adicionado se conecta a outros u sitios selecionados com
base na quantidade de vizinhos de cada sitio. A probabilidade, TI(k;),
de um elemento da rede receber uma nova conexao é:

II(k;) ki (2.74)

i) = =3 > .
Zj k;

onde a soma é sobre todos os elementos atualmente presentes na rede.
Elementos com mais vizinhos tém maior probabilidade de receber uma
nova conexao, enquanto que elementos com poucos vizinhos tém baixa
probabilidade de receber uma nova conexao, dai chama-se este algoritmo
de agregacao preferencial. Quando a rede atinge a quantidade de elemen-
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Figura 11. Uma realizacdo da rede de Barabasi e Albert [157] com u = 3. (a) Realizagao
com N = 20 para visualizar a rede em forma de anel (cada elemento é um circulo vermelho
e cada conexdo é uma aresta preta) e (b) N = 10* para visualizar a distribuigdo da
conectividade dos elementos da rede, P(k;).

tos desejada, IV, o algoritmo para. A rede estara, portanto, com uma
distribui¢ao de k; dada pela Eq. (2.73). O expoente resultante desta
distribuigao é sempre 6 = 3 e é independente de u [48].

A Fig. 11(a) mostra uma montagem especifica da rede, com N =
20 e u = 3, enquanto que a Fig. 11(b) mostra a distribuigdo P(k;) para
uma rede BA com 10 mil elementos. Mesmo tendo poucos elementos,
P(k;) ja assume a forma de uma lei de poténcia. Ainda, é possivel notar
que o canto superior direito da rede em (a) possui mais conexdes do que
o resto da rede.

Sao propriedades desta rede: baixo coeficiente de clusterizagao
(C = (C;) ~ N3/ [48]), pequeno menor caminho médio, conectivi-
dade alta, tendo k; distribuido de acordo com uma lei de poténcia com
expoente # = 3 e estrutura hierarquica. Vale lembrar que, por serem
construidas através de um processo estocastico, estas redes ficam dife-
rentes para cada simulagdo. Contudo, suas propriedades se mantém.
Holme e Kim [159] propuseram uma rede com essas mesmas proprieda-
des, porém com a possibilidade de controlar o coeficiente de clustering
da rede.
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3 FASE DE GRIFFITHS E CORRELACOES EM UM
MODELO DO CORTEX VISUAL

A vis&o é um dos sentidos de mais facil acesso nos humanos, simios
e macacos, animais frequentemente utilizados nos mais diversos experi-
mentos em todo o mundo [161-163]. Em relagdo aos outros sentidos, a
visao é mais acessivel para se produzir estimulos para os experimentos, e
também para medir a resposta do sujeito, seja por meio subjetivo (atra-
vés de uma acao do sujeito, como apertar botdes) ou por meio objetivo
(através de EEG, MEG, fMRI ou LFP).

Os nervos opticos atravessam o cérebro, cruzando-se, passando
pelo niicleo geniculado lateral e chegando até a parte traseira do cortex.
O primeiro estagio do processamento cortical visual ocorre na drea visual
primdria (V1) [161, 164]. O sinal processado pelo V1 é passado adiante
para a area secundaria do cortex visual (V2), e assim por diante. O V1
é responsavel, entre outras coisas, por reconhecer e diferenciar a forma
de objetos [164].

Ha4 varios modelos para o cortex visual [163]. Em particular, es-
colhemos o modelo de Andreazza e Pinto [165], originalmente proposto
para estudar avalanches neurais no V1 [160, 165-167]. O modelo é biolo-
gicamente inspirado, no sentido de que a rede é organizada em camadas
(inclusive com uma recorréncia) e colunas como é esperado experimental-
mente [92]. Ainda, os parametros usados nesse modelo ou séo ajustados
a experimentos ou foram medidos diretamente por técnicas experimen-
tais [161, 168—171]|. Nosso parametro de controle para estudar a transicao
de fase serd o potencial pds-sindptico excitatorio (do inglés, EPSP) e a
regiao critica foi encontrada para valores de EPSP proximos aos valores
médios de EPSP no cortex de mamiferos (EPSP ~ 1 mV [171-173]).
Um célculo de campo médio fornece uma aproximagao para o valor de
EPSP em que ocorre a transicao de fases. Definiremos um parame-
tro de ordem e uma susceptibilidade conforme discutimos na Segdo 2.1
e calcularemos seus expoentes criticos. Estudaremos também as dis-
tribuigoes de avalanches para verificar seu scaling e se seguem leis de
poténcia, conforme discutimos na Segao 2.2. Por fim, mostraremos que
as avalanches desse modelo apresentam correlagao de longo alcance e
ruido 1/f% com 0.2 < b < 1.3, 0 que também é esperado experimen-
talmente [64, 77, 79, 82, 97]. Descreveremos a estrutura do modelo no
Apéndice A e na préxima se¢ao nos limitaremos a descrever apenas a
parte dindmica do modelo.

Andreazza e Pinto [160] definiram uma avalanche como toda a
atividade da rede decorrente de um tnico estimulo. Neste trabalho,
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nos redefiniremos o conceito de avalanches para que seja mais proximo
do conceito utilizado experimentalmente [3, 100, 101]. Interessante-
mente, as avalanches emergem espontaneamente depois de um flash
apresentado & retina do modelo, ao invés de ter que impor artifici-
almente um estimulo de Poisson para causar as avalanches como na
maioria dos modelos de avalanches neurais criticas (ver, por exemplo,
[17, 18, 67, 68, 101, 120, 121, 174, 175]). Assim, as avalanches consti-
tuem um mecanismo essencial através do qual a informagao é processada
neste modelo.

Agradecemos ao professor Leonel T. Pinto, do Neurolab, e & Ja-
naina Andreazza por cederem o codigo inicial do programa em que foram
feitas varias otimizagoes e implementados os calculos de interesse para o
desenvolvimento deste capitulo. Alguns resultados apresentados aqui fo-
ram obtidos e analisados junto com Germano S. Bortolotto (atualmente
estudante de doutorado) e Jheniffer J. Gonsalves (atualmente estudante
de iniciagao cientifica) — ambos do nosso grupo. Nesses casos, indicare-
mos explicitamente a participagdo deles durante o texto. Os resultados
deste capitulo estao submetidos para publicagao em dois artigos, um
dos quais ja esta publicado [176]. O outro esta publicado em forma de
pre-print [177].

3.1 DINAMICA DO MODELO

O modelo de Andreazza e Pinto [160] para o cortex visual de ma-
miferos consiste de camadas quadradas interconectadas entre si (cada
uma de tamanho linear L). Elas propagam o sinal direcionadamente
partindo da retina até o V2. Apenas quatro camadas sao consideradas
(correspondentes ao caminho de reconhecimento de forma), sendo o ni-
cleo geniculado lateral (LGN) do talamo e outras trés que se encontram
no VI1: as camadas II/III, IVCB e VI. A camada LGN é composta
apenas por seus neurdnios parvocelulares, os quais enviam sinapses prin-
cipalmente para a camada IVCp do V1 [161, 168-170]. A densidade
de botoes sinapticos nos dendritos também ¢é inspirada em experimen-
tos [161, 168-170]. A rede tem um total de N = 4L? neurénios e forma
colunas quadradas devido & limitagao imposta sobre o campo excitato-
rio! em camadas adjacentes de cada neurénio do modelo. Cada coluna
tem N, ~ 200 neurénios. Entao, uma rede com L = 99 tem aproxima-
damente N = 4 x 10* neurdnios e 32.5 x 10% sinapses no total. Outros
detalhes sobre a rede estdo no Apéndice A.

LCada neurdnio envia sinapses dentro de uma regido quadrada limitada de 1?2 =
7 X 7 neurdnios na camada camada adjacente. Ver mais no Apéndice A.
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Cada neurdnio ¢ é composto de dendritos compartimentais [d,(f@) (t); m=
,100, Eq. (3.1)], o corpo celular (ou soma) [v;(t), Eq. (3.2)] e axd-
nios compartimentais [a,(;)(t); k=1,---,10, Eq. (3.3)]. As variaveis
dy) (t), vi(t) e agj)(t) representam os valores locais do potencial pos-
sindptico (nos dendritos) e do potencial de agdo na membrana do neuro-
nio ¢ (soma e axdnio) no instante t. O potencial de a¢do avanga um
compartimento por passo de tempo t, vindo de dendritos através do
soma em direcao ao dltimo compartimento axénico:

APt +1) =\ |d) ) +EY aP ()| | (3.1)

) <d§10)0 UT> ,sevi(t) =0,
-R ,sevi(t)=1, (32)
t) + ,se v;(t) <0,

£)) k.1 +a;>1<t> : (3.3)

Vg

(
al(t 4+ 1) = © (v
onde dy(t) = ap(t) = 0 so as condigdes de contorno sobre os dendritos
e axonios, A = 0.996 é a constante de atenuacdo (escolhida para ajus-
tar o experimento de Williams e Stuart [171]; Apéndice A), ©(z) é a
funcao degrau de Heaviside, d; ; é o delta de Kronecker, vy = 10 mV é
o limiar de disparo suficiente para gerar um disparo no inicio do ax6-
nio [178, 179], R é o periodo refratério em passos de tempo tal que
nao haja atividade recorrente no loop entre as camadas e E > 0 é o
EPSP (parametro de controle). A soma dupla na Eq. (3.1) é sobre to-
dos os compartimentos axonais de todos os neurbnios pré-sindpticos j
conectados ao compartimento k& do dendrito pos-sinaptico. A diferente
quantidade entre compartimentos dendriticos e axonais leva em conta a
velocidade do sinal ao se propagar por eles [180].

As condigoes iniciais s@o a,(j)(O) = dsfl)(O) =v;(0) =0V (k,m,1).
Um quadrado de 30 x 30 fotorreceptores na camada de entrada (ver no
Apéndice A) — correspondente a uma regiao de 3 X 3 neurénios no LGN
— & piscado proximo ao canto (ou no centro) da camada de entrada para
comegar a atividade. Os resultados obtidos sdo estaveis para qualquer
condicao inicial de flash desse tipo. Os tnicos neurdnios do LGN que
disparam sao aqueles que recebem o sinal da retina e, portanto, o pa-
rametro de ordem que estudaremos a seguir saturard menor que um (ja
que ele é normalizado por N).

Apos piscar o estimulo, aparecem avalanches grandes e pequenas
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se revezando espontaneamente devido ao tempo que o potencial leva
para se propagar por dendritos e axonios. Essas avalanches estao cor-
relacionadas entre si pois uma segue da outra, de maneira organizada,
diferentemente das avalanches geradas por processos de Poisson na mai-
oria dos modelos [17, 18, 67, 68, 101, 120, 121, 174, 175].

Também nao impomos sobre o modelo a separacao de escalas tem-
porais, como é comumente feito em modelos de SOC [12]. Assim, a
separagao de escalas temporais ocorre no nosso modelo devido & nao-
instantaneidade na propagagao do sinal por dendritos e axonios. A in-
tensidade do EPSP também altera o tempo de processamento da rede:
quanto mais intenso o EPSP, menos neur6nios ativos sao necessarios
para propagar o sinal, entao a rede como um todo leva menos tempo
para ficar completamente ativada.

3.2 OBSERVAVEIS

Nesta secao, definiremos as medidas das quantidades que usare-
mos para analisar a transicao de fases e as avalanches. As médias levam
em conta a desordem quenched e sao calculadas através de varias realiza-
¢oes da rede (de 100 a 300 realizagoes) para cada conjunto de parametros
considerado (o EPSP, E, e o tamanho da rede, L). A atividade da rede,
A(t), é simplesmente a soma de todos os disparos de todos os neuronios
da rede em cada instante ¢:

A(t) = Z%(tm ; (3.4)

onde §; ; é o delta de Kronecker.

O sistema que consideramos aqui apresenta estados absorventes,
que serao discutidos em detalhes na Secao 3.3. Um estado absorvente é
aquele para o qual a atividade da rede converge conforme o tempo passa
e do qual a atividade da rede ndo sai [35]. E como se fosse um ponto
fixo estavel de um sistema dindmico. Um estado absorvente pode ser
inativo [ou seja, ter A(t — oo) — 0] ou ativo [i.e. A(t — o0) > 0]. O
que determina o estado absorvente do nosso sistema sao os parametros
E, R, A e vp (dindmicos) e os pardmetros estruturais dados no Apén-
dice A. Note que nossa escolha de R é tal que, independentemente do
valor de E, a rede nao tera estado absorvente ativo (i.e. com atividade
autossustentada). Entretanto, veremos que & medida que E aumenta,
a atividade passa a atingir as bordas da rede, extinguindo-se posteri-
ormente. Para F grande, portanto, temos uma fase inativa percolante
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similar a que ocorre no processo epidémico generalizado [35]. O primeiro
modelo para descrever esse tipo de processo é um autéomato celular co-
nhecido como susceptivel-infectado-recuperado (SIR) [181], em que cada
sitio tem um desses trés estados e a transicao entre os estados ocorre de
maneira probabilistica.

As transicoes de fase em sistemas com estados absorventes sdo
comumente estudadas através de dois parametros de ordem [35]: a den-
sidade de sitios ativos no estado estacionario ativo (que define o expoente
B) ou a probabilidade de percolagao (que define o expoente ). A se-
gunda é mais comumente aplicada em sistemas que nao possuem estado
ativo, como por exemplo no estudo do modelo SIR por Souza et al. [182].
Entretanto, a densidade de sitios ativados por um estimulo inicial (i.e.
a densidade de sitios pertencentes ao cluster percolante, que também
pode ser vista como a probabilidade de um sitio pertencer ao cluster
percolante) também é empregada no estudo de sistemas sem estados ab-
sorventes ativos [183]. Em principio, os expoentes 8 e 8’ sdo diferentes,
como no caso da classe de universalidade de percolagdo dirigida tricri-
tica [35, 183]. Ja na de percolacdo dirigida e na de percolagdo dindmica
esses expoentes sdo iguais [35, 184]. Por ser de mais facil acesso, neste
trabalho usaremos a densidade de sitios ativados como pardmetro de
ordem.

Podemos escrever a densidade de neurdnios ativados em termos
da atividade da rede:

p= <]1V §A<t>> 7 (3.5)

onde T}, é o tempo de processamento da rede. Note que p ja estd nor-
malizado porque cada neurénio s6 dispara uma vez, e deve obedecer a
lei de escala para o parametro de ordem p ~ LP/¥ [Eq. (2.25)]. O tempo
de processamento da rede é também conhecido como tempo de sobrevi-
véncia médio da atividade, e é esperado escalar com uma lei de poténcia
com relacdo ao parametro de controle? que, em se tratando de FSS, pode
ser expressa como T, ~ L* 35, 185]. O expoente u esté relacionado com
o expoente da autocorrelagdo temporal [35].

De acordo com a Subsegao 2.1.1, a varidncia do paradmetro de
ordem é a susceptibilidade. Note que em transigoes para estados ab-
sorventes, a varidncia é normalmente calculada através das flutuacoes
temporais de p no estado estacionario ativo. Aqui, por nao termos um

2No trabalho de Jiménez-Dalmaroni e Hinrichsen [185], o parametro de controle é
a probabilidade de excitar um vizinho que, neste trabalho, é proporcional & E.
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estado ativo estacionario, tomaremos a varidncia de p através de dife-

rentes realizagoes da desordem da rede e usaremos a susceptibilidade

modificada definida por Ferreira et al. [186] para processos de contato

(sistemas que apresentam transigoes para estados absorventes) em redes

complexas:

v = N — o))
: () '

Os autores mostraram que a susceptibilidade tradicional, dada na Eq. (2.16),
apesar de apresentar uma nao-analiticidade, nem sempre diverge para
processos de contato em redes complexas sobre o ponto critico. Por
outro lado, a modificagdo proposta na Eq. (3.6) sempre diverge sobre
o ponto critico [186, 187]. Por nao ser a susceptibilidade tradicional,
chamaremos x, definida na Eq. (3.6) de susceptibilidade associada a p.
Dado que nossa rede nao é regular, optamos por utilizar essa susceptibi-
lidade modificada. Note que por depender de <p>_1, o expoente de escala
dessa nova grandeza é x, ~ L"'/" com ~' =~ 4+ B, sendo® 7 o expoente
da variancia de p e 8 o expoente de p. O gréfico da susceptibilidade
tradicional, x = N({p*) — (p)?), esta no Apeéndice A.

Ha duas maneiras de definir as avalanches em nosso modelo: a
primeira é considerar que uma avalanche é toda a atividade decorrente
de um tnico estimulo na camada de entrada (o que esta de acordo com
modelos de transigio de fase para estados absorventes). Entretanto, per-
derfamos a correlagao temporal no sinal do nosso modelo reduzindo todo
o processamento da rede a apenas uma avalanche. A segunda é consi-
derar que uma avalanche é toda a atividade medida entre dois instantes
de siléncio consecutivos. Por ser inspirada nos protocolos experimen-
tais de medida de avalanche através de LFP, em que sao considerados
disparos em janelas de atividade consecutivas separadas por janelas de si-
lencio [3, 100, 101], escolhemos a segunda maneira. Experimentalmente,
LFPs medem a atividade dos dendritos [99], mas aqui consideraremos
os disparos do soma. Portanto, o tamanho da avalanche s(n) é a soma
de toda a atividade da rede entre dois instantes de siléncio e a duragao,

(3.6)

3Na notacdo tradicional de transicbes de fase para sistemas absorventes, o ex-
poente v esta associado ao tamanho médio do maior cluster e o expoente ' esta
associado & variancia temporal de p no estado estacionario [35, 184]. Neste trabalho,
estamos utilizando a letra v porque o expoente em questdo também esta ligado a
uma variancia, mas nao necessariamente o expoente que calculamos esté relacionado
aos expoentes da literatura.
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T(n), é a quantidade de passos de tempo de atividade:

s(n+1)= > A(t), (3.7)
T(n+1) = tn:1 —t (3.8)

onde os t, sdo tais que A(t,) = 0 V n. O tempo de processamento é
T, = (max,{t,}); a maior avalanche ¢ M = (max,{s(n)}) e a razao
m = M/N é& a maior avalanche fracional. A fungio de correlagao e o
espectro de poténcia serao calculados aplicando-se as Eqgs. (2.42) e (2.43)
a série s(n) e o DFA sera calculado a partir de A(t).

3.3 PERFIL ESPACO-TEMPORAL DAS AVALANCHES

A atividade é iniciada no LGN e enviada para a camada IVC3
numa pequena e bem localizada regiao devido & estrutura colunar da
rede. Essa pequena atividade na camada IVCf serve de semente para
disparar atividade também localizada nas camadas adjacentes, VI e
II/III. A atividade da II/IIT é apenas direcionada para o V2 enquanto
que a atividade da camada VI serve como uma nova semente para dis-
parar atividade localizada novamente na IVC3. Agora, os neurdnios da
IVCB que ja dispararam estao refratarios, entao apenas os neurdnios
em volta da primeira regiao semente vao disparar dessa vez. Esse pro-
cesso constitui um processo de ramificagao entre as camadas, ilustrado
na Fig. 12A e resultando no perfil espacial da atividade na Fig. 13.

Da camada de entrada até a saida, o sinal se propaga de maneira
localizada (logo apods o estimulo inicial). Conforme E aumenta, o sinal
que percola as camadas deixa um rastro que aparentemente se propaga
de maneira radial nas camadas através de um processo de ramificacao.
Uma consequéncia do processo de ramificagdo nessa estrutura, é que a
refratariedade dos neuronios gera perfis circulares dentro de cada camada
(Fig. 13). Apesar de que, na prética, o sinal ndo se propaga radialmente
(como uma onda na superficie de um lago), mas sim se ramificando de
camada em camada, através das colunas do modelo. A onda se torna
radial e bidimensional apenas para F muito grande (painel a direita e
abaixo da Fig. 13), pois poucos neuronios sao necessirios para propagar
o sinal e, portanto, os disparos acabam ocorrendo simultaneamente nas
trés camadas.

A Fig. 12B mostra o perfil temporal da atividade da rede, A(t).
O tempo que o sinal leva para ir de uma camada a outra gera periodos
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de inatividade e, por isso, A(t) tem varios picos para cada valor de FE.
Esses periodos de inatividade sao tteis para separar as avalanches de
modo similar aos métodos experimentas [3, 100, 101]. Na pratica, s(n)
é a area sob o pico n em cada série temporal da Fig. 12B. O tempo de
processamento, 7, da rede ndo é monotonico: ele aumenta conforme E

Fonte: Bortolotto et al. [176].
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Figura 12. Processo de ramificagdo e perfil temporal das avalanches. Painel A: Represen-
tagado esquemética do processo de ramificagdo que ocorre na rede. Cada circulo representa
um grupo de neurénios da camada que dispara. Painel B: Perfil temporal das avalanches
para varios EPSP. Setas marcam o tempo de processamento T, da rede. Para E = 1.1 mV,
apenas poucas avalanches muito pequenas ocorrem; £ = 1.2 mV resulta em varias avalan-
ches pequenas e grandes; para £ = 2.0 mV tem uma avalanche dominante e varias pequenas
(use a linha pontilhada que marca a atividade zero para comparar com os dados); e para
E = 13.0 mV a avalanche dominante toma conta de toda a dindmica. Painel C: Detalhe
das avalanches do painel B para £ = 1.2 mV.

Atividade, A(t)
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Exemplo

LGN

Fonte: Bortolotto et al. [176].

Figura 13. Perfil espacial das avalanches nas camadas internas para diferentes E. Cada
conjunto de quatro quadrados representa a rede das camadas internas, respectivamente
rotuladas, e cada circulo é um instantaneo da rede para um passo de tempo diferente. O
painel superior da esquerda ilustra a ordem temporal dos eventos nesta figura: a atividade
comega no centro do LGN e segue as dire¢bes apontandas pelas setas. A cor dos circulos
é usada para indicar a sequéncia temporal dos eventos: atividade em vermelho sempre
segue atividade em branco e assim vai, apesar de ndo corresponder ao préximo passo de
tempo imediato. £ = 1.10 mV: o sinal se propaga por todas as camadas mas nao chega na
borda da rede; a camada II/III dispara apenas junto com VI; de fato, isso significa que
as avalanches estao se espalhando apenas dendro das colunas em forma de um processo
de ramificagao (Fig. 12A). Comegando de E = 1.12 mV, a atividade tem probabilidade
de chegar a borda da rede. Para E = 1.21 mV, a atividade sempre chega na borda; a
camada II/III dispara junto com VI, embora alguns neurdnios da II/III disparam juntos
com IVCp devido ao sinal vindo de VI. Os paineis com E = 1.70 mV, 2.00 mV mostram
como o emaranhamento da atividade nas camadas IVC e II/III se fortalece para EPSP
maiores; as avalanches crescem devido a menos intervalos de inatividade (Fig. 12B). Para
E = 13.00 mV, a atividade nas camadas VI, IVC( e II/III est4 tao emaranhada que uma
Unica avalanche aparece e se espalha apenas radialmente por toda a rede simultaneamente
nessas camadas. A atividade pode ser visualizada no link: <https://drive.google.com/
open?id=0BOCUUPOIP;BHNGtNcEt4MnpTZ28>

aumenta, mas decai a partir de um certo valor de E. O emaranhamento
da atividade ilustrado na Fig. 13 é o que causa o decaimento de T},
pois quanto maior E, menos neurdnios pré-sinidpticos sao necessarios
para causar outros disparos. Ainda, é possivel notar que para E >
2 mV hé o aparecimento de uma avalanche dominante (basta usar a linha
pontilhada como referéncia na Fig. 12B), enquanto que para £ = 13 mV
ha apenas uma grande e rapida avalanche (ignorando a atividade do
LGN).

A imagem inicialmente piscada na camada de entrada é proces-
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sada pela rede ativando sinapses e fazendo os neurénios dispararem de
acordo. O interessante é que a estrutura da rede aliada a estrutura e
a dinAmica dos neurdnios (onde ha excitacdo através de F e dissipagao
através de \) faz com que o padrao de disparos naturalmente se organize
em forma de avalanches, sem a necessidade de nenhum mecanismo extra
de auto-organizagao na rede ou nas sinapses. Esses padroes de disparo
fazem parte, ultimamente, de uma tarefa de reconhecimento de forma
(j& que essas camadas fazem parte do caminho de reconhecimento de
forma do V1) e, portanto, futuros trabalhos podem focar em como os
padroes de entrada alteram a dindmica da rede. Assim, esta rede tam-
bém pode servir de inspiracao para algoritmos computacionais de redes
neurais para reconhecimento de imagem, que forneceriam uma saida fun-
cional para cada entrada, dando um significado para o processamento da
rede.

Destacamos aqui quatro caracteristicas importantes em relagao ao
funcionamento temporal e ao funcionamento espacial da rede em funcao
de F para a anélise dos resultados nas proximas segoes: (a) o tempo de
processamento da rede ndo é monoténico; (b) a partir de um certo E
aparece uma avalanche dominante (ambas na Fig. 12B); (c) existe um F
a partir do qual a atividade passa a atingir a borda das camadas; e (d)
para valores diferentes de F, ha diferentes dindmicas através das quais
a atividade atinge a borda da rede (ambas na Fig. 13).

3.4 APROXIMANDO O PONTO DE TRANSICAO DE FASES

Os fatos destacados na segao anterior indicam fortemente que ha
pelo menos uma transi¢ao de fases no modelo de um estado inativo (em
que a atividade nao se propaga até a borda) para um estado ativo (em
que a atividade atinge a borda). Essa transicdo ocorre por causa da
competigao entre dissipagdo (dada pelo pardmetro \) e excitagdo (dada
pelo parametro E). No ponto em que a excitagao equilibra a dissipacao,
esperamos que cada neurénio da rede dispare. Chamaremos esse ponto
de limiar de ativagdo, E = Eyy,.

Para que cada neurénio ¢ dispare, o sinal que chega no soma de
cada neurénio deve ser maior ou igual ao limiar de disparo, vp:

ni)) <d§10)0> >ur (3.9)

in
E:L) ¢ a quantidade média de sinapses de entrada por comparti-
mento dendritico do neurénio pés-sinaptico i e (d%o) = 7’%) (ME éo
sinal médio no soma de uma tnica sinapse em qualquer compartimento

onde n
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dendritico de i. Portanto, 7"%)0()\) = \00+InA) ¢ 3 fragdo de um tnico
sinal que chega no soma como funcao de A\. No Apéndice A é derivada
a expressao para <d%)0).

Ja que a estrutura da rede é fixa, podemos estimar ngil) ~ 6.244

(média dos valores da Tabela 4 no Apéndice A). Entéo, é simples calcular
Eyp, da Eq. (3.9):

%

) oo ()

Ey, = ~ 1.95 mV , (3.10)

que sabemos por dados numéricos estar superestimado (ja que a ativi-
dade atinge a borda para valores menores de E). Ainda assim, essa ¢ uma
aproximagao muito simples e que fornece um valor préoximo do numérico
e proximo do valor médio de F no cotex de mamiferos [171-173].

A média <d510)0> depende de varios fatores microscépicos, como a

distribuicao de nEZ) sobre os compartimentos dendriticos, o que por sua
vez depende da quantidade de compartimentos dendriticos e da distribui-
gao de chegada de sinapses (escolhida Gaussiana). Quanto mais sinapses
chegando por compartimento dendritico, menor Eyj sera. Por exemplo,
se usarmos os valores da Tabela 5 do Apéndice A, entdo nE:L) =6.5e
FEy, = 1.88 mV. De qualquer maneira, é fato que o comportamento da
rede muda em FE;; e mostraremos que essa mudanga é uma transicao de
fase critica.

3.5 PARAMETRO DE ORDEM E SUSCEPTIBILIDADE

Na Segao 2.1 definimos as condigOes necessarias e suficientes para
que uma transicio de fases seja dita critica. L&, usamos o parametro?
t para medir a distdncia do ponto onde ocorre a transigdo de fases (do
ponto critico). Aqui, o parametro de controle sera o EPSP, E, e portanto
a distancia do ponto critico, E., é |[E — E.| — as Egs. (2.25) e (2.26)
devem ser reescritas portanto substituindo ¢ por |E — E.|. Para E =
FE., a funcao de escala aplicada a zero é uma constante e, portanto, as
condigbes para a criticalidade se resumem em: (a) p(E = E.; L) — 0
de acordo com p ~ L%V e (b) x,(E = E,; L) — +oco de acordo
com X, ~ LV'/”; ambos quando L — oo. E facil de ver que ambas as
condigoes podem ser satisfeitas em toda a regido cinza clara na Fig. 14A
(circulos para p e quadrados para x,). Se forem satisfeitas, essa regiao
pode ser chamada de fase de Griffiths por ser uma regiao extensa em que

4Nio confundir com o passo de tempo ¢ nesta segio.
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Fonte (A,B,C): Girardi-Schappo et al. [177]. Artigo submetido para publicagao.
Figura 14. Parametro de ordem, susceptibilidade e cumulante de Binder de quarta ordem.
Painel A: Densidade de neurdnios ativados, p, durante tempo total e sua susceptibilidade
associada, X,, como fungées de E para varios L. Circulos vermelhos (@,0,@,@) indicam
p e quadrados azuis (H,H H M) indicam X,; quanto maior L mais escura a cor. A cor de
fundo indica fase inativa (branco), fase critica (Griffiths, cinza claro) e fase percolante
(cinza escuro). Painéis B,C: FSS de p com /v = 0.55(3) — Eq. (2.25) — e FSS de x, com
~' /v =3.1(1) - Eq. (2.26) — em E. = 1.19 mV; (V) fase inativa, (O) fase critica, (1) e (1)
fases ativas. Painel D: Cumulante de Binder Uy — Eq. (2.39) — para diferentes L. Barras
verticais indicam o desvio padrao e linhas pontilhadas servem apenas de guia.

ambas as condigoes sdo satisfeitas [59], ao invés de ser um tnico ponto
critico. Na Segao 3.7 verificaremos a hipotese de escala para o tempo de
autocorrelagao, como descrito na Subsecao 2.2.1.

De fato, as Figs. 14B,C mostram definitivamente que as condi-
¢Oes acima sao satisfeitas dendro de todo o intervalo de EPSP 1.11 <
E < 1.19: os circulos e quadrados de dentro da regiao cinza clara
da Fig. 14A correspondem aos circulos vermelhos dos painéis B e C.
Esses painéis mostram explicitamente que p — 0 e x, — oo para
L — oo de acordo com as leis de poténcia apropriadas. Ajustamos
as Eqgs. (2.25) e (2.26) aos dados numéricos p(E.; L) e x,(E.; L) para
E =119 mV = E, e obtivemos os expoentes criticos 8/v = 0.55(3)
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e /v=31(2) |y/v = (v — B)/v = 2.55]. Os valores desses expoentes
mudam pouco dentro de toda a regiao cinza clara, mas o scaling de am-
bos p e x, se mantém, confirmando que esta é uma fase de Griffiths. Vale
notar que £, = 1.19 mV é da mesma ordem de grandeza da nossa apro-
ximagao ingénua feita na segao anterior para calcular F;;, ~ 1.88 mV.
Porém, é impressionante que o valor de E. é ainda mais préximo do valor
médio do EPSP no cértex de mamiferos (E ~ 1 mV [171-173]).

O lado esquerdo da transigéo de fase (fundo branco na Fig. 14A)
tem p = 0 estritamente (tridngulos verdes de ponta-cabega nos painéis
B,C) e é chamada de fase inativa; enquanto que o lado direito da fase de
Griffiths (fundo cinza escuro) tem p crescendo rapidamente e saturando
em p ~ 1 (quadrados puarpuras e tridngulos azuis nos painéis B,C) e é
chamado de fase percolante. Ambas essas fases tém susceptibilidade fi-
nita para L cada vez maiores. Ainda, o que destacamos na Segao 3.3 sera
util para, posteriormente através da distribuicao de avalanches, separar
a fase percolante em duas outras fases.

O cumulante de Binder de quarta ordem e sua derivada em relagao
a |E — E.| deveriam fornecer o ponto critico E. e o expoente v, respecti-
vamente, conforme discutido na Subsegao 2.1.3. Mostramos o calculo do
cumulante Uy [Eq. (2.39)] para nossos dados computacionais na Fig. 14D.
Infelizmente, ele parece divergir lentamente para —oco dentro da fase de
Griffiths para L aumentando, impossibilitando a determinagdo do ponto
critico (que seria o ponto onde os cumulantes Uy para diferentes L se
cruzam). Por outro lado, a susceptibilidade fornece uma estimativa pre-
cisa da regiao critica entre 1.11 < E < 1.19. Entretanto, nao é possivel
determinar o expoente v dada a divergéncia de U, para valores negativos.

3.6 DISTRIBUICOES DE AVALANCHE

A Fig. 15 mostra as distribui¢ées de tamanho e duragao de ava-
lanches. Queremos verificar (a) qual a forma dessas distribuigdes na fase
critica e fora dela; e (b) se essas distribui¢oes obedecem ao FSS (o que
deve ocorrer pelo menos dentro da fase critica). Na Fig. 15A, plotamos a
distribuigdo P(s) para diferentes valores de E, enquanto que no detalhe
do painel A estdo diferentes L para F = 1.15 mV (i.e. um caso tipico
dentro da fase de Griffiths). A Fig. 15B mostra as distribuigbes cumula-
tivas, F(s), para E = 1.15 mV também e L crescente para verificar como
que L maiores afetam o corte das avalanches. As Figs. 15C,D mostram
as grandezas P(T) e F(T) nas mesmas condi¢oes que os painéis A e B.

Todas as fases apresentam pelo menos um intervalo de s (ou T') em
que as distribui¢des P(s) [ou P(T")] seguem uma forma de lei de poténcia
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Figura 15. Distribuigdes e distribuigdes cumulativas dos tamanhos e duragao de avalan-

ches. Painel A: distribui¢oes tipicas P(s) para varios E: (V) fase inativa, (@) fase critica,
(M) e (a) fases ativas. Note a saliéncia na distribuicdo de E = 1.88 mV para avalanches
de tamanho s & N. =~ 200 (M); essa saliéncia revela a estrutura interna da rede (veja
texto para discussdo). O fundo cinza claro destaca o intervalo de s no qual todas as fases
tém forma de lei de poténcia em P(s). Painel A detalhe: distribui¢do de avalanche tipica
da fase critica (E = 1.15 mV) para L crescente. Painel B: distribui¢ées cumulativas F(s)
correspondentes as do detalhe do painel A, E = 1.15 mV (fase critica), para L crescente.
A linha sélida indica o ajuste da Eq. (2.62) usado para estimar s.(L = 20) e a = 1.4(1).
Painel B detalhe: lei de escala s, ~ L” para E = 1.15 mV com D = 1.0(1) — Eq. (2.58) —
esse expoente se verifica dentro de toda a fase critica. Painéis C,D: o mesmo que os painéis
A e B, mas para a duragao de avalanches, T'. Painel D: ajuste da Eq. (2.62) para a duragao
de avalanches resulta em 7 = 1.57(2). Painel D detalhe: ajuste da curva T. ~ exp(kL?)
|k é uma constante — Eq. (2.49)] resultando em D = 1.0(1), ao invés da Eq. (2.59).

(regido com fundo cinza nas Figs. 15B,D). Portanto, como vimos na
Subsecao 2.2.2, ter uma distribuicao lei de poténcia nao é suficiente para
mostrar que um sistema finito é critico. Para isso, é preciso que as
distribuigoes escalem de acordo com as Eqs. (2.56) e (2.57). De fato, é
possivel verificar nas Figs. 15B,D (e nos detalhes de A e C) que tanto
P(s) quanto P(T) (e suas respectivas distribui¢oes cumulativas) tém um
corte que escalam com o tamanho do sistema, L.
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Usamos a Eq. (2.62) para determinar sistematicamente os cortes
sc e T, das distribuicoes e os plotamos nos detalhes das Figs. 15B,D. Na
fase critica, obtivemos a lei s, ~ LP, conforme esperado [Eq. (2.58)],
com expoente D = 1.0(1). Porém, T, nao seguiu a Eq. (2.59), mas sim a
Eq. (2.49). Da mesma maneira que T, definiria o expoente dinAmico num
ponto critico tradicional (assim como o tempo caracteristico da fungao
de autocorrelagdo também o faz), T, escala da mesma maneira que 7.
(o tempo caracteristico da func¢ao de autocorrelagdo) dentro da fase de
Griffiths. Isso mostra que s, esta ligado ao comprimento de correlagao,
enquanto que 7, esta ligado ao tempo de autocorrelagao.

No Apéndice A fazemos o colapso das distribuicoes e mostramos
que D assume diferentes valores em diferentes fases. Na fase inativa,
D = 0 e as avalanches ndo escalam com o tamanho do sistema (o
que ja é esperado). Na fase percolante, esse expoente tem dois valores:
1.0(1) < D < 3.1(1) para 1.2 < E < 2 mV (o que define a fase percolante
fraca) e D =2 para E > 2 mV (o que define a fase percolante forte). A
mudancga dos valores de D, na verdade, coincide com a mudanca quali-
tativa na chegada do sinal as bordas da rede (conforme destacamos na
Sec¢ao 3.3). Portanto, D = 1 significa que as avalanches estdo se es-
palhando através do processo de ramificagdo descrito naquela secao (e,
portanto, a dimensdo caracteristica das avalanches ¢ 1), enquanto que
D = 2 significa que as avalanches estdo se espalhando radialmente e
simultaneamente em todas as camadas (e, portanto, a dimensao carac-
teristica das avalanches é 2). A fase percolante fraca é uma mistura de
ambos esses comportamentos.

A Fig. 15A também mostra que a distribui¢ao P(s) para E =
1.88 mV (e para 1.2 < E < 2 mV em geral, dentro da fase percolante
fraca) tem uma cauda com lei de poténcia (quadrados purpuras), di-
ferentemente das distribuigoes para outros valores de E. Portanto, as
avalanches nesse intervalo de E tém duas escalas caracteristicas, uma
relativa as colunas e a outra relativa & rede como um todo, ji que a
saliéncia em P(s) dentro da fase percolante fraca ocorre para avalan-
ches de tamanho em torno de s = N, =~ 200 (a quantidade de neurdnios
numa coluna da rede). O colapso das distribui¢oes para diferentes L e
E = 1.88 mV (Apéndice A) nos permite ajustar dois expoentes as duas
regides de lei de poténcia em s para obter a; = 1.4(1), para s < N, e
ag = 1.7(1), para s > N.. Se N, tender a N (e, portanto, [ tender a L),
essa saliéncia que separa os dois regimes se deslocaria para a direita e se
fundiria com o corte das avalanches. Entéo, a distribuicdo apresentaria
apenas um regime, similarmente as avalanches do modelo de Teramae e
Fukai [188]. Da mesma maneira, as distribuigbes dentro da regido critica
devem passar a apresentar uma lei de poténcia mais clara.



100 Fase de Griffiths e correlagoes em um modelo do Cortex Visual

A relagao de Sethna, (s) ~ T9 derivada na Subsecdo 2.2.2, é
usada na literatura para determinar se o sistema possui ou nao uma re-
lacao de escala entre os tamanhos e duragao de avalanches. Se possui,
o sistema é comumente aceito como critico. Contudo, Touboul e Des-
texhe [27] trouxeram davidas a essa questdo pois mostraram que um
sistema nao-critico por construcao pode obedecer a relacado de escala
de Sethna conforme discutimos na Subsecao 2.2.4.2. No Apéndice A,
mostramos que a relagdo de Sethna, Eq. (2.60), é satisfeita dentro da
margem de erro dos ajustes de 7, o e a em todas as fases do nosso mo-
delo (inativa, Griffiths, percolante fraca e percolante forte) e, portanto,
corroboramos o argumento de Touboul e Destexhe [27]. A relagdo de
escala de Sethna, por si s6, ndo é suficiente para definir se um sistema é
critico ou néo, conforme faz Shew et al. [67].

3.7 CORRELACOES E ESPECTRO DE POTENCIA

Na Fig. 12B fica claro que as avalanches estao temporalmente
organizadas: cada uma das séries apresentadas tem um inicio com pe-
quena amplitude, um crescimento até uma amplitude méaxima e entao
a atividade decresce até se extinguir. Usamos a sequéncia de tamanhos
de avalanches, s(n) [Eq. (3.7)], para calcular a funcao de autocorrelagao,
C(t') [Eq. (2.43)], e o espectro de poténcia, S(f) [Eq. (2.42)]. O tempo
t' & o atraso entre quaisquer duas avalanches, s(n) e s(n —t'). A ana-
lise de flutuagoes destendenciada (DFA) é calculada diretamente sobre
a atividade da rede, A(t) [Eq. (3.4), Fig. 12B|. Conforme discutimos na
Secao 2.2, a teoria de SOC pretendia descrever sistemas que apresentam
ruido 1/f* com b = 1 no espectro de poténcia de avalanches. Apesar
de que SOC tenha se tornado apenas uma inspiragao para o estudo de
sistemas fora do equilibrio, vamos mostrar que nosso modelo de fato
apresenta ruido 1/f e correlagdes de longo alcance.

A fungao de autocorrelagao calculada para L = 99 e diversos FE
estd na Fig. 16A e o espectro de poténcia correspondente, na Fig. 16B.
Cada uma das curvas é a média de muitas realizagoes da simulagao.
No painel A se vé que as curvas de C(t') de maior duracdo sao aquelas
dentro da fase de Griffiths (curvas vermelhas) ou muito proximas dessa
fase (curvas parpuras para £ > 1.19 mV). O tempo caracteristico, 7
[Eq. (2.46)], é obtido através do ajuste do corte exponencial de C(t)
para cada L e F.

O espectro de poténcia, Fig. 16B, mostra um comportamento es-
tavel do tipo 1/f% com b ~ 1 dentro da fase critica para f < 100 Hz (ver
o ajuste da linha tracejada que d4 b ~ 0.97 para E = 1.15 mV; todas as
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Fonte: Girardi-Schappo et al. [177]. Artigo submetido para publicagao.

Figura 16. Autocorrelacdo, espectro de poténcia, expoente da DFA e tempo de proces-
samento. Painéis A,B: Autocorrelagao média (A) e espectro de poténcia médio (B) da
série de avalanches s(n) para L = 99 e varios E: ( ) fase inativa, (——) fase critica,
(— —)e( ) fases ativas. As linhas grossas mostram o ajuste do corte exponen-
cial da autocorrelagao [Eq. (2.46)] para E = 1.6 mV dando 7. = 16.2 ts (A); e o ajuste
S(f) ~ f~° [Eq. (2.45)] dando b = 0.97(5) para E = 1.15 mV (fase critica), b = 0.74(4)
para E = 1.6 mV e b = 0.20(2) para E = 2 mV (fase percolante fraca) como exemplos (B).
Note como a inclinagdo das curvas varia suavemente no painel B dando b &~ 1 dentro da
fase de Griffiths (ver painel C tambem). Painel C: Expoentes do espectro de poténcia, b,
e da DFA de A(t), g, em funcdo de E. g 2 0.6 e b = 1 dentro da regiao critica indicando
correlagbes temporais de longo alcance da atividade da rede. Painel D: Tempo de proces-
samento, T, como fungao de E para L crescente; A linha s6lida indica o comportamento
assintotico de Tp,. Ver Secao 3.8. Painel D detalhe: colapso do tempo de processamento
Tp/L* com expoente p = 0.95(5). Setas indicam os minimos locais de T}, barras verticais
s@o o desvio padrao, fundo cinza claro indica a regido de Griffiths e cinza escuro a fase
percolante fraca.

curvas vermelhas solidas tém inclinagdo parecida). Na verdade, a vari-
acao suave da inclinagao das curvas na Fig. 16B sugere que o expoente
b deve variar continuamente com E. Noés calculamos o expoente b para
varios E e mostramos na Fig. 16C (quadrados verdes). O expoente da
DFA, g [Eq. (2.53)], também foi calculado para varios E e aparece na
Fig. 16C como tridngulos de ponta-cabeca purpuras. Note que dentro da
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Figura 17. Tempo caracteristico de autocorrelagao da série de avalanches s(n). Painel A:
ajuste da exponencial estendida [Eq. (2.49)] conforme esperado para uma fase de Griffiths;
o expoente D ajustado (ignorando L = 20) concorda com o expoente D calculado na
Segao 3.6, no colapso e na maior avalanche fracional (Apéndice A). Painel B: ajuste de
lei de poténcia [Eq. (2.48)] (considerando L = 20) dando expoente dinamico z = 1.0(1).
Ambos os ajustes aparentam ser validos, mas as outras evidéncias mostradas neste trabalho
apontam para a validade apenas do ajuste em (A).

regiao critica, 1.11 < E < 1.19 mV, o expoente do espectro de poténcia
das avalanches flutua em 0.78(1) < b < 1.51(1) ao mesmo tempo que
o expoente da DFA da série temporal flutua em 0.62(1) < g < 0.88(1).
Esse fato confirma as correlagbes de longo alcance na série temporal e
o espectro de poténcia aproximadamente 1/f das avalanches dentro da
fase de Griffiths. Para E > 1.2 mV, tanto o expoente b vai a zero (série
de avalanches vira ruido branco) quanto o expoente g ultrapassa 1 (a
atividade se torna nao-estacionaria). A Fig. 16C também mostra como
o expoente da distribuicao de tamanho de avalanche, «, varia com FE.
Note que apenas na fase percolante fraca aparece uma segunda lei de
poténcia nas distribuigoes que escala com as.

Em um ponto critico usual, o FSS de 7. [Eq. (2.48)] define o ex-
poente critico dindmico, z. Contudo, em uma fase de Griffiths 7. deve
escalar de acordo com uma exponencial estendida [Eq. (2.49)]. Este é
também um dos critérios utilizados para determinar uma fase de Grif-
fiths [58, 60, 61]. A Fig. 17 mostra os expoentes 7. que calculamos a
partir de C(t') em fungao de L para varios E. O painel A dessa figura
estd em escala log-linear e, portanto, serve para verificar se 7. obedece
uma lei exponencial. O painel B, estd em log-log para verificar se 7
obedece a uma lei de poténcia. Ambos os painéis apresentam ajustes
plausiveis, apesar de que o ajuste da exponencial estendida nos da um
expoente D = 1.1(1) que bate com nossa expectativa dos outros célculos
independentes para D (através do corte da distribuigdo de tamanho e
duragéo de avalanches — Segao 3.6, do colapso das avalanches e da maior
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avalanche fracional — Apéndice A).
3.8 TEMPO DE PROCESSAMENTO

O tempo de processamento, T, da rede é mostrado na Fig. 16D.
Como esperdavamos na Secao 3.3, ele apresenta um comportamento nao-
monotoénico em funcdo de E. Apesar de T, ter varios minimos locais
rasos, dentro da fase de Griffiths hA um minimo local fundo. Para
E < E;, = 119 mV, T, parece variar de maneira proporcional a p, o
que explicaria a presenga do minimo proximo de E = E. [ver p(E; L)
na Fig. 14A]. A partir de E = 1.21 mV, o tempo de processamento
decresce assintoticamente, pois a medida que E aumenta, passa a apare-
cer atividade emaranhada na rede que gera uma avalanche rapida (pois
sdo precisos cada vez menos neurdnios para propagar o sinal) e domi-
nante. No detalhe da Fig. 16D aparece o colapso das curvas, T,,/L*, com
p = 0.95(5). Assim, podemos escrever:

T,(E;L) = L'T,(E) (3.11)

onde T,(F) é uma fungdo de escala e p é um expoente critico que defi-
nimos. A funcéo Tp(E) é a que aparece no detalhe da Fig. 16D.

Para > E. = 1.19 mV, e todos os L, podemos ajustar o decai-
mento dado pela fungio T,(F) através de uma sobreposicio de leis de
poténcia do tipo:

T,(E) ~ (B~ + E~Yv) | (3.12)

onde w = 3.1(2). O termo E~/* domina para E > E,.. Esta fungao
multiplicada por L* resulta na linha preta da Fig. 16D. Cabe notar que
obtivemos a Eq. (3.12) empiricamente, sem partir de qualquer principio.
Entretanto, ela foi util para determinar o tempo de simulagao ao rodar o
programa. Entender a forma funcional de T, (E) sera fruto de trabalhos
futuros.

A variéncia de T}, é definida como:

Var(T,) = (T2) — (T,)° . (3.13)

A Fig. 18 mostra a Eq. (3.13) calculada em funcdo de E para varios
L (painel A) e em fungdo de L para varios FE (painel B). E notavel
a similaridade entre a variancia de T, e a variancia de p (dada por
Xp): ambas sdo méaximas dentro da regiao critica, entre E = 1.11 mV
e F = 1.19 mV. Inclusive, podemos definir uma lei de escala para a
variancia do tempo de processamento: Var(7T),) ~ L* quando F = E,,
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Figura 18. Variancia do tempo de processamento. Painel A: Var(T,) em funcéo de E

para varios L. Painel B: FSS da Var(T},) dando p’ = 3.5(2). Note a similaridade entre o
FSS de x, (que é a variancia de p) e Var(T}). (V) fase inativa, (O) fase critica, (1) e (2)
fases ativas. Fundo cinza claro é a fase de Griffiths, cinza escuro é a fase percolante fraca
e linhas pontilhadas sdo apenas guia.

com g’ = 3.5(1) muito préximo de +'/v (Fig. 18B).

A rede se torna muito sensivel na regido critica, ja que tanto a
variancia de p quanto a de 7}, s@o maximas. Ainda assim, h4 um mi-
nimo local profundo em 7}, préoximo de ¥ = E.. Nessa regiao, o sinal é
processado através de avalanches distribuidas em forma de lei de potén-
cia, tal que a maior avalanche escala com o tamanho do sistema. Essa
distribuigao significa que avalanches de todos os tamanhos (limitadas
apenas por L) estdo presentes no sistema. Portanto, podemos concluir
que avalanches lei de poténcia que se propagam preferencialmente nas
colunas da rede sao a melhor maneira que o sistema tem para processar
o sinal de entrada: o tempo de processamento é, em média, minimo,
enquanto que sua variancia (decorrente das realizagoes da desordem na
rede) é maxima. Isso implica que ao mesmo tempo que o sistema pode
processar a informagao rapidamente, ele é flexivel e responde a pequenas
mudancas de maneiras distintas.

3.9 EFEITOS DE TAMANHO PEQUENO E CLASSE DE UNIVER-
SALIDADE

Ignorar os pontos de simulacgoes para redes pequenas para ajustar
curvas de FSS é geralmente aceitavel devido a efeitos de tamanho pe-
queno (i.e. efeitos de fronteira) que sdo amplificados em sistemas finitos
pequenos. No nosso caso, cada uma das colunas das redes com L = 20
inclui uma fragéo de mais de 12% de todos os neurénios da camada, o que
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é significantemente diferente das fragoes para outros L (3% para L = 40
e menos de 1% para L = 80,99). As avalanches entdo sdo capazes de
crescer mais e mais rapido para L = 20 do que o esperado para outros
L dado um FE fixo (i.e. T}, é desviado levemente para baixo em L = 20).

As condigoes iniciais sdo um flash de tamanho fixo 30 x 30 na
camada de Entrada do modelo, o que corresponde a uma ativagao média
de 3 x 3 = 9 neurdnios no LGN. Assim, uma média de 9/400 ~ 2 x 1072
neurdnios do LGN sao ativados inicialmente para L = 20, enquanto que
fracdes meédias de 10~3 ou menos neurdnios sio ativados inicialmente no
LGN de redes com L maiores. Outro efeito, portanto, é que as redes com
L = 20 teriam a maior avalanche e a densidade de sitios ativos levemente
maior do que o esperado para os outros L. Devido a essa tendéncia, a
varidncia desses parametros deve ser levemente desviada para valores
menores do que os de outros L.

O terceiro fator que influencia os resultados ¢ a rede ter N = 4L2
neur6nios. Podemos escrever essa quantidade como N = L?*¢, sendo a
dimensionalidade efetiva da rede d = 2 + ¢, assumindo que existe um ¢
tal que L€ = 4. Portanto, para L — 4, ¢ — 1 e a rede tende a ser ctubica.
Ja para L — oo, d — 2 e a rede tende a ser quadrada. Isso significa que
o FSS estara sujeito a um cross over dos expoentes de d = 2 e d = 3
para L intermediario.

Se esses fatos sdo levados em conta e ignorarmos L = 20 na anélise
de FSS de p, x, e Var(T},), os expoentes /v, 7' /v e ¢/ mudam signifi-
cativamente dos valores apresentados para 8/v = 0.40(2), v/ /v = 2.6(2)
(v/v =22) e p/ =2.9(2). O expoente de T), fica praticamente inalte-
rado p = 0.90(5) com L = 20 ou p = 0.95(5) sem L = 20. Entretanto,
apenas a classe de universalidade do modelo ¢é alterada. A transicao de
fase continua sendo continua, tal que ainda existe uma fase de Griffiths
na mesma regiao de EPSP apresentada no texto, 1.11 < E < 1.19 mV.

A melhor abordagem para esse problema seria estimar os desvios
causados por tamanhos pequenos em redes com L = 20 e corrigir esses
pontos, ao invés de deliberadamente ignora-los para o ajuste das curvas
dadas nas Eqs. (2.25) e (2.26). No entanto, ndo temos uma maneira
sistematica de fazer isso, entao nao é possivel ainda determinar a classe
de universalidade do modelo.

3.10 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE O MODELO DO V1

Estudamos um modelo do cértex visual que apresenta uma estru-
tura similar a observada experimentalmente, com colunas e camadas. Os
elementos chave desse modelo sao a estrutura dindmica do neurdnio e
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Tabela 1. Resumo dos expoentes na regido critica do modelo do V1.
Expoente Equacao com L = 20 sem L = 20
8/v p~ LAY Eq. (2.25) 0.55(3) 0.40(2)
/v x ~ LYY Eq. (2.26) 2.55(3) 2.20(2)

bo P(s) ~ s~ Eq. (2.56) 1.4(1) -
br P(T) ~T" 7 Eq. (2.57) 1.6(1) =
°D se ~ LP Eq. (2.58) 1.0(1) -
b S~ fb Eq. (2.45) 0.78(1) < b < 1.51(1) -
g F ~ (At)? Eq. (2.53) 0.62(1) < g < 0.88(1) -
W T, ~ L* Eq. (3.11) 0.90(5) 0.95(5)
w T, ~E~* 4+ E~Y* Eq. (3.12) 3.1(1) -
u Var(T,) ~ L* Eq. (3.13) 3.5(1) 2.9(2)

% Expoente ajustado através da variancia de p para realizagoes da desordem da rede, ao

b Aval

invés de para a variancia de p no estado estacionério ativo [35].
anches definidas de maneira nao-usual para processos com transi¢do para estados
absorventes.

¢ Expoente ajustado também pelas Egs. (2.49) e (A.4) e pelo colapso das avalanches.

o balango entre excitagao/dissipagao nos dendritos. Enquanto o atraso
devido a propagagao do potencial de agao nos dendritos e axdnios causa
a separacgao de escalas temporais das avalanches, a atenuacao do sinal
contrabalanceia o processamento de informagao pela rede. Se incluirmos
inibicao lateral dentro das camadas, esperamos que o limiar de ativacao
E,}, (e, portanto, E.) cres¢a de acordo com o nivel de inibigao da rede,
porém deixando a transicao de fases qualitativamente inalterada. Cer-
tamente, isso dependeria do alcance, da quantidade e da intensidade das

conex

oes laterais dentro das camadas.
Podemos sintetizar este capitulo em cinco resultados principais:

A fase de criticalidade estendida é confirmada através das leis de
escala para a densidade de sitios ativados e para a sua susceptibi-
lidade associada. A desordem quenched da rede gera a média zero
e a variabilidade divergente da densidade de sitios ativados numa
regiao estendida do espaco de parametros. Essa fase é conhecida
como fase de Griffiths [58, 61]. Ainda, a fase critica se encontra
proxima dos valores médios de EPSP no cortex [171-173], sendo
que os parametros do modelo foram coletados e/ou ajustados a
dados experimentais.

Distribuigoes de tamanho (e duragdo) de avalanches tém forma de
lei de poténcia e seus cortes escalam com o tamanho do sistema,
como é esperado dentro de uma regiao critica. Entretanto, ava-
lanches fora da regiao critica também apresentam forma de lei de
poténcia num intervalo limitado de s, corroborando o argumento

de que a presenga unicamente de distribuicoes com leis de poténcia
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néo estd necessariamente ligada a criticalidade do sistema [26, 27].

e O modelo apresenta correlagoes temporais de longo alcance dentro
da regido critica, verificada através da analise DFA (com expoente
0.5 < g < 1); o modelo também apresenta espectro de poténcia
1/f° com b ~ 1 na regido critica; ambos esses resultados estdo em
conformidade com resultados experimentais [64, 77, 79, 82].

e A estrutura colunar do modelo ficou evidente na escala caracteris-
ticas da distribui¢ao de avalanches para pequenas avalanches no
regime ativo fraco. Essa saliéncia na distribuicao de avalanches
poderia hipoteticamente ser encontrada experimentalmente se o
sistema visual estiver trabalhando num regime levemente supercri-
tico; por exemplo, com E = 1.88 mV.

e Descobrimos um minimo local no tempo de processamento da rede
dentro da fase de Griffiths e préoximo de £ = E,.. No ponto F = E,
o tempo de processamento diverge, conforme esperado para siste-
mas que apresentam percolagao dindmica ou dirigida, com expo-
ente 4 = 0.9. Apesar de minimo, a varidncia desse tempo de pro-
cessamento é maxima, similar & variancia do pardmetro de ordem.
Conjecturamos que esse comportamento pode ser essencial para um
processamento de informagao confiavel capaz de distinguir entre a
maior quantidade de estimulos possivel, ja que nas fases inativa ou
percolante forte, o sistema s6 respondera ou com atividade ruidosa,
ou com uma avalanche dominante extremamente rapida.

Todas essas evidéncias sugerem fortemente que o processamento visual
deve ocorrer preferencialmente dentro da fase critica ou proximo dela.
Apesar da criticalidade que observamos ser diretamente decorrente da
média sobre a desordem na rede, no cérebro as conexoes entre os neuro-
nios do cértex sao reforgadas ou enfraquecidas na escala desde segundos
até horas e dias, alterando assim a estrutura da rede [189]. Este fenomeno
é conhecido como adaptagdo sensorial [190]. Essas mudancas de estru-
tura ocorrem preferencialmente durante estados quiescentes, enquanto
nao ha processamento de informagao [190] — de modo similar, nossa rede
é remontada para cada estimulo diferente. Fases de Griffiths seriam ob-
servadas no cérebro, portanto, através de médias sobre muito tempo de
atividade, pois isso permitiria a reorganizagao das sinapses fazendo com
que a média do processamento da informagao levasse em conta diferen-
tes realizagoes das conexdes entre os neurdnios e gerasse uma grande
variabilidade caracteristica dessas fases.

O modelo apresenta caracteristicas essenciais de sistemas SOC,
tais como a separagdo de escalas temporais (que emerge naturalmente
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no regime critico), avalanches lei de poténcia que escalam com o tama-
nho do sistema, correlagoes temporais de longo alcance e espectro de
poténcia aproximadamente 1/f. Ainda assim, o modelo ndo apresenta
um mecanismo de auto-organizagao que o faz atingir o estado critico
independentemente dos pardmetros E e A\, que controlam a transigao de
fase. Contudo, o sistema visual apresenta sim adaptatividade aos esti-
mulos externos, o que evidencia a auto-organizacao da rede real [67, 83].
Além disso, nosso modelo apresenta uma regiao estendida de criticali-
dade, o que torna a hipotese de que o sistema visual real seja um sistema
SOC muito apelativa.

Conjecturamos que nosso modelo pertenga a alguma classe de uni-
versalidade de transicao de fase entre estados absorventes. A desordem
da rede introduz infinitos estados absorventes, pois cada realizacao da
rede implica numa densidade diferente de sitios ativados (especialmente
na regiao de Griffiths). Dependendo da relagdo entre os pardmetros es-
truturais e dinAmicos, o modelo estudado pode apresentar uma dindmica
que lembra aquela de um processo epidémico generalizado com imuniza-
¢ao ou imunizagao parcial, e portanto sua classe de universalidade seria
algo entre percolacao dindmica, percolacao dirigida ou até percolacao
dirigida tricritica [35]. O expoente da distribui¢do de avalanches no es-
tado critico é « = 1.4(1), diferente do esperado para percolagao dinmica
(o = 1.05 para d = 2 [184]), e mais proximo do esperado para percola-
¢ao dirigida (1.3 para d = 2 e 1.4 para d = 3 [184]). Vale lembrar que a
defini¢ao de avalanche que fizemos nao é a usual no estudo de transicoes
de fase para estados absorventes, pois o estado do sistema antes e depois
de uma avalanche nao é um estado absorvente em si, mas apenas um
estado de siléncio nos somas. Ainda, o expoente da densidade de sitios
ativados e da sua susceptibilidade associada nao batem com os expoen-
tes de percolagao dindmica nem com os de percolagao dirigida, pois a
dindmica do nosso modelo é algo entre a dindmica de cada uma dessas
classes de universalidade. Os expoentes que obtemos estao resumidos na
Tabela 1.

Destacamos que o estudo da criticalidade do cérebro deve ser feito
através da definicdo de um pardmetro de ordem e da sua susceptibili-
dade quando possivel. Se nao, pelo menos através do scaling das dis-
tribuigoes de avalanches (como que o corte varia com o tamanho do
sistema [12]). Em trabalhos futuros, pretendemos aperfeigoar nosso mo-
delo, adicionando funcionalidades como: a variacdo do campo excitatorio
dos neuronios com a profundidade das camadas do cortex; desordem em
E (e.g. ruido estocastico); dinAmica sinaptica ou plasticidade (STDP
ou STSP) [67, 120, 121, 152, 191]; inibi¢ao/excitacao lateral; ruido de
fundo; diferentes estimulos na camada de entrada. Devido & estrutura



Consideragédes finais sobre o modelo do V1 109

da rede e ao corpo extenso dos neurénios, é também possivel simular a
insercao de eletrodos e a medida de diferencas de potencial LFP para
uma melhor comparacao com dados experimentais.

Nosso estudo indica que ser critico ou quase-critico é vantajoso
para as redes sensoriais do cérebro. Por exemplo, nossa rede pode servir
de inspiracdo para ferramentas de reconhecimento de padroes dada a
minimizacao do tempo de processamento junto com a maximizacao da
sensibilidade da rede na regiao critica. Por fim, o modelo estudado pode
ser considerado um paradigma cinematico para a modelagem microsco-
pica do cortex.
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4 UM MODELO DE NEURONIO EFICIENTE COM
DINAMICA RICA

Modelar o cérebro nao é uma tarefa simples. Muitas vezes cien-
tistas optam por modelos simples e gerais que fornecem insights sobre
o fendmeno original que se esta tentando entender. Por outro lado, mo-
delos simples podem carecer de algumas propriedades que podem ser
fundamentais no fenémeno em questao, especialmente na modelagem de
sistemas complexos como o cérebro. Hoje, supercomputadores permitem
que proponhamos modelos de larga escala tanto para descrever fungoes
cerebrais quanto para descrever a fisiologia do cérebro [192-196].

A maioria desses modelos representa cada neurdénio por um ponto
no espago que realiza toda a computagao que, na realidade, ocorre por
todo o corpo extenso de um neurdnio real. Herz et al. [197] agruparam
modelos de neur6nio em cinco categorias gerais (de modelos compar-
timentais detalhados até modelos estocasticos simples), mas todos os
modelos que eles consideraram sao descritos por EDOs. Quanto mais
complexo o neurdnio, mais detalhes o modelo fornecera sobre a forma
e a dindmica (no espago e no tempo) do potencial de agdo se propa-
gando na membrana do neurdénio. Embora ja muito simples, modelos
de compartimento tinico sao capazes de realizar tarefas fundamentais de
processamento de um unico neurénio [197].

Neuro6nios baseados em mapa vém ganhando espago na tltima dé-
cada como uma nova classe de modelos com equagdes mais simples e
eficientes (do ponto de vista computacional) [129, 198]. Mapas sao sis-
temas de equagoes de tempo discreto e varidveis de estado continuas,
e modelos baseados em mapas descrevem o valor do potencial elétrico
da membrana no tempo [28, 137-140, 142, 199, 200]. Assim, todos os
modelos de neurdnio baseados em mapas devem pertencer ao nivel trés
da classificacdo de Herz et al. [197] (ou seja, modelos de compartimento
Gnico), ja que ainda nao ha modelos compartimentais de neurdnios base-
ados em mapa. Mapas que descrevem neurdnios frequentemente apresen-
tam descontinuidades arbitrarias nas suas funcoes de transferéncia para
levar em conta o decaimento abrupto da voltagem de membrana depois
de um potencial de agao (e.g. os modelos de Rulkov [139], Izhikevich
e Hoppensteadt [142] e Courbage et al. [140]). Alguns desses modelos,
ainda, sdo apenas a solugao de EDO através do método de Euler de
modelos integra-dispara nao-lineares com passo de tempo unitéario [142].

Recentemente, revisamos historicamente o desenvolvimento de uma
nova classe de mapas neuronais provenientes do modelo classico do per-
ceptron de McCulloch e Pitts [136] [129]. Essa abordagem consiste em
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construir modelos de neurdnios adicionando termos recorrentes na equa-
¢ao do perceptron até que a complexidade dindmica desejada seja alcan-
¢ada. O modelo mais rico dessa classe foi introduzido por Kinouchi e
Tragtenberg [138] (chamado modelo KT) e estendido por Kuva et al. [28]
ao introduzir uma terceira e lenta variavel, z, que permite bursts e dis-
paros cardiacos (o modelo KTz).

Neste capitulo, buscamos o melhor compromisso entre um bom
repertorio de comportamentos dindmicos neuronais e eficiéncia compu-
tacional, entdo aproximamos a tangente hiperbolica do neurénio KT (z)
original por uma simples funcao logistica (ver Apéndice B). Assim, to-
dos os pontos fixos (FP) e limites de estabilidade do modelo se tornam
analiticos. Tracaremos varios diagramas de bifurcacao e diagramas de
fase, tanto analitica quanto computacionalmente, e os compararemos
com os originais da tangente hiperbélica. Por tltimo, compararemos
este modelo do ponto de vista de comportamentos neurais e eficiéncia
computacional usando as ferramentas propostas por Izhikevich [201] e
também algumas que desenvolvemos [129].

As funcgoes sigmoides usadas em ambas as versoes do KT e do
KTz sao fungGes continuas, entao a queda do potencial de acao nao é
imposta sobre o sistema. Como consequéncia, os disparos do KT(z)
tém suas proprias escalas de tempo de ativacao e desativacao. Essas
escalas de tempo do modelo também dao origem a disparos cardiacos e
burstings naturalmente. Ainda, elas s@o uteis para que possamos esco-
lher acoplamentos entre neurdnios mais biologicamente inspirados do que
meros acoplamentos de pulso (Subsegao 2.3.2.1) [129, 198]. As correntes
externas entram no modelo KT(z) como um termo aditivo dentro da
funcao sigmoide [129]. Portanto, modelos de larga-escala podem ser tao
facilmente construidos a partir desses neurdnios usando gap junctions
ou sinapses quimicas (vistos na Subse¢do 2.3.2) [28, 129, 198] quanto
eles sao construidos a partir de modelos mais complexos baseados em
condutancia.

Veremos que empregar modelos simples da familia KTz pode fa-
cilitar o estudo, por exemplo, de fenémenos como bursts induzidos por
oscilagoes sublimiares, arritmia cardiaca ou até pds-despolarizagao adi-
antada (do inglés, EAD)!, todos estudados in vitro e in vivo [202-204] ou
usando modelos baseados em condutéancia [202, 204-207] que tém espagos
de pardmetros enormes, conforme vimos na Subsecao 2.3.1. Na verdade,
o estudo de diversos fendmenos pode ser significativamente aprimorado
através dos neurénios da familia KTz devido a dimensao reduzida do

IFenémeno onde ocorre um pico no potencial de membrana durante o decaimento
do potencial de agdo. Em inglés, chama-se early afterdepolarization.
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seu espaco de parametros. Adicionalmente, neurénios KTz e neurdnios
baseados em conduténcia tém um procedimento de acoplamento tao si-
milar que o KTz poderia ser facilmente compartimentalizado ou usado
em rede (como faremos no Capitulo 5). Ou até uma versdo eletronica
do KTz, tal qual os neurdnios construidos por Pinto et al. [208], poderia
ser construida devido & sua dinadmica intrinsecamente discreta através
de um filtro sigmoide.

O trabalho desenvolvido neste capitulo deu origem a um artigo ja
publicado [129] e a um outro artigo ja escrito em colaboragao com outros
trés estudantes do grupo, Rafael V. Stenzinger (aluno de mestrado), Jhe-
niffer J. Gonsalves (iniciac@o cientifica) e Germano S. Bortolotto (dou-
torando). O tultimo contribuiu no estudo dos atratores estranhos, da
eficiéncia e dos comportamentos do KTz, enquanto os outros dois deram
pequenas contribui¢oes em alguns diagramas de fase.

4.1 O MODELO KTz LOGISTICO

A proposta é aproximar a tangente hiperbolica do modelo KT(z)
pela fungao logistica, f(z) = /(1 + |z|). No Apéndice B fazemos uma
demonstragdo de como obter f(z) a partir da tanh(z). O novo modelo
fica:

(1) = f<x(t)—Ky(t) +Tz(t)+H+I(t)> |

yt+1)= (),
zt+1)= (1—=0)z(t) = Ma(t) — zr) ,

(4.1)

onde z(t) é o potencial de membrana do neurénio no instante ¢, y(t)
é uma variavel de recuperagdo rapida, z(t) é uma variavel lenta que
representa a corrente total idbnica que gera bursts e I(t) é uma corrente
externa total (devida a sinapses e/ou eletrodos). Os parametros K e
T controlam a dinadmica de disparos rapidos, o pardmetro § é o inverso
do tempo de recuperacgao de z(t) e controla o periodo refratéario, e A e
2 r controlam a dinimica de disparos lentos (bursting, disparos cardiacos,
etc). Em particular, A controla o amortecimento das oscilagdes, enquanto
que xR é um potencial de retorno que controla a duragio dos bursts (ou
disparos cardiacos). H é um potencial constante de fundo e ¢ é o passo
de tempo (ts) discreto [129]. Todos os parametros e variaveis estdo em
escalas arbitrarias.

Neste capitulo, vamos estudar dois casos: (I) o modelo KT logis-
tico bidimensional: § = A = 2(0) = 0; e (II) o modelo KTz logistico
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tridimensional: H =0 e §, A e 2(0) quaisquer. O caso II é equivalente a
transformar o H do caso (I) numa variavel lenta z(t): H(@°D = 2(¢),
com &, A\ e T arbitrarios. Supomos K > 0 e T > 0 sem perda de
generalidade [138]. S6 usaremos a corrente I(t) # 0 para estudar os
comportamentos excitaveis do modelo. Os diagramas de fase e de bifur-
cagao serao tragados todos com corrente externa nula.

4.1.1 Pontos fixos e bifurcagoes
4.1.1.1 Caso I

Usando a fungao logistica junto com a defini¢do de PF, podemos
reescrever a Eq. (4.1):

., o —Ky' +H
r = _
p (4.2)

yr= ar,
onde definimos p = T + |po| e po = (1 — K)z* + H por simplicidade.
Organizando os termos:
K+T+sH-1 H

(z*)* + SI—K) x*_s(lfK)ZO’ (4.3)

cujas solugoes sao:

S
f- % 1 K-T-sH
e 2(1—K)[ s

i\/(l—K—T+sH)2+4sHT . (4.4)

em que s = |pg|/po = 1 é o sinal de py. A Eq. (4.4) fornece quatro
FP dos quais mantemos apenas aqueles que satisfazem: (a) z* € R, (b)
|z*| <1 e (c) a desigualdade dada implicitamente por |pg| na definigao
des,ie. pp=(1—-—K)z*+H>0ses=+lepy=(1—-K)z*+H <0
se s =—1.

Os autovalores A da matriz Jacobiana obedecem & equagao carac-
teristica:

T KT
2
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cujas solugoes sao:

T AKp?
A =—[1+4/1 - —— . 4.6
* 2p2 T (4.6)

A dependéncia de A em 2% e H é dada implicitamente em p = T+ |(1 —
K)z* + H|. Esses autovalores podem assumir valores complexos para
K > 0.5, quando H = 0, permitindo o aparecimento de ciclos-limite
(LC).

A Fig. 19 mostra os diagramas de bifurcagdo [Eq. (4.4)] versus
cada um dos trés parametros do mapa, K, T' e H. A estabilidade dos
FP é dada pelos autovalores [Eq. (4.6)]: |[A+| < 1 sdo FP estéveis e estéo
plotados com linhas sélidas; FP com |[AL| > 1 e |A_| > 1 s@o instaveis e
estdo representados com linhas pontilhadas; Os pontos de sela, [A]| > 1
ou |[A_| > 1 com o outro autovalor estavel, sdo plotados com linhas
tracejadas.

As regioes cinzas nas Figs. 19A—H correspondem a LC obtidos por
simples iteracao do mapa. A altura das areas cinzas da a amplitude méa-

Figura 19. Pai-
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xima dos LC, calculada usando a Eq. (B.1) do Apéndice B. Essas regioes
sao preenchidas de vérias janelas de atratores periddicos, ou ciclos-Q). A
maioria dessas janelas é muito fina para ser percebida nesses gréficos,
entao nao as mostramos. Na Secao 4.1.2, tragaremos os diagramas de
fase do modelo para o caso (I) com H = 0, mostrando claramente as
lacunas de atratores periddicos (que correspondem a linguas de Arnold).

As regioes cinza escuro nesses diagramas representam coestabili-
dade entre LC e pelo menos um PF estavel. A borda externa dessas
regioes (i.e. a fronteira com o FP estavel) apresentam, portanto, bifur-
cagdo Neimark-Sacker subcritica (também conhecidas como bifurcagao
Andronov-Hopf para sistemas de tempo continuo).

A bifurcagao de x* sobre T nas Figs. 19A,B muda de uma forma
similar a pitchfork? em A para H = 0 para uma catéstrofe tipo cusp em
B para |H| > 0. No caso de H > 0, o ramo superior desconecta ao invés
do ramo inferior no painel B. O comportamento retratado nesses painéis
é valido para 0.5 < K < 1. Para 0 < K < 0.5, a regiao de LC some,
enquanto que para K > 1 é a regido de 2FP que some. O comporta-
mento do mapa € simétrico em H. Esse fato ficara mais evidente quando
apresentarmos os limites de estabilidade dos FPs na Secao 4.1.2.

As Figs. 19C-F mostram a superficie da catastrofe tipo cusp pro-
jetada no plano z* x H (duas bifurcagoes sela-no). A curva de histerese
em C se torna um tnico FP em F ao aumentar T', passando por uma
regiao de atratores LC. Essa figura é valida para 0.5 < K < 1. Os LC so-
mem para K < 0.5 e, por outro lado, a regiao de 2FP some para K > 1.
Os valores dos parametros K, T e H em que os dois FPs coalescem em
um ¢é facilmente obtido analiticamente usando os limites de estabilidade
que serao apresentados na préxma segao.

As Figs. 19G,H mostram a bifurcagdo de * em fungao de K para
H = 0 e dois T diferentes. A medida que T aumenta, a regiao de
LC desacopla dos dois FP estéveis (regiao 2FP), mudando a bifurcacao
Neimark-Sacker de subcritica (Fig. 19G) para supercritica (Fig. 19H)
para T > 0.5. Para H # 0, a simetria é quebrada de modo similar ao
da bifurcagao sobre T' no painel B: i.e. ou o FP superior (H > 0) ou o
inferior (H < 0) sobrevive enquanto o outro some numa bifurcacao sela-
n6. Ainda, LCs existem apenas para um certo intervalo de H préximo
de zero e qualquer |H| > 0 transforma a bifurcagdo Neimark-Sacker
supercritica em subcritica (painel H). Novamente ha simetria em H —
—H.

2Manteremos os nomes de muitas bifurcacdes e comportamentos de neurénio em
inglés para ficar de acordo com a literatura padrao internacional.
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4.1.1.2 Caso I1

O FP para o caso II é facilmente derivado da Eq. (4.3) substituindo-
se H por z* = (xp —x*)A/J. O KTz logistico tem, portanto, FP dado
por:

s(1-K—a)(@*)? + (T +stpa— 1+ K +a)r* —argp =0, (4.7)

onde definimos o = A/§ por simplicidade. A solugéo é:

s
= |1-K-T-— 1
x A - K—a) a(szr+1)

:l:\/(T—i-K—l—a—1)2+2sx1:¢a(1—K—oz—kT)—i—ozzac%a . (4.8)

Os FPs dados na Eq. (4.8) existem apenas se satisfizerem as mesmas
condigoes para o caso I, substituindo H por z* na terceira condigao:
(1-K)z*+2*>0paras=+1le (1 - K)z*+ z* <0 para s = —1.

1 1

A zr = —0.01 xr = —0.50
05 §—0.001] ©5 [§=0.001 D
%30 peeressnnernsanannans %50 FA = 0.001
A = 0.001 T =020 tussaseossareasases:

0.5 K — 060 05 "

! B zr = 0.6 ' [Zr = 050 T=050
05 §=0.001 05 [5=0.001
%40 A= 0,008 %0 [A=0.001
05 Lessansnn® K — 0.60! 05 wmnnn

! C n= 040 1 2z =050 T=0.70
05 §=0.001 05 [5=0.001
%40 A =0.001 %0 [A=0.001
-0.5 [yeaeset” K =0.60{ -05

-1 -1

0 0.2 0.4 TO.6 0.8 1 0 0.5 K 1 1.5

Figura 20. Painéis A-C: diagramas de bifurcagdo do KTz logistico versus T para K = 0.6
e d =X =0.001 fixos. (A) zgr = —0.01, (B) g = —0.26, (C) zr = —0.4. Painéis D-F:
diagramas de bifurcagdo do KTz logistico versus K para g = —0.5 ¢ § = A = 0.001 fixos.
(D) T =0.2, (E) T=0.5, (F) T=0.7. A Eq. (4.8) da4 FPs estaveis (—) e instaveis (---)
e a Eq. (B.1) da a amplitude dos LCs (altura da area preenchida). No painel D, ao invés
da altura do atrator para K < 1.5, o préprio atrator é mostrado como exemplo de ciclos
periédicos. Cinza escuro: bursting; cinza claro: disparos rapidos ou cardiacos.
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A equagdo caracteristica da Jacobiana é dada por:
PPN = [T+ (1 =8p°| >+ T(K+A+1-6)A—KT(1-6)=0, (4.9)

lembrando que p = T + |z* — Ky* + z*|. A solugao para A é dada pela
formula de Cardano-Tartaglia:

A =B+C-+2D,

AQ:B—li\/SﬁZC’ 1+\/§ZD,
2 4 (4.10)
A3:B—1+\/§ZC’+17\/§2D

2 g

onde os coeficientes B, C' e D sdo dados por:

_ _ 2
B:T (6 1)p7
3p?
C_S/R+\/4U3+R2

3v/2p?
D_ U (4.11)
3p2V/R+VaU? + R*
U=3p°T(K+X—6+1)—[(6 —1)p* - T)*,
R =273 —3(6 — 1)p*T (6§ — 1+ 6K — 3)\)+
+3p°T%(5 — 1 — 3K —3)\) —2(6 — 1)3p° .

Os diagramas de bifurcagdo do FP do KTz logistico [Eq. (4.8)]
estdo plotados nas Figs. 20A-F. A estabilidade é dada pelas mesmas
condigoes descritas para o caso I, mas usando A;j 2 3 dado na Eq. (4.10):
linhas sélidas sao FP estaveis, enquanto linhas pontilhadas sao FP insta-
veis. Os LC ficam nas areas cinzas. Nas Figs. 20A—C, a area preenchida
corresponde ao atrator verdadeiro (ao invés de simplesmente sua ampli-
tude, como nas outras figuras) para cada T iterado por 10° ts. Se mais
iteragoes fossem consideradas, os atratores teriam uma distribuicao de
pontos mais densa para cada T. Para as Figs. 20D-F, a altura da area
cinza é a amplitude do LC, Eq. (B.1) do Apéndice B (exceto na grande
janela periodica no painel D proximo de K = 1.5). Bursts de disparos
(BS) estao na regiao cinza escuro enquanto que disparos rapidos (FS) ou
cardiacos (CS) estdo na regido cinza clara. E facil separar CS e FS, pois
CS tem um grande buraco onde os pontos do atrator sao esparsamente
distribuidos proximos de z* = 0 (paineis A a C).
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A corrente lenta z faz com que nao haja mais biestabilidade entre
dois FPs, como havia no caso I. Os valores de zg, A e § determinam o
valor estacionario de z* = (xr — 2*) \/d, que é equivalente ao H do caso
1. Assim, os comportamentos que descreveremos aqui serdo simétricos em
TR, tal que xtg = —x g faz com que z* — —z*.

Nas Figs. 20A—C, a regido de 2FP do caso I gerou uma regiao
de CS. Se considerarmos z variando muito lentamente (uma aproxima-
¢ao quase-estatica), entdo um disparo cardiaco pode ser visto como uma
alternancia lenta entre dois FP estéveis. Essa afirmacao pode ser verifi-
cada comparando as Figs. 19A B e 20A—-C, e notando a alta densidade
de pontos do atrator de LC na regiao de CS para o caso II onde estavam
anteriormente os PF estaveis do caso I. Esse fendmeno ocorre pois o mo-
delo, nesse regime, esta proximo das bifurcagdes sela-no (Fig. 19C) e é
conhecido como ruinas de atratores ou fantasmas de atratores [126, 209].

Nas Figs. 20D-F, os LCs comecam por uma bifurcagao subcritica
de Neimark-Sacker do FP numa regiao de BS. A regiao BS encolhe a
medida que 7' aumenta. A amplitude dos LCs também decresce com
o aumento de T. Esse decréscimo também pode ser explicado através
do caso I: para H = 0 e T = K ha uma bifurcacdo Neimark-Sacker
supercritica no caso I (Fig. 19A), entao para |zgA/d] 2 0e T S K a
amplitude dos LCs deve ser pequena. No painel D, particularmente, ha
uma janela periddica bem larga no lado direito da regiao de LCs, onde
aparece um atrator ciclo-5.

As regides FS e BS se extinguem para |z g| crescente. A descrigdo
das bifurcacoes do KTz, até agora, sao validas apenas para 0.5 < K < 1.
Para 0 < K < 0.5, h4 apenas comportamento FP e CS, enquanto que
para K > 1 nao ha CS. Todas as bifurcagoes ocorrem também para xp >
0, mas as oscilagdes nascem do FP simétrico positivo. As bifurcag¢oes
para todos os valores de K ficarao mais claras quando discutirmos os
limites de estabilidade do FP na proxima secao.

Calculamos também os intervalos entre disparos (ISI), que nada
mais é que o periodo dos LCs, para estudar a estrutura interna dos LCs.
O calculo do ISI nos permite separar claramente regimes de FP, FS, BS,
CS e disparos cardiacos aperiddicos (ACS). Até onde sabemos, nao ha
outro modelo de neurdnio que apresenta regime ACS. E possivel achar
janelas estreitas dentro do regime aperidédico onde existem atratores cad-
ticos, embora o neur6nio nao seja geralmente cadtico nesse regime.

Os diagramas de bifurcacdo do ISI sdo dados na Fig. 21 (curvas
azuis de cima). Todas as transi¢bes nessa figura estdo marcadas com
linhas pontilhadas verticais. As Figs. 21A—C correspondem a aproxi-
madamente os mesmos parametros que os das Figs. 20A—C, respectiva-
mente. FExceto a transi¢do entre CS—ACS, todas as outras bifurca¢oes
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Figura 21. Bifurcagao do intervalo entre disparos (azul, curvas de cima) e amplitude
dos LCs (preto, curvas de baixo) para K = 0.6 e § = XA = 0.001. Painéis A-C: IST X
T para zg = —0.01 (A), g = —0.2 (B) e zg = —0.4 (C); detalhe: fronteira entre
disparos cardiacos periodicos e aperiodicos; note a dispersao de ISI na regiao de ACS.
Painéis D-F: ISI x ¢ para T = 0.1 (D), T'= 0.275 (E) e T' = 0.54 (F). Linhas verticais
pontilhadas destacam as bifurcagdes (ou mudangas de comportamento). A amplitude dos
LCs é descontinua em todas as bifurcagdes. A descontinuidade desaparece para |[xgr| — 0
pois o modelo se aproxima de uma bifurcagdo Neimark-Sacker supercritica. A amplitude
mostra as oscilagdes sublimiares nas transi¢bes de FP para BS ou ACS.

da Fig. 21 sao descontinuas.

O regime FS coexiste com CS num pequeno intervalo de para-
metros T (Fig. 21A). A transicdo entre esses dois regimes é similar a
uma transi¢do de primeira ordem. A transi¢do de BS para FS, por ou-
tro lado, ocorre através do aumento continuo da duragao de um tnico
burst, Atpg, de maneira similar ao que ocorre no interneurdnio do cora-
¢do da sangue-suga modelado por Shilnikov e Cymbalyuk [210] através
de uma abordagem baseada em condutéancias. A Fig. 21E mostra o per-
fil de ISI nessa transicao enquanto que a Fig. 22B mostra o scaling de

Atpg proximo da transigdo em xgs = —0.075 para o mesmo conjunto
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Figura 22. Painel A: periodo das oscilagées, IS1;, em fungao de |xr — z%s\ (z%s éo

ponto de bifurcagdo dado pela Eq. (4.19) no limite quase-estatico). Note que (IST) vai a
infinito para *r — wg com expoente 1/2 [mesmos dados que na Fig. 21D deslocados de
mgs]. O pequeno bico préoximo de |zgr — x%s| ~ 10~ ! separa disparos cardiacos periédicos
(direita) de aperiodicos (esquerda). Painel B: duragao de burst, Atgs, em fungao de

lzr — mgs| (xgs é o ponto de bifurcagao onde FS comega através de uma catastrofe blue-

sky [210]). A lei de poténcia vale apenas bem perto da bifurcagio (|Jzg — 55| < 1073).
Painel C: potencial de membrana na transi¢do de CS para BS para T crescente e K = 0.6,
d = X = 0.001 e xzg = —0.2 fixos. Note como o ciclo limite perde estabilidade para
um comportamento cadtico misturado entre disparos cardiacos e bursting. A forma dos
potenciais de acdo em C (meio) lembra potenciais de a¢do com EAD [207].

de parametros. Enquanto o intervalo entre bursts (maior ISI, Fig. 21E)
permanece praticamente constante com xp — xgs = —0.075, a duragao
dos bursts aumenta continuamente para infinito de acordo com a lei de
poténcia:

(Atps) ~ |zg — zB5|71/2 (4.12)

caracterizando uma bifurcagao homoclinica de uma 6rbita peridédica sela-
no [210].

A bifurcacdo de CS—FP ocorre através de uma bifurcacdo de
periodo infinito (Figs. 21C,D). A Fig. 22A mostra em detalhes como o
periodo vai a infinito de acordo com a lei de poténcia:

(ISI) ~ |zg — 255712 | (4.13)
onde x%s é o ponto de transicao dado pelo limite de estabilidade do
FP que, no limite quase-estético, veremos que obedece a Eq. (4.19). A
mesma lei de poténcia é verificada para (IST) x |T —T%|. A Eq. (4.13)
caracteriza uma bifurcacéo sela-né no circulo invariante [126].

A borda entre CS e BS (Fig. 21B) apresenta pequenas regioes
com atratores caoticos, dada a perda da estabilidade do LC. Na Fig. 22C,
mostramos o comportamento do neurdnio, x(t) versus ¢, conforme a tran-
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sicdo CS—BS se aproxima. Para T pequeno (esquerda da Fig. 22C), os
disparos cardfacos sao bem regulares e lembram, por exemplo, os dispa-
ros do modelo de FitzHugh-Nagumo [132, 133]. Para T crescendo, o LC
perde estabilidade e comega a mostrar pequenas oscilagoes mesmo du-
rante o decaimento lento do potencial de a¢ao (painel do meio), de modo
similar a potenciais de agdo com EAD [207]. A regido BS comega apos
uma transi¢do altamente cadtica com comportamentos misturados de BS
com CS (painel da direita da Fig. 22C) que ocorre em 0.24 < T < 0.25.

Se novamente considerarmos z(t) variando bem lentamente para
rr < 0, o sistema é bem representado pela alternancia lenta entre os dia-
gramas de bifurcagao das Figs. 19A,B. A orbita gira em torno de dois FP
estaveis na Fig. 19A B para T pequeno. Conforme T aumenta, o FP de
cima passa por uma bifurcacao Neimark-Sacker subcritica. Entretanto,
dentro de uma certa regiao de T os LC coexistem com um equilibrio
de sela, o que desestabiliza as oscilagoes e gera oscilagoes rapidas de
pequena amplitude no LC.

A bifurcagdo que separa BS e FP (Figs. 21B,E) é similar aquela
que separa CS e FP. O maior ISI (ou o intervalo entre bursts) diverge de
acordo com a lei de poténcia dada na Eq. (4.13): (IBI) ~ |xg—ah?P|~1/2,
Novamente, xﬁp é o valor do ponto de transigao que pode ser determi-
nado pelo limite de estabilidade do FP. A presenca das bifurcagoes sela-
nd, homoclinica [Eq. (4.12)] e Neimark-Sacker proximas sugere que o mo-
delo KTz logistico tem um ponto de bifurcagdo Bogdanov-Takens [126].
Entretanto, nao buscamos caracterizar essa bifurcacao.

A amplitude dos LCs também esté retratada na Fig. 21 (pontos
pretos na parte de baixo de cada painel). Todos os FPs nessa figura
bifurcam para LCs através de bifurcagoes com amplitude descontinua.
A excegdo é o caso g = 0, em que recuperamos a bifurcagdo Neimark-
Sacker supercritica do caso I. Uma regidao bem estreita de oscilagoes
sublimiares (SO) ocorre na borda das transigdes: FS—FP, CS—FP e
BS—FP, apesar da descontinuidade na amplitude. Apenas para ajudar
a visualizar a amplitude de SO: na Fig. 21B-E aparece uma poeira preta
préximo as linhas pontilhadas verticais com coordenada y entre 1072 e
1; essa poeira é a amplitude das SO.
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4.1.2 Diagramas de fase
4.1.2.1 Caso I

O modelo KT logistico tem trés parametros, K, T e H. Nos
tragaremos os diagramas K x T para H = 0 e também T x H para
varios K. Nos inserimos a Eq. (4.4) na Eq. (4.6) e usamos a condigao do
limite de estabilidade dada na Eq. (B.2) (Apéndice B) para obter uma
curva de um parametro em funcao dos outros dois.

O caso H = 0 (retratado na Fig. 23A) tem quatro limites de
estabilidade diferentes, dos quais trés sao analiticos:

T=1-K, para K <0.5, (4.14)

T =K , para K > 0.5, (4.15)
1

T:?+K—2,para0.5§K§1, (4.16)

onde Eq. (4.14) separa a regido de um FP estavel (1FP) da regido de
dois FP estaveis (2FP) através de uma bifurcagao pitchfork supercritica
(de modo similar ao da Fig. 19A, mas para K < 0.5 ndo ha LC, ou ao da
Fig. 19H para T > 0.5), a Eq. (4.15) separa 1FP de uma regido de LC
(Osc) através de uma bifurcacdo Neimark-Sacker supercritica (também
de modo similar ao da Fig. 19A, mas para K > 0.5 nao hé coexisténcia
de FP estavel, ou ao da Fig. 19H para T > 0.5) e a Eq. (4.16) separa
a regido de 2FP de uma regiao de LC (Osc) através de uma bifurcagao
Neimark-Sacker subcritica (Fig. 19G). A curva dada pela Eq. (4.16) ¢ a
curva mais a direita com linha tracejada na Fig. 23A.

O limite de estabilidade da fase Osc. foi determinado através da
iteragao do mapa e é a curva tracejada mais a esquerda na Fig. 23A. A
regiao Osc. estad preenchida com intmeras linguas de Arnold, cada uma
correspondendo a um atrator de periodo diferente. Os rétulos de cada
lingua na Fig. 23A sdo conhecidos como nameros de giracao w = P/Q,
onde @ é o periodo do atrator (i.e. a quantidade de passos de tempo
para o mapa se repetir exatamente) e P é a quantidade de oscilagdes
completas dentro do periodo (). As linguas sdo mais finas do que no
modelo original com tanh (Apéndice B) e correspondem aos atratores
periddicos detectados nos diagramas de bifurcacdo. A estrutura geral
do diagrama T x K foi preservada pela aproximacao logistica. Detalhes
sobre o algoritmo usado para determinar as linguas sao apresentados por
Tragtenberg e Yokoi [211].

O parametro H é um terceiro eixo saindo do papel na Fig. 23A,
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perpendicular a T e K. Entao para H # 0, temos trés diagramas de fase
qualitativamente distintos, mostrados nos painéis B a D dessa figura, que
correspondem aos limites de estabilidade das Eqs. (4.14), (4.15) e (4.16):
K <0.5;0.5 < K <1eK > 1. Linhas pontilhadas verticais na Fig. 23A
indicam os valores de K usados para tragar os outros trés diagramas de
fase na figura.

As linhas solidas nas Figs. 23B-D sao os limites de estabilidade
do FP dados por:

JO-KT + K — 1) o, para K < 0.5,

H:
VKT + K — 1) z* | para K > 0.5,

(4.17)

onde z* sdo os FP dados pela Eq. (4.4). Entretanto, o vinculo dado pelo
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Figura 23. Diagramas de fase do modelo KT logistico (caso I). Painel A: T'x K para H = 0
(linhas pontilhadas verticais sdo os valores de K selecionados para os painéis B, C, D);
Linhas soélidas s@ao bifurcagoes pitchfork supercriticas [1IFP<+»2FP, Eq. (4.14)] ou bifurca-
¢oes Neimark-Sacker supercriticas [IFP<+»Osc., Eq. (4.15)], a linha tracejada mais a direita
é uma bifurcagdo Neumark-Sacker subcritica [2FP—Osc., Eq. (4.16)] e a linha tracejada
a esquerda é o limite de estabilidade da regido Osc. determinado computacionalmente.
Painéis B-D: T' X H para K = 0.3 (B, valido para K < 0.5); K = 0.6 (C, valido para
0.5 < K <1); K = 1.5 (D, valido para K > 1). 2FP<«+1FP: bifurcagao sela-né e linhas
tracejadas sdo bifurcacbes Neimark-Sacker subcriticas determinadas computacionalmente;
linhas solidas sdo dadas pela Eq. (4.17). O ponto no topo (bico) nos painéis C e D sdo pon-
tos multicriticos (MCP) onde ocorre bifurcagao de Neimark-Sacker supercritica. A regiao
oscilatoria apresenta varias linguas de Arnold, rotuladas por seus numeros de giragéo.
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limite de estabilidade (|A] = 1) simplifica o FP [Eq. (4.4)] para:

T
sl1— ﬁ ) , para K < 05,
5 = T (4.18)
s|1-— K) , para K > 0.5,

em que s = *1 ja foi definido anteriormente. As duas solugoes distintas
para as Egs. (4.17) e (4.18) vém da mudanca do autovalor de real para
complexo em K = 0.5.

As curvas solidas mostradas nas Figs. 23B-D séo a intersecc¢ao das
superficies no espago K x T x H dadas pela Eq. (4.17) com planos per-
pendiculares a K (i.e. com K fixo). As linhas tracejadas nas Figs. 23C,D
sao os limites de estabilidade da fase Osc. e foram determinadas através
de um método de bissecgao da iteragao do mapa. As linguas de Arnold
da Fig. 23A com atratores peri6dicos também se interseccionam com os
planos com K fixo e, portanto, estao presentes dentro da fase Osc. nas
Figs. 23B-D. Entretanto, nao determinamos os limites das linguas de
Arnold (i.e. dos atratores periodicos) nos planos com K fixo. Os diagra-
mas de fase da Fig. 23 nos dao uma visao geral de todas as bifurcagoes
discutidas com a Fig. 19.

Novamente, hd uma grande similaridade entre a aproximacao lo-
gistica e o modelo original de Kinouchi e Tragtenberg [138] (ver Apén-
dice B) com duas diferengas importantes: primeiro, os dois pontos mul-
ticriticos (MCP) do modelo original coalesceram em apenas um MCP
(Fig. 23C,D) de modo a formar um bico no topo do diagrama; segundo,
a bifurcagao Neimark-Sacker supercritica que ocorria no original para
K > 1 se tornou apenas a ponta superior do diagrama, tornando as
fronteiras entre FP e Osc. completamente subcritica (Fig. 23D).

Comparando os diagramas da Fig. 23, concluimos que a regiao
mais rica em termos de comportamentos dindmicos ocorre para 0.5 <
K < 1 pois apresenta todas as bifurcacoes possiveis do modelo. Assim,
nos estudaremos o modelo tridimensional apenas dentro dessa regiao sem
perda de generalidade.

4.1.2.2 Caso II

A variavel z acrescenta trés outros parametros no modelo: J, \ e
zr. Tragaremos o diagrama zp X T para § = A = 0.001l e K = 0.6 ¢
aplicaremos o método de ISI (descrito no Apéndice B) para separar as
fases de LC. E possivel aplicar esse método para qualquer combinacio
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Figura 24. Diagrama de fase zr X T. Painel A: método da distribuigao de ISI aplicado
ao modelo KTz logistico (caso II). Painel B: mesmo método aplicado ao modelo original
com tanh (comparar com o diagrama apresentado no Apéndice B). As fases sdo mostradas
com diferentes tons de cinza. Tem uma regido biestavel na fronteira entre FS e CS. O
comportamento caracteristico do mapa dentro da poeira (ou camardes [213]) entre CS e
BS é uma alternancia infinita entre disparos cardiacos e bursting. Linhas tracejadas sdo
a aproximagdo quase-estatica. Oscilagdes sublimiares (SO) também estdao presentes no
painel A, mas dentro de uma regiao muito estreita sob a linha tracejada. Bursts lentos e
rapidos estdo separados por um limiar arbitrario apenas para destacar a presenca de bursts
com véarios intervalos entre burst. Linhas pontilhadas horizontais e verticais correspondem
aos valores de xr e T escolhidos para plotar a Fig. 21.

de parametros. Neste trabalho, aplicaremos apenas para o caso A = § =
0.001 e K = 0.6, pois este é o inico diagrama de fases do KTz hiperbélico
presente na literatura que descreve as fronteiras entre diferentes fases de
LC atraves da iteragdo do mapa [28]. Outros diagramas de fases foram
tragados apenas usando o limite de estabilidade do FP, sem separar as
fases de LC [212].

O método de IST aplicado ao modelo KTz logistico resulta na
Fig. 24A enquanto que aplicado ao modeo KTz tanh, na Fig. 24B. O
painel B também pode ser comparado ao diagrama xg X T' do modelo
com tanh criado apenas com iteragoes do mapa por Kuva et al. [28], no
Apéndice B. As fases sdo separadas pelo método descrito também no
Apéndice B, através do qual se pode encontrar comportamentos tipicos
do neurénio em cada uma das regides. Esse método nos da uma ideia boa
sobre estruturas que sao muito dificilmente encontradas usando apenas
a iteragdo do mapa. Por exemplo, a fase ACS também esté presente no
modelo original, apesar de nunca ter sido detectada. Essa fase se torna
a poeira encontrada na fronteira entre CS e BS. O atrator do sistema
ajustado sobre essa poeira, em ambos os casos, € uma alternéancia infinita
entre disparos cardiacos e bursts, como no painel da direita da Fig. 22C.
Um primeiro olhar sobre essa regiao dé a impressao de que a poeira
vai diminuindo conforme |zg| diminui, mas ainda mantendo a mesma
estrutura. Essa pode ser, portanto, uma regiao com estrutura fractal
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no espago de pardmetros do modelo KTz (seja hiperbolico ou logistico),
onde o modelo apresenta comportamento cadtico. Se for assim, pode ser
que sejam camaroes no espago de parametros [213, 214].

A aproximagao adiabatica, ou quase-estatica, consiste em subs-
tituir H do caso I por H®°D = »* — (zp —2*)\/§ nos limites de
estabilidade das Egs. (4.17) e (4.18) e resolver para obter uma curva
zr(T) (ou outra que se tenha interesse). A aproximagao, valida para
0 <0 =XK1, resulta em:

zp=s(K-T), (4.19)

onde s = 41 para o FP positivo e s = —1 para o FP negativo. A
Eq. (4.19) esta plotada com uma curva tracejada na Fig. 24A. Essa
curva é muito mais simples do que a obtida por Copelli et al. [212] para
o modelo hiperbolico (linha tracejada no painel B).

Bursts lentos (SB) estao separados dos bursts regulares atraves do
ISI usando um limiar arbitrario. Fazemos isso para enfatizar a grande
diferenca de ISI entre ambos os comportamentos observados nas Figs. 21.
Todas as fases que est@o presentes no KTz hiperbolico (FS, FP, BS, SB,
CS, ACS e SO) também estao presentes na nossa aproximacao logistica
(mesmo que a fase ACS nao tenha sido originalmente detectada no mo-
delo KTz hiperbdlico). A fase de SO foi identificada apenas através do
calculo da amplitude das oscilagoes ja que ela é muito fina no diagrama
xr X T.

A reentrancia no diagrama da Fig. 24B para T"— 0 no modelo da
tanh ocorre em varios limites de estabilidade em outros planos de para-
metros [212]. O KTz logistico teve seu limite de estabilidade linearizado
no limite adiabatico em relagdo ao KTz hiperbolico (comparar as cur-
vas tracejadas nas Figs. 21 A e B). Portanto, também seria interessante
investigar se o modelo logistico, no limite adiabatico, ter& seu limite de
estabilidade linearizado também nos outros planos de parametros, em
que o modelo hiperbélico apresenta reentrancia.

4.2 COMPORTAMENTOS NEURONAIS

Esta segao é dedicada a descrever comportamentos dindmicos par-
ticulares do mapa que podem ser de interesse ao propor uma rede neural
biologicamente plausivel, como faremos no Capitulo 5. A solugao x(t) do
mapa, Eq. (4.1), é o proprio potencial elétrico da membrana do neuro-
nio, portanto as Figs. 25 e 26 terdo = (em unidades arbitrarias) no eixo
y (plotado com circulos e linhas para guiar os olhos) e ¢ (em ts) no
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eixo horizontal. Comportamentos excitaveis estdo acompanhados com
a respectiva curva de corrente de entrada, I(t) (também em unidades
arbitrarias), logo abaixo do grafico do potencial. Os parametros para
todos os comportamentos dessas figuras sdo dados no Apéndice B, na
Tabela 7.

4.2.1 Caso 1

O modelo bidimensional apresenta apenas trés comportamentos
autonomos: estado de repouso, disparos rapidos e oscilagoes sublimiares.
Os disparos rapidos podem ser cadticos, dependendo dos parametros. Os
comportamentos excitaveis sao mais diversos, pois dependem das bifur-
cagbes do modelo. Como vimos na Subsegao 4.1.1, mesmo o modelo KT
logistico ja apresenta diversas bifurcac¢oes diferentes. Os comportamen-
tos excitaveis descritos aqui sao achados todos proximos a bifurcacao
Neimark-Sacker subcritica (Fig. 23C).

Os comportamentos excitaveis sao: relaxagao ao FP, oscilagoes
transientes, disparos tonicos, efeito de bloqueio de nervo, biestabilidade
(LC + FP) e disparos excitaveis. Todos eles também presentes no modelo
original [138]. Entretanto, a amplitude das oscilagdes da aproximacao
logistica sao um tanto menores do que as apresentadas com a tanh, ja
que a funcao logistica varia mais devagar para |T| — 0 do que a tanh.

O modelo KT apresenta excitabilidade verdadeira, pois na maioria
das bifurcagoes apresenta um equilibrio de sela que separa a bacia de
atracao dos dois atratores. Cada curva da Fig. 25F é o resultado de
um estimulo pulso delta [Eq. (2.63)] de intensidade cada vez maior, até
que o neurénio dispara. O limiar de excitabilidade pode ser facilmente
determinado através da distancia entre os pardmetros do neurénio e o

limite de estabilidade do FP, curva H(K,T) dada na Eq. (4.17).
4.2.2 Caso II

O caso II é uma generalizacao do caso I, entao além dos com-
portamentos auténomos e excitéaveis do caso I, neurénios KTz também
apresentam: disparos lentos, disparos cardiacos rapidos e lentos, disparos
cardiacos aperiodicos, bursts rapidos e lentos e bursts cadticos (mistura
de disparos cardiacos e bursts encontrada na poeira entre os dois regi-
mes).

Poucos modelos de neurénios apresentam disparos cardiacos. No
caso de modelos de tempo continuo, sao conhecidos apenas o neurénio



129

Comportamentos neuronais

', e[oqe], BU SOPRP SOoIjoweIRJ "[] OSed Op SeWouQinNe S203e[Idoso
:stgured soInQ ‘] 0sed Op s0oYdadse S1EARIIDXS sojusmre)rodwod -y suied ‘021381801 (z) I3 Op sodrwgulp sojuowejrodwo) ‘gz eInSig

S)00T :OSIMISYIO (SI(OF /] [OUR ] wemmm—
(nz
Hr——

*080 PloYSeIIqNs A

Surysing o130eyd T Surysing Mmors 3 Surysing 9sey Sunyids oerpres ‘|

Sunyids mofs ‘H Supyids 9sey "9 Aynqeyoxe g Ayqessiq g

- r— | I | | — | S
— — — —

Sunporq ealeu (g Sunyids otuoy D *0SO JUOISURI} "¢ yutod pexy 'y



Um modelo de neurénio eficiente com dindmica rica

130

B. phasic spiking C. tonic bursting D. phasic bursting

H. subthreshold osc.

— A

I. resonator

J. integrator K. rebound spike .L, rebound burst

Figura 26.

N. bistability 0. accommodatign

.................................................. I

Alguns comportamentos excitaveis do KTz logistico. Parametros dados na Tabela 7.
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formal de FitzHugh-Nagumo [132, 133] e o neurdnio baseado em condu-
tancias de Luo e Rudy [144]. O primeiro mapa a apresentar disparos
cardiacos foi o modelo KTz hiperbolico [28, 129]. Recentemente, ha a
proposta do modelo de Rulkov adaptado [215] e uma discretizagao do
modelo de Luo & Rudy [216]. A simplificagao logistica permite entender
os disparos cardiacos precisamente, ja que depende de uma funcao con-
tinua (diferentemente do modelo de Rulkov) e tem poucos parametros
e poucas equagoes (diferentemente da solugdo via método de Euler do
modelo de Luo & Rudy).

A variavel z gera uma grande variedade de comportamentos dina-
micos lento-rapido. Eles estao retratados na Fig. 26. Abaixo descrevere-
mos rapidamente esses comportamentos de acordo com Izhikevich [201]
para poder comparar nosso mapa com os modelos abordados pelo autor
em termos de eficiéncia computacional.

e Disparos tonicos. H& neurdnios que apresentam um comporta-
mento quiescente até que excitados por uma corrente continua, af
comecam a disparar periodicamente (Fig. 26A). Nesses neurdnios, o
trem de disparos aparece apenas através do estimulo externo. Esse
comportamento esta presente em praticamente todos os neurénios
conhecidos.

e Disparo fdsico. Pode acontecer de, quando estimulado com uma
corrente continua, o neurdnio disparar apenas uma vez e tornar a
ficar quiescente novamente, mesmo que a corrente externa continue
atuando. Esse comportamento é conhecido como disparo fasico
(Fig. 26B) e ocorre de maneira geral em elementos excitaveis.

e Bursts tonicos. Neurdnios KTz também apresentam bursts tonicos
(Fig. 26C) enquanto a corrente externa esta ativa. Essa proprie-
dade é importante pois esté relacionada com a geragao das oscila-
goes gamma no cérebro.

e Burst fdsico. Parecido com o disparo fésico, o neur6nio reage
ao estimulo externo continuo com um tnico burst de disparos
(Fig. 26D).

e Modo misto. Alguns neurdnios podem exibir modo misto: eles dis-
param um burst fasico e depois comegam a disparar tonicamente
(Fig. 26E). O KTz logistico é capaz de reproduzir este comporta-
mento.

e Fxcitabilidade classe 1. Alguns neur6nios apresentam a frequéncia
de disparos dependente da intensidade da corrente injetada [126].
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Esses neurodnios sao ditos excitaveis de classe 1 (Fig. 26F) e po-
dem codificar, portanto, a entrada numa resposta. Esse comporta-
mento é tipicamente encontrado em neurdnios piramidais no cortex
e ocorre devido a uma bifurcagéo sela-né no circulo invariante [126].

Excitabilidade classe 2. Ao contréario da classe 1, neurdnios nesse
regime nao sdo capazes de codificar a entrada numa saida. A
frequéncia de resposta dessas células varia descontinuamente com
a intensidade da corrente de entrada (Fig. 26G). Um exemplo sao
0s interneurénios inibitorios do cortex. Esses disparos sao causa-
dos ou por uma bifurcagao sela-né (fora do circulo invariante) ou
por uma bifurcagdo de Neimark-Sacker sub ou supercritica [126].

Oscilagoes sublimiares. A presenca de oscilagoes que sao insufi-
cientes para causar disparos é comum numa grande variedade de
neurdnios (Fig. 26H apoés o disparo).

Ressoador. Alguns neurdnios podem agir como ressoadores. Eles
reagem apenas a estimulos cuja frequéncia é a mesma que sua
frequéncia de oscilagdo sublimiar. Na Fig. 261, o neurénio KTz do
exemplo nao dispara quando a frequéncia do estimulo é muito alta.

Integrador. Para neurdnios sem oscilagoes sublimiares, quanto
mais alta a frequéncia de entrada, maior a chance de ocorrer um
disparo. Esses neurdnios sao ditos integradores (Fig. 26J). Um
neurdnio com essa propriedade é que utilizamos no modelo do cor-
tex visual, no Capitulo 3.

Disparo de rebote. Alguns neurdnios disparam ao voltar para o
equilibrio ap6s estimulos inibitérios. Esse fenémeno é chamado de
disparo pos-inibitério ou rebote (Fig. 26K).

Burst de rebote. Ao invés de disparar apenas uma vez, alguns
neurdnios disparam um burst na volta para o equilibrio apoés esti-
mulo inibitério (Fig. 26L).

Variabilidade do limiar. Nosso modelo é também capaz de repro-
duzir a variabilidade do limiar (Fig. 26M). Um estimulo que seria
muito fraco para causar um disparo pode gerar um disparo se a
membrana for perturbada inicialmente.

Biestabilidade. Alguns neurénios do neocoértex podem apresentar
dois comportamentos estaveis. A Fig. 26N mostra uma situagao
em que um FP se torna um LC ap6s um estimulo externo e, pos-
teriormente, o LC se torna um FP apds outros estimulo externo.
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Nesse caso, ambos os atratores coexistem. O estimulo externo
muda a posigao relativa entre as nullclines, deixando o neurdnio
momentaneamente ou na bacia do FP ou na bacia do LC.

e Acomodacdo. Ao receber uma corrente que aumenta lentamente,
alguns neurénios nao disparam. O que indica uma acomodagao ao
estimulo externo, como mostrado na Fig. 260. Variagoes rapidas e
de amplitude menor podem fazer com que o mesmo neurédnio dis-
pare (note que ha uma varia¢do bem pequena de corrente externa
logo ap6s a primeira rampa de corrente e, por isso, o neurénio

dispara).
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Figura 27. Atrator estranho tipico do mapa KT logistico com H = 0, T' = 0.009, K = 0.89
e z(0) = y(0) = 0. Note a estrutura fractal conforme a imagem é amplificada na sequéncia
de paineis da esquerda para a direita e de cima para baixo.
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4.2.3 Atratores caodticos

Nos usamos o método de Eckmann e Ruelle [217] para calcular
os expoentes de Lyapunov®, Ay, e achar atratores estranhos. Podemos
achar regioes cadticas no espago de pardmetros da aproximacao logis-
tica, apesar dessas regioes serem mais estreitas e deslocadas em relagao
ao modelo original com tanh. Expoentes de Lyapunov tipicos nessa apro-
ximagao também sao, em geral, menores do que os do caso hiperbélico.
Como consequéncia, os atratores estranhos sao bem compactos em rela-
¢ao aos achados para o modelo original. Assim, a estrutura fractal do
atrator nao fica evidente num primeiro olhar, principalmente para o caso
I. Um atrator estranho tipico esté retratado na Fig. 27.

Nos verificamos computacionalmente alguns comportamentos ca6-
ticos encontrados para dois conjuntos de condigoes iniciais muito proxi-
mos (da ordem de 1078). Cada conjunto gera uma curva z;(t) e xa(t),
tal que Az(t) = x2(t) — x1(t). Apenas alguns passos de tempo sdo ne-
cessarios para que a diferenca entre as orbitas 1 e 2 fique visivel (Fig. 28
topo). Plotamos Ax(t) versus ¢ e estimamos o expoente de Lyapunov

ajustando a curva
Ax(t) ~ exp(ALAL) (4.20)

a divergéncia inicial das solugoes (Fig. 28 baixo). Depois de alguns
passos, as curvas saturam em torno de Az &~ 2 pois as solugdes x1 2(t)
estao limitadas dentro do intervalo [—1;1] dada a natureza sigmoide da
funcao de transferéncia do mapa.

O método de Eckmann-Ruelle aplicado para ambos os casos da
Fig. 28 da A ~ 0.027 (painel A) e A\ =~ 0.122 (painel B). Ambos
estao bem proximos dos expoentes ajustados pela Eq. (4.20) na Fig. 28.
Ambos os regimes estudados sao parte do caso I com condigoes iniciais
z(0) = y(0) = 1. Curiosamente, os atratores cadticos que achamos
coexistem com atratores periddicos. Em trabalhos futuros, poderemos
tentar determinar a bacia de atracao de cada atrator.

Também aplicamos o método de Eckmann-Ruelle para determi-
nar os expoentes de Lyapunov para uma vasta regiao de parmetros
do caso II. A Fig. 29A—C mostra A\, em funcdo de T para os mesmos
conjuntos de parametros das Figs. 21A—C, respectivamente, correspon-
dentes as linhas horizontais pontilhadas do diagrama x gz X T' na Fig. 24A.
Note que o comportamento cadtico é bem forte nas fronteiras entre CS
e FS e CS e BS, justamente onde aparecem os camaroes no diagrama
de fases. O comportamento de BS é praticamente dominado por atrato-

3Nzo confundir o expoente de Lyapunov, Ay, com o parametro A dos neurdnios
KTz.



Eficiéncia computacional 135

Time Steps Time Steps

Figura 28. Divergéncia exponencial das condig¢des iniciais para estimar o expoente de
Lyapunov. Painel A: A\p, = 0.0316 para H = —0.259795918367347, T' = 0.1 e K = 0.991.
Painel B: A\, = 0.1258 para H = 0, T = 0.009 ¢ K = 0.89 (o mesmo que na Fig. 27).
Condigoes iniciais: z(0) = y(0) = 1.

res cadticos. Alguns expoentes de Lyapunov positivos e pequenos foram
também encontrados nas fronteiras da fase ACS, porém a aperiodicidade
dos disparos do neurdnio nesse regime nao é, em geral, cadtica, ja que
o expoente de Lyapunov nessa regido é negativo (Fig. 29C). Provavel-
mente, essa fase tem atratores cujo ntimero de giracao é irracional e sao,
portanto, quase-periodicos.

4.3 EFICIENCIA COMPUTACIONAL

Nao existe uma medida boa para eficiéncia computacional. Ge-
ralmente, a performance de um programa depende de muitas variaveis

C

0.6 0.1 02 03 04 005 0.1 015 0.2 025
T T

Figura 29. Expoente de Lyapunov em fungao de T para o KTz logistico com K = 0.6 e
§ = XA = 0.001. Painel A: zgp = —0.01; Painel B: xg = —0.2; Painel C: zg = —0.4. Mesmos
parametros que nas Figs. 21A—C, respectivamente, e correspondem as linhas pontilhadas
horizontais na Fig. 24A.
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Figura 30. Esquema do numero de comportamentos bioldgicas de um modelo em fungao
da sua complexidade computacional (medida e operagdes de ponto-flutuante por segundo
por passo de tempo do modelo, FLOPS). Adaptado de Izhikevich [201] para incluir os
modelos KTz tanh e logistico.

incontrolaveis, tais como o estilo do c6digo, implementacoes dependentes
da linguagem ou do compilador, operagoes de memoria de fundo, cha-
madas a fungoes, processamento concorrente devido a outros programas
do sistema operacional, etc. Izhikevich [201] define a eficiéncia computa-
cional através da quantidade de operagoes de ponto flutuante (do inglés,
FLOP) que o modelo realiza para evoluir sua dindmica por 1 ms (no
tempo do modelo), considerando que um disparo dura cerca de 1 ms.

O KTz logistico realiza 12 FLOP/ts enquanto que o hiperbélico,
31 FLOP/ts. Adaptamos a Fig. 30 de Izhikevich [201] para incluir os
modelos KTz junto com os outros modelos de neurénio comumente usa-
dos na literatura e considerados pelo autor. Estimamos a quantidade de
comportamentos bioldgicos do nosso modelo através das Figs. 25 e 26.
Izhikevich [201] define um conjunto de 22 comportamentos bioldgicos
para medir a “relevancia biologica” do modelo. Entretanto, algumas
dindmicas nao sao levadas em conta na sua lista, tais como disparos car-
diacos, bloqueio de nervo e oscilagoes transientes. Da lista de Izhikevich,
achamos 15 comportamentos biologicos (mostrados na Fig. 26) tanto no
modelo logistico quanto no hiperboélico mais esses 3 que acabamos de
mencionar. Isso nao significa que os outros 7 comportamentos da lista
de Izhikevich nao existem na familia do KTz, pois falta muito o que ex-
plorar acerca das bifurcagoes e diagramas de fase dos modelos KTz (no
espago 0 X A X TR).
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Tabela 2. Eficiéncia computacional de alguns modelos padrao para neurdénio de tnico
compartimento. A coluna ts to FP é o nimero de passos de tempo necessarios para que a
iteragdo do modelo se aproxime do FP com uma tolerancia de 1075, A coluna ms,/ts mostra
os fatores para escalar os passos de tempo de cada modelo para mili-segundos, assumindo
que um disparo dura cerca de 1 ms. A quantidade de FLOPS para o modelo baseado
em condutancia é estimada assumindo a solugdo do sistema de EDO por um método de
Runge-Kutta de 4% ordem com passo 0.001 ms. A média de ciclos de CPU foi feita sobre
5000 realizagoes de 3000 ms cada, considerando o menor fator de conversao na tabela para
o modelo considerado.

Model | FLOPs/ts  ts para FP ms/ts ciclos CPU/ts
Rulkov [139] 14 561 0.5 377
Izhikevich [142] 13 1,158 0.5 to 1 36 8
KTz logistico 12 136 0.1 to 0.2 60 + 13
KTz hiperbélico [28] 31 554 0.1 to 0.2 99 £+ 18
Modelo de 124 9,763 0.001 795 £ 32

condutéancias [210]

A dinamica intrinseca do modelo também é importante para a
sua performance: depois de um disparo, cada modelo retorna ao FP
depois de um nimero diferente de passos de tempo. Por exemplo, o
KTz logistico* leva apenas 136 ts (aproximadamente 1632 FLOPs) para
retornar ao FP, enquanto que o mapa de Izhikevich® leva em torno de
1158 ts (i.e. 15054 FLOPs). Esses tempos de convergéncia claramente
dependem do retrato de fase especifico do modelo para o conjunto de
parametros escolhido. Assim, seguimos uma abordagem diferente da
Izhikevich e medimos a eficiéncia em ciclos de CPU necessarios para
evoluir um passo de tempo do modelo. Jéa fizemos uma comparagao
semelhante (através do tempo de CPU por ts) usando apenas o modelo
hiperbolico e outros mapas [129].

Um ciclo de CPU é o ciclo de operagao fundamental de um com-
putador e portanto leva em conta todas as operagoes de processamento
que ocorrem. Ele consiste em resgatar uma instrucao do programa da
memoria, determinar as agoes necessarias para processar a instrugao e
executar essas agoes [218]. A Tabela 2 compara a performance de alguns
modelos de neurénio de compartimento inico em termos de FLOPs, con-
vergéncia ao FP e ciclos de CPU.

Modelos baseados em mapa sao de 7 a 20 vezes mais eficientes
que modelos de EDO se considerarmos os ciclos de CPU da Tabela 2.
Mesmo que os modelos de Rulkov, Izhikevich e KTz logistico tenham
desempenho similar em termos de FLOPs/ts, o passo de tempo do nosso

4Dado na Eq. (4.1) com parametros K = 0.6, T = 0.32, § = 0.05, A = 0.01,
xr = —0.5.

5Implementado como: x(t + 1) = 0.04x2(¢t) + 6z(t) + 140 — 2(t) + [; 2(t + 1) =
z(t) 4+ a[bu(t) — u]; se T(t) > vVreset, entdo x(t+1) = ce z(t+1) = 2(t) + d [142]; com
parametros a = 0.02, b = 0.25, ¢ = —62.0, d = 0.
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modelo toma 1.5 vezes mais de ciclos de CPU para ser executado. Esses
ciclos extra sao necessarios para levar em conta as possivels operagoes de
overflow para argumentos grandes da fungao logistica durante a evolucao
do mapa. Porém, a aproximagao logistica é o modelo mais eficiente em
termos da convergéncia para o FP (em ts e em FLOPs), além de ter
otimizado a quantidade de ciclos de CPU por ts em relagdo a versao
tanh. E, mais interessante ainda, a aproximacao logistica manteve todos
os comportamentos dindmicos da versao hiperboélica.

4.4 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE O KTZ LOGISTICO

Estudamos um modelo de geracao de potencial de agao usando
mapas obtidos através de uma aproximagao de primeira ordem da tan-
gente hiperbolica do modelo de neurdénio KTz [28]. Apresentamos dia-
gramas de bifurcag@o e de estabilidade detalhados para o novo modelo,
chamado de KTz logistico. Mostramos que o KTz logistico reproduz
muitos comportamentos excitaveis e autonomos observados experimen-
talmente. Comparamos a performance computacional do nosso modelo
com a de outros mapas largamente utilizados e concluimos que a efi-
ciéncia do KTz logistico é comparavel & dos modelos de neurénio mais
eficientes.

Destacamos a presenca de disparos cardiacos dentro de uma grande
regiao de parametros do modelo KTz logistico. Esse comportamento s
é possivel pois ele nao segue uma rotina integra-dispara para gerar os
potenciais de agao. Ao invés disso, o potencial de agao é gerado através
da sua propria dindmica rapida e outras escalas de tempo presentes atra-
vés da proximidade de bifurcagdes ou da introdugao de variaveis lentas.
Outros autores tentaram modelar disparos cardiacos, seja discretizando
o modelo de Luo & Rudy [216], ou propondo uma fun¢do continua por
partes para o mapa [215]. Ou ainda, alguns autores propuseram um mo-
delo para a duracao do potencial de agdo como um mapa [219]. Contudo,
apenas a familia do mapa KTz mostra disparos cardiacos com um con-
junto de parametros reduzidos através de uma dindmica sigmoide simples
continua e intrinseca. O modelo KTz foi fundamentalmente concebido
como um mapa [129] e a aproximacao logistica nos permite estudar as
bifurcagoes e a estabilidade das orbitas analiticamente sem a perda da
rica dindmica presente no original hiperbolico. Isso abre possibilidades
para melhor entender fenémenos como early afterdepolarization e arrit-
mia cardiaca, ja que identificamos uma regiao de disparos cardiacos ape-
riédicos no nosso espago de parametros e também um potencial de acao
que lembra o fenomeno de EAD [207]. Essas questdes serdo investigadas
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futuramente.

Mesbah et al. [200] propds um mapa unidimensional para modelar
neurdnios que apresenta alguns comportamentos excitaveis. Entretanto,
tais comportamentos sao obtidos aplicando-se correntes externas em di-
ferentes parametros. Isso torna muito dificil acoplar esses neurdnios de
uma maneira simples numa rede heterogénea, como deve ser o cérebro.
Por outro lado, correntes externas e acoplamentos sinapticos sao facil-
mente incluidos nas equagoes do KTz logistico. Essas correntes entram
em nosso modelo de modo semelhante a como entram em modelos ba-
seados em condutancia. Um exemplo de corrente sindptica que pode
ser incluido é o proposto por Kuva et al. [28], o qual descrevemos na
Subsecao 2.3.2.2. Usaremos esse modelo de sinapse de Kuva et al. para
acoplar neurdnios KTz logistico e estudar avalanches neurais no Capi-
tulo 5. Construir redes biologicamente inspiradas de neurénios KTz é
portanto simples, possibilitando no futuro o estudo de fungoes superio-
res do cérebro, tais como processamento cortical, sincronizacao, etc.

O mapa KTz logistico tem apenas cinco parametros (ou seis, se H
for considerado como corrente de polarizacao para o modelo tridimensio-
nal) e apresenta praticamente todos os comportamentos excitaveis que o
mapa de Izhikevich [142] (este tem pelo menos nove parametros). Nesse
sentido, os mapas KTz, e especialmente a variacao logistica, sao modelos
minimos para estudar as bifurcagoes neuronais. Ainda, o caso logistico
apresenta todas as suas bifurca¢oes nas suas formas normais, fazendo
com que o mapa KTz logitico seja um modelo canénico para estudar me-
canismos desconhecidos que geram fenémenos dindmicos nos neurénios
(tal como a EAD).

Em trabalhos futuros, poderemos tratar de varios problemas le-
vantados neste capitulo, tais como: entender os atratores cadticos e sua
coexisténcia com atratores periodicos, a estrutura da regiao de provaveis
camaroes na transicao CS para BS e para F'S, a relagao da aperiodicidade
dos disparos cardiacos com arritmia cardiaca, modelagem compartimen-
tal, o estudo das bifurcacoes dos disparos cardiacos para comparar com
modelos baseados em conduténcia e a modelagem das ondas espirais do
tecido cardiaco.

Modelar fungoes complexas do sistema nervoso demanda uma co-
leta extensiva de informacao sobre o sistema que se quer simular. Du-
rante este processo, um certo grau de simplificagao é inevitavel. Neuro-
nios sao as unidades de processamento basicas do cérebro, mas sao os
primeiros elementos a serem reduzidos na maioria dos modelos. Algumas
vezes, essas simplificages sao uteis, ja que podem resultar em modelos
mais fidedignos as fungoes que se esta tentando modelar [197, 220]. Mas
em geral, é preciso ter um certo controle sobre a dindmica dos neurénios
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para que se possa usar um modelo de rede para fazer inferéncias a partir
de principios microscépicos. Portanto, o modelo de neurénio que se deve
escolher deve ser capaz de prover simultaneamente: (a) funcionalidades
suficientes para o tornar fidedigno ao fenomeno modelado; (b) eficién-
cia computacional; e (c¢) facilidade no tratamento e interpretagdo dos
parametros. Mostramos que o modelo logistico, até agora, é o melhor
compromisso entre essas caracteristicas fundamentais.
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5 TRANSICAO DE FASE DE UMA REDE DE
NEURONIOS BASEADOS EM MAPA

Recentemente, Yu et al. [110], através de um estudo com macacos
(LFP) e humanos (MEG), definiram para seus experimentos fungdes
anélogas as fungoes termodinamicas, como a susceptibilidade [x ~ [¢t|~7,
Eq. (2.3)], o parametro de ordem [p ~ [t|?, Eq. (2.2)] e o calor especifico
[c ~ [t| =%, Eq. (2.5)], usando as defini¢oes que fizemos na Subsegao 2.1.1
(t € um pardmetro de controle tal que ¢t = 0 é o ponto critico). Os
expoentes obtidos pelos autores sao o, ~ 0.7, v ~ 1 e § proximo de zero
e, para algumas medidas, até negativo (apesar do erro experimental). O
valor de 3, principalmente, ¢ um pouco estranho, dado que préximo ao
ponto critico o pardmetro de ordem deve convergir para zero através de
uma lei de poténcia.

O estudo da transi¢ao de fases de redes de neuronios é muitas vezes
efetuado através de automatos celulares, dada a simplicidade de imple-
mentagao, a quantidade reduzida de pardmetros e a facilidade para a
interpretacao dos resultados. Outra vantagem é que automatos celulares
possibilitam, em aproximacgoes de campo médio, tratamento analitico,
fornecendo uma abordagem unificada entre simulagoes, experimentos e
teoria. Por exemplo, o expoente § [H ~ |p|°, onde H é um estimulo
externo, ver Eq. (2.4)] foi demonstrado ser igual ao expoente da lei
estimulo-resposta da psicofisica [17]. Os autores usam uma simplifica¢ao
que considera o neur6énio como uma colegao de estados e as sinapses sao
reduzidas a meras probabilidades de excitacdo. Numa versao modificada
desse autémato celular, em que as probabilidades de ativagao sindptica se
adaptam conforme a atividade média da rede, os autores mostraram que
o modelo se auto-organiza em torno de um estado critico [121]. Outros
modelos simples, baseados na dindmica estocéastica de Ising ou de ter-
remotos também foram propostos para estudar o scaling das avalanches
de redes neurais [221, 222].

Entretanto, nenhum desses modelos possibilita estudar como pa-
rametros mais bioldgicos, por assim dizer, modificam as avalanches e as
transigoes de fase do sistema. Por exemplo, na Secao 4.2 mostramos
que os neur6nios podem apresentar diversas dindmicas excitaveis; mas
como que essas dindmicas moldam as transi¢oes de fase? Ou ainda, sera
que a velocidade da transmissao do sinal pelas sinapses modifica a ativi-
dade meédia da rede (pardmetro de ordem e avalanches)? Ja mostramos
que uma rede de mapas KTz hiperboélico acoplados sujeita a sinapses
homogéneas (cujo pardmetro de acoplamento é o mesmo para todas as
interagoes) tem uma transi¢do de fase de primeira ordem [68]. A adigao
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de ruido annealed' no parametro de acoplamento suaviza a transicio de
fases e pode gerar avalanches com lei de poténcia no sistema [68, 103].
Entretanto, a mudanca do regime dindmico do neurdnio pode extinguir
as leis de poténcia das avalanches, mesmo na presenca de ruido [68, 103].
Contudo, vimos na Subsecao 2.2.4.2 que ha modelos criticos sem uma
boa lei de poténcia e modelos nao criticos com leis de poténcia que obde-
cem ao scaling entre os expoentes de duragao e tamanho de avalanches.
Entao serd que a transi¢ao de fases é ainda continua nesses casos com
ruido mas sem leis de poténcia nas avalanches?

Neste capitulo, investigaremos uma rede de neurénios KTz logis-
tico (Capitulo 4) com sinapses homogéneas e ruidosas (introduzidas na
Subsegao 2.3.2). Este modelo se enquadra no paradigma de rede de
mapas acoplados [223]. A principal vantagem desse tipo de modelo é,
portanto, poder verificar como que mudangas na dindmica microscopica
dos elementos (neurdnios ou sinapses) refletem na transi¢ao de fases da
rede. A versao logistica é equivalente & hiperbolica em termos dinAmicos,
mas é mais eficiente computacionalmente. Portanto, este trabalho con-
siste numa extensdo natural e mais aprofundada dos estudos realizados
anteriormente. Ja sabemos que o ruido suaviza a transigao e pode gerar
leis de poténcia, mas aqui calcularemos os expoentes criticos da tran-
sicdo de fases da rede (tanto quadrada quanto de Barabasi-Albert). A
intencao é estudar como que a transicao de fase é moldada pela variacao
de cada parametro. Ainda, aprofundaremos a discussao sobre a possibi-
lidade de criticalidade com avalanches distribuidas sem lei de poténcia.
Essas questoes nao poderiam ser investigadas com modelos mais simples
tipo autémato celular, dado que esses modelos sao montados para se
obter criticalidade com leis de poténcia, além de também nao oferece-
rem flexibilidade sobre a dindmica do sistema. Dessa maneira, é possivel
obter alguma informagao dos processos microscopicos que, porventura,
geram os expoentes observados por Yu et al. [110].

5.1 DESCRICAO DO MODELO

O neurénio i da rede é dado pelo modelo KTz logistico (Capi-
tulo 4):

:z:,;(t+1)f( -

yi(t‘i‘l) Zl‘l(t) 5
zi(t+1) = (1= 6) zi(t) — A(wi(t) —zr) ,

1Um termo de ruido aditivo que varia estocasticamente com o tempo.

(5.1)
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onde f(u) = u/(14]|ul), z;(t) é o potencial de membrana no tempo ¢ (em
time steps), y;(t) é uma variavel auxiliar, z;(t) é a variavel lenta (respon-
savel por bursts), K e T sdo parAmetros responsaveis pela dindmica de
disparos rapidos, pelo limiar de excitabilidade e pelos disparos cardia-
cos, ¢ é o inverso do tempo de recuperacio da variavel z;(t) e controla
o periodo refratario, A define o regime de oscilagbes lentas e bursting e
controla a atenuagao das oscilagbes de z;(t) e xr é o potencial de in-
versdo da variavel z;(t), controlando também as oscilagées lentas e os
bursts [28, 129, 212]. I;(t) = Lewt(t) + 3_; Yij(t) € a soma das corren-
tes externas e sindpticas que atuam sobre o neurdnio ¢ provenientes dos
vizinhos mais proximos, conforme Eq. (2.64).

As interagdes entre os neurénios entram no termo Y;;(t) que é uma
funcdo do potencial de membrana do neurénio pré-sinaptico, x;(t). As
sinapses seguem a Eq. (2.72) [28], que chamaremos de mapa de sinapse
quimica (do inglés, CSM):

Vit +1) = (1 - Tlf) Yij(t) + hij(t)
i

hij(t + 1) = (1 - 7_> hij(t) + Gw(t)@(xj(t)) ,

g

(5.2)

onde Y;;(t) é a corrente gerada pelo neurdnio pré-sinaptico, j, que incide
sobre o neur6nio pos-sinaptico ¢. Assumimos At = 1 (por ser um mapa)
e adicionamos uma dependéncia temporal na conduténcia, G;; = G;(t)
para poder modelar o ruido sindptico. Os parametros 7, sao os tempos
caracteristicos de ativagao e desativagao, respectivamente, das sinapses.
Os elementos KTz serao conectados em redes quadradas e de Barabasi-
Albert, montadas conforme as regras vistas na Secdo 2.4. Todas as
sinapses sao bidirecionais, i.e. se ha uma sinapse de ¢ — j, também ha
uma sinapse de j — 1.
As sinapses podem ser

e homogéneas [28]:
Gij(t) =, (5.3)

onde J é o pardmetro que da a intensidade do acoplamento;

e ruidosas [68]:
Gij(t) =J+ Eij(t) s (54)
onde J é um parametro igual para todas as sinapses e €;;(t) ¢ um
ruido estocastico uniforme independente para cada par (i, 7).

A ideia de ruido no cérebro nao ¢é nova [148, 224]. Porém, o ruido ¢é fre-
quentemente modelado como um estimulo externo estocéstico no poten-
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cial de membrana dos neurénios [225, 226]. Entretanto, nos exploramos
aqui o efeito do ruido no acoplamento sinéptico, um fato experimental ha
tempos conhecido [9, 85-87, 148, 224, 227], mas raramente considerado.
Em trabalhos anteriores, consideramos o ruido ¢;;(¢) variando em
[0; R], onde R é um parametro livre que define a amplitude do ruido.
Para sinapses excitatérias, J > 0 e portanto R > 0; para inibitérias,
J < 0e R < 0. Chamaremos esta abordagem de ruido livre, j& que tem
amplitude R independente de J; o acoplamento médio é (J) = J + R/2.
O ruido eij(t), neste caso, representa uma interacao estocastica com o
meio extracelular, em que ha perda e ganho de cargas em cada instante de
tempo. Uma outra maneira de representar o ruido é considerar R = ¢qJ,
onde 0 < ¢ <1, e €;(t) € [—¢J;¢J]. Chamaremos esta segunda aborda-
gem de ruido proporcional, pois depende explicitamente de J; portanto,
o acoplamento médio é apenas (J) = J. ¢;;(t) neste caso sdo perdas e
ganhos especificos de cada sinapse, pois depende da intensidade da si-
napse. Quando indicarmos o valor de ¢, estaremos utilizando a segunda
abordagem; caso indiquemos o valor de R, a primeira. A intensidade
média do acoplamento, (J), serd nosso pardmetro de controle.
Escolhemos um regime tipo ressoador [similar a Fig. 261] para os
neurdnios: K = 0.6, T = 0.2, § = 0.001, A = 0.05, zg = —0.5. O
regime excitavel do neurdnio é analogo ao caso hiperbélico para o qual
foram obtidas avalanches com lei de poténcia em redes quadradas com
sinapses excitatorias por rebote [68]. Outros regimes excitaveis conside-
rados no trabalho de Girardi-Schappo et al. [68] ndo tiveram sucesso em
reproduzir avalanches com boas leis de poténcia. Quanto as sinapses,
Girardi-Schappo et al. utilizaram apenas sinapses rapidas, 7¢4 = 2, ja
que tempos muito longos podem causar atividade recorrente nas sinap-
ses: o periodo refratario de um neurénio ¢ qualquer da rede néo é grande
o suficiente para bloquear a atividade proveniente dos seus vizinhos que,
por sua vez, foram excitados pelo proprio neurdnio i. Esses tempos carac-
teristicos sao comparaveis aos tempos caracteristicos de PSPs tipicos de
sinapses rapidas [68, 147]. Neste trabalho, consideraremos apenas sinap-
ses excitatorias (J > 0) com 77 4 = 2 ou 7¢ 4 = 10 justamente para inves-
tigar como a dindmica sinaptica altera a transicao de fases. Estudamos
ambos o0s casos para sinapses homogéneas (para identificar a transigio
de primeira ordem) ou com ruido livre ou proporcional (para identifi-
car a suavizac¢do na transi¢do obtida por Girardi-Schappo et al. [68]).
Com excecao de eij(t), que é um processo estocastico independente para
cada par (,7), todos os parametros sdo assumidos iguais para todos os
neurdnios e sinapses de uma dada realizagao da simulagao.
Comparamos os resultados desse modelo rodando sobre dois tipos
de redes distintas: redes quadradas e redes de Barabasi-Albert (BA).
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As redes quadradas terao condigoes de contorno livres para dissipar a
atividade na borda. Ja no caso de BA, consideramos apenas uma reali-
zagao da rede para todas as realizacoes da simulagao. Quer dizer, nao
reconstruimos a rede cada vez que mudamos o parametro .J para calcular
o parametro de ordem. A reconstrucao da rede implica numa estrutura
microscopicamente diferente da construgao anterior (apesar de mantidas
as propriedades macroscopicas, como a distribuicdo da conectividade).
Ja mostramos que os resultados obtidos reconstruindo a rede ou nao para
cada J sdo estaveis [103], entdo o procedimento que adotamos minimiza
a varidncia do pardmetro de ordem e simplifica a interpretagao dos re-
sultados sem perda de generalidade. A mesma realizacdo da rede de BA
usada para todos os J é também usada para obter as distribuigoes de
avalanches. Realizagoes diferentes da rede sao apenas usadas para gerar
redes com mais elementos. Estudamos os casos L = 20, 40, 60, 80 para a
rede quadrada (N = L? neurdnios) e N = 400, 1600, 3600, 6400 neurd-
nios para a rede BA. Quando os resultados estiverem em funcao de L
serdo relativos as redes quadradas, quando estiverem em funcao de N,
as redes BA.

A condigao inicial é zero para todas as sinapses [Y;;(0) = h;;(0) =
0V (i,7)] e o ponto fixo [x;(0) = y;(0) = —0.5, z;(0) = 0 V 4] para todos
os neurénios. O protocolo de estimulo da rede é similar tanto para gerar
as avalanches, quanto para calcular o parametro de ordem: seleciona-
mos apenas um sitio da rede e o excitamos. Em seguida, medimos ou a
quantidade de neurdnios ativados ou a quantidade de disparos efetuados
no total até que a rede entre em siléncio. Para a rede quadrada, sem-
pre selecionamos o neurdnio no centro da rede para minimizar efeitos de
fronteira. E sabido que redes BA sdo robustas a ataques aleatorios, i.e. a
remocao aleatéria de elementos da rede mantém suas propriedades pra-
ticamente inalteradas [48]. J4 a remocgao do elemento mais conectado
faz com que a estrutura da rede entre rapidamente em colapso, per-
dendo suas propriedades de mundo pequeno [48]. Portanto, ao estudar
as redes de BA utilizamos dois protocolos de estimulacao externa distin-
tos: no primeiro, escolhemos um neurénio aleatoriamente para iniciar a
atividade (chamaremos de estimulo aleatdrio), no segundo, iniciamos a
atividade sempre a partir do neurénio mais conectado (chamaremos de
estimulo inteligente).

Levando em conta as diferentes caracteristicas das sinapses, as
diferentes redes e os diferentes protocolos de estimulo para a rede de
BA, temos um total de doze casos de estudo:

e Rede quadrada:

1. 71,9 = 2, R livre;



146 Transicao de fase de uma rede de neurénios baseados em mapa

2. 1774=2,R=qJ,;

3. 754 =10, R livre;

4. 1774 =10, R = qJ.

e Rede BA:

5. Trq = 2, R livre, estimulo aleatério;

6. 774 = 2, R livre, estimulo inteligente;
7. T, = 2, R = qJ, estimulo aleatério;
8. Tf4 =2, R = qJ, estimulo inteligente;
9. 774 = 10, R livre, estimulo aleatorio;
10. 7¢4 = 10, R livre, estimulo inteligente;
11. 744 =10, R = ¢qJ, estimulo aleatério;
12. 74 =10, R = ¢qJ, estimulo inteligente.

Como muitos desses casos apresentam resultados redundantes, apresen-
taremos neste capitulo apenas os resultados que contribuem para a dis-
cussdo. No Apéndice C apresentamos todos os resultados obtidos, por
completeza.

5.2 OBSERVAVEIS

Inspirados pelo protocolo de medidas experimentais de avalan-
ches [3, 100, 101], nos dividimos o tempo da simulagdo em janelas de
duragao arbitraria At = 20 ts. Para o calculo do pardmetro de ordem e
das suas grandezas associadas (susceptibilidade e cumulante de Binder),
a rede é estimulada no instante inicial e em seguida medimos a quanti-
dade de neurdnios ativados. Ao identificar uma janela sem disparos ou
ao identificar que todos os neurdnios da rede ja dispararam, reiniciamos
a rede e a estimulamos novamente para medir uma nova quantidade de
neuronios ativados. Se nenhuma janela de siléncio for identificada, a
simulacdo de cada estimulo roda por um total de T}, = 15000 ts. Este
tempo ¢é suficiente para que todos os neurdnios disparem caso a rede
esteja na fase ativa, seja a dindmica das sinapses lenta 77, = 10] ou
rapida |77 4 = 2.
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Matematicamente, o parametro de ordem pode ser escrito como:

N Tp

p={ %> 0w, ) (55)

i=1 t=0

onde N é a quantidade total de neurdnios, d, € 0 delta de Kronecker,
O(u) ¢ a fungao degrau de Heaviside e tg’p) é o instante do primeiro
disparo do neurdnio i. A média e os outros momentos sao tomados sobre
200 realizacoes do estimulo na rede. Utilizaremos a susceptibilidade

tradicional para este modelo [Eq. (2.16)]:
x=N () = 0)?) .
o cumulante de Binder dado pela Eq. (2.39):

Uyt P

3(p?)*

e a derivada do cumulante de Binder em relagdo ao parametro de con-

trole,
Ui = % ,
O(AJ)

onde AJ é a distancia do ponto critico. Diferentemente do modelo do
cortex visual, neste modelo os neurdnios podem disparar mais de uma
vez. Entretanto, apenas um disparo é considerado para o calculo da
densidade de neurtnios ativados. Ainda, outra diferenga crucial é que
esta é uma transigao de fases entre uma fase absorvente inativa e uma
fase absorvente ativa.

Os erros associados as medidas da susceptibilidade e do cumulante
de Binder foram calculados com uma abordagem jack knife2, enquanto
que U} foi calculado com diferengas finitas [228] sendo seu erro proporcio-
nal ao intervalo de amostragem do paradmetro de controle J. As medidas
de p, x, Uy e U apresentaram uma forte flutuagao de pequena amplitude
e alta frequéncia. Para suavizar as curvas, passamos cada uma dessas

2Seja um conjunto de M medidas (x1,--- ,x)s) com média m e varidncia v. A
varidncia da varidncia desse conjunto é tomada através do calculo de M —1 variancias
das M medidas, cada uma delas considerando M —1 pontos independentes do conjunto
total. Ou seja, cada subconjunto i é composto pelos elementos {x;«;} do conjunto
original, e tem variancia v;. A variancia média é (v) = (1/(M —1)) >, v; e a variancia
da variancia ¢ Var(v) = (v?) — (v)?, sendo o erro da variancia do conjunto inicial
dado por E = Var(v)/v/M ' [36].
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grandezas por um filtro passa-baiza descrito no Apéndice C.

As avalanches sdo medidas de modo similar a p, mas o tamanho
delas leva em conta todos os disparos de todos os neurdnios da rede,
ao invés de somente o primeiro disparo. A duragdo, em unidades de
At, é a quantidade de janelas de tempo que durou a atividade da rede.
Objetivamente, a atividade A(n) da rede pode ser escrita como:

nAt

A(n) = Z Z@ (z:(1)) (5.6)

t=(n—1)At+1 i=1

onde n > 1 é um numero inteiro que identifica a janela temporal da si-
mulagao. A simulacao roda por Tj, = 106 ts para possibilitar a contagem
de varias avalanches em um total de 0.5 x 10° janelas de tempo.

O tamanho das avalanches pode ser definido de maneira parecida
com a definigdo no modelo V1 [Egs. (3.7) e (3.8)]:

NEk+1

s(k+1) Z An (5.7)
(k + 1) = Ng+1 — Nk, (58)

onde A(ng) = A(ngy1) = 0 e s(k) e T(k) sdo, respectivamente, o
tamanho e a duracao da k-ésima avalanche. Sempre que a condicao
A(ng+1) = 0 é satisfeita, a rede é reiniciada para que seja efetuado um
novo estimulo (imposi¢do da separacao de escalas temporais). Dessa
maneira, perdem-se as correlagdes espago-temporais entre duas avalan-
ches consecutivas, ja que todos os neurénios voltam automaticamente
ao ponto fixo. Por outro lado, ganha-se em performance, ji que nao é
necessario esperar os neurénios voltarem voluntariamente ao estado de
repouso.

Destacamos aqui uma diferenga significativa entre as avalanches
assim medidas e as avalanches que medimos no modelo do V1: no Ca-
pitulo 3, a densidade de neurdnios ativados (i.e. o parAmetro de ordem)
pode ser reescrito como p = ), s(k) usando as Eqgs. (3.4), (3.5) e (3.7),
pois cada neurénio da rede dispara exclusivamente uma vez (devido ao
periodo refratério ser suficiente para evitar atividade autossustentada no
loop e ao estimulo ser apenas piscado no inicio da simulagao). Aqui, essa
equivaléncia entre a soma de s(k) e p nao vale, ja que um neurénio pode
disparar mais de uma vez para contabilizar s(k), mas apenas um dis-
paro é usado para contabilizar p. Isso destaca o carater espontaneo das
avalanches no modelo do V1, em relagao as avalanches impostas através
da separagao de escalas temporais neste modelo. Em outras palavras,
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as avalanches neste modelo sao separadas pelo retorno do sistema a um
estado absorvente.

5.3 PARAMETRO DE ORDEM, SUSCEPTIBILIDADE E CUMULANTE
DE BINDER

Nosso parametro de controle é a intensidade média de acopla-
mento, (J). Entdo, assim como reescrevemos as equagoes em funcao
do PSP na Sec¢éo 3.5, aqui reescreveremos as Eqgs. (2.25), (2.26), (2.40)
e (2.41) trocando ¢ por AJ. A transi¢do de fases ocorre em (J) = J. e
portanto a distancia do ponto critico é dada por AJ = | (J) — J.|. Dessa
maneira, se a transicao é continua, esperamos que p ~ L=Plv, X ~ /v
e Uj ~ L' quando AJ = 0.

Verificamos que todas as transi¢oes de fase para sinapses homogé-
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Figura 31. Parametro de ordem e susceptibilidade do modelo KTz logistico em rede qua-
drada com ruido proporcional. Painéis A e B: sinapses rapidas; Painéis C e D: sinapses
lentas. Os valores obtidos para os expoentes 8 e /v sdo mostrados em cada painel. As
linhas pontilhadas verticais destacam o ponto do maximo da susceptibilidade para a maior
rede considerada.
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neas sao descontinuas (circulos nas Figs. 31A,C), enquanto que a adic¢ao
de ruido (livre ou proporcional) suaviza a variagdo de p, conforme ja
haviamos mostrado em redes de KTz hiperbolico [68, 103]. Isso ocorre
para todos os casos que definimos na Segao 5.1, independentemente da
rede escolhida, do tempo caracteristico das sinapses e do protocolo de
estimulo (ver resultados completos no Apéndice C). Verificamos tam-
bém que, além de suavizar a transicao de p, fazendo com que p — 0 para
L — oo (ou N) (curvas solidas nas Figs. 31A,C), ambos os ruidos geram
susceptibilidades divergentes também para L (ou N) crescente (curvas
solidas nas Figs. 31B,D). As diferencas entre os resultados para ambos os
ruidos sao o ponto de transicao J. e os expoentes das grandezas. Dada
a dificuldade de estabelecer J. a partir de Uy (Fig. 32A,B), assumimos
que a posicao do maximo da susceptibilidade da maior rede simulada,
Jmax, € uma boa aproximagao para J. (ver Fig. 32C,D e discussao).

Apesar do comportamento de p ser conforme o esperado para siste-
mas criticos, o ajuste da curva p ~ L~5/¥ nao foi possivel. As flutuacoes
de alta frequéncia (filtradas dos dados, ver Apéndice C) acabam fazendo
com que haja uma grande incerteza no exato valor de p para cada (J) e
dificultam a identificacao da curva de FSS de p. Por outro lado, partindo
diretamente da definigdo do expoente S [Eq. (2.2)] e reorganizando os
termos para obter a curva

AT~ (p~h)VE (5.9)

com (J) > Jmax, notamos que os dados das simulagbes seguem uma
lei de poténcia com 6tima qualidade (detalhes das Figs. 31A,C). Assim,
conseguimos uma boa estimativa do expoente 5. O expoente v/v foi
ajustado através da lei de poténcia da sua equagao de FSS, conforme
esperado, para (J) = Jyax. Os expoentes para todas as transigoes estao
resumidos na Tabela 3. Em geral, p — 0 mais suavemente para redes
quadradas com 77, = 2 do que para todos os outros casos (comparar
Fig. 31A,C com as outras figuras do Apéndice C).

O cumulante de Binder e sua derivada apresentaram um compor-
tamento estranho e com muito ruido (Figs. 32A,B), nao sendo possivel
utiliza-los para o céalculo do expoente v e do ponto critico J. conforme
descrevemos na Subsecao 2.1.3. Apesar disso, a aplicagao do filtro nos
dados obtidos para U, (curvas vermelhas nas Figs. 32A B) possibilita-
ram a identifica¢do vaga de uma tendéncia do tipo 1/|(J) — Jo|, ja que a
esquerda do minimo de Uy (curvas azuis tracejadas) a derivada U parece
ter um minimo e a direita, parece ter um maximo. Esse minimo e esse
méximo devem divergir & medida que o tamanho da rede aumenta (o que
possibilitaria determinar o valor de 1/v), mas nao foi possivel detectar
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Figura 32. Cumulante de Binder do modelo KTz logistico em rede quadrada com ruido
proporcional e variagdo da posi¢do do maximo da susceptibilidade para todos os casos
considerados. Painéis A e B: cumulante de Binder e sua derivada para sinapses lentas e
rapidas em redes quadradas. Painéis C e D: deslocamento do maximo da susceptibilidade
em fungdo de 1/L (para redes quadradas) e 1/N (para redes BA). Para que todas as curvas
coubessem no painel D, varias tiveram que ser deslocadas verticalmente. O deslocamento
vertical de cada curva esta entre parenteses na legenda do grafico. As linhas pontilhadas
verticais destacam o ponto do maximo da susceptibilidade para a maior rede considerada.

esse comportamento. Os cumulantes de Binder, por sua vez, se cruzam
em varios pontos, de novo por causa das flutuacoes de alta frequéncia
que dificultam a determinagdo exata do valor de U, para cada (J).
Para contornar o problema dos cumulantes, tentamos determinar
v e J. através do deslocamento do ponto critico aparente, Jyax, corres-
pondente ao maximo de y. Para minimizar os efeitos das flutuagoes nos
dados, além do filtro, foi ajustada uma Gaussiana a curva x(J) para es-
timar a posi¢do J = Jpnax do maximo de x. De acordo com a Eq. (2.29),
Jmax deve depender de L=/, Uma técnica simples para determinar
v & simplesmente plotar Jyayx X L~Y" para diferentes valores de v. O
valor real de v é aquele cuja curva Jupa(L~Y") é mais proxima de uma
reta [36]. As Figs. 32C,D mostram Jyax versus L' (ou N~! no caso da
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Tabela 3. Expoentes das transigdes de fases das redes de KTz logistico.

Rede | 7.9 R Estimulo Jmax B ~/v(erro 5%)
Quadrada 2 0.1J central 0.010926 0.198(2) 4.27
Quadrada 2 0.00222 central 0.010925  0.178(8) 4.23
Quadrada 10 0.1J central 0.002756  0.244(7) 4.02
Quadrada 10 0.0008 - - = =
Barabasi-Albert 2 0.1J aleatorio 0.010819  0.218(5) 2.01
Barabasi-Albert 2 0.1J inteligente  0.010437 0.34(2) 2.24
Barabasi-Albert 2 0.00222 aleatorio 0.010809 0.236(4) 2.00
Barabasi-Albert 2 0.00222 inteligente  0.010399 0.33(1) 2.29
Barabasi-Albert 10 0.1J aleatorio 0.002742  0.238(3) 2.00
Barabasi-Albert 10 0.1J inteligente ~ 0.002631  0.282(6) 2.11
Barabasi-Albert 10 0.0002 aleatorio 0.002792 0.259(3) 2.00
Barabasi-Albert 10 0.0002 inteligente  0.002752 0.289(6) 2.11

rede de BA) para todos os casos considerados. Testamos varios valores
de v, mas nenhum possibilitou a linearizacao das curvas. Isso indica que
em nosso modelo, o scaling de Jy,ax deve ser corrigido por outras potén-
cias de L [37, 38]. De qualquer maneira, as Figs. 32C,D mostram que o
valor de Jyax converge a medida que 1/L (ou 1/N) diminui. Assumimos
como uma estimativa razoavel que o ponto critico é simplesmente dado
pelo Juax da maior rede simulada para cada caso.

O caso com a transi¢ao mais suave foi, de fato, 74, = 2 na rede
quadrada, que resultou em 3 = 0.18. Entretanto, a susceptibilidade na
rede quadrada escala com um expoente /v grande, em torno de /v & 4.
A Tabela 3 mostra que todos os detalhes da dindmica sao significativos,
mas o carater do ruido nao exerce grande influencia nas transigoes de
fase. No geral, ambos os ruidos dao resultados muito similares. As
transi¢oes sdo mais abruptas nas redes BA, apesar de apresentarem ex-
poentes /v &~ 2, 0 que é mais proximo dos expoentes de processos de
contato (8 = 0.14 e /v & 1.79 para percola¢do dinAmica em redes bi-
dimensionais [184]). Os protocolos de estimulagao da rede BA também
acarretaram expoentes significativamente diferentes: a transicao para es-
timulo inteligente se d4 de maneira mais abrupta do que para estimulo
aleatorio. Esse resultado é esperado, uma vez que a rede de BA é mais
robusta a ataques aleatérios e mais susceptivel a ataques inteligentes.
Sinapses lentas tornaram a transicao na rede quadrada mais abrupta.
Ja nas redes de BA, as sinapses lentas tornaram o pardmetro de ordem
do caso com estimulo aleatério mais abrupta, e o caso com estimulo
inteligente mais suave (figuras no Apéndice C).
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5.4 AVALANCHES

Conforme vimos na Secao 2.2, espera-se que transicoes de fase
continuas sejam representadas por avalanches cujos tamanhos e duragao
sao distribuidos em forma de lei de poténcia. Mais do que isso, espera-se
também que as distribuigoes sejam invariantes por transformagoes de
escala. Em outras palavras, as distribuigoes devem depender de uma
fungao de escala que exibe um corte num tamanho caracteristico, s. ou
T. para tamanho e duracao, respectivamente. E esses tamanhos carac-
teristicos devem divergir com o tamanho do sistema, tal que um sistema
infinito apresente invaridncia de escala verdadeira [12]. As distribui¢oes
cumulativas sao mais confidveis para expressar leis de poténcia, ja que
nao dependem de parametros arbitrarios e possuem um corte bem de-
finido. Calculamos F(s) para todos os casos discutidos anteriormente,
para varios valores de (J) e diferentes tamanhos de rede.

A Fig. 33 mostra as distribui¢ées cumulativas de tamanhos de
avalanches obtidas para o caso 1 (75,4 = 2 e R = 0.00222 livre em rede
quadrada). A curva rosa nos painéis dessa figura corresponde ao (.J)
mais proximo de Jy.x € as curvas azuis correspondem a 10 curvas na
vizinhanca de Jp.x. A distribuicdo para Jy,.x passa a se tornar pratica-
mente constante conforme (.JJ) aumenta. Isso indica que as avalanches em
Jmax 20, na verdade, supercriticas, pois em sistemas muito grandes te-
remos apenas avalanches grandes ou pequenas (e praticamente nenhuma
avalanche intermediaria). Entretanto, ainda é possivel achar uma curva
(destacada em vermelho em cada painel) que mantém as mesmas pro-
priedades para diferentes tamanhos de rede e, inclusive, tem um corte
que aumenta conforme o tamanho do sistema aumenta. Essas curvas se
encontram J = J,, = 0.010722, ligeiramente desviadas do ponto onde
ocorre 0 maximo da susceptibilidade Jiax = 0.010925 (Tabela 3). Cabe
destacar que Jyax, em especifico para os casos 1 e 2, foi obtido com redes
de tamanho 60 x 60, j& que as simulagoes para redes maiores ainda nao
concluiram. Portanto, pode ser que o ponto J,, esteja desviado de Jax
devido a efeitos de tamanho finito.

Na Fig. 34 mostramos as distribui¢oes de tamanhos (painel A)
e duragao (painel B) das avalanches para os mesmos casos da Fig. 33,
mas apenas para J = J,,. Ajustamos a curva F(s) = a; + azs~*t! e
F(T) = by + boT~"+! para os dados da simulagdo, conforme vimos na
Subsecao 2.2.2, e obtivemos & = 1.13 e 7 = 1.38 (« & 1.1 para percolagao
dindmica em rede bidimensional [184]). Esse procedimento é vantajoso
porque ja fornece, além dos expoentes das distribuigdes, uma estimativa
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Figura 33. Distribui¢do cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo KTz
logistico em rede quadrada para sinapses rapidas 7y, = 2 e ruido livre. Cada curva
corresponde as avalanches para um (J) diferente, enquanto que cada painel corresponde
a um tamanho de rede. A curva rosa corresponde ao Jmax € as curvas azuis sdo (J) na
vizinhanga de Jmax. As avalanches apresentam scaling critico apenas para o J = Jg,
(curva vermelha).

boa para o tamanho e duracao de corte das avalanches,

0y \ Mot
Se = (——> ) (5.10)

bl 1/(—741)
T, = (——) . (5.11)
ba

No ponto critico, s, ~ L define uma dimensionalidade tipica das ava-
lanches e T, ~ L* define o expoente dindmico. Essas leis de escala
sdo ajustadas nos detalhes dos painéis A e B da figura, onde obtemos
D =259 e z = 1.42. O valor obtido para D é proximo do D obtido
para redes quadradas do modelo KTz hiperbélico com sinapses rapidas
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Figura 34. FSS da distribuigdo cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo
KTz logistico em rede quadrada para sinapses rapidas e ruido proporcional. Cada curva
corresponde as avalanches para um L diferente em J = J,, (curvas vermelhas na Fig. 33).
O ajuste da lei de poténcia com corte da a = 1.13, 7 = 1.38, D = 2.59 e z = 1.42. T esta
em unidades de At.

excitatorias por rebote [D = 2.46(2) [68]]. Note que os ajustes das distri-
buigoes F(T') sdo mais probleméaticos do que F(s), ja que cada duracao
medida T tem um erro intrinseco associado de At devido ao método
utilizado para medir avalanches.

No Apéndice C, mostramos que os mesmos ajustes podem ser
aplicados com sucesso ao caso 2 (754, = 2 e R = 0.1J proporcional
em rede quadrada), resultando nos expoentes o = 1.02, 7 = 1.41,
D = 3.36 e z = 1.86 sobre o ponto J = J,,, = 0.010739 (comparado a
Jmax = 0.010926 obtido para o méaximo de y com L = 60). Novamente,
as avalanches com lei de poténcia se mostram deslocadas em relacao ao
maximo de y, mas atribuimos isso a efeitos de tamanho finito. O expo-
ente D expressa uma dimensionalidade tipica das avalanches, mas nao
necessariamente esta relacionado com a dimensionalidade da rede. Um
expoente D = 2 pode ser interpretado como as ondas indo e voltando
numa rede quadrada, fazendo com que neurdnios disparem mais de uma
vez.

Ao aumentar 7, para 10 (casos 3 e 4), as distribui¢bes cumu-
lativas se tornaram praticamente constantes para varios valores de (.J).
Nao foi possivel identificar nenhum (.J) (mesmo que deslocado em rela-
¢ao aos Jmax) onde as avalanches apresentam lei de poténcia com corte,
conforme apresentado na Fig. 34. Isso se deve a diferenca no procedi-
mento de medida de p e s(k), apresentado na Segao 5.2. 75, = 10 causa
disparos recorrentes, ja que o periodo refratario desse regime excitavel
em particular nao é grande o suficiente. Dessa maneira, a atividade da
rede raramente cessa, pois o ruido nao é suficiente para dissipar a ativi-
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Figura 35. Distribuigdo cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo KTz
logistico em rede de Barabasi-Albert. Quatro casos de exemplo para N = 400 foram

selecionados: Painel A: caso 6; Painel B: caso 7; Painel C: caso 10; Painel D: caso 11. Cada
curva corresponde as avalanches para um (J) diferente. A curva vermelha corresponde ao
Jmax € as curvas azuis sao (J) na vizinhanga de Jmax.

dade explosiva. As avalanches, entdo, sao frequentemente muito grandes
fazendo com que a distribuicdo perca o perfil de lei de poténcia. Em
contrapartida, a média do nimero de neurdnios que disparam para cada
(J) permanece bem comportada e variando continuamente.

De um modo geral, as redes de Barabési-Albert apresentam dis-
tribuigbes supercriticas para as avalanches. A Fig. 35 mostra quatro
casos usados como exemplo (outros podem ser vistos no Apéndice C)
para sinapses lentas ou rapidas, com ruido proporcional ou livre, e esti-
mulo aleatorio ou inteligente. A distribuigdo em vermelho corresponde
ao valor Jmax € as azuis sdo (J) na vizinhanga de Jpa.x. Todas elas
sao praticamente constantes em quase todo o intervalo de tamanhos, s,
mesmo para sinapses rapidas com 7, = 2. Isso se deve ao fato de o
menor caminho médio na rede BA ser sempre muito pequeno e, por-
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tanto, qualquer flutuacdo tem uma grande chance de se propagar pela
rede inteira. A presenca de noés extremamente conectados é crucial neste
caso: mesmo que o periodo refratario seja grande para barrar atividade
recorrente com T¢,, pequenos, a atividade sempre acha um caminho na
rede através do qual ela percola.

O que ¢ interessante é que tanto para a rede BA quanto para a
rede quadrada com 7y, = 10, p varia continuamente e x diverge. E
ainda é possivel determinar os expoentes criticos da transicao de fases
com uma boa precisdo. E notavel nos graficos de p(.J) destes casos
(rede quadrada com 74 = 10 na Fig. 31C e os outros no Apéndice C),
entretanto, que a concavidade de p é mais abaulada do que para os casos
de rede quadrada com 7¢ 4, = 2, onde conseguimos obter avalanches com
lei de poténcia. Esses resultados sugerem que ou a transicao de fase nao é
continua, mas aparenta ser continua devido & resolugao dos nossos dados;
ou as avalanches de sistemas criticos nao necessariamente precisam ter
tamanhos e duragao distribuidos em forma de lei de poténcia.

5.5 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE AS TRANSICOES DE FASES
NAS REDES DE NEURONIOS KTZ LOGISTICO

Estudamos um modelo de rede de mapas acoplados, cujos para-
metros permitem uma conexao mais proxima com fenémenos bioldgicos,
como os tempos caracteristicos das sinapses e os regimes excitaveis dos
neurdnios. Mostramos que esses parametros que moldam a dindmica mi-
croscopica do sistema modificam significativamente a descrigao da transi-
¢ao de fases. Portanto, os resultados de Yu et al. [110] para os expoentes
criticos de medidas LFP e MEG (destacados no inicio deste capitulo)
se tornam menos estranhos, pois apesar de nao terem correspondéncia
direta com modelos padrao de Mecanica Estatistica (como Ising, percola-
¢ao, etc), vimos que a altera¢io de parAmetros dinAmicos microscopicos
(como o tempo caracteristico das sinapses) do sistema sdo capazes de
modificar os expoentes significativamente. Em se tratando das classes
de universalidade, este é um resultado estranho pois a classe deveria ser
independente de 7 4. Entretanto, podemos pensar que os parametros
Tf,g €stao, de certa forma, relacionados ao alcance das interacoes (ja que
quanto maior 7y 4, maior a chance do neurénio que gera o sinal voltar a
disparar) e, portanto, seria natural que a classe de universalidade do mo-
delo dependesse deles. A estrutura da rede ja era esperada que mudasse
a classe de universalidade da transicao.

As alteracoes detectadas nas transigoes de fase nos levam a questi-
onar a significAncia dos modelos simples que sao comumente empregados
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para descrever as avalanches neurais: & medida que diversas simplifica-
¢Oes sao impostas sobre o sistema, diversos fenémenos dindmicos tipicos
de problemas fora do equilibrio se perdem. Apesar de descrever re-
sultados experimentais, nao hé nenhuma garantia de que esses modelos
simplificados correspondam a realidade subjacente do fenémeno que ten-
tam descrever. Por outro lado, a simplificagdo é necesséaria em diversos
niveis, por motivos computacionais e também porque caso o sistema nao
seja simplificado, o estudo se torna inviavel dada a quantidade de para-
metros e variaveis dos modelos complexos. Uma abordagem de redes de
mapas acoplados é um passo além dos autéomatos celulares, pois man-
tém um equilibrio entre simplicidade matematica, riqueza dindmica e
performance computacional.

Parametros como a conectividade da rede, o periodo refratario e
o tempo caracteristico das sinapses sao essenciais num modelo, ja que
moldam diretamente a forma das distribui¢oes de avalanches e os expo-
entes criticos associados ao parametro de ordem e a sua susceptibilidade
associada. Inclusive, mostramos que transi¢oes aparentemente continuas
e com susceptibilidade divergente apresentam avalanches completamente
diferentes do esperado. O perfil da distribuicao de avalanches para as
redes de BA e para redes quadradas com 7, grandes lembra mais o
que se espera para uma transicao de primeira ordem: ou ocorrem ava-
lanches grandes ou ocorrem avalanches pequenas. Curiosamente, a ma-
neira como essas distribuicoes se modificam & medida que a intensidade
do acoplamento aumenta, mantém o tamanho médio de avalanches (e,
portanto, o namero médio de neurdnios ativados) bem comportado e
variando aparentemente de maneira continua.

Esses resultados indicam que a maneira como definimos o estado
critico em problemas fora do equilibrio é, de certa forma, dubia. Assu-
mindo que as transi¢oes que estudamos aqui sao certamente continuas,
podemos tirar uma das duas conclusoes seguintes: ao mesmo tempo
que diversos modelos contam com o scaling de lei de poténcia das suas
distribuicoes de avalanche para determinar o ponto critico, vimos que
transigoes aparentemente continuas nem sempre apresentam avalanches
com lei de poténcia (o que estad de acordo com Taylor et al. [26]); ou
por outro lado, se o ponto critico é definitivamente dotado de avalanches
com lei de poténcia, nosso estudo mostra que podem existir transicoes de
fase continuas que nao sao criticas, pois suas avalanches nao apresentam
lei de poténcia.

Perspectivas desse trabalho incluem investigar se essas transigoes
aparentemente continuas, que nao apresentam leis de poténcia nas ava-
lanches, sao na verdade transicoes fracas de primeira ordem através do
histograma do parametro de ordem. Podemos também aprimorar o mo-
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delo, adicionando dindmica plastica as sinapses para verificar se um es-
tado auto-organizado emerge na rede. Finalmente, também sugerimos o
estudo desse modelo em redes aleatorias, além de uma possivel modela-
gem através de equagao mestra para investigar analiticamente como se
d& a mudanca nas transigoes de fase em funcao dos parametros do mo-
delo. Todos os resultados apresentados neste capitulo sao preliminares e
necessitam de um estudo mais cuidadoso.
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6 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

O cérebro é um sistema dindmico, mas também esta sujeito a
fendmenos estocésticos. Microscopicamente, é composto de ions e molé-
culas que difundem através de membranas semipermeaveis, modificando
o potencial elétrico localmente em cada neurénio. A difusao é fruto de
um processo de natureza estocéastica, entdo certamente havera flutuacoes
nesses processos que acarretarao em um ruido de fundo numa possivel
descrigao meso ou macroscopica do sistema. A difusao de ions modifica o
potencial elétrico localmente nessas membranas e, por elas serem excita-
veis, controlam a passagem do sinal através dos corpos dos neurdnios de
maneira andloga aos semicondutores num processador de computador.
Certamente nao ha um s6 tipo de neurédnio (além de, é claro, outras célu-
las que compdem o sistema nervoso, como os astrocitos e as glias) e essa
heterogeneidade em formas e fungoes faz do cérebro um sistema muito
mais complexo que um simples conjunto de semicondutores idénticos que
forma uma CPU.

Como se isso nao bastasse, essas células formam ligagbes novas
e desfazem ligacoes antigas entre si ao longo do tempo, e no processo
formam um padrao de conexoes que esta longe de ser uma rede aleatoéria
ou completamente conectada [229], como costumamos estudar em mo-
delos fisicos. A fisica consegue explicar muito bem a emergéncia de uma
distribui¢do Gaussiana (ou Poissoniana) num sistema, como a distribui-
¢ao de velocidades ou posigoes num gés em equilibrio térmico a baixas
pressoes e altas temperaturas. Essas distribui¢cdes decorrem diretamente
de processos aleatorios (no tempo, no espago, ou em ambos), i.e. proces-
sos cujo proximo estado depende unicamente do estado atual. Contudo,
esses processos Markovianos, como sao chamados, nao sao capazes de ex-
plicar a emergéncia de distribuicoes do tipo lei de poténcia em sistemas
fisicos (ou biologicos, sociais, econdmicos, etc). Curiosamente, sistemas
que apresentam essas distribuicoes sao extremamente comuns na Natu-
reza e na nossa sociedade, como listamos na Segao 2.2. A distribui¢do do
peso das conexoes entre regioes macroscopicas do cérebro é um exemplo
de uma distribui¢éo desse tipo [107].

O estado de um processo nao-Markoviano depende também de
varios estados anteriores ao ultimo estado visitado. Esses processos tém
uma certa memdria da sua histéria. Assim, distribui¢oes ndo-Gaussianas
nos dizem que existe alguma forca, alguma maneira de o sistema se or-
ganizar, que guia a evolugao do sistema no tempo. Nao é surpreendente,
portanto, que a distribuicdo de velocidades das formigas num formi-



162 Consideracoes finais e Perspectivas

gueiro seja do tipo lei de poténcia [44]: as formigas interagem entre si
e tomam decisoes em relacao ao seu movimento de acordo com o ambi-
ente que as cerca, o que acaba com o carater aleatério do processo de
difusao de formigas num formigueiro. De certa forma, um neurénio no
cérebro em desenvolvimento é como a formiga no formigueiro: ele vai
crescendo, ramificando-se e interagindo com seus vizinhos e com o meio
que o cerca. Esse processo complexo é mediado pela propagacao dos
potenciais elétricos em suas membranas, além das limitagoes fisicas im-
postas pela fronteira do sistema (i.e. a propria caixa craniana). Mesmo
esses limites fisicos sao contestados pelo cérebro em desenvolvimento:
assim se formam os sulcos e cavidades na superficie cerebral. Portanto,
a forca que guia o sistema é simplesmente dada pelas interacoes internas
do sistema (que, certamente, dependem do fluxo de matéria e energia —
fons e moléculas consumidas — através do corpo do animal). Dizemos,
entao, que o cérebro é um sistema auto-organizado.

A maneira mais simples de tentar quantificar a memoria tempo-
ral de um sistema é medindo a autocorrelacao entre seus estados. Se
essa autocorrelacao decai lentamente com o atraso entre dois estados,
entao o sistema possui correlagdo de longo-alcance. Como vimos, o
espectro de poténcia e a autocorrelagao sao dois lados da mesma mo-
eda: medir um espectro de poténcia com a forma 1/f nos diz que o
sistema apresenta correlagao de longo-alcance e deve ter uma certa me-
moria. Nao surpreende, portanto, que os sistemas cujas distribuicoes
de eventos ou estados sao lei de poténcia, tenham também espectro de
poténcia 1/ f. Novamente, o cérebro é um exemplo de sistema que apre-
senta ruido 1/f [64, 77-79, 81, 82|, correlagdo temporal e espacial de
longo alcance [63, 106, 118| e avalanches (eventos) distribuidos continu-
amente numa lei de poténcia [3, 67, 109, 110]. E isso, na verdade, se
verifica para muitos sistemas na natureza [14]. A teoria da Criticalidade
Auto-Organizada, proposta por Bak et al. [13], foi uma primeira aborda-
gem para entender esses sistemas como dotados de uma nao-linearidade
intrinseca (que gera limiares locais) e interagbes de curto alcance que
podem gerar eventos globais. Essas caracteristicas guiariam o sistema
para um estado analogo ao estado critico termodindmico: o compri-
mento de correlagao diverge e, portanto, emerge uma certa ordem no
sistema. O ordenamento do sistema, porém, nao é trivial, ja que local-
mente o sistema é aparentemente desordenado. Mas em todas as escalas
de comprimento ou duragdo (limitadas apenas pelas fronteiras fisicas do
sistema) é possivel que uma flutuagao se propague por toda a extensao
do sistema através dessa aparente desordem local. Essa possibilidade de
propagar flutuagoes geraria esses eventos que muitas vezes sao pequenos,
mas que de vez em quando percolam por todo os sistema: as avalanches.
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Essas avalanches deveriam apresentar-se distribuidas através de uma lei
de poténcia em todos os tamanhos continuamente.

Neurdnios estao sujeitos a interagoes com seus vizinhos e com o
meio, e essas interagoes devem ser suficientes para que o cérebro atinja
um estado capaz de processar informacao de maneira sensivel e orde-
nada (afinal a resposta de 2 + 2 devera sempre ser 4). Por outro lado,
um sistema que da sempre, incondicionalmente, a mesma resposta, é
um sistema que esta destinado, certamente, a cometer todos os erros
possiveis (menos um). O cérebro deve estar sujeito, portanto, a uma
certa variabilidade: ele deve ser um sistema aparentemente ordenado
macroscopicamente, mas que microscopicamente esté sujeito a erros e
flutuagoes. Isso abriria possibilidades para que houvesse variabilidade
e estabilidade, simultaneamente, no processamento da informagao. O
ambiente que nos cerca é dotado de muitas coisas e funcionalidades dis-
tintas, sendo portanto capaz de nos prover uma imensa variabilidade de
estimulos. Identificar e processar esse ambiente heterogéneo da melhor
maneira possivel é certamente uma vantagem evolutiva que nos leva para
o estado critico [4]. De fato, sabemos que o estado critico traz diversas
vantagens para sistemas excitaveis, como as redes de neuronios presentes
no cérebro [1, 50, 51]. Inclusive mostramos no Capitulo 3 que o tempo
de processamento do nosso modelo de sistema visual é minimizado no
estado critico enquanto que o processamento de informagcao passa a ser
flexivel, ja que pequenas flutuagoes na estrutura da rede causam grande
variabilidade no tempo de processamento. A ideia de que o cérebro deve
ser um sistema macroscopicamente ordenado, mas sujeito a flutuagoes
que podem o fazer mudar de estado ja é antiga [5]. No Capitulo 5 mos-
tramos que flutuacoes nas sinapses fazem com que aparega um ponto
critico no sistema, inclusive para diferentes redes.

Mesmo que a teoria de SOC nao seja necessariamente a mais ade-
quada, mostramos que redes de neuronios (em especifico a rede do cortex
visual) sdo capazes de gerar avalanches espontaneamente, através de um
sinal com forte correlagdo temporal e ruido 1/f. Talvez seja preciso
generalizar a teoria de SOC para que ela ndo se restrinja a apenas sis-
temas que apresentem avalanches com forma de lei de poténcia. Uma
teoria de sistemas dindmicos de muitos componentes deveria levar em
conta sistemas que apresentam pontos criticos (do ponto de vista das
correlagoes de longo-alcance), mas que se organizam através de princi-
pios mais gerais do que apenas por avalanches com duracao e tamanho
distribuidos em forma de lei de poténcia. Ainda, talvez o estado cri-
tico em sistemas fora do equilibrio também nao seja apenas um estado
de forte correlagao, talvez ele seja dotado de propriedades que ainda nao
pudemos estimar através de uma teoria estatistica, ou de dados computa-
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cionais. De qualquer maneira, uma teoria tinica para descrever sistemas
nao-lineares compostos por muitos corpos parece, no minimo, uma meta
bastante audaciosa.

As ferramentas que ja possuimos para descrever transigoes de fa-
ses e bifurcagoes sao tteis para estudar a organizacao desses sistemas
complexos. Nesse sentido, é fato que o cérebro apresenta uma transicao
de fase e é fato que a auto-organizagao se apresenta em diferentes esca-
las por todo o sistema nervoso. Logo, o simples fato de poder relacionar
estados saudéveis ou doentes do cérebro com sistemas criticos ou fora da
criticalidade nos abre portas para propor nao sé6 modelos, mas maneiras
de colocar esse conhecimento em pratica através de novas técnicas de
diagnostico para doengas conhecidas. Ou, talvez, até consigamos prever
novas doengas ou desordens cerebrais a partir de dados de pessoas vivas
obtidos com técnicas nao-invasivas. Ja do ponto de vista tebrico e aca-
démico, certamente nao é possivel propor um modelo que leve em conta
todos os detalhes do sistema nervoso. Em algum nivel, alguma incer-
teza tera que ser incorporada ao modelo para levar em conta fenémenos
imprevisiveis, j& que nao temos controle sobre todas as particulas que
interagem e formam o cérebro. Essa incerteza é que acaba gerando uma
grande variedade de modelos, todos baseados em principios diferentes,
mas todos também reproduzem os mesmos dados experimentais (como
é o caso das avalanches neurais). O que se pode fazer, ao invés de sim-
plesmente misturar os modelos e propor um sistema mais real, &€ estudar
de maneira sistematizada cada sistema experimental através de um bom
modelo capaz de fazer as devidas previsoes, generalizagoes e descri¢oes
do sistema de interesse.
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APENDICE A - Estrutura e outros dados do modelo de
Andreazza e Pinto (V1)
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A.1 ESTRUTURA DA REDE

O modelo foi inicialmente proposto por Andreazza & Pinto [160,
165, 167]. A rede completa tem Ny, = 2N;, + N elementos, onde
N = 4IL? é a quantidade de neurdnios que compdem as camadas internas
(LGN, VI, IVCp e II/III, cada uma com L? neurénios), N;, = (10L)? é

£
<
[}
K]
=

Entrada LGN VI wves 1I/111 Saida

C z
LGN Neuronio 4
2 em (zi, yi,zi)
VI

VBN ..
/TG AN .
TNy

A N

Plag (10"
w0
P

S Y RN S R T R T T R ]
Compartimento axonal, aj. Compartimento dendritico, dm
m-- i 0] - m
Neurénio j (pré-sinaptico) Neurénio i (pos-sinaptico)
Camada A

Camada B

Fonte: Girardi-Schappo et al. [177]. Artigo submetido para publicagao.

Figura 36. Elementos do modelo do V1. A: Uma realizagdo da rede com L = 5. Circulos
sao fotorreceptores (Entrada), neurénios (camadas internas) e compartimentos axonais
(Saida). As camadas estao linearizadas no eixo y. B: Arquitetura da rede. C: Organizagao
espacial da rede com N = 4L? neurdnios. A estrutura colunar est4 destacada em vermelho.
H4 uma coluna de tamanho N. = 412 &~ 196 neurénios centrada em cada neurénio da rede.
D: Esquema dos compartimentos dos neurdnios. A probabilidade, P(ay), de escolher um
compartimento axonal pré-sinaptico, aj, de qualquer neurénio é exponencial tal que a
maioria das sinapses comecem do final do ax6nio (esquerda). A probabilidade, P(d,,), de
escolher um compartimento dendritico, d,,, ¢ Gaussiana com média 50 e desvio padréao 10,
tal que a maioria das sinapses cheguem no meio dos dendritos (direita).
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Tabela 4. Ligacdes do V1 (tentativas) por neurdnio pré-sinaptico. Ligacdes saem das ca-
madas nas linhas e vao para as camadas nas colunas. O elemento pré-sinaptico pode ser um
fotorreceptor (da camada de Entrada) ou um neurdnio (das camadas internas). Ha 100 fo-
torreceptores na camada de Entrada para cada neurénio do LGN. Ha 100 compartimentos
axonais para cada neurdnio na camada II/III conectando ao V2. Esses valores sdo prede-
finidos no inicio da simulagdo, mas ndo sdo exatamente atingidos na pratica por causa das
condigoes de contorno. Esses nimeros sao baseados em diversos trabalhos experimentais.
Ver a tese de Andreazza [166] para mais detalhes.

From \ To | LGN VI IVC(B II/IIT Output

Input 1 - - - -
LGN - - 500 - -
VI - - 1100 350 -
IvVCp - 600 - 700 -
I1/111 - - - - 100

a quantidade de elementos em cada uma das camadas de entrada/saida.
Um exemplo ilustrativo de uma realizagao da rede para L = 5 esta na
Fig. 36A. A arquitetura da rede esta representado na Fig. 36B, em que
as setas apontam a diregao das conexodes por onde o sinal é propagado.

As camadas estao empilhadas como mostrado na Fig. 36B,C. Po-
demos atribuir uma posigdo espacial a cada elemento i da rede, 7; =
(x4, 9i, 2i), rotulando as camadas desde a entrada (z; = 0) até a saida
(z; = 5) e posigdes inteiras (z;,y;) € [1; L] x [1; L] (para z; = 1,2,3,4)
e (x;,9;) € [1;10L] x [1;10L] para z; = 0 ou z; = 5. Os elementos da
entrada sao fotorreceptores da retina. Os elementos da saida sao apenas
0s terminais axonais que conectariam ao V2. Os elementos das outras
camadas (internas) sdo todos neurdnios compartimentais (Fig. 36D).

H&a uma matriz de 10 x 10 fotorreceptores posicionada em frente
a cada neurdnio da LGN (totalizando N,, fotorreceptores). No outro
lado da rede, cada neurdnio da camada II/IIT envia 100 sinapses para o
V2 (totalizando N;, terminais axonais que conectariam com o V2). Os
100 terminais axonais de um neurénio estao posicionados em sua frente
e aleatoriamente distribuidos numa matriz 10 x 10.

Todas as conexoes sao escolhidas e fixadas no comego da simula-
¢ao (desordem quenched). A quantidade de conexdes que cada elemento
de uma dada camada tenta enviar para cada camada adjacente esta
na Tabela 4. As condig¢oes de contorno sdo livres, o que significa que
toda tentativa de sinapse que cai fora da camada pés-sinaptica é descar-
tada. Assim, a quantidade de sinapses realmente efetivadas por elemento
pré-sinaptico € um pouco menor do que os valores nessa tabela. Essas
quantidades sao mais parecidas com os valores da Tabela 5.

A Tabela 5 mostra a quantidade de sinapses que um dado elemento
recebe para uma tnica realizagao da rede (outras realizagoes flutuam em
torno desses nimeros). A rede é simétrica, em média, no sentido de que a
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Tabela 5. Liga¢des do V1 por neurdnio poés-sinaptico. Camadas nas colunas recebem
ligagoes das camadas nas linhas. Elementos pos-sinapticos sdo todos neurénios. Ha 100
compartimentos axonais na camada de saida para cada neurénio e cada um desses com-
partimentos formaria uma sinapse com o V2. As meédias foram tomadas ao montar uma
rede com L = 99 e, junto com a Tabela 4 mostram a simetria da rede entre conexdes de
saida e de chegada num neurénio.

From \ To | LGN VI IVCB II/III Output

Input 98 - - - -
LGN - - 488 - -

VI - - 1073 293 -
Ivep - 585 - 683 -
I1/11T - - - - 1

meédia do ntimero de sinapses por neurénio pré-sinaptico é praticamente
igual & média do nimero de sinapses por neurénio pos-sindptico. As
Tabelas 4 e 5 também deixam clara a adjacéncia das camadas.

Para criar uma conexao, cada neurénio pré-sinaptico j projeta
seu axonio numa regido de [ = 7 x 7 neurénios de uma camada ad-
jacente. Os neurdnios pos-sinapticos nessa regiao sao, entao, seleciona-
dos aleatoriamente através de uma distribuicao Gaussiana bidimensio-
nal, Pg(x,y;2;,Y;,04), centrada nas coordenadas (z;,y;) do neurdnio
pré-sinéptico e com desvio padrao o4 = 3 em ambas as diregoes.

A estrutura colunar da rede emerge ao realizar a escolha de vi-
zinhos numa camada adjacente apenas dentro dessa regiao limitada de
I neurénios. O V1 apresenta essa estrutura experimentalmente [92].
Portanto, cada coluna tem aproximadamente N, = 4/? = 196 neurdnios
(Fig. 36C). Se considerarmos o loop entre as camadas IVC( e VI, entao
as colunas da rede teriam, virtualmente, cerca de N, = 512 = 245 neuro-
nios. As conexoes da camada de entrada para o LGN sao criadas dessa
mesma maneira.

Uma vez que os neurdnios pré e pos-sinapticos estao escolhidos, as
sinapses sao formadas entre um compartimento axonal, aff )7 escolhido
com probabilidade exponencial Pg(k) = (10/4)exp (10k/4), da célula
pré-sinaptica, j, e um compartimento dendritico, dy, escolhido com
probabilidade Gaussiana Pg(m; d©, o,4), da célula pos-sinaptica, i, onde
d© =50 e o4 = 10 (Fig. 36D).

A probabilidade de escolher um compartimento dendritico é to-
mada como sendo Gaussiana porque tentativas consecutivas de se conec-
tar a qualquer compartimento dendritico devem ser independentes e por-
que a maioria das sinapses deve chegar no centro dos dendritos [171]. A
probabilidade de escolher um compartimento axonal é exponencial por-
que axoOnios devem transportar o sinal até o mais longe possivel, entao a
maioria das sinapses de saida devem vir do final do axénio [161, 168-170].
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Os neuroénios desse modelo podem ser mapeados em autématos ce-
lulares simples, como o estudado por Kinouchi e Copelli [17]. Para isso,
as probabilidades de excitar um vizinho (no modelo referido) devem ser
ajustadas proporcionais a fragao do sinal que chegaria no compartimento
do corpo celular em nosso modelo (essa fracao ¢ derivada na proxima se-
¢ao). Ainda, o disparo do neurénio teria que ser atrasado (no modelo de
Kinouchi e Copelli) para imitar o nimero de compartimentos médio que
o sinal anda em nosso modelo até causar um disparo. A quantidade de
estados refratarios também teria que ser ajustada para evitar atividade
autossustentada no loop entre camadas. Por final, basta construir a rede
da maneira descrita nesta segao.

A.2 SINAL MEDIO NO SOMA

Considere o dendrito de um tunico neurénio cuja estrutura esta
descrita na Fig. 36D. Se uma tnica sinapse chega no compartimento 7,
d,(0) = E no instante t = 0, entdao depois de k — n passos o sinal no
compartimento k é dj,(t = k—n) = A*""E, cujamédia ¢ (dx) = (\*"") E
(omitimos o tempo por simplicidade). Lembrando que A é a constante
de atenuagao e F é o valor do potencial pés-sinaptico.

As sinapses chegam num compartimento dendritico qualquer, d,,,
com distribuicdo Gaussiana Pg(n; 50,10) (média d(©) = 50 e desvio pa-
drao o4 = 10). Entdo, a média <)\k*”> ¢ dada por:

+oo
(AFmmy = ¥ / A\""Pg(n)dn , (A1)

onde a integral é continua porque mais do que 99% da distribuicao Gaus-
siana esté contida nos limites do dendrito.

O integrando na Eq. (A.1) pode ser manipulado (reduzir o qua-
drado) para obter uma nova Gaussiana a ser integrada,

“+o0
(MY — Ao 02 / Pe(n)dn , (A.2)
)

(AE=mY = AR=d©O+oi (/2 (A3)

onde Pg(n) é uma Gaussiana reescalada, normalizada e com média des-
locada. Note que 7,(A) = (A7) = (di) /E ¢ a fracdo do sinal que
chega no compartimento k.
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Se a sinapse (ou estimulo externo) chegasse apenas no comparti-
mento d(®) (localizada), i.e. com o4 = 0, entdo r(\) = A4 seria um
decaimento exponencial simples com constante caracteristica —1/1In(\),
como esperado experimentalmente [171]. O ajuste do experimento de
Williams e Stuart [171] nessas condigoes e utilizando 100 compartimentos

dendriticos resulta no valor de A = 0.996 utilizado nas nossas simulagoes.
A.3 COLAPSO DAS AVALANCHES E RELACAO DE SETHNA

Os resultados desta segao foram desenvolvidos principalmente por
Germano S. Bortolotto (doutorando) e Jheniffer J. Gonsalves (gradu-
anda). Para realizar o colapso, assumimos que as Egs. (2.56) e (2.57)
sdo também validas para as distribuigées cumulativas e isolamos a fun-
cdo de escala Gs(s/LP) ~ s*~1F(s). Assim, basta ajustar o expoente
D tal que os cortes das fungdes G,(s/LP) para diferentes L coincidam
e, também, ajustar o expoente o de modo que Gs(s — 0) = const. A
Fig. 37 mostra esse procedimento aplicado aos dados obtidos numerica-
mente para E em cada uma das fases.

A fase inativa tem D = 0, o que significa que o corte, s., é inde-
pendente do tamanho do sistema e, portanto, nao ha criticalidade. A
fase ativa fraca tem duas escalas caracteristicas, uma com 1.0(1) < D <
3.1(1) para 1.2 < EF < 2 mV (que chamamos de fase ativa fraca, pois
ainda nao ha uma avalanche muito grande visivelmente dominante) e ou-
tra com D = 2 para E > 2 mV (que chamamos de fase ativa forte, pois ja
existe uma avalanche visivelmente dominante). A fase critica apresenta
D = 1.0(1). O valor de D separa as fases em termos da dinamica do
modelo, pois em cada uma dessas fases, as avalanches atingem a borda
de maneira diferente, conforme discutido na Secao 3.3.

A relagao de Sethna, (s) ~ T, derivada na Subsecao 2.2.2, é usada
na literatura para determinar se o sistema possui ou nao uma relagao de
escala entre os tamanhos e duracao de avalanches. Se possui, o sistema
¢ comumente aceito como critico. Contudo, Touboul e Destexhe [27]
trouxe duvidas a essa questao pois mostrou que um sistema nao-critico
por construgdo pode obedecer a relagao de escala de Sethna. Plotamos
a relagdo de Sethna para todas as fases (critica e ndo-criticas) do nosso
modelo na Fig. 38.

Nossos dados mostram que a relagao de Sethna se mantém valida
até nas fases nao-criticas, ao contrario do que comumente se acredita
e dando suporte ao argumento de Touboul e Destexhe [27]. Calcula-
mos o expoente de Sethma, a, para as quatro fases através dos dados
apresentados na Fig. 38, resultando em ap;;. Independentemente, cal-
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Fonte: Girardi-Schappo et al. [177]. Artigo submetido para publicagao.

Figura 37. Colapso das distribui¢des cumulativas de tamanhos de avalanches para varias
realizagdes da simulagdo para cada E. Painel A: fase inativa; o corte ndo escala com o
tamanho do sistema (D = 0), mas a distribuigdao apresenta um intervalo lei de poténcia com
a = 1.5(1) devido a atividade ruidosa no LGN. Painel B: fase critica com expoente o =
1.4(1) e D = 1.0(1) correspondente & Fig. 15B. Painel C: fase ativa fraca com expoentes
ay = 1.4(1), aq 1.72(8) e D = 3.1(3); a saliéncia separando ambos os intervalos de
lei de poténcia é uma consequéncia da estrutura colunar da rede, ja que fica em s &~ N,.
Painel D: fase ativa forte com o = 1.5(1) e D = 2; o buraco nessa distribui¢do mostra que
o processamento ocorre principalmente através de uma avalanche grande dominante, entao
a lei de poténcia é devida a apenas atividade ruidosa no LGN. A linha preta é guia aos
olhos para o colapso das leis de poténcia. o é o expoente de P(s) e foi verificado usando o
teste de Mazimum likelihood. O expoente D muda conforme a dindmica através da qual
o sinal atinge a borda muda (discussao na Segao 3.3).

culamos os expoentes 7T e « através do ajuste da Eq. (2.62) para ambos
tamanho e duracao de avalanches (ambos os expoentes podem ser calcu-
lados por colapso das curvas, conforme descrito ha pouco) e calculamos
apist = (1 —1)/(a — 1) [Eq. (2.60)]. A Tabela 6 compara todos esses
expoentes.

Devido aos erros associados aos ajustes de 7, « e ap; (5% cada),
os valores da Tabela 6 podem ser considerados iguais. Os erros grandes
ocorrem devido ao cortes s. e T, serem relativamente pequenos (j4 que
s. escala com L” com D = 1.0(1) na fase critica). Assim, o ajuste da

lei de poténcia nao pode ser feito com uma boa precisao, pois a maioria
dos dados esta no corte.
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Fonte: Bortolotto et al. [176].

Figura 38. Relagao de escala tamanho-duracdo de Sethna para avalanches e diferentes E.
Pontos sao dados das simulagdes e linhas tracejadas sdo os ajustes (s) ~ T [Eq. (2.60)]
que resulta em ap;¢ (Tabela 6). A: E = 1.1 mV, apenas avalanches pequenas ocorrem;
B: E = 1.19 mV ¢é o ponto critico e avalanches ocorrem em todas as escalas; C: E = 1.88 mV
esté na fase ativa fraca e apresenta um pequeno buraco entre avalanches muito grandes e
as outras; D: E = 13 mV esta na fase ativa forte e h4 um buraco grande entre avalanches
muito grandes e as avalanches reminiscentes pequenas. Cada avalanche grande nos painéis
C,D corresponde a uma realizagao da simulagao.

Tabela 6. Expoentes das distribuigées de avalanches, 7 e . A coluna ap;st é obtida
usando-se a Eq. (2.60). Os valores de ap;+ foram obtidos ajustando os dados de simulagao

(s) x T na Fig. 38. O erro percentual entre os dois valores para a é mostrado na ultima
coluna. 7, a e api; tém um erro associado de 5% cada.

_E (mv) T (o3 apist QFit Error (%)
1.10 1.788 1.602 1.309 1.426 -8.17
1.19 1.596 1.390 1.531 1.470 4.19
1.88 1.737 1.491 1.500 1.434 4.58
13.0 1.520 1.350 1.483 1.688 -12.1

Fonte: Bortolotto et al. [176].

A.4 MAIOR AVALANCHE

A maior avalanche (ou cluster) fracional, m = M /N, onde M ¢é a
maior avalanche (ou cluster) que ocorre na rede, é algumas vezes tomada
como um parametro de ordem para estudar fases de Griffiths [58, 60, 61].
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Fonte: Girardi-Schappo et al. [177]. Artigo submetido para publicagao.
Figura 39. Maior avalanche fracional, m(E; L) = M/N. Painel A: m em fungdo de E
para varios L. Painel B: m FSS. Os circulos vermelhos correspondem a fase de Griffiths.

O ajuste m ~ L=P" nos da D' = 1.0(1) dentro da regiao de Griffiths.

Na Fig. 39, nos apresentamos m como funcao de E para L crescente e,
também, o FSS de m para varios F.

Dentro da regido critica, esperamos que m ~ L~ ' pois m é um
possivel parametro de ordem associado ao expoente critico D’. De fato, o
ajuste dessa equagao aos nosso dados dentro da fase de Griffiths (1.11 <
E <119 mV) da D" = 1.0(1). Podemos entéo calcular o scaling da
maior avalanche, M, pois m = M/N e N = 4L?. Logo,

M = m(4L?%)
=M~LP1%,

M ~ L27P" (A.4)

Como D' =1, entdo M ~ L'. A maior avalanche concorda com o corte
das avalanches, s., ajustado através da Eq. (2.62), além de M ~ LP ser
também esperado dentro de uma fase de Griffiths, onde D é o expoente
da exponencial estendida para o tempo de autocorrelagao [60], Eq. (2.49).
A lei de escala da Eq. (A.4) é valida apenas no ponto critico. Ambos os
expoentes D e D' foram ajustados independentemente um do outro.

A.5 SUSCEPTIBILIDADE

No texto principal, utilizamos a susceptibilidade modificada, x, =
N({p*) — (p)*)/ (p), para calcular o expoente v/v. Nesta se¢do, mos-
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Figura 40. Susceptibilidade tradicional, Eq. (A.5). Painel A: x em fungdo de E para
varios L. Painel B: x FSS. Os circulos vermelhos correspondem a fase de Griffiths. O
ajuste x ~ L7" nos da v/v = 2.6(1) dentro da regidao de Griffiths, o que é esperado
através do ajuste de v/ /v.

tramos na Fig. 40 o grafico da susceptibilidade tradicional associada ao
parametro de ordem escolhido:

x=N (<p2> - <p>2) : (A.5)

A susceptibilidade é esperada escalar com /v e a Fig. 40 mostra o ajuste
~v/v = 2.6(1) dentro da regiao critica, concordando com o valor calculado
através do ajuste da susceptibilidade modificada, x,

A.6 ESTIMATIVA DE MAXIMUM LIKELIHOOD

Todas as leis de poténcia das distribuigoes de tamanhos de avalan-
ches, P(s), tiveram seus expoentes « checados através do teste de Maxi-
mum Likelihood (também realizado por Germano S. Bortolotto, douto-
rando). Para levar em conta a saliéncia na distribuigao para E' = 1.88 mV
e 0s cortes para esse e os outros valores de E, é preciso usar uma esti-
mativa de Maximum Likelihood censurada (pois ela considera apenas os
dados que seguem lei de poténcia para calcular o melhor ). A formula
da estimativa é aplicavel a leis de poténcia discretas, desenvolvida por
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Langlois et al. [230]:

& = argmax[—nIn ¢ (o, Smin, Smaz) + H], (A.6)
n hl (ZZL:S"LM k_a) fOI' Si = SL ,
H= Z In (ZZ’;’;; k=) for s; = sp , (A.7)
i=1 | In(s;7%) else

onde & é o melhor valor para o expoente da lei de poténcia que melhor
ajusta os dados, 1 < Smin < 8 < Smae € a funcao zeta de Hurwitz é
definida por:

C(av Smin, Smam) = C(aa Smin) - C(aa Smax) ) (A8)
em que
- 1
((a,5) = ; i+ (A.9)

Aplicamos este teste para as distribuiges cumulativas F(s) para
alguns valores de £ e L = 99. Para £ = 1.10 mV, £ = 1.19 mV
(ponto critico) e E = 13.0 mV, obtivemos os valores & = 1.46, & =
1.34 e & = 1.50, respectivamente, para o melhor expoente. Para F =
1.88 mV, dividimos a distribuicao em duas partes ao redor da saliéncia
em avalanches de tamanho s & N, ~ 200. Para a primeira parte (S, =
1, Smae = 190) obtivemos o melhor expoente &; = 1.69, enquanto que
para a segunda parte (Spin = 600, S = 1500), obtivemos qg = 1.57.
Todos esses valores sao muito proximos dos « obtidos ou por colapso
(Fig. 37) ou por ajuste da Eq. (2.62) (Fig. 15).



APENDICE B - Métodos para analise de sistemas dinamicos
e KTz tanh
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B.1 PONTOS FIXOS E ESTABILIDADE

Um ponto fixo (FP) é o ponto que ndo muda com a iteragao do
mapa, tal que

[2(t +1),y(t + 1), 2(t + 1] = [2(), y(1), 2(2)]
_ (x*7y*,z*) .

Um FP pode também ser chamado de ciclo-1, pois a iteragdo do mapa
se repete exatamente ap6s um 1 ts. Um ciclo-Q (@ > 1) ou qualquer
outro atrator cadtico ou quase-periddico serd simplesmente chamado de
ciclo limite (LC) ou atrator oscilatorio.

A méaxima amplitude de um atrator LC dado pelo conjunto de
pontos {x(t)} resultantes da itera¢do do mapa é:

A= max {z(t)} — mtin {z(t)}| . (B.1)

No6s usamos a aplicagao direta da equagao de recorréncia do mapa para
obter uma expressdo polinomial para os FP em ambos os casos (I e
IT). A estabilidade dos FPs é calculada usando os autovalores da matriz
Jacobiana do sistema.

B.2 INTERVALO ENTRE DISPAROS (ISI)

A distincao entre comportamentos oscilatorios pode ser feita atra-
vés do intervalo entre disparos (ISI). A bifurcacdo do ISI é um método
comum na literatura tanto n vitro quanto em simulagoes para carac-
terizar o processamento individual de informagéo (ver, por exemplo, as
Refs. [231-235]). Definimos o ISI, medido em ts, como o intervalo de
tempo entre dois disparos consecutivos na série {z(t)}. Para o KTz (lo-
gistico e tanh), um disparo ocorre no instante tg?,? se x(tg?g) +1)x(tg%)) <0,
com x(tgg) +1) < x(tg,)), tal que ISI; = tgfl) - tg,). Os varios 151
estao distribuidos de acordo com P(ISI) cuja média é (ISI). Exem-
plos dessas distribuigoes para comportamentos oscilatérios tipicos estao
na Fig. 41. Também plotamos ISI; versus T' e xr como diagrama de
bifurcagao na Subsecao 4.1.1.

Definimos um limiar ISI;;, = 20 ts para poder separar com-
portamentos oscilatorios ao tracar os diagramas de fase: disparos ra-
pidos tém um tnico ISI; = (ISI) < ISI;p; disparos cardiacos tém um
IST; = (ISI) > ISIy, caracteristico; e bursting tem tanto IST; < ISIy,
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quanto ISI; > ISIy. Obviamente, FP nao tem ISI ji que o po-
tencial da membrana nao tem oscilagao. Uma regiao de disparos car-
diacos aperiodicos foi identificada. Ela é caracterizada por ter muitos
151; diferentes, todos distribuidos em volta de uma média bem defi-
nida (IST) > IS, de acordo com, aparentemente, uma lognormal (ver
Fig. 21C detalhe).

A. disparos rapidos B. bursting
1 _6
N

~
2 oy
= o2
& = |

0 &0

11 12 13 0 100 200 300

ISI(ts)

C. cadiaco periddico D. cadiaco aperiédico

;2
o

P(ISI)
(ISI) x10

o
P
o

586 587 588 1210 1220 1230 1240

Figura 41. Distribuig¢des tipicas do intervalo entre disparos. Quatro tipos diferentes de
distribuigdes P(IST) sao mostrados nos painéis A a D (topo) com suas respectivas iteragdes
do mapa (baixo). Linhas solidas e tracejadas sdo apenas guias. Painel A: disparo rapido
(F'S) — um tunico e bem definido pico em P(ISTI) tal que (ISI) < ISI;y. Painel B: bursting
(BS) — dois picos estdo geralmente presentes em P(ISI); se for burst caético, ambos
os picos ficardo alargados; bursts lentos tém o maior ISI maior que um limiar definido
arbitrariamente. Painel C: disparos cardiacos periédicos (CS) — um tnico pico em P(ISI)
com (ISI) > ISI;;,. Painel D: disparos cardiacos aperiédicos (ACS) — uma distribuigao
larga com um tunico pico P(ISI), (ISI) > IS, e parecida com uma lognormal. FP nao
tem ISI.
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B.3 LIMITES DE ESTABILIDADE

Os diagramas de fase sao tipicamente dados pelos limites de esta-
bilidade dos FP para ambos os casos (I e IT). Cada limite de estabilidade
é uma curva no espago de pardmetros do modelo. Para um dado FP
(z*,y*, z*), o limite de estabilidade é obtido pela condigao:

mac {[Ad]} = 1, (B.2)

onde i percorre todos os autovalores A; do FP.

Para distinguir entre diferentes LC, usamos a distribuigao P(1.51),
conforme descrito na se¢ao anterior. As fases de oscilagao sublimiares séo
identificadas através da amplitude das oscilagdes, A, dada na Eq. (B.1).

B.4 PARAMETROS DOS COMPORTAMENTOS

Os parametros para cada painel das Figs. 25 e 26 estao dados na
Tabela 7. Os comportamentos excitaveis sao obtidos através de um dos
seguintes procedimentos de estimulo:

e pulsos de corrente I(t) = Ipdy,1y;

e degraus de corrente I(t) = Iy [O (t —tg) — O (t — t1)];

e rampas de corrente I(t) = a(t — to);

onde a e Iy sdo pardmetros que definem a amplitude da corrente, ty é
o instante inicial do estimulo, ¢; é o instante final do estimulo, d; ¢+, é o
delta de Kronecker e O(t — tp) é a fungio degrau de Heaviside.

B.5 APROXIMANDO A TANGENTE HIPERBOLICA

A fungao logistica pode ser vista como uma expansdo de Taylor
em primeira ordem do denominador e do numerador da tanh simultane-
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Tabela 7. Parametros para reproduzir todos os comportamentos do KTz logistico nas Figs. 25 e 26. A corrente externa esta na Tabela 8.

Comportamento Fig. | K T [ A TR H Z(0)

fixed point 25A 0.6 0.35 0 0 0 —0.06 (—0.375,—-0.375,0)
transient osc. 25B 0.6 0.35 0 0 0 —0.06 (—=0.375,—0.375,0)
tonic spiking 25C | 0.6 0.35 0 0 0 —0.06 (—0.375, —0.375,0)
nerve blocking 25D 0.6 0.35 0 0 0 —0.06 (—=0.375, —0.375, 0)
bistablity 25E 0.6 0.35 0 0 0 —0.014 (—0.237,-0.237,0)
excitability 25F 0.6 0.3 0 0 0 —0.05 (—0.422, —0.422,0)
fast spiking 25G 0.6 0.3 0.001 0.001 —0.05 0 (0,0,0)

slow spiking 25H 0.6 0.21 0.01 0.01 —0.37 0 (0,0,0)

cardiac spiking 251 0.6 0.2 0.001 0.001 —0.2 0 (0,0,0)

fast bursting 25J 0.6 0.27 0.001 0.001 —0.2 0 (0,0,0)

slow bursting 25K 0.6 0.27 0.001 0.001 —0.3 0 (0,0,0)

chaotic bursting 25L 0.6 0.25 0.001 0.001 —0.15 0 (0,0,0)
subthreshold osc. 25M 0.6 0.23 0.001 0.008 —0.38 0 (—0.39, —0.39,0.00891)
tonic spiking 26A | 0.6 0.19 0.05] 0.015 —0.59 0 (=0.549, —0.549, —0.0119)
phasic spiking 26B 0.6 0.15 0.05 0.03 —-0.7 0 (—0.658, —0.658, —0.0253)
tonic bursting 26C 0.6 0.3 0.001 0.003 —0.3 0 (—0.297, —0.297, —0.00801)
phasic bursting 26D 0.6 0.3 0.001 0.001 —0.35 0 (—0.333, —0.333, —0.0167)
mixed mode 26E 0.6 0.3 0.04 0.01 —0.59 0 (—0.411, —0.411, —0.0448)
class 1 exc. 26F 0.6 0.23 0.001 0.008 —0.38 0 (—0.39, —0.39,0.00891)
class 2 exc. 26G 0.6 0.23 0 0.008 —0.38 0 (—0.39, —0.39,0.00891)
subthreshold osc. 26H 0.6 0.25 0.1 0.0058 —0.52 0 (—0.401, —0.401, —0.00691)
resonator 261 0.6 0.25 0.04 0.01 —0.4 0 (—0.387, —0.387, —0.00314)
integrator 26J 0.6 0.2 0.04 0.05 —0.5 0 (—0.5,—-0.5,0)
rebound spike 26K 0.6 0.3 0.001 0.008 —0.35 0 (—0.347,—0.347, —0.0207)
rebound burst 26L 0.6 0.3 0.004 0.001 —0.35 0 (—0.308, —0.308, —0.0104)
threshold var. 26M 0.6 0.15 0.06 0.01 —0.5 0 (—0.598, —0.598, 0.0163)
bistability 26N | 0.6 0.23 0 0 —0.1 0 (—0.425, —0.425, 0)
accommodation 260 0.6 0.3 0.001 0.008 —0.35 0 (—0.347, —0.347, —0.0207)
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amente, mas valida para todo o intervalo real de x:

1—e 2
42 2%

2x—2x2+%—%+
tanh(z) = P

2 2422 o 4T

T + 2x 3 + 3

x—0(2)

tanh(l‘):m

Ignorando os termos de O(2), podemos definir a funcao f_(z) = z/(1—x)
e dizer que tanh(z) ~ f_(z) para |z| < 1. Mas a fun¢do que queremos
deve aproximar a tanh nao s6 para x ~ 0, mas também nos limites
x — too. f_(z) < 0 para z negativo e tem limite f_(z — —o0) — —1
assintético. Porém, além de divergir em x = 1, o limite para z positivo
é também —1. Como estamos interessados exatamente no ramo para x
negativo de f_(x), podemos rotacionar esse ramo por m radianos em
torno do ponto z = 0 [raiz de f_(z)] para obter um ramo positivo
simétrico com limite 1. A fungao rotacionada é fo (z) = z/(1+x). Agora,
f—(z) aproxima tanh(z) para x negativo e f(z) aproxima tanh(z) para
x positivo, tendo ambos os limites * — oo eraiz f_(x =0) = fi(z =
0) = 0 coincidindo. Portanto, a fungao continua dada pelas partes f_(z)
e fi(x) é justamente a fungdo logistica:

_f f-(@),sex<0 _ =
f(x)_{ f+(33),sex20 _1+|$" (B,S)

que constitui uma certa linearizacdo da tangente hiperboélica em torno
da origem. A inversa de f(z) é simplesmente

T
12l

f(z) (B.4)

B.6 OS MODELOS KT E KTz HIPERBOLICOS
B.6.1 Modelo KT tanh

Originalmente derivado a partir de um problema de Mecénica
Estatistica [211, 236], o mapa que chamamos de modelo KT tem a
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1PF

0.5

0
0

Figura 42. Diagrama de fases do modelo KT com H = I(t) = 0. Estao destacadas as
regides com um ponto fixo (1FP), com coexisténcia de dois pontos fixos (2FP), coexisténcia
entre FP e oscilagoes (CE) e uma regiao onde ha oscilagdes periédicas e quase-periodicas
(Osc. — toda a regiao das linguas de Arnold). A regiao em branco entre as linguas é cheia
de outras linguas extremamente finas.

forma [138]:

z(t + 1) = tanh a
y(t+1) = o(t)

(t) — Ky(t) + H+ 1(1)
a—l

(B.5)

onde z(t) é o potencial da membrana do neurénio no tempo t, y(t) é
uma variavel auxiliar, K, T e H sao os parametros que determinam a
dindmica do neurénio e I(t) é a soma das correntes externas sobre o
neurdnio (caso haja alguma). Dentro da Neurociéncia computacional,
este mapa segue a linha dos modelos que evoluiram a partir do modelo
de McCulloch e Pitts [136]. Para uma breve contextualizacao o leitor é
remetido ao nosso trabalho [129)].

Este modelo apresenta dois comportamentos basicos: ponto fixo
(FP) e oscilagoes (Osc.). As oscilages podem ser periodicas, quase-
periodicas ou caoticas [129, 138, 211, 236]. O diagrama de fases do
modelo para H = 0 esta na Fig. 42.

Ha quatro regioes distintas nesse grafico: uma regiao com apenas
um FP estével (1FP), outra com dois FP estéveis (2FP), uma linha de
coexisténcia entre dois FP e oscilagoes (CE) e a regido onde ha fases
oscilatorias (Osc. — toda a regido com as linguas de Arnold, inclusive o
espago em branco entre as linguas). As curvas do limite de estabilidade
do ponto fixo da regido 1FP, Ts(K), sao analiticamente determinadas
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Figura 43. Diagramas de fases do modelo KT com H # 0 (I(t) = 0) para diferentes K.
(a) K = 0.3 — duas fases, uma com apenas um FP estavel e outra com dois FP estaveis;
(b) K = 0.6 — fases com um FP, com dois FP e com oscila¢des (Osc.); h4 uma regiao de
coexisténcia (CE) entre FP e oscilagoes; MCP é um ponto multicritico; (¢) K = 1.5 —
fases com um FP e com oscilagdes (Osc.). As bolhas em (b) e (c) sdo preenchidas com as
diversas linguas de Arnold da Fig. 42.

por uma andlise de estabilidade linear [138, 211, 236]:

1-K ,s3¢0<K<05,
TS(K)_{ K ,se K >0.5. (B.6)

O efeito de ajustar o parametro H # 0 é expandir as regides da
Fig. 42 com um eixo H. A Fig. 43 mostra os trés regimes possiveis: (a)
K < 0.5 — a fase 2FP abre na forma de um pico, cuja ponta é a reta
decrescente que separa essa da fase 1FP do diagrama na Fig. 42; (b) 0.5 <
K <1 — a fase 2FP continua aberta da mesma maneira, mas seu pico
é, agora, na regiao de coexisténcia (CE) entre FP e oscilagoes; as linguas
que formam a regiao de oscilagoes se expandem formando uma bolha cujo
topo esta sobre a reta crescente no diagrama da Fig. 42; (¢) K > 1 —
a regiao 2FP deixa de existir; existem somente as linguas de Arnold,
dobrando-se umas sobre as outras, formando a bolha de comportamento
oscilatorio; o topo dessa bolha é, também, sobre a reta crescente no
diagrama da Fig. 42.

Os tnicos FP analiticos, (z(t + 1), y(t + 1)) = (x(t),y(t)) = (=*,y*),
do modelo se encontram sobre as curvas do limite de estabilidade dos
FP (curvas solidas e pretas da Fig. 43). Para calcula-los, escrevemos a
matriz Jacobiana aplicada no FP [236]:

Leap (P Byt HY K (*-By+H
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= Iy =
1 1-K)z*+H K (1-K)z*+H
Lo (Um0 K o (U=f)rm+H
sec ( T ) 7 5ec ( T 7
1 0
(B.7)
cujos autovalores, Ay, sdo [236]:
1— (2%)2 AKT
Ay =—— |14/l - —— T . B.
+ 5T < = (@ ) ,com T >0 (B.8)

A mesma expressao pode ser obtida para T < 0, porém com o sinal
trocado.

O limite de estabilidade do FP ¢é calculado através da Eq. (B.2),
de onde obtemos os FP para AL € R e para AL € C sobre a curva do
limite de estabilidade [236]:

T
+4/1—-—— para0< K <05 (AL €R) ,
(K, T) = LK (B.9)
/ T

Expressoes similares podem ser encontradas para K < 0 [138].

A curva do limite de estabilidade no plano T'x H, H (K, T), pode
ser obtida diretamente da equagdo do mapa para (z(t + 1),y(t+ 1)) =
(z(t),y(t)) = (z*,y*). Ela é dada pela Eq. (B.9):

HF(K,T)= (K — 1) 23 (K,T) + Tatanh (2% (K, T)) , (B.10)

onde atanh(z) é a inversa da funcdo tanh(z). As curvas H (K, T), dadas
na Eq. (B.10) com K fixo e especificado nas figuras, s@o as curvas solidas
pretas plotadas nas Figs. 43(a), (b) e (c).

B.6.2 Modelo KTz

O modelo KTz é uma extensao do modelo KT que exibe bursts.
Foi sugerido por Kinouchi e Tragtenberg [138], mas s6 foi estudado por
Kuva et al. [28] e por Copelli et al. [212]. O modelo KT é modificado
de modo que H = z(t) tenha uma dindmica lenta, fazendo com que o
regime sob o qual o neurdnio esta sujeito mude com o tempo, passando
por sobre os limites de estabilidade do FP, i.e. para dentro e para fora



212

0.0

-0.2+

-0.44

IR

'0'6_

00 01 02 03 405 06 07

Figura 44. Diagrama de fases do modelo KTz onde aparecem os comportamentos oscila-
torios detalhados. CS— regido com disparos cardiacos; BS— regiao com bursting; FS—
regido com disparos rapidos; SO— regiao de oscilagées sublimiares; FP— regiao de ponto
fixo. O lado com zr > 0 tem z* > 0 estavel e, portanto, os comportamentos (bursting,
disparos rapidos, etc) ocorrem com z(t) invertido.

das regioes Osc. e 2FP da Fig. 43.
As equagoes do KTz sdo:

x(t) — Ky(t) + z(t) + I(t))

T (B.11)

onde z(t) é o potencial de membrana no tempo ¢ (em time steps), y(t)
é uma variavel auxiliar, z(t) é a variavel lenta (responsavel por bursts),
K e T sao parametros responsaveis pela dindmica de disparos rapidos,
pelo limiar de excitabilidade e pelos disparos cardiacos, ¢ é o inverso do
tempo de recuperagao da variavel z(t) e controla o periodo refratario,
A define o regime de oscilagoes lentas e bursting e controla a atenuagao
das oscilagoes de z(t) e xr é o potencial de inversdo da variavel z(¢),
controlando também as oscilagoes lentas e os bursts [28, 129, 212|. I(t)
é o termo com todas as correntes externas, caso existam.

A Fig. 44 mostra o limite de estabilidade do FP para d = A = 0.001
e K = 0.6 (a bolha que envolve todas as regides). Estao apontadas nesse
diagrama as regides onde ocorrem bursts de atividade (BS), disparos
rapidos (FS), oscila¢oes sublimiares (SO), disparos cardiacos (CS) e qui-
escéncia (FP) [28].

Para A < 1 ou 0 < 1, a variavel z(t) varia muito lentamente
em relacdo a x(t) e, portanto, o valor estacionario de z = z* pode ser
escrito como z* = (A/0)(zr — x*) [212]. Nesse regime, toda a analise de
FP feita na secao anterior para o modelo KT vale também para o KTz,
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inclusive os limites de estabilidade e, portanto, o limiar de excitagao do
neur6nio [212]. O limite de estabilidade do FP, nesta aproximacao, é
dado pela Eq. (B.10) substituindo HX(K,T) por z.. Isolando zg, a
curva resultante no plano zp x T' é mostrada na Fig. 44 [212] (a bolha
que envolve as outras regioes).

O caso § = 0 é um caso particular em que o FP pode ser determi-
nado analiticamente:

*

r =TR,
* =R , (B.12)
*= (K — 1)zg + Tatanh(zg) .

SIS

Esse regime representa um comportamento completamente adaptativo:
uma corrente externa, I(t), causara oscilagoes transientes até que a cor-
rente z(t) atinja seu valor estacionario (comportamento de disparos fa-
sicos).

Os trés autovalores da matriz Jacobiana desse sistema, A; 2 3, re-
sultam da seguinte equagao [212]:

2
I #H—a

2 1_(35*)2
A —?(A+K+1—5)A+

K(1-0) {1 - (x*)ﬂ
T

+ =0. (B.13)
Os limites de estabilidade deste modelo podem ser calculados usando
também a féormula de Cardano-Tartaglia. Porém, como os FP em geral
nao sao analiticos, é preciso resolvé-la computacionalmente através da
iteragao do mapa.
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APENDICE C - Resultados de todos os casos da rede de
neurdnios KTz logistico
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C.1 FILTRO PASSA-BAIXA

A maneira mais simples de realizar um filtro passa-baiza em um
sinal é fazer a convolucgao discreta desse sinal com uma funcéo constante.
Como J varia em intervalos de comprimento A.J, podemos considerar
que p é uma fungéo discreta de argumento n = J/AJ. Seja o sinal p(n) e
a fungdo constante g(n) = 1, a convolugao discreta de ambas as fungoes
é:

M
prgn)= Y p(n—mg(m), (C.1)

m=—M

onde a fungdo g(n) esta definida apenas no intervalo [—M; M]. A con-
volugdo p * g(n) é posteriormente normalizada para que seu maximo
coincida com o maximo da fungao filtrada. Na pratica, o processo con-
siste em tomar a média dos 2M pontos p(n —m) da vizinhanga do ponto
n e substituir p(n) por essa média. A Fig. 45 mostra esse algoritmo
aplicado aos dados do caso 7t 4, = 10 com ruido proporcional em rede
quadrada.

A quantidade de pontos em g(n) deve ser ajustada com cuidado:
uma quantidade muito grande de pontos faz com que a susceptibilidade
fique mais larga e achatada do que os dados crus. Uma quantidade muito
pequena, por outro lado, faz com que os dados continuem apresentando
flutuagoes de alta frequéncia arbitrarias. Essas flutuacoes sdo o que
prejudica a obtencao de uma lei de FSS para p, ji& que é muito dificil
determinar o melhor valor de p para cada (J). A convolu¢ao da apenas
uma estimativa que nao leva em conta nem os erros intrinsecos da medida
das 200 observagoes de p.

———— 75, = 10; L = 80; R = 0.1J (dados)

— fi]tT0

——— 77, = 10; L = 80; R = 0.1J (dados)

— {10

08

06

04

02

L L L i L L
26 265 27 275 28,285 29 295 26 265 27 275 28
(J)x103 (J)yx103
Figura 45. Dados crus e filtrados do parametro de ordem e da susceptibilidade da rede de
KTz logistico.
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C.2 RESULTADOS PARA TODOS OS CASOS CONSIDERADOS
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Figura 46. Parametro de ordem e susceptibilidade do modelo KTz logistico em rede qua-
drada com sinapses rapidas e ruido livre. Os valores obtidos para os expoentes 3 e /v sao
mostrados em cada painel. As linhas pontilhadas verticais destacam o ponto do méaximo
da susceptibilidade para a maior rede considerada.
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Figura 47. Parametro de ordem e susceptibilidade do modelo KTz logistico em rede BA
com ruido proporcional e estimulo aleatério. Painéis A e B: sinapses rapidas; Painéis C e
D: sinapses lentas. Os valores obtidos para os expoentes 3 e /v sdo mostrados em cada
painel. As linhas pontilhadas verticais destacam o ponto do méaximo da susceptibilidade
para a maior rede considerada.
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Figura 48. Parametro de ordem e susceptibilidade do modelo KTz logistico em rede BA
com ruido proporcional e estimulo inteligente. Painéis A e B: sinapses rapidas; Painéis C
e D: sinapses lentas. Os valores obtidos para os expoentes 3 e /v sdo mostrados em cada

painel. As linhas pontilhadas verticais destacam o ponto do méaximo da susceptibilidade
para a maior rede considerada.
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Figura 49. Parametro de ordem e susceptibilidade do modelo KTz logistico em rede BA
com ruido livre e estimulo aleatorio. Painéis A e B: sinapses rapidas; Painéis C e D:
sinapses lentas. Os valores obtidos para os expoentes e /v s@o mostrados em cada
painel. As linhas pontilhadas verticais destacam o ponto do méaximo da susceptibilidade
para a maior rede considerada.
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Figura 50. Parametro de ordem e susceptibilidade do modelo KTz logistico em rede BA

Painéis A e B: sinapses rapidas; Painéis C e D:
Os valores obtidos para os expoentes 3 e v/v sao mostrados em cada

painel. As linhas pontilhadas verticais destacam o ponto do méaximo da susceptibilidade
para a maior rede considerada.
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Figura 51. Cumulante de Binder e sua derivada para rede BA com ruido livre. Painéis
A e B: sinapses rapidas; Painéis C e D: sinapses lentas. As linhas pontilhadas verticais
destacam o ponto do maximo da susceptibilidade para a maior rede considerada.
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Figura 52. Cumulante de Binder e sua derivada para rede BA com ruido livre. Painéis
A e B: sinapses rapidas; Painéis C e D: sinapses lentas. As linhas pontilhadas verticais
destacam o ponto do méaximo da susceptibilidade para a maior rede considerada.



Resultados para todos os casos considerados

7, 7
0.0104 0.0106 0.0108 0 0.011 0.0112 0.0114 0.0104 0.0106 0.0108 0 0.011 0.0112 0.0114
10°
-‘04 L
=
[y
-2 b
10
Try= 2 ts
q¢=0.1
L=20
1073 .
10° 10! 10 103
S
) (J)
0.0104 0.0106 0.0108 0.011 0.0112 0.0114 0.0104 0.0106 0.0108 0.011 0.0112 0.0114
] ]
100§ ; ; 100 : ;
107 5
[y
2 ]
10 Ty= 2 ts
¢=0.1
L=80
107 * *
10° 10! 132 103
10° " " " Ju= 0.0107388 o L2
0 =141 3
Jw=0.0107388 o = 1.02 o L=20 10 n T=1. o L=40
° L=40 S o L =60
o L=60 o 9ts o L=80
. f.9 O
Tyg= 2t o L= R=0.00222
w0lF R=0.00222 : N
5 107 F 10 P
> s T, ~ [0
w [ 10* 5 [ =
“ 102
102 ° j 102k
10 o s
o o g ,
10
20 4 60 80 20 P s 8
1073 . L . B 8, 102 : ’
[ 1 2
100 101 1%2 103 10 10 T 10

Figura 53. Distribuigdo cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo KTz
logistico em rede quadrada para sinapses rapidas 7¢, = 2. Painéis A-D: ruido propor-
cional; cada curva corresponde as avalanches para um (J) diferente, enquanto que cada
painel corresponde a um tamanho de rede. A curva rosa corresponde ao Jyax € as curvas
azuis sdo (J) na vizinhanga de Jmax. As avalanches apresentam scaling critico apenas
para o J = Jg, (curva vermelha). Painéis E,F: ruido livre; ajuste de leis de poténcia as
distribuigdes de tamanho e durag@o de avalanches (expoentes nos painéis).
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Figura 54. Distribui¢do cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo KTz
logistico em rede quadrada. Painéis A-B: sinapses lentas e redes com L = 20; cada curva
corresponde as avalanches para um (J) diferente, enquanto que cada painel corresponde a
um tamanho de rede. A curva vermelha corresponde ao Jmax € as curvas azuis sao (J) na
vizinhanga de Jyax. Painéis C-D: scaling das avalanches para sinapses lentas no ponto
J = Jmax; Painéis E-F: scaling das avalanches para sinapses lentas no ponto J = Jpax-
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Figura 55. Distribuigdo cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo KTz

Painéis A—C: avalanches para redes de tamanho
N = 400 com sinapses lentas e rapidas; Painéis D—F: scaling das avalanches para sinapses

logistico em rede de Barabéasi-Albert.

rapidas no ponto J = Jmax-
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Figura 56. Distribui¢do cumulativa dos tamanhos de avalanches, F(s), do modelo KTz
logistico em rede de Barabasi-Albert com sinapses lentas. Painéis A-B: ruido livre; painéis

D-F: ruido proporcional. Todos os painéis: scaling das avalanches para sinapses lentas no
ponto J = Jmax-





