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Un apunt de matematica financera: com es valoren les
opcions?
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Taxa d'interes

Taxa d'interés r per any: una quantitat Py rendeix al cap d'un any
Po + Pyr = (1 + r)Po.

Calculat cada sis mesos: Py + Po5 = (1 + 5)Po = P1 al cap de sis
mesos i (1+ )Py = (1+ 5)?Py al cap de I'any.

Calculat cada L any: (14 £)"P,

Calculat continuament: lim, (1 + 1)"Po = e"Po

Calculat continuament en T anys: Pt = e’ P,.

dP,
L g
p,

Descomptar: V valor esperat a temps T — Ve /T

Zero.

valor a temps



Contractes a termini. El concepte d'arbitratge

Un contracte a termini és un contracte fet a temps 0 pel qual ens
obliguem a comprar a temps T un determinat actiu. Quin ha de
ser el preu?

Si S és el preu de mercat a temps 0 de I'actiu, el just és F = Se'T,
suposant que el rendiment del diner sense risc és r. Si no és aixi,
és pot fer negoci sense risc:

e Si F < Se'T, una persona que té I'actiu pot fer negoci sense risc:
el ven a preu S, posa S al banc i signa el contracte de futur (com
a comprador). A temps T, té Se’” diners al banc dels quals en
gastara F per tornar a tenir I'actiu. Ha passat de tenir |'actiu a
tenir I'actiu més un benefici de Se'” — F.

e Si F > Se'T, algii que no té res pot fer negoci sense risc:
demana S al banc, amb aixo compra I'actiu i ven un contracte de
futur. A temps T, cobrara F pel seu actiu i deura Se'T al banc,
amb la qual cosa haura fet un benefici de F — Se'”.



Canvis de divises. Concepte d'arbitratge

Un industrial, dins de 90 dies ha de pagar un milié de lliures a un
proveidor. Per disminuir incertesa, fara, avui, un contracte a
termini amb un banc per comprar un milié de lliures dins de

T =90 dies, a una determinada taxa de canvi F. Quina taxa de
canvi F sembla justa?

Preu d'una lliura esterlina:
e Avui : S =1,32236 euros. e A 90 dies: F = 1,33345 euros

D'on surt aquest F?. Té a veure amb la diferéncia entre els
rendiments rq, r» del diner a EU i UK.

Ha de ser F = Se(n=")T _Sj no és aixi, es pot fer arbitratge,
negoci sense arriscar:



Canvis de divises. Concepte d'arbitratge

o Si Fe”T < Se" T aniré a un banc anglés, demanaré X lliures en
préstec, les converteixo en XS euros i els poso en un banc
espanyol. Al mateix temps faig un contracte de futur a Espanya
per comprar XeT lliures. A temps T tindré XSe™ T euros, dels
quals XFe™T els utilitzaré per a comprar XeT lliures que tornaré
al banc anglés per pagar el meu deute. He guanyat

X(SeT — Fe™T) euros sense arriscar res.

e Si Fe”T > Se T aniré a un banc espanyol i demanaré XSe—"2T

euros en préstec, que utilitzaré per comprar Xe="2T lliures, que
posaré en un banc anglés. Al mateix temps venc un contracte per
a la compra de X lliures. A temps T, tindré X lliures al banc
anglées, que donaré al comprador del contracte a termini per XF
euros. En aquest moment hauré de pagar XSe7—"T al banc
espanyol, i em queda un benefici net.



Opcions de compra i venda
Una opcié de compra (call option) d'un determinat actiu financer
és un contracte fet a temps 0 que déna al comprador el dret (no
I’obligaci6) a comprar a temps de venciment T (expiration date,
maturity) un l'actiu a preu K (exercise price, stike price).

Aixi, si a temps T el preu de I'actiu és ST > K el comprador
exerceix |'opcid, el venedor li ha de vendre I'actiu a preu K.
Venent-la immediatament a preu de mercat, el comprador fara un
benefici de S+ — K. Si el preu de I'actiu és ST < K I'opcid no és
exercida i no té cap valor. Una opcid de venda(put option) déna el
dret a vendre. Les opcions europees només es poden exercir al
venciment, les opcions americanes es poden exercir en qualsevol
moment abans del venciment.

Valoracié d’una opcié: A temps zero, I'actiu té un valor S5g. Quina
és la prima C que ha de pagar el comprador d'una opcié de
compra per tenir aquest dret?

Sigui S; el valor a temps t de I'actiu. Necessitem un model per a
S;, necessariament amb una component estocastica.



El moviment brownia

Una variable aleatoria pren valors nombres amb una determinada
llei. La llei normal N(0,1) és la que té densitat

1
——e
V2T
Si X té llei normal N(0,1), i+ o X té esperanca u, desviacié
tipica o amb llei N(u, o) de densitat
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El moviment brownia (Brown, Bachelier, Einstein, Wiener)
Un proces Z = (Z;) és un brownia (unidimensional) si
e El increment AZ en un petit interval de temps At és
AZ = e/ At, amb € normal standard. Aixi, AZ té mitjana zero,
desviaci6 tipica v/At, varianca At.
e Els increments AZ en diferents intervals de temps sén
independents.




e El futur Z;, t > T depen només del present Z7 i no del passat
Zi, t < T.
El increment Z1 — Zy en un interval llarg de temps és la suma

d'increments en intervals At = %

N
Zr — 2y = Z&,’VAt,
i=1

amb &;, normals standards independents. També és normal amb
mitjana zero, varianca NAt = T i desviacié tipica v/T.

Quan fem At — 0, dZ = ev/dt. Un brownia generalitzat X; de
parametres j, o té increments

dX = pdt + odZ.



El model per a un actiu. Brownia geometric.

Bachelier (1900) proposa el moviment brownia per a modelar
I'evolucié dels preus dels actius financers.

Model: el proces S = (S;) de I'evolucié de preu d'un actiu
compleix el brownia geométric, sén les taxes d'increment les que
segueixen el brownia

d—; = pdt + odZ.

En un petit interval de temps At, |'increment esperat de S és
uSAt. La desviacié tipica de AS és oSV At. o s'anomena la
volatilitat. Hom pot veure llavors que

o2
dinS = (pu— 7)dt+adZ.

In St —In So té llei normal d'esperanga (i — %) T i desviacié tipica
oV T. St té esperanca Spe!'.



Geometric Brownian Motion

—Blue Line: p=1, 6=0.2
—— Green Line: p=0.5, 6=0.5




Sén correctes aquests models?

—IBEX3
— Simuaciét
Simuacic2
Simuiacié3
— Simuaciod
— Simulaciss
— Simuacies
— Simuacie?
—— Simuacic8
Simuacicd

|1BEX 35:
241001 - 22/10/02

120000

200000

20020460
20028052
2002/80/11
20028082
2002804 |
2002/L0/€
2002/L0/L)
Z00T/L0K0
20028081
20028050
20028022
2002/50/80
2002K0KT
20024004
200280142
20028081
20022048
Z002Z0KL
2002/L00€
2002081
2002/4020
Lo0zzh 8L
Lo0z2kR0
Loeenine
10 10
Lo0zolkT




Una primera aproximacié al cost d'una opcié

Si sabem que a I'instant 0 I'actiu val S, la llei de In ST, segons el
nostre model, és normal amb esperanga In So + (1 — %2)T [
desviacié tipica o/ T. El valor de I'opcié en l'instant T és
max(St — K, 0), per tant en terme mig valdra E(max(St — K, 0)).

Sembla natural pensar que el preu que hem de demanar per I'opcié
en l'instant O sigui aquest mateix valor, descomptat a la taxa
d'interés del diner sense risc,

e "TE(max(ST — K,0)).

Malgrat que aixd ens pugui semblar natural, aquesta no és la
solucié correcta, doncs en general déna oportunitat
d’arbitratge.



Les persones










Fischer Black i Millon Scholes, 1973: " The Pricing of Options and
Corporate Liabilities”

1978: models discrets de Cox, Ross, Rubinstein
1994: es funda Long Term Capital Management
Black mor el 1995

Merton i Scholes. Nobel el 1997

1998: collapse de LTCM



Model discret

Valor a temps zero Sg = 100 d'una accié.

51 =150
51 =70

No diem amb quina probabilitat 51 pren el valor 150 o 70.

Valor atemps T =1

Suposem que amb cost C es pot comprar a temps zero una opcié
de compra d'una accié, a temps 1 i amb K = 130. Suposem també
que podem comprar accions a temps zero a 100 cadascuna.



Model discret

Posem-nos en la posicié del venedor d'opcions. Dissenyem una
cartera amb y opcions venudes i x accions comprades a temps
zero. Després de signar el contracte, tindrem Cy — 100x en cash,
que posem al banc, i x accions.

El valor d'aquesta cartera (opcions venudes i accions) a temps 1 és

150x — 20y, S; = 150
7OX7 51 =70

mentre que tindrem (Cy — 100x)(1 + r) al banc. Si triem x, y de
forma que aquests dos valors siguin iguals,

150x — 20y = 70x, y = 4x

hem eliminat el risc.



Aleshores, haurem fet un guanyi de

70x 4 (4xC —100x)(1 +r) = x(1 +r) (lTr — 100 + 4C> .

d'on I'expressié E en parentesi ha de ser zero:

70 5(3410r)
41+r)  2(14r)
Si C és diferent d'aquest valor, hi ha oportunitat d’arbitratge:

C=25

si E > 0, prenem x positiu, comprem x accions i venem 4x
opcions.

si E < 0, prenem x negatiu, venem x accions i comprem 4x
opcions.



Teorema d'arbitratge

En 'exemple anterior, no ha intervingut pas cap estimacié de la llei
de S1. En un cert sentit, el no arbitratge del mercat assigna
automaticament aquestes probabilitats.

Considerem un experiment

e amb M possibles resultats, j =1,2,..., M,

e que es poden fer N apostes sobre el resultat; a I'aposta
i=1,2,...,N, sisurtj hi ha un guanyi/perdua de r;(j).

e Una estratégia d'aposta és un vector X = (xq,x2,...,Xn), ON X;
és la quantitat que es juga en la j-sima aposta. Si surt j, el guanyi
és

N
R() = inri(j)'
i=1



Teorema d'arbitratge

Teorema. O bé hi ha un vector de probabilitat
P = (p1,p2,-..,pm) tal que

M
> pin()=0,i=1,2,...,N,
j=1
o bé hi ha una estrategia d’aposta X = (x1, x2, ..., xn) tal que

N
> xin(j)>0,j=1,2,..., M.
i=1

Diu que o bé hi ha unes probabilitats p; = P(X = j) de forma que
totes les apostes sén justes o bé hi ha una estratégia que déna un
guanyi segur.



Les probabilitats neutres al risc

En el cas de I'opcié de compra, el resultat de |'experiment és el
valor de S;. Hi ha dos possibles resultats, 51 = 150 0 S5; =70 i
dues apostes a fer: comprar una accié o comprar una opcié a
temps zero. El teorema ens diu que no hi ha arbitratge si hi ha
p,0 < p <1, de forma que el valor esperat de les dues apostes és

zero.
El valor descomptat d'una accié a temps 1 és
150 _
{1 50 5 = 150
1+r? 51 = 70

Si p designa la probabilitat que S; valgui 150, I'esperanca de
guanyi comprant una accid és
p150 + (1 — p)70 _ 80 70

100=p— —1 .
1+r 00 p1+r 00+1+r

Aixo val zero si p = %.



El valor descomptat d'una opcié a temps 1 és descomptant
max(S; — 130,0),

20
itr> 51 - 150
0,$; = 70,

i I'esperanca de guanyi d'aquesta estrategia

p0 . _3+10r 20

1+r 8 1+r
D’on obtenim C = 52;22)” com abans. Es a dir, C ha de ser el

valor esperat de I'opcié a temps 1, descomptat a temps zero,
respecte la probabilitat neutra al risc.



Aproximacié per un procés binomial multiperiode

Hem dit ab;ans que InS7 — In Sy té llei normal d’esperanca
fi=(pn— %)T i desviacié tipica oV'T.

El pas continu de Sy a St pot ésser aproximat per salts discrets.
Posem A = %, n gran, A petit. Tenim uns salts Sg, 51, ..., Sp.

El salt del valor de I'actiu cada A unitats de temps, de S; a
Siy1,I'aproximarem per quelcom més senzill: o bé s'incrementa per
un factor u o bé es decrementa pel factor d = %, amb probabilitats

Ev
q,1—gq.

Es pot provar matematicament que triant
1 A
u=eVA q= 5(1 + g\/E)

la iteracié dels N salts convergeix a Ss—g amb la mateixa llei.



El que hem aprés abans és que la probabilitat g,1 — g ha de ser
substituida a cada pas per la probabilitat neutra al risc p, 1 — p.
Calculem-la. Tenim que partint de S;, I'experiment té dos possibles
resultats:

S uS;,amb probabilitat p
17\ 15, amb probabilitat 1 — p

L'estrategia de comprar en |'instant / i vendre en l'instant / + 1
tindria un guany

pUSi + (1 — p)dS,-

1+ rA — i

que és zero quan

14rA—d  1+4rT/n—eVs
o u—d oI eyt




La férmula de Black-Scholes

ra/2

Aquest valor resulta ser p ~ 5 (1 + -

En conseqiiencia, la llei de In St —1In 50 per la probabilitat
neutra al risc és log-normal pero amb el parametre ;. original
substituit per r.

Amb aix0 podrem ja calcular el valor just del preu d'una accié amb
venciment T i strike K

C=eTE(Sr—K)")=e"TE ((SOeW - K)+) ,

, . .. 2 . -
on W té llei normal de mitjana (r — %) T i varianca o2 T.



Un calcul senzill déna

on

C = Sod(w) — Ke T d(w — aV/T),

rT+02T/2 —1In(K/S)
ov'T

i ® és la funcid de distribucié de la llei normal standard




L'equacié de Black-Scholes

Una altra manera de procedir és mirar-se el preu C com a una
funcié de S mateix i del temps de venciment t. S segueix la llei

dS = puSdt + 05dZ = pSdt + oS\ dt.

Pensem quina és la taxa de variacié de C en un cert moment t

quan el subjacent val S. Hem de considerar I'increment AC en un

petit interval de temps At i fer At — 0. Per la férmula de Taylor
oC aC 10%C 0°C 0%C

AC = £A5+8—At+2@(AS) + 5o (AS)NAD+




Tenim que AS = uSAt + 0Sev/ At, per tant si només conservem
els termes en At

AC = gg(,uSAtJraSev )+8CAt+2ZSE(MSAHJSs\/At)er
oC oC 10°C 5.5
as(uSAt+oSs\/ )+atAt+2852056At+....

Ara bé, la variable e?/At té esperanca At i varianca de I'ordre de
(At)?, la qual cosa diu que en el limit quan At — 0 aquest terme
és no estocastic de 'ordre de dt. Tot plegat s'obté



L'equacié de Black-Scholes

_(9€ o 9C 1C 5 9
dC_(%.S 55 T 29527 5>m+a§£ﬂ

Es important observar que la variacié dC té exactament la mateixa
component dZ d'incertesa que S. Ara farem, en temps continu,
exactament el mateix que abans. Produir una cartera consistent en
una opcid venguda i un cert nombre d'actius comprats que no
tingui incertesa. La combinacié adequada resulta ser tenir ‘gg

actius. El cost P d'aquesta cartera és

ac
p=2-5-C
55>~

i la seva variacié ac
AP =—-AC+ —AS.
35

Substituint AS, AC per les seves expressions s'arriba a

_(9C _19C 5
AP‘( ot 2052”7 5)



L'equacié de Black-Scholes
Com que ara no hi ha incertesa, el rendiment de P hauria de ser el
del diner sense risc, a taxa d’interés r, és a dir,

AP = rPAt,
d’'on s'obté
o0C oc 1 2 28 C
87—’_ Sgﬂ‘* 5852—rC

Aquesta és I'equacié de Black-Scholes. Amb un canvi de variable,
es matematicament equivalent a I'equacié de difusié de la calor

ou  0%u

at  Ix2
Imposant la condicié
C(S,t) =max(§S — K,0),t =T,

s'obté la mateixa solucié que abans.



Black-Scholes a la practica



