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Xocs 1 el nimero 7
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Jordi Saludes Closa

1 Els fets

Considerem dues masses puntuals m i M que es mouen sense fregament
sobre un terra horitzontal amb una paret a ’esquerra, aixi com es mostra a
la figura que segueix. Les masses han estat dibuixades com a boles només
amb finalitat descriptiva:

En l'estat inicial del sistema la massa puntual m és en repos i la massa
puntual M es mou cap a ’esquerra amb una certa velocitat. Suposem que
totes les collisions (tant les bola-bola com les bola-paret) son totalment elas-
tiques. Aixo ens diu que hi ha conservacié de I'energia a totes les collisions,
que es conserva el moment lineal en les col'lisions bola-bola, i que en les col-
lisions bola-paret la velocitat de m s’inverteix. Val a dir que no tindrem en
compte efectes gravitacionals entre boles, ni relativistics.
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2 Xocs i1 el namero

Demostrem el resultat segilient:

M
Teorema. Si — = 10%* k € Z*, el nombre total de collisions N (k) és finit

m
1, 0 bé coincideix amb, o bé €és superior en una unitat al numero natural
format per les k 4+ 1 primeres zifres decimals de m (tenint en compte el 3).

Aixi, per exemple, si M = m hi hauria 3 collisions (M amb m, m amb
la paret i finalment m amb M). Si M = 100 m n’hi hauria 31, si M = 10*m
s’en produirien 314, i aixi successivament.

Es interessant remarcar, a més, que la segona eventualitat és molt excep-
cional ja que en aquest cas hi hauria d’haver una seqiiéncia de k — 1 digits 9
comengant al lloc k& + 2 en el desenvolupament decimal de 7. (Fet que, pel
que coneixen els autors, no s’ha trobat a ).

Aquest resultat va aparéixer primer a 'article Dynamical billiard system
for the number m de G. Galperin [1] Pany 2001, exposat més extensament a
Playing pool with 7 (the number  from a billiard point of view) del mateix
autor 2] (2003) i, recentment, ha aparegut [5] tractant aquest mateix tema.
La demostracié que segueix, pero, és diferent.

2 L’escena

Podem suposar que m = 1 (aix0 és pensar la massa puntual m com unitat
de massa). Les velocitats es consideren negatives si estan dirigides cap a
I’esquerra i positives si ho estan cap a la dreta. Si les velocitats de les boles
M im = 1 sén respectivament v; i v9, descriurem ’evolucié del sistema en les
coordenades z = VM vy, y = vy (és a dir que en tindrem prou considerant les
velocitats i ometrem les posicions). Representarem (x,y) en eixos cartesians.

(i) L’energia cinética del sistema és

E = %(M (01)? + (v2)%) = %(12 +9°)

i aquesta magnitud es conserva. Aix0 ho interpretem dient que P =
(z,y) rau a la circumferéncia de radi v/2 E. Hem posat en el grafic se-
giient 'estat inicial I (bola interior en repos, bola exterior amb velocitat
negativa):

UFRB



M. Dalmau, J. Saludes 3

P(z,y)

(ii) La conservaci6 del moment en collisions bola-bola ens diu que el mo-
ment lineal del sistema

p:MU1+U2:VMCC+y’

pren el mateix valor abans i després de la collisi6. Dit d’una altra
forma, P = (z,y) rau a la recta y = —/M z + p abans i després de la
collisio. Tenint en compte (i) veiem que en el xoc bola-bola es produeix
una transici6 S — S’ com la representada en la figura segiient:

y= Vil a

on hem dibuixat la recta y = \/LM x que és leix de la reflexio S — 5.
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(iii) Finalment en xocs bola-paret la velocitat de la bola de massa 1 canvia
de signe; la transici6 S — S’ és una reflexi6 respecte I'eix Ox.

SI

e = - — = — =

Segons el que hem vist, ’evoluci6 del sistema a partir de I’estat inicial I és
com es mostra en la figura segiient:

Notem que la composicié de les dues simetries axials és un gir de centre
O i d’angle —2a. En efecte, I'angle 15155 veu 'arc 1.55 sota un angle «;
aquest arc vist des del centre és abastit per un angle doble, /0S; = 2a. El
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mateix s’aplica a les altres parelles de simetries. Dit d’una altra forma, cada
parell de collisions partint de I ve representat per un gir d’angle —2a amb

_ 1
o = arctan Nl

D’altra banda remarquem que els arguments precedents divideixen la cir-
cumferéncia d’energia constant en quatre sectors:

BW

A B esta en cami una collisi6 bola-bola; a W es produira una collisié
bola-paret; F és el sector d’escapament: si el punt P entra a E ja no hi
haura més xocs; a BW els dos tipus de xoc son possibles, perod no tenim prou
informaci6 per a saber quin d’ells es produira.

3 Nombre de collisions

Es clar que sempre que v, < 0 hi haura una collisi6 de la bola de massa 1
amb la paret. Per tant, a fi que no hi hagi més collisions, ha de ser 0 < v,.
Llavors veiem que, per evitar una nova collisi6 amb ’altra bola, la bola de
massa 1 ha d’anar cap a la dreta amb velocitat major (o igual) que v, és a
dir que s’ha de complir v, < vy. Per tant hem de tenir 0 < y < \/LM x, que és
el sector d’escapament F, on no hi ha més xocs, mostrat en la figura segiient:
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S4 SG

So

E
1 «

Demostrem que P, el punt representatiu de les velocitats, sempre entra
a la regio F i comptem N, el nombre total de collisions. Es clar que després
d’un cert nombre n de rotacions d’angle —2a el punt representatiu entrara
en el sector angular [0, 2«r). Distingim quatre casos:

(i) HHhaunn e Ntal que 7 —n2a =0

Sy

Al cap de n — 1 rotacions, el punt P representatiu de les velocitats del
sistema estara al punt de coordenada angular 2ce. Una collisi6 més dura

T
P a F; per tant el nombre total de xocs, és 2n — 11 tenim N = — — 1.
o

(ii) HHhaunn e Ntal que 0 <7 —n2a < a

In< X <oant1
(0%
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P estara a la regi6 d’escapament F i no hi haura més collisions. N =
T

2n = |—| (els claudators indiquen la part entera).
a

(iii) Hihaunn € Ntal que a < m —n2a < 2a:
T
2n+l<—<2n+2
o

Un xoc més dura P a la regi6 d’escapament E. Per tant N =2n+1 =

2]
(iv) Després de n rotations el punt representatiu P ocupa la posicié angular
a,ésadirmt—n2a=a. Enaquestcas N =2n=— —1.
a

s ™
Resumint, el nombre total de xocs és N = | —|, excepte quan — és un enter
Q Q
T T
positiu o nul, en el qual cas N = — —1=|—] — 1.
Q@ Q@
Ara bé, d’aquestes excepcions en realitat només n’hi ha una, quan k =

0, és a dir quan les dues masses son iguals. En aquest cas tenim a =

= arctanl = 7/4. El nombre de xocs és N = T _1=3

VAT a

que és el primer decimal de 7.
I no hi ha cap altre d’excepcio perqué si p, ¢ sé6n nombres naturals diferents

arctan

1 . . 180
= arctan £ no és un nombre racional (vegeu [3] o [4]), és a dir que — arctan P
7r q T q
T
no és racional. Aplicat al nostre cas en qué M = 10% resulta que — =
a
7r

———— 1o és racional.
arctan 10—*

4 Relaci6 del nombre de xocs amb 7

Si M = 10%* | k = 1,2,... hem vist que el nombre de xocs és N(k) =

T
Laurctan 10*’“J '
x3 2

De la série alternada arctanxz = x — — + — — ... deduim, d’'una banda
que arctanz < x si x > 0, i d’'una altra que lin%)(arctana: —z) = 0. En
z—

conseqjiiéncia, per a  petit arctan z ~ x; en particular si z = 10~* és raonable
considerar ’aproximacio

T 7
arctan 10~* ~ 10-*

Suposem primer que les parts enteres coincideixen:
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™

N(k) = | | = [m10*)

arctan 10—%
Escrivint

T = 0p.a142 . ..0Ak4+q - - -
veiem que
N(k) = |710%| = agayasy . . . ax
i el nombre de xocs per a M = 10%* doéna les k + 1 primeres xifres decimals
de 7 (comencant per 3).

Ara bé, les parts enteres de dos nimeros prou propers poden diferir, pero
només en una unitat; examinem aquest cas. Atés que arctan x < x haura de

ser
N(k) = [
Ara el nombre de xocs sera
N(k) = |710*| + 1 = agasaz ... aj, + 1

que ens donaria, en principi, només k xifres decimals de 7 (la darrera no seria
bona). Pero, a més, si ay = 9 aleshores son erronies les dues darreres xifres
decimals; i si hi ha ¢ nous (9) les £+ 1 darreres xifres decimals no sén bones.

Ara mostrarem com la no igualtat de parts enteres és un fet rar (si és

. . . 1
que es produeix). Veiem primer que per a x > 0 es t¢ ———— — — < z 0,
arctanr_ x

equivalentment, (1+2?%) arctan z—z > 0. La funci6 f(z) = (1+2?) arctan z —
x té derivada f'(x) = 2z arctanz > 0 i satisfa f(0) = 0; aixd prova la
desigualtat. Per a x = 107% és

T T
— < 7rl07*
arctan 10=%  10~* T

T
arctan 10*’ICJ - LﬁlOkJ +1

Ates que
T T

10* 10F+1=
10" < [710°) + Larctan 10—’CJ < arctan 10—+

usant la desigualtat
|710%] +1 — 710F < 7107*

Es a dir
| 710 +1 - 710F = apay...ap+1—apay ... apappr - =
= 1= 0.0p410p42 - < TLOTF < 10751
i
1081 — Apt 10kt - - - Aof—1-Qog + -+ < 1
que ens diu que agyy = Grio--- = ag—1 = 9. En el cas de m aquesta

possibilitat és molt poc probable i menys si considerem k grans.
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