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Resumen

En el presente trabajo introducimos la nocién de foliaciones Galois so-
bre IP%, definidas como aquellas cuya aplicacién de Gauss restringida a
un abierto Zariski es un recubrimiento Galois. Asimismo, presentamos
algunos ejemplos y un criterio para identificar este tipo de foliaciones.
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A. Beltran, M. Falla y D. Marin

1. Involuciones

Una transformacién racional en el plano proyectivo complejo es una
aplicacién de la forma

f: Pz - PZ
[$7 Y, Z] — [Al (I> Y, z)> A2(I, Y, Z)a A3(l‘, Y, Z)L

donde A;, i = 1,2, 3, son polinomios homogéneos del mismo grado sin fac-
tor comtin. Una transformacién birracional f : P% --» P es una trans-
formacién racional que admite una inversa racional g: fog = go f = Id.
Denotamos por Bir(P%) al grupo de transformaciones birracionales del
plano, llamado grupo de Cremona. Sea f = [A4;, A3, A3] una trans-
formacién birracional. Definimos el grado de f como el grado comin
de los A;, esto es, deg f = deg A;. Asimismo, el conjunto de inde-
terminacién Ind(f) y el conjunto excepcional Exc(f) son definidos
respectivamente por

Ind(f) = {p € P : A1(p) = Az(p) = As(p) = 0},
Exc(f) = {p € P% : det Jac(f(p)) = 0}.

Ejemplo 1.1. El automorfismo f : PZ --» PZ dado por
flz,y, 2] = [a11@ + a12y + a132, a2 & + a2y + a3z, as1 + asey + assz],

con det(a;;) # 0, es una transformacién birracional de grado 1. Para ésta
se tiene Ind(f) = Exc(f) = 0. Estas tranformaciones birracionales son
llamadas de tipo proyectivo.

Ejemplo 1.2. La transformacién f[z,y, z] = [zy, 2%, y2] es birracional
y cumple

Ind(f) = {[1,0,0],[0,1,0]},
Exc(f) ={y =0} U {z =0},
f?=1d.
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Ejemplo 1.3. La transformacién f[z,y, z] = [yz, zz, zy] es birracional
y cumple

Ind(f) = {[1,0,0],10,1,0],[0,0,1]},

Exc(f) ={z =0} u{y =0} U{z =0},
f?=1d.

Esta transformacién es llamada de Cremona y es conjugada por una

aplicacién birracional a una de Jonquiéres (ver Teorema 1.5). Notemos
. . Y x

que f preserva las fibraciones racionales = = ¢y, — = ¢z, = = ¢y, con

T z

z
Cyz, Czz, Cy» CONstantes.

Definicién 1.4. Una involucién birracional es una aplicacién birra-
cional f € Bir(P%) que satisface f? = 1Id.

1.1. Involuciones de Geiser

2 . 2 o e
Sean p1,...pr € PZ siete puntos en PZ en posicién general, y deno-
temos por L el sistema lineal de curvas cibicas que pasan por los puntos
p;i, en simbolos ponemos

L = {C ctibica: p; € C} =P,

donde una ctbica estd dada por polinomios homogéneos de grado 3 en
tres variables. Sea p € PZ un punto genérico. Entonces el conjunto

L,={CeL: pecC}CP2

es un ldpiz de ctibicas. Por el teorema de Bezout L, tiene 9 puntos
base: p, p1,...p7, Ic(p). De esta manera queda definida
Ig: P2 --» P2
p +— Ig(p),
donde I(p) es el noveno punto base del 14piz L,,. Una técnica estandar

muestra que Ig es una involucién birracional, llamada involucién de
Geiser (cf. [4]).
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Existen otras construcciones geométricas que dan lugar a nuevas
involuciones birracionales, por ejemplo las llamadas de Bertini y de Jon-
quieres, que no discutiremos en este trabajo. Para mayores detalles refe-
rimos al lector a [4, 1].

Teorema 1.5 ([1]). Una involucién birracional de P% es conjugada a
una de las siguientes involuciones: proyectiva, de Jonquiéres, de Bertini,
de Geiser. O

2. Foliaciones de grado 2

Sea F una foliacién holomorfa sobre PZ de grado d, con conjunto
singular ¥, y sea £ una recta genérica. El grado de F es por definicién
el nimero de puntos de tangencia entre F y ¢, contando multiplicidades.
Consideremos una foliacién F de grado 2 en IP’(QC, ypeE ]P’?C, un punto
genérico. Por definicion F y T,F tienen dos puntos de contacto, uno
de ellos es p y al otro lo denotaremos por Ir(p). Para precisar esta
definicién supongamos que F es definida por un campo de la forma
X(z,y) = A(z,9) 2 + Bz, y)a% en la carta afin (z,y) de PZ. Entonces
q = Ir(p) es el punto p + t(A, B), donde ¢ es el tnico pardmetro no
nulo donde X (p) es colineal con X (p + t(A, B)). Es claro que Ir es una
involucién birracional, llamada involucién asociada a F (cf. [4]).

Teorema 2.1 (Cerveau-Deserti [4]). Sean pi,...,pr puntos de PZ en
posicion general. Sea F una foliacién de grado 2 sobre P4 cuyo conjunto
singular X F estd formado por los T puntos dados. Entonces Ir = Ig.
En particular, la involucion asociada a una foliacion genérica de grado
2 es una involucion de Geiser. (]

Tradicionalmente las involuciones de Geiser son definidas a partir de
lapices de cuibicas. Sin embargo, es un problema de interés la construcciéon
explicita de tales involuciones. Es de ahi de donde salta la importancia
del teorema anterior.
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. . (3,20

Ejemplo 2.2. Sea F la foliacién dada por el campo X = (z° —y%) 5= +
(x%y — 1)%, en coordenadas afines. Teniendo en mente la construc-
cién anterior deducimos que la involucién asociada a F es Ix[x,y, 2] =

[Al, AQ, Ag], donde
A = azy7 + 3x5y2z — a8 - 5:r2y4z2 + 2y3z5 + x3yz4 — 2",

Ay = 3xy°2% + 22°2% — 2Ty — byt + atyP 2 4 2" — 08,
Az = a:y4z3 — 5x4y2z2 — y7z + 2$3y5 + 3x2yz5 -2 4272

Ademads, el conjunto de indeterminacién estd dado por
Ind(I7) = {[¢/,€7%,1]: j=0,...,6, donde ¢’ =1} = U.

Estos puntos se encuentran en posicién general, y por lo tanto estamos
ante una involucién de Geiser.

3. Foliaciones Galois de grado d > 3

Sea F una foliacién de grado 3. Esto significa que una recta genéri-
ca es tangente a F en tres puntos. Ahora el juego trata de averiguar si
es posible construir una transformacion birracional que permute dichos
puntos. La respuesta suele ser negativa puesto que una transformacién
que intercambie estos puntos sera genéricamente multivaluada. Sin em-
bargo, Cerveau y Deserti en [4] proporcionan un criterio para asegurar
cudndo dicha transformacién es birracional, y en [3] este criterio se gene-
raliza para foliaciones sobre PZ de grado d.

Definicién 3.1. Una aplicacién 7 € Bir(P2) es llamada trivolucién si
satisface 7% = Id.

Es claro que de existir una aplicacién birracional 7 que intercambia
ciclicamente las tangencias de una foliaciéon de grado 3, esta aplicaciéon
serd una trivolucion.

La aplicacién de Gauss asociada a F es la aplicacién racional

Q}- . ]P% -=> P«Q:
p — T,F,
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Figura 1: Trivolucion asociada a una foliacion

donde T}, F denota la recta tangente a F en un punto regular p de F.
Si la foliacién F es dada por la forma w = P(z,y, z)dz+Q(z,y, z)dy+
R(z,y, z)dz, entonces la aplicacién de Gauss queda materializada por

Gr(p) = [P(p),Q(p), R(p)].

Notemos que la propiedad de 7 de intercambiar las tangencias equivale
a que se cumpla GroT = Gr.

Sea p : X — B un recubrimiento de grado d entre espacios conexos.
Fijamos un punto b € B y su fibra F = p~1(b) = {p1,...,pq}. También,
consideremos el grupo D = {7: X — X : po7 = p} de automorfismos
de recubrimiento, que actiia a la izquierda sobre F'. La representacién
de monodromia p : w1 (B,x) — Aut(F) actia a la derecha sobre F, y
a su imagen la denotaremos por M. Se cumple que D actiia libremente
sobre F', mientras M lo hace transitivamente sobre F. Un simple conteo
conduce a |D| < d y |M| > d. Al identificar F ~ {1,...d}, podemos
considerar D y M como subgrupos del grupo simétrico Sy. El siguiente
resultado conocido brinda una relacién especial entre los grupos D y M;
ver por ejemplo [6] y [8].

Teorema 3.2. Si p : X — B es un recubrimiento de grado d, las
siguientes afirmaciones
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o p.(m(X,x)) = ker pi;

o p.(m(X,x)) es un subgrupo normal de 1(B,b);

e D actia transitivamente sobre la fibra F;

e |D| =d;

e M actua libremente sobre F;

o |M|=d;

e DM

son equivalentes. O

Definicion 3.3. Decimos que p es Galois si se cumple cualquiera de
las afirmaciones enumeradas en el teorema 3.2.

Definicién 3.4. Un k—web W de codimensién uno sobre una varie-
dad compleja S estd dado por una cobertura abierta {U;} junto con
k—formas simétricas w; € Sym%(U;) que verifican las siguientes condi-
ciones:

i) para cada interseccién no vacfa U; N U; existe una funcién no nula
gij € O*(U; NU;) tal que w; = g;w;;

i1) el conjunto de ceros Sing(w;) de w; tiene codimensién al menos dos;

i7i) el germen de w; en cada punto genérico de U; es un producto de
k—gérmenes de 1—formas integrables que no son colineales dos a
dos.

El subconjunto de S donde la condicién (#i7) falla es llamado discri-
minante del web y se denota por A(W). El conjunto singular ¥y, de
W es definido por ¥yyNU; = Sing(w;) y se encuentra contenido en A(W).
Existe una representaciéon de monodromia u : w1 (S\A(W)) — &, de
W que determina los subwebs irreducibles de W y cuya trivialidad es
equivalente a la descomponibilidad del web W (ver también definicién
3.11).

Sea F una foliacién sobre PZ y G : PZ --» PZ la aplicacién de
Gauss asociada, representada por el morfismo Gr y : U — ]f”% definido
sobre un subconjunto abierto maximal denso Zariski de P%. Si W es un
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k—web sobre PZ dado por el par de colecciones {V;,n;} que verifican la
definicién 3.4, entonces podemos definir un web G%(W) sobre P% por
la coleccién {U; = Q;I(Vi),wi}, donde w; = Gx yyni- El web GZW es
llamado pull-back o imagen inversa de W por Gr.

El grado de un k—web W sobre P2 est4 dado por la suma de la
cantidad de puntos de tangencia que tiene una recta genérica no invarian-
te con las foliaciones que componen el web.

Denotamos por W(k,d) al conjunto de k—webs de grado d sobre P2
Definimos la aplicacién

Leg : W(k,d) — W(d, k),

llamada transformado de Legendre o web dual de W, de la siguien-
te manera. Sea W € W(k, d) fijo y £ € PZ, visto como una recta en P2. Si
{ es genérica entonces se tienen d puntos de tangencia distintos p1, ..., pqg
con las hojas de W. Por supuesto, podemos pensar estos puntos como
rectas sobre Ip’% que pasan por £. Variando el punto £ obtenemos d di-
recciones diferentes sobre ]f"% que definen un d—web Leg W. De manera
rutinaria se verifica que el grado de Leg W es k. Las hojas de Leg W son
las curvas duales de las hojas de W puesto que ellas son tangentes a las
direcciones que definen Leg W. En particular, si F es una foliacion de
grado d sobre P%, entonces Leg F es un d—web de grado 1.

Con la notacion Ax = Gz(ZF) C ]fbf:, Ar = g;l(g;(zf)) y Gy =

Gr tenemos el siguiente resultado.
PE\AF

Teorema 3.5. Sea F una foliacién de grado d sobre PZ. Entonces la res-
triccion de la aplicacion de Gauss a P2\Az, pongamos Qé‘_— (P2\AF —
P%\]\;, es un recubrimiento de grado d. Mas ain, el grupo de aplica-
ciones de recubrimiento Dg, es obtenido por restriccion a PA\Ax del
grupo Dr = {1 € Bir(P%) : GroT = Gr}. Ademds, si Wx = Leg F es
el transformado de Legendre de F, con discriminante Ax, entonces la
monodromia de g} estd dada por la composicion

m (PE\AF) —> m(P2\Ar) — &4,

18 Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23
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donde el primera aplicacion es inducida por la inclusion natural.
Prueba. Ver [3, Teorema 3.11]. O

Definicién 3.6. Decimos que una foliacién F sobre P% es Galois si la
restriccién gj_} de la aplicacién de Gauss es Galois.

El criterio descrito en [4] para determinar cuando una foliacién es
Galois puede reformularse de la siguiente manera.

Proposicién 3.7. Una foliacion sobre P? definida por el campo vectorial
polinomial A% + Ba% es Galois si y solo si el polinomio

A(z,y) A(x +tA(z,y), y+tB(x,y))

B(z,y) B(z+tA(z,y), y+tB(z,y)) > € Clz,y,1]

P(z,y,t) = det (
se descompone totalmente sobre el cuerpo C(x,y). En tal caso, cada una
de sus raices t = t(x,y) € Clz,y,t] determina una transformacion de
recubrimiento birracional

T (x,y) = (z+tA(z,y), y+ tB(z,y))

de g(;. O
Ejemplo 3.8. Toda foliacién F de grado 2 sobre P2 es Galois.

Ejemplo 3.9. Sean «, 3,7, € C tales que ad — By # 0, y u,v €
C[x, y] polinomios linealmente independientes de grado menor o igual a
1. Entonces la foliacién F de grado d definida por

0 0
. d d d d
Y = (au® 4 Bo )—83j + (yu® + dv )—ay

es Galois y tiene grupo de monodromia ciclico. En efecto, la pendien-

te del campo vectorial Y tiene la forma p(z,y) = h(f(x,y))¢, donde
u(z, y) z+9

fx,y) = y h(z) =

v(z,y) az+f
del polinomio

€ PSLy(C). De este modo las raices
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P(x,y,t) = det(X (z,y), X (= + t,y + tp(z,y))) (1)

son las soluciones de la ecuacién ho f4(z+t,y +tp(x,y)) = ho f4(x,y),
pues teniendo en cuenta la propiedad h € PSLy(C), de la dltima relacién
se obtiene

f(z,y)

Si escribimos & = 7", las raices de (1) son las soluciones ¢ = t(z,y) de

(f(:c+t,y+tp(w,y))>d _1

las d ecuaciones lineales en la variable ¢ dadas por

flx+ty+tpx,y) =& f(x,y), parak=1,...,d.

Cada solucién t = ti(z,y) determina una aplicacién de recubrimiento

7 (2,y) = (2 4+ te(2,y), y + te(w, y)p(,y))

que verifica f o 7p(z,y) = ¥ f(z,y). Luego, con la notacién 73, o 7, =
Tm(k,e), S€ tiene

§k+£ =forgo Tg(:l?,y) =fo Tm (kL) = gm(kj)f(xvy)v

es decir, m(k, £) = (k+¢) mdd d. De esta manera concluimos la igualdad
Dr ={m,...,74} = (11). Esto implica las relaciones Mx ~ Dx = Zg,
pues |Dx| = d.

Proposicién 3.10. Sea F una foliacién de grado d sobre P4. Entonces
el web GxLeg F contiene a la foliacion 7*F, para cada 7 € Dy.

Prueba. Sea 7 € Dr arbitrario y L una hoja de la foliacién F. Entonces
771(L) es una hoja de 7*F. Del teorema 3.5 se sigue que Gr(77 (L)) =
G7(L) es una hoja de (Gr)«(F) = Leg F, y por tanto 7~1(L) resulta
una hoja de GxLeg F. O

Definiciéon 3.11. Un k—web W sobre una superficie S es llamado to-
talmente descomponible si sobre S el web W es la superposicion de
k—foliaciones globales. En tal caso, lo denotamos por

W=6K..KG,
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donde G; es una foliacién sobre S.
Ahora pasemos a enunciar y probar nuestro resultado central.

Teorema 3.12. Una foliacion F de grado d es Galois si y solo si
GrLeg F es completamente descomponible.

Prueba. De la proposicién 3.10 se sigue que K, cp,7"F es un subweb de
G%LegF, en particular se tiene |[Dr| < d. Y como F es Galois, el teorema
3.5 implica |Dr| = d, y por lo tanto el web G3Leg F es completamente
descomponible.

Reciprocamente, del teorema 3.2 se desprende que gjl_ es Galois si y
solo si se cumple (G2). (w1 (P2\Ax)) C ker iz, donde pz es la represen-
tacion de monodromia de g}. Asimismo, del teorema 3.5 se sigue que el
diagrama

gh. S
m(P\AF) 5 1 (B2\Ar) > 6y

z*‘/ li* le
(G2)-

T (P2\Ax) 25 1 (P2\AF) 2> &,

es conmutativo, donde gé denota la restriccién de Gr a ]P%\A}‘7 e
1 P2\Ar — P2\Az, i : P2\Ax — PZ\AZ son las inclusiones natu-
rales. Por otro lado, por un teorema tipo Lefschetz [5], el morfismo 1,
es sobreyectivo. De la conmutatividad del diagrama anterior se sigue
Im(GR). C i1 (Im(G2).), ¥ del hecho de que GxLeg F sea comple-
tamente descomponible resulta i;*(Im(G2).) C iy ! (ker(jiz)). Las dos
tiltimas propiedades permiten concluir la inclusién Im(G%). C ker(urx).

O
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Abstract

In this work we introduce the notion of Galois foliations on P%, defi-
ned as those folations whose Gauss applications restricted to a Zariski
open subset is a Galois covering. We also present some examples and a
criterium for identifying such foliations.

Keywords: Foliations, webs.

22

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23



Foliaciones Galois

Andrés Beltran

Seccién Matematicas

Departamento de Ciencias

Pontificia Universidad Catdlica del Peri
Av. Universitaria 1801, Lima, Perd
abeltra@pucp.edu.pe

Maycol Falla

Departamento de Anélise-IM

Universidade Federal Fluminense

Miério Santos Braga S/N- Niter6i, 24.020-140 R.J, Brasil
maycolfl@gmail.com

David Marin

Departament de Matematiques
Universitat Autonoma de Barcelona
E-08193 Bellaterra, Barcelona, Espana
davidmp@mat.uab.es

Pro Mathematica, 28, 55 (2014), 11-23 23



