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1. BEVEZETÉS

A tartószerkezetek tervezésének egyik lényeges lépése a rúdkeresztmetszetek mé-
reteinek felvétele. Ez nem szokott problémát okozni a két- vagy többtámaszú tar-
tók esetében, de a keretszerkezetek igénybevételeit általában kénytelenek vagyunk
önkényesen felvett rúdkeresztmetszetekkel, számítógéppel – esetleg többször is –
kiszámítani ahhoz, hogy meghatározhassuk a rudak keresztmetszeti méreteit. Csak
ily módon kaphatunk választ arra a kérdésre is, hogy egyáltalán lehet-e keretet ter-
vezni, vagy merevítõfalak (is) szükségesek az állékonyság biztosítására.

A következõkben elõször igyekszünk röviden és szemléletesen bemutatni a ke-
retszerkezetek erõjátékát, majd egy közelítõ módszert javaslunk az igénybevételek
(és ezzel együtt a rúdkeresztmetszetek) gyors meghatározására.

2. A KERETEK ERÕJÁTÉKÁNAK SZEMLÉLETES ISMERTETÉSE

A keretszerkezetekben általában a vízszintes terhek, elsõsorban a szélerõk okoz-
zák a mértékadó igénybevételeket. A vízszintes erõkbõl származó erõjátékot az
jellemzi, hogy a külsõ teherbõl az oszlopokra jutó nyomaték egy részét a gerendák
– saját hajlításuk révén – az oszlopokban mûködõ húzó-nyomó (derék-)erõkké ala-
kítják át. Minél merevebbek a gerendák az oszlopokhoz képest, annál nagyobb ré-
sze alakul át a nyomatékoknak derékerõkké, és ennek megfelelõen annál nagyobb
mértékben csökkennek az oszlopok hajlítónyomatékai. Ezzel egyidejûleg termé-
szetesen megnõnek a gerendákban a nyomatékok.

Láthatjuk tehát, hogy az oszlopok és a gerendák merevségének arányával befo-
lyásolhatjuk a bennük ébredõ nyomatékok nagyságát. Ahhoz azonban, hogy ezt
megtehessük, szükségünk van egy egyszerû, áttekinthetõ, közelítõ módszerre,
amellyel gyorsan meghatározhatjuk ezeket a nyomatékokat, és amely megmutatja:
mit és milyen mértékben kell változtatnunk ahhoz, hogy megfeleljenek a rúdke-
resztmetszetek. Ezért egy célszerû modellt kell választanunk a keretszerkezetek-
hez.
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Ebben a dolgozatban nem kívánunk a stabilitási kérdésekkel foglalkozni (a nyo-
móerõk okozta nyomatéknövekedéstõl is eltekintünk), és az oszlopokat össze-
nyomhatatlanoknak tekintjük. Nem vesszük figyelembe a gerendák nyírási alak-
változását.

Az oszlopokban ébredõ nyomóerõk kiszámítását sem részletezzük, mivel a füg-
gõleges terhekbõl származókat igen könnyû megkapni, a szélteherbõl keletkezõk
pedig ezekhez képest általában kicsik.

3. A KERETSZERKEZETEK SZÁMÍTÁSÁHOZ ALKALMAZHATÓ
EGYSZERÛ MÓDSZER

A keretszerkezetekhez célszerûen alkalmazható egyszerû módszer Csonka P. két
dolgozatán [1], [2] alapul. Alkalmazhatóságának feltételei a következõk:

– az egyes oszlopok keresztmetszete állandó;
– az egymás fölött lévõ gerendák merevsége minden szinten azonos, kivéve a

legfelsõt, amelynek hajlítási merevsége a többiekének fele (1. ábra);
– az emeletmagasságok is azonosak;
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– az oszlopok mereven be vannak fogva az alapba;
– a keret „arányos”, azaz az oszlopok és a gerendák merevségi arányai olyanok,

hogy az egyes oszlopok kilendülés közben azonos deformációt szenvednek.
Ez akkor teljesül, ha az egyes oszlopok merevsége úgy aránylik egymáshoz,
mint a hozzájuk csatlakozó gerendavégek merevségeinek összege. Az 1. áb-
rán vázolt háromlábú keret esetében ez az oszlopok és a gerendák merevsé-
geinek alábbi arányát kívánja meg:
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Ha a vizsgált keret merevségei nem felelnek meg az arányos keretekre elõír-
taknak, akkor eredményeink annál pontatlanabbak lesznek, minél inkább el-
térnek a merevségek az arányos keretekre megadottaktól.

A Csonka-féle módszerhez alkalmazott modell elõállításához elõször is a keret
oszlopait egyetlen helyettesítõ oszloppá fogjuk össze, melynek I inercianyomaté-
ka az egyes oszlopok inercianyomatékainak összege. A gerendavégek hajlítási
merevségeit ugyancsak összegezzük egy-egy szinten, és egyenletesen elosztjuk
(„elkenjük”) az oszlop hossza mentén. Ily módon egy olyan „kontinuum-oszlopot”
kapunk, amely elfordulás ellen folytonosan rugalmasan van ágyazva, és alul az
alaptestbe mereven be van fogva. Elõször ennek a kontinuum-oszlopnak az erõjá-
tékát határozzuk meg, majd figyelembe vesszük, hogy a gerendák a valóságban
nem elosztottan, hanem összpontosan (koncentráltan) fogják meg az oszlopokat.

Ennek a modellnek a segítségével Csonka zárt képleteket adott meg a gerendák-
ról az oszlopokra ható (összpontos) nyomatékok meghatározására. Ezek ismereté-
ben a keretszerkezet oszlopainak nyomatékait Csonka szerint úgy határozhatjuk
meg, hogy mûködtetjük az oszlopokra a szélerõket és a gerendákról leadódó össz-
pontos nyomatékokat, majd ezekbõl az oszlop nyomatékait a statika szabályai sze-
rint számítjuk ki.

Közelítõen azonban úgy is meghatározhatjuk az oszlopnyomatékokat, hogy a
kontinuum-oszlopra kiszámított folytonos nyomatékábrához minden gerendaszin-
ten hozzáadjuk (ill. levonjuk belõle) a gerenda által leadott összpontos nyomaték
felét, és az így kapott pontokat egyenesekkel összekötjük. (Ez azért közelítés, mert
a valóságban a gerendanyomatékoknak nem pontosan a felét kell levonni, ill. hoz-
záadni a folytonos nyomatékábrához.) A legfelsõ gerenda helyén természetesen a
gerendáról leadódó teljes nyomatékot kell az oszlopra mûködtetnünk. E módosí-
tott, közelítõ módszer elõnyeit a következõkben vázoljuk.

A Csonka-féle modell elõnye egyszerûsége és szemléletessége. Az egyszerûség
abban áll, hogy szélteher esetében zárt képleteket lehet megadni mind a legalsó ke-
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resztmetszetben, mind az oszlop közepetáján ébredõ legnagyobb oszlopnyomaték-
ra, valamint a legnagyobb gerendanyomatékra. A vázlattervezés során többre álta-
lában nincs is szükségünk. Ha pedig az oszlopnyomatékokat az imént említett
módon, vagyis a kontinuum nyomatékábrájának és a gerendanyomatékok felének
összegezésével állítjuk elõ, akkor a módszer szemléletesen mutatja a keret erõjáté-
kának alakulását mind a végtelen merev, mind a zérus merevségû gerendák eseté-
ben: a modell mind a két szélsõséges esetben szemmel látható módon átmegy a
pontos megoldásba. A végtelen merev gerendás esetben a kontinuum-oszlop nyo-
matékai zérussá válnak és csak a (merev) gerendákkal megfogott oszlop nyomaté-
kai maradnak meg, amit azonnal fel tudunk írni; a zérus merevségû gerendák ese-
tében viszont eltûnnek a gerendák megfogó nyomatékai és csupán a kontinuum-
oszlop nyomatékai maradnak meg: ezek most egy alul befogott szabad oszlop nyo-
matékaival lesznek egyenlõk. (Szabatosan véve ilymódon nem kapjuk meg ponto-
san a végtelen merev gerendáknak megfelelõ nyomatékokat, mivel ehhez nem
megfelezni kellene a gerendanyomatékokat, de az így elkövetett hiba kicsiny.)

A következõkben a Csonka-féle módszer fõbb eredményeit fogjuk összefoglal-
ni, majd bemutatjuk a módszer továbbfejlesztését:

– megvizsgáljuk a fentemlített közelítést, vagyis a gerendanyomatékok felének
a kontinuum nyomatékábrájához való hozzáadását, ill. a belõle történõ kivo-
nását;

– ugyanezzel a közelítéssel meghatározzuk az oszlop közepe táján keletkezõ,
helyi maximumot adó nyomaték helyét;

– meghatározzuk a keret felsõ pontjának vízszintes eltolódását;
– ahol lehet, kiküszöböljük a képletekbõl a nagy számok kis különbségét;
– megvizsgáljuk: milyen feltételek mellett maradnak érvényesek a képletek a

magasság mentén változó oszlop- és gerendamerevségek esetében.

4. A KERET ERÕJÁTÉKA A FÜGGÕLEGES MENTÉN
EGYENLETESEN MEGOSZLÓ VÍZSZINTES TEHERRE

Csonka [1], [2] zárt képleteket adott meg a magasság mentén egyenletesen meg-
oszló erõkkel terhelt keretek igénybevételeire. Mi ezeket az eredményeket ki fog-
juk egészíteni a keret felsõ pontjának Szerémi L.-tól [4] származó kifejezésével.
Megadjuk az oszlop közepetáján ébredõ, helyi maximumot adó oszlopnyomaték
helyét és nagyságát is. Ezenkívül – Szerémi L. [4] alapgondolatát követve – úgy
fogjuk átalakítani a képleteket, hogy ahol csak lehet, kiküszöböljük belõlük a nagy
számok kis különbségét adó, hiperbolikus függvényekbõl álló kifejezéseket. E cél-
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ból ezeket a hiperbolikus függvényeket, jól ismert definiciós képletüket felhasz-
nálva, átalakítjuk ex és e–x típusú függvényekké.

Elõször Csonka eredeti képleteit fogjuk közölni, majd utána a fentiek szerint át-
alakított kifejezéseket.

A szélteherrõl feltételezzük, hogy intenzitása a magasság mentén nem változik.
Ha a keretszerkezetes épület szélessége állandó, akkor a szélteher a magasság
mentén egyenletesen megoszlónak tekinthetõ. A keretre a szélteher a födémek ma-
gasságában egyenlõ nagyságú P = ph koncentrált erõk formájában hat (kivéve a
legfelsõ gerendát, amelyre csak feleekkora erõ mûködik), mivel a falszerkezet ál-
talában födémtõl-födémig hordja át a szélterhet és a keretre a födémek adják át az
erõket, a kontinuum-modellre azonban egyenletesen megoszló terhet vehetünk fel.
Vizsgáljuk meg, milyen eredményeket ad a Csonka-modell erre a terhelési esetre.

4.1. MEGOLDÁS A MAGASSÁG MENTÉN ÁLLANDÓ OSZLOPKERESZTMETSZETEK
ÉS GERENDAMEREVSÉGEK ESETÉRE

Abból a célból, hogy egyszerû képleteket kapjunk, az alábbi közelítésekkel fogunk
élni:

sinh cosh ,α α
α

H H
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≈ ≈ e
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sinh ,
α αh h

2 2
≈ (3)

cosh .
αh

2
1≈ (4)

A (2)–(4) összefüggésekkel elkövetett hiba mintegy 5%, ha

αH > 1, 5, ill. αh < 0, 6, (5)

és mintegy 10%, ha

αH > 1, 2, ill. αh < 1, 2. (6)

(Pontosabban fogalmazva: αh = 1, 2-nél a (3) képlet hibája 6%, a (4) képleté 15%.)
Az α mennyiséget a (10) képlet definiálja.
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Az igénybevételek kiszámításához szükségünk lesz néhány segédmennyiségre,
ill. összefüggésre.

Mivel a gerendák a keret kilendülõ alakváltozása során antimetrikus alakválto-
zást szenvednek, ezért pl. az i és k oszlopok között elhelyezkedõ gerenda egyik vé-
gének hajlítási merevsége

K
EI

l
ik

ik

ik

= 6
, (7)

a gerendák befogó hatását helyettesítõ folytonos befogás k merevsége pedig

k
K

h
ik= ∑ , (8)

ahol az összegezést egy emelet valamennyi gerendavégére kell kiterjeszteni. A
kontinuum-oszlop (2. ábra) I inercianyomatéka az egyes i oszlopok inercianyo-
matékainak összege:

I I i=∑ . (9)

A kontinuum-oszlop nyomatékábráját Csonka az

α = k

EI
(10)
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merevségi arány segítségével a következõképpen írta fel:
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A képletet a korábban mondottak szerint átalakítva:
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A gerendákról az oszlopra átadódó összpontos nyomaték Csonka szerinti kife-
jezése (amely csak a gerendák helyén, azaz x = h, 2h, 3h, ...-nál érvényes):
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Átalakítva:
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A legfelsõ gerendára eltérõ képlet vonatkozik. Csonka szerint:
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Átalakítva:
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Az oszlop legalsó keresztmetszetében ébredõ, maximális nyomaték nagysága
Csonka szerint:
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A gerendákra ható legnagyobb nyomaték helye Csonka szerint:

x M H Hk ( ) ln( ),max
ger = − 1

α
α (15)

nagysága pedig:

M ph H Hger
max [ ln( )] .= − +








1
1

α
α (16)

Ezt a két képletet nem szükséges átalakítani, mivel Csonka már felhasználta elõál-
lításukhoz az említett közelítéseket, és ezeken kívül még feltételezte, hogy nem-
csak H-ra, hanem x-re is érvényesek a közelítõ (2) összefüggések. x Mk ( )max

ger általá-
ban nem esik pontosan egy gerenda helyére, de mivel egy függvény a maxi-
mumának környezetében csak lassan változik, az így kiszámított nyomatékot érvé-
nyesnek vehetjük a legközelebbi gerendára.

Az oszlop közepe táján ébredõ, helyi maximumot adó, az alsó, befogási kereszt-
metszetben fellépõvel ellenkezõ elõjelû oszlopnyomaték kiszámításához össze-
gezzük a kontinuum-oszlop (11b) nyomatékát és a gerendákról leadódó (12b) nyo-
maték felét:
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Ennek x szerinti deriváltját zérussal egyenlõvé téve a következõ másodfokú egyen-
letet kapjuk eαx-re
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(A gyök elõtti negatív elõjel nem ad valós eredményt, így nem vesszük figyelem-
be.) Ebbõl:
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Az így kapott xk-val a (17) képletbõl számíthatjuk ki a helyi maximumot adó osz-
lopnyomatékot.

Az oszlop közepe táján ébredõ nyomaték mindig kisebb az oszlop alsó kereszt-
metszetére ható (14) nyomatéknál, de változó oszlopkeresztmetszet esetében (l. a
4.2. pontban) mégis szükségünk lehet rá.

A fentiekben megadott nyomatékok a teljes keretre mûködnek. Az egyes oszlo-
pokra ható nyomatékokat úgy kapjuk meg, hogy a fenti oszlopnyomatékokat szét-
osztjuk az egyes oszlopok merevségeinek arányában:

M
I

I
Mi

i= oszl. , (20)

az egyes gerendavégekre ható nyomatékok elõállításához pedig a (12), (13), ill.
(16) képlettel megadott gerendanyomatékot az illetõ gerendavég-merevségnek és
az egy szinten összegezett gerendavég-merevségeknek az arányában osztjuk szét:
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Végül megadjuk a keret felsõ pontja vízszintes eltolódásának közelítõ kifejezését:
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Itt a képlet elsõ fele a kontinuum-oszlop eltolódását adja meg Szerémi dolgozata
[4] alapján, amit úgy is megkaphatunk, hogy a (11a) képletet kétszer integráljuk,
meghatározzuk az integrálási állandókat a peremfeltételekbõl, és felhasználjuk a
(2) közelítéseket. A második zárójeles kifejezés az oszlopoknak a gerendák közötti
többletkilendülését veszi közelítõen figyelembe [3] szerint. E többletkilendülést a
valódi keretre és a kontinuum-oszlopra ható nyomatékábra különbsége okozza,
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amely emeletenként egy-egy „fûrészfog-alakú” nyomatékábrarészbõl áll, l. a
4. ábrát. Ezt az oszlopra ható megoszló nyomatékok ellentettjei és a gerendákról
ténylegesen ható összpontos nyomatékok okozzák. [3]-ban ebbõl a fûrészfog-ala-
kú nyomatékábrából számítottuk ki a többletkilendülést, a számítás egyszerûsítése
céljából a kontinuum-oszlopra ható megoszló nyomatékokat egy emeletmagassá-
gon belül konstansnak tekintve, nagyságukat egyenlõnek véve az emeletmagasság
felében mûködõ megoszló nyomaték intenzitásával, és feltételezve, hogy az eme-
letenként jelentkezõ fûrészfog-nyomatékábra alsó és felsõ ordinátája egymással
egyenlõ.

4.2. MEGOLDÁS LEFELÉ NÖVEKVÕ OSZLOP- ÉS GERENDAMEREVSÉGEK ESETÉRE

Amennyiben a közelítõ számítás szerint akár az oszlopok, akár a gerendák kereszt-
metszete nem felel meg, akkor megnövelhetjük az oszlopok, ill. a gerendák ke-
resztmetszetét. Ekkor megváltozik a k/EI arány, és ezért újra el kell végeznünk a
számítást, azaz iterálnunk kell. Itt érdemes meggondolnunk a következõket.

Ha növeljük a gerendák hajlítási merevségét az oszlopokéhoz képest, akkor
ezek a külsõ hajlítónyomatékból egyre többet alakítanak át az oszlopokban mûkö-
dõ derékerõkké, azaz egyre jobban tehermentesülnek az oszlopok a hajlítás szem-
pontjából. Ez pedig elõnyös lehet, mivel a derékerõket az oszlopok sokkal köny-
nyebben fel tudják venni, mint a nyomatékokat. Ebbõl rögtön levonhatjuk azt a kö-
vetkeztetést, hogy ha csökkenteni akarjuk az oszlop-keresztmetszeteket, akkor a
gerendák merevségét kell növelnünk. A gerendák merevségének növelésével
azonban az oszlopnyomatékokat legfeljebb a végtelen merev gerendákkal bíró ke-
reten fellépõ oszlopnyomatékok szintjére tudjuk leszállítani, ennél tovább nem
tudjuk õket csökkenteni.

Eljárhatunk azonban másképp is. Az elõzõ pontban láttuk, hogy mind a kon-
tinuum-oszlop nyomatékai, mind a gerendákról az oszlopokra átadódó nyomaté-
kok csupán a k/EI aránytól, azaz a gerendák és az oszlopok merevségének egymás-
hoz viszonyított nagyságától függenek. Ebbõl következik, hogy ha mind a
gerendák, mind az oszlopok merevségét ugyanolyan módon változtatjuk a magas-
ság mentén (pl. lineárisan növeljük lefelé), akkor a k/EI arány állandó marad, és ér-
vényesek maradnak az állandó gerenda- és oszlopkeresztmetszetû keretek nyoma-
tékaira az elõzõkben megadott képletek. (Megváltozik viszont az alakváltozások
kifejezése.)

Ha tehát a közelítõ számítás azt mutatja, hogy a keretoszlopoknak akár a legal-
só, akár a középtáji keresztmetszete nem felel meg, vagy a gerendák túlságosan
gyengék, akkor megtehetjük azt is, hogy az oszlopok és a gerendák merevségét a
magasság mentén tetszõlegesen, de egymással arányosan megnöveljük. Ekkor
ugyanis nem változik meg a magasság mentén állandó oszlop- és gerendamerevsé-
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gekre kiszámított nyomatékok értéke és így feleslegessé válik az iteráció. Ez a me-
revség-változtatás lehet folyamatos (pl. a magasság mentén lineáris), de lehet lép-
csõzetes is.

5. SZÁMPÉLDA

A következõkben Csonka [1], [2] számpéldáját vesszük alapul (3. ábra). Amikor
megvizsgáljuk, mekkora hibát követünk el azzal a közelítéssel, hogy a kontinuum-
oszlop nyomatékábrájához hozzáadjuk (ill. levonjuk belõle) a gerendákról az osz-

Keretszerkezetek rúdkeresztmetszeteinek közelítõ felvétele 17

3. ábra



lopra átadódó nyomatékok felét, a Csonka által kiszámított értékeket tekintjük
pontosnak. Az ábrán nem szereplõ adatok:

p = 3,0 kN/m
E = 22,5 · 106 kN/m2

I = 0,010 m4

k = 0,016E m2

α = 0,4 m–1

A keret nyomatékait a 4. ábrán tüntettük fel. Az utolsó oszlopban szerepelnek a
kontinuum-oszlop nyomatékai, amelyeket segédmennyiségeknek tekinthetünk.
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A magasság közepetáján ébredõ, helyi maximumot adó oszlopnyomaték helye
a (19) képlet szerint: αH = 9,6; eαH = 14765;
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a nyomaték nagysága pedig a (17) képletbõl:
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Csonka szerint a legnagyobb (negatív) oszlopnyomaték x = 15 m-nél ébred, nagy-
sága –80,37 kNm.

A keret legfelsõ pontjának vízszintes eltolódása a (22) képletnek megfelelõen:
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Láthatjuk, hogy a javasolt közelítéssel mindenütt csak kis hibát követünk el.
Ezek alapján ajánlhatjuk a közelítõ módszer alkalmazását a keretek méretfelvéte-
léhez. A végleges méretezéshez természetesen pontosabb módszerre van szükség,
amelyben nem szerepelnek az itt alkalmazott elhanyagolások és közelítések, és
amely megadja az oszlopokban mûködõ nyomóerõk nagyságát is.
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APPROXIMATE DETERMINATION
OF THE BAR CROSS SECTIONS OF FRAME STRUCTURES

Summary

When designing a frame structure we have to assume its cross sections. To avoid lengthy iterative
computer calculations, a simple straightforward method is needed to assess the adequate cross
sections of the bars. In this paper such a method is presented, based on the earlier work of P. Csonka,
who replaced the frame by a single column whose cross sections are elastically restrained against
rotation. A numerical example shows the applicability of the method.
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