MODULO 3
ANALISIS COGNITIVO

Maria Jos¢ Gonzalez y Pedro Gomez

Una vez realizado el analisis de contenido, en el que el foco de atencion es el tema matematico
que se va a ensefiar, pasamos a realizar el analisis cognitivo, en el que el foco de atencion es el
aprendizaje del estudiante. En MAD, hemos asumido la visién funcional de las matematicas es-
colares que fundamenta el proyecto PISA 2012. Bajo esta perspectiva, el curriculo pone el énfa-
sis en la utilidad de los conceptos matematicos para resolver problemas en distintos contextos.
Desde el punto de vista del aprendizaje, dicha consideracion funcional de las matemadticas es
coherente con una posicion constructivista del aprendizaje de los escolares, en virtud de la cual,
los individuos aprenden matematicas al abordar problemas o situaciones que requieren usar con-
ceptos, procedimientos y representaciones matematicas.

1. PROPOSITOS Y ESTRUCTURA DEL ANALISIS COGNITIVO

Los planteamientos anteriores —la vision funcional de las matematicas y la posicidon constructi-
vista del aprendizaje— deben concretarse cuando abordamos la dimension cognitiva del curricu-
lo en el nivel de planificacion del profesor; es decir, cuando nos centramos en la planificacion de
un tema matematico concreto. El anélisis cognitivo guia esa concrecion, ya que nos permite ha-
cer una descripcion de lo que el profesor espera que el estudiante aprenda sobre el tema matema-
tico en cuestion y sobre sus previsiones acerca del modo en que el estudiante va a desarrollar ese
aprendizaje. En este sentido, el andlisis cognitivo da respuesta a las siguientes cuestiones.

1. Establecer las expectativas de aprendizaje que se desean desarrollar en el tema matematico,
al considerar distintos niveles en la formulacion de expectativas, y diferenciar el &mbito cog-
nitivo y el afectivo.
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2. Caracterizar las expectativas de aprendizaje del tema de modo que sean operativas y orienten
el disefio de tareas para el aula. Para ello, se presentaran distintas herramientas que permiti-
ran expresar las hipotesis del profesor sobre como se puede desarrollar el aprendizaje al
abordar tareas matematicas. Estas herramientas tendran en cuenta las capacidades que activen
los estudiantes al resolver problemas, las dificultades y los errores que surjan, y los elemen-
tos afectivos que intervengan en el proceso de aprendizaje.

Tras realizar el andlisis cognitivo, el profesor habra redactado y caracterizado unos objetivos de
aprendizaje para su unidad didactica. La caracterizacion suficientemente detallada de los objeti-
vos de aprendizaje se convertird en la informacion de referencia para los siguientes dos analisis
del andlisis didactico. Con base en esa informacion, en el andlisis de instruccion, el profesor po-
dra analizar, reformular y seleccionar las tareas que configuraran su unidad didéctica. Esa infor-
macion también servira de referencia para el disefio de los instrumentos y procedimientos de re-
coleccion y andlisis de la informacion que se producirdn en el andlisis de actuacion (figura 1).
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Figura 1. Caracterizacion de objetivos y otros andlisis

La redaccion de los objetivos de aprendizaje no es una tarea sencilla. Es necesario tener unos cri-
terios que permitan centrar el foco de atencion de las expectativas del profesor y revisar las pro-
puestas que ¢l haga. El proceso es ciclico: el profesor redacta una propuesta de objetivos de
aprendizaje que después analiza, con base en unos criterios, para revisarlos y, si es el caso, re-
formular aquellos que lo requieran. Nosotros centraremos la atencion en tres criterios para la re-
daccion y andlisis de los objetivos de aprendizaje: (a) los procesos matematicos y las capacidades
matematicas fundamentales propuestos por PISA 2012, como expectativas de aprendizaje de ni-
vel superior; (b) la informacion que surgid del analisis de contenido del tema; y (c) las caracteris-
ticas de los contextos sociales, institucionales y académicos en los que se va a implementar la
unidad didactica (figura 2).
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Figura 2. Criterios para la redaccion y analisis de objetivos de aprendizaje

Al andlisis de los objetivos de aprendizaje se fundamentard en la informacion que surja de su ca-
racterizacion. Este proceso de caracterizacion de los objetivos de aprendizaje se encuentra en el
centro del analisis cognitivo. Propondremos un procedimiento sistematico para ese propdsito que
nos permitira producir, para cada objetivo de aprendizaje, un grafo de secuencias de capacidades
con el que el profesor puede expresar sus previsiones acerca de como los estudiantes progresaran
en su aprendizaje cuando aborden las tareas relacionadas con el tema. Esta descripcion se fun-
damentara en la identificacion y organizacion secuencial de las capacidades que los estudiantes
pueden activar y de los errores en los que ellos pueden incurrir cuando aborden las tareas (figura
3).
Caracterizacion de
los objetivos
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Figura 3. Caracterizacion de los objetivos de aprendizaje

Apuntes modulo 3 3



Las reflexiones anteriores ponen de manifiesto la importancia y la complejidad del analisis cog-
nitivo. Cuando terminemos el analisis cognitivo, tendremos un conjunto de objetivos de aprendi-
zaje para nuestro tema que habremos caracterizado en términos de sus grafos de secuencias de
capacidades. Estos grafos serdn la informacion de referencia para los demas analisis del anélisis
didactico. La redaccion y caracterizacion de los objetivos de aprendizaje requiere que profundi-
cemos en diversas ideas y cuestiones. En primera instancia, debemos concretar nuestra posicion
con respecto al papel que el marco conceptual de PISA 2012 va a jugar en el analisis cognitivo
(apartado 2). Esto nos llevaré a constatar que podemos organizar las expectativas de aprendizaje
en tres niveles. La propuesta de PISA 2012 sugiere unas expectativas de aprendizaje que corres-
ponden al nivel superior, mientras que los objetivos de aprendizaje pertenecen al nivel medio y
las capacidades al nivel inferior (apartados 3, 4 y 5). Para caracterizar los objetivos de aprendiza-
je tendremos también que atender a la idea de limitacién de aprendizaje que incluye las nociones
de dificultad y error (apartado 6). El procedimiento de construccion de los grafos de secuencias
de capacidades con los que caracterizamos los objetivos de aprendizaje implica la nocion de ca-
mino de aprendizaje de una tarea. Presentamos este procedimiento en el apartado 7. La informa-
cién que surge de los grafos de los objetivos de aprendizaje nos permitird analizar y revisar el
trabajo realizado (apartado 8). A continuacion, y teniendo en cuenta que, en el rendimiento de los
estudiantes en matematicas, intervienen numerosos factores afectivos, en los apartados 9 y 10,
nos centramos en la motivacion. Finalmente, en el ultimo apartado, resumimos el proceso para
llevar a cabo el analisis cognitivo de un tema de matematicas escolares. Este proceso serd reali-
zado por los alumnos de MAD a través de las cuatro actividades del modulo 3.

2. PISA 2012 COMO MARCO DE REFERENCIA

En el mddulo 1, se analizaron y compararon dos documentos curriculares: los Estdndares basi-
cos de competencias en lenguaje, matemdticas, ciencias y ciudadanas (Ministerio de Educacion
Nacional (MEN), 2006) y el marco conceptual del estudio PISA 2012 (Ministerio de educacioén
cultura y deporte, 2013). Ese trabajo puso de manifiesto las similitudes y diferencias entre esos
dos documentos. Establecimos que los dos documentos abordan con diferentes aproximaciones
el contenido de las matematicas escolares y proponen, con estructuras diferentes, un conjunto de
expectativas de aprendizaje. El documento de los estandares describe los procesos generales que
caracterizan al individuo matematicamente competente e identifica un conjunto de estandares de
competencia para grupos de grados, organizados de acuerdo con los cinco tipos de pensamiento.
El marco conceptual del estudio PISA 2012 no pretende ser un documento curricular; su prop6si-
to es fundamentar el disefio de las preguntas que se incluyen en la prueba con la que se evalua la
competencia matematica (alfabetizacion matematica) de los estudiantes de 15 afos de los paises
que participan en el estudio. No obstante, este documento asume una posicion en relacion con el
contenido de las matematicas escolares y propone una definicién concreta de la nocion de com-
petencia matematica (alfabetizacion matematica) que da indicaciones sobre lo que se espera que
los estudiantes aprendan y sean capaces de hacer a lo largo de su formaciéon matematica en las
instituciones educativas.
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En este modulo, y en el resto de MAD, nos basaremos en las ideas propuestas por el proyec-
to PISA 2012. En los apuntes de este modulo, no repetiremos el analisis que ya se realiz6 en el
modulo 1. Sin embargo, queremos centrarnos en la definicion de competencia matematica y en la
aproximacion que propone sobre la resolucion de problemas, de cara a la definicion y analisis de
las expectativas de aprendizaje que se estableceran para cada tema. La competencia matematica
se define como “la capacidad del individuo para formular, emplear e interpretar las matematicas
en distintos contextos” (p. 9). Esta definicion implica que la competencia matematica se refiere a
la capacidad del individuo para realizar las cuatro etapas de la construccion de modelos en la re-
solucion de problemas: formular, emplear, interpretar y evaluar (p. 8, figura 4).

Problema Problema
— Formular —» "
en contexto matematico

A

Evaluar Emplear

\/

Resultados Resultados
<¢— Interpretar — .
en contexto matematicos

Figura 4. Procesos matematicos de resolucion de problemas (OECD, 2013 p. 26)

El proyecto PISA 2012 fundamenta la evaluacion de la competencia matematica en tres ideas:
los procesos matematicos, el contenido y los contextos. El propdsito de la prueba es “determinar
de qué manera los alumnos pueden utilizar lo que han aprendido, obligdndoles a emplear el con-
tenido que conocen participando en procesos y aplicando las capacidades que poseen para resol-
ver los problemas que surgen de las experiencias del mundo real” (p. 33). Para ser capaces de
realizar los procesos matematicos al abordar un problema, los individuos debe aplicar el pensa-
miento y la accion matematica. El marco conceptual de PISA 2012 caracteriza estas dos ideas en
términos de (a) la puesta en juego de diferentes conceptos, conocimientos y destrezas matemati-
cas especificos al contenido matematico que estd implicado en el problema y (b) el desarrollo y
aplicacion de siete capacidades matematicas fundamentales. El documento describe la relacion
entre los procesos matematicos, los contextos, el conocimiento del contenido matematico y las
capacidades matematicas fundamentales de la siguiente manera: “A medida que el sujeto trabaja
en el problema —lo que puede suponer la formulacion del mismo, el empleo de conceptos o pro-
cedimientos matematicos, o la interpretacién de una soluciéon matematica— las capacidades fun-
damentales se activan de forma sucesiva y simultdnea, recurriendo a contenidos matematicos de
temas apropiados para generar una solucion” (p. 10).

Gomez, Castro, Mora, Pinzon, Torres y Villegas (2014) esquematizan la relacion de estas
ideas como se muestra en la figura 5.
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Figura 5. Conceptualizacion en PISA 2012 (p. 10)

Mas adelante, cuando abordemos el problema de establecer las expectativas de aprendizaje para
un tema concreto de las matematicas escolares, tomaremos estas ideas como referencia. Con base
en este marco conceptual, a la hora de enunciar una expectativa de aprendizaje, podemos formu-
lar preguntas como las siguientes.

1. (A qué procesos matematicos se refiere?

2. (Qué conceptos, conocimientos y destrezas matematicas especificos al contenido matematico
estan implicados?

3. (Qué capacidades matematicas fundamentales se espera que se pongan en juego o se desarro-
llen?

4. (En qué contextos se pone en juego lo anterior?

Las ideas anteriores ponen de manifiesto la importancia que el marco conceptual de PISA 2012
da a la capacidad del individuo para resolver problemas en contextos diversos. El proceso de re-
solucion de problemas se puede abordar desde diferentes perspectivas curriculares. Hasta ahora,
los hemos considerado desde el punto vista de la formulacion de expectativas de aprendizaje para
un tema concreto de las matematicas escolares. Es decir, nos hemos centrado en el papel de la
resolucion de problemas como nticleo de lo que se espera que los estudiantes sepan y sean capa-
ces de hacer a lo largo de su formacion matemadtica en las instituciones educativas. Pero, ;como
se puede lograr que los estudiantes desarrollen su competencia matematica en el sentido descrito
anteriormente? La resolucion de problemas también puede jugar un papel en este proposito. Para
ello, debemos reflexionar sobre el papel de la resolucion de problemas en el aprendizaje y la en-
seflanza de las matematicas.
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2. Resolucion de problemas: aprendizaje y ensefianza

La vision funcional de la matematica se concreta, desde el punto de vista cognitivo, en el propo-
sito general de que el estudiante sea matematicamente competente; es decir, que aprenda y sea
capaz de resolver problemas en diversos contextos. Puede pensarse que la resolucion de proble-
mas siempre ha estado presente en los curriculos de matematicas. En efecto, podemos constatar
que cualquier curriculo reciente y casi cualquier propuesta docente de secundaria incorpora ta-
reas en las que se aplican las matematicas escolares a la resolucion de problemas de la vida real.
En un enfoque que algunos autores llaman formalista, el profesor introduce las definiciones y
propiedades de los contenidos matematicos, los acompafia de ejemplos y finalmente los aplica a
la resolucion de situaciones construidas ad-hoc para dichos contenidos. En la figura 6, este enfo-
que se representa mediante la flecha que va de las matematicas a las situaciones y contextos en el
mundo real, y que se resume en la maxima “aprender a aplicar las matematicas para resolver
problemas”. Sin embargo, el enfoque que pretendemos fomentar aqui, y que surge de las ideas de
Freudenthal (1983), asume que las matematicas emergen de los problemas. En términos cogniti-
vos, esto significa que, para aprender matematicas, el estudiante debe realizar procesos cogniti-
vos asociados a experiencias del mundo real. La novedad de esta perspectiva es que pone el én-
fasis en los procesos y deja en segundo plano los contenidos. Este enfoque, que esta representado
en la figura 6 por la flecha que va desde las situaciones y contextos en el mundo real a la mate-
matica académica, se resume en la maxima “aprender matematicas resolviendo problemas”.

Las matematicas se aplican para resolver problemas i
. Situaciones en contextos
Matematicas
7y del mundo real

Las matematicas emergen de los problemas

Figura 6. Representacion de dos enfoques en la resolucion de problemas

Veamos un ejemplo concreto en el que se perciben las diferencias entre estos dos enfoques. El
siguiente problema, planteada a un estudiante de secundaria, corresponde al enfoque en el que las
matematicas surgen de los problemas.

Problema: En el desierto’

En el desierto: En la figura 7 se muestra parte de un mapa de un desierto. Hay dos pozos en
esta region. Imaginate que estas con tu rebafio de ovejas en J, que estds muy sediento y solo
llevas este mapa contigo.

a) (A cudl de los pozos irias a tomar agua?

! Adaptacion de (Badillo, Figueiras, Font y Martinez, 2013 p. 211) de una propuesta de (Goddijn, Kindt y Reuter,
2004 p. parte I, p. 5).
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Figura 7. Mapa del desierto
b) Sefiala otros dos lugares desde los cuales irias al pozo 2. Escdgelos uno alejado del otro.

¢) Ahora, esboza una division del desierto en dos partes o regiones de manera que siempre
tengas mas cerca un pozo que el otro pozo. ;Si estas en la frontera a qué pozo irias y por
qué?

d) {Qué clase de linea es la frontera? ;Recta o curva?

e) Encuentra un procedimiento para dibujar esta linea. Describe los pasos de este procedi-
miento.

f) Ahora, esboza una divisidon del desierto en cinco partes; cada parte corresponde a uno de
los pozos. Cada parte es el dominio alrededor de un pozo particular. Cualquier lugar en este
dominio debe estar mas cerca de este pozo que de los otros pozos.

g) (Qué es lo que puedes hacer cuando estas exactamente sobre la frontera de dos diferentes
dominios?

h) ;Los dominios de los pozos 1 y 5 son contiguos? 0: trata de encontrar un punto el cual es-
té a la misma distancia de los pozos 1 y 5 pero a mayor distancia de los demés pozos.

i) En la realidad el desierto es mucho mas grande de lo que es mostrado en este mapa. Si no
hay otros pozos en todo el desierto que los cinco pozos mostrados, ¢los dominios de los po-
zos 3 y 4 estan cerca (juntos)?

j) La frontera entre los dominios de los pozos 2 y 3 corta al segmento de recta entre los pozos
2 y 3 exactamente en la mitad. ;Algo similar se aplica a otras fronteras?

k) ;Qué clase de lineas son las fronteras? ;Rectas o curvas?

Al resolver este probelma, el estudiante se implica en un proceso de resolucion de problemas en
el que los conceptos matematicos que se manejan son elementales y practicamente no se hacen
explicitos durante el proceso de resolucion de la tarea. Una vez terminado el proceso, se pone de
manifiesto el contenido matematico principal: la particion de un 4rea de acuerdo con el principio
del vecino mas proximo.
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Bajo el enfoque en el que la matematica se aplica a la resolucion de problemas, el profesor
comienza introduciendo la definiciéon de Diagrama de Voronoi de una nube de puntos y muestra
coémo calcularlo usando las mediatrices (ver figura 8).

Figura 8. Nube de puntos
Y finalmente propone a los estudiantes una tarea del siguiente tipo.

En un bosque hay un conjunto de torres de observacion que estan distribuidas como se indica
en la figura 9. Cada guardia es responsable de extinguir el fuego mas cercano a su torre que
al resto. Determina la zona que le corresponde a cada guardia.

Figura 9. Torres en el bosque

El estudiante resuelve esta tarea una vez que conoce el contenido matematico que debe aplicar.
El enunciado del problema hace referencia a un contexto del mundo real, pero el estudiante pue-
de obviarlo, puesto que realmente no juega un papel relevante en el proceso de resolucion del
problema.

3. Resolucion de problemas, construccion de modelos, modelizacion y matematizacion

PISA 2012 denomina el proceso que presentamos en la figura 4 como el ciclo de construccion de
modelos matematicos. Este ciclo implica los tres procesos matematicos de formular, emplear e
interpretar y evaluar. El proceso de formular implica la capacidad del sujeto para “reconocer e
identificar oportunidades para utilizar las matematicas y, posteriormente, proporcionar la estruc-
tura matematica a un problema presentado de forma contextualizada” (p. 13). Este proceso im-
plica la capacidad del sujeto para traducir una situacidon descrita en términos no matematicos al
area de las matematicas, al dotar el problema de una estructura, representacion y especificidad
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matematicas. Este proceso de formular se asemeja a la idea de la matematizacion horizontal pro-
puesta por la escuela holandesa en el marco de la Educacion Matematica realistica (Treffers,
1986). PISA 2012 sugiere que la tarea conocida como La pizza pone en juego particularmente
este proceso matematico.

La pizza

Una pizzeria ofrece dos pizzas redondas del mismo grosor en diferentes tamafios. La peque-
fa tiene 30 cm de diametro y cuesta 30 zeds. La grande tiene 40 cm de diametro y cuesta 40
zeds.

(,Qué pizza es la mejor opcidn en relacion con su coste? Escribe tu razonamiento.

Aunque, como veremos mas adelante, el proceso de formular puede implicar todas las capacida-
des matematicas fundamentales, este proceso pone el foco de atencidon en la capacidad para
“transformar un problema definido en el mundo real en una forma estrictamente matematica (que
puede incluir la estructuracion, conceptualizacion, elaboracion de suposiciones y/o formulacion
de un modelo)” (p. 16) que es uno de los aspectos de la capacidad matematica fundamental que
PISA 2012 denomina Matematizacion.

Por otro lado, la escuela holandesa también ha introducido la idea de matematizacion verti-
cal que se refiere a la formalizacion de las construcciones particulares asociadas a problemas
concretos hacia generalidades de contenido y de método. Esta idea compleja se asemeja en algu-
nos aspectos al proceso matematico de emplear propuesto por PISA 2012. Este proceso matema-
tico “hace referencia a la capacidad del individuo para aplicar conceptos, datos, procedimientos y
razonamientos matematicos en la resolucion de problemas formulados matematicamente con el
fin de llegar a conclusiones matematicas” (p. 14). PISA 2012 sugiere que la tarea denominada
Andar es una pregunta que pone particularmente en juego este proceso matematico.

Andar

La figura 10 muestra las pisadas de un hombre. La longitud del paso, P, es la distancia que
media entre el extremo posterior de dos huellas consecutivas.

Para los hombres, la férmula g = 140 ofrece una relaciéon aproximada entre n 'y P donde

n = numero de pasos por minuto, y

P = longitud del paso en metros.

Figura 10. Pisadas de un hombre
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Si se aplica la formula a la forma de andar de Heiko y Heiko da 70 pasos por minuto, ¢cual
es la longitud del paso de Heiko?

Muestra tus calculos.

Aunque el marco conceptual de PISA 2012 esta inspirado en las ideas de la escuela holandesa, el
texto no menciona las ideas de matematizacion horizontal y vertical. Por esa razén, nosotros
tampoco las utilizaremos de aqui en adelante. Centraremos la atencion en los procesos matemati-
cos de formular y emplear que comparten aspectos relevantes con esas otras dos ideas. Por otro
lado, el término modelizacion se utiliza con frecuencia en la literatura en Educacién Matematica.
No obstante, nosotros no tomaremos a la modelizacidon como un término técnico dentro MAD.
Abordaremos las ideas y procedimientos que usualmente se asignan a la idea de modelizacion a
través de los procesos de formular y emplear y de la capacidad matematica fundamental de ma-
tematizacion que hemos mencionado en este apartado y que se definen con claridad en el marco
conceptual de PISA 2012.

3. EXPECTATIVAS DE APRENDIZAJE. TRES NIVELES DE CONCRECION

El proposito general de que el estudiante desarrolle su competencia matematica, es decir, de que
sepa resolver problemas en contexto, debe hacerse operativo en el nivel de planificacion del pro-
fesor. Para ello, debe desglosarse en expectativas de aprendizaje que se redactan con distintos
niveles de concrecion. En este apartado, establecemos y caracterizamos esos niveles. Nos cen-
tramos s6lo en el ambito cognitivo, dejando el 4ambito afectivo para mas adelante.

Es importante aclarar, antes de nada, que en cada documento curricular y en cada institucion
educativa pueden variar notablemente los significados que se atribuyen a los términos que usa-
remos en este apartado o pueden usarse otros términos equivalentes. En el modulo 1 de MAD, se
ha realizado un andlisis comparado de algunos de estos términos (competencias, capacidades,
logros, estandares, entre otros), sobre los que volveremos mas adelante. Pero lo importante aqui,
y es uno de los propdsitos de este mddulo, es distinguir tres niveles de expectativas de aprendiza-
je que denominaremos nivel superior, nivel medio y nivel inferior, y aprender a usarlos en la pla-
nificacion de un tema matematico. El nivel superior se refiere a las expectativas de largo alcance:
aquellas que se logran después de un periodo formativo amplio. Son expectativas transversales y
comunes para todos los temas de matematicas. El nivel medio est4 asociado a cada unidad didac-
tica de matematicas. Se suele expresar mediante dos a cuatro frases para cada tema de matemati-
cas. Estas frases resaltan lo mas importante que el estudiante debe aprender en esa unidad didac-
tica. El nivel inferior también estad asociado a cada unidad didéactica de matematicas, pero
corresponde a los conocimientos mas basicos y a los procedimientos mas rutinarios que el estu-
diante tiene que aprender a lo largo de la unidad didactica.

El nivel superior suele distinguirse con mucha claridad. Sin embargo, las fronteras entre los
niveles medio e inferior es mas difusa. En los siguientes subapartados, profundizamos en la ca-
racterizacion de estos niveles.
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4. NIVEL SUPERIOR: PROCESOS MATEMATICOS Y CAPACIDADES
MATEMATICAS FUNDAMENTALES

El modelo ideal y simplificado que asume PISA 2012 para resolver problemas en contexto cons-
ta de las etapas descritas en la figura 4, que describimos brevemente a continuacion.

Formular. Este proceso implica formular los problemas matematicos que surgen en un contexto
personal, laboral, social o cientifico. Para formular un problema, hay que identificar las matema-
ticas relevantes para la situacion, y hay que expresar la situacion matematicamente en funcioén
de los conceptos y las relaciones identificadas. Como resultado de esta etapa, aparecen proble-
mas susceptibles de ser tratados matematicamente.

Emplear. Una vez se tienen enunciados matematicos, es necesario emplear conceptos, procedi-
mientos, datos y herramientas matematicas para obtener soluciones matematicas. Esta etapa im-
plica razonamientos, manipulaciones, transformaciones y célculos matematicos.

Interpretar y evaluar. Las soluciones matematicas obtenidas se deben interpretar y evaluar para
dar respuesta al problema original. Es necesario dar una respuesta acorde al contexto del proble-
ma. Para ello, el estudiante interpreta, aplica y valora los resultados matematicos, su coherencia
y su validez en el contexto de partida.

En este ciclo, se realizan las acciones cognitivas mas genuinas de las matematicas, que PISA
2012 denomina capacidades matematicas fundamentales: razonar y argumentar, comunicar, ma-
tematizar, representar, diseflar estrategias para resolver problemas, usar lenguaje formal, simbo-
lico y las operaciones, y usar herramientas matematicas.

En la tabla 1, presentamos una descripcion mas detallada de la relacion entre las capacidades
matematicas fundamentales (CMF, en la tabla) y los procesos matematicos como la propone el
marco conceptual de PISA 2012 (p. 18).

Tabla 1
Relacion entre procesos matematicos y capacidades matematicas fundamentales

Procesos matematicos

CMF Formular Emplear Interpretar y evaluar
Comunicacion Leer, descodificar e Articular una solucién, Elaborar y presentar
interpretar enunciados, mostrar el trabajo explicaciones y

preguntas, tareas, objetos, asociado a la obtenciéon de argumentos en el
imagenes o animaciones (en la misma y/o resumir y contexto del problema
la evaluacién electronica) presentar los resultados

para crear un modelo mental matematicos intermedios

de la situacion
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Tabla 1

Relacion entre procesos matematicos y capacidades matematicas fundamentales

Procesos matematicos

CMF Formular Emplear Interpretar y evaluar
Matematizacion Identificar las variables y Utilizar la comprension Comprender el
estructuras matematicas del contexto para guiar o alcance y los limites

subyacentes al problema del acelerar el proceso de de una  solucion

mundo real y formular resoluciébn matemadtico, p. matematica que son el

supuestos de modo que ¢j., trabajando a un nivel resultado del modelo

puedan utilizarse de precision apropiado al matematico empleado

contexto
Representacion Crear una representacion ma-  Interpretar, relacionar y Interpretar los resulta-

Razonamiento y
argumentacion

Disefio de estra-
tegias para re-
solver proble-
mas

Apuntes modulo 3

tematica de informacion del
mundo real

Explicar, defender o facilitar
una justificacion de la repre-
sentacion identificada o ela-
borada de una situacion del
mundo real

Seleccionar o disefiar un plan
o estrategia para reformular
matematicamente problemas
contextualizados

utilizar distintas represen-
taciones cuando se inter-
actia con un problema

Explicar, defender o faci-
litar una justificacion de
los procesos y procedi-
mientos utilizados para
determinar un resultado o
solucion matematica. Re-
lacionar datos para llegar
a una solucion matemati-
ca, hacer generalizaciones
o elaborar un argumento
de varios pasos

Activar mecanismos de
control eficaces y sosteni-
dos en un procedimiento
con multiples pasos con-
ducente a una solucion,
conclusion o generaliza-
cion matematica

dos matematicos en
distintos formatos con
relacion a una situa-
cién o uso; comparar
o valorar dos o mas
representaciones con
relacion a una situa-
cion

Reflexionar sobre la
soluciones matemati-
cas y elaborar expli-
caciones y argumen-
tos que apoyen,
refuten o proporcio-
nen una solucion ma-
tematica a un proble-
ma contextualizado

Disefiar e implemen-
tar una estrategia para
interpretar, valorar y
validar una solucién
matematica a un pro-
blema contextualizado
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Tabla 1
Relacion entre procesos matematicos y capacidades matematicas fundamentales

Procesos matematicos

CMF Formular Emplear Interpretar y evaluar
Utilizacion de Utilizar variables, simbolos, Comprender y utilizar Comprender la rela-
operaciones y diagramas y modelos estan- constructos formales ba- cion entre el contexto
un lenguaje dar apropiados para represen-  sandose en definiciones, del problema y la re-
simbodlico, for- tar un problema del mundo reglas y sistemas forma- presentacion de la
mal y técnico real empleando un lenguaje les, asi como mediante el  soluciéon matematica.

simbolico/formal empleo de algoritmos Utilizar esta compren-

sién para favorecer la
interpretacion de la
solucion en su contex-
to y valorar la viabili-
dad y posibles limita-
ciones de la misma

Utilizacion de Utilizar herramientas mate- Conocer y ser capaz de Utilizar herramientas
herramientas maticas para reconocer es- utilizar adecuadamente matematicas para de-
matematicas tructuras matematicas o des-  distintas herramientas que  terminar la razonabi-
cribir relaciones matematicas  puedan favorecer la im- lidad de una soluciéon
plementacién de procesos  matematica y los limi-
y procedimientos para tes y restricciones de
determinar soluciones la misma, dado el
matematicas contexto del problema

Las expectativas del nivel superior consisten en desarrollar en el estudiante las capacidades ma-
tematicas fundamentales que subyacen a los tres procesos matematicos, como se muestra en la
tabla 1. Aunque, como veremos mas adelante, se pueden considerar otros listados de expectativas
de nivel superior, en MAD adoptaremos el conjunto de capacidades matematicas fundamentales
y los procesos matematicos como la referencia de las expectativas de aprendizaje de nivel supe-
rior.

1. Otras expectativas de aprendizaje de nivel superior

Ademas de las capacidades matematicas fundamentales y los procesos matematicos, hay otras
expectativas de aprendizaje que también estan en el nivel superior aunque reciben otros nombres.
Por ejemplo, estan en el nivel superior de expectativas las competencias matematicas descritas en
documentos anteriores de la OCDE (2003 p. 40): pensar y razonar, argumentar, comunicar, mo-
delar, plantear y resolver problemas, representar, utilizar el lenguaje simbolico, formal y técnico
y las operaciones, y usar herramientas y recursos. También corresponden al nivel superior los
procesos generales de la actividad matematica descritos en los documentos Lineamientos genera-
les de procesos curriculares. Hacia la construccion de comunidades educativas autonomas
(Ministerio de Educacion Nacional (MEN), 1998b) y Estandares basicos de competencias en
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lenguaje, matematicas, ciencias y ciudadanas (Ministerio de Educacion Nacional (MEN), 2006):
formular y resolver problemas, modelar procesos y fendmenos de la realidad, comunicar, razo-
nar, y formular, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos.

La tabla 2, adaptada a partir de los apuntes del mddulo 1, sugiere una relacion entre los pro-
cesos generales y las capacidades matematicas fundamentales que no pretende ser sistematica.

Tabla 2
Procesos generales y capacidades matematicas fundamentales

Lineamientos PISA 2012

Formulacién, tratamiento y resoluciéon de Diseflo de estrategias para resolver problemas
problemas

Modelacion Matematizacion
Comunicacion Comunicacion
Razonamiento Razonamiento y argumentacion

Formulaciéon, comparacion y ejercitacion de Utilizacion de operaciones y un lenguaje simbdlico,
procedimientos formal y técnico

Representacion

Utilizacidén de herramientas matematicas

El documento de Estdndares basicos de competencias en lenguaje, matematicas, ciencias y ciu-
dadanas (MEN, 2006, pp. 50-51) considera los cuatro procesos siguientes, que, segin indica ex-
plicitamente el propio documento, son equivalentes a los procesos generales anteriores, descritos
en el documento de los lineamientos: formular, plantear, transformar y resolver problemas a par-
tir de situaciones de la vida cotidiana, de las otras ciencias y de las matematicas mismas; utilizar
diferentes registros de representacion o sistemas de notacion simbolica para crear, expresar y re-
presentar ideas matematicas; para utilizar y transformar dichas representaciones y, con ellas,
formular y sustentar puntos de vista; usar la argumentacion, la prueba y la refutacion, el ejemplo
y el contragjemplo, como medios de validar y rechazar conjeturas, y avanzar en el camino hacia
la demostracion; y dominar procedimientos y algoritmos matematicos y conocer como, cuando y
porqué usarlos de manera flexible y eficaz.

El nivel de planificacion para el aula que realiza el profesor sobre un contenido matematico
necesita una elevada concrecion que parece alejada de las expectativas de nivel superior. Pero es
imprescindible que, a la hora de realizar la planificacion para el aula de una unidad didéctica de
matematicas, el profesor tenga en cuenta la contribucion de dicha planificacion a las expectativas
de nivel superior establecidas para la etapa. Hay que tener en cuenta este nivel en todos los senti-
dos, desde la seleccion de tareas a la evaluacion, pasando por la metodologia. Mas adelante se
concretara esta idea.
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5. NIVEL MEDIO: OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

En el nivel medio, situamos las expectativas de aprendizaje que cumplen las caracteristicas si-
guientes:
¢ estan vinculadas a un nivel educativo concreto;
4 cstan asociadas a un contenido matematico concreto; y
¢ cxpresan una expectativa de aprendizaje que no puede reducirse a la realizacion de un
procedimiento matematico rutinario, sino que tiene que involucrar conexiones entre los
conceptos y procedimientos involucrados en la estructura conceptual, los sistemas de re-
presentacion en que se representa y los fenomenos que organiza.

Por simplicidad en el lenguaje, y porque se trata de una denominacién bastante habitual para re-
ferirnos a las expectativas de aprendizaje que cumplen estos requisitos, nos referiremos a las ex-
pectativas de aprendizaje de nivel medio como objetivos de un tema de matematicas. Por ejem-
plo, dos objetivos correspondientes a una unidad didactica sobre el tema Funcion cuadratica para
un nivel de 16 afios podrian ser los siguientes.

1. Reconocer y usar el significado grafico de los parametros en las formas simbolicas de la fun-
cion cuadratica y comunicar y justificar el resultado de su uso.

2. Interpretar fenomenos de movimiento rectilineo acelerado mediante la funcidon cuadratica.

Estos objetivos hacen referencia a las relaciones que se dan entre los distintos sistemas de repre-
sentacion de la funcidn cuadratica y a uno de los fendmenos organizados por esta nocion.

En el disefio de una unidad didéctica, se acostumbra formular un conjunto de tres a cinco ob-
jetivos. Estos objetivos son frases sintéticas que pretenden expresar las expectativas que el profe-
sor tiene sobre el aprendizaje de sus estudiantes a lo largo de la unidad didéctica. En este sentido,
los objetivos se convierten en el nticleo central del disefio de la unidad didéctica. Ellos recogen el
trabajo de analisis del contenido del tema que se aborda, y se convierten en la referencia para el
andlisis y seleccion de tareas, y para el disefio de los instrumentos y procedimientos de evalua-
cion que se abordaran en los modulos 4 y 5, respectivamente. Por estas razones, es importante y
necesario tener criterios y procedimientos sistematicos para la redaccion de los objetivos de la
unidad didéctica, para su caracterizacion, y para su evaluacion y revision. En este subapartado,
abordamos la primera de estas cuestiones. Para ello, vamos a tener en cuenta las reflexiones que
hemos realizado en los apartados anteriores en relacion con las expectativas de aprendizaje de
nivel superior y el trabajo hecho con motivo del analisis de contenido del tema.

1. Relacion de los objetivos con las expectativas de nivel superior: procesos matematicos

En los apartados anteriores, hemos concretado las expectativas de nivel superior a las que espe-
ramos que la unidad didactica contribuya. Nuestro interés en fomentar la competencia matemati-
ca de los estudiantes en términos del marco conceptual del proyecto PISA 2012 nos llevo a esta-
blecer dos tipos de expectativas de aprendizaje de nivel superior: los procesos matematicos de
formular, emplear, interpretar y evaluar, y las siete capacidades matematicas fundamentales (di-
sefo de estrategias para resolver problemas, matematizacion, comunicacion, razonamiento y ar-
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gumentacion, utilizaciéon de operaciones y un lenguaje simbdlico, formal y técnico, representa-
cion, y utilizacion de herramientas matematicas).

Cuando se revisan los objetivos de los planes de area de las instituciones educativas colom-
bianas, se aprecia que, en muchas ocasiones, estos objetivos hacen referencia casi exclusivamen-
te al proceso matematico de emplear, en términos de procedimientos que se espera que el estu-
diante sea capaz de realizar en el sistema de representacion simbolico. Este seria el caso, por
ejemplo, de un objetivo como “Ser capaz de usar la formula del factorial para calcular el nimero
de permutaciones dado el tamaiio del conjunto y de los arreglos”. Aun si los objetivos no son tan
especificos a los procedimientos y al sistema de representacion simbolico, la mayoria de los ob-
jetivos que los profesores formulan en su practica diaria se refieren al proceso matematico de
emplear y dan poca importancia a los otros procesos matematicos (formular e interpretar y eva-
luar).

Cuando algunos de estos objetivos se refieren a los otros procesos, lo hacen de manera gene-
ral: “Resolver problemas que impliquen la nocion de permutacion sin repeticion”. Un objetivo de
este tipo implica todo el ciclo de construccion de modelos matematicos y usualmente hace refe-
rencia a problemas de palabras en los que el modelo matematico es evidente y el contexto juega
un papel decorativo. Es decir, los problemas no requieren realmente los procesos matematicas de
formular, interpretar y evaluar. Nosotros esperamos que los objetivos que formulemos para la
unidad didactica sean mas explicitos en su contribucion a los procesos matematicos. Esto implica
formular frases como “Reconocer aquellas situaciones en diversos contextos en los que es posi-
ble usar la nocion de permutacion sin repeticion para resolver problemas y ser capaz de trans-
formar esas situaciones en diversas representaciones matematicas” o “Reflexionar sobre las solu-
ciones o resultados que se obtienen al resolver un problema con la nociéon de permutacion sin
repeticion, interpretar esas soluciones o resultados en el contexto del problema y evaluar la vali-
dez de las mismas”.

Las reflexiones anteriores nos llevan a sugerir que, cuando formulemos los objetivos de
nuestra unidad didéctica, nos preguntemos si el conjunto de objetivos contribuyen coherentemen-
te al desarrollo de los tres procesos matematicos que caracterizan las etapas del ciclo de cons-
truccion de modelos matematicos. La revision de nuestro conjunto de objetivos, desde esta pers-
pectiva, nos puede llevar a reformular uno o mas de ellos.

2. Relacion de los objetivos con las expectativas de nivel superior: capacidades matematicas
fundamentales
Nuestro interés por que nuestra unidad didactica contribuya a los tres procesos matematicos que
caracterizan el proceso de resolucion de problemas en diversos contextos, puede hacernos pensar
que toda unidad didactica deberia contribuir a todas las capacidades matematicas fundamentales
propuestas por el proyecto PISA 2012 que subyacen a esos procesos matematicos. Esta seria la
situacion ideal. No obstante, el contexto institucional, las caracteristicas del tema y el interés del
profesor puede llevarlo a buscar desarrollar con mas énfasis ciertas capacidades matematicas
fundamentales. Si esto es asi, es necesario que las capacidades matematicas fundamentales selec-
cionadas se hagan explicitas antes de formular los objetivos. Buscar incluir las capacidades ma-
tematicas fundamentales explicitamente en las frases que designan los objetivos puede implicar
unas redacciones demasiado complejas. No obstante, en algunos casos esto es posible y deseable.
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Es el caso, por ejemplo, de las capacidades matematicas fundamentales de comunicacion, razo-
namiento y argumentacion. Un objetivo que requiera la capacidad para justificar y comunicar los
resultados es mas complejo e implica unas expectativas de aprendizaje mas amplias que uno que
no la incluya.

La relacion entre las capacidades matematicas fundamentales y los objetivos se aprecia en
dos momentos. En primera instancia, cuando se redactan los objetivos, se ha de tener en cuenta
la intencidn de contribuir a las capacidades matematicas fundamentales seleccionadas, aun si es-
tas capacidades matematicas fundamentales no quedan incluidas explicitamente en la redaccion
de los objetivos. En segunda instancia, cuando, mas adelante, se caractericen los objetivos en
términos de sus grafos de secuencias de capacidades, sera posible evaluar en qué medida cada
objetivo contribuye al desarrollo de cada capacidad matemadtica fundamental. Este analisis puede
dar lugar a la revision y reformulacioén de algunos objetivos.

Al ser expectativas de aprendizaje transversales a los contenidos y de largo alcance, las ex-
pectativas de aprendizaje de nivel superior (procesos matematicos y capacidades matematicas
fundamentales) son elementos de referencia en la redaccion de los objetivos. La formulacion es-
pecifica de los objetivos no tiene necesariamente que hacer referencia explicita a estas expectati-
vas de aprendizaje. No obstante, el profesor debe tenerlas en mente cuando construye el conjunto
de objetivos y deberd, més adelante, con base en la caracterizacion de los objetivos, establecer en
qué medida ellos contribuyen a esas expectativas de aprendizaje y revisar la redaccion de los ob-
jetivos con base en los resultados de ese analisis.

3. Relacion con el analisis de contenido del tema

El analisis de contenido del tema permite establecer, organizar y relacionar su multiplicidad de
significados. Esta informacion permite delimitar, en una primera instancia, el contenido que se
desea abordar con la unidad didactica. En segunda instancia, el profesor puede haber identificado
el o los estandares relacionados con su tema y a los que quiere contribuir con la unidad didactica.
La formulaciéon de los objetivos son la tercera y ultima instancia del proceso de concrecion del
tema de la unidad didactica. Al formular los objetivos, el profesor delimita el contenido que se va
abordar en la unidad didactica. Por esta razon, cuando el profesor formula los objetivos de la
unidad didactica debe tener en cuenta la informacion que produjo al realizar el analisis de conte-
nido. Es el momento en el que, el profesor selecciona los significados que espera que sus estu-
diantes desarrollen.

Recordemos que un objetivo debe estar asociado a un contenido matematico concreto y ex-
presa una expectativa de aprendizaje que no puede reducirse a la realizacion de un procedimiento
matematico rutinario. Tiene que involucrar conexiones entre los conceptos y procedimientos in-
volucrados en la estructura conceptual, los sistemas de representacion en que se representa y los
fendmenos que organiza. En este sentido, el profesor debe buscar establecer una relacion estre-
cha entre el analisis de contenido del tema y la redaccion de los objetivos. El debe buscar que los
objetivos relacionen adecuadamente los conceptos y procedimientos que considera relevantes,
los sistemas de representacion mas importantes y la forma cémo el tema organiza los fendmenos
para los que sirve de modelo.

Al buscar contribuir a la competencia matematica de los estudiantes, el profesor debe tener
en cuenta muy especialmente la informacion que surgio del andlisis fenomenoldgico de su tema.
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En particular, debe asegurarse que los objetivos implican los diferentes contextos fenomenologi-
cos que ha establecido. Y si los objetivos no implican alguno de estos contextos fenomenologi-
cos, el profesor deberia justificar por qué. Abordar la formulacion de los objetivos desde la pers-
pectiva de los contextos fenomenologicos implica que se tienen en cuenta las subestructuras
matematicas que estan relacionadas con ellos. Esto implica atender a los conceptos y procedi-
mientos que configuran esas subestructuras matematicas y a las formas en las que ellas se pueden
representar. De esta forma, al partir de los contextos fenomenoldgicos y relacionarlos con las
subestructuras matematicas y las representaciones, el profesor puede formular objetivos que sa-
tisfagan las condiciones que hemos mencionado anteriormente.

El o los estandares que el profesor ha seleccionado y a los que quiere contribuir también son
una referencia importante a la hora de formular los objetivos. En algunos casos, un estandar pue-
de tener el nivel de concrecion de un objetivo y el profesor debe sencillamente adaptar su redac-
cion al contexto especifico de su unidad didactica. En otros casos, el estdndar tiene un caracter
general y expresa expectativas de aprendizaje de un nivel superior. En este caso, el profesor debe
atender al estandar de la misma forma que mencionamos en el apartado anterior cuando nos refe-
rimos a las capacidades matematicas fundamentales. Por ejemplo, el estandar siguiente, de gra-
dos 4° y 5°, asociado a pensamiento espacial y sistemas geométricos, “Comparo y clasifico obje-
tos tridimensionales de acuerdo con componentes (caras, lados) y propiedades”, nos ha servido
de orientacion para redactar los objetivos siguientes, que forman parte de la programacion de una
unidad didéctica sobre el tema Poliedros en el nivel de 13 aios.

¢ Distinguir los poliedros regulares.

4 Reconocer las propiedades més significativas de los poliedros regulares en relacion con la

simetria.

4. Contextos sociales, institucionales y académicos

Al concretar el tema sobre el que se va a desarrollar la unidad didactica, hemos especificado
también el contexto institucional y el grado en el que se va a implementar. Al formular los obje-
tivos, debemos tener en cuenta estos dos aspectos.

La concrecion del tema implico establecer y describir las caracteristicas de la institucion en
la que se va a implementar la unidad didéctica y de los estudiantes con los que se va a trabajar.
Esto implica delimitar las posibilidades que ofrece la institucion para realizar actividades y las
posibilidades, con base en sus caracteristicas personales, sociales y académicas, que los estudian-
tes tienen para lograr el aprendizaje que el profesor quiere promover con ellos. Nosotros debe-
mos adaptar la redaccion de los objetivos a estas condiciones. Por ejemplo, debemos tener en
cuenta el grado al que pertenecen los estudiantes. Desarrollamos a continuacion esta idea como
ejemplo del tipo de reflexion que es necesario hacer.

El enunciado de un objetivo, en si mismo, no tiene porqué informar sobre el nivel educativo
para el que se propone. Mds bien, ocurre que, al especificar el nivel educativo para el que se es-
tablece un objetivo, aportamos informacion adicional sobre el mismo. Por ejemplo, si enuncia-
mos el objetivo “Aplicar el teorema de Pitagoras”, podemos tener la intencion de que los estu-
diantes resuelvan problemas de célculo de distancias inaccesibles en cuya modelizacion aparecen
triangulos rectangulos, o bien de que construyan angulos rectos con cuerdas de nudos. Si ahora
indicamos que el objetivo es para estudiantes de 13 afios, estamos aportando como informacion
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adicional que nos referimos a la segunda opcion. En resumen, la redaccion de un objetivo, acom-
pafiada del nivel educativo al que va dirigido, concreta a un espacio temporal delimitado y breve
las expectativas de aprendizaje deseables en ese periodo.

5. Resumen: criterios y estrategias para redactar objetivos
En los parrafos anteriores, hemos establecido las caracteristicas de un objetivo e identificado al-
gunos elementos que delimitan y condicionan la redaccion de objetivos. En este apartado, resu-
mimos estas ideas en términos de preguntas que el profesor se puede hacer al redactar sus objeti-
vos o revisar esa redaccion.

La reflexion sobre la relacion entre los objetivos y las expectativas de nivel superior dan lu-
gar a las siguientes preguntas.

¢ En qué medida los objetivos contribuyen a los tres proceso matematicos?

¢ Se promueve la puesta en juego de los procesos matematicos de formular, interpretar y

evaluar?

Las siguientes preguntas se refieren a la relacion entre los objetivos y las capacidades matemati-
cas fundamentales.
¢ ;Se pretende contribuir de manera especial a algunas capacidades matematicas funda-
mentales especificas?
¢ Siesasi, ja cudles y por qué?
¢ ;Se tuvo en cuenta la intencidén de contribuir a las capacidades matematicas fundamenta-
les en la redaccion de los objetivos?

La relacion entre la informacion que surge del analisis de contenido y la redaccion de los objeti-
vos se puede verificar con las siguientes preguntas.
¢ ;Se atendi6 a la informacion que surgié del analisis de contenido para redactar los objeti-
vos?
¢ Al hacerlo, (se tomaron decisiones sobre los significados del tema que se van a abordar y
aquellos que no se van a abordar?
¢ Se justifico la decision que se tomo sobre aquellos significados que no se van a abordar?
¢ ;Los objetivos atienden a los contextos fenomenologicos identificados en el analisis de
contenido?
¢ Si se decidi6 no abordar uno o mas de estos contextos fenomenologicos, /se esta justifi-
cando esa decision?
¢ ;Laredaccion de los objetivos refleja la relacion entre los contextos fenomenolédgicos, los
conceptos y procedimientos implicados en las subestructuras matematicas y sus represen-
taciones?
¢ ,Se tuvieron en cuenta el o los estandares a los que se quiere contribuir cuando se redac-
taron los objetivos?

Finalmente, las siguientes preguntas permiten verificar la adaptacion de la redaccion de los obje-
tivos a los contextos en los que se va a implementar la unidad didactica.
¢ ;Laredaccion de los objetivos tuvo en cuenta las caracteristicas de la institucion en la que
se va a implementar la unidad didactica?

Apuntes modulo 3 20



¢ ;Los objetivos se adaptan a las caracteristicas sociales, personales y académicas de los
estudiantes a los que se dirige la unidad didactica?

¢ ;Se ha hecho explicito el nivel educativo en el que se va a implementar la unidad didacti-
ca?

¢ ,Los objetivos tienen en cuenta ese nivel educativo?

6. NIVEL INFERIOR. CAPACIDADES

El nivel inferior de expectativas de aprendizaje esta directamente relacionado con las actuaciones
de los estudiantes cuando ejecutan los procedimientos rutinarios basicos del tema matematico.
Por simplificar el lenguaje, denominaremos capacidades a las expectativas de aprendizaje de este
nivel. Asi, definimos una capacidad como una expectativa del profesor sobre la actuacion de un
estudiante con respecto a cierto tipo de tarea de tipo rutinario asociada a un tema matematico.
Las capacidades se manifiestan mediante conductas observables de los estudiantes, por lo cual es
importante que estén enunciadas de forma que quede clara cudl es la informacioén de partida y
cudl es la informacidn que se genera al poner en juego la capacidad.

En este nivel, estamos introduciendo la idea de procedimiento rutinario como elemento cen-
tral en la descripcion de la capacidad. El calificativo de rutinario para un procedimiento depende
del nivel cognitivo de los estudiantes para los que se vaya a realizar la planificacion. Por ejem-
plo, el procedimiento para calcular el maximo o el minimo de una funcién cuadratica es rutinario
si los estudiantes ya conocen las aplicaciones de la derivada (a los 17 afios), pero no lo es, si es-
tan aprendiendo de forma intuitiva nociones de crecimiento y decrecimiento de funciones (a los
14 anos). Por tanto, a los 17 afios, podriamos decir que calcular el maximo o el minimo de una
funcion cuadrética es una capacidad. Pero, a los 14 afios, tendriamos que enunciar varias capaci-
dades asociadas a ese procedimiento, como elaborar una tabla de valores numéricos a partir de la
expresion simbdlica de la funcidn; representar graficamente una tabla de valores; e interpretar
graficamente los maximos y minimos. Unos parrafos mas adelante retomaremos esta idea.

1. Redaccion de las capacidades de un tema matematico

Aunque una misma capacidad podria corresponder a varios objetivos distintos, para obtener la
lista de capacidades de un tema suele ser 1til fijar un objetivo y pensar en los procedimientos ru-
tinarios que el estudiante necesita saber hacer como condicién necesaria para poder decir que ha
desarrollado dicho objetivo. Ademas, al involucrar procedimientos rutinarios, el conocimiento
procedimental que se identifica al realizar el andlisis de contenido es una fuente de informacion
de primer orden para determinar las capacidades asociadas a un objetivo.

La figura 11 muestra un esquema del analisis de contenido correspondiente al objetivo 1 so-
bre la funcién cuadratica (Reconocer y usar el significado grafico de los parametros en las for-
mas simbolicas de la funcioén cuadratica y comunicar y justificar el resultado de su uso). En esta
figura, aparecen representados los procedimientos que transforman cada una de las formas sim-
bolicas de la funcion cuadratica en otras, el significado grafico de los parametros de cada una de
dichas formas simbolicas y las transformaciones que sufre la representacion grafica de la funcion
cuadratica al variar esos parametros.
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Figura 11. Procedimientos que relacionan las distintas formas de representar la funcion cuadrati-
ca

A partir de esta informacion, que surge del analisis de contenido, hemos obtenido la tabla 3, que

contiene una lista de 16 capacidades asociadas al objetivo 1 anterior sobre la funcion cuadratica
(Gomez, 2007).

Tabla 3
Listado de capacidades asociadas al objetivo 1 sobre la funcion cuadratica

Cod Capacidad

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de (transformaciones simbdlicas):

Cl1 completacion de cuadrados
C2 Expansion
C3 Factorizacion
Identificar, mostrar y justificar los parametros de la
C4 forma canonica (a, h, k)
C5 forma foco (p, h, k)
Co6 forma estandar (a, b, ¢)
C7 forma multiplicativa (a, r1, 12)
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Identificar, mostrar y justificar los siguientes elementos graficos
C8 coordenadas del vértice
C9 puntos de corte con el eje Y
C10 puntos de corte con el eje X
Cl11 coordenadas del foco
C12  ubicacioén de la directriz

C13  ubicacidn del eje de simetria

Ejecutar, comunicar y justificar los procedimientos de (transformaciones graficas):
Cl14  Translacion horizontal
C15 Translacion vertical

Cl16 Dilatacion

Notese que el propio enunciado de cada capacidad podria usarse como enunciado de una tarea
rutinaria propuesta al alumno. Asi, por ejemplo, un alumno ha desarrollado la capacidad Cl
cuando saber resolver una tarea como la siguiente:

Expresa la funcion f (x)= x* +12 x +10 en forma candnica

Las capacidades expresan los procedimientos rutinarios que forman parte del desarrollo de los
objetivos. Pero no podemos concretar, de forma precisa y con caracter general, cudl es la frontera
entre lo rutinario y lo no rutinario. Esto nos lleva a preguntamos cual es el nivel de detalle reque-
rido para redactar las capacidades de un tema. Ya hemos dicho que el nivel cognitivo de los es-
tudiantes para los que estamos haciendo la planificacion puede ayudarnos a determinar ese nivel
de detalle. Por tanto, previamente a la redaccion de capacidades de un tema, es importante esta-
blecer cuéles son los conocimientos previos de dichos estudiantes. Esto nos permite delimitar el
punto de partida de lo que consideramos rutinario para estos estudiantes. Podemos establecer es-
tos conocimientos en términos de capacidades. Las llamaremos las capacidades correspondientes
a los conocimientos previos.

Un segundo problema, relacionado con el anterior, que surge al describir las capacidades de
un tema es decidir hasta donde llegar. Por ejemplo, si redactamos como capacidad “elaborar una
tabla de valores numéricos a partir de la expresion simbolica de la funcién”, nos preguntamos si
también es necesario redactar “sustituir valores numéricos en una expresion simbolica” y, si se-
guimos remontando, llegamos a preguntarnos si también es necesario redactar “calcular el cua-
drado de un numero”. Con caracter general, podemos decir que no es necesario redactar capaci-
dades que expresen procedimientos excesivamente alejados del tema matematico analizado por
su transversalidad o por ser suficientemente conocidos por los estudiantes. Recordemos que las
capacidades deben recordarnos a una tarea de tipo rutinario que tenga sentido en el tema mate-
matico analizado. Retomando el ejemplo anterior, “elaborar una tabla de valores numéricos a
partir de la expresion simbdlica de la funcion” si seria una capacidad por tener sentido como ta-
rea rutinaria en el tema de la funcidén cuadratica, pero las siguientes no serian capacidades del

Apuntes modulo 3 23



tema: “sustituir valores numéricos en una expresion simbolica” o “calcular el cuadrado de un
nimero”. Ambas tienen caracter transversal, no tendrian sentido como tareas propias del tema de
funcion cuadratica y podrian formar parte de las capacidades relacionadas con los conocimientos
previos de los estudiantes.

Algunas recomendaciones basicas que pueden resultar ttiles para obtener las capacidades de
un tema son las siguientes.

Conocimientos previos. Es necesario determinar los conocimientos previos de los estudiantes.
Estos conocimientos delimitan el punto de partida de lo que consideramos rutinario para estos
estudiantes.

Conocimiento procedimental. Se puede utilizar la lista de conocimiento procedimental que surge
del anélisis de contenido del tema: los niveles mas bajos de conocimiento procedimental corres-
ponden a las capacidades.

Tareas rutinarias. Es 0til identificar tareas rutinarias propias del tema porque estdn directamente
asociadas a procedimientos rutinarios y, por tanto, a capacidades.

Resolucion de tareas complejas. Al resolver algunas tareas complejas del tema, podemos identi-
ficar los procedimientos rutinarios que se requieren y que suelen ser compartidos por varias ta-
reas complejas. Puede ser til realizar este proceso en parejas o en grupo: una persona resuelve la
tarea diciendo en voz alta lo que hace o piensa en cada paso y otra persona lo registra por escrito.
En la descripcion hecha por el resolutor es posible identificar numerosas capacidades.

Comparar enunciados. Al comparar entre si enunciados de distintas capacidades, podemos esta-
blecer si corresponden al mismo nivel cognitivo. Si vemos, por ejemplo, que un enunciado se
puede expresar en términos de dos o mas enunciados, entonces es demasiado general para ser
considerado una capacidad.

Las capacidades representan los conocimientos basicos que forman parte del desarrollo de los
objetivos. Pero, siendo importantes estos conocimientos, el desarrollo de los objetivos que nos
interesan se asocia al hecho de que el alumno sepa como combinarlos adecuadamente ante la re-
solucion de tareas complejas. Es decir, el alumno debe ser capaz de ejecutar secuencias de capa-
cidades y debe ver dichas secuencias de un modo global. Asimismo, dichas secuencias deben
poder entremezclarse de forma coherente y con flexibilidad. En el apartado 4, se formalizaré esta
idea mediante la nocioén de camino de aprendizaje. Pero antes, necesitamos introducir otras ideas
que también intervienen en el desarrollo de los objetivos de aprendizaje: la dificultad y el error.
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7. DIFICULTADES DE APRENDIZAJE Y ERRORES?

El andlisis cognitivo también se ocupa de las limitaciones para el aprendizaje que, de diferente
modo, pueden distorsionar, ralentizar o frenar el aprendizaje de los escolares. Es una manera de
complementar la reflexion realizada sobre las expectativas de aprendizaje ya que, metaforica-
mente, el analisis cognitivo atiende tanto la parte positiva del aprendizaje (qué esperamos que
sean capaces de hacer los escolares), como la parte negativa (qué limitaciones pueden surgir en
ese proceso de aprendizaje).

Son muchas las variables que intervienen en la caracterizacion de las limitaciones del apren-
dizaje. Algunas se relacionan con aspectos sociales, como el ambiente familiar o el nivel socio
cultural. Otras, se ocupan de trastornos cognitivos que pueden afectar al rendimiento en matema-
ticas. Nuestra perspectiva es muy concreta: en el analisis cognitivo nos preocuparemos de limita-
ciones de aprendizaje relacionadas con temas matematicos particulares. Para ello, siguiendo el
modelo de los organizadores del curriculo propuesto por Rico (1997), consideraremos las dificul-
tades y los errores, como dos tipos relacionados de limitaciones en el aprendizaje. A continua-
cion, los caracterizamos y ejemplificamos. Pero es importante sefialar que, aunque el analisis
cognitivo se focaliza en un tema matematico, algunas de estas limitaciones trascienden al tema
matematico, son de tipo transversal y se expresan mediante enunciados generales que después se
concretan de distintas formas sobre cada tema. Es importante que el profesor maneje simulta-
neamente estos distintos niveles. En lo que sigue, quedard més claro el alcance de esta observa-
cion.

1. Dificultades de aprendizaje en matematicas

Una dificultad de aprendizaje es una circunstancia que impide o entorpece la consecucion de los
objetivos de aprendizaje previstos. Mantendremos, a nivel tedrico, esta definicion general, que se
ird concretando mas adelante a través de ejemplos y de la relacion entre las dificultades y los
errores. La importancia de las dificultades reside en identificarlas, conocer qué factores son los
responsables de que aparezcan y saber de qué modo se pueden superar. Dado que los errores son
la expresion observable de las dificultades, estas Gltimas permiten organizar los errores. Socas
(1997) organiza las dificultades de aprendizaje de las matematicas en cinco categorias, segin los
factores que las originan (p. 126).

1. Asociadas a la complejidad de los objetos matemdaticos. Estas dificultades tienen que ver con
la propia naturaleza de los conceptos matematicos, con su naturaleza tedrica y formal y, al mis-
mo tiempo, practica. Estas dificultades también se relacionan con las formas de representar esos
conceptos y con las relaciones que se establecen entre esas representaciones. La complejidad de
lenguaje que se usa en las matematicas también esta en la base de este tipo de dificultades. Por
ejemplo, cuando se introducen las potencias, el sistema de representacion utilizado desarrolla la

? La reflexion que realizamos en esta seccion se sustenta fundamentalmente en los trabajos de Socas (1997) y Rico
(1995). Ademas, utilizamos la reelaboracion de estas ideas que ha realizado Lupiafiez (2009). Hemos incorporado
algunos parrafos de este documento de forma literal.
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idea de potencia como nimero de veces (3" =3x3x3x3), pero este significado falla cuando la

idea de potencia se extiende a otros numeros (;qué significado tiene 396 en términos de namero
de veces?). En el anexo 1, detallamos esta dificultad relacionada con la complejidad del lenguaje
matematico.

2. Asociadas a los procesos propios del pensamiento matemdtico. Estas dificultades se deben a la
naturaleza logica de las matematicas. El desarrollo de explicaciones, argumentos y demostracio-
nes concentran a menudo muchas de las dificultades de los escolares. La resolucion de proble-
mas y la modelizacion, ain cuando los escolares manejan con soltura nociones matematicas,
también genera numerosas dificultades. Por ejemplo, los estudiantes tienden a pensar que todas
las operaciones matematicas responden a un modelo lineal. Es esta la causa de que tengan difi-
cultades para realizar operaciones no lineales, como es el caso de la potenciacion (;por qué no

ocurre que (a+b)> =a’ +b>?). En el anexo 2 damos algunos ejemplos mas.

3. Asociadas a los procesos de ensenianza. Estas dificultades se deben a una determinada organi-
zacion curricular, a la forma en que estan realizados los agrupamientos en clase (homogéneo o
heterogéneo), a determinados estilos de ensefnanza, etc.

4. Asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos. Las distintas teorias del
aprendizaje especifican estadios de desarrollo intelectual que indican qué tipos de razonamiento
y de tareas pueden resolver los alumnos en cada estadio.

5. Asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las matemadticas. La consideracion social
de las matematicas lleva, en ocasiones, a que los estudiantes desarrollen sentimientos de ansie-
dad o infravaloracion personal.

Reiteramos que, en este moédulo de MAD, centramos la atencion en aquellas dificultades que son
especificas al tema de la unidad didactica. Esto implica que la mayoria de las dificultades que
identificaremos se ubicaran en las dos primeras categorias anteriores. Identificar las dificultades
y errores de un tema son procesos relacionados. En algunas ocasiones, el establecer una dificul-
tad de nuestro tema nos permite identificar aquellos errores que son las manifestaciones observa-
bles de esa dificultad. Por otro lado, cuando identificamos errores concretos, debemos pensar en
cudl es la dificultad que le da origen. Al final, tendremos un listado de errores que deberemos
organizar en dificultades. En otras palabras, el resultado del analisis de las limitaciones de apren-
dizaje de nuestro tema debe ser un listado de dificultades en el que, para cada dificultad, identifi-
camos los errores con los que esa dificultad se expresa en la practica. A continuacioén, abordamos
la idea de error en el aprendizaje de las matematicas.

2. El error en el aprendizaje de las matematicas

El error es la manifestacion visible de una dificultad. El error es observable directamente en las
actuaciones de los escolares, en sus respuestas equivocadas a las cuestiones y tareas concretas
que les demanda el profesor. Por ello, es el error el que mas nos acerca al tema matematico que
estemos analizando. Rico (1995) indica que la mayoria de los investigadores atribuyen a los erro-
res las siguientes caracteristicas.
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¢ Son sistematicos, no se producen por azar, manifiestan un proceso mental subyacente in-
completo o equivocado que el sujeto utiliza de modo consistente y con confianza.

¢ Se manifiestan de manera sorprendente: por lo general se mantienen ocultos durante un
tiempo y solo surgen ante determinadas tareas.

¢ Son persistentes debido a que pueden afectar a una parte amplia de conocimiento adquiri-
do que previamente ha tenido validez en otros contextos.

¢ Ignoran el significado, de modo que respuestas que son obviamente incorrectas no se
cuestionan.

Esta caracterizacion excluye de la nocidon de error aquellas manifestaciones equivocadas de los
alumnos que se dan por azar y que s6lo reflejan una falta de cuidado o un lapsus ocasional. Una
aclaracion que queremos anadir es que, al igual que las capacidades y los objetivos, el listado de
errores que pretendemos obtener debe estar asociado a un nivel educativo determinado y a unos
estudiantes concretos, posiblemente hipotéticos. Por ello, se trata de un listado que no tiene por-
qué agotar todas las posibilidades que se encuentren en la literatura. En el siguiente apartado,
concretamos el modo en que vamos a tratar las dificultades y los errores en el analisis cognitivo.
No obstante, queremos indicar que la literatura trata los errores con profusion y, aunque nosotros
los manejaremos de una forma particular, aportamos algunas referencias sobre el tema que pue-
den encontrarse en el anexo 3.

3. Dificultades y errores en el analisis cognitivo

Como mencionamos anteriormente, en el analisis cognitivo, nos centraremos en los errores que
estan relacionados con las dificultades 1 y 2, por ser estos los que estdn mas directamente vincu-
lados con el contenido matematico. No obstante, incluso en estos dos tipos, hemos expresado
como dificultades enunciados generales como “la complejidad del lenguaje matematico”. Esta
dificultad, mirada desde un tema matematico, se concreta sobre los contenidos de dicho tema.
Por ejemplo, en el tema de funcidon cuadratica se expresaria como la “dificultad para relacionar
las formas simbolicas y grafica de la funcidon cuadratica”. Lo importante es que el profesor tenga
como referente el enunciado general y sea capaz de mirarlo desde su tema matematico.

Para cada dificultad que el profesor haya expresado en un tema, ¢l debe identificar el listado
de errores que describen las manifestaciones equivocadas en las que €l considera que pueden in-
currir sus estudiantes. Por ejemplo, la dificultad expresada antes sobre la funcion cuadratica se
manifestaria mediante errores como los siguientes (Zaslavsky, 1997):

¢ identificar el parametro a de la forma estandar ax” + bx + ¢ con la pendiente de la para-
bola;

¢ considerar que el parametro b de la forma estandar traslada horizontalmente la grafica de
la parabola; y

¢ considerar que el parametro ¢ de la forma estandar forma parte del vértice de la parabola.

Un andlisis detallado de errores y dificultades sobre el numero natural puede encontrarse en
Lupidnez (2009). En la tabla 4 siguiente, mostramos un breve extracto adaptado de dicho trabajo.
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Tabla 4
Algunas dificultades y errores relacionados con los numeros naturales

Dificultades Errores

Predominio de la estructura adi- Aplicar propiedades aditivas a la operatoria con potencias
tiva sobre la multiplicativa Resolver problemas multiplicativos mediante operaciones aditivas

Desconexion entre diferentes Expresar incorrectamente nimeros grandes en notacion cientifica

representaciones de los nimeros . o )
naturales Aplicar la reglas de valor posicional del SDN a la numeracion romana

Dificultades para interpretar las Confundir el valor de una cifra con su valor posicional

reglas que determinan _el SISte-  Leer o escribir incorrectamente niimeros naturales en los que intervie-
ma decimal de numeracion ne el 0.

Estos listados de dificultades y errores han tenerse en cuenta a la hora de redactar los objetivos
de un tema de matematicas. Si pensamos que las limitaciones de aprendizaje son la cara negativa
de las expectativas, entonces podemos incluir en las expectativas de aprendizaje nuestra inten-
cion de contribuir a que nuestros estudiantes puedan superar las dificultades y errores detectados.
Los enunciados de objetivos y de capacidades de un tema deben incorporar, en consecuencia,
elementos relacionados con las dificultades y errores. Por ejemplo, el objetivo 1 de la funcion
cuadratica y las capacidades C6, C8 y C14 de la tabla 3, tratan especificamente las dificultades y
errores que acabamos de enunciar para este tema. Los listados de dificultades y errores también
intervendran en la caracterizacion de los objetivos de aprendizaje a la que dedicamos la seccion
siguiente.

8. CARACTERIZACION DE LOS OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

Los objetivos de aprendizaje son un referente principal a la hora de seleccionar las tareas que van
a conformar una propuesta docente. No obstante, es habitual redactar los objetivos utilizando fra-
ses cortas cuyo significado se supone evidente, sin constatar la complejidad de esas formulacio-
nes (Lupiafiez, 2009). Es necesario aportar informacion adicional sobre el alcance de esas frases
y esa informacion ha de ser util a los efectos de comunicar de qué modo se pretende que el estu-
diante alcance los objetivos. Comencemos por distinguir tres tipos de tareas matematicas asocia-
das a un objetivo.

Tareas prototipicas de un objetivo. Estas son las tareas matematicas representativas del objetivo.
El conjunto de tareas prototipicas de un objetivo es aquel conjunto de tareas que, para un profe-
sor y unos estudiantes concretos, si los estudiantes logran resolverlas, entonces el profesor consi-
dera que ellos han logrado el objetivo.

Tareas de aprendizaje. Las tareas de aprendizaje son aquellas tareas que el profesor propone a
los estudiantes con el proposito de contribuir a que ellos logren las expectativas de aprendizaje
que ha establecido y superen sus limitaciones de aprendizaje. Estas tareas matematicas seran ob-
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jeto de estudio en el analisis de instruccion. Alli se clasificaran atendiendo a varios criterios (ti-
pos de tareas, interacciones, agrupamientos, significatividad, etc.) y se determinard el conjunto
de tareas definitivo que el profesor selecciona para llevar a cabo la instruccion.

Tareas de evaluacion. Las tareas de evaluacion son aquellas tareas matematicas se pueden utili-
zar para evaluar el logro del objetivo, posiblemente en distintos momentos de su desarrollo.

En el andlisis cognitivo s6lo nos interesaremos por las tareas en la medida en que nos permitan
concretar el alcance de un objetivo, como veremos en lo que sigue. Para este propdsito, s6lo nos
interesan las tareas prototipicas asociadas a un objetivo. Ejemplificaremos estas ideas mas ade-
lante.

1. Caminos de aprendizaje de una tarea

Las capacidades intervienen en el desarrollo de conocimientos més elaborados y permiten des-
cribir procesos de resolucion de tareas complejas. En efecto, durante el proceso de resolucion de
una tarea matematica de una cierta complejidad, la conducta observable del estudiante se puede
describir mediante una sucesion ordenada de capacidades. Ademas, el profesor puede prever que,
cuando los estudiantes resuelven una tarea, ellos pueden incurrir en errores propios del tema. Es-
tos errores también se pueden registrar de forma ordenada e intercalada con las capacidades. La
nocion de camino de aprendizaje capta estas ideas en el contexto en el que el profesor planifica y
hace hipodtesis sobre la manera de proceder de sus estudiantes. Un camino de aprendizaje de una
tarea es una sucesion de capacidades que el profesor prevé que sus estudiantes activaran al resol-
ver la tarea, junto con los errores en los que pueden incurrir. Veamos un ejemplo en la tarea de-
nominada 7/.Letras del tema permutaciones sin repeticion (Benavides, Carrillo, Ortiz, Parra y
Velasco, 2014)*. Podemos encontrar las capacidades y los errores a los que se refieren estos ca-
minos en el anexo 4°.

T1.Letras

(De cuantas maneras posibles puedo ubicar las letras A, B, C y D seguida una de la otra y
teniendo en cuenta que ninguna de ellas se puede repetir?

Un camino de aprendizaje de esta tarea aparece en la figura 12.

C40—|)C27—)C39—)C57—)C59-—?C50 >C51 > C54 >C47|>C36|>C38

E2 E32,E17,E19 E44 E20
E18, E33

Figura 12. Camino de aprendizaje de una tarea

? En este texto, utilizamos ejemplos producidos por el grupo 5 de MAD 2, compuesto por el grupo de profesores de
secundaria David Benavides, Andrés Carrillo, Milena Ortiz, Sara Parra y Carlos Velasco. Los ejemplos que utili-
zamos en este trabajo estan basados en el tema matematico “Permutaciones sin repeticion” sobre el que ha trabajado
este grupo. Sus propuestas nos han inspirado para seguir profundizando en los ejemplos y desarrollos que aportamos
aqui.

* Este anexo también se puede descargar en http://cl.ly/3h3101130WOf
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En este camino de aprendizaje, se aprecia la siguiente prevision que hace el profesor sobre la ac-
tuacion de sus estudiantes: la lectura del enunciado les evocara la nocion de permutaciéon como
concepto que permite resolver la tarea (C40); continuaran extrayendo del enunciado aquellos da-
tos que utilizaran para realizar el calculo de permutaciones (C27); en ese momento, podrian incu-
rrir en el error (E2) de tomar elementos repetidos; seguidamente, plantearan distintos sistemas de
representacion utiles al célculo de permutaciones (C39); reconoceran que no es necesario em-
plear una férmula para hacer el calculo (C57), por lo que utilizaran un sistema de representacion
como herramienta de conteo (C59); en ese momento, podrian incurrir en errores como presentar
una foérmula pero no desarrollarla (E32), fijar s6lo algunos valores en ella y no lograr concretar
un resultado (E17) o repetir una variable a pesar de haberla fijado (E19); si no se presentan esos
errores, los estudiantes elegirdan una lista como sistema de representacion y reconoceran un pa-
tron de orden al construir las listas que les ayude a evitar repeticiones en los arreglos (C50); pero
es posible que no incluyan la cantidad de arreglos que obtuvieron al fijar la primera variable en
el resultado final (E18), o que obtengan una respuesta incompleta por ensayo y error (E33); si
identifican un patrén de orden adecuado, asociaran cada arreglo de la lista con una permutacion
(C51) y expresaran los arreglos utilizando el sistema de representacion elegido (C54), interpre-
tando el resultado en el contexto de la tarea (C47); en este momento, pueden incurrir en el error
de expresar un nimero de permutaciones sin repeticion mayor o menor al esperado (E44); reali-
zaran el conteo de los arreglos obtenidos utilizando diagramas y expresaran la cantidad resultante
(C36); es posible que la solucidon que obtengan sea un nimero incoherente con los datos de la
tarea por conteo incorrecto o incompleto (E20); finalmente, justificaran la respuesta obtenida re-
lacionando la cantidad de permutaciones encontrada con la pregunta planteada (C38).

Debido a que una tarea se puede resolver de distintas formas, el profesor puede prever dis-
tintos caminos de aprendizaje para ella. La figura 13 presenta, en forma de grafo, cinco caminos
de aprendizaje previstos para la tarea T1.
>C28?C12?C13?C14?C29?C26?C22—

E10 E23  E43

—E48
E15
C40—?C2—>C39—>C57—>C59 > C9 —? C8 —)CIS—TC17?C16 TCSS_
B2 E39 E47  EI2

E44 E20

E32 E17E19 E18 E33 —>C54—>C47—$C36$C38
I e Yl i NS
E25
—>C9$C6ic3l—)C32;C30;>C33—;C34—>C35—

Es4 E13 El4 F

> (62 > (633> C64

Figura 13. Grafo que recoge los caminos de aprendizaje de la tarea T1

2. Grafo de secuencias de capacidades de una tarea
Los grafos que recogen los caminos de aprendizaje de algunas tareas pueden ser muy complejos.
Ademas, como veremos en lo que sigue, necesitaremos mirar conjuntamente varias tareas. Estos
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grafos contienen demasiada informacién y, en consecuencia, pueden resultar poco utiles. Sin
embargo, una parte de la informacion recogida en los caminos de aprendizaje se puede expresar
de un modo mas sencillo. En efecto, cuando miramos globalmente varios caminos de aprendizaje
distintos, bien asociados a una misma tarea o a un conjunto de tareas que pretenden contribuir a
un mismo objetivo de aprendizaje, observamos trozos de esos caminos a los que se les puede
atribuir una unidad de significado en el proceso de resolucion de las tareas correspondientes. Los
denominaremos secuencias de capacidades. Una secuencia de capacidades hace referencia a un
procedimiento concreto dentro del proceso de resolucion de una tarea que es posible distinguir y
caracterizar. Asimismo, puede tener asociados ciertos errores propios del procedimiento a la que
se refiere. Al expresar el conjunto de los caminos de aprendizaje de una tarea mediante secuen-
cias de capacidades y errores, obtenemos el grafo de secuencias de capacidades de la tarea. Este
grafo resulta muy util a la practica del profesor. Ejemplificamos a continuacion esta idea con la
tarea T1 que presentamos arriba.

En los caminos de aprendizaje de la tarea T1 que se muestran en la figura 13 podemos iden-
tificar varias secuencias de capacidades. La secuencia de capacidades C40-27 corresponde a la
comprension del enunciado por parte de los estudiantes; concretamente, se espera que, cuando
los estudiantes lean la formulacion de T1, reconozcan que la nocidén de permutacion les ayuda a
resolverlo y que identifiquen los datos del problema que se usaran para realizar el célculo de
permutaciones. Es posible que, en ese momento, los estudiantes incurran en el error E2 de tomar
elementos repetidos para realizar el cdlculo de permutaciones. La secuencia de capacidades for-
mada, en este caso, por una sola capacidad —C39— permite identificar cuéles son los sistemas
de representacion utiles al calculo de permutaciones en funcion de los datos que aporta la tarea.
En ese momento, se produce una primera decision sobre el proceso a seguir, separando el conteo
directo de otros métodos indirectos. Si se elige el conteo directo, hay una segunda decision sobre
el sistema de representacion a utilizar; asi, las secuencias de capacidades C28-12-13-14-29-26-
22, C9-8-15-17-16-58 y C50-51 representan los procedimientos concretos asociados a la utiliza-
cioén de un diagrama de arbol, una tabla y una lista, respectivamente. Cada una de ellas prevé la
aparicion de errores ligados al correspondiente sistema de representacion. Por ejemplo, si se em-
plea un diagrama de arbol, se prevé que los estudiantes construyan un arbol con igual nimero de
ramificaciones en cada nivel (E6). Si se elige el conteo indirecto, hay dos métodos, representados
por las secuencias de capacidades C9-C6-C31-32-30-33-34-35 y C62-63-64, que corresponden al
calculo mediante la férmula o al empleo del principio multiplicativo. Nuevamente se prevén
errores asociados a estos procedimientos; por ejemplo, ante el empleo de una férmula es posible
que los estudiantes sustituyan valores que no corresponden a los parametros de la formula (E28).
Finalmente, la secuencia de capacidades C54-C47-36-38 corresponde a la conclusion de la tarea:
se expresa la solucion, se verifica, se interpreta y se justifica. Estas secuencias de capacidades
nos permiten expresar los caminos de aprendizaje de T1 de una forma mas sencilla: la figura 14
muestra el grafo de secuencias de capacidades de esta tarea.
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Figura 14. Grafo de secuencias de capacidades de la tarea T1

La forma como un grupo de escolares aborda una tarea depende de sus conocimientos previos.
Algunos escolares avanzados pueden activar, como un solo procedimiento, una sucesion de ca-
pacidades que otros escolares, menos preparados, deben activar por separado. Por consiguiente,
el criterio para determinar cuando una sucesion de capacidades es una secuencia de capacidades
depende de la preparacion de los escolares con los que el profesor esta trabajando. El profesor
decide, en funcion de dicha preparacion, cudndo un grupo de capacidades tiene entidad propia
para ser considerado como procedimiento aislado dentro de un proceso complejo de resolucion
de problemas y, por tanto, cuando es una secuencia de capacidades. No obstante, es frecuente
que el grupo de capacidades que aparecen entre dos bifurcaciones consecutivas del grafo de ca-
minos de aprendizaje de una tarea tengan una unidad de significado y, por tanto, representen una
secuencia de capacidades. Este es el caso para todas las secuencias de capacidades de la figura
14.

En algunas ocasiones, cuando miramos un conjunto de caminos de aprendizaje, vemos se-
cuencias de capacidades que no son exactamente iguales sino similares: posiblemente varian en
una capacidad o en algun error, o tienen alguno de estos elementos colocados en un orden distin-
to. En estos casos, y siempre que las secuencias de capacidades mantengan una unidad de signi-
ficado desde el punto de vista de la resolucion de la tarea correspondiente, las consideramos
equivalentes. Ejemplificaremos esta idea mas adelante.

3. Grafo de un objetivo de aprendizaje

El profesor puede asociar un conjunto de tareas prototipicas a cada objetivo de aprendizaje de un
tema. Al reunir los grafos de secuencias de capacidades de estas tareas, se obtiene lo que deno-
minamos el grafo del objetivo de aprendizaje. Por ejemplo, consideremos el objetivo siguiente en
el tema de permutaciones sin repeticion.

03. Establecer la cantidad de permutaciones sin repeticion posibles en un conjunto dado.
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Este objetivo estd asociado a dos tareas prototipicas. Una de ellas es la tarea T1 que vimos antes.
La otra es la tarea T2 siguiente.

T2. Podios

En una competencia atlética participan 5 personas. David dice que se pueden obtener 12 po-
dios diferentes. Camilo afirma que podrian ser 15. Sin embargo, Carlos encontrd 60.

(Quién tiene la razén? Justifique su respuesta.

El grafo de secuencias de capacidades de esta tarea aparece en la figura 15.

—) C62-63-64

T 754020 w (20 ESL ‘
A A R —>  (28-12-13-14-29-26-22  —
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S E34).50
> C50-51
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Figura 15. Grafo de secuencias de capacidades de la tarea T2

Se aprecia que los grafos correspondientes a las tareas T1 y T2 (figuras 14 y 15) comparten va-
rias secuencias de capacidades (iguales o equivalentes). Teniendo en cuenta estas secuencias de
capacidades, podemos combinar los grafos de secuencias de capacidades de las dos tareas, for-
mando asi el grafo del objetivo de aprendizaje (figura 16).

E6-8-10-23-43
—————»C28-12-13-14-29-26-22;
Ef9 E3-47-52
C57-59: —> C2 9-8-15-17-16- 58
TR
—>§r(-3-5-(§-5-1” E44-20
(0391 ——>C62-63-64 »6514'14'7' 38!
T l—+ E5-13-26
C41-7-5-40; (C31-32-30-33-34-35!

Figura 16. Grafo del objetivo de aprendizaje O3
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En el grafo de la figura 16, las dos primeras secuencias de capacidades, C40-27 y C41-7-5-40,
corresponden a identificar en el enunciado que el problema se resolvera mediante permutaciones
y a extraer los datos necesarios para realizar el célculo. Estas secuencias de capacidades corres-
ponden al inicio de todas las tareas. En ese momento, se prevé que los estudiantes puedan incu-
rrir en el error de tomar elementos repetidos para realizar el calculo de permutaciones (E2). Apa-
recen seguidas de C39 en todas las tareas, punto en el que los estudiantes deciden si utilizaran un
método de célculo directo o indirecto. Si el calculo es directo, la secuencia de capacidades C57-
59 representa la decision sobre el sistema de representacion en el que se hace conteo y los proce-
dimientos consiguientes, como hemos detallado en el ejemplo de la tarea T1. Si el conteo es indi-
recto, se prevén dos métodos, representados por las secuencias de capacidades C62-63-64 y C31-
32-30-33-34-35, que corresponden al empleo del principio multiplicativo y al cdlculo mediante
la féormula, respectivamente. En ese momento se prevé que los estudiantes puedan incurrir en
errores relacionados con un mal uso de la formula, como confundir parametros, calcular mal el
factorial, o interpretar mal un numero combinatorio (E5-13-26). Finalmente, todos los caminos
comparten la secuencia de capacidades C54-C47-C39, que corresponde a exponer la cantidad
pedida o a verificarla sobre los sistemas de representacion (si se usaron). Es previsible que en
esta parte los estudiantes puedan incurrir en errores relacionados con un conteo equivocado y, en
consecuencia, con la obtencion de una solucion incoherente (E44-20).

El grafo de un objetivo de aprendizaje proporciona una representacion del objetivo en térmi-
nos de los procedimientos y de los errores que se prevén en el tema. A partir del grafo, se obtiene
una valiosa informacion sobre el modo en que el objetivo se pretende desarrollar. Como hemos
visto en el ejemplo, es posible dar significado a las conexiones entre secuencias de capacidades y
es posible prever errores en el desarrollo del objetivo. Observamos que el objetivo implica (a) ser
capaz de reconocer que una tarea se resuelve mediante permutaciones y de identificar los datos
que se emplearan en el calculo; (b) ser capaz de tomar una decision sobre los métodos de calculo
adecuados; (c) reconocer situaciones en las que el problema se puede resolver por enumeracion
directa de los arreglos en alglin sistema de representacion; (d) saber aplicar la formula, el princi-
pio multiplicativo o enumerar los arreglos y contarlos dentro de un sistema de representacion; y
(e) expresar la solucion y verificar el resultado de acuerdo con la pregunta inicial. Desde el punto
de vista de los errores, se prevé (a) que los estudiantes expresen permutaciones con elementos
repetidos, (b) que hagan un cdlculo erréneo del factorial, (c) que confundan pardmetros en la
formula, (d) que utilicen una tabla de doble entrada cuando no es conveniente, (¢) que consideren
que los arboles tienen igual nimero de ramificaciones en todas las ramas, (f) que cuenten ele-
mentos repetidos y (g) que obtengan una solucién incoherente como consecuencia de un conteo
equivocado.

Queremos notar que es el profesor quien realiza esta caracterizacion del objetivo: depende
esencialmente de las tareas prototipicas que asocie al objetivo, de los caminos de aprendizaje que
prevea y de la identificacion de secuencias de capacidades y errores que realice. El ejemplo pre-
sentado estd basado en la caracterizacion del objetivo O3 realizada por el grupo 5 de MAD2.
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9. ANALISIS Y REVISION DE LOS OBJETIVOS

Recordemos que los objetivos, las dificultades y los errores del tema son el nicleo central del
disefio de la unidad didéctica. Ellos recogen el trabajo de analisis del contenido y son la referen-
cia para el andlisis y seleccion de tareas, y para el disefio de los instrumentos y procedimientos
de evaluacion. Por estas razones, es importante asegurarse que se han formulado los objetivos
apropiados y que su caracterizacion aborda todos los aspectos que se desean del aprendizaje de
los estudiantes. Dado que se acostumbra formular los objetivos con frases sintéticas que pueden
dar lugar a multiples interpretaciones, es necesario atribuir un significado especifico a esas fra-
ses. Para ello, producimos los grafos de secuencias de capacidades de cada objetivo. Estos grafos
también abordan las limitaciones de aprendizaje, dado que incluyen los errores en los que los es-
tudiantes pueden incurrir al abordar las tareas del tema. Ellos proporcionan la informacion nece-
saria para revisar el conjunto de objetivos de la unidad didactica y, si es necesario, reformular
algunos de ellos. En este apartado, proponemos algunas ideas para este proceso de revision y re-
formulacion de los objetivos. Estas ideas se refieren a los tres elementos que mencionamos ante-
riormente y que condicionan la redaccion de los objetivos: (a) contribucion a las expectativas de
nivel superior (b) atencion a la informacion que surge del analisis de contenido y (c) adaptacion a
los contextos sociales, institucionales y académicos en los que se va a implementar la unidad di-
dactica.

1. Contribucion a expectativas de aprendizaje de nivel superior

Nuestro interés por contribuir a la competencia matematica de nuestros estudiantes nos llevo a
centrar nuestra atencion en los procesos matematicos y las capacidades matematicas fundamenta-
les como expectativas de nivel superior. ;Cémo podemos establecer en qué medida el conjunto
de objetivos que hemos formulado contribuyen a estas dos expectativas de aprendizaje de nivel
superior? Los procedimientos que vamos a proponer se basan en los grafos de secuencias de ca-
pacidades de los objetivos que introdujimos anteriormente. El procedimiento es similar para los
tres procesos generales y las siete capacidades matematicas fundamentales. Se basa en el analisis
de la relacion entre las secuencias de capacidades que configuran los grafos de los objetivos y
estas expectativas de aprendizaje.

Consideremos la secuencias de capacidades C57-59 del grafo de secuencias de capacidades
del objetivo O3 que presentamos en la figura 16. Esta secuencia de capacidades se refiere a la
capacidad de los estudiantes para reconocer situaciones en las que el problema se puede resolver
por enumeracion directa de los arreglos en alglin sistema de representacion. Un profesor puede
argumentar que esta secuencia de capacidades a las capacidades matematicas fundamentales de
disefio de estrategias para resolver problemas (proceso matematico de formular), matematizacion
(proceso matematico de formular) y representacion (proceso matemadtico de emplear). Por otra
parte, la secuencia de capacidades C54-47-38 del mismo grafo se refiere a la capacidad del estu-
diante para expresar la solucion y verificar el resultado de acuerdo con la pregunta inicial. Ese
mismo profesor puede argumentar que esa secuencia de capacidades contribuye a las capacida-
des matematicas fundamentales de matematizacion, comunicacion, y razonamiento y argumenta-
cion (en el proceso matematico de interpretar y evaluar).
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El procedimiento anterior se puede realizar para cada una de las secuencias de capacidades
de cada uno de los objetivos. El profesor puede construir una tabla (como la tabla 5), organizada
por objetivos, en la que cada fila es una secuencia de capacidades y las columnas corresponden a
las capacidades matematicas fundamentales. Para cada capacidad matematica fundamental, hay
tres subcolumnas que corresponden a los procesos matematicos. El profesor puede indicar con
una marca aquellos procesos matematicos y capacidades matematicas fundamentales a los que
contribuye cada secuencia de capacidades y hacer un conteo general de la contribucion de cada
objetivo a esas expectativas de aprendizaje de nivel superior.

Tabla 5
Contribucion de los objetivos a las expectativas de aprendizaje de nivel superior

DRP M C Ra U Re

S F EI1I F E I FE I FETI FETI F E I FE I

Objetivo 1
1 4 v v
b v v v v
T
Objetivo ]
i
T
T

Nota. F: formular; E: emplear; I: interpretar y evaluar; DRP: disefio de estrategias para resolver problemas; M: ma-
tematizacion; C: comunicacion; Ra: razonamiento y argumentacion; U: Utilizacion de operaciones y un lenguaje
simbolico, formal y técnico; Re: representacion; H: utilizacion de herramientas matematicas; S: secuencia de capa-
cidades; T: total.

El profesor no debe analizar los datos que surgen de la tabla 5 desde una perspectiva estrictamen-
te cuantitativa. Los totales que se obtienen para cada objetivo y para el conjunto de todos los ob-
jetivos son datos indicativos, que se deben interpretar a la luz del significado cada secuencia de
capacidades, del papel de las secuencias de capacidades en el grafo de secuencias de capacidades
del objetivo y de la frecuencia con la que cada secuencia de capacidades puede ser activada por
los estudiantes cuando abordan las tareas prototipicas. No obstante, estos datos cuantitativos si
deben permitirle al profesor identificar, ya sea expectativas de aprendizaje de nivel superior que
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¢l esperaba enfatizar y que no lo estd haciendo o atributos particulares de uno o mas objetivos en
términos de esa contribucion. Este analisis puede llevarlo a revisar uno o mas de los objetivos y a
reformularlos para que se adapten de manera mas adecuada a su propdsito de contribuir a la
competencia matematica de sus estudiantes.

2. Atencion a la informacion que surge del analisis de contenido
El segundo aspecto del andlisis de los objetivos se refiere a la atencion que estos le prestan a la
informacion que surgié del anélisis de contenido del tema. Podemos regresar a las preguntas que
formulamos anteriormente al respecto, pero, ahora, podemos fundamentar y justificar nuestras
respuestas con base en la informacion que proporcionan los grafos de secuencias de capacidades
de los objetivos. Desde la perspectiva del andlisis de los objetivos que se han redactado, estas
preguntas se pueden formular de la siguiente manera.
¢ ,Se esta abordando el contenido que se pretendia abordar?
¢ ;Los objetivos atienden a los contextos fenomenologicos identificados en el analisis de
contenido?
¢ ;Los objetivos promueven la relacion entre los contextos fenomenologicos, los conceptos
y procedimientos implicados en las subestructuras matematicas y sus representaciones?
¢ | Se esta contribuyendo al desarrollo del o de los estandares a los que se queria contribuir
cuando se redactaron los objetivos?

Por ejemplo, al tener en cuenta las secuencias de capacidades que un estudiante puede activar
con las tareas prototipicas de un objetivo, podemos establecer y justificar con claridad los dife-
rentes aspectos del contenido y sus relaciones que se abordan con ese objetivo. De la misma ma-
nera, este tipo de andlisis permite que el profesor ponga de manifiesto qué contextos fenomeno-
logicos se abordan con cada objetivo y de qué manera el objetivo promueve la relacion de esos
contextos fenomenologicos con los conceptos y procedimientos que caracterizan la subestructura
matematica con la que se relaciona y con los sistemas de representacion que son relevantes para
esos conceptos y procedimientos. Finalmente, el andlisis de los grafos de secuencias de capaci-
dades de los objetivos deben dar lugar a establecer en qué medida y de qué manera ese conjunto
de objetivos contribuye a los estandares seleccionados por el profesor.

3. Adaptacion a los contextos sociales, institucionales y académicos
Finalmente, los objetivos que se han redactado se deben analizar desde la perspectiva de los con-
textos sociales, institucionales y académicos en los que se va a implementar la unidad didéctica.
Para ello, el profesor debe regresar a las preguntas que formulamos anteriormente y asegurarse, a
la luz de la caracterizacion de los objetivos, de su respuesta. Las preguntas eran las siguientes.
¢ ;Los objetivos tienen en cuenta las caracteristicas de la institucion en la que se va a im-
plementar la unidad didactica?
¢ ;Los objetivos se adaptan a las caracteristicas sociales, personales y académicas de los
estudiantes a los que se dirige la unidad didéctica?
¢ ;Se ha hecho explicito el nivel educativo en el que se va a implementar la unidad didacti-
ca?
¢ ,Los objetivos tienen en cuenta ese nivel educativo?
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10. DIMENSION AFECTIVA EN LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE
LAS MATEMATICAS

Si bien el analisis cognitivo se centra fundamentalmente en aspectos relacionados con el cono-
cimiento matematico —lo que solemos llamar lo cognitivo—, su propo6sito es contribuir a mejo-
rar el rendimiento de los estudiantes. El origen del bajo rendimiento de los estudiantes en mate-
maticas no solo se explica desde una dimension puramente cognitiva centrada en la falta de
conocimiento. También intervienen otros factores de tipo afectivo. El dominio afectivo aglutina
un “extenso rango de sentimientos y humores (estados de &nimo) que son generalmente conside-
rados como algo diferente de la pura cognicion, e incluye como componentes especificos de este
dominio las actitudes, creencias y emociones” (McLeod y Adams, 1989, p. 245).

El estudio del dominio afectivo es complejo puesto que las interacciones entre lo cognitivo y
lo afectivo constituyen un imbricado mosaico de factores y particularidades en cada persona. En
el ambito educativo, la consideracion de lo afectivo es relativamente reciente (unos 30 afios). Se
sabe que lo afectivo influye de forma importante en el rendimiento de los estudiantes, pero no se
han logrado establecer correlaciones fuertes entre los factores analizados y dicho rendimiento, y
distintos autores reportan inconsistencias en este campo. Lo que el estudiante cree sobre las ma-
tematicas influye en sus emociones al estudiar matematicas, y esto lo predispone a tener distintas
actitudes. Por ejemplo, un estudiante que tenga una creencia negativa sobre si mismo ante el
aprendizaje de las matematicas, tenderd a sentir inseguridad al resolver problemas de matemati-
cas y ello podré llevarle a tener una actitud de rechazo hacia las mismas. Pero también puede
ocurrir que un estudiante con una creencia positiva sobre las matematicas, como por ejemplo su
utilidad, no se sienta bien ante tareas matematicas concretas y, como consecuencia, también tien-
da a rechazarlas. Igualmente resulta paraddjico que aunque el estudiante se muestre confiado y
seguro de sus capacidades, no llegue a implicarse en el futuro: “Me encantan, pero no soy capaz
de hacer una carrera que lleve muchas Matemadticas” (Baez, 2007, p. 304). También se sabe que
la cognicion y el afecto se influyen uno a otro de forma reciproca: por una parte, la experiencia
que tiene el estudiante cuando aprende matematicas le provoca emociones e influye en su actitud
y en la formacion de sus creencias. A su vez, las emociones, creencias y actitudes del estudiante
influyen en su rendimiento académico (Diego, 2011).

En este modulo, abordamos el dominio afectivo a través de un constructo que tiene gran in-
fluencia en el rendimiento de los estudiantes y al que consideramos especialmente 1til desde el
punto de vista de la planificacion: la motivacion. Dedicamos esta seccion a introducir algunas
ideas sobre la motivacion en el aprendizaje. Estas ideas tendran continuidad en los mddulos pos-
teriores.

1. Motivacion

El término motivacion se viene definiendo desde hace afios en la literatura sobre investigacion
educativa. Lejos de haberse llegado a un consenso sobre su significado, se pueden encontrar des-
cripciones muy diversas y un amplio abanico de recomendaciones para el profesor. En todo caso,
asumiremos la definiciéon de motivacion dada por Gonzilez y Tourdn (1992, p. 285) como el
“proceso que explica el inicio, direccion, intensidad y perseverancia de la conducta encaminada
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hacia el logro de una meta, modulado por las percepciones que los sujetos tienen de si mismos y
por las tareas a las que se tienen que enfrentar”. En situaciones educativas, la motivacion hace
referencia al grado de participacion y perseverancia de los estudiantes al enfrentarse a una tarea.

2. La motivacion desde distintos enfoques teoricos

La motivacion se ha analizado en la literatura desde distintos puntos de vista teéricos. Eccles y
Wigfield (2002) realizan un compendio. Mencionamos aqui algunos de los que nos resultan mas
interesantes para abordar en la planificacion de un tema matematico.

1. Teorias centradas en las expectativas sobre uno mismo (expectancy)
Estas teorias analizan las creencias de los sujetos sobre su propia competencia, sobre su eficacia,
sobre las expectativas que tienen de tener éxito y sobre su sentido de control sobre los resultados
de un proceso. En el ambito del aprendizaje de las matematicas, se analiza la apreciacion del es-
tudiante sobre sus posibilidades para resolver problemas. Cuando los estudiantes responden
afirmativamente a la pregunta “;puedo resolver esta tarea?”, tienen mas garantias de éxito para
resolverla y aumenta su interés por resolver tareas mas complejas. Las siguientes frases expresan
creencias sobre uno mismo como estudiante de matematicas.
4 Se me dan bien las matematicas.
¢ Cuando me enfrento a un problema de matematicas tengo confianza en que encontraré la
solucion.
¢ Aunque me esfuerce mucho tratando de resolver problemas de matematicas no lograré
encontrar la solucion.

2. Teorias centradas en los factores que influyen en el compromiso

Algunos estudiantes creen que si pueden lograr resolver una tarea, pero no encuentran interés en
resolverla de hecho. Por tanto, algunas teorias analizan las razones por las cuales un estudiante se
compromete en su propio aprendizaje. Estas teorias separan los factores en intrinsecos (disfrute
personal, curiosidad, ganas de mejorar) y extrinsecos (recibir alglin tipo de recompensa: aprobar,
recibir el reconocimiento de la familia o de los compafieros). Algunas de estas teorias analizan
los objetivos que quiere lograr el estudiante. Por ejemplo, Ames (1992) distingue entre objetivos
que implican a la tarea, que se refieren a la apreciacion del estudiante sobre la utilidad, interés o
importancia de una tarea, y objetivos que implican al ego, similares a los factores intrinsecos.
Los estudiantes que tienen objetivos que implican al ego disfrutan al competir con otros y prefie-
ren tareas que saben que estdn a su alcance. Los estudiantes que tienen objetivos que implican a
la tarea prefieren tareas retadoras y estdn mas interesados en su propio progreso que en superar a
otros.

3. Teorias que entrelazan la motivacion y la cognicion

La caracteristica principal de estas teorias es que analizan como los sujetos regulan su compor-
tamiento para lograr los objetivos de aprendizaje (Schunk y Zimmerman, 1994). Ademas de tra-
tar la motivacion como elemento que conduce a tomar la decision de actuar, observan como el
sujeto se involucra en la accion. Asi, se proponen estrategias cognitivas de control que ayudan a
los sujetos a centrarse en la informacion pertinente, a evitar distractores, a optimizar la toma de
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decisiones, etc. Las estrategias cognitivas se complementan con estrategias de control emocional,
que consisten en inhibir estados emocionales como la ansiedad y fortalecer estados emocionales
positivos hacia la resolucion de una tarea.

3. La motivacion en PISA 2012

En PISA 2012, la motivacién se menciona conjuntamente con otros constructos del &mbito afec-
tivo que no se llegan a definir de forma precisa, como la perseverancia, la capacidad para el tra-
bajo, la capacidad de esfuerzo, la capacidad para fijar y perseguir objetivos, el compromiso de
los estudiantes para resolver problemas complejos, etc. Por ejemplo, la figura 17, muestra la dis-
tribucion de los paises de la OCDE en términos de rendimiento y perseverancia (OECD, 2014, p.
2).

Rendimiento en matematicas y perseverancia del estudiante
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Figura 17. Rendimiento y perseverancia en PISA 2012

Por otro lado, los estudiantes que participaron en PISA 2012 respondieron a preguntas que eva-
ltan la “motivacion instrumental de aprendizaje de las matematicas”. Esta idea refleja la motiva-
cion de los estudiantes en términos de la importancia que otorgan a las matematicas para sus fu-
turos estudios y/o carreras profesionales. Las cuestiones que han respondido para este proposito
son las siguientes (Instituto Nacional de Evaluacion Educativa (INEE), 2014, p. 2).
¢ Merece la pena hacer un esfuerzo en matematicas porque me ayudard en el trabajo que
quiero hacer mas adelante.
4 A mi me merece la pena aprender matematicas porque asi tendré mejores perspectivas en
mi carrera profesional.
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¢ Las matematicas son una asignatura importante para mi porque las necesito para lo que
quiero estudiar mas adelante.
¢ Aprenderé muchas cosas en matematicas que me ayudaran a conseguir trabajo.

Con caracter general, los alumnos con mayor motivacion instrumental de aprendizaje de las ma-
tematicas obtienen mejor puntuacion. Ademas, como curiosidad, los chicos tienen mayor moti-
vacion que las chicas, y se observa una correlacion positiva entre esta diferencia de género en la
motivacion instrumental y la diferencia de género en el rendimiento en matematicas: cuanto ma-
yor es la diferencia en motivacion, mayor es la diferencia en puntuacién promedio entre los chi-
cos y las chicas.

En el analisis de los resultados de PISA, algunos autores han tratado los variados rasgos de
la personalidad del estudiante de forma conjunta como un uUnico “factor de personalidad”
(Borghans y Schils, 2012), y analizan la personalidad y la motivacion. Estos autores consiguen
detraer estos elementos al analizar la propia prueba de conocimiento PISA y mirar cémo evolu-
cionan las respuestas de los estudiantes a lo largo de ella. Concluyen que hay una clara disminu-
cion del rendimiento a lo largo de la prueba, que esta disminucion estd muy influida por la moti-
vacion e indican que la motivacion puede explicar el 19% de la variacion de los resultados entre
los paises participantes.

4. La motivacion en los documentos institucionales colombianos y espafioles

Desde el punto de vista de las expectativas de aprendizaje, es frecuente que los documentos nor-
mativos mencionen algunas dimensiones afectivas, aunque no llegan a dar detalles sobre el modo
de abordarlas. En el documento de Estdndares badsicos de competencias en lenguaje, matemdti-
cas, ciencias y ciudadanas (Ministerio de Educacion Nacional (MEN), 2006) se reconoce que el
aprendizaje de las matematicas “no es una cuestion relacionada unicamente con aspectos cogni-
tivos, sino que involucra factores de orden afectivo y social” (p. 47). Sin embargo, este plantea-
miento inicial no parece concretarse mas alld de la recomendacién general de que se planteen
actividades relacionadas “con la vida cotidiana de los estudiantes y sus familias, con las demas
actividades de la institucion educativa y, en particular, con las demas ciencias y con otros ambi-
tos de las matematicas mismas” (p. 70). También hay un apartado que recoge la necesidad de
fomentar en los estudiantes actitudes de aprecio, seguridad y confianza hacia las matematicas en
el que se reitera como recomendacion el tomar en cuenta los conocimientos previos de los estu-
diantes. En el documento Lineamientos curriculares en matemdaticas (Ministerio de Educacion
Nacional (MEN), 1998a) hay una practica ausencia de referencias al ambito afectivo.

A modo orientativo, indicaremos que, en los curriculos de matematicas espafioles recientes,
aparece un primer bloque de contenido, llamado “Contenidos comunes” o “Procesos, métodos y
actitudes”, en el que aparecen algunos referentes afectivos: se promueve el desarrollo de la con-
fianza en las propias capacidades para afrontar problemas, comprender las relaciones matemati-
cas y tomar decisiones a partir de ellas, desarrollar la perseverancia y flexibilidad en la busqueda
de soluciones a los problemas, etc. No se hace ninguna recomendacion concreta sobre el modo
de conseguirlo a través de los distintos contenidos. Sin embargo, en un curriculo espafiol previo
(MEC, 1991), se abordaron especificamente las actitudes en matematicas asociadas a los conte-
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nidos del curriculo. Asi, por ejemplo, el bloque de contenido denominado Medida, estimaciéon y
calculo de magnitudes, recoge las actitudes siguientes.
¢ Disposicion favorable para realizar, estimar y expresar correctamente medias de objetos,
espacios y tiempos cuando la situacion lo aconseje.
¢ Revision sistematica del resultado de las medidas directas o indirectas, aceptandolas o re-
chazéndolas seglin se adecuen o no a los valores esperados.
¢ Cuidado y precision en el uso de los diferentes instrumentos de medida y en la realizacion
de mediciones.

11. EXPECTATIVAS DE TIPO AFECTIVO

El vinculo de la motivacion del estudiante con el contenido matematico se expresa a través de
varios aspectos generales del dominio afectivo que el profesor también debe prever al planificar
un tema de matematicas. Por tanto, el enunciado de expectativas de aprendizaje en el analisis
cognitivo debe complementarse mediante el enunciado de expectativas de tipo afectivo. Este es
nuestro propoésito principal en esta seccion. Veamos qué estructura podemos utilizar y con qué
niveles de concrecion podemos enunciar las expectativas de tipo afectivo.

1. Expectativas de tipo afectivo. Estructura y niveles de concrecion

Cada uno de los enfoques tedricos que enunciamos al inicio de esta seccion tiene unos focos de
atencion preferentes en el ambito educativo que nos permiten expresar expectativas de tipo afec-
tivo asociados a cada enfoque. Ademas, dentro de cada enfoque consideraremos distintos niveles
de concrecién de los enunciados.

1. Enfoque centrado en las expectativas sobre uno mismo
El enfoque tedrico que centra su interés en las expectativas sobre uno mismo pone el foco de
atencion en analizar la autoestima del estudiante y su confianza al resolver los problemas que se
le proponen. Asi pues, las expectativas de tipo afectivo que podemos enunciar asociadas a este
enfoque son

¢ EGI: desarrollar la autoestima y

¢ EG2: desarrollar la confianza en uno mismo.

Ademas, es importante manejar un nivel de concrecion més concreto que sea util para poder ana-
lizar posteriormente como y porqué las tareas matematicas que forman parte de la propuesta do-
cente sirven para desarrollar las expectativas de tipo afectivo enunciadas. Para ello, una vez de-
cidido que se desea desarrollar la confianza en el estudiante, es necesario identificar acciones
concretas en las que el estudiante debe desarrollar esa confianza. Estas acciones pueden estar
asociadas al nivel superior de expectativas de aprendizaje de tipo cognitivo, es decir, a las capa-
cidades matematicas fundamentales. Por ejemplo, se pueden enunciar las siguientes expectativas
de tipo afectivo:

¢ Desarrollar confianza para comunicar informacion.

¢ Adquirir seguridad al proponer y llevar a cabo estrategias de resolucion de problemas.
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Adicionalmente, se puede aumentar mas el nivel de concrecion, al identificar las acciones del
tema matematico especifico en las que es importante que el estudiante desarrolle confianza. Por
ejemplo, una accidn significativa en el tema Teorema de Pitagoras es calcular longitudes en
triangulos. Asi pues, podemos enunciar la expectativa de tipo afectivo siguiente.
¢ Desarrollar confianza en las propias habilidades para calcular longitudes en tridngulos
utilizando el Teorema de Pitadgoras.

2. Enfoque centrado en factores personales intrinsecos y extrinsecos
El enfoque tedrico que centra su interés en analizar los factores personales intrinsecos y extrinse-
cos que intervienen en la motivacion del estudiante pone el foco de atencion en analizar el interés
del estudiante por aprender. Asi pues, las expectativas de tipo afectivo que podemos enunciar
asociadas a este enfoque son del siguiente tipo.

¢ EGI: desarrollar interés por aprender.

¢ EG2: desarrollar curiosidad por aprender.

Esta expectativa general puede concretarse, al identificar expectativas de aprendizaje de nivel
superior en las que el profesor desea que el estudiante desarrolle interés y curiosidad. Las si-
guientes son ejemplos de este tipo de expectativas.

¢ Desarrollar interés por matematizar una situacion real.

¢ Desarrollar interés por formular conjeturas o hipotesis.

Y, si concretamos ain mas, se pueden identificar los aspectos mas significativos de un tema ma-
tematico sobre los que es importante que el estudiante desarrolle su interés y curiosidad. Por
ejemplo,

¢ desarrollar curiosidad por descubrir relaciones no conocidas entre figuras geométricas o

¢ incrementar el interés por conocer las aplicaciones del calculo de areas sombreadas.

3. Enfoque que entrelaza motivacion y aprendizaje
El enfoque teodrico que entrelaza la motivacion y la cognicion pone el foco de atencion en anali-
zar las actitudes y los hébitos favorables al aprendizaje. Asi pues, las expectativas de tipo afecti-
vo més generales que podemos enunciar asociadas a este enfoque se refieren, en relacion con el
aprendizaje, a desarrollar las siguientes expectativas.

¢ EGI: actitud.

¢ EQG2: predisposicion.

¢ EG3: habitos.

También se puede concretar este enunciado general, al vincularlo al nivel superior de expectati-
vas de aprendizaje de tipo cognitivo. Las siguientes son expectativas afectivas de este tipo.
Valorar positivamente la precision y utilidad del lenguaje matematico.

Desarrollar una predisposicion favorable a emplear distintos sistemas de representacion.
Desarrollar el habito de verificar los resultados obtenidos al resolver problemas.
Desarrollar perseverancia en el planteamiento y resolucion de situaciones relacionadas
con las matematicas.

Ser cuidadoso y preciso al expresar el resultado de un problema.

L 2B 2B 2R 4
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¢

Desarrollar voluntad y gusto por el razonamiento y la justificacion de las propiedades ma-
tematicas.

Si concretamos aun mas, se pueden identificar los aspectos mas significativos de un tema mate-
matico sobre los que es importante que el estudiante desarrolle buenas actitudes, predisposicion y
habitos. Los siguientes son ejemplos de este tipo de concrecion.

¢

¢

Tener disposicion favorable para realizar, estimar y expresar correctamente medidas de
objetos, espacios y tiempos, adaptados al contexto en que se realiza la medicion.
Desarrollar disposicion favorable para realizar las tareas de subdivision de poligonos en
partes iguales.

Desarrollar cuidado y precision en el uso de los diferentes instrumentos de medida y en la
realizacion de mediciones.

Valorar la utilidad de la geometria para conocer y resolver diferentes situaciones relativas
al entorno.

Valorar el orden que aportan las diferentes representaciones para mostrar conjuntos de
permutaciones (especialmente la aportacion del diagrama de arbol como forma de pasar
de lo particular a lo general).

Desarrollar gusto por la precision, el orden y la claridad en el tratamiento y presentacion
de datos y resultados relativos a observaciones, experiencias y encuestas.

2. Enunciado de las expectativas de tipo afectivo

Las ideas anteriores sugieren un procedimiento para redactar expectativas afectivas relacionadas
con el tema de la unidad didactica. Hemos establecido tres enfoques teéricos. Para cada uno de
ellos, hemos establecido una o mas expectativas de caracter general. Estas expectativas generales
se pueden concretar en términos de una o mas capacidades matematicas fundamentales. A su
vez, cada una de estas expectativas afectivas se puede concretar en términos del contenido del
tema. Hemos descrito este procedimiento en el esquema de la figura 18 y lo hemos ejemplificado
parcialmente con el primer enfoque tedrico.

Enfoque teorico——» General ——»

Capacidades matematicas .
——» Tema matemadatico

fundamentales
. ., Calculo de
Autoestima Comunicacién .
longitudes
Expectativas e —l —
Estrategias de
Confianza resolucion de
problemas

Figura 18. Redaccion de expectativas afectivas
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El esquema de la figura 18 pone de manifiesto la complejidad del dominio afectivo y la multipli-
cidad de expectativas afectivas que un profesor puede formular para un tema de las matematicas
escolares. Se aprecia que hay una gran cantidad de combinaciones posibles. No obstante, en un
proceso de planificacion, es necesario controlar la complejidad de las expectativas de tipo afecti-
VO que se enuncian, puesto que deben ser Utiles para analizar posteriormente como y por qué las
tareas matematicas que forman parte de la unidad didactica sirven para desarrollar las expectati-
vas enunciadas. Con el propdsito de lograr ese control y asi ser mas eficaces en la consideracion
de lo afectivo en los moédulos posteriores, proponemos que se maneje un maximo de cinco ex-
pectativas de tipo afectivo asociadas al tema matematico concreto. Dichas expectativas estaran
asociadas a un maximo de dos capacidades matematicas fundamentales que, a su vez, correspon-
derdn a un maximo de dos enfoques tedricos.

Por ejemplo, para el tema de Areas sombreadas, un profesor puede seleccionar el segundo
enfoque teorico, centrarse en la expectativa general de desarrollar interés y curiosidad por
aprender, y concretarla (desde la perspectiva de la capacidad matematica fundamental de mate-
matizar) en desarrollar interés por matematizar una situacion real. Finalmente, puede concretar
esta expectativa en su tema en términos de

¢ EAL: incrementar el interés por conocer las aplicaciones del célculo de areas sombreadas.

De la misma forma, puede seleccionar el tercer enfoque tedrico con la expectativa general de
desarrollar actitud, predisposicion y hébitos favorables al aprendizaje, y concretarla, para las ca-
pacidad matematica fundamental de representacion, en desarrollar una predisposicion favorable a
emplear distintos sistemas de representacion. En términos de su tema matematico, esta expectati-
va se puede concretar en, por ejemplo, las dos expectativas afectivas siguientes.
¢ EA2: valorar la utilidad del lenguaje algebraico para expresar relaciones entre cantidades
de area de figuras geométricas.
¢ EA3: desarrollar una actitud favorable a interpretar en términos geométricos las expresio-
nes simbolicas referidas a areas de figuras geométricas.

Una vez que el profesor ha redactado las expectativas afectivas relacionadas con su tema, puede
describir la estructura de esa seleccion, al indicarlo como en la tabla 6. Cada fila de la tabla co-
rresponde a una de las expectativas afectivas que ¢l ha redactado para su tema concreto. Por
ejemplo, en la tabla 6 la segunda fila identifica la expectativa afectiva EA2 del ejemplo que he-
mos venido presentando sobre Areas sombreadas (valorar la utilidad del lenguaje algebraico para
expresar relaciones entre cantidades de area de figuras geométricas). En las siguientes columnas,
el profesor puede indicar el origen de esa expectativa dentro de la estructura de enfoques y nive-
les de expectativas que hemos mencionado. En el caso de la expectativa EA2, el profesor indica
en la tabla que esa expectativa corresponde al segundo enfoque tedrico (marca en la columna 3)
y, dentro de ese enfoque teorico a la segunda expectativa general (marca en la columna 6) que,
en este caso se refiere a desarrollar curiosidad por aprender. Para cada enfoque tedrico, las ex-
pectativas generales son diferentes, como lo indicamos anteriormente. Finalmente, en las colum-
nas encabezadas por el titulo Capacidades matematicas fundamentales, el profesor indica en qué
capacidad matematica fundamental se concreta la expectativa afectiva (en este caso, en la capa-
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cidad matematica fundamental Utilizacion de operaciones y un lenguaje simbolico, formal y téc-
nico).

Tabla 6
Estructura de las expectativas afectivas

Enfoque Generales Capacidades matematicas fundamentales
EA 1 2 3 EG1 EG2 EG3 DRP M C Ra U Re H
1 Ve v Ve
b Ve v v
3 Ve v v

Nota. EA: expectativa de aprendizaje; EG: expectativa general; DRP: disefio de estrategias para resolver problemas;
M: matematizacion; C: comunicacion; Ra: razonamiento y argumentacion; U: Utilizacion de operaciones y un len-
guaje simbodlico, formal y técnico; Re: representacion; H: utilizacion de herramientas matematicas

3. Consideracion futura de las expectativas de tipo afectivo

Parece haber dos factores clave a la hora de desarrollar factores afectivos: seleccionar tareas
retadoras intelectualmente para el estudiante, pero que estén a su alcance; y planificar
cuidadosamente la metodologia para trabajar en el aula de dichas tareas, especialmente la
actuacion del profesor y las interacciones durante ese proceso. Estos aspectos serdn objeto de
estudio en el andlisis de instruccion. Aqui, solo adelantaremos que, al igual que en el dmbito
cognitivo estableceremos mecanismos para analizar la contribucion de un conjunto de tareas al
desarrollo de las expectativas de aprendizaje, también serd necesario establecer mecanismos para
caracterizar su contribucion al desarrollo de expectativas de tipo afectivo. En este caso, serd
esencial tener en cuenta la tipologia de las tareas y el modo en que ellas se van a implementar.

12. DESCRIPCION DEL PROCESO PARA HACER EL ANALISIS
COGNITIVO DE UN TEMA DE LAS MATEMATICAS ESCOLARES

Los puntos siguientes orientan sobre la forma de proceder al realizar el analisis cognitivo de un
tema matematico. Es importante destacar que no se trata de una secuencia lineal ordenada de
apartados, sino que cada punto puede ser objeto de revision al realizar los otros puntos. En la fi-
gura 19 puede verse un esquema de los procesos ciclicos involucrados en el andlisis cognitivo. El
analisis cognitivo requiere que se produzcan los siguientes listados de informacion.

1. Expectativas de aprendizaje
El proceso para establecer las expectativas de aprendizaje requiere que se realicen las siguientes
actividades.
¢ Seleccionar el listado de procesos matematicos/capacidades matematicas fundamentales a
las que se quiere contribuir.
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¢ Enunciar el listado de objetivos que se pretenden desarrollar.
¢ Enunciar el listado de capacidades implicadas en los objetivos del tema, previa determi-
nacion de los conocimientos previos de los estudiantes.

2. Expectativas afectivas
Para identificar las expectativas afectivas es necesario realizar los siguientes pasos.
¢ Seleccionar los enfoques teoéricos preferidos.
¢ Seleccionar las expectativas de tipo afectivo generales asociadas a cada enfoque teorico
seleccionado.
¢ Asociar dichas expectativas a las capacidades matematicas fundamentales.
¢ Enunciar expectativas de tipo afectivo vinculadas a los contenidos del tema.

3. Dificultades y errores
La indagacion en la literatura y la revision de la propia experiencia docente debe permitir enun-
ciar el listado de dificultades y errores previstos.

4. Grafo de secuencias de capacidades de cada objetivo
Una vez que se ha producido una primera version de la redaccion de objetivos, es necesario, para
cada objetivo, realizar los siguientes procedimientos.

¢ Identificar el conjunto de tareas prototipicas asociado al objetivo.

¢ Construir el grafo de secuencias de capacidades y errores de cada tarea prototipica

¢ Construir el grafo de secuencias de capacidades del objetivo.

Durante este proceso, es posible que se actualicen los propios listados de objetivos, asi como los
listados de tareas prototipicas, capacidades y errores.

5. Analisis y revision de los objetivos
Finalmente, es necesario analizar y revisar el conjunto de objetivos con base en la informacién
anterior (grafos de secuencias de capacidades de los objetivos). Para ello, se deben realizar los
siguientes procedimientos.
¢ Establecer la contribucion de los objetivos a las expectativas de aprendizaje de nivel su-
perior.
¢ Verificar la atencion que se da a la informacion que surge del andlisis de contenido en el
conjunto de objetivos.
¢ Asegurarse que el conjunto de objetivos se adaptan a los contextos sociales, instituciona-
les y académicos en los que se va a implementar la unidad didactica.

Con base en los analisis anteriores, es posible que sea necesario reformular uno o mas objetivos,
y considerar los cambios derivados de dicha reformulacion. La informacion obtenida en el anali-
sis cognitivo se utilizara en los médulos posteriores, en los que se incorporaran criterios de anali-
sis y seleccion de tareas.
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Figura 19. Esquema del analisis cognitivo
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ANEXO 1. DIFICULTADES ASOCIADAS A LA COMPLEJIDAD DEL
LENGUAJE MATEMATICO

Analizaremos la complejidad del lenguaje matematico desde tres dimensiones: la precision que
requiere, su semantica y sus usos.

Precision

El lenguaje habitual usado en la comunicacion puede expresar su significado aunque se cometan
abusos morfosintacticos, tales como rupturas de reglas gramaticales o faltas de ortografia. Sin
embargo, el lenguaje de las Matematicas es mds preciso, estd sometido a reglas exactas, y no
comunica su significado, salvo por la interpretacion exacta de sus signos.

Semantica

1. Palabras como, por ejemplo, raiz, potencia, producto, matriz, primo, factor, diferencial, inte-
gral, semejante, indice, funcion, limite, etc. tienen significados diferentes en Matematicas y
en el lenguaje habitual, aunque, al tiempo, pueden estar relacionados con significados parti-
culares en contexto matematico. Dichas interpretaciones pueden tener validez parcial que el
sujeto tiende a generalizarlas (por ejemplo, limite como algo que no puede sobrepasarse).

2. Hay palabras especificamente matematicas, por ejemplo, hipotenusa, paralelogramo, ecua-
cion, polinomio, isosceles, divisor, multiplo, etc., que sélo aparecen en matematicas, por lo
que la atribucion de significado a las mismas s6lo cuenta con contextos matematicos como
referentes para la accion (el rango de acciones que el sujeto puede hacer sobre ellos es muy
limitado, salvo que conozca las matematicas...).

Usos del lenguaje de signos matematicos

La sintaxis del lenguaje de signos —reglas formales de las operaciones— puede algunas veces
extenderse y desarrollarse mas alla del dominio original de sus aplicaciones. Esta dificultad ha de
gestionarse en la ensefianza mediante un proceso caracterizado por diferentes etapas, que expli-
caremos mediante ejemplos.

1. Exponentes
En el proceso de aprender a usar correctamente los exponentes, podemos diferenciar tres etapas
distintas:

Estadio semidtico. El sistema nuevo de signos adquiere significado a partir del sistema antiguo,
ya conocido de los alumnos, que es en este caso el conjunto de las operaciones de sumar, restar,

multiplicar y dividir; de esta manera, se definen los elementos del sistema nuevo 3* 0 a* como:
3*=3x3x3x3

a4=axaxaxa
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Estadio estructural. El sistema nuevo se estructura segun la organizacion del antiguo, y asi, me-
diante procesos como:

3*%x3%=3x3x3x3 x 3x3x3=37

llegamos al esquema general a* x a® = a**, que, después serd expresado simbélicamente como

a” xa" =a""". Empleando los métodos de manipulacion de fracciones aritméticas y algebrai-

cas, se puede obtener, mediante el sistema antiguo, un esquema para la division:

s 3 axaxaxaxa )
a +a = =axa=a

axda

m

. y 1 a . ,
que se expresa simbdlicamente como —- = a™™". Ya tenemos asi la ley de los exponentes.
a

Pero en este segundo estadio comienzan a aparecer problemas que nos obligan, en un primer

momento, a poner restricciones, por ejemplo, m > 1, ya que a” 6 a > no tienen explicacion en el

sistema antiguo. [Si tienen sentido en el sistema antiguo situaciones como
4

5 -GE-GEHGD

Las situaciones que no se ajustan al sistema antiguo se explican de otro modo: recurriendo a
la observacion de regularidades, por ejemplo, en este caso:

3 =3x3x3=27

3?=3x3=9
3=
0 n-n 311
3"’=1(yaque 3" =3 —3—n=1)
31l
3

Estadio autonomo. Hemos eliminado algunas restricciones pero todavia quedan signos que no
pueden ser dotados de significado, ni siquiera con la técnica de la regularidad y de los compor-
tamientos patrones; en este momento estos signos actuan con significados propios, independien-
temente del sistema anterior:
2
yé=ﬂf

Es, por tanto, el sistema nuevo una fuente de dificultades al encontrarnos con elementos que no
pueden ser conocidos en términos del sistema de signos antiguo.
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Las funciones trigonométricas

Estadio semiotico. Las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente, se relacionan con
triangulos rectangulos y son formuladas en términos de medida de los lados “adyacente”,
“opuesto” o “hipotenusa” (conocidos previamente).

Estadio estructural. Junto con las propiedades que pueden ser organizadas con el sistema anti-
guo, aparecen propiedades como la periodicidad o la naturaleza funcional, que nuevamente han
de ser dotadas de significado por el principio de regularidad y los comportamientos patrones.

Estadio auténomo. Los signos actiian con significado propio; por ejemplo, la funcion cos(x”) es
significativa, aunque el cuadrado de un angulo no lo sea.
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ANEXO 2. DIFICULTADES ASOCIADAS A LOS PROCESOS DE
PENSAMIENTO MATEMATICO

Encontramos los siguientes tipos de dificultades.

Desarrollo de modelos implicitos

El conocimiento matematico (parcial) que los alumnos tienen en un determinado estadio de su
desarrollo cognitivo produce modelos implicitos para resolver problemas matematicos que son
adecuados a ese estadio pero constituyen un obstaculo para la adquisicion de conocimiento ma-
tematico nuevo.

2. Ejemplo 1
El modelo lineal crea dificultades para la incorporacion de modelos multiplicativos

La multiplicacion se introduce (en primaria) como una adicidn repetida sobre los nimeros natu-
rales:

a+...+a =bxa
(b veces)

Si se desea extender a otros niumeros, esta idea de adicion da sentido a la multiplicacion de:
¢ naturales por enteros: si a €EZ y n €N, tenemos a +...+a=nxa

¢ naturales por racionales: si Pey y n €N, tenemos P+ 2opx2

q q q

Pero esta linealidad produce errores si se aplica a operaciones que requieren modelos multiplica-
tivos:

(a+byY=d*+b*

Va+b=a+b

1 I 1
= — 4+ —
xX+Yy X y

sen(3a) =3sen(a)

am+n = am +al’l

donde el primero de estos errores adquiere mas fuerza a causa de la analogia con
(a +b)a-b)=d*-b*
3. Ejemplo 2

Los modelos lineal y multiplicativo crean dificultades para la incorporaciéon de modelos expo-
nenciales.
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Toma una hoja de papel, doblala una vez, dos veces, tres veces... Si doblo n veces, ;cuantos
pedazos de papel tengo? Respuesta erronea: 2n

Si a* =3, calcula a®:
¢ Lineal: a*=a'""=a'+a’'=3+3=6.
¢ Multiplicativo: a® = a™*=a".a’=3v3

El modelo lineal est4 asociado a un tipo de razonamiento proporcional que genera errores en dis-
tintos los &mbitos de las matematicas. En el trabajo titulado “La busqueda de las raices de la ilu-
sion de linealidad”, De Bock, Van Dooren y Verschaffel (2006) muestran un buen numero de
ejemplos.

Estas dificultades, en general, no se pueden evitar ya que forman parte del proceso normal
de construccion del conocimiento matematico.

Logica social versus logica escolar
En el contexto escolar se desarrolla un tipo de razonamiento asociado a las situaciones educati-
vas que es distinto del razonamiento social. Veamos algunos ejemplos concretos.

4. Obligatoriedad de Encontrar Respuesta unica y Exacta o de Satisfacer las Expectativas del
Profesor

Hay un barco que tiene 50m. de largo y 20m. de ancho, transporta 100 ovejas y 500 to-
neladas de trigo ;Cudl es la edad del capitan?

En una encuesta realizada en 1979 en el IREM de Grenoble (Instituto de Investigacion de la En-
senanza de las Matematicas) que se publicé en el Boletin de la Asociacién de profesores de Ma-
tematicas de la ensefianza publica en 1980 y que dio origen a un libro del mismo titulo realizado
por Stella Baruk en 1985, se observo que una mayoria de alumnos da respuesta numérica a este
problema.

5. Numeros Decimales
Los nimeros decimales se presentan en la vida corriente como parejas de numeros enteros; asi
decimos “Victor mide un metro ochenta” y no se trata del nimero 1,80, sino de dos nimeros en-
teros, 1 y 80, con dos unidades distintas, el metro y el centimetro. Este tratamiento del nimero
decimal como pareja de nimeros enteros produce errores como:

¢ 1,3<1,28 porque 3<28,0

¢ 0,3x0,3=0,9 porque 0x0=0y 3x3=9,0

¢ entre 1,3 y 1,4 no hay otro nimero porque no hay ntimero entre 3 y 4.

6. Principio de mdxima informacion

En la logica social utilizamos el principio de méxima informacion: si un hijo dice a su padre “tu-
ve un accidente con tu coche, la puerta esta rota” pero no dice “y también se han destrozado el
motor y las ruedas” estd mintiendo. Sin embargo, en matematicas podemos decir sin mentir que
“un cuadrado es un rectangulo”. Aqui no se exige maxima informacion, “es” significa inclusion.
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ANEXO 3. ALGUNAS REFERENCIAS A LA LITERATURA SOBRE
ERRORES EN EDUCACION MATEMATICA

Un buen niimero de trabajos de investigacion sobre errores tratan de categorizar los errores mas
habituales en temas especificos de matematicas. Algunos de estos ejemplos son los siguientes:

Carpenter, Franke y Levi (2003) sobre aritmética y algebra escolar;

Geier (1998) y Franchi y Hernandez (2004) sobre geometria;

Gonzalez (1995) sobre nimeros naturales;

Hitt (2003) sobre la nocion de infinito y sus repercusiones en el aprendizaje de las fun-
ciones;

Rico (1994)Rico y Castro (1995) sobre razonamiento numérico;

Ruiz y Lupiaiez (2009) sobre razon y proporcion;

Vamvakoussi y Vosniadou (2004) sobre niumeros racionales;

Zaslavsky (1997) sobre la funcion cuadratica;

Ruano, Socas y Palarea (2008) sobre procesos de sustitucion formal, generalizacion y
modelizacion en Algebra;

Orhun (2011) sobre trigonometria;

Garrote, J. y Blanco (2004) sobre desigualdades e inecuaciones;

Puerto, Seminara y Minnard (2007) sobre estadistica descriptiva; y

Cerdan (2010) sobre el proceso de traduccion algebraico.

L 2 2B 2R R 2 L 2B 2B 2R 4

L 2B 2B 2R 4

Otro grupo de trabajos realizan estudios estadisticos para delimitar patrones de errores. Un ejem-
plo destacado es el de Movshovitz-Hadar, Zaslavsky y Inbar (1987), quienes realizaron un estu-
dio empirico con estudiantes de educacion secundaria. Después de recoger las soluciones de es-
tos escolares a una serie de problemas, diferentes expertos clasificaron los errores y la
depuracion de ese analisis brinda seis categorias descriptivas.

1.Datos mal utilizados. Son errores producidos por una discrepancia entre los datos de un pro-
blema y el tratamiento que les da el alumno. Aqui se encuentran los casos en que se afiaden casos
extrafios, se omite algiin dato necesario para la solucion, se contesta algo innecesario, se hace
una lectura incorrecta del enunciado, se utilizan valores de una variable para otra distinta, etc.

2. Interpretacion incorrecta del lenguaje. Son errores al traducir una informaciéon dada en un de-
terminado sistema de representacion a otro. Por ejemplo, modelizacion mediante una ecuacioén
inadecuada, transferencia de reglas de un sistema de representacion simbdlico a otro (en el que
ya no son validas); por ejemplo, al sumar nimeros complejos en forma polar, aplicar reglas vali-
das solo para la forma bindmica [rq+Sq=(r+5)q+d].

3. Inferencias logicas no validas. Son falacias de razonamiento no asociadas a contenidos especi-
ficos. Por ejemplo, concluir, a partir de un enunciado condicional, su contrario; utilizar incorrec-
tamente los cuantificadores; confundir una condicidén necesaria y una suficiente; o reglas que
producen reglas. Un ejemplo de este tltimo caso es el siguiente:
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Si(x-2)(x-3)=0 entonces x=20 x=3
Por tanto, si (x—2)(x-3)=2 entonces x=40 x=5

Teoremas o definiciones deformados. Son deformaciones de principios, reglas o definiciones
(asociadas a contenidos). Por ejemplo, aplicar un teorema sin las condiciones necesarias, aplicar
una propiedad distributiva a una funcion no lineal, etc.

Falta de verificacion de la solucion. Son errores que se presentan cuando cada paso de la resolu-
cion de una tarea es correcto pero no responde a la solucion pedida.

Errores técnicos. Son errores de calculo, al tomar datos de una tabla, de manipulacion de simbo-
los algebraicos, de ejecucion de algoritmos basicos, etc. Por ejemplo,
2’=6

Esta clasificacion permite pensar en tipologias de errores que pueden surgir al trabajar cada tema
especifico de matemadticas y nos permite abarcar un espectro amplio de errores sobre cada tema.

Al realizar el analisis cognitivo de un tema matematico vamos a tomar como referencia una
dificultad para enunciar sus errores asociados. Para enunciar las dificultades también hemos
aportado una tipologia. Manejando estas distintas tipologias, que se alimentan una a la otra, el
profesor genera la informacion que necesita sobre las limitaciones de aprendizaje que presenta-
ran sus estudiantes.

Bibliografia adicional sobre analisis cognitivo
La pagina de bibliografia de Madua 3 (Recursos > Documentacion > Bibliografia) recoge diver-
sas referencias sobre los temas relacionados con el andlisis cognitivo (p. €j., aprendizaje, errores
y dificultades). Estas referencias se pueden identificar al hacer una busqueda en el navegador con
el término “Analisis cognitivo”.

Por otro lado, Funes también recoge gran cantidad de referencias relacionadas con el analisis
cognitivo. En enero de 2015, aparecian 1777 referencias relacionadas con aprendizaje, 156 en
aspectos afectivos, 226 en dificultades y 86 en errores.
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ANEXO 4. LISTADOS DE CAPACIDADES Y ERRORES

Tema: Permutaciones sin repeticion

2. Capacidades
C1. Asociar notaciones con los datos dados en el enunciado (B=Barranquilla).

C2. Relacionar el orden con la representan de la informacion dada (1°Cartagena, 2°Barranquilla
y 3°Santa Marta= {C, B, S}).

C3. Garantizar las permutaciones posibles representandolas mediante un conjunto por extension
({C, B, S}).

C4. Interpretar las condiciones de orden que asigna el problema para listar arreglos.

C5. Discriminar en un conjunto de arreglos, los que no corresponden a permutaciones sin repeti-
cion.

C6. Identificar que en un conjunto de n elementos se pueden hacer permutaciones de r elementos

siempre y cuando nzr.

C7. Reconocer en dos arreglos con los mismos elementos, pero diferente orden, dos permutacio-
nes diferentes.

C8. Especificar cuales elementos de un conjunto dado se deben permutar.
C9. Discriminar cudntos elementos se deben permutar.

C10. Identificar cada ramificacion del diagrama de arbol con el ordinal de un elemento o dato en
el arreglo.

Cl11. Garantizar que al enlistar un elemento o dato en un nivel del diagrama de arbol, éste no
exista en el nivel anterior.

C12. Identificar que cada nivel del diagrama de arbol relaciona un elemento o dato menos que
en la anterior.

C13. Usa el patron de orden que asigna el diagrama de arbol para evitar la repeticion en los arre-
glos

C14. Asociar cada trayectoria en el diagrama de arbol con una permutacion.

C15. Conocer qué datos se deben poner en los encabezados de filas y columnas de una tabla de
doble entrada para hallar permutaciones.

C16. Identificar el resultado de intersecar filas y columnas en tablas de doble entrada.
C17. Advertir el orden en que se escriben las intersecciones entre filas y columnas en una tabla.

C18. Reconocer la practicidad de las tablas de doble entrada para hallar permutaciones de n ele-
mentos, donde r = 2.
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C20. Identificar que la cantidad de permutaciones obtenidas usando un sistema de representacion
no cambia al representarlas con otro.

C21. Excluir del conjunto de permutaciones representado en una tabla aquellas que tienen repeti-
cion (diagonal).

C22. Verificar la cantidad de permutaciones requeridas haciendo uso del diagrama de arbol.

C23. Comparar la cantidad de permutaciones obtenidas en tablas, listas y diagramas para verifi-
car los resultados.

C24. Cotejar que cada celda de la tabla de doble entrada, excepto las de la diagonal, corresponde
a una trayectoria del diagrama de arbol.

C25. Comprobar que los arreglos obtenidos en la tabla de doble entrada, son los mismos que los
obtenidos en el diagrama de arbol.

C26. Organizar las permutaciones obtenidas en tablas y/o diagramas mediante listas.

C27. Identificar datos expresados de manera no matematica para encontrar la cantidad de permu-
taciones.

C28. Hacer uso de diagramas de arbol para realizar conteo de permutaciones posibles.

C29. Generalizar la cantidad de permutaciones posibles a partir de un diagrama de arbol.

C30. Conocer la formula empleada para encontrar la cantidad de permutaciones de un conjunto.
C31. Reconocer situaciones donde es posible aplicar la férmula de permutaciones.

C32. Comprender en un problema dado, cudl dato corresponde any cual ar

C33. Sustituir las cantidades correspondientes a las expresiones (n, r) en la formula para hallar
permutaciones.

C34. Hallar la cantidad de permutaciones como un niimero natural, resultado de un cociente de
factoriales.

C35. Calcular la cantidad de permutaciones de un conjunto dado resolviendo la expresion mate-
matica correspondiente.

C36. Contar los arreglos obtenidos utilizando diagramas para expresar la cantidad resultante.

C37. Comparar la cantidad de arreglos obtenidos por conteo en un diagrama de arbol con la can-
tidad calculada usando la formula.

C38. Justificar una respuesta relacionando la cantidad de permutaciones encontrada con la pre-
gunta planteada

C39. Escoger el(los) sistema(s) de representacion adecuado(s) para abordar situaciones que invo-
lucran permutaciones.
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C40. Reconocer las condiciones en las que es posible aplicar el concepto de permutacion sin re-
peticion. Es decir, interpreta en el contexto de un problema, una situacion que implica permuta-
ciones sin repeticion

C41. Identificar las condiciones de muestreo. Es decir, deduce de un enunciado la informacion
que se conoce y la que se debe hallar

C43. Argumenta si es posible solucionar un problema que implica permutaciones sin repeticion,
con la informacion dada

C46. Prueba su(s) procedimiento(s) de solucion con los datos del enunciado
C47. Interpreta el resultado obtenido de acuerdo con el contexto del problema

C48. Acudir a sistemas de representacion alternos para generar el transito de un sistema a otro
(pasar de tabla a lista).

C49. Modela un problema utilizando correctamente el modelo matematico de un problema simi-
lar antes resuelto.

C50. Reconoce un patron de orden al momento de realizar las listas para evitar la repeticion en
los arreglos.

C51. Asocia cada arreglo de la lista con una permutacion.
(C52. Usa las listas para realizar conteo de permutaciones posibles.

C54. Verifica la respuesta extrayendo informacion de el(los) sistema(s) de representacion usa-
dos.

C55. Utiliza un listado preliminar de arreglos para identificar los restantes como arreglos con los
mismos elementos en diferente orden.

C56. Muestra en una tabla de doble entrada los arreglos que son y no son permutaciones sin re-
peticion, sin extraerlos de ella.

C57. Reconoce situaciones donde no es necesario utilizar la formula y pueden resolverse por
conteo directo.

C58. Hace el conteo de las permutaciones posibles a partir de la representacion en una tabla de
doble entrada.

C59. Acude a sistemas de representacion, como herramienta en el proceso de conteo.
C60. Establece un elemento de los que se deben permutar como origen del diagrama de arbol.

C61. Comparar las permutaciones de un conjunto de arreglos haciendo uso de diferentes sistemas
de representacion.

C62. Ubica los elementos a permutar en posiciones, atendiendo a la cantidad, de la maxima a la
minima posible.
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C63. Identifica que en cada posicion que puede ocupar cada uno de los elementos a permutar, se
tiene un elemento menos que en la posicion previa.

C64. Calcula la cantidad de permutaciones utilizando el principio multiplicativo.

C65. Lee una misma permutacion representada en un diagrama de arbol, una lista o una tabla de
doble entrada.

C66. Identifica dos conjuntos de permutaciones iguales por la igualdad entre sus cardinales y la
correspondencia uno a uno de cada permutacion.

C67. Identifica que dos conjuntos de permutaciones son diferentes cuando sus cardinales tam-
bién lo son.

C68. Identifica que dos conjuntos de permutaciones son diferentes cuando no es posible hacer la
correspondencia uno a uno de sus elementos.

C70. Identifica invariantes entre dos problemas que involucren la no repeticion y el orden.

C71. Resuelve problemas de permutaciones donde n > r con base a otro(s) de la misma situa-
cion donde n=r.

C72. Usa la nocién de pardmetros n y r para identificarlos con otros nombres (numero, tamafio)

C73. Senala o explica que la expresion “resultado de la férmula” corresponde al cardinal del con-
junto de PSR.

C74. Explica grafica, verbalmente o de forma escrita, la relacion de cada parametro que compo-
ne la formula para calcular PSR con los datos del problema.

C75. Comparar la cantidad de arreglos obtenidos por conteo en una tabla de doble entrada con la
cantidad calculada usando la férmula.

C76. Compara formulas evaluadas con diferentes parametros para identificar similitudes

C77. Explica el procedimiento matematico que da como resultado la misma cantidad de permu-
taciones con diferente parametro r.

C78. Identifica que dos conjuntos de PSR con el mismo cardinal no necesariamente son iguales.

C79. Extrae de un conjunto de permutaciones en un sistema de representacion, un subconjunto
de las que cumplen alguna condicion especifica.

C80. Encuentra por conteo el cardinal de un subconjunto del conjunto de PSR, que cumplen al-
guna condicion.

C81. Sustentar una respuesta relacionando las permutaciones identificadas con la informacion
del problema.

C82. Justifica la identificacion o eleccion de un conjunto de permutaciones haciendo uso de la
definicion y/o sus caracteristicas.
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C83. Identifica un cambio de la cantidad de permutaciones obtenidas cuando varia el pardmetro
I.

C84. Identifica que teniendo fijo a n, a medida que crece r, también crece la cantidades de PSR.

3. Errores

El. Considera que dos arreglos con los mismos elementos pero distinto orden son la misma per-
mutacion.

E2. Expresa permutaciones con elementos repetidos.

E3. Selecciona un nimero mayor o menor, de elementos que el necesario para permutar.

E4. Usa la formula para calcular en problemas que piden enumerar

E5. Confunde los parametros entre si

E6. Construye el diagrama de arbol con igual nimero de ramificaciones en cada nivel

E7. Reitera un elemento del arreglo varias veces en la misma ramificacion del diagrama de arbol
E8. Extrae arreglos del diagrama de arbol que no corresponden a permutaciones sin repeticion
E9. Extrae arreglos de una tabla de doble entrada que no corresponden a permutaciones sin repe-
ticion

E10. Considera conexiones entre ramificaciones del diagrama de arbol, que no deberian estar re-
lacionadas

E11. Incluye dentro de las permutaciones sin repeticion, las resultantes de la diagonal de una ta-
bla de doble entrada

E12. Denota las intersecciones de filas y columnas sin mantener el mismo criterio de orden en
todos los arreglos

E13. Calcula el factorial como una operacion aditiva y no multiplicativa
E14. Desarrolla el cociente de la formula obviando el factorial
E15. Obtiene un resultado de un proceso de permutacion, sin evidenciar procedimientos previos.

E16. Entrega como resultado final el producto del primer procedimiento, tras haber fijado una
variable.

E17. Fija solamente algunos valores de la variable y no logra concretar un resultado.

E18. No incluye la cantidad de arreglos que obtuvo al fijar la primera variable en el resultado
final.

E19. A pesar de haber fijado una variable, la repite en pasos posteriores.
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E20. La solucién es un nimero no coherente con los datos del problema, producto de una enume-
racioén o conteo incorrecto o incompleto.

E21. Completa la tabla de doble entrada, “reflejando” las permutaciones respecto a la diagonal.
E22. Supone que el conjunto de permutaciones es una sola iteracion del diagrama de arbol.

E23. Generaliza que las permutaciones obtenidas con una sola iteracion del diagrama de arbol
son analogas a las demas permutaciones.

E24. Resuelve el problema como un conjunto de enunciados particulares, cuando los pardmetros
son variables.

E25. Identifica incorrectamente el nimero de permutaciones, usando como criterio el cardinal de
conjuntos con menor cantidad de elementos.

E26. Asume un problema combinatorio como un problema de estructura multiplicativa (por
ejemplo, sP; como 5/3 6 5x3). Multiplica los nimeros representados en la férmula.

E27. Resuelve problemas que involucran permutaciones utilizando solamente n!
E28. Sustituye los parametros en la formula por valores que no corresponden.

E29. Utiliza la formula para encontrar la cantidad de combinaciones en problemas que requieren
hallar el nimero de permutaciones.

E30. Identifica una operaciéon que no corresponde al problema de conteo: enumerar cuando es
recuento y recuento cuando es enumerar.

E31. Uno de los nimeros de la formula es dado como solucion.
E32. Presenta una formula como respuesta pero no la desarrolla.

E33. Encuentra una respuesta incompleta por ensayo y error, sin emplear procedimientos recur-
Sivos.

E34. Lista las permutaciones encontradas al fijar un solo elemento, sin tener en cuenta las que
puedan resultar de fijar los demas.

E35. Presenta como respuesta a un problema, una tabla de doble entrada con celdas vacias.

E36. Exhibe un diagrama de arbol con ramificaciones incompletas.

E37. Adapta el problema a un modelo matematico que no corresponde a permutaciones sin repe-
ticion.

E38. No extrae todos los datos del enunciado del problema para desarrollarlo (D5)

E39. Utiliza la tabla de doble entrada cuando no es conveniente (es decir ” = 3) (D2)

E40. Escoge algun problema abordado anteriormente con una estructura parecida, pero no con
todas las caracteristicas que implica un problema de permutaciones sin repeticiones (D5)

E41. Utiliza o plantea un modelo de combinacidn para resolver un problema de permutacion.
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E42. Asigna denominaciones iguales a elementos diferentes en los arreglos (por ejemplo M para
montafia rusa y para martillo) (D2).

E43. Construye el diagrama de arbol pero no interpreta los resultados que obtiene o interpreta
otros resultados (D6)

E44. Cuenta un numero mayor o menor al esperado, de permutaciones sin repeticion.
E45. Obtiene un resultado pero no lo interpreta de acuerdo con el contexto del problema

E46. Sustentar su respuesta con informacion del enunciado del problema que no corresponde.
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