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Résumé

Les interactions particules-paroi constituent un important mécanisme partiellement compris dans

le cadre des écoulements turbulents diphasiques confinés età inclusions dispersées. Pour les parti-

cules inertielles dont le mouvement est fortement influencépar les rebonds avec la paroi, la bonne

prise en compte de ces interactions est cruciale pour une prédiction correcte des propriétés statis-

tiques de l’écoulement. Une première étape à la compréhension des interactions particules/paroi a été

de considérer des parois lisses. Cette hypothèse a permis non seulement l’élaboration de base de don-

nées de référence, mais aussi la mise en exergue des mécanismes intervenant au cours de ces rebonds

et a conduit au développement de modèles eulériens pour les parois lisses (Sakiz & Simonin, 1999).

Des investigations expérimentales récentes (Kussin & Sommerfeld, 2004 ; Bensonet al., 2005) en

canal montrent d’importantes modifications des propriétésstatistiques de la phase dispersée d’un

écoulement turbulent gaz-particules en raison de la rugosité des parois. Pour modéliser les collisions

de particules avec une paroi rugueuse, le mécanisme de "Shadow Effect" proposé par Sommerfeld &

Huber (1999), est le modèle lagrangien le plus satisfaisanten comparaison avec l’expérience. Dans

le cadre de cette thèse, sa mise à contribution pour la dérivation de conditions aux limites eulériennes

à la paroi s’est heurtée à un problème de fermeture lié aux très grands nombres de particules rasantes

après le rebond, générées par ce modèle. Des simulations LES/DPS à bas nombre de Reynolds réa-

lisées en canal, dans lesquelles l’effet de la rugosité des parois sur les particules est simulé à l’aide

du "Shadow Effect Model" ont par ailleurs confirmé, à travers les fonctions de distribution des angles

de rebonds des particules, cet aspect inattendu de ce modèlede paroi rugueuse. En outre l’interpre-

tation des résultats des simulations, en s’appuyant sur l’approche aux moments (Simonin, 1996), a

permis de mieux appréhender et de proposer des mécanismes responsables des modifications des pre-

miers moments de la phase dispersée. Pour palier les insuffisances du "Shadow Effect Model", nous

avons développé un modèle lagrangien "Rough-Wall Multi-Collisions Model", basé sur une descrip-

tion stochastique de l’interaction particule/paroi rugueuse et intègre dans sa formulation des effets

de rebonds multiples. Le modèle est d’abord validé par comparaison à des simulations LES/DPS en

canal avec des rebonds multiples déterministes des particules sur les parois rugueuses géométriques

du canal. Il est ensuite évalué dans le cadre de la simulationde l’étude expérimentale de Sommerfeld

& Kussin (2004) en canal, à l’aide de simulations LES/DPS à grand nombre de Reynolds de la phase

gazeuse. Le "Rough-Wall Multi-Collisions Model" est au final employé pour dériver des conditions

aux limites eulériennes aux parois.

Mots clés: collisions particule/paroi paroi rugueuse shadow effect

LES/DPS fonctions de distribution canal
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Abstract

Particle/wall interactions constitute an important mechanism, that is partially understood in confi-

ned two-phase turbulent flows. For inertial particles whosemotion is strongly influenced by the

rebound from the wall, the correct accounting of particle-wall interactions is crucial in order to

more accurately predict properties of the dispersed flow. Inorder to gain a basic understanding of

the controlling mechanisms, research has been mostly directed toward particle bouncing on smooth

walls. This assumption allowed not only the development of benchmark database, but also the high-

lighting of mechanisms which occur during these rebounds, and has provided a basis for the deri-

vation of sophisticated wall boundary conditions for the first-order moments of the dispersed phase

(Sakiz & Simonin, 1999). Recent measurements (Kussin & Sommerfeld, 2004 ; Bensonet al., 2005)

in channel flow have shown that wall roughness has a strong effect on dispersed phase properties.

To model particle/rough wall collisions, the "Shadow Effect" mechanism, suggested by Sommerfeld

& Huber (1999), is the most satisfactory Lagrangian model bycomparison to measurements. In the

framework of this thesis, its application for derivation ofthe wall Eulerian boundary conditions failed

because of important number of grazing particles generatedby the "Shadow Effect Model". LES/DPS

simulations of turbulent two-phase flows at low Reynolds number in channel flow, in which the wall

roughness effects on dispersed phase are simulated by the "Shadow Effect Model" borne out its unex-

pected aspect through the probability distribution functions of the rebound angles of the particles

from wall. From PDF approach (Simonin, 1996), mechanisms which drive the influence of wall

roughness on dispersed phase were shown. To describe more physically the mechanisms occurring

during the rebound process and to correct the deficiencies ofthe "Shadow Effect Model", we develo-

ped a new Lagrangian model "Rough-Wall Multi-Collisions Model", based on a stochastic description

of particule/rough wall interaction and it integrates multiple rebound effects in its formulation. The

"Rough-Wall Multi-Collisions Model" was first validated by comparison to LES/DPS simulations in

channel flows with deterministic multiple rebounds of the particles on geometrical rough walls of the

channel. Second, it has been assessed in the framework of thesimulation from LES/DPS by compari-

son with the experiment of Sommerfeld & Kussin (2004). Finally, the "Rough-Wall Multi-Collisions

Model" was used to derive wall Eulerian boundary conditions.

Keywords : particle/wall collisions rough wall shadow effect

LES/DPS probability density function channel
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Nomenclature

Lettres latines

Ar amplitude de rugosité

cp réalisation de vitesse instantanée d’une particulep dans l’espace des phases

CL coefficient de masse ajoutée

CD coefficient de traînée [(1.30), p.21]

CS constante de Smagorinsky

dp diamètre des particules

D− espace des vitesses incidentes à la paroi

D+ espace des vitesses réfléchies à la paroi

ec coefficient de restitution lors d’une collision particule/particule [(3.38), p.103]

ew coefficient de restitution lors d’une collision particule/paroi [(1.97), p.34]

FA force de masse ajoutée [(1.34), p.22]

FB force de Basset ou d’histoire [(1.35), p.22]

F p force de gradient de pression et flottabilité [(1.33), p.22]

f f |p fonction de distribution des vitesses du fluide conditionnée par

la présence d’une particule

f f p fonction de distribution des vitesses jointe fluide-particule

fp fonction de distribution des vitesses des particules

f−p fonction de distribution des vitesses des particules incidentes à la paroi

f +
p fonction de distribution des vitesses des particules réfléchies à la paroi

f−py fonction de distribution des vitesses des particules incidentes à la paroi

dans la direction transversale
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Nomenclature

g accélération de la pesanteur

Gf p,i j tenseur de corrélation du schéma de Langevin

H fonction de Heaviside [(2.20), p.55]

J impulsion exercée lors d’un rebond ou d’une collision (p.103)

k+ nombre de Reynolds de rugosité

Lx,Ly,Lz dimension longitudinale, transversale et latérale du canal

Lr période de rugosité [figure 2.1, p.47]

mp masse d’une particule [14]

np densité numérique de particules

n−p densité numérique de particules incidentes

n+
p densité numérique de particules réfléchies

n vecteur unitaire normal à la paroi macroscopique

nγ vecteur unitaire normal à une paroi lisse incliné d’un angleγ

P loi de distribution probabiliste des angles de rugosité de paroi

P⋆ probabilité d’effectuern rebond avant de quitter la paroi

Pe f f distribution effective des angles de rugosité de paroi [(2.11), p.50]

(Sommerfeld & Huber (1999) [98])

Pr probabilité conditionnelle de l’angle de rugosité de paroi

par l’angle d’incidence des particules à la paroi [(2.20), p.55]

R densité de probabilité de transition de rebond particule/paroi

sur la paroi macroscopique [(2.17), p.53]

Rf ,i j composante du tenseur des contraintes de Reynolds du fluide

Rf p,i j composante du tenseur des contraintes fluide-particules

Rp,i j composante du tenseur des contraintes des contraintes cinétiques des

particules

Rep nombre de Reynolds particulaire

Rγ densité de probabilité de transition de rebond particule/paroi sur une paroi lisse

inclinée d’un angleγ [(2.18), p.53]

Reτ nombre de Reynolds du fluide basé sur la vitesse de

friction à la paroi [(3.5), p.87]
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Nomenclature

Si j tenseur des taux de contraintes [(3.11), p.88]

Sp,i jk composante du tenseur des corrélations triples des particules

uf champ de vitesses instantanées du fluide

uf @p champ de vitesses instantanées du fluide non perturbé

par les particules [(3.36), p.102]

U f champ de vitesse moyenne du fluide

u′f champ de vitesse fluctuante du fluide calculé par rapport àU f

up champ de vitesse instantanée des particules en approche eulérienne

U p champ de vitesse moyenne des particules en approche eulérienne

u′p champ de vitesses fluctuantes des particules en approche eulérienne

calculée par rapport àU p

Vd vitesse de dérive [(1.58), p.26]

vg vitesse de glissement au point de contact lors du rebond particule/paroi

vp champ de vitesse instantanée des particules en approche lagrangienne

x vecteur position

xp(t) trajectoire d’une particule en approcha lagrangienne

y+ distance à la paroi [(3.20), p.91]
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Nomenclature

Lettres grecques

α− angle d’incidence d’une particule à la paroi

α+ angle de rebond d’une particule à la paroi

α+
0 angle minimum de rebond d’une particule à la paroi

αp fraction volumique de la phase particulaire

βw coefficient de restitution tangentielle lors d’une collision

particle/paroi [(1.97), p.34]

γ angle de rugosité de paroi

γmax angle de rugosité maximal de paroi [(2.7), p.47]

δ distribution de Dirac

∆ largeur de filtre en simulation des grandes échelles

du fluide [(3.13), p.89]

∆t pas de temps de la simulation

∆γ écart type de la distribution des angles de

rugosité de paroi [(2.8), p.48]

η chargement massique du canal

λ coefficient de normalisation de distributions d’angle

de rugosité de paroi [(2.22), p.55], [(5.5), p.202]

µf viscosité dynamique du fluide

µw coefficient de friction lors d’une collision

particle-paroi [(1.97), p.defLoideRebond]

ν f viscosité dynamique du fluide

νT coefficient de viscosité turbulente

ν∗T coefficient de viscosité turbulente d’effet d’anisotropie

ρ f masse volumique du fluide

ρp masse volumique des particules

τi j tenseur des contraintes de sous-maille [(3.9), p.88]

τps temps de réponse des particules

τw contrainte du fluide à la paroi

Φ loi de rebond des particules à la paroi sur une lisse [(1.97),p.34]
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Nomenclature

Φγ loi de rebond des particules à la paroi sur une lisse

inclinée d’un angleγ [(2.19), p.54]

∂Ω frontière du domaine d’écoulement

χ coefficient de réflexion de particules à la paroi

Ω domaine de l’écoulement

∂Ω frontière du domaine d’écoulement

Abbreviations et symboles

DPS Discrete Particles Simulation

PDF probability density function

LES Large Eddy Simulation

〈·〉 opérateur de moyenne

〈·〉 f opérateur de moyenne sur la phase fluide

〈·〉p opérateur de moyenne sur les particules [(1.82), p.32]

〈·〉−p opérateur de moyenne sur les particules incidentes

〈·〉+p opérateur de moyenne sur les particules réfléchies

〈·|·〉 opérateur de moyenne conditionnée
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Introduction

Les transports d’inclusions, telles de poussières de particules organiques (pollens, excréments, ...) et

de minéraux (grains de sable à la suite d’éruption volcaniques, tempêtes, ...), par un fluide gazeux ou li-

quide constituent des écoulements naturels à plusieurs phases qui sont le siège d’importants phénomènes

physiques. Ces enjeux physiques sont caractérisés par les interactions entre phases et celles des compo-

sants de chaque phase. De telles particules en suspension sont aussi rencontrées dans divers écoulements

industriels et révèlent les mêmes enjeux physiques : turbulence, action du fluide sur les inclusions, mo-

dification de la turbulence du fluide par les inclusions, interactions inclusions/inclusions, combustion,

changements de phase, etc... Un important aspect de ces écoulements industriels est la présence de pa-

rois rigides. Dans le cadre des écoulements gaz-solides dans lesquels les collisions particules/paroi sont

fréquentes du fait de l’inertie des particules, la bonne prise en compte de ces interactions avec la paroi

est cruciale pour une prédiction correcte des propriétés statistiques de l’écoulement. En effet les colli-

sions des particules à la paroi entraînent en plus du changement de direction, une perte de la quantité

de mouvement des particules par rebond inélastique ou avec mise en rotation des particules et parfois

conduisent à la rupture des particules ou même à l’érosion des parois. Pour un écoulement en canal par

exemple, la perte de quantité de mouvement des particules lors de la collision à la paroi est associée à

une accélération des particules après le rebond. Ce processus qui entraîne une chute de la pression dans

la canalisation s’explique par une extraction de quantité de mouvement du fluide pour effectuer cette

accélération. Comme nous pouvons le remarquer, l’interaction particule/paroi s’avère assez complexe.

Dans le cadre d’un traitement lagrangien, trois principales hypothèses sont généralement émises afin de

simplifier le traitement lors de la collision : 1- l’action dela force de contact intervient pendant une très

courte période, 2- le changement de position et d’orientation est négligeable, 3- aucune déformation de

la particule ou de la paroi ne se produit. La dernière hypothèse permet l’utilisation du modèle de sphères

dures et d’un modèle type Coulomb, par exemple, caractérisépar deux types de rebonds possibles à

travers l’impulsion : rebonds avec ou sans glissement (voirpar exemple Sakiz, 1999 [82]).
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Une importante étape à la compréhension des interactions particules/paroi dans les écoulements di-

phasiques a été de considérer des parois lisses. Cette hypothèse a permis non seulement l’élaboration

de base de données de référence à travers des simulations lagrangiennes mais aussi la mise en exergue

des mécanismes intervenant au cours de ces rebonds. Un résumé de ces travaux est effectué par Som-

merfeld (2003) [97] et nous pouvons citer entre autres Ottjes (1978) [70] et Oesterlé (1991) [68]. La

compréhension des mécanismes se produisant au cours de l’interaction particles/paroi lisse a conduit au

développement de modèles eulériens pour les parois lisses en s’appuyant sur les distributions de vitesses

incidentes et réfléchies des particules à la paroi (He & Simonin, 1994 [33], Sakiz & Simonin, 1999 [83],

Alipchenkovet al., 2001 [1]). Dans la pratique les parois sont rugueuses et leur importance sur la phase

dispersée dépend du rapport de la taille des particules aux dimensions caractéristiques des rugosités. De

nombreuses investigations expérimentales montrent l’influence de la rugosité des parois sur une phase

dispersée (Kussin & Sommerfeld, 2002 [56] ; Sommerfeld & Kussin, 2004 [99] ; Bensonet al., 2005 [5]).

Aussi les mesures de Franket al., 1993 [23] et Schade & Hädrich (1998) [84] amélioraient la compré-

hension des interactions particules/paroi rugueuse par l’étude des angles de rebond et de l’influence de

la variation des coefficients de restitution et de friction.Numériquement, la modélisation des parois ru-

gueuses peut être décomposée en deux parties. La première approche, assez naturelle d’ailleurs, s’appuie

sur une construction préalable de parois rugueuses (géométriques) à l’aide d’un processus stochastique

(Matsumoto & Saito, 1970 [61],[62] ; Franket al., 1993 [23] ; Tsirkunov & Panfilov, 1998 [105]). La

seconde description plus pratique de l’interaction particule/paroi rugueuse consiste à considérer que la

particule incidente heurte une "paroi virtuelle" inclinée d’un certain angle, en lieu et place de la paroi

physique rugueuse, au moment de la collision particule/paroi rugueuse. Cette idée initialement introduite

par Tsujiet al., 1987 [107],[106] et baptisée "Abnormal bouncing model", consiste à tirer de manière

aléatoire l’angle de paroi virtuelle à partir d’une formulation empirique. Sommerfeld (1992) [96] puis

Sommerfeld & Huber (1999) [98] proposent, à la lumière de leurs mesures et de celles effectuées par

Schade & Hädrich [84] au sujet de la distribution des angles de rugosité de la paroi physique rugueuse,

d’effectuer le tirage aléatoire de l’angle de paroi à partird’une distribution gaussienne dont l’écart type

(qui dépend du diamètre des particules) est fourni par des mesures préalables. Cependant pour les petits

angles d’incidence, la distribution de l’angle de paroi " vue " par la particule est modifiée par un effet

d’incidence. Afin de prendre en compte cet effet et assurer enoutre un effet de rebond, Sommerfeld &

Huber (1999) [98] proposent de modéliser l’effet de paroi rugueuse par le "Shadow Effect" traduisant un

choix de l’angle de rugosité de paroi dans une gaussienne modifiée par l’incidence. Bien qu’imparfait

dans sa mise en œuvre numérique, ce mécanisme permet de réaliser des prédictions numériques satis-

8



Introduction

faisantes (Lainet al., 2002 & 2004 [57] & [58]) et des investigations théoriques (Squires & Simonin,

2006 [100]). Remarquons que les mécanismes décrivant l’effet des parois rugueuses sur la phase disper-

sée d’un écoulement sont insuffisants. Par ailleurs dans le cadre de l’approche eulérienne, la dérivation

de conditions aux limites se résument aux travaux de Zhang & Zhou (2004) [116] ; Eskin (2005) [20] ;

Khalij et al. (2007) [49].

Le présent mémoire de thèse s’inscrit dans la suite de ces travaux et a pour objectif d’améliorer la

compréhension de l’influence de la rugosité des parois sur laphase dispersée d’écoulements gaz-solides

confinés. L’influence de la rugosité des parois sur la phase gazeuse a été mise en évidence dans de

nombreux travaux (Nikuradse, 1933 [67], Schlichting, 1968[86], Pope, 2000 [78]). La récente analyse

de Jiménez (2004) [42] au sujet de l’influence de la rugosité des parois sur la phase continue a conduit à

la définition d’une part du nombre de Reynolds de rugosité (k+ = kuτ/ν f , k étant la hauteur de rugosité et

uτ la vitesse de friction à la paroi) qui mesure l’effet de la rugosité sur la "buffer layer" et d’autre part du

rapportδ/k de la largeur de la couche limite (δ) par la hauteur de rugosité qui détermine la subsistance

de la couche logarithmique, lieu de production d’énergie etoù la contrainte cisaillement est beaucoup

plus forte. En régime laminaire, aucune influence de la rugosité n’est observée sur l’écoulement quelque

soit la valeur dek+ [78]. Pour un écoulement turbulent, lorsquek+ < 4− 5, il est démontré (voir par

exemple [42]) que l’écoulement moyen n’est pas affecté par la rugosité. Par contre lorsque la rugosité est

telle quek+ ≫ 1, la loi logarithmique de la vitesse moyenne dans la région logarithmique est modifiée

par une certaine contribution, en raison de la modification plus importante de la friction à la paroi dans

ces circonstances [67]. La rugosité des parois a aussi une influence sur la structure de la turbulence.

Selon Jiménez (2004) [42], le critère à partir duquel la turbulence est modifiée par la rugosité est défini

par : 1+ Dq/k = 2−5, oùDq est la distance moyenne entre les aspérités de la paroi. Le comportement

de la turbulence dans la région de paroi dépend énormément dudétail de la surface rugueuse. Dans le

cadre de nos travaux d’écoulements turbulents en canal, leshauteurs de rugosités maximales auxquelles

nous sommes confrontés sont pour les parois les plus rugueuses, de l’ordre dekx,max ≃ 8.32µm (dans

la direction longitudinale) etkz,max ≃ 7.83µm (dans la direction latérale) (Sommerfeld & Kussin, 2004

[99]) ; si bien que nous avonsk+
x,max ≃ 0.5 etk+

z,max≃ 0.47. Autrement, en accord avec ce qui précède il

ne sera en aucun cas question de paroi rugueuse pour la phase gazeuse dans le cadre de cette thèse.

Ce mémoire s’articule autour de cinq chapitres. Le premier est consacré à la description statistique

à la fois du mouvement d’un nuage de particules dans un écoulement turbulent et de l’interaction parti-

cule/paroi. Les axes de la dérivation eulérienne des conditions aux limites aux parois y sont en consé-

quence dégagés. Quant au second chapitre dédié à cette modélisation, il passe d’abord en revue l’évolu-
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tion et les différentes directions de la modélisation de l’action des parois rugueuses sur un écoulement

particulaire, puis après une analyse statistique du modèlede "Shadow Effect", une investigation théo-

rique en vue de la dérivation des conditions aux limites s’appuyant sur le "Shadow Effect" est proposée.

Le troisième chapitre présente des simulations numériques"Large Eddy Simulation/Discrete Particles

Simulation" (LES/DPS) à bas Reynolds en canal où les rebonds particules/paroi rugueuses sont trai-

tées à l’aide du "Shadow Effect". Les résultats de ces simulations permettent d’une part deproposer des

mécanismes induits par la rugosité des parois sur l’écoulement particulaire et d’autre part d’apporter

des arguments pour une analyse critique du mécanisme de "Shadow Effect" proposé par Sommerfeld

& Huber (1999) [98]. Les conclusions des deuxième et troisième chapitres conduisent naturellement à

l’entame d’un quatrième chapitre qui se propose d’approfondir la compréhension de l’interaction par-

ticules/paroi rugueuse à l’aide de simulations déterministes de collisions de particules sur des parois

rugueuses géométriques. Les mécanismes mise en évidence sont mis à contribution pour la dérivation

d’un nouveau modèle stochastique, "Rough Wall Multi-Collisions Model", du traitement lagrangien des

interactions particules/paroi rugueuse. Ce modèle est validé à bas nombre Reynolds en canal puis évalué

dans le cadre de l’écoulement diphasique expérimental à grand nombre de Reynolds du gaz en canal

réalisé par Sommerfeld & Kussin (2004) [99]. Pour finir, un cinquième chapitre revient sur la dérivation

eulérienne des conditions aux limites en s’appuyant sur le "Rough Wall Multi-Collisions Model".
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Chapitre 1

Description statistique du mouvement de

particules dans un champ fluide turbulent

1.1 Introduction

Les particules en suspension dans un écoulement fluide turbulent sont sujettes, de manière constante,

à des agitations du fait de leur interaction avec la turbulence du fluide, mais aussi en raison des collisions

entre elles, à l’instar des gaz denses (Levich & Myasnikov (1966) [60]). En outre, à une certaine échelle

et en fonction de l’inertie des particules mis en jeu, l’agitation de celles-ci peut être due à leur mou-

vement brownien (Hougthon (1966) [36]). Du fait de ce comportement, l’étude de telles particules en

suspension requiert une approche statistique. L’opportunité de l’utilisation d’une telle méthode a depuis

été clairement prouvée (Panton (1966) [71], Tam (1969) [102]).

Le formalisme adopté prend appui sur l’analogie entre le mouvement presqu’aléatoire des particules

en suspension (puisque leur mouvement est corrélé avec le fluide) et celui des molécules de gaz. Cela

a conduit plusieurs auteurs (tel que Buyevich (1971)[10]) àl’application des mêmes arguments du for-

malisme statistique de la théorie cinétique des gaz pour la description du mouvement des particules et

à la dérivation des équations de conservation de la phase particulaire de l’écoulement diphasique, en

accordant une attention particulière à l’interaction des particules avec le fluide, car contrairement aux

molécules de gaz, l’interaction entre les particules en suspension dans le fluide n’est pas aussi directe. En

effet elle est influencée en autre par l’effet de la turbulence et la pression du fluide environnant. Ce fait a

été clairement mis en exergue récemment par Laviéville (1997) [59] en montrant par le biais d’une fonc-
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tion de probabilité jointe fluide-particule, une meilleureprédiction des collisions particules/particules en

écoulement turbulent gaz-particules.

L’objet de ce travail de thèse étant d’établir des conditions aux limites aux parois rugueuses pour la

simulation numérique - dans le cadre de l’approche continue- de la phase dispersée d’un écoulement

diphasique gaz-particules ; nous proposons dans ce premierchapitre d’identifier clairement les équations

à résoudre afin de formuler les conditions aux limites appropriées. Pour ce faire, nous présentons le for-

malisme de dérivation de ces équations, puis afin de motiver le choix de la méthode que nous adopterons

pour la dérivation de ces conditions à la paroi, nous achevons ce chapitre par une présentation critique

de différentes approches utilisées dans la littérature pour le traitement des parois lisses en écoulements

particulaires.

L’idée de base étant de partir de la théorie cinétique des gazpour ensuite décrire le comportement

des particules, nous considérons un gaz formé d’un très grand nombreNp de particules identiques en

interaction. On suppose que le gaz est contenu dans un domaine simplement connexe (borné ou non)

Ω ⊂ Rn (où le casn = 3 correspondant au cas physique est pris en compte) et qu’il est observé sur un

intervalle[0,T[ (oùT est fini ou non). On considérera que le gaz occupe tout le domaineΩ en négligeant

les effets de bord. Si l’on restreint la description du comportement d’une particule à la connaissance de sa

positionxi ∈ Rn et de sa vitessevi ∈ Rn(1 6 i 6 Np), alors l’état du gaz peut être, à chaque instantt > 0,

décrit de façon microscopique par un point
(
(x1,v1) , ...,

(
xNp

,vNp

))
de représentation dans l’espace des

phases(Rn×Rn)Np. D’un point de vue purement théorique, une telle description est possible en résolvant

le système différentiel du premier ordre (Eq. (1.1)) :




dvi

dt
=

1
mpi

F i = Xi

dxi

dt
= vi

, 1 6 i 6 Np (1.1)

des équations de Newton de la mécanique classique, constitué de 2Np vecteurs position-vitesse
(
xi16 i6n,vi16 i6n

)

(soit 6Np inconnues avecn = 3), dans lesquelles les forces d’interactions entre particules et celles exté-

rieures agissant sur ces particules sont prises en compte par l’intermédiaire du vecteur forceXi16 i6N
.

Cependant cette description microscopique présente beaucoup d’inconvénients. Il s’agit entre autre de la

connaissance des données initiales à l’instantt = 0 nécessaires à la résolution de (Eq. (1.1)), du très grand

nombre de paramètres en raison du nombreNp élevé de particules ; sans oublier que la connaissance des

positionsxi (t) et vitessesvi (t) ne donnent pas les grandeurs macroscopiques physiques intéressantes que

sont la densité moyenneρ(x, t), la vitesse moyenneu(x, t) et la températureT (x, t) du gaz à l’instant
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t > 0 et au pointx ∈ Rn, utilisées classiquement pour l’étude du gaz. C’est pourquoi, il faut passer de

cette description microscopique exacte au niveau des particules dans un espace des phases très grand à

une description macroscopique, en considérant que le gaz serapproche d’un milieu continu puisqu’il est

formé d’un très grand nombreNp de particules.

1.2 Modélisation eulérienne du mouvement de particules dans un écoule-

ment

1.2.1 De l’équation de Liouville à celle de Boltzmann

Cette dernière alternative due au manque d’informations sur les positions et vitesses initiales exactes

de toutes les particulesNp du système, consiste à introduire une densité de probabilitéP0

(
x1, ...,xNp

,v1, ...,

vNp
, t = 0

)
qui donne la distribution de probabilité sur les positions et les vitesses à l’instant initial

(t = 0) pour lesNp particules du système ; si bien que le problème du comportement du gaz se resume en

la résolution d’une équation portant désormais sur une densité de probabilitéP
(

x1, ...,xNp
,v1, ...,vNp

, t
)

représentant au tempst > 0, la densité de présence de l’ensemble des particules dans l’espace des phases

(Rn×Rn)Np.

A chaque instantt > 0, P(., ., t) est une densité de probabilité dans(Rn×Rn)Np. Elle est donc à

valeur dansR+. Ainsi, pour x(Np) =
(

x1, ...,xNp

)
et v(Np) =

(
v1, ...,vNp

)
représentant respectivement

les positions et les vitesses desNp particules, la quantitéP
(
x(Np),v(Np), t

)
dx1× ...× dxNp

× dv1× ...×
dvNp

définie surΩNp × (R)Np × [0,T] est une fonction positive et représente la quantité de particules

dans l’élément de volumedx1× ...×dxNp
×dv1× ...×dvNp

centré en
(
x(Np),v(Np)

)
∈ (Rn×Rn)Np. On

supposera dans tout le mémoire que :

P(., ., t) ∈ L1
loc

(
(Rn×R

n)Np
)

(1.2)

L’application du principe de conservation de la masse dansΩ permet d’obtenir l’équation de l’évolution

surP
(
x(Np),v(Np), t

)
suivante :

∂P
∂t

+Z.
∂P
∂z

= 0 , dansΩ (1.3)

où l’on a poséZ =
(

v1, ...,vNp
,X1, ...,XNp

)
∈ R6Np et z=

(
x1, ...,xNp

,v1, ...,vNp

)
∈ R6Np. Les vecteurs

X16i6Np
représentent la résultante des efforts appliqués sur chaque particule.

Cette équation (Eq. (1.3)) appelée "équation de Liouville"peut se mettre sous la forme :

∂P
∂t

+
Np

∑
i=1

vi.
∂P
∂xi

+
Np

∑
i=1

Xi .
∂P
∂vi

= 0 , dansΩ (1.4)
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Cependant, l’objet de notre propos n’étant pas de développer toute la théorie cinétique, il convient d’in-

vité le lecteur intéressé à consulter (Hirschfelderet al., 1964 [34] ; Cercignani, 1975 [13], Bird, 1998 [6])

pour une dérivation mathématiquement plus rigoureuse et complète de cette équation de Liouville.

La connexion entre la description microscopique et celle macroscopique est possible une fois la

fonction de distributionP
(
x(Np),v(Np), t

)
connue. En effet, les grandeurs caractéristiques physiques (la

densité moyenneρ(x, t), la vitesse moyenneu(x, t)) s’obtiennent comme suit :

• pour la densité moyenneρ(x, t) :

ρ
(

x(Np), t
)

= np

(
x(Np), t

)
mp (1.5)

np

(
x(Np), t

)
=
∫

(Rn)Np
P
(

x(N),v(N), t
)

dv1× ...×dvN (1.6)

La quantiténp (x, t) étant le nombre de particules à l’instantt en un point de l’espacex à dx près, tandis

quemp est la masse d’une particule.

• pour une quantité quelconqueΨ, sa moyenne est donnée par :

〈Ψ〉
(

x(Np), t
)

=
1

np
(
x(Np), t

)
∫

(Rn)Np
ΨP
(

x(N),v(N), t
)

dv1...dvN (1.7)

L’équation de Liouville1 (Eq. (1.4)) de la fonction de distributionf
(Np)
p à Np particules reste néan-

moins très complexe à résoudre en raison des 6Np + 1 variables qu’elle renferme. Toutefois en faisant

l’hypothèse que toutes les particules du gaz sont identiques, la description de toutes les propriétés du gaz

peut s’effectuer par la seule connaissance de la fonction dedistribution à "une particule"f (1)
p au lieu de

celle àNp particules et elle est définie par :

f (1)
p (x1,v1, t) =

∫

(Rn×Rn)Np−1
f
(Np)
p (x1, ...,xN,v1, ...,vN, t)

Np

∏
i=2

dxidvi (1.8)

Avec l’introduction de la fonction probabilité à une "particule", nous obtenons désormais :

np (x1, t) =

∫

Rn
f (1)
p (x1,v1, t)dv1 (1.9)

〈Ψ〉p(x1, t) =
1

np (x1, t)

∫
Ψ f (1)

p (x1,v1, t)dv1 (1.10)

1Nous avons changé la fonction de distributionP introduite initialement enf
(Np)
p afin de mieux mettre en évidence qu’il

s’agit d’une fonction de distribution àNp particules (notion qui sera amplement utilisée dans ce chapitre).
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Cependant contrairement à la description de Liouville où les interactions entre particules sont occultées,

Boltzmann (1872) afin de les prendre en compte considère que :

(a) les particules interagissent via descollisions binaires. Une collision est donc le résultat de l’in-

teraction microscopique de deux particules très proche l’une de l’autre en entraînant une forte déviation

de leurs trajectoires en un temps très court. Cette hypothèse implique implicitement que le gaz est suffi-

samment dilué pour pouvoir négliger l’effet des collisionsfaisant intervenir plus de deux particules.

(b) les collisions sontlocaliséesen temps et en espace. Elles se déroulent sur des échelles de temps

et d’espace très inférieures aux échelles caractéristiques de la description du gaz.

(c) les collisions sontélastiques, si bien que la quantité de mouvement et l’énergie cinétiquesont

préservées lors de la collision.

(d) les collisions sontmicroréversibles. En d’autres termes, la probabilité que les vitesses d’avant

collision (v′A,v′B) soient changées en vitesses d’après collision(vA,vB) est égale à la probabilité que les

vitesses d’après collision(vA,vB) soient changées en vitesses d’avant collision(v′A,v′B), où les indicesA

etB représentent les deux particules qui interagissent par collision.

(e) les collisions satisfont l’hypothèse dechaos moléculaire: les vitesses de deux particules qui

vont entrer en collision ne sont pas corrélées. Cette dernière hypothèse permet d’exprimer la fonction

de distribution de vitesses de paires de particulesf (2)
p comme le produit des fonctions de distributions à

"une particule"f (1)
p de chaque particule aux points considérés. C’est donc une hypothèse de fermeture.

Sous ces hypothèses, en intégrant l’équation de Liouville (Eq. (1.4)), Boltzmann montre que l’évo-

lution cinétique d’un gaz constitué d’un seul type de particules, s’écrit :

∀t ≥ 0, x1 ∈ Rn, v1 ∈ Rn,
∂ f (1)

p

∂t
+v1.

∂ f (1)
p

∂x1
+X.

∂ f (1)
p

∂v1
= Q

(
f (1)
p , f (1)

p

)

=

(
∂ f (1)

p

∂t

)

coll

(1.11)

où Q(., .) est une forme quadratique modélisant l’effet des collisions inter-particulaires sur la densité

probabilité f (1)
p des vitesses des particules. La nature quadratique de l’opérateurQ(., .) découle du fait

que l’on considère des collisions binaires. Avec l’hypothèse (e), cette forme quadratique se modélise

par :

Q
(

f (1)
p , f (1)

p

)
=

∫ [
f ′ f ′B− f fB

]
B (Vr ,cosθ) dvdσ (1.12)
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Chapitre 1. Description statistique du mouvement de particules dans un champ fluide turbulent

Vr = |vA−vB| étant la vitesse relative des deux particules après collision, tandis queθ ∈ [0,π] représente

l’angle de déviation entre les vitesses avant et après collision. σ modélise l’influence de l’angle sous

lequel une particule vient heurter une autre.

f , f ′, fB et f ′B désignent respectivementf (1)
p (x,vA, t), f (1)

p (x,v′A, t), f (1)
p (x,vB, t) et f (1)

p (x,v′B, t). B est

une fonction positive appeléenoyau de collisionet peut être expliciter dans certains cas tels que pour les

collisions de sphères dures ou les collisions pour lesquelles la force d’interaction entre deux particules

dérive d’un potentiel (exemple de l’interaction coulombienne). Le lecteur intéressé par le développement

de la théorie cinétique pourra consulter Cercignani (1975)[13].

Le problème demeure toujours la détermination de la fonction de densité de probabilitéf (1)
p par la

résolution de l’équation intégro-différentielle de Boltzmann (Eq. (1.11)-(1.12)). Cependant l’existence,

l’unicité et l’obtention de solutions analytiques au problème de Cauchy associé ne sont établies que

pour des cas stationnaires, linéaires (Cercignani (1975) [13], Arkeryd & Nouri (1998) [2], Villani (2004)

[109]). La principale difficulté dans la recherche de solutions analytiques à cette équation réside en la

non-linéarité de l’opérateur de collisionQ. Une solution couramment adoptée consiste alors à distinguer

différents régimes en fonction de l’importance des collisions inter-particulaires au sein de l’écoulement ;

afin de proposer des solutions pour des cas asymptotiques. Pour ce faire l’équation de Boltzmann (Eq.

(1.11)) est écrit sous sa forme adimensionnelle suivante :

∀t ≥ 0, x1 ∈ R
n, v1 ∈ R

n,
∂ f̃ (1)

p

∂t̃
+ ṽ1.

∂ f̃ (1)
p

∂x̃1
+ X̃.

∂ f̃ (1)
p

∂ṽ1
=

1
Kn

Q̃

(
f̃ (1)
p , f̃ (1)

p

)
(1.13)

Kn =
λ
L

(1.14)

où λ et L sont respectivement le libre parcourt moyen particule/particule et une échelle de longueur

caractéristique de l’écoulement. Leur ratioKn ∈]0,∞[ est le nombre sans dimension de Knudsen qui

détermine les différents régimes de l’écoulement.

Lorsque les collisions sont assez rares,Kn → ∞, des solutions analytiques sont proposées (Cerci-

gnani (1975) [13]). Par contre pourKn→ 0, Chapman-Enskog proposent de déterminerf (1)
p comme un

développement en série des puissances deKn :

f (1)
p =

∞

∑
s=0

Kns f (1)[s]

p (1.15)

où le premier termef (1)[0]

p est une maxwellienne. Cette procédure d’approximations successives relative-

ment simple à mettre en oeuvre reste problématique du fait dela convergence de la série (Hirschfelder et

al. (1964) [34]).
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1.2 Modélisation eulérienne du mouvement de particules dans un écoulement

Idéalement la détermination analytique def (1)
p solution de (Eq. (1.11)) permettrait le calcul des

grandeurs macroscopiques (densité, vitesses, énergie et température moyennes) souhaitées, qui ne sont

d’ailleurs que des moments d’ordre 0, 1 et 2 de la fonction de distribution à une particulef (1)
p . Dans

le paragraphe suivant, nous montrons comment calculer directement ces différents moments à partir

de l’équation de Boltzmann (Eq. (1.11)). Nous présentons par la suite la dérivation des équations aux

moments en écoulements gaz-particules et en déduisons les équations de transport des moments d’ordre

0 à 2.

1.2.2 Modélisation aux moments

Equations aux moments de l’équation de Boltzmann

Les moments de l’équation de Boltzmann ne sont rien d’autre que les moyennes d’une quantitéΨ

donnée, calculées à partir de la fonction de distribution2 à "une particule" solution de l’équation de

Boltzmann.

En d’autres termes, pour une variableΨ donnée, nous avons :

〈Ψ〉p(x, t) =
1

np (x, t)

∫

Rn
Ψ fp(x,v, t)dv (1.16)

np (x, t) =

∫

Rn
fp (x,v, t)dv (1.17)

〈Ψ〉p (x, t) est un moment d’ordre quelconque etnp (x, t) le moment d’ordre 0 de la fonction de distribu-

tion fp de l’équation de Boltzmann.

Dans la pratique, les moments auxquels nous nous intéressons sont ceux qui nous permettent de

calculer la densité volumique moyenne, les vitesses moyennes et l’énergie cinétique des particules dans

l’écoulement. Autrement, il s’agit des moments calculés enposant :

Ψ = Ψα tel que





Ψα=0 = 1

Ψα>0 = cpΨα−1 = cα
p, α ∈ {1,2}

(1.18)

En multipliant l’équation (Eq. (1.11)) parΨα, puis en intégrant le résultat obtenu surRn, il vient que :

∫

Rn
Ψα

∂ fp

∂t
dcp +

∫

Rn
Ψαcp.

∂ fp

∂x
dcp +

∫

Rn
ΨαX.

∂ fp

∂cp
dcp =

∫

Rn
ΨαQ( fp, fp)dcp (1.19)

2Nous la noterons désormaisfp au lieu def (1)
p pour simplifier la forme des équations
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Chapitre 1. Description statistique du mouvement de particules dans un champ fluide turbulent

Avec la définition précédente (Eq. (1.18)), nous pouvons écrire :
∫

Rn
Ψα

∂ fp

∂t
dcp =

∂
∂t

∫

Rn
(Ψα fp)dcp−

∫

Rn
fp

∂Ψα

∂t
dcp =

∂
∂t

(np 〈Ψα〉p)−np

〈
∂Ψα

∂t

〉

p
(1.20)

∫

Rn
Ψαcp.

∂ fp

∂x
dcp =

∫

Rn

∂
∂x

(Ψα+1 fp)dcp−
∫

Rn
fpcp.

∂Ψα

∂x
dcp

=
∂
∂x

(np 〈Ψα+1〉p)−np

〈
cp.

∂Ψα

∂x

〉

p

(1.21)

La troisième intégrale du terme de gauche s’écrit :
∫

Rn
ΨαX.

∂ fp

∂cp
dcp =

∫

Rn
X.

∂
∂cp

(Ψα fp)dcp−
∫

Rn
X.

∂Ψα

∂cp
fpdcp (1.22)

En intégrant par parties le premier terme de droite de l’équation (Eq. (1.22)) et en supposant que la

fonction de distributionfp est nulle sur la frontière deRn, nous obtenons :
∫

Rn
X.

∂
∂cp

(Ψα fp)dcp = 0 (1.23)

Donc : ∫

Rn
ΨαX.

∂ fp

∂cp
dcp = −

∫

Rn
X.

∂Ψα

∂cp
fpdcp = −np

〈
X.

∂Ψα

∂cp

〉

p

(1.24)

En posant :

C(Ψα) =
∫

Rn
ΨαQ( fp, fp)dcp (1.25)

le terme collisionnel caractérisant le taux de variation dela fonctionΨα du fait des collisions interparti-

culaires, l’équation aux moments s’écrit au final :

∂
∂t

(np 〈Ψα〉p)+
∂
∂x

(np 〈Ψα+1〉p)−np

〈
X.

∂Ψα

∂cp

〉

p

= C(Ψα)+

np

〈
∂Ψα

∂t

〉

p
+np

〈
cp.

∂Ψα

∂x

〉

p
(1.26)

où Ψα+1 = cpΨα et X =
1

mp
F ; où mp est la masse de l’unique type de particule constituant le nuage de

particule.

L’équation aux moments de Boltzmann (Eq. (1.26)) peut encore s’écrire :

∂
∂t

(np 〈Ψαi 〉p)+
∂

∂x j
(np
〈
cpj Ψαi

〉
p
)−np

〈
Xj

∂Ψαi

∂cpj

〉

p

= C(Ψαi )+

np

〈
∂Ψαi

∂t

〉

p
+np

〈
cpj

∂Ψαi

∂x j

〉

p

(1.27)

Cette equation montre clairement que l’obtention d’un moment d’ordreα exige la connaissance du mo-

ment d’ordre supérieurα+1 : elle n’est donc pas fermée.
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1.2 Modélisation eulérienne du mouvement de particules dans un écoulement

Dérivation des équations aux moments en écoulement turbulent diphasique gaz-particules

En écoulement turbulent gaz-particules, une inclusion donnée subit en plus de la pesanteur, des in-

teractions avec le fluide caractérisées par :

- la force de traînéequi est la résultante des contraintes visqueuses exercées par le fluide sur la

surface de l’inclusion. Sa modélisation est donnée par :

FD =
3
4

ρ f

ρp

mp

dp
CD
(
uf @p−vp

)∣∣uf @p−vp

∣∣ (1.28)

uf @p représente la vitesse du fluide localement non perturbé par la présence de l’inclusion à la position

de celle-ci (cette vitesse est appelée la vitesse du fluide "vu" par la particule).vp, mp, dp et ρp sont

respectivement la vitesse, la masse, le diamètre et la massevolumique de la particule, tandis queρ f est

la masse volumique du fluide environnant l’inclusion. La quantitéCD est le coefficient de traînée dont la

dépendance au nombre de Reynolds particulaire

Rep =
ρ f dp|uf @p−vp|

µf
(1.29)

a été établie par les investigations expérimentales de Clift et al.(1978) [15]. Sa modélisation est alors

effectuée en fonction du régime de l’écoulement établi autour de l’inclusion. Ainsi :

⋆ pour de petits Reynolds particulaires (Rep < 1), en régime de Stokes, où les effets de viscosité

sont dominants, Stokes (1851) [101] propose la solution analytique :

CD =
24
Rep

(1.30)

⋆ lorsque les effets inertiels deviennent plus importants, en régime de transition où 1< Rep < 103,

Schiller & Naumann (1933) [85] proposent la loi semi-empirique :

CD =
24
Rep

fD, fD = 1+0.15Re0.687
p (1.31)

⋆ en régime de Newton, lorsque 103 ≤Rep < Repcrit ≈ 2.5×105, le sillage de la particule ne change

pas, si bien queCD est presque constant et on a :

CD = 0.44 (1.32)

⋆ lorsqueRepcrit ≤ Rep < 4.0×105, en raison de la transition entre le régime laminaire et turbulent

de l’écoulement autour de l’inclusion, le sillage de la particule diminue :CD décroît brusquement.

⋆ en régime super-critique oùRep > 4.0×105, CD croît à nouveau.
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Chapitre 1. Description statistique du mouvement de particules dans un champ fluide turbulent

Il faudra noter que ces modélisations du coefficient de traînée peuvent être altérées par plusieurs

effets physiques tels que la turbulence de la phase continue(Torobin & Gauvin (1961) [104]), la rugosité

de la surface de l’inclusion (Sawatzki (1961)), la forme de la particule (Haider & Levenspiel (1989) [31],

Thompson & Clark (1991) [103]), la compressibilité du fluide(Carlson & Hoglund (1964) [12], Crowe

et al. (1998) [17]), les effets de parois (Brenner (1961) [9], Goldmanet al. (1967) [28] [29]).

- la force de gradient de pression et de flottabilité: il s’agit de la résultante des contraintes du fluide

exercées sur un volume de fluide qui serait à la place de la particule. Ces contraintes se résument au

gradient de pression local dans l’écoulement et la contrainte de cisaillement du fluide sur l’inclusion.

Ainsi à partir de l’équation de Navier-Stokes, cette force s’écrit :

F p = mp
ρ f

ρp

(
Duf @p

Dt
−g

)
(1.33)

Le premier terme de (1.33) représente l’accélération du fluide et le second est la force de flottabilité.

- la force de masse ajoutée. Cette force résulte du fait que l’accélération ou la décélération de la

particule est la conséquence de l’accélération ou la décélération du fluide l’environnant. Selon Autonet

al. (1988), dans le cas d’un fluide rotationnel non visqueux :

FA = mp
ρ f

ρp
CA

(
Duf @p

Dt
−

dvp

dt

)
(1.34)

Le coefficient de masse ajoutéeCA vaut
1
2

dans le régime de Stokes. Cette valeur est confirmée par les

simulations numériques de Magnaudetet al. (1995).

- la force de Bassetest liée à l’histoire des accélérations passées de la particule et résulte du retard de

l’écoulement par rapport aux changements de condition dansla couche limite de la particule et s’écrit :

FB =
9mp

dp

ρ f

ρp

√
ρ f µf

π

∫ t

−∞

d
dτ
[
uf @p−vp

] dτ√
t − τ

(1.35)

Avec toutes ces interactions, l’équation de la quantité de mouvement d’une particule dans un champ

turbulent fluide s’écrit :

mp
dvp

dt
= mpg+FD +F p +FA +FB (1.36)

Cependant, en écoulement turbulent gaz-particules où la masse volumique du gaz(ρ f ) est très petite

devant celle des particules(ρp), les forcesF p, FA et FB deviennent négligeables devant la gravité et la
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1.2 Modélisation eulérienne du mouvement de particules dans un écoulement

force de traînée. Dans ces circonstances, l’équation de la quantité de mouvement de l’inclusion (qui reste

bien influencée par le fluide l’environnant) devient :

mp
dvp

dt
= mpg− 3

4
ρ f

ρp

mp

dp
CD
(
vp−uf @p

)∣∣vp−uf @p

∣∣ (1.37)

En écoulement turbulent gaz-particules les positions et vitesses de deux particules qui entrent en

collision sont certainement corrélées à travers leur interaction avec le même écoulement fluide turbulent

les environnant : l’hypothèse de chaos moléculaire de la théorie cinétique n’est plus exacte. L’équation

(Eq. (1.27)) n’est donc pas entièrement correcte pour la modélisation des écoulements gaz-particules.

La proposition en écoulement gaz-particules consiste à définir la fonction de distribution comme la

moyenne des réalisations des variables positions-vitesses par :

ρi = δ
(
vi

p(t)−cp

)
δ
(
xi

p(t)−x
)

(1.38)

fp(cp,x, t) =

〈
Np

∑
i=1

ρi

〉
(1.39)

où 〈 .〉 représente un opérateur de moyenne sur l’ensemble des réalisations etcp est la vitesse des parti-

cules dans l’espace des phases.

En différentiantρi puis en appliquant l’opérateur de moyenne d’ensemble, on montre que l’équation

de transport de la fonction de distribution s’écrit :

∂ fp

∂t
+

∂
∂x j

[cp, j fp]+
∂

∂cp, j

[〈
d vp, j

dt
|cp

〉
fp

]
=

(
∂ fp

∂t

)

coll
(1.40)

Avec l’équation (Eq. (1.37)), le terme d’accélération de lamoyenne conditionnée
∂

∂cp, j

[〈
d vp, j

dt
|cp

〉
fp

]

de l’équation (Eq. (1.40)) s’écrit :

∂
∂cp, j

[〈
d vp, j

dt
|cp

〉
fp

]
=

∂
∂cp, j

[〈(
g j −

3
4

ρ f

ρp

CD

dp
(cp, j −cf @p, j)

∣∣cp−cf @p

∣∣
)
| cp

〉
fp

]
(1.41)

En introduisant le temps de réponseτp de la particule défini par :

1
τp

=
3
4

ρ f

ρp

CD

dp

∣∣cp−cf @p

∣∣ (1.42)

nous obtenons :

∂
∂cp, j

[〈
d vp, j

dt
|cp

〉
fp

]
=

∂
∂cp, j

[g j fp]−
∂

∂cp, j

[〈
1
τp

(cp, j −cf @p, j) |cp

〉
fp

]

=
∂

∂cp, j
[g j fp]−

∂
∂cp, j

[〈
1
τp

(
cp, j −U f , j −c′f @p, j

)
|cp

〉
fp

]

=
∂

∂cp, j
[g j fp]−

∂
∂cp, j

[〈
1
τp

(cp, j −U f , j)

〉
fp

]
− ∂

∂cp, j

[
1
τp

〈
c′f @p, j |cp

〉
fp

]
(1.43)
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Le problème fondamental qui apparaît à ce niveau est celui dela fermeture du terme
〈

c′f @p, j |cp

〉

appelévitesse de dériveet notéeVd,i . Ce dernier est diversement modélisé par Zaichik & Derevich(1988)

[19], Reeks (1991) [79], Zaichik & Alipchenkov (2005) [115]. Nous proposons dans la suite de présenter

assez succinctement celle proposée par Simonin (1996) [89].

1.2.3 Modèle de fermeture des équations aux moments proposépar Simonin

La proposition de Simonin est de partir de la définition de ce terme en fonction de la fonction de

distribution de la vitesse du fluide conditionnée par la vitesse de la particulef f
(
c f |cp;x, t

)
par :

〈
c′f @p, j |cp

〉
=

∫
[cf , j −U f , j ] f f

(
cf |cp;x, t

)
dcf (1.44)

Pour la détermination de la fonction de distributionf f
(
cf |cp;x, t

)
, Simonin introduit la fonction de

distribution jointe fluide-particulef f p solution d’une équation de transport de type Boltzmann :

∂ f f p

∂t
+

∂
∂x j

[cp, j f f p] =
∂

∂cp, j

[〈
d vp, j

dt
| cp,c f

〉
f f p

]
− ∂

∂cf , j

[〈
d uf @p, j

dt
| cp,c f

〉
f f p

]

+

(
∂ f f p

∂t

)

coll
(1.45)

Et par suite :

f f
(
cf |cp;x, t

)
=

f f p
(
cf ,cp;x, t

)

fp
(
cp;x, t

) (1.46)

fp
(
cp;x, t

)
=

∫
f f p
(
c f ,cp;x, t

)
dcf (1.47)

Notons quef f
(
cf |cp;x, t

)
6= f f

(
c f ;x, t

)
et f f p

(
cf ,cp;x, t

)
6= f f

(
cf ;x, t

)
fp
(
cp;x, t

)
.

Le premier terme de droite de l’équation (1.45) est modélisécomme précédemment au niveau de

l’équation (1.41). Cette modélisation n’introduit cependant plus de problème de fermeture en raison

du double conditionnement fluide-particule de la vitesse. Quant à la vitesse du fluide à la position des

particulesuf @p, j , elle est modélisée par Simonin suivant une équation de typeLangevin :

uf @p, j
(
x+vpδt, t + δt

)
= uf @p, j (x, t)+g jδt − 1

ρ f

∂P
∂x j

δt +
∂

∂xm

[
ν f

∂U f , j

∂xm

]
δt (1.48)

+[vp,m−uf @p,m]
∂U f , j

∂xm
δt +Gf p, jm [uf @p,m−U f ,m]δt

+Cf pδWf p, j
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1.2 Modélisation eulérienne du mouvement de particules dans un écoulement

dans laquelle les quantitésGf p, jm et Cf pδWf p, j dépendent des effets de viscosité, de gradients de fluc-

tuation de pression et d’effets de croisement des trajectoires.Cf p est un coefficient positif modélisé en

fonction des petites échelles de la turbulence du fluide tandis queδWf p, j est un vecteur aléatoire de

moyenne nulle défini suivant le processus de Wiener par :




〈
uf @p,i (t ′)δWf p, j

〉
p =

〈
vp,i (t ′)δWf p, j

〉
p = 0, t ′ ≤ t

〈
δWf p,i

〉
p = 0

〈
δWf p,iδWf p, j

〉
p = δi j δt

(1.49)

Le tenseur du second ordreGf p,i j des statistiques à un point du champ de vitesse du fluide vu parles

particules est modélisé par Simonin dans le cadre d’un modèle intermédiaire par :

G(2)
f p,i j = G(1)

f p,i j + β2
∂U f ,i

∂x j
(1.50)

où β2 = 0.6 et le tenseur du second ordreG(1)
f p,i j est tel que :

G(1)
f p,i j = − 1

τt
f p,⊥

δi j −
[

1
τt

f p,‖
− 1

τt
f p,⊥

]
pi p j (1.51)

pi =
Vr,i

Vr
(1.52)

où τt
f p,⊥ etτt

f p,‖ sont respectivement en turbulence homogène, les échelles Lagrangien de temps intégral

mesurés le long des trajectoires des particules dans les directions orthogonale et parallèle à la vitesse

relative. En accord avec l’approche de Csanady, ces temps sont tels que :

τt
f p,⊥ = τt

1

[
1+Cβζ2

r

]−1/2
, τt

f p,‖ = τt
1

[
1+4Cβζ2

r

]−1/2
, ζ2

r =
3
2
|V r |2
q2

f
(1.53)

τt
1 est le temps intégral Lagrangien du fluide etCβ une constante telle que :

τt
1 =

1
β1

q2
f

ε f
, Cβ =

[
τt

1/Tt
f ,‖

]2
(1.54)

β1 =
1
2

+
3
4
C0 +

β2

4
P1,ii

ε f
, P1,ii = −2

〈
u′f ,iuf ,m

〉
f

∂U f ,i

∂xm
, Tt

f ,‖ = Lt
f ,‖/

√
2
3

q2
f (1.55)

C0 = 2.1 tandis queq2
f etε f sont respectivement l’énergie cinétique de la turbulence et le taux dissipation.

Notons que le tenseurGf p,i j se résume dans le cadre d’un modèle simplifié au tenseurG(1)
f p,i j , et alors

β1 =
1
2

+
3
4
C0.
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Avec toutes ces modélisations, le second terme de droite de l’équation (1.45) devient :

∂
∂cf , j

[〈
d uf @p, j

dt
| cp,cf

〉
f f p

]
=

∂
∂cf , j

[(
g j −

1
ρ f

∂P
∂x j

+
∂

∂xm

[
ν f

∂U f , j

∂xm

])
f f p

]
(1.56)

+
∂

∂cf , j

[(
[cp,m−cf ,m]

∂U f , j

∂xm
+Gf p,i j [cf ,m−U f ,m]

)
f f p

]

− ∂
∂cf , j

[
∂

∂cf , j

(
1
2

Cf p f f p

)]

Gf p,i j = −Cθ1
ε f

q2
f

δi j +Cθ2
∂U f ,i

∂x j
(1.57)

Puis en modélisant la vitesse de dériveVd,i par :

Vd,i =
∫

[cf ,i −U f ,i] f f p
(
cf ,cp;x, t

)
dcf dcp (1.58)

Simonin écrit à partir de la forme fermée de l’équation de la pdf jointe fluide-particule obtenue avec ces

deux précédentes modélisations, l’équation de transport sur la vitesse de dérive suivante :

np

[
∂
∂t

+Up, j
∂

∂x j

]
Vd,i = −np

∂
∂x j

[〈
u′f ,iup, j

〉
p
−
〈
u′f ,iuf , j

〉
f

]
−
〈
u′f ,iup, j

〉
p

∂
∂x j

np

−np
∂U f ,i

∂x j
Vd, j +npGf p,i jVd, j (1.59)

oùCθ1 = 2.9 etCθ2 = 0.4 .

Quant à la correlation fluide-particule
〈

u′f ,iup, j

〉
p

qui apparaît dans l’équation (Eq. (1.59)), elle est solu-

tion de l’équation de transport :

np

[
∂
∂t

+Up,k
∂

∂xk

]〈
u′f ,iup, j

〉
p
=

∂
∂xk

[
−np

〈
u′f ,iup, jup,k

〉
p

]

−np

[
〈
u′f ,iu

′
p,k

〉
p

∂Up, j

∂xk
+
〈
u′p, ju

′
f ,k

〉
p

∂
〈
uf @p, j

〉
p

∂xk

]

−np
1

τF
f p

[〈
u′f ,iu

′
p, j

〉
p
−
〈
u′f ,iu

′
f , j

〉
p

]

+npGf p,ik
〈
u′f ,kup, j

〉
p

(1.60)

Le dernier terme à modéliser dans l’équation (1.40) est l’opérateur de collision

(
∂ fp

∂t

)

coll
. Il s’écrit

(voir par exemple He & Simonin (1994) [33] et Laviévilleet al. (1995)) :
(

∂ fp

∂t

)

coll
= d2

p

∫ ∫

g·k>0
g ·k ∆ f (2)

p (cp1
,x,cp2

,x+dpk, t)dkdcp2
(1.61)
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∆ f (2)
p (cp1

,x,cp2
,x+dpk, t) =

1
e2

c
f (2)
p (c+

p1
,x,c+

p2
,x+dpk, t)− f (2)

p (cp1
,x,cp2

,x+dpk, t) (1.62)

c+
p1

= cp1
+

1+ec

2ec
(g·k)k , c+

p2
= cp2

− 1+ec

2ec
(g·k)k (1.63)

Les vecteurscp1
etcp2

sont les vitesses avant collision des deux particules qui seheurtent. Les collisions

sont supposées sans friction et inélastiques avec un coefficient de restitutionec ∈]0,1]. g = cp1
−cp2

est

la vitesse relative des deux particules etk le vecteur unitaire dirigé du centre de la première vers le centre

de la seconde.f (2)
p est la fonction de paire de particules.

Pour des particules dont le temps de réponseτp est très grand devant le temps d’interaction entre de

la turbulence du fluide et les particulesτt
f p, autrement dit les vitesses des particules ne sont pas corrélées

avec la turbulence du fluide, et alors l’hypothèse de chaos moléculaire est parfaitement valable. Et alors

comme en théorie cinétique nous avons (voir par exemple Laviéville et al. (1995)) :

f (2)
p (cp1

,x,cp2
,x+dpk) = fp(cp1

,x) fp(cp2
,x+dpk)

= fp(cp1
,x) fp(cp2

,x+dpk)
(1.64)

Cependant lorsque le temps de relaxationτp est du même ordre ou inférieur au temps de l’interaction

de la turbulence du fluide avec les particulesτt
f p, ils introduisent la fonction de distribution jointe fluide-

particule f f p et montrent que :

f (2)
p (cp1

,x,cp2
,x+dpk) =

∫ f f p(cp1
,x) f f p(cp2

,x+dpk)

f f |p(c f )
dcf (1.65)

où f f |p est la fonction de distribution des vitesses du fluide conditionnée par la présence d’une particule.

L’analyse de l’interaction du fluide lors des collisions binaires en écoulements mono-disperses a

récemment été repris puis étendue aux écoulements bi-solides par Fede (2004) [21].

Avec toutes ces considérations, Simonin montre que l’équation aux moments de la fonction de dis-

tribution des vitesses des particules en écoulements gaz-particules s’écrit :

∂
∂t

(np 〈Ψp〉p)+
∂

∂x j
(np
〈
cp, jΨp

〉
p)−np

〈[
g j −

1
τF

f p

Vr, j

]
∂Ψp

∂cp, j

〉

p

= C(Ψp)

+np

[〈
∂Ψp

∂t

〉

p
+

〈
cp, j

∂Ψp

∂x j

〉

p

]
(1.66)

où du fait de la non-linéarité du coefficient de traînéeCD, Simonin (1991), propose d’introduire le temps

de relaxation moyen des particulesτF
f p défini par :

1
τF

f p

=
3
4

ρ f

ρp

〈CD〉p

dp
〈|Vr |〉p (1.67)
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avec :

Vr = vp−uf @p (1.68)

〈CD〉p =
24

〈Rep〉p

(
1+0.15〈Rep〉0.687

p

)
(1.69)

〈Rep〉p =
dp 〈|Vr |〉p

ν f
(1.70)

Et le taux de variation par collisionC(Ψp) de la propriétéΨp de la particule est donnée par :

C(Ψp) = d2
p

∫ ∫ ∫

g·k>0
g ·k

[
Ψ+

p −Ψp
]

f (2)
p (cp1

,x,cp2
,x+dpk, t)

[
g·k
]

dkdcp1
dcp2

(1.71)

Tout comme l’équation (Eq. (1.27)), l’équation aux momentsde fp n’est pas fermée pour les mêmes

raisons. Plusieurs modèles de fermeture sont proposés par Simonin (Simonin & He (1992) [92]) ; cepen-

dant nous ne les présenterons pas dans le présent mémoire puisque les conditions aux limites à la paroi

qu’il faut modéliser au cours de cette thèse ne concerne pas ces équations de fermeture.

A partir de l’équation aux moments (Eq.(1.66)), en faisantΨp = 1, Ψp = up,i et Ψp = up,iup, j , nous

obtenons respectivement :

- pour la conservation de la masse

∂
∂t

np +
∂

∂xi
npUp,i = C(1) (1.72)

- pour l’équation de transport de la quantité de mouvement

np

(
∂
∂t

+Up, j
∂

∂x j

)
Up,i = − ∂

∂x j
npRp,i j +npgi −np

1
τF

f p

〈Vr,i〉p +C
(
u′p,i

)
(1.73)

- pour l’équation de transport des contraintes cinétiques des particules

np

(
∂
∂t

+Up,k
∂

∂xk

)
Rp,i j = − ∂

∂xk
npSp,i jk −npRp,ik

∂Up, j

∂xk
−npRp, jk

∂Up,i

∂xk

−np
2

τF
f p

[Rp,i j −Rf p,i j ]+C

(
u′p,iu

′
p, j

) (1.74)
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oùRp,i j =
〈

u′p,iu
′
p, j

〉
p

représente la contrainte cinétique particulaire (ou correlation double particule/particule)

et Sp,i jk =
〈

u′p,iu
′
p, ju

′
p,k

〉
p

évoquent les correlations triples.Rf p,i j =
1
2

[〈
u′f ,iu

′
p, j

〉
p
+
〈

u′f , ju
′
p,i

〉
p

]
re-

présente le tenseur des correlations turbulentes fluide/particules. La modélisation des ces correlations

fluide/particulesRf p,i j constitue une étape assez importante de la fermeture des équations en écoule-

ment diphasique. Simonin propose trois modèles de fermeture : la première est basée sur un modèle de

type viscosité turbulente (Simonin (1991) [88]), la seconde est une équation de transport sur la cova-

riance (qf p) des vitesses fluide/particule (Simoninet al. (1993) [91]) et un modèle algébrique (Algebric

Fluid-Particle Velocity Correlation Model) surRf p,i j (Février & Simonin (1998) [26]).

Dans les équations (1.72)-(1.74), les taux de variations par collisions sont modélisées par (voir He &

Simonin, 1994 [33]) :

C(1) = 0

C
(
u′p,i

)
= 0 (1.75)

C
(
u′p,iu

′
p, j

)
= −np

σc

τc
p

[
Rp,i j −

2
3

q2
pδi j

]
−np

1
3

(1−ec)

τc
p

2
3

q2
pδi j

où τc
p est le temps caractéristique de collisions interparticulaires et nous avons :

τc
p =

[
npπd2

p

√
16
π

2
3

q2
p

]−1

σc =
1
5

(1+ec)(3−ec) (1.76)

ec etdp sont respectivement le coefficient de restitution des collisions particules/particules et le diamètre

des particules, tandis queq2
p

(
=

1
2

Rp,ii

)
est l’énergie cinétique d’agitation des particules.

1.3 Modélisation statistique des interactions particules-paroi

Résoudre numériquement le système d’équations (Eq. (1.72)-(1.74)) de la description eulerienne de

la phase particulaire d’un écoulement diphasique suppose nécessairement d’avoir bien défini le problème

aux limites associé. Autrement dit, cela revient à construire des conditions aux limites admissibles physi-

quement, de sorte que les solutions obtenues dans le domained’écoulement se prolongent par continuité

jusqu’à la frontière supposée "assez régulière".

Notre argumentation pour montrer l’unicité du problème auxlimites associé au système (Eq. (1.72)-

(1.74)) sera principalement basée sur des tests à priori effectués à l’aide de simulation numériques

LES/DPS, des modèles que nous établirons .
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Chapitre 1. Description statistique du mouvement de particules dans un champ fluide turbulent

D’une manière générale, la méthode adoptée pour la dérivation des conditions aux limites euleriennes

consistera dans un premier temps à définir la trace de la fonction de distribution des vitesses des particules

fp. Ensuite à partir de cette formulation defp définie sur∂Ω, en procédant à un calcul de moyennes

analogue que pour la dérivation des équations aux moments, nous dérivons les conditions aux limites.

Selon Sakiz (1999), ces conditions aux limites sont de type Dirichlet et flux.

1.3.1 Modèle en théorie cinétique des écoulements granulaires secs

Différentes modélisations des conditions aux limites à la paroi sont effectuées en théorie cinétique

des écoulements granulaires. Huiet al. (1984) [37], Johnson & Jackson (1987) [44] analysent le rebond

particule/paroi par une approche similaire à la réflexion derayons lumineux sur une interface en optique,

en introduisant un coefficient de "spécularité" φ qui varie de 0 (pour une paroi lisse) à 1 (pour une

paroi rugueuse), tandis que la dissipation de l’énergie lors de collision s’effectue par l’intermédiaire du

coefficient de restitutionew. Cependant, en plus de la quasi-impossibilité de la mesure expérimentale de

ce coefficient de "spécularité" φ, la méthode de dérivation adoptée ne convient pas à notre étude, car elle

n’est pas basée sur une approche aux moments.

Dans le cadre justement de cette approche aux moments, Jenkins & Richman (1986) [40] considèrent

une boîte parallépipédique, connexe à la paroi et d’épaisseur infinitésimale, dans laquelle lors de la colli-

sion particule/paroi, une propriétéψ− = ψ
(
c−p
)

(de la particule) avant la collision passe àψ+ = ψ
(
c+

p

)

après la collision. En particulier, le changement de vitesse est effectué en supposant lors de la collision

que la paroi communique une impulsionJ à la particule (Jenkins (1992) [38]). Cette impulsion est mo-

délisée selon la proposition de Walton (1988) [110], basée sur les coefficients de restitution incomplète

normaleew et tangentielleβw et le coefficient de frictionµw à la paroi. Le taux de variation collisionnel

de la quantitéψ est alors défini par :

C (ψ) =

∫

cp.n≤0

[
ψ+−ψ−] fp

(
cp

)
cp.ndcp (1.77)

Avec ce taux de variation d’une propriétéψ (Eq. (1.77)), Jenkins (1992) [38] puis Jenkins & Louge

(1997) [39] dérivent des conditions aux limites pour deux cas limites d’écoulements granulaires carac-

térisés par : une "petite friction/glissement total" et une "grande friction/pas de glissement". L’obtention

des écoulements intermédiaires est défini à partir d’une interpolation entre ces deux cas extrêmes (Jen-

kins & Louge (1997)).

Comme le font remarquer Jenkins & Richman (1986) [40], contrairement à la modélisation de Hui

et al. (1984) [37] qui ne rend compte que de la dissipation de l’énergie lors de la collision, leur méthode
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de taux de variation collisionnel basée sur l’approche aux moments donne la capacité aux conditions aux

limites obtenues de fournir de l’énergie fluctuante à l’écoulement ou d’en absorber. Ce qui est accord

avec la physique des rebonds. L’approche aux moments est donc particulièrement adaptée pour capturer

la physique entière du rebond.

1.3.2 Proposition de Cercignani en théorie cinétique des gaz

Le formalisme que nous présentons dans cette sous-section est tiré des investigations de Cercignani

(1975) [13] en théorie cinétique des gaz. La consistance de l’approche assure certainement le prolonge-

ment par continuité de l’éventuelle "solution unique" de l’équation de Boltzmann jusqu’à la trace defp

qui se dégage de cette modélisation.

Nous considérons un nuage deN p particules animées d’un mouvement turbulent et en interaction

par collision avec la frontière∂Ω du domaine d’écoulement. Nous supposons que la durée de la collision

particule-paroi est négligeable devant tous les autres temps caractéristiques de l’écoulement diphasique.

Ainsi pour une particule qui impacte en un pointx∈ ∂Ω avec une vitessec−p , elle s’en éloigne instan-

tanément depuis le même pointx avec une vitesse de rebondc+
p . Cette vitesse de rebondc+

p peut être

calculée exactement par la connaissance du trajet suivi parla particule et des lois de rebond. Cepen-

dant, si le nombre de particulesN p est élevé, un tel calcul s’avère une fois de plus très vite impossible

puisqu’il suppose la connaissance de détails tels que la position, la vitesse, ... des particules à la paroi.

Ainsi comme pour la dérivation de l’équation de Liouville, nous calculons plutôt la densité de probabilité

R(c−p → c+
p ,x, t) dite de "transition" qu’une particule incidente de vitessecomprise entrec−p etc−p +dc−p

au pointx ∈ ∂Ω soit réfléchie à partir du même point avec une vitesse de rebond comprise entrec+
p et

c+
p +dc+

p .

Puisque l’approche ainsi introduite est basée sur une ségrégation, en proche paroi, entre les particules

incidentes et celles réfléchies, il convient de décomposer la fonction de distribution "à une particule"fp

en deux contributions :

• une première qui rend compte des particules incidentes est définie par :

∀cp ∈ R
3, f−p (cp) = H(−cp.n) fp(cp) (1.78)

• et une seconde qui décrit le comportement des particules réfléchies par :

∀cp ∈ R
3, f +

p (cp) = H(cp.n) fp(cp) (1.79)
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où H est la fonction de Heaviside telle que :

H (x) =





1 si x > 0

0 si x 6 0
(1.80)

En posantD− = {cp ∈ R3/cp.n < 0} et D+ = {cp ∈ R3/cp.n > 0}, il vient que f−p et f +
p sont

respectivement les restrictions defp surD− etD+. On admettra dans toute la suite quef−p ∈ L1
loc(D

−) et

f +
p ∈ L1

loc(D
+) ; et que :

∀cp ∈ R
3, fp(cp) = f−p (cp)+ f +

p (cp) (1.81)

Avec cette décomposition, la moyenne à la paroi d’une variable Ψp s’écrit :

〈Ψp〉p =
1
np

∫

R3
Ψp(cp) fp(cp)dcp

=
1
np

[∫

D−
Ψp(cp) f−p (cp)dcp +

∫

D+
Ψp(cp) f +

p (cp)dcp

]

=
n−p
np

〈Ψp〉−p +
n+

p

np
〈Ψp〉+p

(1.82)

où nous avons posé :

n−p =
∫

D−
f−p (cp)dcp (1.83)

n+
p =

∫

D+
f +
p (cp)dcp (1.84)

n−p 〈Ψp〉−p =

∫

D−
Ψp(cp) f−p (cp)dcp (1.85)

n+
p 〈Ψp〉+p =

∫

D+
Ψp(cp) f +

p (cp)dcp (1.86)

Dans l’intervalle de tempst et t + dt, la quantité de particules qui entrent en collision avec la paroi sur

un élément de surfacedσ et avec une vitesse incidente comprise entrec−p etc−p +dc−p est définie par :

dφ− = f−p (x,c−p , t)|c−p .n|dt dσdc−p (1.87)

De même la quantité de particules réfléchies de l’élément de surfacedσ dans ce même intervalle de

tempst et t +dt avec une vitesse comprise entrec+
p etc+

p +dc+
p est définie par :

dφ+ = f +
p (x,c+

p , t)|c+
p .n|dt dσdc+

p (1.88)
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En admettant qu’aucune particule n’est capturée par la paroi, nous avons :

dφ+ = dc+
p

∫

D−
R(c−p → c+

p ,x, t)dφ−, ∀x∈ ∂Ω, ∀c+
p ∈ D+ (1.89)

Cela conduit à larelation fondamentalesuivante :

f +
p (x,c+

p , t)|c+
p .n| =

∫

D−
R(c−p → c+

p ,x, t) f−p (x,c−p , t)|c−p .n|dc−p , ∀x∈ ∂Ω, ∀c+
p ∈ D+ (1.90)

Cette relation entref +
p et f−p par l’intermédiaire de la densité de probabilité de transition montre

bien qu’en proche paroi, le comportement des particules réfléchies est déterminé par leur comportement

d’avant collision (qui peut être connu) ; mais surtout conditionné par la probabilité de transitionR. Au-

trement, le comportement des particules réfléchies est défini par la nature de l’interaction qui détermine

explicitement cette densité de probabilitéR(c−p → c+
p ,x, t). Ainsi la modélisation deR(c−p → c+

p ,x, t)

suffirait pour écrire les conditions aux limites sur la fonction de distribution fp ; et par suite celles du

système formé des équations de conservation et de transport(Eq. (1.72)-(1.74)).

Cependant, la modélisation deR(c−p → c+
p ,x, t) devra satisfaire à des propriétés qui définissent la

physique de l’interaction.

Propriétés surR(c−p → c+
p ,x, t)

(i) Propriété 1 : La paroi considérée étant ni poreuse, ni absorbante, aucune particule n’est capturée par

celle-ci, et donc la probabilité totale qu’une particule incidente soit réfléchie est égale à 1 :

∫

D+
R(c−p → c+

p ,x, t)dc+
p = 1 (1.91)

(ii) Propriété 2 : La densité de probabilité de transition est une fonction positive :

R(c−p → c+
p ,x, t) ≥ 0 (1.92)
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Conséquence: Le flux normal de masse à la paroi est nul.

En effet en raison de la relation fondamentale (Eq. (1.90)) et de la propriété 1, nous avons :

np
〈
cp.n

〉
p

=
∫

D
cp.nfp(cp)dcp

=
∫

D−
−|cp.n| f−p (cp)dc−p +

∫

D+
|cp.n| f +

p (cp)dc+
p

= −
∫

D−
|cp.n| f−p (cp)dc−p +

∫

D+

(∫

D−
R(c−p → c+

p ,x, t) f−p (x,c−p , t)|c−p .n|dc−p

)
dc+

p

= −
∫

D−
|cp.n| f−p (cp)dc−p +

∫

D−

(∫

D+
R(c−p → c+

p ,x, t)dc+
p

)
|cp.n| f−p (cp)dc−p

= −
∫

D−
|cp.n| f−p (cp)dc−p +

∫

D−
|cp.n| f−p (cp)dc−p

(1.93)

Donc :

np
〈
cp.n

〉
p
= 0 (1.94)

1.4 Traitement des parois lisses en écoulement gaz-solides

1.4.1 Application du modèle de Cercignani

He & Simonin (1994) [33] puis Sakiz & Simonin (1999) [83], pour la dérivation des conditions

aux limites du système aux moments (Eq. (1.72)-(1.74)) dansle cadre des parois lisses proposent de

considérer une collision particule-paroi comme étant un événement totalement déterministe. Une telle

approche a conduit à modéliser la probabilité de transitionpar :

R(c−p → c+
p ,x, t) = δ

(
Φ(c−p )−c+

p

)
(1.95)

où la bijectionΦ définie par :

Φ : D− → D+

c−p 7→ c+
p = Φ

(
c−p
) (1.96)

est la formulation mathématique de la loi de rebond d’une particule sur une paroi.

Cette loi de rebond est définie par analogie au modèle simplifié de Walton (1998) [110] et elle est modé-

lisée par :

∀c−p ∈ D−,

Φ
(
c−p
)

=





c−p − (1+ew)
(
c−p .n

)
n+

2
7

(1+ βw)vg : rebond sans glissement

c−p − (1+ew)
(
c−p .n

)
(n−µwt) : rebond avec glissement

(1.97)
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où n est le vecteur unitaire normal à la paroi ;

t =
vg

|vg|
est le vecteur tangent à la paroi,

vg = c−p −
(
c−p .n

)
n est la vitesse de glissement de la particule par rapport à la paroi.

Le rebond est non-glissant lorsque :

∣∣vg

∣∣< 7
2

µw (1+ew)

1+ βw

∣∣c−p .n
∣∣ (1.98)

et glissant dans le cas contraire.

La modélisation de la probabilité de transition (Eq. (1.95)) vérifie aisément les propriétés (Eq. (1.91)-

(1.92)) et l’application de la relation fondamentale (Eq. (1.90)) conduit à :

∀c+
p ∈ D+, f +

p (c+
p ) =

1
ewJΦ

f−p
(
Φ−1(c+

p )
)

(1.99)

dans lequelJΦ est le jacobien associé à la transformation etΦ−1 est la bijection réciproque deΦ.

Avec (Eq. (1.99)), He & Simonin (1994) [33] montrent que les moments globaux s’écrivent en fonc-

tion des moments incidents :

• moment d’ordre 0 :

np =
1+ew

ew
n−p (1.100)

• moment d’ordre supérieur ou égal à 1 :

〈Ψ〉p =
ew

1+ew
〈Ψ〉−p +

1
1+ew

〈Ψ◦Φ〉−p (1.101)

Dans le cas où le plan de la paroi est orthogonal au plan vertical, He & Simonin (1994) montrent

que les conditions aux limites recherchées ne sont rien d’autre que des moments impairs par rapport à

la vitesse normale à la paroi. En écrivant un système completde moments pairs et impairs de la vitesse

normale jusqu’à l’ordre quatre, puis en faisant l’hypothèse que la fonction de distribution des vitesses

normales à la paroi des particules en proche paroi est une demi-gaussienne :

f−py

(
cpy

)
=

2n−p√
2π〈v′pv′p〉−p

exp

(
−

c2
py

2〈v′pv′p〉−p

)
(1.102)

ils proposent le système de conditions aux limites défini parle tableau (1.1).
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npVp = 0
〈
u′pv′p

〉
p
= −µw

〈
v′pv′p

〉
p〈

v′pw′
p

〉
p
= 0

〈
u′2p v′p

〉
p
= −2µw

〈
u′pv′pv′p

〉
p
−µ2

w

〈
v′3p
〉

p〈
v′3p
〉

p
= − 2√

2π
1−ew√

ew

〈
v′2p
〉3/2

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −µw

〈
v′2p w′

p

〉
p

TAB . 1.1 –Conditions aux limites à la paroi (lisse) pour un mouvement de translation (Sakiz, 1999 [82]).

1.4.2 Proposition de Derevich et Zaichik (1988)

La méthode adoptée par Derevich et Zaichik (1988) [19] est assez similaire de celle développée

par Cercignani (1975) [13] pour les paroi entièrement réfléchissantes. Ici, afin de prendre en compte

les phénomènes de déposition sur une paroi totalement ou partiellement absorbante, l’interaction parti-

cules/paroi est modélisée par une densité de probabilité detransition :

πw = fonction(coefficient de réflexionχ , coefficients de rebonds dans chaque direction)(1.103)

Le coefficient de réflexionχ caractérise le phénomène de déposition des particules et définit la probabilité

qu’une particule qui a heurté la paroi retourne dans l’écoulement. Le coefficientχ est alors défini comme

le rapport du flux réfléchi (Jr ) par rapport au flux incident (Jf ) de particules à la paroi :

χ =
Jr

Jf
où





Jf = −
∫ 0

−∞
vy f−p dvy

Jr =
∫ ∞

0
vy f +

p dvy

(1.104)

Donc dans le cas d’une paroi entièrement absorbanteχ = 0 etχ = 1 lorsqu’il n’y a pas de dépôt.

Les conditions aux limites étant des moments impairs de la vitesse normale à la paroi, nous avons :
∫ +∞

−∞
Ψvy fp dvy =

∫ 0

−∞
Ψvy f−p dvy +

∫ +∞

0
Ψvy f +

p dvy (1.105)

Il ne leur reste plus qu’a connaître explicitementf−p et f +
p pour dériver les conditions aux limites.

Du fait de la continuité de la pdf jusqu’à la paroi,f−p (vy) = fp (vy < 0) constitue la solution de

l’équation de type Fokker-Planck de la pdf des vitesses (obtenue par Derevich & Zaichik (1988) [19]
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pour la description statistique du mouvement des particules dans un écoulement turbulent fluide) en

proche paroi. Quant àf +
p , elle est déterminée directement à partir de (Eq. (1.104)) et (Eq. (1.103)).

Cependant pour calculerf−p , Derevich & Zaichik considèrent en proche paroi, une couchecinétique

stationnaire assez mince comme le lieu de toutes les interactions particules/paroi dans laquelle le trans-

port s’effectue uniquement dans la direction normale à la paroi. Si bien qu’ils resolvent, à l’aide d’une

méthode de perturbation, l’équation de type Fokker-Planckstationnaire (de leur description statistique)

et fonction uniquement des variables dans la direction normale à la paroi. Muni de cette solutionf−p

en quasi-équilibre, puisf +
p , Derevich & Zaichik calculent directement à partir de (Eq. (1.105)) tous les

moments dont ils ont besoin comme conditions aux limites à laparoi.

D’un point de vue du formalisme adopté pour la dérivation desconditions aux limites à la paroi, la

méthode proposée par Derevich & Zaichik (1988) est similaire à celle utilisée par He & Simonin (1994)

puis Sakiz & Simonin (1999). L’unique différence se situe auniveau de l’implication d’une formulation

analytique de la pdf des vitesses incidentesf−p au cours de la dérivation. En effet avec He & Simonin

puis Sakiz & Simonin, la dérivation était basée sur deux étapes fondamentales de fermetures, dont la

première consiste à écrire les moments impairs (qui constituent les conditions aux limites recherchées) en

fonction des moments pairs (qui sont eux bien connus) ; ce quipermet d’écrire les conditions aux limites

en fonction de ces moments pairs et quelques moments incidents impairs ; de sorte que l’utilisation

d’une formulation analytique def−p (qui constitue la seconde étape de fermeture) est employée comme

ultime recours pour la fermeture de ces quelques moments incidents impairs qui restent. Cette manière

de repousser le plus loin possible l’utilisation d’une formulation analytique de la pdf incidente peut

s’avérer très déterminante. Alipchenkovet al. (2001) [1] prouvent à l’aide d’une étude comparée entre

les deux méthodes que la proposition de Derevich & Zaichik d’employer au prime abord de la dérivation,

une pdf analytique (qui d’ailleurs pourrait ne pas être trèsréaliste) conduit dans certaines conditions de

l’interaction particule/paroi à des résultats erronés.

D’autre part, Sakiz (1999) montre que l’utilisation de la méthode de dérivation proposée par Jenkins

& Richman (1986) [40], Jenkins & Louge (1997) [39], en écoulements granulaires pose deux problèmes.

Le premier vient du fait qu’il faille dès le départ faire une hypothèse sur la fonction de distribution des

vitesses incidentesf−p , alors qu’il lui faut faire seulement une hypothèse en fin de dérivation, sur la dis-

tribution des vitesses incidentes normales à la paroif−py
, pour la fermeture de son système de conditions

aux limites. Le second problème est du au fait qu’en faisant une hypothèse surf−p , qui s’exprime né-

cessairement en fonction den−p , on introduit un rapport supplémentaire
np

n−p
que la méthode de taux de
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variation collisionnel ne permet pas de calculer. Sakiz fait aussi remarquer que le coefficientχ (donner

dans les papiers de Jenkins & Richman (1986) [40] et Jenkins &Louge (1997) [39]),supposé connuet

qui prend en compte l’influence de la paroi sur la pdf, n’est rien d’autre que le rapport
2n−p
np

.

Ce résultat nous conduit, en toute légitimité, à utiliser laméthode adoptée avec succès par He &

Simonin (1994) puis Sakiz & Simonin (1999) pour la dérivation des conditions aux limites aux parois

rugueuses.
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Chapitre 2

Modélisation statistique de l’interaction

particules-paroi rugueuse

2.1 Introduction

La compréhension de phénomènes physiques assez importants- tels les collisions inter-particulaires

(Laviéville (1997) [59], Fede (2004) [21]), la concentration préférentielle (Février (2000) [25]), le croi-

sement des trajectoires, ... - dans les études théoriques des écoulements diphasiques dilués exige parfois

d’isoler ces phénomènes, dans l’optique de mieux les appréhender, en soustrayant par exemple certaines

interactions au sein de l’écoulement telles que celles avecles parois. Les conditions aux limites à la paroi

sont plutôt remplacées par des conditions de périodicité dans toutes les directions de l’écoulement.

Dans le cadre des écoulements confinés, une telle attitude pourrait s’avérer assez légitime en simula-

tion lagrangiennes lorsque les particules en suspension sont très peu inertielles puisque le mouvement de

telles particules est essentiellement piloté par la phase porteuse. En effet pour ces particules dont le temps

de réponse tend vers zéro, Zaichik et Alipchenkov (2005) [115] montrent analytiquement, par passage à

la limite de l’équation de transport des moments d’ordre 2 que les contraintes turbulentes du fluide et de

la phase dispersée coïncident. Ce qui par la suite permet d’écrire le tenseur de diffusivité uniquement en

fonction des contraintes cinétiques du fluide et de l’échelle lagrangien de temps intégral. Dans une telle

situation les rebonds particules-paroi sont peu importants, et juste après un rebond les particules suivent

systématiquement l’écoulement porteur.

Par contre lorsque les particules sont inertielles, leur mouvement est dominé principalement dominé

par cette inertie. En raison de cette dernière, leur temps deréponse est assez grand devant les échelles
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caractéristiques de la turbulence du fluide. Ainsi de tellesparticules gardent pendant un temps assez long

leur trajectoire après un rebond sur la paroi. Les rebonds sont alors assez fréquents. Par ailleurs, ces

rebonds provoquent une perte d’énergie des particules, si bien que celles-ci ralentissent ; ce qui en retour

freine de la phase porteuse. Dans un écoulement en canal, unetelle situation conduit à une chute de la

pression.

En simulations euleriennes, principalement utilisées pour l’etude des écoulements industriels ou en-

vironnementaux, il serait inconcevable de négliger les interactions avec les parois et en plus la résolution

des équations aux moments exige des conditions aux limites mathématiquement bien définies aux parois

fixes ou mobiles. La prise en compte de conditions aux limitesà la paroi assez sophistiquées (Derevich &

Zaichik (1988) [19], He & Simonin (1994) [33], Sakiz & Simonin (1999) [83], Alipchenkovet al.(2001)

[1]) dans des codes euleriens (tels que Mélodif, Saturne Polyphasique, ...) a montré une amélioration des

prédictions numériques. Cependant la dérivation de ces conditions aux limites euleriennes a été possible

en supposant que les parois sont lisses. Or des investigations expérimentales détaillées effectuées en ca-

nal (Sommerfeld & Huber (1999) [98], Kussin & Sommerfeld (2002) [56], Sommerfeld & Kussin (2004)

[99], Bensonet al. (2005) [5]) ont montré une forte influence de la rugosité des parois sur le transport

et l’agitation des particules. Pour Sommerfeld et Huber (1999), l’observation de l’augmentation de la

fréquence de collisions (particules-paroi), de la dispersion des particules et la modification de la concen-

tration en particules à travers le canal sont les conséquences des rebonds irréguliers. Les observations

de Kussin & Sommerfeld (2002) focalisées sur l’analyse du couplage inverse ont conclu d’autre part à

l’existence d’une correlation entre la modification des caractéristiques du fluide (turbulence et écoule-

ment moyen) et l’importance de la rugosité, outre le chargement du canal en particules et leur nombre

de Stokes. En plus, les mesures de Sommerfeld & Kussin (2004)montrent qu’aussi bien la dispersion

transverse que les vitesses fluctuantes des particules augmentent avec l’intensité de la rugosité des parois.

Avec des conclusions similaires, les investigations en canal de Bensonet al. (2005) [5] montrent en plus

qu’en présence de rugosité, la vitesse moyenne des particules (dans le sens de l’écoulement) est 30% à

40% plus petite qu’en paroi lisse. Un tel résultat s’explique par la perte de quantité de mouvement (dans

le sens de l’écoulement au profit de la direction normal à la paroi) au cours des collisions particules-paroi.

Pour Benson et ses co-auteurs, les particules "gardent en mémoire" les effets d’une précédente collision

sur la paroi rugueuse.

La prise en compte de la rugosité s’est donc imposée dans les conditions aux limites à la paroi,

dans les simulations lagrangiennes (Fukagataet al. (2001) [24], Santiagoet al. (2004) [58], Squires &

Simonin (2006) [100]).
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v−px

y

Lr

2Ar

FIG. 2.1 –Modèle de paroi déterministe de Matsumoto & Saito (1970) [61], [62].

Notre propos au cours de ce chapitre sera dans un premier temps de passer en revue l’évolution de la

modélisation lagrangienne de la rugosité et enfin d’employer celle qui se compare le mieux aux études

expérimentales pour la dérivation eulérienne de conditions aux limites à la paroi. Nous utiliserons pour ce

faire le formalisme de Cercignani (1975) [13] présenté au chapitre 1. Ainsi il sera question de modéliser

au cours de cette dérivation eulerienne, la probabilité de transitionR(c−p → c+
p ,x, t).

2.2 Modélisations des effets de parois rugueuses en simulations lagran-

giennes

2.2.1 Modèles déterministes de la rugosité des parois

L’idée sous-jacente de cette modélisation est la connaissance préalable de la structure rugueuse de la

paroi avant la simulation lagrangienne. Nous verrons que cette méthode s’oppose à ceux présentés aux

sous-sections § (2.2.2) et § (2.2.3). Les modèles présentésdans cette sous-section vont d’une description

approximative à une modélisation plus fine et réaliste de la rugosité de la paroi.

Modèle de Matsumoto & Saito (1970)

Matsumoto & Saito (1970) [61], [62] considèrent que les aspérités d’une paroi rugueuse ont une

distribution périodique de longueurLr dans le plan de la paroi. Ces irrégularités ont toutefois unehauteur,

de distribution aléatoire n’excédant pas une certaine amplitudeAr .

En introduisant une phase de rugositéϕ ∈ [0,2π], ils modélisent les hauteurs (voir figure 2.1) de rugosité

de la paroi par une fonction sinusoïdale :
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y = Ar sin

(
2π
Lr

+ ϕ
)

(2.1)

La phaseϕ est tirée aléatoirement selon une distribution uniforme.

L’utilisation de cette modélisation dans des simulations lagrangiennes en canal horizontal avec des

particules sphériques inertielles et des rebonds inélastiques avec friction dynamique (Matsumoto & Saito

(1970) [61], [62]) leur permettaient de se comparer raisonnablement à leurs données expérimentales aussi

bien pour la vitesse moyenne que pour la concentration de la phase dispersée.

Cependant, Sommerfeld (1992) [96] fait remarquer que le bonaccord observé entre les résultats

numériques et l’expérience ne peut être mis au compte de la modélisation (2.1) à traduire proprement les

effets de rugosité d’une paroi, puisque l’expérience menéepar Matsumoto & Saito était effectuée avec

des parois en verre. Ces dernières devant être considérées comme lisses, les simulations de Matsumoto &

Saito sont plutôt celles de l’effet de particules légèrement non-sphériques sur une paroi lisse que l’effet

de paroi rugueuse sur une particule sphérique.

Frank et al. (1993)

Le modèle géométrique 2D de paroi rugueuse proposé par Franket al. (1993) [23] est basé sur une

distribution aléatoire des hauteurs et positions des aspérités sur la surface de la paroi macroscopique. Ils

décrivent alors la structure de la paroi en reliant des couples de points(sn,zn) par des segments. Un point

défini par le couple(sn,zn) est obtenu à partir de tirages aléatoires selon une distribution uniforme tels

que :

sn ∈
[

1
2

S,
3
2

S

]
et zn ∈ [−zmax,zmax] (2.2)

Les paramètresS et zn du modèle sont à définir à partir d’une analyse microscopiquepréalable de la

paroi. Ils sont fonction du diamètredp des particules et des valeurs moyennes de l’amplitude et de la

longueur caractéristique entre deux aspérités. La paroi est schématisée par la figure (2.2).

Afin de valider cette modélisation, Franket al.(1993) [23] réalisent des simulations lagrangiennes en

canal horizontal de section rectangulaire. Les résultats de prédiction de la vitesse moyenne dans le canal

présente un bon accord avec l’expérience pour des particules inertielles de grand diamètre, tandis qu’elle

est sur-estimée pour de mêmes particules mais de diamètres moyens et petits. Cette sur-estimation était

attribuée aux effets 3D de la rugosité (du fait de canal rectangulaire où l’écoulement ne pouvait être

considéré bi-dimensionnel) qui n’influence que les particules inertielles de petits diamètres.
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−zmax

x

y

zmax

sn

zn

FIG. 2.2 –Modèle géométrique stochastique 2D de paroi rugueuse de Franket al. (1993) [23].

Tsirkunov & Panfilov (1998)

La modélisation de Tsirkunov & Panfilov (1998) [105] est assez identique à celle proposée par Frank

et al. (1993) [23]. La paroi géométrique est constituée deN points de coordonnées(xi ,yi)1≤i≤N tel que :





x1 = 0,

xi = xi−1 +h+ ξ, (i = 2,3, ...,N)

yi = η, (i = 1,2, ...,N)

(2.3)

oùξ etη sont des variables aléatoires gaussiennes de la distribution des positions et hauteurs/profondeurs

de la paroi rugueuse ; de moyennes nulles et de déviations standards respectives∆ξ et ∆η. 2h est la

période moyenne de la rugosité. Le triplet de paramètres(h,∆ξ,∆η) est à déterminer à partir de mesures

expérimentales. L’obtention de la structure de la paroi esteffectuée en reliant les points générés par

l’équation (Eq. 2.3) à l’aide d’une fonction cubique (voir figure 2.3).

Pour la validation du présent modèle géométrique 2D, Tsirkunov & Panfilov (1998) [105] font re-

bondir un très grand nombre de particules sur trois parois différentes : une paroi sinusoïdale, une seconde

définie à partir du modèle (Eq. 2.3) et la dernière est expérimentale ; pour différentes incidences. Ils intro-

duisent pour les simulations, la possibilité pour des particules d’effectuer des collisions multiples lorsque

celles-ci pénètrent dans une cavité verticale de la paroi (voir figure 2.3) afin de pouvoir s’en échapper

puis rebondir au dessus de la paroi macroscopique.
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FIG. 2.3 –Modèle géométrique 2D de paroi rugueuse de Tsirkunov & Panfilov (1998) [105].

Deux résultats fondamentaux se dégagent de cette étude. Premièrement la dispersion des directions

empruntées par les particules après le rebond montrent qu’avec la paroi sinusoïdale, celles-ci restent

confinées dans une bande étroite, tandis qu’elle est élargieet similaire pour la paroi expérimentale et

celle issue du modèle (Eq. 2.3). Ce résultat révèle clairement que l’approximation en sinus de la paroi

rugueuse est grossière. Deuxièmement, leurs résultats montrent pour la paroi construite à partir de la

modélisation (Eq. 2.3) que la probabilité pour une particule de rebondir avec un angle rasant est nulle.

Ce qui est assez logique puisque les particules ont la possibilité d’effectuer plusieurs rebonds lorsqu’elles

sont rasantes après un rebond précédent avant de retourner dans l’écoulement.

2.2.2 Le "Abnornal bouncing model" de Tsuji et al.(1987)

Selon leur compréhension du mécanisme de collision particules-paroi, le très grand nombre de parti-

cules qui séjournent à la paroi, contrairement à l’expérience, au cours des simulations lagrangiennes avec

une paroi lisse et des rebonds inélastiques à la paroi, est laconséquence de particules incidentes rasantes

qui glissent le long de la paroi lors des collisions et y demeurent pendant une très longue période.

Le "Abnornal bouncing model" [106] basé sur le concept de "virtual wall" sur laquelle vient rebondir

la particule incidente serait une alternative pour mimer les effets de paroi rugueuse (figure 2.4).

Le principe de cette modélisation est de remplacer au momentde la collision particule-paroi, la paroi

macroscopique par une paroi virtuelle inclinée d’un angleγ positif, dont l’estimation est rendue possible

à partir de la formulation stochastique empirique suivante:
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n
γ

nγ

c−p

α−

α+

FIG. 2.4 – Illustration du "Abnormal bouncing model" sur la paroi virtuelle (Tsujiet al. (1985, 1987) [107],

[106].)

γ =





cRkδ0(β−α−) si α− ≤ β

0 si α− > β

(2.4)

avec :

α− : l’angle d’incidence de la particule par rapport à la paroi macroscopique,

β : l’angle empirique au delà duquel la particule impacte sur une paroi lisse (β = 7◦),

Rest un nombre aléatoire tel queR∈]0,1],

c et k sont des constantes à caler avec l’expérience. Dans le cadrede leurs simulations en canal

horizontalc = 5 etk = 4.

δ0 est une fonction empirique du nombre de Froudre (Fr) et définie par :

δ0 =





2.3
Fr

− 91
Fr2 +

1231
Fr3 , Fr =

u√
gh

0 en paroi lisse

(2.5)

g étant la constante de la pesanteur,u est la vitesse moyenne du fluide (dans le sens de l’écoulement) et

h la hauteur du canal ou tuyau.
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Cette formulation empirique deδ0 (Eq. 2.5) reste très attachée aux cas d’écoulements horizontaux.

Son application à des configurations différentes nécessitecertainement une nouvelle formulation ou une

adaptation.

D’autre part pour Tsujiet al., l’accumulation en paroi lisse étant le fait de particules rasantes, le

modèle de paroi rugueuse n’est valable que pour cette gamme d’incidence des particules. En d’autre

termes, seules les particules rasantes sont influencées parla rugosité des parois. Ainsi pour de telles

particules, lorsqu’elles entrent en collision avec la paroi virtuelle inclinée de l’angle de rugositéγ, la

quantité de mouvement de la particule incidente est transformée (du fait de la collision) en une quantité

de mouvement dans la direction normale à la paroi. Ce mécanisme a pour résultat de rediriger la particule

dans l’écoulement.

Cette description du mécanisme de rebond par ce modèle suppose clairement que les hauteurs de

rugosité sont négligeables.

Une analyse récente des effets de redistribution de la quantité de mouvement par la rugosité de la

paroi sur la phase particulaire, dans le cadre d’un écoulement en canal vertical a été menée à l’aide

du présent modèle de Tsujiet al. par Fukagataet al.1 (2001) [24] dans uneLarge Eddy Simulation -

Lagrangian Particle Tracking(LES-LPT). Le triplet de paramètres (c,k,β) était considéré analogue au

modèle de base de Tsujiet al., c’est à dire (c = 5, k = 4, β = 7◦) et seulδ0 était considéré comme un

paramètre variable puisque la formulation empirique (2.5)n’est plus valable.

Les simulations ont montré des résultats très peu satisfaisants en ce qui concerne la vitesse moyenne et

l’agitation des particules. Cependant, le modèle a tout de même eu le mérite de réduire l’accumulation

en paroi. Il a permis, en jouant surδ0, de tendre raisonnablement vers la distribution des particules dans

le canal.

L’utilisation du modèle de Tsuji tel que défini par (Eq. 2.4) pour la modélisation du mécanisme de

collision particule-paroi rugueuse reste entièrement subordonnée aux constantes empiriquesc, k etδ0 qui

1Remarque: Fukagataet al. (2001) [24] ont montré que la pdf de l’angle de rugositéγ qui découle du modèle stochastique

de Tsujiet al. (1987) s’écrit :

P(γ) =





[
cδ0
(
β−α−)]− 1

k

k
γ(

1
k−1) 0 < γ < cδ0

(
β−α−)

0 sinon

(2.6)

Cette formulation (2.6) montre que le "Abnormal bouncing model" conduit à une forte probabilité de tirer un angle de rugosité

très aigu.
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sont extrêmement liées à la configuration du confinement. Le second inconvénient majeur du modèle est

son incapacité à reproduire les effets de parois rugueuses pour des angles de collisions supérieur àβ = 7◦,

puisqu’aucun argument physique ne restreint les effets de rugosité qu’aux seules particules d’incidence

inférieure ou égale à cette valeur deβ. D’autre part, le fait qu’il ne soit pas permis de tirer un angle

de rugosité négatif sur lequel rebondirait la particule rend cette modélisation irréaliste. En effet, si nous

approximons assez grossièrement une rugosité de la paroi par un triangle dont un des cotés constitue la

paroi macroscopique, il n’y a aucune raison physique pour que la probabilité pour une particule d’heurter

la facette descendante (caractérisée par des angles de paroi négatifs) soit strictement nulle et égale à 1

pour la facette ascendante.

Au total, ce mécanisme n’est pas adapté pour mimer convenablement les effets de rugosité des parois.

2.2.3 Modèle stochastique de Sommerfeldet al.(1999)

L’idée de "virtual wall" introduite précédemment par Tsujiet al. (1987) [106], sur laquelle rebondit

la particule constitue l’ossature du modèle de Sommerfeld (1992) [96]. Cependant, contrairement à Tsuji

et al., Sommerfeld propose que :

• quelque soit la trajectoire de la particule incidente, celle-ci rebondit sur une aspérité.

Cela a pour conséquence de prendre en compte tous les angles d’incidence,

• l’angle de rugositéγ de la paroi soit choisi selon une loi de distribution stochastique (uniforme ou

normale de moyenne nulle et d’écart type fixé) dans un domaineborné[−γmax,γmax] .

Le second point permet contrairement au "Abnormal bouncing model", de tirer des angles de rugosité

négatifs ; de sorte à mieux approximer les effets d’une paroirugueuse réelle. L’obtention de la borneγmax

est subordonnée à deux paramètres caractéristiques de la paroi physique. Il s’agit de :

• la hauteur moyenne de rugosité :Hr

• la période de rugosité :Lr

à partir desquels nous avons :

γmax =





arctan

(
2Hr

Lr

)
si dp < Lr (figure 2.5)

arctan

(
Hr

2Lr

)
si dp > Lr (figure 2.6)

(2.7)

où dp est le diamètre de la particule. Le present modèle est illustré par les figures 2.5 et 2.6.
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FIG. 2.5 –Rebond sur une paroi d’une particule de taille inférieure aux caractéristiques moyennes de la rugosité

de cette paroi.

FIG. 2.6 –Rebond sur une paroi d’une particule de taille supérieure aux caractéristiques moyennes de la rugosité

de cette paroi.

Les simulations réalisées par Sommerfeld (1992) [96] avec le présent modèle, dans lesquelles il com-

pare d’une part le cas d’un tirage uniforme et d’autre un tirage normal de moyenne nulle, de l’angle de

paroi γ ; ont montré pour des particules inertielles, une augmentation de la vitesse fluctuante horizon-

tale qui s’accorde relativement bien avec l’expérience lorsque la distribution de l’angle de paroi est une

gaussienne. La vitesse moyenne dans le sens de l’écoulementet le flux de masse des particules restent

identiques pour les deux distributions. Ces résultats laissent tout de même supposer que la gaussienne

de moyenne nulle est une bonne approximation de la distribution des angles de rugosité d’une paroi

rugueuse.

En plus les investigations expérimentales de Schadeet al. (1998), puis de Sommerfeldet al. (1999)

valident l’approximation de la distribution des angles de rugosité par une gaussienne de moyenne nulle

et dont l’écart type∆γ dépend de la structure de la rugosité de la paroi et de la taille des particules.

D’autre part à partir de mesures de l’écart type des angles derugosité∆γ en fonction du diamètre des

particules (Sommerfeld & Huber (1999)) ; Sommerfeld (2003)postule sa modélisation suivante :

∆γ(dp) =





3.4963+5.797 exp

(
− dp

154.12

)
: cas de fortes rugosités

1.551+3.438 exp

(
− dp

161.55

)
: cas de faibles rugosités

(2.8)
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x′
y′

x

y
γ

γ

FIG. 2.7 –Illustration du modèle de rebonds irréguliers de Sommerfeld (1992) [96].

Aussi les simulations numériques de Sommerfeld (1992), dans un canal horizontal montrent que les

angles d’incidence des particules à la paroi sont très petits : ils sont en moyenne inférieurs à 10◦. En

outre, il arrive parfois de tirer certaines valeurs d’anglede rugositéγ < 0, pour lesquels dans le cas de

petits angles d’impactα−, l’on obtient un angle de rebondα+ < 0. Autrement, la particule se retrouve

hors du domaine d’écoulement après avoir rebondi sur la paroi virtuelle inclinée deγ < 0.

Dans une telle situation, la solution adoptée par Sommerfeld est de transformerγ < 0 en−γ > 0. Cette

action a pour conséquence de toujours ramener la particule dans l’écoulement après le rebond. Mais

cela signifie aussi que l’on pratique le tirage des angles de paroi avec une distribution quelconque autre

qu’une gaussienne de moyenne nulle.

Ainsi, bien que la distribution des angles de paroi puisse être approximée par une gaussienne de

moyenne nulle, la reproduction des effets de rugosité par cette approche et des lois de rebond de Coulomb

(chapitre 1) ne peut se réduire à la simple gaussienne. Cetteconstatation a mené à l’amélioration de

la description du mécanisme de collision particule-paroi par l’introduction du concept de "l’angle de

rugosité de la paroi "vu" par la particule".

Désormais, la rugosité est simulée par Sommerfeld & Huber (1999) en supposant que l’angle d’im-

pactαimp est composé :

• de l’angle formé par la trajectoire de la particule et de la paroi macroscopique lisse :α−

• d’une contribution stochastique dûe à la rugosité :∆γξ

Soit :

αimp = α− + ∆γξ (2.9)

où ξ est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et d’écart type égal à 1.

Cela suppose qu’à chaque trajectoire de particule incidente est associée une projection de la paroi réelle

(voir figure 2.8).
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FIG. 2.8 –Illustration du "shadow effect" pour les petits angles d’impact.

Autrement, il existe toute une gamme d’angles de rugosité deparoi γ < 0 tel que|γ| > α−, que ne peut

"voir" la particule en fonction de son angle d’incidenceα−. Ce mécanisme sera baptisé par Sommerfeld

& Huber (1999) par "shadow effect".

En le caricaturant par le schéma (voir figure 2.9), lorsque l’angle de rugositéγ a au préalable été

fourni par une loi de distribution donnée, alors la probabilité pour une particule incidente d’un angleα−

de heurter le segment incliné de l’angleγ est définie selon les trois cas de l’illustration du"shadow effect"

par :

f
(
α−,γ

)
=





0 si α− < |γ| : situation 1
sin(α− + γ)

sin(α−)
sinon : situation 2 & 3

(2.10)

Au total, Sommerfeldet al.obtiennent que la distribution effective (non normalisée)de la rugosité "vue"

par une particule incidente s’écrit :

Pe f f
(
α−,∆γ,γ

)
= P(∆γ,γ) f

(
α−,γ

)
(2.11)

où :

P(∆γ,γ) =
1√

2π∆γ2
exp

(
− γ2

2∆γ2

)
(2.12)

f
(
α−,γ

)
=

sin(α− + γ)
sin(α−)

(2.13)

Cet effet est très prononcé pour les petits angles d’impact (voir figure 2.10). Et cela a pour consé-

quence de faire basculer le domaine de tirage des angles de rugosité vers des valeurs positives, en résol-

vant ainsi le problème des particules qui sortent du domainepour ces petits angles d’impact. Pour des
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2.2 Modélisations des effets de parois rugueuses en simulations lagrangiennes

FIG. 2.9 –Illustration du "shadow effect".

angles d’impact plus élevés, la distribution des angles de paroi est extrêmement proche d’une gaussienne

(voir figure 2.10).

La conséquence physique de ce phénomène de "shadow effect" est sa propension à réduire raison-

nablement, et ce conformément à l’expérience, les particules rasantes (représentées par les particules

incidentes avecα− relativement petit) par un gain en quantité de mouvement pour la composante nor-

male à la paroi.

Ce concept d’angle de rugosité "vu" par la particule était déjà aussi mis en évidence avec Schadeet

al. (1998) par une formulation analogue à (Eq. 2.11) :

P
(
α−,γ

)
=

1
K (α−)

P(γ)PH
(
α−,γ

)
(2.14)

où :

K
(
α−)=

∫
P(γ)PH

(
α−,γ

)
dγ (2.15)

PH (α−,γ) =





sin(α−− γ)
cosγ

si α− > γ

0 si α− ≤ γ

(2.16)

Cette modélisation (Eq.(2.14)-Eq.(2.16)) a cependant étéformulée dans le cadre d’une paroi rugueuse

déterministe construite avec l’utilisation du processus stochastique de Franket al. (1993). Cela assure
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Chapitre 2. Modélisation statistique de l’interaction particules-paroi rugueuse

FIG. 2.10 –PDF de l’angle de rugosité de paroiγ pour une incidence donnée (à gauche :α− = 2.5◦ et à droite :

α− = 5.0◦) et ∆γ = 6.5◦. "Trait plein" : distribution gaussienne des angles de paroi physique ; "Histogramme" :

distribution issue de la procédure censée reproduire le "shadow effect" ; "Tiret" : distribution effective (Eq.2.11).

[Figures tirées de Sommerfeld & Huber (1999) [98]]

que le "shadow effect" décrivant le mécanisme des collisions particule-paroi rugueuse n’est pas attaché

à la seule approche de paroi virtuelle.

Le mécanisme de rebond tel que proposé par Sommerfeldet al. reste celui qui se compare assez

raisonnablement à l’expérience et sa prise en compte dans les simulations se fait selon la procédure

suivante :

• un angle de paroiγ est tiré de manière aléatoire selon une distribution normale,

• si γ < 0 tel que|γ| > α−, alors un nouvel angle de paroi est systématiquement tiré,

• si après la collision, la particule ne retourne pas dans l’écoulement mais traverse la paroi, cela veut

dire que l’angle de rebondα+ < 0, alors un nouvel angle de rugosité est tiré.

Cependant, comme on peut l’observer sur la figure (figure 2.10), l’application de cette procédure

engendre un réel décalage par rapport au modèle de la pdf effective (Eq. (2.11)). Cet état de fait semble

ne pas influencer pour autant les simulations lagrangiennes(Lain et al. (2002) [57], Lainet al. (2004)

[58]) en produisant des résultats qui se comparent relativement bien à l’expérience.

C’est pourquoi dans la suite, nous utiliserons ladite procédure pour la dérivation des conditions aux

limites Eulériennes.
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2.3 Modélisation statistique Eulérienne de rebonds sur paroi rugueuse

Tout au long de cette dérivation, dans la mesure où les fonctions que nous manipulerons sous le

sous d’intégration sont positives (ou gardent un signe constant), nous utiliserons le théorème de Fubini

d’inversion des intégrales.

2.3.1 Modélisation de la probabilité de transition

Le principe de la modélisation de cette probabilité de transition est basé sur le mécanisme de rebond

particule-paroi tel que suggéré par Sommerfeld & Huber (1999) [98]. Ce mécanisme stipule que la par-

ticule incidente de vitessec−p vient rebondir sur une paroi lisse inclinée d’un angleγ tiré aléatoirement

à partir d’un processus stochastique. Cependant, si l’angle de rugositéγ tiré n’assure pas le rebond, il

convient de tirer un nouvel angleγ jusqu’à la réalisation du rebond. Si bien que rechercher la probabilité

qu’une particule incidente de vitessec−p soit réfléchie avec une vitessec+
p revient tout simplement à éva-

luer toutes les situations possibles pour lesquelles la particule incidente qui rebondit sur une paroi lisse

inclinée de l’angleγ pris dans l’espace des angles de rugosité
[
−π

2
,
π
2

]
puisse effectivement réaliser un

rebond physique. La probabilité de transition peut alors semodéliser par :

R
(
c−p −→ c+

p

)
=
∫ π

2

− π
2

Rγ
(
c−p −→ c+

p

)
Pr
(
γ|c−p

)
dγ (2.17)

Dans l’equation (Eq. 2.17),Rγ
(
c−p −→ c+

p

)
est la probabilité de transition que la particule incidente

de vitessec−p rebondisse sur la paroi lisse inclinée de l’angleγ ; tandis quePr
(
γ|c−p

)
est la probabilité

conditionnelle du choix de l’angle de rugositéγ par la trajectoire incidente, qui assure de la réalisation

effective du rebond phsyique. Ces deux probabilités peuvent se modéliser séparément.

Modélisation deRγ(c−p −→ c+
p )

Bien qu’inclinée, la paroi virtuelle inclinée deγ sur laquelle rebondit la particule est belle et bien

lisse. Dans ces circonstances, He & Simonin (1994) [33] puisSakiz & Simonin (1999) [83] proposaient

de modéliser une telle probabilité de transition à l’aide d’un Dirac par :

Rγ
(
c−p −→ c+

p

)
= δ

(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

(2.18)

Φγ est une fonction bijective qui modélise le rebond sur la paroi inclinée de l’angleγ de normale unitaire

nγ (figure 2.11). Elle est définie par :
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n
γ

nγ

c−p

α−

α+

FIG. 2.11 –Rebond de la particule incidente sur la paroi virtuelle.

Φγ : D− −→ D+

c−p 7−→





c−p − (1+ew)
(
c−p .nγ

)
nγ +

2
7

(1+ βw)vgγ
: rebond sans glissement

c−p − (1+ew)
(
c−p .nγ

)(
nγ −µwtγ

)
: rebond avec glissement

(2.19)

tγ =
1

|vgγ
| est le vecteur tangent à la paroi inclinée,

vgγ
= c−p −

(
c−p .nγ

)
nγ est la vitesse de glissement de la particule par rapport à la paroi inclinée deγ.

Modélisation et analyse de la probabilité conditionnellePr
(
γ|c−p

)

Modélisation dePr
(
γ|c−p

)

Selon la modélisation lagrangienne de Sommerfeldet al., l’angle de paroi tiré aléatoirement à partir

de la gaussienne doit être subordonnée aux conditions :

(i) la particule incidente doit venir de l’écoulement, c’est à dire : c−p .nγ < 0.

Cela conditionne la réalisabilité de l’angle virtuel par lavitesse incidente ;

(ii) après la collision sur la paroi virtuelle, la particule retourne dans l’écoulement :c+
p .n > 0,

oùn est la normale à la paroi macroscopique (voir figure 2.11). Ils’agit là de la condition de

réalisabilité du rebond,
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pour qu’il soit conservé.

En posantPr la distribution aléatoire non conditionnelle de l’angle deparoi, il vient que :

Pr
(
γ|c−p

)
= λ

(
c−p
)

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ) (2.20)

où H est la fonction deHeavisideet λ le coefficient de normalisation de la probabilitéPr
(
γ|c−p

)
.

La première et la seconde fonction deHeavisidede (2.20) modélisent respectivement les conditions (i)

et (ii).

Le coefficientλ est obtenu en utilisant la première propriété à remplir par la probabilité de transition

R
(
c−p −→ c+

p

)
(chapitre 1).

En effet, en posant : ∫

D+
R
(
c−p −→ c+

p

)
dc+

p = 1 (2.21)

et en utilisant (2.18) et (2.20), on trouve :

λ
(
c−p
)

=

[∫ π
2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ)dγ
]−1

(2.22)

La pdf de l’angle vu par la particule incidente telle que modélisée par l’équation (2.20) est présen-

tée dans le cas de rebonds élastiques, pour trois différentes incidences et deux déviations standards de

rugosité (figure 2.12), afin de mesurer l’influence du degré derugosité de la paroi (faibles rugosités :

∆γ = 2.5◦ et fortes rugosités :∆γ = 5.0◦) pour une même incidence. La figure montre premièrement une

forte prononciation du "shadow effect" pour des angles d’incidence relativement rasantes. Ce phénomène

diminue puis disparaît complètement avec des incidences deplus en plus croissantes entre 0 et
π
2

. On

observe dans un second temps, dans le cas de l’existence du phénomène de "shadow effect", en compa-

rant les couples de figures ((1-a),(2-a)) et ((1-b),(2-b)) que celui-ci est plus accentué avec l’augmentation

du niveau de rugosité de la paroi. Autrement à angle d’incidence égal, le "shadow effect" est déterminé

par l’écart type de rugosité de la paroi physique. En somme, plus l’écart type∆γ est grand et plus le

"shadow effect" est fort pour une même incidence. Ces résultats qui sont en accord avec les simulations

lagrangiennes de Sommerfeld & Huber (1999) [98] montrent que l’angle de paroi vu par une particule

incidente peut se modéliser par une gaussienne tronquée.

Etude théorique dePr
(
γ|c−p

)

L’objet de cette étude est de permettre la compréhension du mécanisme de rebond particule-paroi

rugueuse à travers l’analyse entre autre de la dispersion del’angle de rugosité "vu" par la particule
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FIG. 2.12 –Fonctions de distribution de l’angle de paroi "vu" par la particule incidente. (-a), (-b) et (-c) repré-

sentent respectivement les incidencesα− = 2.5◦, 12.5◦ et 32.5◦. Faibles rugosités (∆γ = 2.5◦, à gauche et symbolisé

par les ronds), fortes rugosités (∆γ = 5.0◦, à droite et représenté par les carrés) : les symboles creux représentent la

distribution normale tandis que les symboles pleins désignent la distribution conditionnelle (2.20).
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incidente, mais aussi en analysant la correlation de l’angle de l’angle de paroi pour cette même trajectoire

incidente. Il suffit pour cela d’étudier les deux premiers moments
〈
γ|c−p

〉
et
〈
γ2|c−p

〉
de la probabilité

Pr
(
γ|c−p

)
.

Par souci de simplification de l’étude théorique, les développements analytiques s’effectueront pour

des cas de rebonds purement élastiques où :

Φγ
(
c−p
)

= c−p −2
(
c−p .nγ

)
nγ (2.23)

avec un effet de rugosité 2D.

Corrélation de l’angle de paroi〈γ|α−〉

Dans tout le mémoire〈γ|α−〉 =
〈
γ|c−p

〉
et
〈
γ2|α−〉=

〈
γ2|c−p

〉
, puisque les conditionnements parα−

etc−p définissent exactement le même événement pour une particuleincidente à la paroi.

Par définition la corrélation de l’angle s’écrit :

〈γ|α−〉 =

∫ π
2

− π
2

γPr
(
γ|c−p

)
dγ

= λ
(
c−p
)∫ π

2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

γPr (γ)dγ
(2.24)

Dans le cas de rebonds élastiques avec effet de rugosité 2D, nous obtenons :

〈
γ|α−〉= λ

(
c−p
)∫ π

2

− π
2

H
(
sin
(
α− + γ

))
H
(
sin
(
α− +2γ

))
γPr (γ)dγ (2.25)

Tous les calculs faits, nous obtenons :




〈γ|α−〉
∆γ

=
1

g(α−)
√

2

{
exp

[
−(α−)

2

8∆γ2

]
−exp

[
−(π−α−)

2

8∆γ2

]}

g(α−) =

√
π

2

[
er f

(
π−α−
√

8∆γ2

)
+er f

(
α−

√
8∆γ2

)] (2.26)

Les courbes de la figure 2.13 montrent que plus l’incidence est rasante et plus la correlation est forte.

Cette correlation devient quasiment nulle pour des incidences relativement grandes, mais non rasantes.

L’influence de l’écart type de l’angle de rugosité (qui caractérise le degré de rugosité de la paroi) est

clairement mis en évidence : la correlation est plus forte pour des parois plus rugueuses.
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FIG. 2.13 –Variation de la correlation de l’angle de paroi "vu" par la particule incidente. Faibles rugosités :

∆γ = 2.5◦ ( symbolisé par les ronds), fortes rugosités :∆γ = 5.0◦ (symbolisé par les carrés)

Variance de l’angle de paroi
〈
γ2|α−〉

La variance de l’angle de rugosité conditionnée par l’incidence s’écrit par définition :

〈
γ2|α−〉 =

∫ π
2

− π
2

γ2Pr
(
γ|c−p

)
dγ

= λ
(
c−p
)∫ π

2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

γ2Pr (γ)dγ
(2.27)

Comme précédemment, nous obtenons :




〈
γ2|α−〉

∆γ2 = 1− 1
g(α−)

{
π−α−
√

8∆γ2
exp

[
−(α−)

2

8∆γ2

]
− α−
√

8∆γ2
exp

[
−(π−α−)

2

8∆γ2

]}

g(α−) =

√
π

2

[
er f

(
π−α−
√

8∆γ2

)
+er f

(
α−

√
8∆γ2

)] (2.28)

La variance de l’angle de paroi est présentée sur la figure 2.14 pour différents écarts types de rugosité

∆γ, en fonction de l’angle d’incidenceα−. Ces résultats montrent que ce second moment de l’angle de

paroi est fortement influencé par l’angle d’incidenceα−.

Interpretation combinée corrélation/variance de l’anglede paroi vu par la particule

L’intérêt de cette analyse statistique de la probabilitéPr (γ|α−) est de comprendre la distribution des

angles de rugosité visibles pour une incidence donnéeα−. En définissantσ(γ|α−), l’écart type de la
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FIG. 2.14 –Variation de la variance de l’angle de paroi "vu" par la particule incidente. Faibles rugosités :∆γ = 2.5◦

( symbolisé par les ronds), fortes rugosités :∆γ = 5.0◦ (symbolisé par les carrés)

distribution de l’angle de rugositéγ conditionné par l’incidenceα−, tel que :

[
σ
(
γ|α−)]2 =

〈
γ2|α−〉−

〈
γ|α−〉2

(2.29)

Nous obtenons dans les cas limites :

• de particules rasantes à la paroi(α− −→ 0 etα− −→ π) :

〈γ|α−〉
∆γ

−→
√

2
π

α−→0

〈γ|α−〉
∆γ

−→−
√

2
π

α−→π

〈
γ2|α−〉

∆γ2 −→ 1

α−→0,π





=⇒ σ(γ|α−) −→ ∆γ
√

1− 2
π

α−→0,π

(2.30)

59



Chapitre 2. Modélisation statistique de l’interaction particules-paroi rugueuse

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

α− / π 

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

σ
( 

γ 
| α

−
 )

 

FIG. 2.15 –Variation de l’écart type de l’angle de paroi "vu" par la particule incidente. Faibles rugosités :∆γ =

2.5◦ ( symbolisé par les ronds), fortes rugosités :∆γ = 5.0◦ (symbolisé par les carrés)

• de particules d’incidence verticale
(

α− −→ π
2

)
:

〈γ|α−〉
∆γ

−→ 0

α−→
π
2

〈
γ2|α−〉

∆γ2 −→ 1

α−→
π
2





=⇒ σ(γ|α−) −→ ∆γ
α−→

π
2

(2.31)

L’écart type de la distribution des angles de rugosité dans le cas des particules rasantes permet de

conclure que pour de telles particules, environ 40% de la distribution gaussienne approximative des

angles de paroi physique est occultée. Cela explique dans ces circonstances, la forte correlation entre les

angles de paroi et d’incidence. La distribution des angles de rugosité vus par la particule s’élargie avec

l’augmentation de l’incidence (figure 2.15). Au delà d’une certaine incidence, le phénomène de "shadow

effect" devient inexistant, si bien que la distribution de l’anglede paroi vu par la particule incidente se

confond à la distribution des angles de paroi physique : il n’y a donc aucune correlation entre l’incidence

et l’angle de paroi "vu" par la particule. C’est justement une telle situation que relate l’analyse des

particules d’incidence verticale (2.31).
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FIG. 2.16 –Fonctions de distribution de l’angle de rebond pour les incidences respectivesα− = 2.5◦ (©), α− =

12.5◦ (�), α− = 32.5◦ (△). Les symboles creux représentent le cas de faibles rugosités (∆γ = 2.5◦) tandis que les

symboles pleins représentent le cas de fortes rugosités (∆γ = 5.0◦).

En conclusion à la modélisation de la probabilité de transition R
(
c−p −→ c+

p

)
, nous avons :

R
(
c−p −→ c+

p

)
=

∫ π
2

− π
2

λ
(
c−p
)

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ)dγ

= λ
(
c−p
)∫ π

2

− π
2

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ)dγ

(2.32)

avec :

λ
(
c−p
)

=

[∫ π
2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ)dγ
]−1

(2.33)

La probabilitéR ainsi définie respecte les propriétés 1 & 2 du chapitre 1, puisqu’elle est positive et que

l’équation (2.33) permet par construction de réaliser la propriété 2.

En se servant de cette formulation de la probabilité de transition (2.32) & (2.33), nous avons tracé

la pdf de l’angle de rebond pour trois incidences (α− = {2.5◦,12.5◦,32.5◦}), dans le cas de paroi de

faible rugosité (∆γ = 2.5◦) et de forte rugosité (∆γ = 5.0◦) pour des collisions élastiques avec un effet de

rugosité 2D (figure 2.16) . Les résultats montrent que pour des particules incidentes rasantes, celles-ci ont

une probabilité très élevée de rebondir rasantes. Cependant pour des incidences plus fortes, la probabilité

de repartir rasante est faible.
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2.3.2 Dérivation eulerienne de conditions aux limites aux parois rugueuses

D’après Sakiz (1999) [82], les conditions aux limites à la paroi portent sur les moments impairs de

cp.n de la forme :

•np
〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉
p

(pour les moments d’ordre supérieur à 1)

•np (pour l’unique moment d’ordre nul)

où en accord avec les définitions du chapitre 1, nous avons :

np
〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉
p
= n−p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉−
p

+n+
p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

(2.34)

np = n−p +n+
p (2.35)

La méthode de dérivation de ces moments se résume en deux étapes :

- étape 1 :nous écrivons la moyenne réfléchien+
p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

(respectivementn+
p ) en fonction de

la moyenne incidenten−p
〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉−
p

(respectivementn−p ). Ensuite, nous calculonsnp
〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉
p

(respectivementnp) en fonction uniquement de moments incidents (respectivementn−p ).

- étape 2 : il s’agit de l’étape de fermeture au cours de laquelle, nous écrivons les moments inci-

dents impairsn−p
〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉−
p

en fonction de moments globaux d’ordre pair encp.n qui sont connus

dans la simulation eulerienne. Les quelques éventuels moments incidents qui resteront seront évalués en

présumant la pdf des vitesses incidentes.

Mise en oeuvre de la méthode

En accord avec la méthodologie présentée ci-haut, nous devons calculern+
p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

et n+
p .

Or par définition :

n+
p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

=

∫

D+
Ψp
(
cp

)
f +
p

(
cp

)
cp.ndcp (2.36)

et

n+
p =

∫

D+
f +
p

(
cp

)
dc+

p (2.37)

s’explicitent respectivement en fonction du flux réfléchif +
p

(
cp

)
c+

p .n et de la pdff +
p de rebond.
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D’après la relation fondamentale (chapitre 1) et la modélisation deR
(
c−p −→ c+

p

)
(Eq. 2.32), il vient

que :

∀c+
p ∈ D+,

f +
p

(
cp

)
c+

p .n = −
∫

D−

∫ π
2

π
2

λ
(
c−p
)

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ) f−p
(
cp

)
c−p .ndγdc−p

(2.38)

Cependant, sous réserve de l’existence du rapport :

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

c+
p .n

, ∀γ ∈
[
−π

2
,

π
2

]
, ∀c−p ∈ D−, (2.39)

nous pouvons écrire d’un point vue purement formel que :

∀c+
p ∈ D+ tel quec+

p .n 6= 0,

f +
p

(
cp

)
= −

∫

D−

∫ π
2

π
2

λ
(
c−p
)

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
)) H

(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

c+
p .n

Pr (γ) f−p
(
cp

)
c−p .ndγdc−p

(2.40)

Avec ces formulations, pour :

- les moments réfléchis d’ordre supérieur ou égal à 1

Il suffit d’utiliser l’équation (Eq. 2.38) et nous obtenons :

n+
p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

=

∫

D+
Ψp
(
c+

p

)
f +
p

(
cp

)
c+

p .ndc+
p

= −
∫

D+

∫

D−

∫ π
2

π
2

λ
(
c−p
)

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ)×

×Ψp
(
c+

p

)
f−p
(
c−p
)

c−p .ndγdc−p dc+
p

= −
∫

D−

∫ π
2

π
2

λ
(
c−p
)

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

Pr (γ)Ψp
(
Φγ
(
c−p
))

×

× f−p
(
c−p
)

c−p .ndγdc−p

= −
∫

D−

〈
Ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

f−p
(
c−p
)

c−p .ndc−p
(2.41)

où nous avons posé que :

〈
Ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

=

∫ π
2

π
2

Ψp
(
Φγ
(
c−p
))

Pr
(
γ|c−p

)
dγ (2.42)

Nous obtenons :

n+
p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

= −n−p
〈〈

Ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

cp.n
〉−

p
(2.43)
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Il vient que :

np
〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉
p
= n−p

〈
Ψp
(
cp

)
cp.n

〉−
p
−n−p

〈〈
Ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

cp.n
〉−

p
(2.44)

- le moment réfléchi d’ordre nul

En utilisant la forme (Eq. 2.40) :

n+
p =

∫

D+
f +
p

(
cp

)
dc+

p

=
∫

D+

∫

D−

∫ π
2

− π
2

λ
(
c−p
)

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))H

(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

c+
p .n

Pr (γ) f−p
(
cp

)
c−p .ndγdc−p dc+

p

=

∫

D−

∫ π
2

− π
2

λ
(
c−p
) H

(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

Φγ
(
c−p
)
.n

Pr (γ) f−p
(
cp

)
c−p .ndγdc−p

=

∫

D−

〈
1

Φγ
(
c−p
)
.n
|c−p

〉
f−p
(
cp

)
c−p .ndc−p

(2.45)

avec : 〈
1

Φγ
(
c−p
)
.n
|c−p

〉
=

∫ π
2

− π
2

λ
(
c−p
) H

(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

Φγ
(
c−p
)
.n

Pr (γ) (2.46)

Finalement, nous obtenons :

n+
p = −n−p

〈〈
1

Φγ
(
c−p
)
.n
|c−p

〉
c−p .n

〉−

p

(2.47)

Dans la suite, pour l’illustration de la méthodologie, nousnous placerons dans le cas où la normale à

la paroi est telle quen(0,1,0) et nous allons considérer des rebonds élastiques avec un effet de rugosité

2D. Cependant, il convient de remarquer que la présente méthodologie s’étend aisément aux rebonds

inélastiques avec ou sans glissement à travers la loi de rebond Φγ
(
c−p
)

(Eq. 2.19).

Application aux rebonds élastiques

Dans le cas des rebonds purement élastiques, la loi de rebond(2.19) devient :

Φγ
(
c−p
)

: D− −→ D+

c−p 7−→ c−p −2
(
c−p .nγ

)
nγ

(2.48)
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npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p

〈〈
sin2 γ|α−〉(Up +u′p

)
v′p
〉−

p
−2n−p

〈
〈sinγcosγ|α−〉v′pv′p

〉−
p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −2n−p

〈
〈cosγsinγ|α−〉v′2p w′

p

〉−
p

+2n−p
〈〈

sin2γ|α−〉(u′p +Up
)

v′pw′
p

〉−
p

−npUp
〈
v′pw′

p

〉
p

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
v′3p
〉

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= −n−p

〈〈
sin2(2γ) |α−〉(Up +u′p

)2
v′p
〉−

p
+n−p

〈
〈sin(4γ) |α−〉

(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p

+n−p
〈〈

sin2 (2γ) |α−〉v′3p
〉−

p

TAB . 2.1 –Conditions aux limites à la paroi avec un effet de rugosité 2D dans le cas de rebonds élastiques.

En raison de l’effet de rugosité 2D, nous avonsnγ (−sinγ,cosγ,0) pour une paroi telle quen(0,1,0).

Dans ces conditions, nous obtenons à partir des équations (2.44) et (2.47), les relations entre les

moments globaux et les moments incidents suivantes :

- pour les moments d’ordre supérieur ou égal à 1(voir tableau 2.1)

- pour le moment d’ordre 0

Nous avons :

np = n−p

[
1+

n+
p

n−p

]
(2.49)

avec :
n+

p

n−p
= −

〈〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−
〉

sinα−
〉−

p
(2.50)

La moyenne

〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−
〉

s’écrit :

〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−
〉

=

∫ π−α−
2

−α−
2

Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

dγ

∫ π−α−
2

−α−
2

Pr (γ)dγ

(2.51)

et :

Pr (γ) =
1√

2π∆γ2
exp

(
− γ2

2∆γ2

)
(2.52)
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D’autre part, les valeurs−α−

2
et

π−α−

2
constituent des bornes impropres pour l’intégrale

∫ π−α−
2

−α−
2

Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

dγ.

En plus la fonctionγ 7−→ Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

n’est pas prolongeable par continuité en ces deux points. L’inté-

grale en question diverge. Ainsi, le rapport
n+

p

n−p
ne peut être fini.

Il est à remarquer que ces deux points constituent les bornesde troncature de la gaussienne introduits

par la modélisation du "shadow effect" par Sommerfeld & Huber (1999) [98]. Ils correspondent aux

cas physiques de particules qui repartent rasantes (Φγ
(
c−p
)
.n = 0) après le rebond. D’autre part avec

ce mécanisme de rebond, la probabilité pour une particule derebondir avec un angle quasiment nul est

importante (voir figure 2.16). En d’autres termes, ce mécanisme a tendance à générer une grande quantité

de particules rasantes. Ce qui nous amène à conclure à l’impossibilité de la modélisation eulérienne du

rapport
n+

p

n−p
au regard du mécanisme de collision particule-paroi rugueuse tel que suggéré par Sommerfeld

& Huber (1999) [98].

Cependant, la modélisation eulérienne des moments impairss’étant avérée possible, il convient de

l’exploiter afin de voir jusqu’où elle peut être exploitable, avec si possible l’introduction d’hypothèses

en renfort.

L’état actuel des moments impairs définis dans le tableau (2.1) présente l’unique intérêt de montrer

la capacité de la méthodologie à inclure les effets de rugosité dans les conditions aux limites à la paroi.

En effet, ces conditions aux limites ne peuvent être interprétées physiquement puisque les quantités de

la forme
〈〈

sin2 γ|α−〉(Up +u′p
)

v′p
〉−

p
,
〈
〈sinγcosγ|α−〉v′pv′p

〉−
p

, ... n’ont aucune signification physique et

sont en plus inconnues au cours d’une simulation eulérienne. Alors dans l’optique d’exploiter raison-

nablement ces moyennes incidentes, il convient d’introduire un modèle de séparation des effets de la

rugosité et les moments incidents.

2.3.3 Modèle de correlation partielle

L’idée de cette modélisation est de supposer une faible correlation entre les effets de rugosité (relatés

par la présence de l’angle de paroiγ dans les expressions du tableau 2.1) et les moments incidents de la

phase particulaire. Cette hypothèse semble assez légitimepuisque la phase d’incidence ne peut en aucun

cas être influencée par le choix de l’angleγ ; ce qui n’est par contre pas le cas de l’angle de paroiγ dont

le choix reste subordonné à l’incidence.

Introduisons pour cela deux modèles basés sur le flux de particules incidentes à la paroi par unité de

temps, où nous supposons qu’un moment de la forme〈〈ϕ(γ) |α−〉vpψp〉−p s’écrit :
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⋆ soit :
〈〈

ϕ(γ) |α−〉vpψp
〉−

p =
〈〈

ϕ(γ) |α−〉〉−
p 〈vpψp〉−p (2.53)

⋆ soit :
〈〈

ϕ(γ) |α−〉vpψp
〉−

p = {ϕ(γ)}−p 〈vpψp〉−p (2.54)

avec :
〈〈

ϕ(γ) |α−〉〉−
p =

∫ π

0
ϕ(γ)g−p

(
α−)dα− (2.55)

{ϕ(γ)}−p =
〈〈ϕ(γ) |α−〉vp〉−p

〈vp〉−p
=

∫ π

0

〈
ϕ(γ) |α−〉h−p

(
α−)dα− (2.56)

et :
〈
ϕ(γ) |α−〉=

∫ π
2

− π
2

ϕ(γ)Pr
(
γ|α−)dγ (2.57)

La fonction g−p est la pdf de l’angle d’impact des particules sur la paroi, tandis queh−p est la pdf de

l’angle d’impact des particules qui heurtent la paroi par unité de temps.

Donc par définition la quantitén−p g−p (α−)dα− est le nombre moyen de particules incidentes avec un

angle d’impact compris entreα− et α− +dα−. Si bien qu’on obtient par construction que :
∫ π

0
g−p
(
α−)dα− = 1 (2.58)

De même la quantitén−p h−p (α−) est le nombre de particules qui frappent la paroi par unité detemps avec

un angle d’impact compris entreα− et α− +dα−. Elle vérifie par définition :
∫ π

0
h−p
(
α−)dα− = 1 (2.59)

Vu sous cet angle, l’expression{ϕ(γ)}−p n’est rien d’autre que la moyenne de la quantitéϕ(γ) condition-

née par le flux de particules qui heurtent la paroi par unité detemps.

Par suite connaissant la pdf des vitesses incidentesf−p , nous pouvons écrire en pratiquant les chan-

gements de variables convenables que :

∀α− ∈ [0,π] , g−p (α−) =
1

n−p

∫

R

∫

R+
f−p
(
cp cosα−,−cp sinα−,cpz

)
cp dcp dcpz (2.60)

∀α− ∈ [0,π] , h−p (α−) = − sinα−

n−p 〈vp〉−p

∫

R

∫

R+
f−p
(
cp cosα−,−cp sinα−,cpz

)
c2

pdcp dcpz (2.61)

Les propositions (2.53) et (2.54) sont d’un point de vue mathématique assez grossières et conduisent

en conséquence à d’importantes incertitudes. En attendantd’estimer la qualité de la précision physique
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du modèle de correlation dans le chapitre 3, à l’aide de simulations, nous nous proposons d’étudier théo-

riquement la pertinence de ces propositions en effectuant des comparaisons avec les moyennes exactes.

Analyse théorique de la précision des deux modèles de correlation partielle

Le calcul pratique des moments incidents exacts et les différentes approximations exigent la connais-

sance def−p . Nous allons supposer en première approximation quef−p est une demi-gaussienne définie

par :

f−p
(
cp

)
=

2n−p H
(
−cpy

)
√

8π3
〈
u′2p
〉−

p

〈
v′2p
〉−

p

〈
w′2

p

〉−
p

exp


−
(
cpx −U−

p

)2

2
〈
u′2p
〉−

p

−
c2

py

2
〈
v′2p
〉−

p

−
c2

pz

2
〈
w′2

p

〉−
p


 (2.62)

C’est une hypothèse suffisamment acceptable puisque’elle constitue une approximation au premier ordre

de la solution analytique, en quasi-équilibre, obtenue parDerevich et Zaichik (1988) [19] par la résolution

de l’équation de type Fokker-Planck de la pdf des vitesses enproche paroi. En plus une pdf incidente

similaire était utilisée avec succès par Sakiz & Simonin (1999) [83] pour la fermeture des conditions aux

limites aux parois lisses.

Avec l’équation (2.62), les pdf de l’angle d’impactg−p et de l’angle d’impact par unité de tempsh−p

des particules sur la paroi s’écrivent respectivement :

∀α− ∈ [0,π] ,

g−p (α−) =
1

π
√

ξ−

∫ +∞

0
u exp

[
−(ucosα−−β−)

2

2ξ−
− (usinα−)

2

2

]
du

(2.63)

h−p (α−) =
sinα−
√

2πξ−

∫ +∞

0
u2 exp

[
−(ucosα−−β−)

2

2ξ−
− (usinα−)

2

2

]
du (2.64)

où les paramètres adimensionnelsβ− et ξ− sont tels que :

β− =
U−

p√〈
v′2p
〉−

p

(2.65)

ξ− =

〈
u′2p
〉−

p〈
v′2p
〉−

p

(2.66)

Les courbes de la figure (2.17) donnent la pdf (non normalisée) de l’angle d’incidenceα− associée à

la pdf des vitesses incidentesf−p (2.62). Les variations simultanées des paramètresβ− et ξ− confèrent
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2.3 Modélisation statistique Eulérienne de rebonds sur paroi rugueuse

différentes configurations d’écoulement. En faisant varier l’anisotropieξ− de l’écoulement particulaire,

on observe au delà d’une certaine valeur deβ− (par exemple :β− ≥ 5 ) que l’angle d’impact est indé-

pendant de l’anisotropie. Cependant quelque soitβ−, la probabilité d’avoir une incidente rasante est très

élevée. Au total, cette forme de la pdf des vitesses incidentes conduit à une forte probabilité de particules

incidentes rasantes, ce qui est bien le cas des écoulements en canal au regard des résultats de Sommerfeld

(1992). Dans une telle situation, le phénomène de "shadow effect" est assez important pour presque tous

les angles d’impact, si bien que l’utilisation d’une telle pdf s’avère bien adaptée pour effectuer nos tests.
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FIG. 2.17 –Fonctions de distribution de l’angle d’incidence obtenuesà partir de la forme présumée de la pdf des

vitesses incidentes (2.62). (a), (b), (c) et (d) correspondent respectivement aux cas oùβ− vaut 1.0, 5.0, 10.0 et 20.0

. Les symboles représentent les cas (©) ξ− = 1.0, (�) ξ− = 2.0, (♦) ξ− = 4.0 et (△) ξ− = 8.0.
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FIG. 2.18 – Comparaison entre le calcul exact de
〈
〈sinγcosγ|α−〉v′2p

〉−
p

/
〈
v′2p
〉−

p
(©) à ses approximations

〈〈sinγcosγ|α−〉〉−p (�) et{sinγcosγ}−p (∗). ∆γ vaut respectivement 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite. (ξ− = 4.0)

Les formes (2.63) et (2.64), nous permettent d’obtenir pourtout ψp = ψp
(
cp

)
et ϕ(γ) que :

〈〈ϕ(γ) |α−〉vpψp〉−p
〈vpψp〉−p

=

∫ π

0

∫ +∞

0
sinα− 〈ϕ(γ) |α−〉ψp

(
u,α−)u2 exp

[
−(ucosα−−β−)

2

2ξ−
− (usinα−)

2

2

]
dudα−

∫ π

0

∫ +∞

0
sinα−ψp

(
u,α−)u2 exp

[
−(ucosα−−β−)

2

2ξ−
− (usinα−)

2

2

]
dudα−

(2.67)

〈〈
ϕ(γ) |α−〉〉−

p =
1

π
√

ξ−

∫ π

0

∫ +∞

0

〈
ϕ(γ) |α−〉−

p u exp

[
−(ucosα−−β−)

2

2ξ−
− (usinα−)

2

2

]
dudα−

(2.68)

{ϕ(γ)}−p =
1√

2πξ−

∫ π

0

∫ +∞

0
sinα− 〈ϕ(γ) |α−〉−

p u2 exp

[
−(ucosα−−β−)

2

2ξ−
− (usinα−)

2

2

]
dudα−

(2.69)

Finalement, analyser la précision des deux modèles de correlation partielle, revient à comparer les

expressions (2.68) et (2.69) au calcul exact défini par (2.67). Les courbes des figures 2.18 et 2.19
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FIG. 2.19 –Comparaison entre le calcul exact du rapport
〈〈

sin2 γ|α−〉v′p
〉−

p
/
〈
v′p
〉−

p
("©") à ses approximations

〈〈
sin2 γ|α−〉〉−

p ("�") et
{

sin2 γ
}−

p ("⋆"). ∆γ vaut respectivement 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite. (ξ− = 4.0)

obtenues à partir de cette forme présumée def−p , présentent les résultats entre les valeurs exactes

des moyennes incidentes
〈
〈sinγcosγ|α−〉v′2p

〉−
p

/
〈
v′2p
〉−

p
et
〈〈

sin2γ|α−〉v′p
〉−

p
/
〈
v′p
〉−

p
, et leurs approxi-

mations par les propositions (2.68) et (2.69) pour des déviations standards∆γ = {2.5◦,5.0◦}. La fi-

gure 2.18 montre une sur-estimation par les deux approximations et pour les deux parois, du calcul

exact
〈
〈sinγcosγ|α−〉v′2p

〉−
p
/
〈
v′2p
〉−

p
. Cependant, l’approximation

〈〈
sin2 γ|α−〉〉−

p engendre deux fois

plus d’erreur pour les deux parois que
{

sin2γ
}−

p . L’approximation de
〈〈

sin2 γ|α−〉v′p
〉−

p
/
〈
v′p
〉−

p
par

〈〈
sin2γ|α−〉〉−

p (figure 2.19) montre pour∆γ = 2.5◦ et 5.0◦ que cette approximation prédit le profil de

façon moins precise que l’approximation
{

sin2γ
}−

p . En conclusion, les résultats montrent, quelque soit

le degré de rugosité de la paroi, que l’approximation en〈〈 .〉〉−p est moins satisfaisante que celle en{.}−p
par rapport au calcul exact. Ainsi le modèle{.}−p semble plus avisé ; si bien que dans toute la suite, nous

l’emploierons pour la modélisation des conditions aux limites.

Dérivation des conditions aux limites euleriennes

Avec l’approximation en{.}−p , les moments du tableau (2.1) deviennent ceux du tableau (2.2). Les

équations de ce tableau montrent un transfert d’énergie, induit par la rugosité des parois, dans le sens

de l’écoulement vers la direction normale à la paroi. Cependant ce système de conditions aux limites

euleriennes (présenté dans ledit tableau) n’est pas fermé puisqu’il est défini à partir de moments incidents

qui sont inconnus dans une simulation. La fermeture adoptéeconsiste à introduire les moments pairs de

cp.n, qui eux sont connus à la paroi au cours de la simulation.
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npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p

{
sin2 γ

}−
p

〈(
Up+u′p

)
v′p
〉−

p
−2n−p {sinγcosγ}−p

〈
v′pv′p

〉−
p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −2n−p {cosγsinγ}−p

〈
v′2p w′

p

〉−
p
−npUp

〈
v′pw′

p

〉
p

+2n−p {sin2 γ}−p
〈(

u′p +Up
)

v′pw′
p

〉−
p

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
v′3p
〉

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= −n−p

{
sin2(2γ)

}−
p

〈(
Up+u′p

)2
v′p
〉−

p
+n−p

{
sin2(2γ)

}−
p

〈
v′3p
〉−

p

+n−p {sin(4γ)}−p
〈(

Up+u′p
)

v′2p
〉−

p

TAB . 2.2 –Nouvelle formulation des conditions aux limites à la paroi issue de l’application du modèle de corre-

lation partielle, avec l’effet de rugosité de 2D.

En utilisant une fois encore les equations (2.44) et (2.54),nous pouvons écrire le jeu de moments

pairs complémentaires stockés dans le tableau (2.3). Toutefois le calcul de quelques moments pairs tels

que
〈
u′2p
〉

p
, Up, ... bute sur les problèmes similaires rencontrés lors de la tentative de calcul den+

p .

np
〈
v′pv′p

〉
p
= −2n−p {sinγcosγ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′p
〉−

p
+2n−p {cos2γ}−p

〈
v′pv′p

〉−
p

np
〈
u′pv′2p

〉
p
= 2n−p

[
1−{sin2(2γ)}−p

]〈(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p
+

1
2

n−p {sin(4γ)}−p
〈
v′3p
〉−

p

−npUp
〈
v′2p
〉

p
− 1

2
n−p {sin(4γ)}−p

〈(
Up+u′p

)2
v′p
〉−

p

np
〈
v′2p w′

p

〉
p
= −2n−p {sinγcosγ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′pw′

p

〉−
p
+

2n−p {cos2 γ}−p
〈
v′2p w′

p

〉−
p

TAB . 2.3 –Fermeture des conditions aux limites du tableau 2.2.

En effet pour le calcul deU+
p (qui devra permettre ensuite de calculerUp), nous avons :

n+
p 〈up〉+p = n+

pU+
p = −n−p

〈〈
Φγ,x

(
c−p
)

Φγ
(
c−p
)
.n
|c−p

〉
c−p .n

〉−

p

(2.70)

Et comme dans le cas du calcul du rapport
n+

p

n−p
, la moyenne

〈
Φγ,x

(
c−p
)

Φγ
(
c−p
)
.n
|c−p

〉
n’est pas finie en raison

des mêmes points impropres (pour l’intégrale définissant cette moyenne) introduits par la pdf des angles

de rugosité tel que décrit par Sommerfeld & Huber (1999).
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Il ressort de toute évidence que l’utilisation du modèle de "shadow effect" tel qu’il est proposé ne

peut être utilisé pour la dérivation complète de conditionsaux limites euleriennes à la paroi. Alors, en

attendant d’explorer d’autres voies et moyens pour intenter une fermeture des conditions aux limites,

nous présentons dans la sous-section suivante l’analyse théorique du cas des faibles rugosité de paroi.

2.3.4 Hypothèse deγ ≪ 1

En remarquant que l’écart type de l’angle de rugosité de la paroi physique∆γ est tel que :

∆γ ≪ π (2.71)

on peut raisonnablement supposer que la plupart des angles de paroi tirés à l’aide du processus aléatoire

gaussien conditionné par l’angle d’incidence sont tels que:

γ ≪ 1 (2.72)

Ainsi en pratiquant un développement limité à l’ordre 2 au voisinage de 0 des fonctionsγ 7−→ sinγ et

γ 7−→ cosγ, la correlation{sinγcosγ}−p et la variance
{

sin2 γ
}−

p de l’angle de paroi vu par la particule

incidente deviennent respectivement{γ}−p et
{

γ2
}−

p . En outre, ces deux valeurs{γ}−p et
{

γ2
}−

p , sont celles

porteuses de véritables informations au sujet de la paroi rugueuse et de la modélisation de ses effets (dans

le cadre du présent modèle de Sommerfeld & Huber, 1999 [98]),dans la mesure où globalement la paroi

rugueuse est caractérisée par la connaissance de l’écart type de la distribution des angles de rugosité,

dont leurs effets sont prises en compte à travers l’angle de paroi vu par les particules incidentes.

Afin de valider théoriquement cette hypothèse, nous considérons la pdf des vitesses incidentes (2.62),

et nous présentons des calculs effectués pour∆γ = 2.5◦ et∆γ = 5.0◦ en utilisant la formulation (2.69). Les

résultats présentés sur les figures 2.20 et 2.21 montrent uneparfaite superposition pour de faibles écart

type∆γ avec cette approximation. D’autre part, bien que cette approximation semble s’écarter légèrement

pour des∆γ relativement grands, on peut raisonnablement écrire :

∀∆γ ≪ π {sinγcosγ}−p = {γ}−p et
{

sin2γ
}−

p =
{

γ2}−
p (2.73)

Avec ces approximations, les conditions aux limites des tableaux 2.2 et 2.3 conduisent aux relations du

tableau 2.4.
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FIG. 2.20 –Evaluation de l’hypothèseγ ≪ 1 sur la correlation de l’angle de paroi vu par la particule incidente :

"©" : {sinγcosγ}−p et "⋆" : {γ}−p . (∆γ vaut 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite).

2.3.5 Hypothèse d’un angle minimum de rebondα+
0 > 0

D’après l’étude théorique précédente, l’impossibilité dela fermeture des conditions aux limites est

due à la probabilité très élevée pour une particule de rebondir avec un angle nul par rapport à la paroi ma-

croscopique (voir figure 2.16). Dans la présente étude, nousémettons l’hypothèse que la particule ne peut

en aucun cas repartir rasante par l’introduction d’un anglede rebond minimumα+
0 . Autrement, la proba-

bilité pour une particule réfléchie de repartir rasante est nulle. Cette proposition suppose nécessairement

une modification de la pdf de l’angle de paroiγ (2.20).

Toutefois il convient de faire remarquer que l’existence del’angle de rebond minimum de rebond

α+
0 ne peut en aucun cas être rattaché à un événement physique lors du processus de rebond : il est donc

purement spéculatif.

Précédemment avec le modèle originel de Sommerfeld la probabilité de transition pourrait s’écrire :

R
(
α− −→ α+ ≥ 0

)
(2.74)

elle devient avec cette hypothèse :

R
(
α− −→ α+ ≥ α+

0 6= 0
)

(2.75)

Analyse théorique de quelques moments pairs

74



2.3 Modélisation statistique Eulérienne de rebonds sur paroi rugueuse

0 5 10 15 20
β−

0,75

0,8

0,85

0,9

0,95

1

0 5 10 15 20
β−

0,75

0,8

0,85

0,9

0,95

1

FIG. 2.21 –Evaluation de l’hypothèseγ ≪ 1 sur la variance de l’angle de paroi vu par la particule incidente :

"©" : {sinγcosγ}−p et "⋆" : {γ}−p . (∆γ vaut 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite).

Le but de cette partie est d’étudier le comportement des moments pairs avec cette modification du

modèle de Sommerfeld & Huber (1999) [98]. Tous les développements se feront directement pour le cas

de rebonds élastiques avec une rugosité 2D et nous considérerons que la pdf des vitesses incidentesf−p

est une demi-gaussienne ayant la forme (2.62).

Calcul de
np

n−p

Ce rapport s’écrit par définition :
np

n−p
= 1+

n+
p

n−p
(2.76)

Avec l’introduction deα+
0 , il vient que :

n+
p

n−p
=

〈〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
sinα−

〉−

p
(2.77)

où :

∀α+
0 > 0,

〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
= λ

(
α−)

∫ π−α+
0 −α−
2

α+
0 −α−

2

Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

dγ (2.78)

Avec f−p (Eq. (2.62)), nous obtenons :

n+
p

n−p
=

1

π
√

ξ

∫ π

0

(∫ +∞

0
u exp

[
−(ucosα−−β)

2

2ξ
− u2 sin2α−

2

]
du

)
×

×
〈

1
sin(2γ+ α−)

|α−,α+
0

〉
sinα− dα− (2.79)
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npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p

{
γ2
}−

p

〈(
Up +u′p

)
v′p
〉−

p
−2n−p {γ}−p

〈
v′pv′p

〉−
p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −npUp

〈
v′pw′

p

〉
p
−2n−p{γ}−p

〈
v′2p w′

p

〉−
p

+2n−p {γ2}−p
〈(

u′p +Up
)

v′pw′
p

〉−
p

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
v′3p
〉

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= 4n−p {γ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p
−4n−p

{
γ2
}−

p

〈(
Up +u′p

)2
v′p
〉−

p
+4n−p

{
γ2
}−

p

〈
v′3p
〉−

p

np
〈
v′pv′p

〉
p
= −2n−p {γ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′p
〉−

p
+2n−p

[
1−{γ2}−p

]〈
v′pv′p

〉−
p

np
〈
u′pv′2p

〉
p
= 2n−p

[
1−4{γ}−p

]〈(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p
−npUp

〈
v′2p
〉

p
−2n−p {γ}−p

〈(
Up +u′p

)2
v′p
〉−

p

+2n−p {γ}−p
〈
v′3p
〉−

p

np
〈
v′2p w′

p

〉
p
= −2n−p {γ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′pw′

p

〉−
p

+2n−p
[
1−{γ2}−p

]〈
v′2p w′

p

〉−
p

TAB . 2.4 –Conditions aux limites à la paroi dans le cadre des petits angles de rugosité.

sachant que :

ξ =

〈
u′2p
〉−

p〈
v′2p
〉−

p

(2.80)

β =
U−

p√〈
v′2p
〉−

p

(2.81)

Les courbes de la figure 2.22 obtenues avec (2.79) montrent qu’avec cette hypothèse, le ratio
n+

p

n−p
ne

diverge plus. En effet en autorisant à la particule de rebondir avec un angle minimum de plus en plus

croissant (jusqu’àα+
0 /∆γ = 5), ce rapport décroît premièrement avec une forte pente lorsqueα+

0 /∆γ

augmente et semble devenir constant au delà d’une certaine valeur. Ces courbes montrent, en accord

avec les simulations lagrangiennes de Squires & Simonin (2006) [100], que le nombre de particules à la

paroi diminue avec l’augmentation de∆γ.

Calcul de
Up

U−
p

Par définition :

npUp = n−pU−
p +n+

pU+
p (2.82)
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FIG. 2.22 –Variation de rapport
n+

p

n−p
pourξ = 4.0 etβ− vaut respectivement 20.0 (trait plein), 10.0 (tiret) et 5.0

(pointillés). (∆γ vaut 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite).

Soit :
Up

U−
p

=
n−p
np

(
1+

n+
p

n−p

U+
p

U−
p

)
(2.83)

Dans le cadre de nos hypothèses de calculs, nous avons :

Up

U−
p

=
n−p
np

[
1+

1
2π

Q(β,ξ)
1
π

R(β,ξ)

]
(2.84)

où :

Q(β,ξ) =
1

β
√

ξ

∫ π

0

∫ +∞

0

〈
1−2sin2γ

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
sin
(
2α−)×

u2 exp

[
−(ucosα−−β)

2

2ξ
− u2 sin2 α−

2

]
dudα− (2.85)

R(β,ξ) =
1

β
√

ξ

∫ π

0

∫ +∞

0

〈
sin(2γ)

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
sin2α−×

u2 exp

[
−(ucosα−−β)

2

2ξ
− u2 sin2 α−

2

]
dudα− (2.86)

Tout comme
np

n−p
, le rapport

Up

U−
p

converge très vite vers 1 avec l’augmentation deα+
0 (figure 2.23).

Calcul de

〈
u′2p
〉

p〈
u′2p
〉−

p
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FIG. 2.23 –Variation de rapport
Up

U−
p

pourξ = 4.0 etβ− vaut respectivement 20.0 (trait plein), 10.0 (tiret) et 5.0

(pointillés). (∆γ vaut 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite).

En procédant de façon analogue que précédemment, nous trouvons :
〈
u′2p
〉

p〈
u′2p
〉−

p

=

{
1+

1

πξ
√

ξ

[
A(β,ξ)+2β

Up

U−
p

B(β,ξ)

]
+

n+
p

n−p

β2

ξ

(
Up

U−
p

)2
}

n−p
np

(2.87)

où nous avons posé :

A(β,ξ) =
∫ π

0

∫ +∞

0

{〈
cos2 (2γ)

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
cos2α− sinα− +

〈
sin2(2γ)

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
sin3 α−

−
〈

sin(4γ)
sin(2γ+ α−)

|α−,α+
0

〉
sin2α− cosα−

}
u3 exp

[
−(ucosα−−β)

2

2ξ
− u2 sin2 α−

2

]
dudα−(2.88)

et :

B(β,ξ) =
∫ π

0

∫ +∞

0

{〈
sin(2γ)

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
sin2α−−

〈
cos(2γ)

sin(2γ+ α−)
|α−,α+

0

〉
sinα− cosα−

}
×

u2 exp

[
−(ucosα−−β)

2

2ξ
− u2 sin2 α−

2

]
dudα−(2.89)

Au final, nous venons de prouver qu’en supprimant l’effet desparticules rasantes par l’introduction de

l’angle de rebond minimumα+
0 > 0, nous sommes capables de réaliser les premières fermetures de la

seconde étape de la méthode présentée en § 2.3.2.

2.4 Modèle simplifié

Nous proposons dans la présente section une modélisation très simplifiée des conditions aux li-

mites aux parois rugueuses. Nous considérons pour ce faire un écoulement dans lequel les particules
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FIG. 2.24 –Variation de rapport

〈
u′2p
〉

p〈
u′2p
〉−

p

vaut respectivement 20.0 (trait plein), 10.0 (tiret) et 5.0 (pointillés).

(∆γ vaut 2.5◦ à gauche et 5.0◦ à droite).

qui heurtent la paroi rugueuse ne sont pas sujet au "shadow effect". Cela veut dire que pour chaque par-

ticule incidente, la probabilité qu’elle heurte un angleγ > 0 est la même que d’heurter l’angle−γ < 0.

Autrement :
〈
γ|α−〉= 0 pour toutα− (2.90)

Et alors l’écart type conditionné (2.29) par l’incidenceα− devient :

[
σ
(
γ|α−)]2 =

〈
γ2|α−〉= ∆γ2 (2.91)

En raison de la définition de la moyenne incidente{ .}−p , nous avons :

{γ}−p = 0 et
{

γ2}−
p = ∆γ2 (2.92)

Nous faisons en plus l’hypothèse qu’il n’existe pas de correlations, au cours de la phase d’incidence,

entre les vitesses fluctuantes dans les trois directions en écrivant :

〈
u′pv′p

〉−
p

= 0 et
〈
v′pw′

p

〉−
p

= 0 (2.93)

et en plus :
〈
u′pv′pw′

p

〉−
p

= 0 (2.94)
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npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p ∆γ2Upv′p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= 4n−p ∆γ2[

〈
v′3p
〉−

p
−U2

p

〈
v′p
〉−

p
−
〈
u′2p v′p

〉−
p
]

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −4n−p ∆γ2[

〈
v′3p
〉−

p
−
〈
u′2p v′p

〉−
p
]

np
〈
v′pv′p

〉
p
= 2n−p

[
1−∆γ2

]〈
v′pv′p

〉−
p

TAB . 2.5 – Simplification des conditions aux limites du tableau (2.4) dans l’hypothèse d’un écoulement sans

"shadow effect".

Sous ces hypothèses, les conditions du tableau 2.4 et les moments pairs utiles pour la fermeture des

conditions aux limites du présent cas deviennent celles du tableau 2.5.

Comme l’inexistence du "shadow effect" suppose clairement que l’angle d’incidence est suffisam-

ment grand, alors en accord avec notre modélisation ((2.32)& (2.33) et figure 2.16), la probabilité pour

une telle particule de repartir rasante est nulle. Donc en utilisant les résultats de l’étude théorique avec

l’hypothèse de l’angle de rebond minimum, on peut écrire que:

n+
p = n−p =⇒ np = 2n−p (2.95)

et :
〈
u′2p
〉

p
=
〈
u′2p
〉−

p
(2.96)

Pour assurer la fermeture complète des conditions aux limites du tableau 2.5, nous faisons l’hypo-

thèse comme He & Simonin (1994) [33] et Sakiz & Simonin (1999)[83] que :

f−py

(
cpy

)
=

2n−p√
2π
〈
v′pv′p

〉−
p

exp


−

c2
py

2
〈
v′pv′p

〉−
p


 (2.97)

Ce qui permet d’obtenir :
〈
v′p
〉−

p
= −

√
2
π
〈
v′2p
〉−

p
(2.98)
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npVp = 0
〈
u′pv′p

〉
p
= −2∆γ2

√
2π

Up

√〈
v′2p
〉

p
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= 0

〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

〈
v′3p
〉

p
=

4∆γ2
√

2π
[U2

p +
〈
u′2p
〉

p
−
〈
v′2p
〉

p
]
√〈

v′2p
〉

p

〈
u′2p v′p

〉
p
= −4∆γ2

√
2π

[
〈
u′2p
〉

p
−
〈
v′2p
〉

p
]
√〈

v′2p
〉

p

TAB . 2.6 –Conditions aux limites aux parois rugueuses pratiques dansl’hypothèse d’un écoulement sans "shadow

effect".

〈
v′3p
〉−

p
= − 4√

2π

[〈
v′2p
〉−

p

] 3
2

(2.99)

Cependant :

np
〈
v′pv′p

〉
p
= 2n−p

[
1−∆γ2]〈v′pv′p

〉−
p

(2.100)

or :

∆γ2 ≪ 1 (2.101)

Donc :
np
〈
v′pv′p

〉
p
= 2n−p

〈
v′pv′p

〉−
p

=⇒
〈
v′pv′p

〉
p
=
〈
v′pv′p

〉−
p

(d’après (2.95))
(2.102)

En supposant pour finir que :
〈
u′2p v′p

〉−
p

=
〈
u′2p
〉−

p

〈
v′p
〉−

p
(2.103)

nous obtenons d’après (2.96) que :
〈
u′2p v′p

〉−
p

=
〈
u′2p
〉

p

〈
v′p
〉−

p
(2.104)

Au total avec (2.93) & (2.104), nous obtenons les conditionsaux limites aux parois rugueuses (avec

l’effet de rugosité 2D) pratique, données dans le tableau 2.6, pour un écoulement où le "shadow effect"

est négligé.
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Simoninet al., à partir d’une forme présumée gaussienne de la pdf des vitesses incidentesf−p et les

mêmes hypothèses, proposaient une formulation similaire de conditions aux limites aux parois rugueuses

avec un effet de rugosité 3D, en supposant que l’angle de paroi est le même dans les deux directions tan-

gentes au plan de la paroi macroscopique. En l’adaptant aux cas de rebonds inélastiques avec friction,

Konanet al. (2006) [54] effectuent des calculs euler/euler (avec le code Mélodif) en canal horizontal,

qu’ils comparent aux données expérimentales de Sommerfeld& Kussin (2004) [99]. Les résultats ob-

tenus montraient une assez bonne prédiction du flux de masse.Cependant bien que présentant les bons

profils, les vitesses fluctuantesu′p et v′p étaient sur-estimées.

2.5 Conclusion du chapitre

L’utilisation du mécanisme de "shadow effect" proposé par Sommerfeld & Huber (1999) [98] pour

la simulation (par l’approche lagrangienne) de l’interaction particules/paroi rugueusea été mis à contri-

bution pour la dérivation de conditions aux limites euleriennes de la phase dispersée d’un écoulement

turbulent gaz-particules. La fermeture des conditions auxlimites ainsi obtenues a buté sur l’impossibilité

à calculer les moments pairs de la vitesse fluctuante normaledes particules à la paroi, utilisés à cette fin.

Il est ressorti de nos investigations théoriques, premièrement que cet échec est la conséquence de parti-

cules qui demeurent rasantes à la paroi après le rebond, et deuxièmement que le mécanisme de "shadow

effect" tel que suggéré engendre une forte probabilité d’avoir desparticules rasantes à la paroi.

Ce résultat étant en contradiction avec l’expérience, nousavons introduit un angle de rebond mini-

mum afin d’interdire l’obtention de particules rasantes. Lasuppression de cet effet de particules rasantes

a permis d’effectuer les calculs théoriques des moments pairs, en donnant ainsi l’espérance de la déri-

vation complète des conditions aux limites si le mécanisme de rebondparticules/paroi rugueuseétait

proprement décrit.

Il convient aussi de remarquer que ce comportement des moments pairs face à l’hypothèse de l’angle

de rebond minimum met en évidence l’existence d’un mécanisme de rebondparticules/paroi rugueuse

encore plus sophistiqué. Aussi comme le fait remarquer Tsirkunov & Panfilov (1998) [105], le principal

problème du modèle de Sommerfeld (1992) [96] est son incapacité à prendre en compte l’éventualité

d’un rebond multiple conformément à l’expérience.

Afin de vérifier que la modélisation réalisée au cours de ce chapitre était capable de prendre effec-

tivement en compte les effets de parois rugueuses, nous avons dérivé à partir du modèle de base, des
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conditions aux limites en effectuant des simplifications. Le modèle obtenu est bel et bien applicable pour

prédire les moments de la phase dispersée.

Dès lors nous sommes amenés à nous interroger sur la forme de la modélisation du "shadow effect"

par Sommerfeld & Huber (1999) [98].
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Chapitre 3

Simulations numériques Euler/Lagrange

(LES/DPS) en canal avec parois rugueuses

3.1 Introduction

Une des principales difficultés à la compréhension du comportement de particules solides dans une

couche limite turbulente de paroi demeure la description dela phénoménologie de la turbulence du fluide

dans cette région de paroi. En effet, selon Jiménez (1999) [41], bien que quelques mécanismes assez

sophistiqués tels que la naissance et le développement de structures cohérentes, permettent d’aborder la

théorie des écoulements fluides turbulents avec paroi, ce champ d’étude reste un problème ouvert. Or,

il est ressorti des investigations expérimentales de Young& Hanratty (1991) [114] puis Kaftoriet al.

(1995) [45] [46], que les particules restent piégées entre la paroi et les structures cohérentes dans la sous

couche visqueuse de la couche limite pendant une longue période (par exemple jusqu’à la dissipation

du vortex si celles-ci ne sont pas à nouveau entraînées dans un autre vortex) ; ce qui a pour résultat

une forte accumulation de particules en proche paroi. SelonKaftori et al., aussi bien les mécanismes

de déposition que d’entraînement des particules sont contrôlés par l’action des structures cohérentes

de la couche limite turbulente du fluide. La bonne prise en compte de la dynamique du fluide dans cette

région de l’écoulement sur les particules, au cours des simulations est à ce titre très cruciale. Une solution

efficace permettant toutefois la capture de l’ensemble des échelles connues de la turbulence du fluide dans

cette région est de pratiquer une simulation numérique directe (DNS) des équations de Navier-Stokes.

Par exemple, l’étude du comportement des particules dans une couche limite turbulente à l’aide d’une

DNS couplée à un traitement lagrangien de la phase disperséepar Soldati (2005) [95], laisse clairement
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entrevoir que l’accumulation de particules dans la sous couche visqueuse de la couche limite est reliée au

temps caractéristique de la régénération des cycles de turbulence et à l’existence d’une seconde structure

cohérente dont l’action conjuguée avec une première empêche nombres de particules de quitter la région

de paroi pour le cœur de l’écoulement. Cependant, bien qu’étant d’excellents outils pour la description du

fluide, les DNS sont très coûteuses en raison du maillage trèsraffiné à effectuer dans tout le domaine de

calcul, de sorte à capturer toutes les échelles de la turbulence. Une alternative moins onéreuse permettant

aussi bien la reproduction des cycles de régénérations des structures cohérentes dans la région de paroi,

est la simulation des grandes échelles. Cette approche couplée à un traitement lagrangien de la phase

dispersée a été appliquée avec succès à une grande variété d’écoulements à paroi (Wang & Squires

(1996) [111], Uijttewaal & Oliemans (1996) [108], ......).

Dédié à l’analyse des mécanismes induits par la rugosité desparois dans un écoulement fluide tur-

bulent chargé en particules solides, le présent chapitre est subdivisé en deux principales parties. Dans

un premier temps, nous abordons quelques aspects de la modélisation et de la simulation des grandes

échelles du fluide, puis une analyse qualitative des résultats des simulations est proposée. Dans la se-

conde partie, nous présentons le traitement lagrangien de la phase dispersée en décrivant les étapes d’in-

terpolation du fluide, de la prise en compte des collisions entre particules et surtout du traitement des

rebonds particules/paroi. Une attention particulière estaccordée aux méthodes de calcul des propriétés

statistiques de la phase dispersée. Pour finir, une vérification de la modélisation eulerienne proposée au

chapitre précédent est effectuée à travers, à la fois les formulations analytiques des conditions aux limites

aux parois et de la PDF de rebond des particules. Cela a évidemment conduit à une discussion finale au

sujet du modèle de rebond irrégulier décrit par le "shadow effect".

3.2 Simulation des grandes échelles du fluide

En simulation numérique directe (DNS) des équations de Navier-Stokes d’un écoulement pleine-

ment turbulent, l’on résout toutes les échelles de la turbulence. Cette opération exige un grand nombre

de nœuds de maillage afin de capturer toute la gamme d’échelles de la turbulence du fluide, supérieures

aux échelles de Kolmogorov. L’idée de la simulation des grandes échelles (SGE) ouLarge Eddy Simula-

tion (LES)est de s’affranchir de ce coût excessif de nœuds de maillage,en résolvant directement toutes

les échelles supérieures à une échelle de séparation entre les grandes et petites structures turbulentes de

l’écoulement. Ces grosses structures étant très souvent considérées comme celles principalement por-
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teuses d’énergie, elles alimentent les petites ("forward scatter"), si bien que ces petites échelles sont

alors modélisées en fonction de ces grandes structures.

3.2.1 Equations du mouvement des grandes échelles

L’approche adoptée consiste à appliquer un filtre aux équations de Navier-Stokes et à en déduire les

équations du mouvement des grandes structures. Un champ de vitesse est décomposé comme la somme

d’un champ dit des grandes échelles et d’un autre champ de sous-maille qui représente les longueurs

d’onde non capturées par le filtre.

La procédure de filtrage permettant d’obtenir le champ des grandes échelles est effectuée pour une

variableφ j à partir de la formulation :

φ j (x, t) =
∫

Ω

3

∏
i=1

Gi
(
x,x′;∆i

)
φ j
(
x′, t
)

dx′ (3.1)

où Ω est le domaine spatial de calcul,Gi est un filtre spatial dans laiemedirection et∆i est la largeur de

ce filtre. Le champ de sous-maille est donné par :

φ′j (x, t) = φ j (x, t)−φ j (x, t) (3.2)

On vérifie aisément que cette définition du filtrage est linéaire et elle assure la commutativité de

l’opération de filtrage avec les dérivations spatiales et temporelle. Cependant, elle n’est pas idempotente.

Dans le cas d’écoulement d’un fluide newtonien incompressible, les équations de bilan de masse et

de quantité de mouvement s’écrivent :
∂uf ,i

∂xi
= 0 (3.3)

∂uf ,i

∂t
+uf , j

∂uf ,i

∂x j
= − ∂p

∂xi
+

1
Reτ

∂2uf ,i

∂x j∂x j
(3.4)

où uf ,i est laièmecomposante de la vitesse instantanée du fluide,p est la pression du fluide etReτ le

nombre de Reynolds basé sur la vitesse de friction à la paroiuτ et une longueur caractéristiqueδ du

domaine tel que :

Reτ =
uτδ
ν f

(3.5)

où ν f est la viscosité cinématique du fluide tandis que la vitesse de friction est définie par :

uτ =

√
τw

ρ f
(3.6)
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τw étant la contrainte à la paroi etρ f la masse volumique du fluide.

Par suite l’application de la procédure de filtrage (3.1)-(3.2) aux équations (3.3)-(3.4) conduit aux

équations du mouvement des grandes échelles de la turbulence suivantes :

∂uf ,i

∂xi
= 0 (3.7)

∂uf ,i

∂t
+

∂uf ,i uf , j

∂x j
= − ∂p

∂xi
+

1
Reτ

∂2uf ,i

∂x j∂x j
− ∂τi j

∂x j
(3.8)

où τi j est le tenseur des contraintes de sous-maille (SGS) défini par :

τi j = uf ,iuf , j −uf ,i uf , j (3.9)

Pour sa modélisation,τi j est décomposé en respectant la propriété d’invariance galiléenne, comme la

somme du tenseur de Leonard, des contraintes croisées et descontraintes de Reynolds. Nous n’allons

pas nous attarder sur cet aspect et nous invitons le lecteur intéressé à consulter Sagaut (1998) [81].

Dans les sous-sections qui suivent, bien qu’étudiant des écoulements inhomogènes anisotropes (écou-

lement en canal), nous présentons assez rapidement la fermeture utilisée en turbulence homogène et

isotrope, afin de montrer comment cette approche s’avère insuffisante pour une bonne prédiction de

l’écoulement par la LES en canal.

3.2.2 Modèles de fermeture des équations de la LES

Modélisation en THI : modèle de Smagorinsky (1963)

L’idée de la modélisation du tenseur de sous-mailleτi j en turbulence homogène isotrope est basée

sur le principe de la dissipation d’énergie des grosses structures vers les petites (phénomène connu sous

le nom de "forward scatter" dans la littérature). Autrement, l’unique interaction entre les deux structures

de la turbulence ne se fait que dans ce sens. Ce phénomène de transfert d’énergie des grandes structures

vers les petites est clairement expliqué par la théorie de cascade d’énergie de Kolmogorov. Cette vision

conduit Smagorinsky (1963) [94] à modéliser le tenseur de sous-mailleτi j par :

τi j = −2νTSi j (3.10)

où le tenseur des taux de contraintesSi j est défini par :

Si j =
1
2

(
∂uf ,i

∂x j
+

∂uf , j

∂xi

)
(3.11)
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3.2 Simulation des grandes échelles du fluide

et νT est la viscosité turbulente.

Pour modéliser cette viscosité turbulente, Smagorinsky [94] suppose que dans l’équation bilan de

l’énergie cinétique de sous-maille (q2
f ,SGS= u′iu

′
i), les seuls effets dominants sont la production et la dissi-

pation. En égalant la productionP et la dissipationε obtenue en procédant à une analyse dimensionnelle,

Smagorinsky [94] montre que :

νT = (CS∆)2√2Si j Si j (3.12)

oùCS = 0.23 est la constante de Smagorinsky et∆ la largeur du filtre défini par :

∆ = (∆x∆y∆z)1/3 (3.13)

dans laquelle∆x, ∆y et ∆z sont respectivement les pas du maillage tridimensionnel, dans les directions

longitudinale, transversale et latérale1. Ce modèle est par construction entièrement dissipatif, etdonc

n’autorise que les transferts d’énergie des grandes structures vers les petites.

Dans le cadre d’un écoulement de Poiseuille, en faisant clairement remarquer que l’on devrait ajouter

à la modélisation (3.10) un second terme pour prendre en compte le caractère inhomogène de la turbu-

lence, Deardorff (1970) [18] suppose cette contribution assez petite pour être négligée. Les résultats de

ses simulations LES comparés aux données expérimentales deLaufer (1950) montrent une surestimation

de la vitesse longitudinale moyenneU f et de la correlation
〈

u′f u
′
f

〉
f
. La fluctuation de la vitesse normale

à la paroi
〈

w′
f w

′
f

〉
f

et la contrainte de cisaillement
〈

u′f w
′
f

〉
f

étaient assez bien prédits au centre du canal

en non en proche paroi. L’analyse des hypothèses du modèle etde la fiabilité des simulations de cette

étude pionnière de la LES en canal, permettaient principalement de conclure que :

- la modélisation de sous-maille devrait permettre la priseen compte de l’anisotropie,

- ou abandonner la modélisation par le concept de viscosité turbulente au profit des équations de

transport pour les contraintes de sous-maille.

D’autre part, un important mécanisme intervenant lors des interactions entre les structures turbulentes

de l’écoulement n’est pas traduit par l’étude de Smagorinsky [94]. Il s’agit du transfert d’énergie des

petites échelles de la turbulence vers les grandes échellesen un point donné ("backscatter" ou "inverse

energy cascade" dans la littérature, voir par exemple [75], [41]). Selon les travaux de Piomelliet al.

(1991) [75] en canal, la fraction de points du maillage du domaine concernés par le "backscattering" est

1Dans le cas des écoulements anisotropes (tel qu’en canal) que nous aborderons dans les paragraphes qui suivent,∆x, ∆y et

∆zsont respectivement les pas du maillage tridimensionnel, dans les directions de l’écoulement ou longitudinale ("streamwise"),

normale à la paroi ou transversale ("wall-normal") et latérale ("spanwise").
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presque de 50%. Ce mécanisme est presqu’indépendant de la largeur du filtre utilisé, de la distance à la

paroi (dans le cas des écoulements confinés) et croît avec le nombre de Reynolds. Cependant, le type

de filtre utilisé influence l’apport des transferts d’énergies des petits tourbillons vers les grands. Piomelli

et al. font remarquer que les mécanismes de "backscatter" et de "forward scatter" sont maximum dans

la région de proche paroi. La conjugaison de ces mécanismes est donc à prendre en compte dans nos

simulations en canal.

Modèles de fermeture avec prise en compte de l’inhomogénéité de la turbulence

Modèle de Schumann (1975)

Le modèle proposé par Schumann (1975) [87] est basé sur l’hypothèse que tout écoulement turbu-

lent, à très grand nombre de Reynolds (condition nécessaire), est locallement isotrope et possède un

sous-domaine inertiel. Toutefois l’hypothèse d’isotropie local n’est plus exact en proche paroi. Alors,

Schumann propose de subdiviser la contrainte de sous-maille en deux contributions dont la première

pourrait être évaluée en utilisant l’hypothèse d’isotropie local, tandis que la seconde devrait prendre en

compte les inhomogénéités, spécialement en proche paroi. Il adopte le concept de viscosité turbulent et

écrit :

τi j = −2νT
(
Si j −

〈
Si j
〉)

−2ν∗T
〈
Si j
〉

(3.14)

oùSi j est donné par (3.11) et〈 . 〉 représente la moyenne par plan effectuée dans le cadre d’un écoulement

en canal. La viscosité turbulente de sous-maille est donnéepar :

νT = l2
√

2
(
Si j −

〈
Si j
〉)(

Si j −
〈
Si j
〉)

(3.15)

où l est défini par :

l = CS(∆x∆y∆z)1/3 (3.16)

La modélisation deν∗T répond à la prise en compte de la production d’énergie cinétique de sous-maille

dans la sous-couche visqueuse. Ce cœfficient s’écrit :

ν∗T = l∗2
√

2
〈
Si j
〉〈

Si j
〉

(3.17)

l∗ représente les structures dans la direction transverse et est défini par :

l∗ = min
[
c
√

∆x∆z,κyw

]
(3.18)

κ ≃ 0.4 est la constante de von Kármán,c = 0.065 une constante etyw est la distance à la paroi.
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3.2 Simulation des grandes échelles du fluide

Les résultats obtenus avec cette modélisation se comparentraisonnablement aux données de Lau-

fer (1950) et Comte-Bellot (1965) que ceux de Deardorff (1970). Cependant, comme le fait remarquer

Schumann (1975), cette modélisation est restreinte aux casde grands nombres de Reynolds.

Proposition de Moin & Kim (1982)

Dans l’optique de la prise en compte des faibles nombres de Reynolds en proche paroi, l’idée de

Moin & Kim (1982) [64] est de modifier la modélisation (3.15) en la multipliant par une fonction de Van

Driest (1956), de sorte à annuler la viscosité à la paroi. Ainsi l devient :

l = CS

[
1−exp

(
− y+

A+

)]
(∆x∆y∆z)1/3 (3.19)

où A+ = 25 est une constante et la variable de paroiy+ défini par :

y+ =
yuτ

ν f
(3.20)

En se basant sur le comportement et la forme des structures turbulentes en proche paroi, la prise

en compte de l’inhomogénéité de la turbulence est modéliséeselon Moin & Kim par le "residual stress

model" suivant :

l∗ = c

([
1−exp

(
− y+2

A+2

)]
∆z

)2

(3.21)

oùc= 0.065 est une constante et la longueur caractéristique associée àν∗T est la largeur du filtre∆zdans

la direction latérale de l’écoulement.

Horiuti (1987) [35] en affirmant qu’il n’y a aucune raison quele gradient de vitesse moyenne soit pris

en compte dans l’évaluation des contraintes locales de sous-mailles, élimine le "residual stress model" de

la modélisation de Moin & Kim (1982). Ses résultats montrentque la turbulence est soutenue (entretenue)

et présentent des statistiques qui se comparent mieux aux données expérimentales que celles de Moin &

Kim (1982).

Modèle de Piomelliet al. (1989)

Le modèle proposé par Piomelliet al. (1989) [76] néglige aussi le "residual stress model". D’autre

part à partir de l’étude du comportement en proche de la contrainte de cisaillementτ12, qui est tel que

τ12 ∼ y+3, ils proposent la formulation empirique suivante :

νT = l2
√

2Si j Si j (3.22)
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l = CS

[
1−exp

(
− y+3

A+3

)]1/2

(∆x∆y∆z)1/3 (3.23)

CS =
1
10

, est une constante empirique.

Une déclinaison de la modélisation (3.22)-(3.23) est proposée par Balaraset al. (1996) [3] puis

Piomelli & Balaras (2002) [74] en posant dans (3.23) que :

CS(∆x∆y∆z)1/3 = κy (3.24)

κ étant la constante de von Kármán, tandis quey est la distance à la paroi.

Dans le cadre des écoulements inhomogènes anisotropes, il existe dans la littérature une grande

variété de modèles de la LES à même de traduire assez proprement les caractéristiques de la turbulence,

à savoir les approches mixtes (Bardinaet al.(1983)[4]), le modèle dynamique de Smagorinsky (Germano

et al.(1991)[27], Murrayet al.(1996)[65], Meneveauet al.(1996)[63], O’Neil & Meneveau (1997)[69]),

et bien d’autres. Pour plus d’informations, nous invitons le lecteur intéressé à consulter ces références.

Bien que le modèle dynamique de Smagorinsky soit implémentédans le code numérique que nous

utilisons, nous ne le développons pas dans le présent manuscrit puisque toutes nos simulations sont

effectuées en utilisant le modèle empirique de Piomelliet al. (1989)[76]. L’auteur du présent code ayant

déjà montré que le modèle de Piomelliet al.(1989) conduit à des résultats identiques que ceux du modèle

dynamique et en plus non seulement son utilisation permet d’obtenir des statistiques convergées cinq fois

plus vite, mais il était aisé à implementer.

3.2.3 Méthodes numériques de la simulation des grandes échelles

Description des méthodes et schémas numériques

Les simulations numériques des équations de grandes échelles (3.7)-(3.8) fermées, ont été réalisées

à partir du code développé par le Prof. Kyle D. Squires (1989). Les équations sont résolues numérique-

ment en utilisant la méthode des pas fractionnaires (voir par exemple Kim & Moin (1985)[51], Perot

(1993)[72]). La discrétisation spatiale des équations estbasée sur des schémas de différences finies cen-

trées, précis à l’ordre 2, sur un maillage décalé. D’après Kim & Moin (1985)[51], le principal avantage

de l’utilisation d’un maillage décalé pour la discrétisation spatiale des écoulements incompressibles est

de ne pas avoir besoin de conditions aux limites sur la pression2. Les inconvénients de cette méthode

2Traditionnellement, la pression satisfait, à la paroi, desconditions aux limites de type Neumann :

n.∇p|∂Ω = −ρ f n. [n.∆u]|∂Ω (3.25)
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sont par contre dus au fait que certaines composantes de la vitesse ne sont pas définies sur la frontière du

domaine et en plus l’extension de la méthode à des ordres supérieurs est difficile. Un schéma d’Adams-

Bashforth d’ordre 2 permet d’une part de réaliser l’avancement en temps des termes de convection et

de sous-maille. Et d’autre part un schéma de Crank-Nicholson assure l’avancement en temps du terme

visqueux. La pression est obtenue au centre de chaque cellule, en résolvant l’équation de Poisson pour la

pression dans l’espace de Fourier.

Les méthodes numériques implementées dans ce code ont été validées et plusieurs fois utilisées dans

de nombreuses études tant monophasiques que diphasiques (Wang & Squires (1996) [111], [112] ; Wang,

Squires & Simonin (1998) [113]). Nous n’avons en conséquence effectué aucune modification du code

pour la résolution des équations des grandes échelles du fluide. Les résultats que nous présentons dans

cette sous section ne sont donc pas dotés d’une mission de validation du code.

Configuration étudiée

Le domaine d’étude est un canal constitué de deux plaques identiques planes, verticales de longueur

Lx = 4πδ, de largeurLz =
4πδ
3

chacune et séparées d’une distanceLy = 2δ ; δ étant la demi hauteur du

canal (figure 3.1). L’écoulement est descendant et son nombre de Reynolds basé sur la vitesse de friction

à la paroi et la demi hauteur du canal vautReτ = 180.

Conditions aux limites aux parois

Un des avantages des simulations LES est la réduction du nombre de points nécessaires pour la réso-

lution des équations de Navier-Stokes par rapport aux simulations DNS, en procédant à une séparation

entre les grandes et les petites structures de la turbulence. Cependant, la dynamique de l’écoulement

en proche paroi est déterminée par de violentes éruptions dufluide vers la paroi et d’éjection du fluide

depuis la paroi vers l’écoulement du fait du passage d’un ou de plusieurs tourbillons. Ces tourbillons

qui impactent sur la paroi s’éclatent et s’étalent en stries. En devenant instables, ces stries assurent la

régénération des vortex dans la région de paroi. Cette dynamique entraîne le rétrécissement et la nais-

sance de tourbillons, si bien que toutes les structures turbulentes sont très petites dans la zone de paroi.

Selon Hamiltonet al. (1995) [32] le mécanisme complet est composé de trois phasesdistinctes, à savoir,

la formation des stries par les vortex longitudinaux, la destruction des stries et enfin la régénération des

vortex longitudinaux. Cette intense activité dans la region de paroi marquée par de fortes variations de la

pour tenir compte de la friction à la paroi ; ou dans le cas des études théoriques, à des conditions de périodicité dans les

directions sans paroi.
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FIG. 3.1 – Domaine de l’écoulement

quantité de mouvement du fluide est diversement analysée pardifférentes études. Ces différents points

de vue sont clairement résumés dans [80]. L’existence de cette dynamique est cependant confirmée par

des études expérimentales (Klineet al. (1967) [53], Kimet al. (1971) [50], Blake (1970) [7], Kreplin

& Eckelmann (1979) [55]) qui observent contrairement au cœur de l’écoulement, la naissance de très

petites structures turbulentes dans la région de la paroi. La zone de paroi est en conséquence une région

de grande production de turbulence auto-entretenue (Jiménez (1999) [41]). Dans ces conditions, pour la

prise en compte de cette dynamique, deux situations se présentent :

- soit nous appliquons les conditions d’adhérence à la paroi:

uf|∂Ω
= 0 (3.26)

Et alors nous résolvons proprement la couche limite en raffinant le maillage en très proche paroi pour

capturer les petits tourbillons, afin de permettre le "backscatter". Cela se résume en conséquence en

la résolution d’un fort gradient de vitesse. Piomelliet al. (1989) [76] montrent dans ces circonstances,

qu’environ 1/3 des points du maillage occupe environ 7% (représentant la zone de paroi) de la taille du

domaine de l’écoulement. Autrement, la résolution de la couche limite exige un très grand nombre de

points, ce qui le restreint à des écoulements à nombres de Reynolds relativement faibles (180≤ Reτ ≤
640, d’après Piomelliet al. (1989) [76]).
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Dans la logique du raffinage du maillage en proche paroi, une autre méthode proposée par Balaraset

al. (1996) [3] et baptisée "modèle à deux couches" consiste à subdiviser le domaine d’écoulement tel que

Ω = Ω1
⋃

Ω2. La frontière entre les deux domainesΩ1 et Ω2 est définie par le plan parallèle à la paroi

et contenant le premier point de la LES situé dans la zone logarithmique de la couche limite de paroi.

Il est ensuite question de résoudre les équations des grandes échelles de l’équation de Navier-Stokes

dans le sous-domaine sans paroiΩ1. Une seconde équation simplifiée des équations des grandes échelles

basée sur les équations 2D de couche limite est résolue dans le domaineΩ2 connexe à la paroi, avec un

maillage uniforme très raffiné. Cette approche a été utilisée aussi bien à bas comme à grand nombre de

Reynolds avec d’excellents succès.

- soit nous évitons de résoudre la couche limite en appliquant des lois de paroi (Deardorff (1970) [18],

Schumann (1975) [87], Piomelliet al.(1989) [76]) pour décrire le comportement du fluide en paroi.Dans

la pratique, le premier point du maillage est placé dans la zone logarithmique et les contraintes à la paroi

sont calculées en fonction de la vitesse loin de la paroi. Cette méthode est principalement utilisée pour

les écoulements industriels à très grand nombre de Reynolds. Nous reviendrons sur ces conditions aux

limites dans le chapitre 4, où nous traitons un cas expérimental d’écoulement turbulent gas-particules.

Conditions aux limites artificielles

Dans les directions longitudinale et transverse de l’écoulement, nous employons des conditions de

périodicité. L’utilisation de telles conditions, dans cesdirections où l’écoulement est homogène, est jus-

tifiée par l’objectif de contenir les grandes structures turbulentes dans le domaine d’étude choisi.

Maillage du canal

L’objectif de cette thèse étant d’améliorer la compréhension du mécanisme de rebond particules/paroi

rugueuse, il est primordiale de bien capturer toute la physique de l’écoulement fluide en proche paroi.

Cela pour s’assurer que les simulations numériques diphasiques à venir ne soient pas biaisées par une

mauvaise prise en compte de l’interaction fluide/particule, surtout dans la région de proche paroi qui

nous intéresse particulièrement. Nous avons en conséquence opté pour la résolution de la couche limite,

soit à raffiner le maillage en proche paroi.
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Nous effectuons un maillage irrégulier dans la direction normale à la paroi à partir de la fonction :




y( j) = 1−
tanh

(
γ
[
1− ( j −1)

Ly

ny−1

])

tanh(γ)
, 2≤ j ≤ ny−1

y(1) = 0

y(ny) = Ly

(3.27)

ny étant le nombre de nœuds dans la direction normale à la paroi et γ une constante fixée à la valeur 2.

Le pas du maillage dans la direction normale est donnée par :

∆y j = y( j +1)−y( j) , 1≤ j ≤ ny−1 (3.28)

La formulation analytique (3.27) nous permet de placer le premier point du maillage selon la normale

à la paroi ày+ = 0.44, de sorte à être dans la région interne de la couche limite turbulente de la paroi

et à obtenir un espacement maximum∆y+
max = 11.61. Dans la simulation numérique directe de Kimet

al.(1987) [52], le premier point était placé ày+ ≈ 0.05 et∆y+
max= 4.4 pour le même nombre de Reynolds

Reτ = 180.

Le maillage est régulier dans les directions verticale et transverse de l’écoulement. Les pas du

maillage dans ces directions directions sont donnés respectivement par :

∆x =
Lx

nx
; ∆z=

Lz

nz
(3.29)

où nx et nz sont respectivement les nombres de nœuds dans les directions verticale et transverse. La

dimension du maillage utilisé au cours de nos simulations est de 64×65×64 et si bien que nous avons

∆x+ = 35.34 et∆z+ = 11.78.

Résultats des simulations

Les statistiques3 présentées dans cette partie ont été obtenues sur la base de stationnarité des corre-

lations triples
〈

u′f ,iu
′
f , ju

′
f ,k

〉
f

du fluide au cours de la simulation. Le pas de temps utilisé pour toutes ces

simulations est constant et vaut∆t = 2× 10−3. Les statistiques sont présentées pour le demi canal, en

raison de la symétrie qui caractérise les statistiques des écoulements en canal.

3Lorsque nous écrivons pour une propriétéφ du fluide la moyenne〈φ〉 f , cela n’est rien d’autre que la moyenne par plan

parallèle aux parois de la propriété filtréeφ, c’est à dire
〈
φ
〉

f . Et la fluctuationφ′ est celle de la propriété filtrée définie par

φ′ = φ−
〈
φ
〉

f , qui est bien différente de la définition (3.2).
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Vitesse moyenne dans le sens de l’écoulement

La figure 3.2 présente le profil moyen de la vitesse dans la direction longitudinale de l’écoulement

comparée aux résultats théoriques de la couche limite turbulente caractérisée par les régions interne,

logarithmique et externe. Selon Robinson (1991) [80], toute cette région est habituellement définie par

y+ ≤ 100.

Marquée par d’importantes forces de cisaillement et des tensions de Reynolds négligeables, la ré-

gion dite interne de la couche limite est théoriquement décrite par une évolution linéaire de la vitesse

moyenne :

U+
f =

〈
uf
〉

f

uτ
= y+ (3.30)

poury+ < 3. La figure 3.2 montre une parfaite prédiction de la vitesse moyenne dans régiony+ < 3, en

comparaison avec la loi linéaire (3.30).

Cependant au delà de la région interne, où le profil de vitessemoyenne est comparé à la solution

analytique (Clauser (1956) [14]) :

U+
f =

1
κ

ln
(
y+
)
+5.5 (3.31)

de la zone logarithmique, nous pouvons observer une légère surestimation par la LES de la vitesse

moyenne par rapport à la formulation théorique. Ce résultatest la conséquence d’un maillage grossier au

centre du canal par rapport à la zone de proche paroi (par exemple ∆y+ (1) = 0.44 et∆y+ (32) = 11.61,

soit une distorsion de 26.34). Cependant, il a fallu faire un tel compromis puisque nous souhaitons prin-

cipalement mieux prédire la vitesse instantanée et les structures turbulentes en proche paroi. Aussi, ce

résultat est exactement identique au profil de vitesse moyenprésenté par Piomelliet al. (1988)[77] dans

le cadre de l’utilisation d’un modèle mixte et d’un filtre gaussien, avec un maillage fin. Il faut noter au

passage que Piomelliet al. (1988)[77] montraient, au sujet de la consistence entre leschoix du modèle

de sous-maille et du filtre, que la combinaison "modèle mixte+ filtre gaussien" conduit à de bonnes

prédictions en comparaison avec des simulations DNS. Autrement, la prédiction du profil de vitesse par

notre LES est bonne.

Statistiques de la turbulence du fluide

Les profils de l’intensité de la turbulence dans chaque direction de l’écoulement et la contrainte de

cisaillement
〈

u′f v
′
f

〉
f

sont présentés sur la figure 3.3. La contrainte de cisaillement
〈

u′f v
′
f

〉
f

décroît très

rapidement de 0 à la paroi, jusqu’à un extremum dans la régionlogarithmique (à environy+ ∼ 50) (figure

3.3-d). Ensuite le profil croît linéairement jusqu’au centre du canal. Ce résultat est assez spécifique aux
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FIG. 3.2 –Vitesse moyenne du fluide dans le sens de l’écoulement.′−◦−′ : U+
f = y+ ; ′ · ··′ : U+

f =
1
κ

ln(y+)+5.5

et la ligne continue représente la simulation numérique.

écoulements en canal. Moin & Kim (1982) [64] montrent que la contribution du tenseur de sous-maille

est négligeable sur la portion rectiligne du profil de la contrainte de cisaillement, mais elle est significative

dans région de la paroi.

En très proche paroi, les fluctuations de la vitesse dans les trois directions ont un comportement

assez similaire (figure 3.3 :a-c). Elles partent de zéro à la paroi et augmentent brusquement jusqu’à un

maximum avec grande une pente. La pente est cependant plus prononcée pour les fluctuations dans les

deux directions d’homogénéité de l’écoulement. En s’éloignant de la paroi, ces fluctuations décroissent.

Cette décroissante étant plus brusque pour la fluctuation dela vitesse longitudinale. Dans les même

conditions d’écoulement, Kimet al. (1987) [52] obtiennent à partir d’une DNS les même profils. Le

comportement global des fluctuations de vitesse de la paroi au cœur du canal peut être attribué à l’action

de la viscosité du fluide qui est plus importante dans la zone de paroi et à l’origine du gradient de vitesse

dans cette région de l’écoulement.

Analyse des structures turbulentes de l’écoulement

La figure 3.4 montre les correlations à deux points dans les directions longitudinale et latérale calcu-

lées au cours de la simulation à partir de la formulation (sans sommation) :

Rii (r) =

〈
uf ,i (x)uf ,i (x+ r)

〉
f〈

u2
f ,i (x)

〉
f

(3.32)

98



3.2 Simulation des grandes échelles du fluide
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FIG. 3.3 –Vitesses fluctuantes et contrainte de l’écoulement fluide. (a) : la fluctuation longitudinale
〈

u′2f

〉1/2

f
, (b) :

la vitesse fluctuante normale aux parois
〈

v′2f

〉1/2

f
et (c) : la vitesse fluctuante transverse

〈
w′2

f

〉1/2

f
. (d) : la contrainte

de cisaillement
〈

u′f v
′
f

〉
f
.
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Chapitre 3. Simulations numériques Euler/Lagrange (LES/DPS) en canal avec parois rugueuses

en deux points points dans la direction normale à la paroiy+ = 14.47 (en très proche paroi dans la région

logarithmique) ety+ = 180 (au centre du canal). Les profils montrent en général que pour de faibles sé-

parations, les fluctuations de la vitesse restent plus corrélées à elles-même dans la direction longitudinale

que dans la direction latérale. On observe une baisse puis une annulation des correlations avec l’augmen-

tation de la séparation. Cette annulation se produit avant la moitié des dimensions du domaine (Lx/2 et

Lz/2) dans les directions d’homogénéité de l’écoulement. Celaindique que les dimensions du domaine

sont suffisantes pour permettre la simulation des cycles de régénération des structures turbulentes de

l’écoulement.

D’autre part ày+ = 14.47 (figure 3.4-(b)), la correlationRuu dans la direction latérale devient négative

et atteint son minimum àz+
min(Ruu)

≈ 137, tandis queRvv atteint son minimum àz+
min(Rvv)

≈ 68.5. Selon Kim

et al.(1987) [52], la présence du minimum deRvv à la distancez+
min(Ruu)

/2 est consistante avec l’existence

de structure tourbillonnaire longitudinale dans la régionde paroi. De plus cette distancez+
min(Ruu)

/2 à

laquelleRvv atteint son minimum correspond au diamètre moyen (D+
T = 68.5) de ce vortex. En outre,

commeD+
T est inférieur àL+

z = LzReτ/δ ≈ 754, alors en accord avec Jiménez & Moin (1991) [43], la

turbulence reste entretenue dans la région de paroi.

3.3 Simulation de l’écoulement diphasique gas-particules

3.3.1 Equations du mouvement de translation des particules

En raison du fort ratio (voir le tableau 3.3.1) de la masse volumique des particules étudiées par celle

du fluide (ρp/ρ f ≫ 1), et en l’absence de pesanteur, les efforts extérieurs appliqués sur une inclusion

dans l’écoulement se résument en la seule force de traînée. Dans ce cas l’équation du mouvement d’une

particule s’écrit :
dxp

dt
= vp (3.33)

dvp

dt
= −3

4
ρ f

ρp

CD

dp

(
vp−uf @p

)∣∣vp−uf @p

∣∣ (3.34)

où xp et vp sont respectivement les vecteurs position et vitesse de la particule,uf @p est la vitesse du

fluide à la position de la particule etCD le cœfficient de traînée (voir chapitre 1).

Le suivi Lagrangien est effectué pourNp = 105 particules sphériques et identiques de diamètre

d+
p = dpReτ/δ = 1 (c’est à diredp/δ = 5.56× 10−3) dans le canal vertical en résolvant les équations

différentielles (3.33) & (3.34) à l’aide de schemas de type Adams-Bashforth d’ordre 2, sachant que les

Np particules sont introduites de manière aléatoire dans toutle canal et que leurs vitesses initiales ne sont
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FIG. 3.4 – Correlations à deux points : (a) & (b) ày+ = 14.47 et (c) & (d) ày+ = 180. Trait continu :Ruu,

pointillés :Rvv et tiret :Rww. Direction longitudinale : (a) & (c) et direction latérale :(b) & (d).

101



Chapitre 3. Simulations numériques Euler/Lagrange (LES/DPS) en canal avec parois rugueuses

ρp/ρ f 2106 4212

St= τps/(δ/uτ) 0.65 1.3

TAB . 3.1 – Paramètres des particules étudiées.

rien d’autre que la vitesse du fluide à leurs différentes positions :

vp,i (t = 0) = uf @p,i (t = 0) (3.35)

3.3.2 Interpolation de la vitesse du fluide à la position des particules

Les trajectoires des particules étant Lagrangiennes, il y aquasiment aucune chance que les particules

soient exactement aux nœuds du maillage de résolution numérique du fluide. En outre, nous négligeons

le couplage inverse puisque le taux de présence des particulesαp = 8.53×10−5. Dans ces circonstances,

l’obtention de la vitesseuf @p,i est assurée via l’interpolation de la vitesse du fluide à la position de

chaque particule.

La ièmecomposante de la vitesse du fluide à la position d’une particule donnéeuf @p,i est dans le

cadre de l’approche LES/DPS, la somme desièmecomposantes de la vitesse filtrée du fluideuf ,i et du

champ de sous mailleu′f ,i à la position de ladite particule :

uf @p,i = uf ,i
(
xp (t) , t

)
= uf ,i

(
xp(t) , t

)
+u′f ,i

(
xp (t) , t

)
(3.36)

Cependant selon Fede & Simonin (2006) [22], la contributiondu champ de sous maille est négligeable

dans le cas de particules lourdes (ρp/ρ f ≫ 1) dont le temps de relaxationτps est grand devant le temps

caractéristique de la turbulence de sous maille. Ainsi, laièmecomposante de la vitesse du fluide vue par

la particleuf @p,i n’est que la projection de la vitesse du fluide calculée à partir de la LES à la position de

la particule.

Dans le cadre du présent code de calcul, l’examen successif des schémas d’interpolation linéaire et

Lagrange d’ordre 4 et 6, ont permis à Wang & Squires (1996) [111] d’obtenir des erreurs de l’ordre de

8% sur les vitesses rms du champ fluide interpolé dans la direction normale à la paroi avec l’interpolation

linéaire, tandis l’erreur avec les interpolations de Lagrange d’ordre 4 et 6 était inférieure à 1%. Le schema

d’interpolation utilisé au final dans le code est celui de Lagrange d’ordre 4 basé sur 64 points du maillage

Eulerien du fluide, au lieu de 216 points nécessaires pour le schema de Lagrange d’ordre 6.
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3.3 Simulation de l’écoulement diphasique gas-particules

3.3.3 Traitement des collisions particules/particules

Modèle de collisions interparticulaires

Le modèle de collisions interparticulaires implémenté dans le code est déterministe et ne prend en

compte que les collisions binaires. Lorsque deux particules A et B de massemp et de rayonrp = dp/2

chacune (cas de l’écoulement monodisperse) entrent en collision, en considérant qu’elles restent indéfor-

mables et parfaitement sphériques (hypothèse de sphères dures), la cinématique de leur centre d’inertie

dans le cas de mouvement de translation est définie par :




v∗pA
= vpA

+
1

mp
J

v∗pB
= vpB

− 1
mp

J
(3.37)

où le symbole∗ représente la vitesse de la particule après la collision et le vecteurJ est l’impulsion

donnée par la particuleB à A. Elle est modélisée selon l’approche de Walton (1988) dans le cas de

collision inélastique sans friction et glissant par :

J =
mp

2
(1+ec) (wr .k)k (3.38)

où wr = vpB
− vpA

est la vitesse relative deB par rapport àA et k est le vecteur unitaire liant les centres

des particules deA versB. ec ∈ [0,1] est le cœfficient d’inélasticité.

L’absence de la friction lors des collisions est parfaitement justifiée par le fait que nous ne prenons

pas en compte la rotation des particules.

Détection et traitement des collisions

La procédure de détection des collisions utilisée est subdivisée en deux parties. La première est

dédiée à la détermination des particules voisines. Ces particules étant celles susceptibles d’être entrées

en collision au cours du pas de temps∆t de la simulation. La seconde étape permet de déterminer parmi

ces particules voisines, celles qui se sont réellement heurtées. Pour ce faire, la méthode initialement

implementée consistait à remonter le long des trajectoiressupposées rectilignes de la paires de particules,

pour évaluer les caractéristiques cinématiques de chacunes d’elles à l’instant précédent. Puis à partir de

ces caractéristiques, il y a collision de la paire de particules (A,B) s’il existe une variation de temps

δt ∈ [0,∆t] telle que la distance relative entre les centres des deux particules vaut exactementrpA + rpB

(= 2rp dans le cas monodisperse ;rp = dp/2 étant le rayon de la particule).
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Chapitre 3. Simulations numériques Euler/Lagrange (LES/DPS) en canal avec parois rugueuses

Après cette étape de détection, le traitement des collisions consiste à appliquer le modèle (3.37) -

(3.38) pour évaluer les vitesses des particules au moment dela collision puis à les déplacer pour le reste

du pas de temps∆t −δt restant, en supposant toujours les trajectoires comme rectilignes.

Laviéville (1997) [59] montre que cette procédure permet d’obtenir une distribution de l’angle solide

de collision assez proche de la distribution théorique sinusoïdale pour des pas de temps relativement

faibles. Autrement, pour des pas de temps relativement faibles, cette méthode permet de ne louper au-

cune collision. Il fait remarquer qu’aucun changement n’était observé en considérant que les particules

ont des trajectoires curvilignes. Cependant, les travaux de Laviéville ont été effectuées dans le cadre

d’un écoulement fluide turbulent homogène isotrope. Alors ces conclusions liées au type de trajectoire

des particules ne doivent être prises que dans ce cadre. Dansle cas d’un écoulement inhomogène aniso-

trope tel qu’un canal, les particules sont certainement confrontées à de très forts gradients de vitesses,

surtout dans la zone de proche paroi. L’accélération de ces dernières ne peut en aucun cas être considérée

nulle, puisque la force de traînée est très variable. En conséquence, la seconde étape de la procédure de

détection des collisions jusqu’au déplacement des particules après la collision constituent des sources

potentielles d’erreurs dans le traitement des collisions dans le canal turbulent.

L’algorithme que nous avons utilisé pour la prise en compte des trajectoires curvilignes est résumé

par les lignes suivantes. SoientxC
pA

et xC
pB

les positions au moment de la collision des particulesA et B.

Afin de conserver la consistance des schémas numériques, nous remontons fictivement les trajectoires

curvilignes à l’aide du schéma d’Adams-Bashforth d’ordre 2utilisé pour le calcul des positions des

particules. Si le point de collisionC intervient au bout de l’instantδt ∈ [0,∆t], alors nous avons :

xC
pA

= x(n−1)
pA

+ δt

[
3
2

v(n−1)
pA

− 1
2

v(n−2)
pA

]
(3.39)

xC
pB

= x(n−1)
pB

+ δt

[
3
2

v(n−1)
pB

− 1
2

v(n−2)
pB

]
(3.40)

où les exposants(n−1) et (n−2) représentent les pas de temps précédent et sur-précédent.

Au moment de la collision, puisque nous considérons que les particules sont indéformables, la dis-

tance relative entre les centres de la paire de particules est 2rp. Les équations (3.39)-(3.40) conduisent

alors à :
∥∥xC

pA
−xC

pB

∥∥=
∥∥∥r(n−1) + δt v(n−1,n−2)

∥∥∥= 2rp (3.41)

où nous avons posé :

r(n−1) = x(n−1)
pA

−x(n−1)
pB

(3.42)
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A(t)
B(t)

A(t + δt)
B(t + δt)

A(t + ∆t) B(t + ∆t)

C

FIG. 3.5 – Illustration du traitement des collisions particule/particule dans le canal.

v(n−1,n−2) =
3
2

[
v(n−1)

pA
−v(n−1)

pB

]
− 1

2

[
v(n−2)

pA
−v(n−2)

pB

]
(3.43)

En d’autres termes, nous résolvons le trinôme suivant :

∥∥∥v(n−1,n−2)
∥∥∥

2
δt2 +2r(n−1).v(n−1,n−2)δt +

∥∥∥r(n−1)
∥∥∥

2
−4r2

p = 0 (3.44)

pour la détermination deδt ∈ [0,∆t] pour chaque paire de particules susceptibles de se heurter.Bien

évidement, la présumée collision n’a pas lieu lorsqueδt solution de l’équation (3.44) est négative ou

supérieure à∆t ou complexe. Par contre, dans le cas de l’existence de deux solutions comprises entre 0

et ∆t, le temps mis avant la collision est le minimum des deux valeurs.

Dans le cas de l’existence deδt ∈ [0,∆t], après avoir évalué les vitesses juste après collisionsv∗pA
et

v∗pB
via le système (3.37)-(3.38), nous évaluons les nouvelles vitesses de la paire de particules à partir du

modèle (3.34), puis les nouvelles positions associées en utilisant le schéma d’ordre 2 d’Adams-Bashforth

pour le reste du pas de temps∆t −δt.

3.3.4 Traitement des rebonds particules/paroi

Au cours de la simulation, une collision particule/paroi est détectée lorsque la coordonnéeyp du

vecteur position du centre de la particule est telle que :

⋆ yp ≤ rp : pour la paroi inférieure

⋆ yp ≥ Ly− rp : pour la paroi supérieure.
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Chapitre 3. Simulations numériques Euler/Lagrange (LES/DPS) en canal avec parois rugueuses

Dans ces circonstances, le traitement du rebond particule/paroi rugueuse est effectué suivant le modèle

stochastique de Sommerfeld & Huber (1999) résumé comme suit:

(a) tirage aléatoire d’un angle de paroi virtuelγ à partir d’une distribution normale d’écart type∆γ

fixé, et sur lequel vient rebondir la particule incidente

(b) s’aidant de cet angle, la vitesse de rebond est calculée à partir des lois rebonds. Dans le cas de

nos simulations où nous avons considéré des rebonds purement élastiques, elles se résument à :

v+
p = v−p −2

(
v−p .nγ

)
nγ (3.45)

où nγ est la normale à la paroi virtuelle inclinée deγ etvp = (up,vp,wp).

(c) Si après la collision la particule traverse la paroi, c’est àdire v+
p ×v−p > 0, le processus est repris

depuis le point(a). Dans le cas contraire la vitesse de rebondv+
p est conservée et le traitement final du

rebond est effectuée en déplaçant les particules après la collision.

Cependant, la procédure de déplacement n’était pas bien pris en compte par le code initial. D’abord,

la vitesse incidente (v−p ) des particules était supposée identique à la vitesse à l’instantt considéré, tandis

que la vitesse de la particule après le rebond était systématiquement égale à la vitesse de rebond (v+
p )

calculée à partir de l’équation (3.45). De plus, les positions après le rebond étaient celles avant le rebond

dans les directionsx et z de l’écoulement, tandis que dans la direction normale à la paroi, elle était

imposée telle que :

⋆ yp =
dp

2
+ ε : à la paroi inférieure

⋆ yp = Ly−
dp

2
− ε : à la paroi supérieure ;

où de façon pratiqueε = 10−4. Autrement, les particules n’était quasiment pas déplacées après le rebond.

Afin de traiter plus proprement les rebonds, nous avons considéré que la particule incidente a une

accélération constante non nulle, puis nous avons calculé la trajectoire de la particule à partir du schéma

d’Adams-Bahsforth utilisé dans la détermination des positions et vitesses des particules dans tout le

domaine. De sorte qu’au pointC de la collision (voir figure 3.6), nous avons la coordonnée normale à la

paroiyC tel que :

yC
p = y(n−1)

p + δt

[
3
2

v(n−1)
p − 1

2
v(n−2)

p

]
(3.46)
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A(t)

A(t + δt)

A(t + ∆t)

dp/2n

FIG. 3.6 – Illustration du traitement des rebonds particule/paroi.

où yC
p vaut rp pour la paroi inférieure etLy− rp pour la paroi supérieure.δt est alors estimé à partir de

l’équation (3.46). Connaissantδt, la particule est reconduite à la paroi au point de collisionC avec :




xC
p = x(n−1)

p + δt

[
3
2

u(n−1)
p − 1

2
u(n−2)

p

]

yC
p = rp, paroi inférieure (resp.yC

p = Ly− rp, paroi supérieure)

zC
p = z(n−1)

p + δt

[
3
2

w(n−1)
p − 1

2
w(n−2)

p

] (3.47)

Quant à la vitesse d’impactv−p au pointC, elle est calculée à partir du même schéma d’Adams-

Bahsforth :

v−p = v(n−1)
p + δt

[
3
2

f (n−1)
D

τps
V(n−1)

r − 1
2

f (n−2)
D

τps
V(n−2)

r

]
(3.48)

où fD, V r sont définis par :

fD = 1+0.15Re0.687
p ; Rep =

dp‖V r‖
ν f

; V r = vp−uf @p (3.49)

La vitesse de rebond est automatiquement calculée à partir de l’équation (3.45), tandis que pour le

calcul de la vitesse à la nouvelle position, soit à la fin du pasde temps∆t, nous dégradons l’ordre du

schéma de résolution en utilisant un schéma d’Adams-Bashforth du premier ordre. Nous obtenons alors :

v(n)
p = v+

p +(∆t −δt)
f +
D

τps
V+

r (3.50)

où nous avons posé :

f +
D = 1+0.15Re0.687

p ; Rep =
dp‖V+

r ‖
ν f

; V+
r = v+

p −uf @p (3.51)
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sachant quev+
p est donnée par l’équation (3.45).

L’unique hypothèse effectuée au cours de ce processus de rebond fut de considérer que la vitesse du

fluide à la position de la particule était constante pendant l’intervalle de temps∆t. Nous avons considérer

cela pour éviter d’interpoler à nouveau le champ fluide à la position des particules, sachant que ce calcul

occupe environ 30% du temps de calcul total.

Au final, la nouvelle position de la particule est calculée enutilisant un schéma d’Adams-Moulton

d’ordre deux :

x(n)
p = xC

p +
∆t −δt

2

[
v(n)

p +v+
p

]
(3.52)

où xC
p etv+

p sont respectivement définies par les équations (3.47) et (3.45).

3.3.5 Calcul des moyennes euleriennes de la phase disperséedans l’écoulement

Le processus de moyennes de la phase dispersée dans l’écoulement est effectué par tranches volu-

miques délimitées par des plans parallèles à ceux des parois. Le principe du calcul est basé sur la théorie

ergodique. Autrement, nous supposons que toutes les propriétés de la phase dispersée sont stationnaires

et ne restent pas corrélées à elles-même sur un temps infini (de l’ordre du temps total de la simulation).

Afin de capturer les effets de parois, l’épaisseur des tranches est raffinée à l’approche des parois. A

la fin de chaque pas de temps, les propriétés statistiques de l’écoulement particulaire sont évaluées avec

la contribution de toutes les particules dont le centre se trouve dans une tranche donnée. Le maillage

irrégulier permettant de définir les tranches de moyennes est réalisé à l’aide de la fonction suivante :




yvp(1) = 1
2dp

yvp(ny) = Ly− 1
2dp

yvp( j) = α−
tanh

{
γp

[
1− ( j −1)

Ly

ny−1

]}

tanh(γp)
β, ∀ j ∈ {2, ..,ny−1}

(3.53)

nyétant le nombre de nœuds dans la direction normale à la paroi.Les constantesα, β etγp sont calculées

à partir d’un système fermé de trois équations conditionnées par le degré de raffinage souhaité. Il faut

cependant faire remarquer que plus les tranches sont étroites et plus la convergence des statistiques est

longue, si bien qu’en raison du maillage raffiné en proche paroi, il faut en moyenne un mois de calcul (sur

PC Linux Pentium 4, 3Ghz, 1 giga de RAM) pour l’obtention de moyennes convergées. La convergence

des statistiques est obtenue en vérifiant les équations bilans de différents moments.
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Pour une trancheTj donnée, une propriété statistique〈ψ〉p de la phase dispersée et la densité volu-

mique de particulenp sont simplement obtenues, pourj ∈ {1,ny−1}, par :

〈ψ〉p(Tj) =
1
E (Tj)

E (Tj)

∑
h=1

ψh (Tj) ; np (Tj) =
E (Tj)

NmoyLxLzε(Tj)
(3.54)

où E (Tj) est le nombre total de particules dont les propriétés ont étésommées pendant toute la simu-

lation, dans la trancheTj . Nmoy est le nombre de moyennes effectuées, tandis queε(Tj) = yvp( j +1)−
yvp( j) définie l’épaisseur de la trancheTj .

3.3.6 Analyse de l’influence de la rugosité des parois sur la phase dispersée

Etude des premiers moments

Afin d’améliorer la compréhension des effets induits par la rugosité de paroi, nous avons réalisé des

simulations numériques pour des écarts types de rugosité de∆γ = 0◦ (paroi lisse),∆γ = 2.5◦ et∆γ = 5.0◦,

premièrement dans le cadre d’écoulements sans collisions inter-particulaires et deuxièmement avec les

effets conjugués de la rugosité et des collisions entre particules. La sensibilité à la rugosité par rapport

à l’inertie des particules à la rugosité est étudiée à travers les deux nombres de Stokes de 0.65 et 1.3

donnés dans le tableau (3.3.1).

- Densité numérique de particules

Les figures 3.7-(a) et 3.9-(a) présentent les profils de la densité numérique de particules dans le canal

pour les deux nombres de Stokes 0.65 et 1.3 respectifs, en l’absence de collisions entre particules.Les

tendances observées montrent une plus forte accumulation de particules en très proche paroi que dans

le reste de l’écoulement, lorsque les parois lisses. Cependant, cette accumulation en très proche paroi

décroît progressivement avec l’augmentation de la rugosité des parois. En effet, le passage de∆γ = 0◦ à

∆γ = 2.5◦ mène à une réduction assez brutale de la densité volumique departicules d’environ 96,92%

à y+ ≃ 0.5 (à la paroi) et 80.08% ày+ ≃ 1.1 pourSt= 0.65 ; et de 98.19% et 90.61% respectivement

à y+ ≃ 0.5 ety+ ≃ 1.1 pourSt= 1.3. D’autre part l’augmentation du degré de rugosité de∆γ = 2.5◦ à

∆γ = 5.0◦ a mené à la réduction relativement faible de 37.17% et 40.43% respectivement ày+ ≃ 0.5 et

y+ ≃ 1.1 pourSt= 0.65 ; et de 28.82% et 29.46% respectivement ày+ ≃ 0.5 ety+ ≃ 1.1 dans le cas avec

St= 1.3, pour la même variation du degré de rugosité de 2.5◦. Autrement, la réduction de la densité de

particules en région proche paroi ne décroît pas linéairement en fonction de l’écart type de rugosité∆γ.
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On observe en outre, en s’éloignant des parois (au delà dey+ > 5 par exemple), une augmentation

de la densité volumique de particule avec l’augmentation dela rugosité. Par exemple, l’augmentation

de la rugosité de∆γ = 0◦ à ∆γ = 2.5◦, puis de∆γ = 2.5◦ à ∆γ = 5.0◦ ont respectivement induit les

augmentations relatives de 299.18% puis de 3.83% ày+ ≃ 35.28, et de 403.61% puis de 13.33% ày+ ≃
93.24 pour les particules deSt= 0.65. Pour les particules deSt= 1.3, nous obtenons les augmentations

relatives de 163.98% puis de 3.23% ày+ ≃ 35.28, et de 314.97% puis de 4.70% ày+ ≃ 93.24 pour les

passages respectifs de∆γ = 0◦ à ∆γ = 2.5◦, puis de∆γ = 2.5◦ à ∆γ = 5.0◦. En d’autres termes, plus les

parois sont lisses et moins il y a de particules dans le cœur del’écoulement. Au total, la rugosité a eu

pour effet la modification de la distribution des particulesdans tout le canal en la rendant plus uniforme.

Aussi, ces deux figures montrent la sensibilité à la rugositéen fonction de l’inertie des particules sur la

densité de particules : plus les particules sont lourdes et plus la rugosité de paroi influence l’accumulation

des particules en proche paroi.

En présence de collisions entre particules, les précédentes tendances observées demeurent. Cepen-

dant, en comparant les résultats des figures 3.7-(a) et 3.9-(a) respectivement à ceux des figures 3.11-(a) et

3.13-(a), on observe assez nettement la contribution des collisions sur la distribution des particules dans

le canal.

-Vitesse moyenne de la phase dispersée

Les quatres figures 3.7-(b), 3.9-(b), 3.11-(b) et 3.13-(b) montrent la vitesse moyenne longitudinale

des particules dans le canal en l’absence de collisions entre particules (pour les deux premières) et avec

des collisions entre particules (pour les deux dernières).D’une manière générale, les profils de la vitesse

moyenne n’ont presque pas changé avec l’augmentation de la rugosité, aussi bien pour les particules de

St= 0.65 que pour celles oùSt = 1.3. Néanmoins, on observe une certaine augmentation relative (par

exemple d’environ 104.08% ày+ ≃ 0.5 et de 0.26% ày+ ≃ 93.24, du passage de∆γ = 0◦ à ∆γ = 2.5◦

pour le cas sans collisions entre particules avecSt = 0.65) en région de paroi (y+ < 100), lorsque la

rugosité des parois augmente, sans toutefois entraîner de réelles modifications de l’écoulement moyen

au delà de cette région de paroi (bien que de très faibles réduction peuvent être observées au centre du

canal pour les résultats avecSt= 1.3 : figures 3.9-(b) et 3.13-(b)). L’effet de la rugosité des parois sur

la vitesse moyenne produit par le présent modèle semble entièrement localisé dans la région de paroi,

puisque la réduction au centre du canal est quasi-inexistante. C’est un résultat insuffisant en comparaison

avec les résultats expérimentaux de Sommerfeld & Kussin (2004) [99] (en canal horizontal) et Benson
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et al.(2005) (en canal vertical), où l’augmentation de la rugosité de paroi entraîne à la fois une réduction

de la vitesse longitudinale des particules au cœur l’écoulement et une augmentation de celle-ci en proche

paroi, mais aussi et surtout un aplatissement du profil au centre du canal ; si bien que la vitesse devient

presque uniforme à travers le canal entier. Cela suppose quela rugosité devrait induit un important

phénomène de dispersion transversale.

- Moments du second ordre

On observe sur les figures 3.7-(d) et 3.9-(d), les profils de l’agitation transversale
〈
v′pv′p

〉
p

des parti-

cules dans le canal, en l’absence de collisions entre particules, pour les Stokes respectifs de 0.65 et 1.3.

Ces profils exhibent une importante influence de la rugosité des parois sur l’agitation transverse dans

le canal entier. En effet, de l’écoulement en paroi lisse à ceux avec des parois de rugosité successives

de ∆γ = 2.5◦ et ∆γ = 5.0◦, l’agitation transverse
〈
v′pv′p

〉
p

augmente en moyenne de 6% à 50% environ

pour les particules avecSt= 0.65 ; et d’environ 75% à 450% avec les particules deSt= 1.3. Cependant,

l’augmentation n’est pas uniforme dans le canal : elle est plus accentuée dans la région de paroi qu’au

cœur de l’écoulement.

La prise en compte des collisions entre les particules augmente la production de l’agitation transversale

(figures 3.11-(d) et 3.13-(d)) ; cependant l’effet de paroi rugueuse reste fort appréciable.

L’amplification du degré de rugosité des parois laisse entrevoir à travers les figures 3.7-(c) et 3.9-

(c) (respectivement pour les simulations avecSt = 0.65 et St = 1.3 sans collisions entre particules),

de réelles modifications du cisaillement
〈
u′pv′p

〉
p

à travers le canal entier. On observe globalement une

augmentation systématique de
〈
u′pv′p

〉
p

avec de forts maxima dans la région de très proche paroi (à

y+ ≃ 40) avec∆γ croissant. Cette augmentation diminue progressivement à l’approche du centre et des

parois du canal. En outre, la prise en compte des collisions entre les particules (voir figures 3.11-(c) et

3.13-(c)), les effets de la rugosité des parois restent toujours bien mis en exergue sur ce moment. D’autre

part, remarquons que les modifications sont quasi-inexistantes sur
〈
u′pv′p

〉
p

à la paroi, pour les quatres

configurations.

L’agitation longitudinale
〈
u′pu′p

〉
p

des particules dans le canal présentée pour les quatre configura-

tions de l’écoulement (figures 3.7-(i), 3.9-(i), 3.11-(i) et 3.13-(i)) montre un comportement identique. On

observe une augmentation de l’agitation dans la seule région de paroi (oùy+ < 30) avec l’accroissement

de l’écart type de rugosité et surtout à la paroi ; tandis qu’en s’éloignant des parois, des modifications
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mineures (voir quelque fois inexistantes) sont relevées malgré l’augmentation de l’intensité de la rugo-

sité.

Bien qu’ayant considéré un effet de rugosité 2D lors de la collision des particules sur les parois, les

figures 3.7-(j), 3.9-(j), 3.11-(j) et 3.13-(j) mettent en évidence un effet de la rugosité des parois sur le

moment
〈
w′

pw′
p

〉
p
. En effet, nous remarquons que contrairement à l’agitationlongitudinale, les effets de

la rugosité sur
〈
w′2

p

〉
p

sont beaucoup plus perceptibles au delà dey+ < 30. Les effets de la rugosité ne

sont pas localisés à la région de paroi ; et les résultats semblent montré que quelques effets de la rugosité

engendrés depuis la paroi dans les directions longitudinale et normale sont transférés dans la directions

latérale de l’écoulement.

- Moments du troisième ordre

L’examen des figures 3.7 à 3.14, de (e) à (h), montrent que l’augmentation de l’écart type de rugo-

sité ∆γ entraîne une augmentation systématique du transport de la vitesse fluctuante normale à la paroi

(
〈
u′pu′pv′p

〉′
p
,
〈
v′pv′pv′p

〉′
p
,
〈
v′pw′

pw′
p

〉′
p

et
〈
u′pv′pv′p

〉′
p
) dans tout le canal. En outre, il peut être observé que

la correlation triple
〈
v′3p
〉′

p
est beaucoup plus modifiée avec l’intensité de la rugosité, en présentant à la

fois une forte augmentation dans le canal entier mais aussi et surtout à la paroi.

Au total, il en ressort un important effet d’anisotropie induit par le présent modèle d’effets de paroi

rugueuse, dans la mesure où les plus importantes modifications observées en augmentant l’écart type de

rugosité de la paroi, concernent les moments impairs de la vitesse normales à la paroi, aussi bien avec

les deux nombres de Stokes, même si ces effets sont encore plus accentués avec l’augmentation duSt.

Dans la direction longitudinale, l’effet apparu est très localisé en proche paroi (Up et
〈
u′pu′p

〉
p
), tandis

que dans le direction latérale, les effets observés sont relativement importants et se présentent un peu

loin des parois (au delà dey+ ≃ 30).

Ces observations peuvent être analysées dans le cadre de l’approche PDF (Simonin (1991)) présentée

au chapitre 1, où dans le domaine de l’écoulementΩ, nous avons :

- pour la conservation de la masse

∂
∂t

np +
∂

∂xi
npUp,i = 0 (3.55)

- pour l’équation de transport de la quantité de mouvement
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FIG. 3.7 –Modifications des moments d’ordre 0 à 2 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas sans collisions entre particules avecSt= 0.65.
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FIG. 3.8 –Modifications des moments d’ordre 3 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de paroi

(© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas sans collisions entre particules avecSt= 0.65.
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FIG. 3.9 –Modifications des moments d’ordre 0 à 2 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas sans collisions entre particules avecSt= 1.3.
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FIG. 3.10 –Modifications des moments d’ordre 3 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas sans collisions entre particules avecSt= 1.3.
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FIG. 3.11 –Modifications des moments d’ordre 0 à 2 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas avec collisions entre particules avecSt= 0.65.
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FIG. 3.12 –Modifications des moments d’ordre 3 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas avec collisions entre particules avecSt= 0.65.
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FIG. 3.13 –Modifications des moments d’ordre 0 à 2 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas avec collisions entre particules avecSt= 1.3.
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FIG. 3.14 –Modifications des moments d’ordre 3 de la phase dispersée avec l’augmentation de la rugosité de

paroi (© : ∆γ = 0◦, + : ∆γ = 2.5◦ et� : ∆γ = 5.0◦). Cas avec collisions entre particules avecSt= 1.3.
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∂Up,i

∂t
+ Up, j

∂Up,i

∂x j︸ ︷︷ ︸
Terme de convection

= − 1
np

∂
∂x j

(npRp,i j )

︸ ︷︷ ︸
Terme de dispersion turbulente

+ gi︸︷︷︸
gravité

− 1
τF

f p

〈Vr,i〉p

︸ ︷︷ ︸
Terme de traînée

(3.56)

- pour l’équation de transport des contraintes cinétiques des particules

∂Rp,i j

∂t
+ Up,k

∂Rp,i j

∂xk︸ ︷︷ ︸
Terme de convection

= − 1
np

∂
∂xk

(
npSp,i jk

)

︸ ︷︷ ︸
Terme de dispersion turbulente

−Rp,ik
∂Up, j

∂xk
−Rp, jk

∂Up,i

∂xk︸ ︷︷ ︸
Terme de production

− 2
τF

f p

[Rp,i j −Rf p,i j ]

︸ ︷︷ ︸
Terme de transfert interphase

+
1
np

C
(
u′p,iu

′
p, j

)

︸ ︷︷ ︸
Terme de collision

(3.57)

Selon Simoninet al. (1995)[90], le terme de transfert interphase (dans 3.57) a une contribution à la fois

de production et de destruction sur la contrainte cinétiqueparticulaireRp,i j . Ces termes de production et

de destruction sont respectivement approximés par :

Πp
i j =

2

τF
f p

Rf p,i j (3.58)

Πd
i j = − 2

τF
f p

Rp,i j (3.59)

Cette décomposition est complètement vérifiée dans les simulations lagrangiennes en canal vertical de

Wanget al. (1998)[113].

Avec l’équation (3.55), nous déduisons à l’équilibre que ladensité numérique de particulenp dans

l’écoulement est donnée par :
∂
∂y

(npVp) = 0, dansΩ (3.60)

qui exige pour sa résolution, la définition du flux normal de particules à la paroi :

npVp|∂Ω (3.61)

Or (3.60) conduit à :

npVp = constante, dansΩ (3.62)

Puisque le flux de particules à la paroi est nulle, c’est à direnpVp|∂Ω = 0 ; il vient que

npVp = constante= 0, dansΩ =⇒Vp = 0, dansΩ (3.63)
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Cependant, cette solution ne donne pas directement d’information sur les mécanismes qui pilotentnp. Et

alors, en revenant à l’équation deVp, nous obtenons à l’équilibre avec l’équation (3.56) que :

Vd,y−
τF

f p

np

∂
∂y

(
np
〈
v′pv′p

〉
p

)
= 0, dansΩ (3.64)

Soit :

τF
f p

〈
v′pv′p

〉
p

∂ lnnp

∂y
= −τF

f p
∂
∂y

(〈
v′pv′p

〉
p

)
+Vd,y (3.65)

Ce qui signifie que la densité numérique de particulesnp est pilotée par la vitesse de dérive normaleVd,y

et la variance de la vitesse normale
〈
v′pv′p

〉
p

( Simoninet al. (1997) [93]). Or à l’état stationnaire et sans

collisions entre particules, l’agitation transverse déduite de l’équation (3.57) s’écrit :

〈
v′pv′p

〉
p
=
〈
v′f @pv′p

〉
p
−

τF
f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
v′pv′pv′p

〉
p

)
, dansΩ (3.66)

La détermination de
〈
v′pv′p

〉
p

par la résolution de l’équation ci-dessus impose nécessairement de définir

à la paroi le fluxnp
〈
v′pv′pv′p

〉
p|∂Ω.

On observe d’autre part sur la figure 3.16-(b) que la rugositén’a aucun effet sur la correlation double

fluide-particule
〈

v′f @pv′p
〉

p
. Il en résulte que le principal mécanisme responsable de l’agitation trans-

verse
〈
v′pv′p

〉
p

des particules en présence de rugosité des parois, et bien évidemment en l’absence de

collisions entre particules, est la dispersion turbulente−
τF

f p

np

∂
∂y

(
np
〈
v′3p
〉

p

)
. Or la figure 3.15 montre

que le fluxnp
〈
v′3p
〉

p
augmente à la paroi lorsque l’on augmente la rugosité. Ce quiexplique en retour

l’augmentation de la dispersion turbulente− 1
np

∂
∂y

(
np
〈
v′3p
〉

p

)
dans tout le canal (se conférer à la figure

3.16-(b)). Et par suite l’augmentation de la dispersion turbulente− 1
np

∂
∂y

(
np
〈
v′3p
〉

p

)
dans tout le canal

avec la rugosité entraîne l’augmentation de l’agitation normale à la paroi
〈
v′pv′p

〉
p

dans tout le canal avec

l’intensité de la rugosité de la paroi et explique en raison de l’équation (3.65), les modifications denp

avec l’accroissement de∆γ. Au final, le mécanisme exhibé est le suivant :

∆γր =⇒ np
〈
v′3p
〉

p
ր

︸ ︷︷ ︸
à la paroi

=⇒ − 1
np

∂
∂y

(
np
〈
v′3p
〉

p

)
ր

︸ ︷︷ ︸
dans tout le canal

=⇒
〈
v′2p
〉

p
ր

︸ ︷︷ ︸
dans tout le canal

=⇒

∣∣∣∣∣∣
np ց à la paroi

np ր loin de la paroi

Dans le cadre de simulations en apesanteur sans collisions entre particules et où les statistiques sont

obtenues à l’état stationnaire, il ressort de l’équation (3.56) que :

Up = U f +Vd,x−
τF

f p

np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′p

〉
p

)
(3.67)
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et dont la résolution exige au préalable la définition de la condition à la paroi, du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p
.

A travers cette équation (3.67), puisque nous ne prenons pasen compte le couplage inverse (doncU f

n’est pas modifiée), nous comprenons clairement que la vitesse moyenne longitudinale des particules est

pilotée à la fois par la vitesse de dérive longitudinale (Vd,x) et la dispersion turbulente transversale.

D’autre part, sur la figure 3.18-(b) sont présentées les modifications de la vitesse de dérive longitudi-

nale et la dispersion turbulente transversale avec l’augmentation de l’écart type de rugosité. Les résultats

montrent premièrement que quelque soit le degré de rugositédes parois, le principal mécanisme pilotant

l’évolution de la vitesse longitudinale des particules dans le canal est la dispersion turbulente, puisque

la vitesse de dérive longitudinale reste quasiment constante et nulle à travers le canal entier. Cette im-

portance considérable de la dispersion turbulente sur la vitesse de dérive longitudinale était en outre déjà

mentionnée dans les simulations numériques de Sakiz (1999)[82] et les mesures expérimentales Cara-

manet al. (2003)[11] dans la cadre des écoulements à parois lisses. Eten accord avec leurs résultats, la

dispersion turbulente transversale joue nécessairement un rôle prépondérant sur l’évolution de la vitesse

longitudinale dans tout le canal en entraînant la réductiondeUp au centre du canal et son augmentation

en proche paroi. Une dispersion de plus en plus forte devraiten conséquence conduire à l’aplatissement

de la vitesse longitudinale dans tout le canal.

Deuxièmement, on observe que la vitesse de dérive longitudinale reste inchangée avec l’augmentation de

la rugosité tandis que plus la rugosité augmente et plus la dispersion turbulente est modifiée. Cependant,

il convient de noter que l’accroissement de la rugosité n’a engendré que l’augmentation très localisée

dans la région de très proche paroi (y+ < 60) de la dispersée turbulente. En revanche, en s’éloignantdes

parois (c’est à dire au delà dey+ ≃ 60), l’augmentation successive de la rugosité n’assure quede très

faibles modification de la dispersion turbulente transversale. Ces résultats expliquent assez nettement

les différentes variations observées sur la vitesse moyenne de la phase dispersée avec l’augmentation

de l’effet de paroi rugueuse. En outre, la compréhension desmodifications observées sur la dispersion

turbulente réside en l’étude du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

à la paroi. La figure 3.17 montre qu’avec l’accroissement

de∆γ, le flux np
〈
u′pv′p

〉
p

augmente dans le canal et très légèrement à la paroi. Cependant dans le cadre

des présentes simulations où les rebonds particules/paroisont totalement élastiques, donc en l’absence

de friction, le fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

n’est que très faiblement modifié à la paroi. Toutefois les modifications de

np
〈
u′pv′p

〉
p

en proche paroi permettent de comprendre à la fois la légère augmentation deUp en proche

paroi et la très faible réduction dans l’écoulement.

L’importance de la friction dans l’accroissement du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

à la paroi avec l’intensité de la

rugosité est, en outre, mis en exergue dans les simulations de cas expérimentaux au chapitre suivant. Si
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Chapitre 3. Simulations numériques Euler/Lagrange (LES/DPS) en canal avec parois rugueuses

bien que les mécanismes qui gouvernent la modification de la vitesse longitudinale en fonction du degré

de rugosité est :

∆γ ր =⇒ np
〈
u′pv′p

〉
p
ր

︸ ︷︷ ︸
à la paroi

=⇒ 1
np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′p

〉
p

)
ր

︸ ︷︷ ︸
dans tout le canal

=⇒ Up ց︸ ︷︷ ︸
dans tout le canal

A l’équilibre et en l’absence de collisions inter-particulaires, nous obtenons à partir de l’équation

(3.57) que l’agitation longitudinale des particules est obtenue par la résolution de l’équation :

〈
u′pu′p

〉
p
=
〈
u′f @pu′p

〉
p
− τF

f p

〈
u′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
−

τF
f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
u′pu′pv′p

〉
p

)
(3.68)

avec pour condition à la paroi portant sur le fluxnp
〈
u′pu′pv′p

〉
p
.

Avec moins de 6% de réduction observée avec les particules dont St= 0.65 dans l’intervalle 15≤
y+ ≤ 120 sur

〈
u′f @pu′p

〉
p
, en dépit de l’augmentation successive de la rugosité (de∆γ = 0.0◦ à∆γ = 2.5◦

puis à∆γ = 5.0◦), on peut aisément admettre l’insignifiante influence de la rugosité sur cette corrélation

double fluide-particule
〈

u′f @pu′p
〉

p
(voir figure 3.20-(b)).

La figure 3.20-(b) montre premièrement une forte productiond’énergie cinétique par le gradient de

vitesse longitudinale moyenne (−τF
f p

〈
u′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
) et une forte dispersion turbulente (−

τF
f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
u′pu′pv′p

〉
p

)
)

quelque soit le degré de rugosité de la paroi dans la seule région de paroi (y+ < 60). Les résultats montrent

principalement que ces deux mécanismes s’amplifient avec l’augmentation de la rugosité des parois et

que cette augmentation demeure tout de même très localisée dans la région définie pary+ < 60. Aussi,

l’examen des résultats présentés sur cette figure prouve uneréelle compétition entre ces deux méca-

nismes précédemment évoqués, mais montre surtout une très légère amplification pour le mécanisme de

production par le gradient de vitesse longitudinale moyenne. Autrement, la production par les gradients

de vitesses longitudinaux s’effectue essentiellement dans la région de très proche paroi avec l’augmenta-

tion de l’intensité de la rugosité des parois. L’énergie ainsi produite à la paroi est ensuite transportée vers

le cœur de l’écoulement par le phénomène de dispersion turbulente. En accord avec l’équation (3.68),

l’augmentation de l’agitation longitudinale des particules avec l’augmentation de la rugosité dans la ré-

gion localisée de paroi (y+ < 60) trouve ainsi toute son explication. Le mécanisme mis en exergue par

ces simulations peut se traduire par le schéma suivant :

∆γ ր =⇒ −
〈
u′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
ր

︸ ︷︷ ︸
Production à la paroi

et − 1
np

∂
∂y

(
np
〈
u′pu′pv′p

〉
p

)
ր

︸ ︷︷ ︸
Dispersion turbulente

=⇒
〈
u′pu′p

〉
p
ր

︸ ︷︷ ︸
dans le canal
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3.3 Simulation de l’écoulement diphasique gas-particules

Cependant, l’influence de l’effet de paroi rugueuse reproduit par le "shadow effect model" sur l’agitation

longitudinale
〈
u′pu′p

〉
p

est restée localisée qu’en très proche paroi. Ce résultat qui est insuffisant en com-

paraison avec les résultats expérimentaux disponibles (Sommerfeld & Kussin (2004)[99], Bensonet al.

(2005)[5]) laisse imaginer que la production d’énergie cinétique par le gradient de vitesse longitudinale

moyenne n’est pas énorme pour être transportée transversalement jusqu’au centre du canal.

D’après l’équation (3.57), nous pouvons écrire que :

〈
u′pv′p

〉
p
=

1
2

[〈
u′f @pv′p

〉
p
+
〈
v′f @pu′p

〉
p

]

︸ ︷︷ ︸
Rf p,12

−
τF

f p

2

〈
v′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
−

τF
f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′pv′p

〉
p

)
(3.69)

Présentant les variations des termes dans l’équation ci-dessus, la figure 3.19-(b) montre trois résultats

intéressants. Premièrement, la correlation double fluide-particuleRf p,12 reste inchangée malgré l’aug-

mentation de la rugosité de paroi. En conséquence, il ne reste que les mécanismes de production et de

dispersion pour piloter les variations du cisaillement dans le canal entier. Deuxièmement, on constate que

plus on amplifie la rugosité et plus la production et la dispersion augmentent à la fois. Il est cependant

à noter que la région du canal sujette à l’augmentation de cesdeux mécanismes reste cohérente avec

celle où apparaissent les modifications au niveau de la dispersion turbulente transversale sur la vitesse

longitudinale des particules dans le canal, c’est à dire dans la région de proche paroi oùy+ < 60. Le

dernier résultat est que de∆γ = 0.0◦ à ∆γ = 5.0◦, on observe une compétition assez nette entre ces deux

mécanismes de production et de dispersion, car ils demeurent opposés et du même ordre. Seulement, un

leger avantage est observable pour le mécanisme de production quelque soit la paroi étudiée. Ces deux

derniers résultats conjugués montrent la raison de l’augmentation du cisaillement avec l’augmentation

de∆γ.
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FIG. 3.15 –Modification du fluxnp
〈
v′3p
〉

p
à la paroi en particulier avec l’augmentation de l’intensité de la rugosité

( © : ∆γ = 0.0◦, ♦ : ∆γ = 2.5◦ et + : ∆γ = 5.0◦). Simulations sans collisions entre particules où (a) et (b) sont

respectivement les cas de Stokes 0.65 et 1.3.
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FIG. 3.16 –(a) Termes de dispersion (symbole creux) et de traînée (symbole plein) associée à l’équation bilan de

l’agitation transverse (3.57). (b) Correlation double fluide-particule (
〈

v′f @pv′p
〉

p
: symbole hachuré) et terme de

dispersion turbulente (−
τF

f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
v′pv′pv′p

〉
p

)
: symbole creux) de l’équation de l’agitation transverse

〈
v′pv′p

〉
p

(3.66). Cercle :∆γ = 0.0◦, carré :∆γ = 2.5◦ et losange :∆γ = 5.0◦. Cas de particules dontSt= 0.65.
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FIG. 3.17 –Modification du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

avec l’augmentation de l’intensité de la rugosité (© : ∆γ = 0.0◦, ♦ :

∆γ = 2.5◦ et + : ∆γ = 5.0◦). Simulations sans collisions entre particules où (a) et (b) sont respectivement les cas

de Stokes 0.65 et 1.3.
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FIG. 3.18 –(a) Termes de dispersion (symbole creux) et de traînée (symbole plein) associée à l’équation bilan

de la vitesse longitudinale (3.56). (b) Dispersion turbulente transversale (−
τF

f p

np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′p

〉
p

)
: symbole creux)

et vitesse de dérive longitudinale (Vd,x : symbole hachuré) de l’équation deUp (3.67). Cercle :∆γ = 0.0◦, carré :

∆γ = 2.5◦ et losange :∆γ = 5.0◦. Cas de particules dontSt= 0.65.
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FIG. 3.19 –(a) Termes de dispersion (symbole creux), de traînée (symbole hachuré) et de production (symbole

plein) associée à l’équation bilan du cisaillement (3.57).(b) Terme de production (−
τF

f p

2

〈
v′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
: symbole

creux), terme de dispersion turbulente (−
τF

f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′pv′p

〉
p

)
: symbole plein) et correlation double fluide-

particule (Rf p,12 : symbole hachuré) de l’équation sur le cisaillement
〈
u′pv′p

〉
p

(3.69). Cercle :∆γ = 0.0◦, carré :

∆γ = 2.5◦ et losange :∆γ = 5.0◦. Cas de particules dontSt= 0.65.

3.4 Validation de la modélisation eulerienne des conditions aux limites à

la paroi

3.4.1 Calcul des moyennes à la paroi

Par définition, le flux de particules qui entrent en collisionavec la paroi (de surface totale∆S= LxLz),

avec une vitesse comprise entrec−p etc−p +dc−p pendant un tempsdt s’écrit :

dφ− = f−p dc−p ∆Sdt
∣∣c−p .n

∣∣ (3.70)

n étant la normale à la paroi.

Les statistiques étant effectuées sur la base de l’hypothèse d’ergodicité, les variables sont supposées

stationnaires. Donc pour une simulation entret0 et t0 +∆T, le flux total de particules à la paroi est défini

par : ∫ t0+∆T

t0
dφ− = f−p dc−p ∆S

∣∣c−p .n
∣∣ ∆T (3.71)

En posantδφ le nombre de particule qui heurtent la paroi pendant toute ladurée de la simulation avec

une vitesse comprise entrec−p et c−p + dc−p , le flux de particules (pendant∆T) à la paroi estδφdc−p . Et
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FIG. 3.20 –(a) Termes de dispersion (symbole creux), de traînée (symbole hachuré) et de production (symbole

plein) associée à l’équation bilan de l’agitation longitudinale (3.57). (b) Terme de production (−τF
f p

〈
u′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
:

symbole creux), terme de dispersion turbulente (−
τF

f p

2np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′pv′p

〉
p

)
: symbole plein) et correlation double

fluide-particule (
〈

u′f @pu′p
〉

p
: symbole hachuré) de l’équation sur l’agitation longitudinale

〈
u′pu′p

〉
p

(3.68). Cercle :

∆γ = 0.0◦, carré :∆γ = 2.5◦ et losange :∆γ = 5.0◦. Cas de particules dontSt= 0.65.

par suite :

f−p dc−p =
δφdc−p

∆S∆T
∣∣c−p .n

∣∣ (3.72)

D’autre part la kièmecollision d’une particule sur la paroi à un instant donnét(k), avec une vitesse

c−(k)
p comprise entrec−p etc−p +dc−p , en un pointx(k)

p de la surface∆S, peut être modélisée par le produit

de Dirac suivant :

δ
(

t − t(k)
)
×δ
(

c−p −c−(k)
p

)
×δ
(

xp−x(k)
p

)
(3.73)

Dès lors, siN est le nombre total de collisions à la paroi, alors le flux total incident à la paroi pendant la

simulation de durée∆T s’écrit :

δφdc−p =
N

∑
k=1

δ
(

t − t(k)
)
×δ
(

c−p −c−(k)
p

)
×δ
(

xp−x(k)
p

)
dc−(k)

p

=
N

∑
k=1

δ
(

c−p −c−(k)
p

)
dc−(k)

p

(3.74)
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Ce qui conduit à :

f−p dc−p =
N

∑
k=1

δ
(

c−p −c−(k)
p

)
dc−(k)

p

∆S∆T
∣∣c−p .n

∣∣ (3.75)

D’autre part, comme nous avons par définition :

n−p =

∫

D−
f−p
(
cp

)
dc−p (3.76)

et :
〈
Ψp
(
cp

)〉−
p

=
1

n−p

∫

D−
Ψp
(
cp

)
f−p
(
cp

)
dc−p (3.77)

En remplaçant (3.75) dans (3.76) et (3.77) ; et en gardant à l’esprit que les fonctions sous les signes

d’intégration et de sommes discrètes sont positives, la densité numérique de particules incidentesn−p et

une propriété statistique〈Ψp〉−p de particules incidentes à la paroi s’écrivent :

n−p =
1

∆S∆T

N

∑
k=1

1∣∣∣c−(k)
p .n

∣∣∣
(3.78)

et :
〈
Ψp
(
cp

)〉−
p

=
1

N

∑
k=1

1∣∣∣c−(k)
p .n

∣∣∣

N

∑
k=1

Ψ−(k)
p∣∣∣c−(k)

p .n
∣∣∣

(3.79)

dans lequel nous avons poséΨ−(k)
p = Ψ−

p

(
c−(k)

p

)
.

Il est à noter dans les précédentes (resp. suivantes) formulations que pour une variableϕ−
p (resp.ϕ+

p )

donnée,ϕ−(k)
p (resp.ϕ+(k)

p ) n’est rien d’autre que la valeur deϕ−
p (resp.ϕ+

p ) lors de la kièmecollision de

la particule incidente (resp. réfléchie de) à la paroi.

En effectuant une analyse similaire pour les particules réfléchies, la densité numérique de particules

réfléchiesn+
p et une propriété statistique〈Ψp〉+p quelconque de particules réfléchies s’écrivent :

n+
p =

1
∆S∆T

N

∑
k=1

1∣∣∣c+(k)
p .n

∣∣∣
(3.80)

et :
〈
Ψp
(
cp

)〉+
p

=
1

N

∑
k=1

1∣∣∣c+(k)
p .n

∣∣∣

N

∑
k=1

Ψ+(k)
p∣∣∣c+(k)

p .n
∣∣∣

(3.81)
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D’une manière pratique, au cours d’une simulations les moyennes incidentes〈〈ψ(γ) |α−〉Ψp〉−p et

{ψ(γ)}−p sont calculées à partir de :

〈〈
ψ(γ) |α−〉Ψp

〉−
p =

1
N

∑
k=1

1∣∣∣v−(k)
p

∣∣∣

N

∑
k=1

〈ψ(γ) |α−〉k Ψ−(k)
p∣∣∣v−(k)

p

∣∣∣
(3.82)

{ψ(γ)}−p =
〈〈ψ(γ) |α−〉vp〉−p

〈vp〉−p
=

1
N

N

∑
k=1

〈
ψ(γ) |c−p

〉
k

(3.83)

et où la moyenne〈ψ(γ) |α−〉k =
〈
ψ(γ) |c−p

〉
k

est intégrée numériquement pour la kièmecollision parti-

cule/paroi suivant :
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

〈
ψ(γ) |c−p

〉
k
= λ

(
c−p
)∫ π

2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

ψ(γ)Pr (γ) dγ

λ
(
c−p
)

=

[∫ π
2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

Pr (γ) dγ
]−1 (3.84)

où H est la fonction de Heaviside,Pr (γ) une gaussienne de moyenne nulle et d’écart type∆γ.

Notons que pour toute quantitéψp, nous avons :

ψ′
p = ψp−〈ψp〉p et

〈
ψ′

p

〉
p
= 0 (3.85)

Cependant :
〈
ψ′

p

〉−
p

= 〈ψp〉−p −〈ψp〉p 6= 0 et
〈
ψ′

p

〉+
p

= 〈ψp〉+p −〈ψp〉p 6= 0 (3.86)

Et ensuite, pour toutes quantitésψ etφ, les correlations incidentes et réfléchies sont obtenues à partir de :

〈
ψ′

pφ′p
〉−

p
= 〈ψpφp〉−p −〈φp〉p

〈
ψ′

p

〉−
p
−〈ψp〉p

〈
φ′p
〉−

p
−〈ψp〉p 〈φp〉p

〈
ψ′

pφ′p
〉+

p
= 〈ψpφp〉+p −〈φp〉p

〈
ψ′

p

〉+
p
−〈ψp〉p

〈
φ′p
〉+

p
−〈ψp〉p 〈φp〉p (3.87)

3.4.2 Nouvelles moyennes euleriennes dans l’écoulement

L’idée de l’implementation de nouvelles méthodes de calculdes moyennes dans l’écoulement fut

principalement motivée par l’analyse, d’un point de vue numérique, de la continuité des différents mo-

ments incidents, réfléchis et globaux, de la phase disperséedepuis le centre de l’écoulement jusqu’à la

paroi. En outre, ces nouvelles moyennes permettraient de valider la méthode de moyenne précédente.
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La moyenne incidente〈Ψ〉−p d’une propriétéΨ de l’écoulement particulaire est évaluée à partir du flux

des particules incidentes à la paroi macroscopique ; autrement 〈Ψ〉−p est estimée à l’aide du nombre de

particules dans un volume adjacent à la paroi tel quevp ·n < 0 (oùvp est la vitesse de la particule etn la

normale à la paroi macroscopique). De manière analogue, la moyenne réfléchie〈Ψ〉+p de la propriétéΨ

associée est évaluée à partir de toutes les particules vérifiantvp ·n > 0. Au final, la moyenne globale est

calculée suivant :

np (i) = n−p (i)+n+
p (i) ; 〈Ψ〉p (i) =

n−p (i)

np (i)
〈Ψ〉−p (i)+

n+
p (i)

np(i)
〈Ψ〉+p (i) (3.88)

Deux algorithmes sont proposés pour le calcul den−p , n+
p , 〈Ψ〉−p et 〈Ψ〉+p .

Algorithme de calcul de moyennes volumiques incidentes et réfléchies

Cette méthode de calcul des moyennes volumiques incidenteset réfléchies est exactement la même

que celle présentée à la sous-section 3.3.5. L’unique différence est qu’ici une ségrégation entre les parti-

cules incidentes et celles réfléchies est assurée dans la trancheTj pour évaluer distinctement les propriétés

statistiquesn−p , n+
p , 〈Ψ〉−p et 〈Ψ〉+p de la phase dispersée. Nous avons :

〈ψ〉−p (Tj) =
1
Em(Tj)

Em(Tj)

∑
h=1

ψh (Tj) ; n−p (Tj) =
Em(Tj)

NmoyLxLzε(Tj)
(3.89)

〈ψ〉+p (Tj) =
1
E p (Tj)

E p(Tj)

∑
h=1

ψh(Tj) ; n+
p (Tj) =

E p (Tj)

NmoyLxLzε(Tj)
(3.90)

où Em(Tj) (respectivementE p (Tj)) est le nombre total de particules incidentes (respectivement réflé-

chies) dont les propriétés ont été sommées au cours de la simulation entière dans la trancheTj .

On vérifie aisément à partir des équations (3.89) et (3.90) que l’équation (3.88) conduit bien à la moyenne

volumique globale et à la densité volumique de particules définies à l’équation (3.54).

Algorithme de calcul de moyennes aux parois fictives

Supposons à un instantt donné qu’une particuleP se trouve au pointPt de coordonnéey0 normale à

la paroi, dans une trancheT1 et qu’à la fin du pas de temps, à l’instantt +∆t, elle est située dans la maille

Tn au pointPt+∆t d’ordonnéeyn. DePt àPt+∆t , la particule a traversé un nombren−1 deparois virtuelles

représentées par les délimitations de chaque tranche (voirfigure 3.21). En considérant que la particule

passe enyi à l’instantt +δti (avecδt0 = 0 etδtn = ∆t), la vitessevδti
p de la particule lors de la traversée de

132



3.4 Validation de la modélisation eulerienne des conditions aux limites à la paroi
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FIG. 3.21 – Illustration de l’algorithme de paroi virtuelle.

la ièmeparoi virtuelle définie par le planP = {(x,yi ,z)/x∈ [0,Lx] , z∈ [0,Lz]} et oùyi est fourni à partir

du maillage de moyenne de la phase dispersée (biensûr pour 1≤ i ≤ n−1), est évaluée comme suit :

a- Estimation deδti : L’évaluation deδti est effectuée à l’aide du schéma d’Adams-Bashforth d’ordre

2 appliqué à l’équation différentielledyp/dt = vp. Soit :

δti =
yp (δti)−yp(δt0)

3
2vδt0

p − 1
2vδt−1

p

, 1≤ i ≤ n−1 (3.91)

dans laquellevδt0
p etvδt−1

p sont les vitesses normales à la paroi de la particule aux instantst ett−∆t, tandis

queyp (δti) = yi .

b- Calcul de la vitesse à la paroi virtuelle: On suppose qu’entre les instantst et t +∆t, la vitesse du

fluide à la position des particules est constante. De même à l’aide du schéma d’Adams-Bashforth d’ordre

2, la vitesse de la particule lors de la traversée de laièmeparoi fictive s’écrit :

vδti
p = vδt0

p + δti

[
3
2
D (δt0)−

1
2
D (δt−1)

]
(3.92)

oùD (δt0) etD (δt−1) représentent la force de traînée aux instantst et t −∆t.

c- Calcul des moyennes: Les moyennes incidentes et réfléchies à uneièmeparoi fictive donnée

sont calculées exactement de la même manière que pour le calcul de la moyenne à la paroi réelle (voir
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sous-section 3.4.1). Cela revient à :

n−p (i) =
1

∆S∆T

Ni
m

∑
j=1,vpj

·n<0

1∣∣∣vpj
·n
∣∣∣

; 〈Ψ〉−p (i) =
1

Ni
m

∑
j=1,vpj

·n<0

1∣∣∣vpj
·n
∣∣∣

Ni
m

∑
j=1,vpj

·n<0

Ψpj∣∣∣vpj
·n
∣∣∣ (3.93)

et :

n+
p (i) =

1
∆S∆T

Ni
p

∑
j=1,vpj

·n>0

1∣∣∣vpj
·n
∣∣∣

; 〈Ψ〉+p (i) =
1

Ni
p

∑
j=1,vpj

·n>0

1∣∣∣vpj
·n
∣∣∣

Ni
p

∑
j=1,vpj

·n>0

Ψpj∣∣∣vpj
·n
∣∣∣ (3.94)

Ni
m (respectivementNi

p) est le nombre de particules qui traversent laièmeparoi fictive et vérifiant la

conditionvpj
·n < 0 (respectivementvpj

·n > 0).

3.4.3 Continuité des différents moments incidents, réfléchis et globaux à la paroi

Une étape primordiale du présent travail est de s’assurer dela définition de problèmes aux limites bien

posés au sens de Cauchy aux parois. En d’autres mots, il faudrait vérifier que les conditions aux limites

euleriennes définies au chapitre 2 permettent l’obtention de la continuité jusqu’à la paroi des moments

tant incidents, réfléchis que globaux. Notre argumentationpour atteindre cet objectif sera dans un premier

temps de verifier que les formulations exactes (3.78) à (3.81), des moyennes à la paroi conduisent bel

et bien à la continuité des différents moments jusqu’à paroi, puis de comparer les conditions aux limites

analytiques du chapitre 2 aux résultats obtenus à partir desformulations exactes. Pour ce faire au cours

des simulations, nous évaluons à la fois les moyennes à la paroi à partir des équations (3.78) à (3.81), les

moments incidents, réfléchis et globaux à l’aide des nouvelles procédures de calculs de moyennes.

Les figures 3.22 à 3.23 présentent les moments incidents, réfléchis et globaux de quelques propriétés

statistiques de la phase dispersée dans le cadre de simulations en parois rugueuses (∆γ = 2.5◦) sans

collisions entre particules pour les cas de StokesSt = 0.65 et St = 1.3. Ces résultats montrent dans

un premier temps que les algorithmes de calcul de moyennes volumiques incidentes et réfléchies et du

calcul de moyennes aux parois fictives conduisent non seulement aux mêmes résultats en ce qui concerne

les moments incidents et réfléchis, mais aussi les résultatsdes moments globaux dont ils permettent

l’obtention (à partir de l’équation (3.88)) sont en parfaitaccord avec les résultats du calcul de moyenne

volumique global (3.54).

Dans un second temps, ayant positionné les valeurs à la paroide ces différents moments sur ces

figures, il peut être observé que les différents moments incidents, réfléchis comme globaux [à savoir
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(
n−p ,n+

p ,np
)
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,
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〉−
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,
〈
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〈
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〉
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)
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〉−

p
,
〈
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〉+
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,
〈
u′pu′pv′p

〉
p

)
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continus jusqu’à la paroi. Cela signifie que les formulations exactes (3.78) à (3.81) des moyennes à la

paroi mènent à un problème bien posé au sens de Cauchy à la paroi.

Tous ces résultats valident au final, non seulement la méthode de calcul de moyennes à la paroi

(sous-section § 3.4.1), mais aussi les deux nouvelles procédures de moyennes (sous-section § 3.4.2). Il

est important de faire remarquer que l’algorithme de moyennes aux parois fictives converge plus vite

que les algorithmes de moyennes volumiques. En effet, dans le cadre de l’algorithme des parois fictives,

même avec des tranches très fines (ce qui est le cas en région deproche paroi), puisqu’il n’est plus

question du nombre de particules dans une tranche pour l’obtention des statistiques mais plutôt de la

vitesse des particules à la traversée des limites des tranches, la taille des tranches ne constitue plus un

obstacle dans le processus de moyennes.

Avec la présente validation de la méthode de calcul de moyennes à la paroi, nous estimons mainte-

nant au cours des simulations, les conditions aux limites présentées dans les tableaux 2.1 (conditions aux

limites obtenues par la modélisation directe4) et 2.4 (conditions aux limites obtenues avec le modèle de

corrélation partielle) à partir des équations (3.82), (3.83) et (3.84). Le tableau 3.4.3 exhibe l’erreur rela-

tive commise par les deux modélisations des différents moments aux limites par rapport aux moyennes

exactes calculées à partir des équations (3.78), (3.79), (3.80) et (3.81). Les pourcentages d’erreurs obte-

nus montrent des erreurs relatives de 0.0% à 15% environ pour les conditions aux limites obtenues par

la modélisation directe (voir tableau 2.1). Ce résultat estla conséquence du d.l à l’ordre 2 effectué sur

les fonctionsγ 7→ sin(γ) et γ 7→ cos(γ). Les effets conjugués de la linéarisation de ces fonctions et de la

correlation partielle ont conduit à aux erreurs relatives de moins de 2.0% à moins de 25% sur l’ensemble

des conditions aux limites. Ce résultat est assez raisonnable en raison de la forte hypothèse de correla-

tion partielle. Au total, la méthodologie de dérivation desconditions aux limites euleriennes telle que

présentée au chapitre 2 est satisfaisante.

3.4.4 Etude des PDF des angles d’incidence et de rebond

La figure 3.24 présente la PDF des angles d’incidenceα− des particules sur les parois. Les résultats

montrent que les particules ont une probabilité très élevéed’heurter les parois du canal avec des angles

d’incidence très rasants. Il peut être cependant observé que l’augmentation de la rugosité entraîne une

4Dans les présentes simulations numériques, nous avons plutôt effectué des d.l à l’ordre 2 des fonctionsγ 7→ sin(γ) et

γ 7→ cos(γ) contenues dans les conditions aux limites du tableau 2.1.
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FIG. 3.22 –Quelques moments incidents (〈. . .〉−p ), réfléchis (〈. . .〉+p ) et globaux de la phase dispersée (〈. . .〉p)

calculés à partir de différents algorithmes pour le cas de rugosité∆γ = 2.5◦. Algorithme de calcul de moyenne

volumiques incidentes et réfléchies : (©) : 〈. . .〉−p , (�) : 〈. . .〉+p et (♦) : 〈. . .〉p. Algorithme de paroi fictive : (+) :

〈. . .〉−p , (×) : 〈. . .〉+p et (∗) : 〈. . .〉p. Trait continu grisé : moyenne volumique globale classiquecalculée à partir de

(3.54). Les symboles hachurés évoquent les moyennes des différents moments calculés à la paroi : "rond hachuré

≡ 〈. . .〉−p ", "carré hachuré≡ 〈. . .〉+p " et "losange hachuré≡ 〈. . .〉p". (C1) & (C2) représentent respectivement les

cas avecSt= 0.65 etSt= 1.3.
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FIG. 3.23 –Même légende que la figure 3.22.
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diminution de cette probabilité et qu’en plus il apparaît des angles d’incidence de plus en plus élevés.

Par exemple avec∆γ = 2.5◦, les résultats montrent que les angles d’incidence demeurent inférieur à 5◦ ;

alors que l’augmentation de l’écart type de rugosité à∆γ = 5.0◦ a conduit quelques particules à heurter

la paroi avec des incidences de l’ordre de 15◦ (voir 3.24-(b-1)). Ces mêmes modifications qui demeurent

avec les effets conjugués de la rugosité des parois et des collisions entre particules, sont en outre plus

accentuées avec l’inertie des particules.

Il convient de faire remarquer que les angles d’incidence étant presque tous rasants, la plupart des

collisions particule/paroi rugueuse sont nécessairementconcernée par le "shadow effect".

D’autre part, la PDF de l’angle de rebondα+ étant l’un des principaux éléments caractéristiques du

modèle de rebond, nous l’avons tracé sur la figure 3.25, à partir des simulations. Ce résultat est comparée

à la modélisation de la probabilité de transition proposée par les équations ( (2.32)- (2.33)), afin de

vérifier la pertinence de ladite modélisation. En outre, en raison de l’impossibilité numérique d’obtenir

une valeur fixée deα− au cours de la simulation, nous avons plutôt calculé la PDF deα+ sachant que

l’angle d’incidenceα− balaye la plage[α−− ε,α− + ε], oùε doit être petit mais suffisamment grand pour

permettre l’obtention de distributions assez raisonnables. Les résultats montrent une forme commune de

la PDF deα+ caractérisée par une très forte probabilité pour une particule à incidence rasante (puisque

pour les résultats présentés,α− ∈ [0.8◦,1.0◦]) de rebondir avec un angle rasant. Donc la quasi-totalité

des particules incidentes à la paroi ont une probabilité très forte de rester rasante après le rebond. En

outre, l’augmentation de l’écart type des angles de rugosité n’a eu pour effet que l’élargissement de la

distribution des angles de rebond. En effet, avec∆γ = 2.5◦ la distribution de l’angle de rebondα+ était

confinée dans]0◦,20.0◦] (voir figure 3.24-(a)) ; tandis qu’ayant augmenté l’écart type à∆γ = 5.0◦, la

plage deα+ s’est étendue à l’intervalle]0◦,33.0◦].

Ce résultat est insuffisant, puisque bien que l’élargissement de la distribution de l’angle de rebond à des

valeurs élevées soit une conséquence observée expérimentalement, il demeure un véritable problème :

celui des particules qui repartent rasantes.

Aussi, on observe sur la figure 3.25, la parfaite concordanceentre la PDF deα+ obtenue à partir de

la simulation et la modélisation de la probabilité de transition (2.32)-(2.33) issue du modèle lagrangien

de rebond sur paroi rugueuse de Sommerfeld & Huber [98].
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FIG. 3.24 –Distributions de l’angle d’incidence des particules sur les parois mésurées au cours des simulations

LES/DPS. (a)St = 0.65 et (b)St = 1.3. Les indices 1 et 2 correspondent respectivement aux simulations sans

collisions entre particules et avec collisions. "©" : ∆γ = 2.5◦ et "+" : ∆γ = 5.0◦.
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FIG. 3.25 –PDF de l’angle de rebond des particules pour une incidenceα− telle queα− ∈ [0.8◦,1.0◦] . Particules

telles queSt = 0.65 : (a)∆γ = 2.5◦ et (b) ∆γ = 5.0◦. "©" : Simulation LES/DPS et "+" : Modélisation de la

probabilité de transition (2.32)- (2.33).

3.5 Critique du modèle lagrangien de rebond et conclusion duchapitre

Les simulations LES/DPS présentées dans ce chapitre ont montré la pertinence et la précision de la

modélisation eulérienne des conditions aux limites aux parois rugueuses. En effet, les comparaisons des

résultats de la DPS à la paroi avec ceux des formulations analytiques ont montré de bons accords, que

ce soit pour des simulations avec collisions ou non, et quelque soit l’inertie des particules (biensûr que

les particules sont censées être inertielles). Ainsi, les formulations des conditions aux limites à la paroi

permettent la définition de problème bien posé au sens de Cauchy aux parois. En plus, les PDF de rebond

des particules obtenues à partir des simulations sont en parfait accord avec la modélisation eulérienne de

la probabilité de transition. Ces résultats confirment que la modélisation eulérienne proposée au chapitre

2 retranscrit l’effet de paroi rugueuse tel que suggéré par le "shadow effect model" de Sommerfeld &

Huber (1999) [98].

Nous avons par ailleurs, obtenu à l’état stationnaire que lerapport
n+

p

n−p
demeure fini, contrairement

à nos résultats eulérien. Cependant les simulations lagrangiennes ont prouvé que les particules ont une

très forte probabilité de repartir rasantes après le rebond. Ce résultat qui est en accord avec la modéli-

sation eulérienne, confirme nos précédentes critiques quant au fait que ce modèle favorise énormément

des angles de rebonds quasiment nuls. En outre, une particule ne saurait rester indéfiniment rasante à la

paroi puisqu’elle pourrait heurter une autre aspérité de laparoi ; ce qui assurerait certainement son retour
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dans le cœur de l’écoulement. Or une telle éventualité est inimaginable avec le "shadow effect model"

dont l’analyse qui a mené à sa conception a ignoré les hauteurs de rugosité d’une paroi (tout comme

le "Abnormal bouncing model" (Tsuji et. al (1987)[107],[106]) ancêtre du "shadow effect model") ; si

bien qu’il n’intègre pas de mécanisme capable de reproduirecet effet. Par ailleurs, en s’appuyant sur

l’approche PDF de la description des propriétés statistiques de la phase dispersée (Simonin, 1996 [89]),

les mécanismes pilotant l’influence de la rugosité des parois sur les premiers moments de la phase par-

ticulaire ont été mis en évidence à l’aide du "Shadow Effect Model". Cependant il est ressorti de cette

analyse, une sous-estimation des principaux mécanismes responsables des modifications des premiers

moments de la phase dispersée, à savoir la dispersion turbulente et la production d’énergie à la paroi par

les gradients de vitesses longitudinaux.

Au vu de ces résultats, nous sommes en droit de nous interroger de la validité de la modélisation

des interactions particules-paroi rugueuse par le "shadow effect model". Dans ces circonstances, il est

impératif d’étudier le réel comportement d’une particule qui heurte une paroi rugueuse quelconque afin

d’exhiber les mécanismes mis en évidence lors du rebond, en vue de la modélisation.
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Chapitre 3. Simulations numériques Euler/Lagrange (LES/DPS) en canal avec parois rugueuses
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n
p 〈u ′p v ′p 〉

p
13.26

6.73
15.31

11.49
6.02

14.71
11.31

4.57
12.93

7.89
11.16

2.43
7.29

6.76
8.53

0.77

n
p 〈u ′p v ′p w

′p 〉
p

3.52
3.64

8.22
7.65

5.25
6.52

1.27
1.80

0.28
5.28

0.50
0.04

6.80
6.74

0.71
2.51

n
p 〈u ′2p

v ′p 〉
p

0.05
-

0.0
-

0.13
-

0.0
-

0.0
-

0.0
-

0.17
-

0.0
-

n
p 〈v ′3p 〉

p
13.03

5.05
13.47

8.59
4.97

12.92
9.05

3.08
12.63

6.40
8.81

1.13
6.42

6.74
5.97

2.05

n
p 〈v ′p v ′p 〉

p
-

14.31
-

23.19
-

7.79
-

17.44
-

16.25
-

14.02
-

8.83
-

11.45

n
p 〈v ′2p

w
′p 〉

p
-

1.22
-

4.89
-

0.43
-

1.16
-

6.70
-

0.16
-

0.60
-

0.38

n
+p

n −p
[−

]
0.20

0.16
0.82

0.69
0.26

0.55
0.89

0.65

TAB . 3.2 –Erreur relative (%) commise dans la modélisation des flux à laparoi.
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Chapitre 4

Vers une nouvelle modélisation

lagrangienne des interactions

particules-paroi rugueuse

4.1 Introduction

L’état actuel de la compréhension des mécanismes intervenant au cours de l’interaction des parti-

cules avec les parois rugueuses permis à Sommerfeld & Huber (1999) [98] de proposer le "shadow effect

model". A la fois très sophistiqué et simple dans sa mise en œuvre, ce modèle stochastique nous a permis

d’expliquer les mécanismes responsables des modificationsdes propriétés statistiques de la phase disper-

sée solide d’un écoulement diphasique confiné, dont les parois sont rugueuses. Cependant les précédentes

simulations lagrangiennes réalisées avec ledit modèle ontexhibé un comportement "non physique" tra-

duit par une forte génération de particules rasantes juste après le rebond. Cet aspect "inattendu" du "sha-

dow effect model" a été, en outre, tenu pour responsable de l’échec de la dérivation de conditions aux

limites eulériennes à la paroi (chapitre 2). Ces résultats laissent imaginer une compréhension partielle de

l’interaction entre la particule incidente et la paroi rugueuse. Ainsi pour l’améliorer, une étude statistique

de collisions de particules sur une paroi rugueuse géométrique est réalisée par Kannengieser (2006) [47].

Ce travail est succinctement présenté en mettant l’accent sur les principaux résultats obtenus. Dans une

seconde partie, des simulations lagrangiennes à bas nombrede Reynolds du fluide sont réalisées dans

un canal vertical où les parois rugueuses sont modélisées par une approche géométrique afin d’évaluer

les modifications en comparaison avec "shadow effect model". Ensuite, une modélisation stochastique
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Chapitre 4. Vers une nouvelle modélisation lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse

lagrangienne s’appuyant sur les mécanismes mis en exergue par l’étude de Kannengieser (2006) [47] est

proposée. Ce modèle est d’abord validé à partir de simulations lagrangiennes à bas nombre de Reynolds

du fluide, puis il est utilisé pour prédire les propriétés statistiques de la phase dispersée de l’écoule-

ment diphasique expérimental gaz/particule réalisé en canal horizontal dont les parois sont rugueuses par

Sommerfeld & Kussin (2004) [99].

4.2 Etudes préliminaires de base

Cette étude préliminaire réalisée par O. Kannengieser dansle cadre de son mémoire de master (2006)

[47] a consisté à analyser les mécanismes qui apparaissent lors du rebond d’une particule incidente sphé-

rique sur une paroi rugueuse déterministe quelconque. Pouratteindre cet objectif, bien que la rugosité

soit en réalité tridimensionnelle, deux types de parois rugueuses bi-dimensionnelles déterministes ont été

initialement simulées.

La première paroi était construite suivant le modèle de distribution aléatoire gaussienne des angles

de rugosité de la paroi (Sommerfeld (1992) [96]). D’une manière plus pratique, la paroi est simulée en

reliant un nombre finiN de points(xi ,yi)1≤i≤N générés à l’aide du système d’équations :





x1 = 0, y1 = 0

xi+1 = xi + ∆x, (i = 2,N)

yi+1 = yi + ∆x. tanγi , (i = 2,N)

(4.1)

où ∆x est une distance quelconque fixée dont la modification conduit à une simple transformation ho-

mothétique de la paroi rugueuse simulée.γi est le ièmeangle de rugosité tiré aléatoirement dans la

distribution gaussienne inconditionnelle :

Pg(∆γ,γ) =
1√

2π∆γ2
exp

(
− γ2

2∆γ2

)
(4.2)

avec∆γ l’écart type de la distribution des angles de rugosité.

Contrairement à la première paroi rugueuse où les hauteurs et positions des aspérités étaient igno-

rées, la seconde a été construite à partir du modèle stochastique de paroi géométrique déterministe de

Tsirkunov & Panfilov (1998) [105] décrit au chapitre 2.

Afin d’étudier le comportement statistique de l’interaction particule/paroi rugueuse à travers les fonc-

tions de distribution des angles de paroi "vus" par la particule incidente et celles des angles de rebonds,
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4.2 Etudes préliminaires de base

des milliers de particules étaient lancées sur ces deux parois géométriques pour une incidenceα− don-

née, à différentes abscissesxp choisies de manière aléatoire et ce, au dessus de la plus haute aspérité de

chaque paroi (c’est à direyp > max
1≤i≤N

(yi)).

Tout comme Tsirkunov & Panfilov (1998) [105], il était permisaux particules incidentes qui après un

précédent rebond repartaient soit encore vers la paroi (figure 4.1-(a)) ou soit avec un angle très rasant,

d’effectuer plusieurs rebonds de sorte à quitter la paroi (figure 4.1-(b)). Cette hypothèse semblait assez

raisonnable puisque des tests préalables permettaient de conclure que le temps maximum mis pour réa-

liser ces multiples rebonds était négligeable devant le temps de relaxation des particules. Pour de plus

amples informations sur la réalisation des calculs des rebonds des particules sur ces parois, le lecteur est

invité à consulter les références [47] et [48].

Ses simulations numériques ont mis en évidence trois importants résultats, identiques pour les deux

parois rugueuses géométriques simulées :

- la distribution de probabilité de l’angle de paroiγ1 "vu" par une particule incidente au tout premier

rebond est exactement reproduite par laPDF effectivedonnée par Sommerfeld & Huber (1999) [98] (voir

figure 4.2).

- une particule ayantα+
1 comme angle au premier rebond a une probabilité non nulle d’effectuer plus

d’un rebond, indépendamment de l’angle d’incidenceα−, même lorsque l’angle du premier rebondα+
1

est positif (voir figure 4.3).

- la PDF de l’angle de rebond final des particules qui réalisent plus d’un rebond est pratiquement la

même que celles des particules effectuant un et un seul rebond (figure 4.4).

α− α+

γ1 α+
1

(a)

α−
α+

γ1 α+
1

(b)

FIG. 4.1 –Illustration des rebonds multiples. (a) Cas où après un premier rebond la particule plonge toujours vers

la paroi. (b) Cas où après un premier rebond la particule rebondit avec un angle positif.
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Chapitre 4. Vers une nouvelle modélisation lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse
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FIG. 4.2 – PDF de l’angle de paroi "γ1" vu par une particule incidente au tout premier rebond sur une paroi

rugueuse : (♦) paroi géométrique avec distribution gaussienne des angles de rugosité (Sommerfeld, 1992) [96],

(∗) paroi géométrique avec distribution gaussienne des hauteurs et positions des aspérités (Tsirkunov & Panfilov,

1998) [105], (•) PDF effective de l’angle de rugosité "vu" par une particuleincidente (Sommerfeld & Huber, 1999)

[98]. (a) cas de particule de diamètredp = 100µm (α− = 5.0◦ et ∆γ = 5.3◦) et (b) cas de particule de diamètre

dp = 500µm(α− = 15.0◦ et∆γ = 3.8◦).

-1 0 1 2 3 4 5
0

0,25

0,5

0,75

1

α+
1 /∆γ

P
⋆
( n

>
1|

α+ 1
,α

−
)

(a)

-1 0 1 2 3 4 5
0

0,25

0,5

0,75

1

α+
1 /∆γ

P
⋆
( n

>
1|

α+ 1
,α

−
)

(b)

FIG. 4.3 – Probabilité d’effectuer plus d’un rebond en fonction de l’angle de rebond à l’issu de la première

collision. (©) paroi géométrique avec distribution gaussienne des angles de rugosité (Sommerfeld, 1992) [96],

(�) paroi géométrique avec distribution gaussienne des hauteurs et positions des aspérités (Tsirkunov & Panfilov,

1998) [105]. Les symboles creux et pleins représentent respectivement les incidencesα− = 5.0◦ etα− = 15.0◦. (a)

cas de particule de diamètredp = 100µm(α− = 5.0◦ et ∆γ = 5.3◦) et (b) cas de particule de diamètredp = 500µm

(α− = 15.0◦ et ∆γ = 3.8◦)
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4.3 Simulations LES+DPS à bas Reynolds avec rebonds multiples déterministes
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FIG. 4.4 –Distribution de l’angle de rebond final sachantn rebonds effectués avant de quitter la paroi. (△) PDF

de rebond de l’ensemble des particules, (©) PDF de rebond des particules ayant réalisé qu’un seul rebond (n = 1)

et (�) PDF de rebond des particules ayant effectué plus d’un rebond (n > 1). Rebonds de particules de diamètre

dp = 500µmavec (a) :α− = 5.0◦ et (b) :α− = 15.0◦.

4.3 Simulations LES+DPS à bas Reynolds avec rebonds multiples déter-

ministes

La principale problématique est désormais d’évaluer le réel impact des rebonds multiples sur les

propriétés statistiques de la phase dispersée d’un écoulement diphasique gaz-particules. Pour ce faire,

nous reprenons la configuration de l’écoulement présenté dans le précédent chapitre avec pour seule

différence le traitement des rebonds particules-paroi rugueuse.

4.3.1 Méthode de traitement du rebond particules-paroi rugueuse

La méthode de traitement des rebonds se résume en deux points. Il s’agit dans un premier temps

de réaliser une paroi rugueuse déterministe à l’aide de l’une des deux méthodes succinctement présen-

tées à la section précédente. Pour ces simulations, nous avons utilisé le modèle de distribution aléatoire

gaussienne des angles de rugosité. Dans un second temps, chaque fois que la particule de diamètredp

heurte la paroi (c’est à direyp < dp/2 ouyp > Ly−dp/2), nous supposons que celle-ci pénètre avec ces

caractéristiques cinématiques dans une "boîte noire", dans laquelle elle effectuera de multiples rebonds

tant qu’elle repart rasante ou qu’elle se trouve dirigée vers la paroi après un précédent rebond (voir figure

4.5). Notons que l’abscisse de la particule est définie de manière aléatoire à l’entrée dans la boîte noire,

tandis que son ordonnée est prise bien au delà de la plus hauteaspérité de la paroi géométrique. Pour
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Chapitre 4. Vers une nouvelle modélisation lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse

α−
α+

n

FIG. 4.5 –Illustration du modèle deboîte noire.

finir, la particule sort de la "boîte noire" avec ses nouvelles caractéristiques cinématiques au mêmepoint

d’entrée seulement lorsqu’elle n’est plus rasante à la paroi et qu’elle n’est non plus pas dirigée contre

celle-ci.

4.3.2 Analyse des résultats de simulations

Les simulations mono-disperses sont effectuées pour chaque groupe de particules de Stokes de 0.65

et 1.3 étudiés précédemment avec les deux écarts types d’angle derugosité∆γ = 2.5◦ et ∆γ = 5.0◦. Afin

de mettre uniquement en évidence l’effet des rebonds multiples, les collisions entre particules ne sont

pas prises en compte dans les présentes simulations. Pour une propriété statistique donnée de la phase

dispersée, les figures présentent à la fois les résultats de simulations obtenus par l’application du "sha-

dow effect model" et de la nouvelle méthode adoptée pour le traitement de l’interaction particules/paroi

rugueuse.

- Densité numérique de particules

D’importantes modifications de la densité numérique de particules dans tout le canal sont observées

sur les figures 4.6-(a), 4.8-(a), 4.10-(a) et 4.12-(a) respectivement pour les cas définis par les couples

(St= 0.65,∆γ = 2.5◦), (St= 0.65,∆γ = 5.0◦), (St= 1.3,∆γ = 2.5◦) et (St= 1.3,∆γ = 5.0◦). Globalement,

en raison des rebonds multiples que peut subir une particules avant de retourner dans l’écoulement, il ap-

paraît une forte réduction d’en moyenne de 60% à la paroi (ày+ ≃ 0.509), et qui décroît progressivement

en s’éloignant de la paroi jusqu’ày+ ≃ 30. Au delà dey+ ≃ 30 jusqu’au centre une légère augmenta-

tion (par exemple de 12% en moyenne ày+ ≃ 103) est observée sur la densité numérique de particules.
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4.3 Simulations LES+DPS à bas Reynolds avec rebonds multiples déterministes

Au total, la distribution des particules dans le canal a subidu fait des rebonds multiples d’importantes

transformations aussi bien dans la région de paroi que dans le centre du canal.

- Vitesse longitudinale moyenne de la phase dispersée

Il peut être observé sur les figures 4.6-(b), 4.8-(b), 4.10-(b) et 4.12-(b) que proche de la paroi, la

vitesse moyenne des particules augmente d’en moyenne 23− 60% de (∆γ = 2.5◦,St = 0.65) à (∆γ =

5.0◦,St = 1.3). Cette augmentation se réduit progressivement en s’éloignant des parois jusqu’à obtenir

une réduction relativement faible d’environ 2% au centre ducanal par rapport à la vitesse moyenne

obtenue à l’aide du "Shadow Effect Model". Ces transformations induites par les rebonds multiples ont

conduit à un profil plus uniforme de la vitesse moyenne des particules dans le canal.

-Moments du second et du troisième ordre

Les résultats des figures 4.6-4.13 concernant les différents moments du second et du troisième ordre

montrent une réelle influence des rebonds multiples sur ces statistiques. En effet avec l’introduction des

rebonds multiples, la correlation
〈
v′pv′p

〉
p

de la vitesse fluctuante normale à la paroi a systématiquement

augmentée depuis la paroi (par exemple d’environ 311% pour le cas défini par le couple [St= 0.65,∆γ =

2.5◦] à y+ ≃ 0.509) jusqu’au centre de l’écoulement. De pareilles modifications marquées par de réelles

augmentations dans la région de proche paroi sont constatées au sujet du cisaillement
〈
u′pv′p

〉
p

et des

correlations de la vitesse fluctuante longitudinale
〈
u′pu′p

〉
p

et transversale
〈
w′

pw′
p

〉
p
.

Les correlations triples
〈
v′pv′pv′p

〉
p
,
〈
u′pu′pv′p

〉
p

et
〈
v′pw′

pw′
p

〉
p

présentent tout comme les moments d’ordres

inférieurs, l’influence des rebonds multiples pour tous lescas simulés. Par exemple pour le cas défini par

(St= 0.65,∆γ = 2.5◦), le moment
〈
v′pv′pv′p

〉
p

augmente non seulement d’environ 477.79% à la paroi (à

y+ ≃ 0.509), mais aussi présente une forte amplification du maximumrelatif enregistré en très proche

paroi (ày+ ≃ 15) tout en conservant le même profil.

En résumé, les rebonds multiples ont eu pour conséquence d’accentuer l’effet de paroi rugueuse en

intensifiant l’agitation et la dispersion des particules, tout en assurant une forte réduction du nombre de

particules en paroi. Cependant, quels mécanismes justifient ces modifications ?

En accord avec les mécanismes proposés au chapitre précédent, l’augmentation de l’agitation nor-

male à la paroi
〈
v′2p
〉

p
dans tout le canal, en entraînant ainsi la réduction de la densité numérique de

particulesnp à la paroi et son augmentation dans le centre du canal était entièrement justifié par l’aug-

mentation du fluxnp
〈
v′3p
〉

p
à la paroi. Or dans le cadre des présentes simulations, les figures 4.14-(a) à
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Chapitre 4. Vers une nouvelle modélisation lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse

4.14-(d) montrent pour chaque intensité de rugosité donné,qu’avec les rebonds multiples le fluxnp
〈
v′3p
〉

p

augmente fortement à la paroi. En conséquence, nous obtenons le schéma récapitulatif suivant :

Pour∆γ fixé,

les Rebonds Multiples
=⇒np

〈
v′3p
〉

p
ր

︸ ︷︷ ︸
à la paroi

=⇒− 1
np

∂
∂y

(
np
〈
v′3p
〉

p

)
ր

︸ ︷︷ ︸
dans tout le canal

=⇒
〈
v′2p
〉

p
ր

︸ ︷︷ ︸
dans tout le canal

=⇒

∣∣∣∣∣∣
np ց à la paroi

np ր loin de la paroi

Bien qu’étant relativement faible, une augmentation du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

apparaît à la paroi avec l’in-

troduction des rebonds multiples des particules sur la paroi (figure 4.15), en dépit de l’absence de friction.

Il peut, en outre, être clairement observé une augmentationde la pente denp
〈
u′pv′p

〉
p

au delà dey+ ≃ 30

jusqu’au centre. Ce qui logiquement entraîne une augmentation de la dispersion turbulente à proximité

de la paroi (voir figure 4.16). Le mécanisme induit par les rebonds multiples sur la vitesse peut alors se

résumer comme suit :

Pour∆γ fixé,

les Rebonds Multiples
=⇒np

〈
u′pv′p

〉
p
ր

︸ ︷︷ ︸
à la paroi

=⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− 1
np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′p

〉
p

)
ր

︸ ︷︷ ︸
proche paroi

− 1
np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′p

〉
p

)
ց

︸ ︷︷ ︸
au centre

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=⇒

∣∣∣∣∣∣
Up ր en proche paroi,

Up ց au centre
︸ ︷︷ ︸

Up devenu plus uniforme

Les figures 4.17 et 4.18 respectivement de la production d’énergie par les gradients de vitesses longi-

tudinaux en paroi et de la dispersion turbulente, de l’équation de l’agitation longitudinale des particules

(3.68), révèlent une l’amplification du mécanisme de production tandis que le mécanisme de dispersion

turbulente subit un très léger accroissement, avec la priseen compte des rebonds multiples. Il ressort

de cette analyse que l’explication de l’augmentation de l’agitation longitudinale des particules lorsque

celles-ci effectuent des rebonds multiples est donnée par le schéma ci-dessous :

Pour∆γ fixé,

les Rebonds Multiples
=⇒−

〈
u′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
ր

︸ ︷︷ ︸
Production à la paroi

et − 1
np

∂
∂y

(
np
〈
u′pu′pv′p

〉
p

)
ր

︸ ︷︷ ︸
Dispersion turbulente

=⇒
〈
u′pu′p

〉
p
ր

︸ ︷︷ ︸
dans le canal
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4.4 Modélisation stochastique Lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse avec effet
multi-rebond

L’augmentation du cisaillement
〈
u′pv′p

〉
p

avec la prise en compte des rebonds multiples s’explique parun

mécanisme similaire.

Pour récapituler, nous pouvons dire de l’analyse des résultats comparés des simulations numériques

théoriques entre le "shadow effect model" et la prise en compte des rebonds multiples des particules sur

une paroi ; par l’intermédiaire du modèle géométrique de paroi rugueuse avec une distribution aléatoire

gaussienne d’angle, qu’elle a mis en exergue une amplification (du fait de ces rebonds multiples) des

mécanismes responsables des modifications des propriétés statistiques de la phase dispersée par le biais

principalement des conditions aux limites aux parois qui sont modifiées.

4.4 Modélisation stochastique Lagrangienne des interactions particules-

paroi rugueuse avec effet multi-rebond

4.4.1 Bases de la modélisation

Les interactions particules/paroi laissent entrevoir deux phases fondamentales : l’incidence puis la

réflexion. Afin de les décrire assez correctement dans le cadre des parois rugueuses, les mécanismes

identifiés au cours de l’étude préliminaire réalisée par Kannengieser (2006) [47] seront interprétés et mis

à contribution pour la dérivation du nouveau modèle Lagrangien du traitement particule-paroi rugueuse.

Ainsi, en raison du troisième résultat mis exergue par cetteétude préliminaire, l’argument de base de

ladite modélisation est de considérer qu’une particule incidente n’effectue qu’un et un seul rebond sur

une paroi virtuelle dont l’angle de rugositéγ est tiré suivant un processus stochastique.

Analyse de l’effet d’incidence

L’effet d’incidence est caractérisé par une perspective dela paroi physique rugueuse "vue" par une

particule incidente. Cela pourrait facilement se traduire, dans le cadre d’une modélisation stochastique

par une modification de la distribution des angles de rugosité de la paroi physique pour chaque incidence

donnée. Par exemple l’analyse précédente effectuée au chapitre 2 à propos du "shadow effect", a mis

évidence un effet d’incidence est sous-jacent, puisque la troncature de la distribution des angles de ru-

gosité des parois physiques ( mesurée comme étant une gaussienne par Schade & Hädrich (1998)[84],

puis Sommerfeld & Huber (1999)[98]) est le résultat des mécanismes respectifs d’incidence et de rebond
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FIG. 4.6 –Modifications de quelques propriétés de la phase dispersée avec la prise en compte des rebonds mul-

tiples. (©) "shadow effect model" et (+) modèle de "boîte noire". Cas de particules deSt= 0.65, sans collisions

inter-particulaires et∆γ = 2.5◦.
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FIG. 4.7 –Même légende que la figure 4.6.
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FIG. 4.8 –Modifications de quelques propriétés de la phase dispersée avec la prise en compte des rebonds mul-

tiples. (©) "shadow effect model" et (+) modèle de "boîte noire". Cas de particules deSt= 0.65, sans collisions

inter-particulaires et∆γ = 5.0◦.
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FIG. 4.9 –Même légende que la figure 4.8.

155



Chapitre 4. Vers une nouvelle modélisation lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse

0 1000 2000 3000 4000

1

10

100

np

y+

(a)

1 10 100
0

5

10

15

20

y+

U
p

(b)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

30

60

90

120

150

180

〈
v′pv′p

〉
p

y+

(c)

-0.5 0 0.5
0

30

60

90

120

150

180

〈
u′pv′p

〉
p

y+

(d)

FIG. 4.10 –Modifications de quelques propriétés de la phase dispersée avec la prise en compte des rebonds

multiples. (©) "shadow effect model" et (+) modèle de "boîte noire". Cas de particules deSt= 1.3, sans collisions

inter-particulaires et∆γ = 2.5◦.

156



4.4 Modélisation stochastique Lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse avec effet
multi-rebond

0 5 10 15 20 25 30
0

30

60

90

120

150

180

〈
u′pu′p

〉
p

y+

(a)

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
0

30

60

90

120

150

180

〈
v′pv′pv′p

〉
p

y+

(b)

-2 -1 0 1 2
0

30

60

90

120

150

180

〈
u′pu′pv′p

〉
p

y+

(c)

-0.004 -0.002 0 0.002 0.004
0

30

60

90

120

150

180

〈
v′pw′

pw′
p

〉
p

y+

(d)

FIG. 4.11 –Même légende que la figure 4.10.
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FIG. 4.12 –Modifications de quelques propriétés de la phase dispersée avec la prise en compte des rebonds

multiples. (©) "shadow effect model" et (+) modèle de "boîte noire". Cas de particules deSt= 1.3, sans collisions

inter-particulaires et∆γ = 5.0◦.
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FIG. 4.13 –Même légende que la figure 4.12.
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FIG. 4.14 –Modifications dues aux rebonds multiples du fluxnp
〈
v′pv′pv′p

〉
p

principalement à la paroi et dans le

reste du canal.© : "shadow effect model" et+ : modèle de paroi géométrique avec distribution aléatoire gaussienne

d’angle de rugosité. (a) :St = 0.65&∆γ = 2.5◦, (b) : St = 0.65&∆γ = 5.0◦, (c) : St = 1.3& ∆γ = 2.5◦ et (d) :

St= 1.3& ∆γ = 5.0◦
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FIG. 4.15 –Modifications dues aux rebonds multiples du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

à la paroi et dans le reste du canal.

© : "shadow effect model" et + : modèle de paroi géométrique avec distribution aléatoire gaussienne d’angle de

rugosité. (a) :St= 0.65&∆γ = 2.5◦, (b) : St= 0.65&∆γ = 5.0◦, (c) : St= 1.3& ∆γ = 2.5◦ et (d) :St= 1.3& ∆γ =

5.0◦
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FIG. 4.16 –Modifications de la dispersion turbulente (− 1
np

∂
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(
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)
) de l’équation de la vitesse longi-

tudinale moyenne avec les rebonds multiples des particulesà la paroi.© : "shadow effect model" et + : modèle

de paroi géométrique avec distribution aléatoire gaussienne d’angle de rugosité. (a) :St= 0.65&∆γ = 2.5◦, (b) :

St= 0.65&∆γ = 5.0◦, (c) : St= 1.3& ∆γ = 2.5◦ et (d) :St= 1.3& ∆γ = 5.0◦
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FIG. 4.17 –Modifications de la production d’énergie par les gradients longitudinaux de l’équation de l’agitation

longitudinale des particules avec la prise en compte des rebonds multiples (−
〈
u′pv′p

〉
p

∂Up

∂y
). © : "shadow effect

model" et + : modèle de paroi géométrique avec distribution aléatoire gaussienne d’angle de rugosité. (a) :St=

0.65&∆γ = 2.5◦, (b) : St= 0.65&∆γ = 5.0◦, (c) : St= 1.3& ∆γ = 2.5◦ et (d) :St= 1.3& ∆γ = 5.0◦
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FIG. 4.18 –Modifications de la dispersion turbulente (− 1
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de paroi géométrique avec distribution aléatoire gaussienne d’angle de rugosité. (a) :St= 0.65&∆γ = 2.5◦, (b) :

St= 0.65&∆γ = 5.0◦, (c) : St= 1.3& ∆γ = 2.5◦ et (d) :St= 1.3& ∆γ = 5.0◦
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décrit par ledit modèle. D’ailleurs nous avons montré avec ce modèle que pour une particule rasante, la

distribution des angles de rugosité était réduite à 60% de ladistribution gaussienne de base, dans le cadre

de rebonds élastiques particules/paroi. Un tel effet étaitpar ailleurs déjà introduit par Tsujiet al. (1987)

[107] & [106] à travers le "Abnornal bouncing model", bien qu’aucun argument physique n’étayait le

choix de l’angle de rugosité de la paroi en fonction de l’incidence de la particule.

Quant aux simulations déterministes des collisions des particules sur les deux parois rugueuses distinctes

simulées par Kannengieser (2006) [47], elles ont montré quel’effet d’incidence observé lors du premier

impact des particules sur la paroi est clairement décrite par la distribution effective donnée par Sommer-

feld & Huber (1999) [98].

Dans la mesure où l’argument de base de la nouvelle modélisation est de n’effectuer qu’un unique

rebond, alors l’effet d’incidence adopté est modélisé par cette distribution effective. Si bien que l’angle

de rugosité de la paroi sera systématiquement tiré de manière aléatoire dans la PDF effective.

Analyse de l’effet de rebond

L’effet de rebond qui devrait être considéré comme la condition de réalisabilité du rebond exige que

la particule s’échappe de la paroi quelque soit son angle incidence. Cela implique la condition nécessaire

v+
p · n > 0 (où v+

p est la vitesse de rebond de la particule etn la normale à la paroi) qui relate tout

simplement que la particule retourne dans l’écoulement, est loin d’être suffisante. En effet avant ce retour

dans l’écoulement, l’éventualité de rebonds multiples misen exergue par les simulations déterministes

(Tsirkunov & Panfilov (1998) [105] puis Kannengieser (2006)[47]) et dont l’influence s’est avérée

assez importante (en raison des résultats de simulations encanal avec les collisions multiples de la

section précédente), est crucial pour une description complète de l’effet de rebond. Ainsi, une condition

nécessaire et suffisante pour la réalisation du rebond devrait intégrer à la fois la condition "naturelle" de

retour dans l’écoulement (v+
p ·n > 0) et la probabilité d’effectuer plus d’un rebond mis en évidence par

Kannengieser (2006) [47].

Étant donné l’éventualité de rebonds multiples encouru parun particule incidente sur une paroi ru-

gueuse avec un angle d’incidenceα−, la probabilité qu’elle quitte cette paroi macroscopique avec un

angle de rebondα+ peut s’écrire sous la forme :

R
(
α+|α−)=

∞

∑
n=1

Q
(
α+,n|α−) (4.3)

dans laquelleQ(α+,n|α−) représente la probabilité que la particule incidente avec l’angle α− quitte la

région de paroi avec un angleα+ après avoir effectuén rebonds.
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En outre, en considérant les deux événements : "réaliser un et un seul rebond" et "effectuer au moins

deux rebonds", la probabilité (4.3) peut se mettre sous la forme :

R
(
α+|α−)= Q

(
α+,n = 1|α−)+Q

(
α+,n > 1|α−) (4.4)

où Q(α+,n = 1|α−) représente la probabilité conditionnelle qu’une particule incidente d’un angleα−

quitte la paroi avec un angle de rebondα+ après un et un seul rebond.Q(α+,n > 1|α−) est la probabilité

conditionnelle qu’une particule incidente d’un angleα− quitte la paroi avec un angle de rebondα+ après

au moins deux rebonds. En définitive, la modélisation de l’effet de rebonds multiples se résume en celles

deux probabilités définies ci-haut.

Le processus de rebonds multiples suppose nécessairement que la particule rebondit une première

fois avec un angleα+
1 , et donc la probabilitéQ(α+,n|α−) qu’une particule incidente avec un angleα−

quitte la zone de paroi avec un angleα+ aprèsn rebonds s’écrit :

Q
(
α+,n|α−)=

∫ π/2

−π/2
Q
(
α+,n|α+

1 ,α−)R1
(
α+

1 |α−) dα+
1 (4.5)

dans laquelleR1
(
α+

1 |α−) est la probabilité de transition qu’une particule incidente rebondisse avecα+ =

α+
1 sur une paroi lisse inclinée d’un angleγ. D’après le chapitre 2 (voir les équations (2.17) & (2.18)),

cette probabilité est modélisée par :

R1
(
α+

1 |α−)=

∫ π/2

−π/2
δ
(
α+ −ϕα− (γ)

)
Pe f f

(
γ|α−)dγ (4.6)

où ϕα− est la bijection modélisant le rebond sur la paroi lisse inclinée de l’angleγ (voir équation (2.19))

etPe f f est la PDF effective de l’angle de rugosité de la paroi au premier rebond.

Q
(
α+,n|α+

1 ,α−) représente la probabilité qu’une particule incidente avecun angleα− quitte la zone

de paroi avec un angleα+ aprèsn rebonds sachant que le premier rebond est réalisé avec un angle

α+
1 . D’autre part en introduisantP⋆

(
n|α+

1 ,α−), la probabilité pour une particule d’effectuern rebonds

sachant à la fois qu’elle était incidence avecα− et qu’elle a rebondi premièrement avecα+
1 , nous pouvons

écrire écrireQ
(
α+,n|α+

1 ,α−) sous la forme :

Q
(
α+,n|α+

1 ,α−)= Q
(
α+|n,α+

1 ,α−)P⋆
(
n|α+

1 ,α−) (4.7)

.

Finalement, à partir des équations (4.5) & (4.7), la probabilité Q(α+,n = 1|α−) qu’une particule

incidente effectue un et un seul rebond avant de quitter la zone de paroi s’écrit :

Q
(
α+,n = 1|α−)=

∫ π/2

−π/2
Q
(
α+|n = 1,α+

1 ,α−)P⋆
(
n = 1|α+

1 ,α−)R1
(
α+

1 |α−) dα+
1 (4.8)
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Puisque la particule effectue un seul rebond puis quitte la paroi, alors la probabilitéQ
(
α+|n = 1,α+

1 ,α−)

vaut de tout évidenceδ
(
α+ −α+

1

)
. Si bien que la probabilitéQ(α+,n = 1|α−) de la modélisation (4.4)

devient :

Q
(
α+,n = 1|α−)= P⋆

(
n = 1|α+,α−)R1

(
α+|α−) (4.9)

La seconde probabilitéQ(α+,n > 1|α−), de la modélisation (4.4), pour une particule incidente d’ef-

fectuer plus d’un rebond avant de quitter la paroi peut de manière similaire, en introduisant la probabilité

P(n > 1|α−) d’avoir plus d’un rebond sachant que la particule était incidente d’un angleα−, s’écrire

sous la forme :

Q
(
α+,n > 1|α−)= Q

(
α+|n > 1,α−)P

(
n > 1|α−) (4.10)

En outre,

P
(
n > 1|α−)= 1−P

(
n = 1|α−) (4.11)

où par définition, nous avons :

P
(
n = 1|α−)=

∫ π/2

−π/2
P⋆
(
n = 1|α+,α−)R1

(
α+|α−) dα+ (4.12)

Avec les équations (4.9) & (4.10), l’équation (4.4) conduitau final à la formulation exacte (puisqu’

aucune hypothèse n’a été nécessaire jusque là pour son obtention) :

R
(
α+|α−)= P⋆

(
n = 1|α+,α−)R1

(
α+|α−)+Q

(
α+|n > 1,α−)P

(
n > 1|α−) (4.13)

A ce stade, deux hypothèses sont nécessaires pour fermer l’équation (4.13), car les probabilités

P⋆ (n = 1|α+,α−) etQ(α+|n > 1,α−) sont inconnues.

Nous supposons premièrement que la probabilité conditionnelle P⋆ (n = 1|α+,α−) que la particule

quitte la région de paroi après seulement un et un seul rebondest faiblement conditionnée par l’angle

d’incidence. Ce qui nous permet d’écrire que :

P⋆
(
n = 1|α+,α−)≈ P⋆

(
n = 1|α+

)
(4.14)

Cette hypothèse est supportée par les simulations déterministes de Kannengieser (2006) [47] qui montrent

une faible dépendance de la probabilité d’avoir un unique rebond à l’angle d’incidenceα− (voir figure

4.3).

167



Chapitre 4. Vers une nouvelle modélisation lagrangienne des interactions particules-paroi rugueuse

La seconde hypothèse concerne la distribution de l’angle derebond pour les particules ayant effectué

plus d’un rebondQ(α+|n > 1,α−) que nous supposons presqu’égale à celle des particules ayant effectué

un et un seul rebondQ(α+|n = 1,α−), avant de quitter la paroi. Ainsi, nous avons :

Q
(
α+|n > 1,α−)≃ Q

(
α+|n = 1,α−)=

Q(α+,n = 1|α−)

P(n = 1|α−)
(4.15)

Finalement, à partir des équations (4.9) & (4.15), la formulation exacte (4.13) conduit à la modélisa-

tion suivante de l’effet de rebond particules/paroi rugueuse :

R
(
α+|α−)=

P⋆ (n = 1|α+)R1(α+|α−)

P(n = 1|α−)
(4.16)

En outre, il convient de remarquer qu’en utilisant les équations (4.11) & (4.12), on vérifie aisément la

première propriété portant sur la probabilité de transition R (chapitre 1 : voir (1.91)) :

∫
R
(
α+|α−) dα+ = 1 (4.17)

Avec ces hypothèses, l’erreur absolue réalisée dans la modélisation de la distribution de l’angle de

rebond s’écrit :

δR
(
α+|α−)= P

(
n > 1|α−)[Q

(
α+|n > 1,α−)−Q

(
α+|n = 1,α−)] (4.18)

Autrement, l’erreur absolue reste faible en accord avec lesrésultats des simulations directes.

4.4.2 Validation du modèle d’effet de rebond stochastique

Proposition d’une formulation analytique de la probabilité P⋆ (n = 1|α+)

La validation puis l’exploitation de l’effet de rebond modélisé à travers la probabilité de transition

R(α+|α−) par l’équation (4.16), exige une modélisation de la probabilité P⋆ (n = 1|α+) qu’une particule

n’effectue qu’un et un seul rebond.

Il est apparu à la suite de différents tests que la fonction analytique ci-dessous reproduit parfaitement

cette probabilité (voir figure 4.19) :

P⋆
(
n = 1|α+

)
=





tanh

(
3
2

α+

∆γ

)
si α+ ≥ 0

0 si α+ ≤ 0
(4.19)
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FIG. 4.19 –Proposition d’une formulation analytique de la probabilité de réaliser un et un seul rebond en fonction

de l’angle de rebond (+ (4.19)). Deux cas d’incidence sont proposés :© α− = 2.5◦ et △ α− = 7.5◦. (a) et (b)

définissent les intensités de rugosité de paroi respectives∆γ = 2.5◦ et ∆γ = 5.0◦ .

La figure 4.19 montre bien que cette probabilité est indépendante de l’angle d’incidence, mais elle dépend

explicitement que de l’angle de rebond.

Il faut cependant remarquer que la différence fondamentaleentre cet nouvel effet de rebond et celui

issu du "shadow effect model" (Sommerfeld & Huber, 1999 [98]) est qu’avec le "shadow effect model",

il est admis comme événement certain le fait pour une particule d’effectuer un et un seul rebond dès lors

que l’angle de rebond est positif. Ainsi, selon le "shadow effect model", la probabilité d’effectuer un et

un seul rebond peut se modéliser par la fonction deHeavisidesuivante :

P⋆
(
n = 1|α+

)
=





1 si α+ > 0

0 sinon
(4.20)

La différence entre ces deux probabilités est clairement illustrée par la figure 4.20.

Remarquons, en outre que l’utilisation de (4.20) dans (4.16) permet de retrouver la formulation de la

probabilité de transition modélisée par l’équation (2.32)au chapitre 2. Cela signifie que l’effet de rebond

modélisé par (4.16) est une généralisation du "shadow effect model".

Cas de rebonds élastiques

Afin de valider la modélisation de l’effet de rebond décrit par (4.16), nous nous sommes placé dans

le cadre des rebonds totalement élastiques avec des rugosité 2D où il est aisé de calculer exactement la
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FIG. 4.20 –Illustration comparée entre le "Shadow effect model" (©) (4.20) et le nouvel effet de rebond (+)

(4.19), de la probabilité d’effectuer un et un seul rebond enfonction de l’angle de rebond.

probabilitéR1 (4.6), du fait de la définition plus simple de la bijectionϕα− modélisant le rebond sur la

paroi lisse inclinée de l’angleγ.

Dans ce cadre, les résultats du calcul de la PDF de l’angle de rebond par l’équation (4.16), pour les inci-

dences respectivesα− = 2.5◦, α− = 12.5◦ etα− = 32.5◦ sont comparés aux simulations déterministes de

rebonds de particules sur les parois géométriques dont les écarts types de rugosité valent respectivement

∆γ = 2.5◦ et ∆γ = 5.0◦ (voir figure 4.21). Nous pouvons observer sur cette figure qu’aussi bien pour de

faibles incidences que pour des incidentes moyennes et élevées, l’effet de rebond proposé par la modé-

lisation (4.16) reproduit exactement la distribution des angles de rebond des particules : ce qui valide en

conséquence ce modèle d’effet de rebonds multiples.

Ces résultats montrent, en outre, que quelque soit l’angle d’incidence des particules sur la paroi,

celles-ci ont bien une probabilité nulle de repartir rasante.

4.4.3 "Rough Wall Multi-Collision Model"

Principe

L’idée de paroi virtuelle sur laquelle vient rebondir une particule incidente est reprise dans cette

nouvelle formulation et il est supposé que la particule n’effectue qu’un et un seul rebond. Par ailleurs, la

procédure adoptée pour prendre en compte les mécanismes décrits plus haut est la suivante :

(a) "Effet d’incidence" : l’angle de paroi rugueuseγ "vu" par la particule incidente est tiré

aléatoirement, à l’aide d’une méthode de rejection, à partir de la PDF effective normalisée,
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FIG. 4.21 –Validation de la modélisation de l’effet de rebond (symboleplein) dans le cadre de rebonds totale-

ment élastiques (ew = 1.0 etµw = 0) par comparaison avec les simulations déterministes de rebond sur rugueuse

géométrique (symbole vide). (©) α− = 2.5◦, (�) α− = 12.5◦ et (♦) α− = 32.5◦. (a) :∆γ = 2.5◦ et (b) :∆γ = 5.0◦

(b) la vitesse de rebond est calculée à partir des lois de rebondsglissants de particules sur des parois

lisses (sachant que les coefficients de friction et de restitution à la paroi sont fonctions de l’angle

d’incidenceα−) ; l’angle de rebondα+ est ensuite évalué,

(c) "Grazing rebound effect" : calculer la probabilitéP⋆ (n = 1|α+) pour une particule d’effectuer un

et un seul rebond en fonction uniquement de l’angle au premier rebond à partir de la fonction (4.19).

A ce stade :

• si P⋆ (n = 1|α+) = 0 alors un nouvel angle de rugosité de paroi est tiré (c’est à dire un retour

inconditionnel à l’étape(a)).

• si P⋆ (n = 1|α+) > 0 alors un tirage aléatoire d’un nombres∈ [0,1] dans une distribution

uniforme est réalisé et la décision de la conservation de l’angle est dictée par les points

suivants :

⋆ si s∈ ]0,P⋆ (n = 1|α+) ] alors l’angle de paroiγ est conservé et le rebond est achévé

⋆ si s∈ [P⋆ (n = 1|α+) ,1] alors un nouvel angle de paroi est tiré [retour en(a)].

Le dernier point de la procédure permettant la prise de décision de la conservation de l’angle de paroi

tiré en(a) (c’est à dire lorsqueP⋆ (n = 1|α+) > 0) est résumé par la figure 4.22.
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Conservation deγ Tirage d’un nouvel angleγ : retour en(a)

SS

P⋆ (n = 1|α+)

0 1

FIG. 4.22 –Résumé de la procédure conduisant au choix de l’angle de rugositéγ à l’étape(c).

4.5 Application du " Rough Wall Multi-Collisions Model" en simulation

LES+DPS à bas nombre de Reynolds

L’objectif de ces simulations est d’assurer une première validation du "Rough Wall Multi-Collisions

Model" par comparaison aux simulations LES+DPS théoriques, à basReynolds, avec rebonds multiples

effectifs des particules à la paroi (section § 4.3). Pour ce faire, la même configuration et les mêmes

conditions de calcul sont reprises. Cependant, le traitement de l’interaction particules/paroi rugueuse est

bien évidemment effectuée via le "Rough Wall Multi-Collision Model".

4.5.1 Analyse des résultats des simulations numériques

Une fois de plus les simulations sont réalisées avec des particules de StokesSt= 0.65 etSt= 1.3 en

écoulements mono-disperse, sans collisions entre particules afin de n’évaluer que l’effet de la rugosité

des parois induit par les deux méthodes. Les deux intensitésde rugosité∆γ = 2.5◦ et ∆γ = 5.0◦ sont à

nouveau repris afin d’évaluer l’influence des faibles et forts degrés de rugosité des parois sur le "Rough

Wall Multi-Collisions Model".

Les figures 4.23 à 4.28 montrent des comparaisons de quelquesmoments de la phase dispersée cal-

culés d’une part avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model" et d’autre part avec le modèle de paroi

géométrique de distribution gaussienne d’angle de rugosité. D’une manière générale, il peut être observé

sur ces figures que le "Rough Wall Multi-Collision Model" reproduit exactement les effets de la paroi

rugueuse géométrique. En effet l’excellent accord de la densité numérique de particulenp entre les deux

méthodes de calcul pour les quatre cas étudiés (figures 4.23-(a), 4.25-(a), 4.27-(a)) montrent certaine-

ment que le fluxnp
〈
v′3p
〉

p
à la paroi dans le cas de la paroi géométrique est parfaitement reproduit par

le "Rough Wall Multi-Collision Model" ; ce qui en accord avec les mécanismes pilotantnp conduit à

la même dispersion turbulente (− 1
np

∂
∂y

(
np
〈
v′3p
〉

p

)
) dans tout le canal. Cela explique clairement le fait

que l’agitation normale à la paroi des particules avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model" présente
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des profils en accord ceux des simulations réalisées avec le modèle de paroi géométrique de distribution

gaussienne d’angle de rugosité pour les cas présentés (figures 4.23-(c), 4.25-(c), 4.27-(c)). Toutefois,

remarquons qu’une très légère sous-estimation de cette agitation par le "Rough Wall Multi-Collisions

Model" est observable sur la figure 4.25-(c).

Le parfait accord des vitesses longitudinales moyennes desparticules entre les deux méthodes présenté

sur les figures 4.23-(b), 4.25-(b), 4.27-(b) permet une foisde plus de conclure, en se basant sur le méca-

nisme responsable des modificationsUp dans le canal, que la dispersion turbulente (
1
np

∂
∂y

(
np
〈
u′pv′p

〉
p

)
)

induite par les deux modèles est nécessairement identique dans tout le canal. Si bien que le fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

à la paroi est, de tout évidence, identique avec les deux méthodes.

Aussi les figures 4.24-(a), 4.26-(a), 4.28-(a), où l’agitation longitudinale des particules calculée au cours

des simulations avec les deux méthodes coïncident parfaitement, il ressort qu’aussi bien les mécanismes

de production d’énergie à la paroi par les gradients de vitesses longitudinaux que de dispersion turbulente

responsable du transport de l’énergie produite à la paroi dans l’écoulement sont identiques avec les

deux modèles. De même le bon accord observé entre ces deux méthodes de traitement des rebonds

particules/paroi (figures 4.23-(d), 4.25-(d), 4.27-(d)),pour la contrainte de cisaillement
〈
u′pv′p

〉
p

inspire

la même conclusion quant à la production à la paroi et à la dispersion turbulente.

Les trois moments du troisième ordre :
〈
v′3p
〉

p
,
〈
u′2p v′p

〉
p

et
〈
v′pw′2

p

〉
p

présentés sur les figures 4.24, 4.26,

4.28 montrent un accord satisfaisant du "Rough Wall Multi-Collisions Model" avec le modèle de paroi

géométrique de distribution gaussienne d’angle de rugosité.

En somme, ce jeu de résultats satisfaisants du "Rough Wall Multi-Collision Model" en comparaison

avec le modèle de paroi géométrique de distribution gaussienne d’angle de rugosité, valide en consé-

quence la modélisation de l’effet de rebonds multiples proposée par le "Rough Wall Multi-Collisions

Model". Un autre résultat très important à noter est que le "Rough Wall Multi-Collision Model" repro-

duit très exactement les conditions aux limites aux parois,qui sont d’ailleurs à l’origine de toutes les

modifications des propriétés statistiques de l’écoulement.

4.6 Simulation LES+DPS en canal à grand Reynolds : application du

" Rough Wall Multi-Collisions Model"

La seconde étape de validation du "Rough Wall Multi-Collision Model" a consisté en la réalisation

de simulations LES+DPS de la configuration expérimentale deSommerfeld & Kussin (2004) [99] en
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FIG. 4.23 –Comparaison des moments de la phase dispersée calculés d’une part avec le "Rough Wall Multi-

Collision Model" (+) et d’autre part avec le modèle de paroi géométrique de distribution gaussienne d’angle de

rugosité (©). Cas sans collisions inter-particulaires deSt= 0.65 et∆γ = 2.5◦.
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FIG. 4.24 –Même légende que pour la figure 4.23.
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FIG. 4.25 –Comparaison des moments de la phase dispersée calculés d’une part avec le "Rough Wall Multi-

Collision Model" (+) et d’autre part avec le modèle de paroi géométrique de distribution gaussienne d’angle de

rugosité (©). Cas sans collisions inter-particulaires deSt= 0.65 et∆γ = 5.0◦.
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FIG. 4.26 –Même légende que pour la figure 4.25.
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FIG. 4.27 –Comparaison des moments de la phase dispersée calculés d’une part avec le "Rough Wall Multi-

Collision Model" (+) et d’autre part avec le modèle de paroi géométrique de distribution gaussienne d’angle de

rugosité (©). Cas sans collisions inter-particulaires deSt= 1.3 et∆γ = 2.5◦.
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FIG. 4.28 –Même légende que pour la figure 4.27.
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canal étroit, dans lequel le comportement des particules était étudié pour différents degrés de rugosité

des parois.

4.6.1 Présentation sommaire du cas expérimental

Le dispositif expérimental est un canal horizontal de section rectangulaire, dans lequel est établi un

écoulement turbulent diphasique gaz-particules. La phasegazeuse est de l’air tandis que les particules

considérées dans l’expérience sont des billes de verre sphériques de diamètres supposés identiques. Les

caractéristiques du domaine et des deux phases de l’écoulement sont résumées dans le tableau 4.6.1.

Les parois inférieure et supérieure du canal sont faites en acier inoxydable. Le tableau 4.6.1 présente

les hauteurs de rugosité moyennes et maximales des parois mesurées dans les directions longitudinale

et latérale de l’écoulement. Ces mesures montrent que la taille des particules est d’environ 15 fois la

hauteur moyenne de rugosité des parois ; et cela assure qu’ils’agit bel et bien de l’effet de rugosité des

parois sur la phase dispersée qui est mis en exergue dans cette expérience.

Dimension du canal

Longueur 6m

Largeur 350mm

Hauteur (soit demi-hauteurδ) 35mm (17.5mm)

Phase gazeuse (air)

Masse volumique (ρ f ) 1.15kg.m−3

Viscosité dynamique (µf ) 18.62×10−6N s/m2

Vitesse moyenne (Uav) 20.0m.s−1

Vitesse de friction à la paroi (uτ) 0.972m.s−1

Nombre de Reynolds basé suruτ et δ 1050.56

Phase dispersée (billes de verre sphériques)

Diamètre (dp) 100µm

Masse volumique (ρp) 2450kg.m−3

Charge massique (η) 0.2

Temps de réponse (τps = ρpd2
p/(18ν f ρ f )) 7.31×10−2 s

Nombre de Stokes (St= τps = τps/(δ/uτ)) 4.06

TAB . 4.1 –Conditions expérimentales de Sommerfeld & Kussin (2004) [99].
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Direction longitudinale (µm) Direction latérale (µm)

Moyenne de la rugosité Hauteur maximale Moyenne de la rugosité Hauteur maximale

R2 6.83 8.32 6.89 7.83

TAB . 4.2 –Valeurs des hauteurs de rugosité mesurées par Sommerfeld & Kussin (2004) [99] dans les directions

longitudinale et latérale de l’écoulement.

L’écoulement dans le canal est très turbulent (Reτ = 1050.56), anisotrope et inhomogène. Dans ces

circonstances cette turbulence va jouer un rôle déterminant en modifiant la traînée des particules selon

qu’elles sont en proche paroi ou dans le centre du canal. En retour, la présence des particules dans cet

écoulement modifierait certainement la turbulence du fluide. Cette dynamique des particules motivée

par la turbulence a pour résultat une augmentation des collisions entre particules. En outre, puisque les

particules sont très lourdes comparativement au gaz, celles-ci ont un mouvement dicté par leur inertie ;

si bien que les collisions particules/paroi jouent un rôle assez important dans le calcul de leur trajectoire

dans le canal étroit. Ainsi, les phénomènes physiques les plus importants qui se produisent pendant

cet écoulement turbulent et qui exigent d’être prise en compte dans la simulation sont : l’interaction

fluide/particule (et vice versa), les collisions entre particules et les rebonds des particules sur les parois

rugueuses. Cependant, dans un souci de simplification, nousne prendrons pas en compte le couplage

inverse malgré le taux de présenceαp = 1.05×10−4.

4.6.2 Simulation des grandes échelles du fluide

Modélisation

L’écoulement du gaz dans le canal est modélisé par les équations filtrées de Navier-Stokes (3.8). La

fermeture de cette équation est réalisée à l’aide du modèle empirique de Piomelliet al.(1989) [76] (3.23).

En outre, les dimensions du canal ont été ramenées à un domaine d’étude théorique de longueurLx = 2πδ,

de hauteurLy = 2δ et de largeurLz = πδ, oùδ est biensûr la demi-hauteur réelle du canal. Ce qui revient

à dire que seules la longueur et la largeur du canal ont été réduites. Dans ces conditions pour atteindre

l’équilibre, nous avons utilisé des conditions de périodicité dans ces deux directions (longitudinale et

latérale). Finalement les seules conditions aux limites dont nous avons besoin pour la résolution de

l’équation filtrée de Navier-Stokes (3.8) résolues sur un maillage décalé sont définies par le modèle de

paroi de Schumann (1975) [87]. Ces lois imposent que la contrainte à la paroi, dans les deux directions

longitudinale et latérale de l’écoulement, est proportionnelle à la vitesse longitudinale du fluide au tout
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premier pointy1 de résolution (en partant biensûr de la paroi) :

τ12(x,z) =
uf (x,y1,z)〈
uf (x,y1,z)

〉 〈τw〉 ,

v f ,w (x,z) = 0, (4.21)

τ32(x,z) =
2

Reτ

wf (x,y1,z)

∆y
〈τw〉

La contrainte moyenne〈τw〉 à la paroi est soit connue à partir du gradient de pression ou calculée de

manière itérative à partir de la vitesse par plan〈u(x,y1,z)〉, au premier point, en satisfaisant la loi loga-

rithmique. En résumé, le gradient de proche paroi n’est pas résolu mais la couche limite est modélisée

en supposant une correlation entre la vitesse dans l’écoulement et la contrainte à la paroi.

Il convient de faire remarquer que le choix du présent modèlede Schumann (1975) est motivé par la

facilité de son implémentation par rapport aux modèles plussophistiqués tels que celui de Piomelli et

al. (1989) [76] similaire au modèle de Schumann, mais où la modélisation des contraintes à la paroi

prend en compte l’inclinaison et l’étirement des structures dans les directions longitudinale et latérale de

l’écoulement pendant les phénomènes d’éjection et éruption du fluide dans la région de paroi ; ou même

le modèle à deux couches de Balaras etal. (1996) [3].

D’un point de vue numérique, les équations filtrées sont résolues suivant les méthodes décrites au

chapitre 3 - section § 3.2.3, sur un maillage décalé uniformeconstitué de 643 cellules. En outre, puisque

les structures cohérentes productrices d’énergie dans la région de paroi ne sont pas résolues, nous avons

choisi les tailles de mailles suivantes :∆x+ ≃ 103 (∆x+ = ∆xReτ/δ), ∆y+ ≃ 40 et∆z+ ≃ 52. Le premier

point de résolution est positionné ày+ ≃ 20 au début de la zone logarithmique.

Étant donnée que nous utilisons des conditions de périodicité alors même que nous ignorons la taille

(longueur d’onde) des structures de l’écoulement turbulent, il nous est apparu nécessaire d’étudier les

correlations à deux points afin de s’assurer que la turbulence est bien entretenue malgré la réduction du

domaine d’étude. Sur la figure 4.29, nous présentons les correlations à deux points de la vitesse dans

les directions longitudinale et latérale. Ces résultats montrent que toutes ces correlations à deux points

décroissent progressivement jusqu’à devenir négligeables à l’approche des demi-dimensions longitudi-

naleLx/2 et latéraleLz/2 du domaine théorique que nous nous sommes fixés. Or, selon Moin & Kim

(1982) [64], l’utilisation de conditions de périodicité dans ces directions exige d’utiliser des dimensions

deux fois plus grandes que les distances à partir desquellesles correlations deviennent négligeables. En

somme, les dimensions du domaine apparaissent suffisammentgrandes pour pouvoir capturer les plus

larges structures de l’écoulement. Nous pouvons, en outre,observer ày+ ≃ 385.85 que la correlation
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FIG. 4.29 –Correlations spatiales à deux points de la vitesse tracées ày+ ≃ 385.85. Trait continu :Ruu, pointillés :

Rvv et tiret :Rww où (a) est dans la direction longitudinale et (b) dans la direction latérale.

Ruu persiste sur une large séparation dans la direction longitudinale avant de devenir négligeable : cela

signifie que les structures ont tendance à s’étirer dans le sens de l’écoulement.

Résultats des simulations

La vitesse moyenne longitudinale de l’écoulement comparéeaux données expérimentales est pré-

sentée sur la figure 4.30-(a). Un bon accord entre la prédiction LES et l’expérience peut être observé

jusqu’au dernier point de mesure ày+ ≃ 58.23. Par ailleurs, afin d’évaluer la qualité de la prédiction en

dessous du premier point de mesure jusqu’au premier point dela LES (c’est à dire jusqu’ày+ ≃ 20), nous

avons aussi tracé le profil de Spalding (1961) qui est un développement en série de puissance reliant la

sous-couche linéaire et la région logarithmique de la couche limite. Cette loi de Spalding est définie par :

y+ = u+ +exp(−κB)

[
exp
(
κu+

)
−1−κu+− (κu+)

2

2
− (κu+)

3

6

]
(4.22)

avecκ = 0.41 (la constante de Von Karmàn) etB = 5.0.

La comparaison entre le profil de Spalding et la simulation montre que la vitesse longitudinale moyenne

est légèrement surestimée en dessous du premier point de mesure. Cette légère sur-estimation explique en

partie la légère sur-estimation de la fluctuation longitudinale en très proche paroi (voir figure 4.30-(b)).

En outre, il peut être observée une prédiction satisfaisante de cette fluctuation longitudinale en dehors de

cette région de très proche paroi. La figure 4.30-(c) présente une prédiction moyennement satisfaisante
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de la fluctuation de la vitesse normale à la paroi. La comparaison de la prédiction de la contrainte de

cisaillement
〈

u′f v
′
f

〉
f

avec les mesures expérimentales montre un excellent accord(figure 4.30-(d)).

1 10 100 1000
0

5

10

15

20

25

y+

U f

(a)

0 250 500 750 1000
0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

y+

u′f

(b)

0 250 500 750 1000
0

0,25

0,5

0,75

1

y+

v′f

(c)

0 250 500 750 1000
-1

-0,5

0

0,5

1

y+

〈 u′
fv

′ f〉 f

(d)

FIG. 4.30 –Comparaison du profil de la vitesse longitudinale et de l’intensité de la turbulence entre la simulation

LES du fluide (trait continu) et les données expérimentales (©). Les tirets dans (a) représentent la loi de Spalding

(4.22).

Au total, malgré la non prise en compte du couplage inverse, aussi bien la vitesse longitudinale

moyenne que l’intensité de la turbulence sont en bon accord avec l’expérience, même si quelques légers

écarts entre les simulations LES et les mesures expérimentales apparaissent en très proche paroi. Cela

est certainement du au fait que ne résolvant pas les structures de l’écoulement dans la région de paroi,
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Domaine dans lequel le fluide est préalablement

extrapolé avant l’interpolation

Premier pointy+
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Région où l’interpolation est directement réalisée
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y+ ≃ 20

FIG. 4.31 –Procédure interpolation de la vitesse du fluide à la positiondes particules pour les vitesse longitudinale

et latérale (uf @p,i, i = 1,3). Extrapolation effectuée par un schéma linéaire ou de Lagrange d’ordre 3.

qui d’ailleurs sont responsables de la plus grande partie dela production de la contrainte de cisaillement

par les phénomènes de régénération des vortex, la prédiction LES n’a pu complètement capturer les

fluctuations de la vitesse dans cette de très proche paroi.

4.6.3 Traitement Lagrangien de la phase dispersée

Pour ces simulations, nous supposons que les principales forces agissant sur les inclusions se ré-

sument à la traînée et à la gravité en raison du large ratio de masse volumique. Si bien que les équations

du mouvement d’une particule sont celles définies par les équations (3.33) et (3.34) modifiée par l’ajout

de la gravité. Les rotations des particules ne sont pas prises en compte. Les particules sont initialement

introduites de manière aléatoire dans l’écoulement avec pour vitesses initiales celle du fluide à leurs

différentes positions.

Processus d’interpolation du fluide

Utilisant les mêmes arguments qu’à la section § 3.3.2 du chapitre 3, la vitesse du fluide à la position

d’une inclusion est directement obtenue par l’interpolation du fluide à cette position à l’aide du schéma

de Lagrange d’ordre 4. Cependant, comme le premier point du maillage décalé pour la résolution des

vitesses longitudinale et latérale par la LES est situé ày+ ≃ 20 ; et qu’en outre le diamètre des particules

estd+
p ≃ 6.0, nous avons effectué dans ces conditions une extrapolation préalable du fluide entrey+ ≃ 20

et la paroi, avant de réaliser l’interpolation du fluide pourles particules se retrouvant dans cet domaine

(donc celles interagissant avec la paroi). Cette procédurerésumée par la figure 4.31 entraîne certainement

un biais dans la prise en compte de la traînée.
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Afin d’évaluer l’erreur commise dans la procédure d’interpolation ainsi présentée, nous avons, en ins-

tantané, calculé les caractéristiques du champ de vitesse interpolée. La méthode adoptée à cet effet a

consisté à positionner de manière aléatoire un très grand nombre de particules dans le canal tout en-

tier (test réalisé avec 106 particules), en s’assurant d’avoir quasiment le même nombre de particules par

tranches de moyennes afin d’éviter des biais statistiques. Les particules restent fixes pendant la seule

itération effectuée pour le test de l’interpolation. Nous avons testé les extrapolations linéaire et de La-

grange d’ordre 3 dans la régiond+
p /2 ≤ y+ ≤ y+

1 où les vitesses longitudinale et latérale ne sont pas

calculées par la LES. Les courbes de la figure 4.32 montrent les caractéristiques du champ interpolé avec

ces deux extrapolations. Nous observons globalement que l’interpolation retranscrit de manière satisfai-

sante les caractéristiques de l’écoulement dans tout le domaine LES, même si à l’approche de la fin du

domaine LES, l’interpolation montre quelques légers écarts suru′f et w′
f aussi bien pour l’extrapolation

Lagrangienne que linéaire. Mais ce résultat est totalementlogique puisque la méthode d’interpolation

de Lagrange d’ordre 4 qui est appliquée utilise nécessairement, à l’approche de la fin du domaine LES,

des points extérieurs à ce domaine LES et en lesquels biensûrla vitesse est au préalable extrapolée. Si

bien que l’erreur due à l’extrapolation du champ de vitesse est communiquée aux tous premiers points

de l’interpolation dans le domaine LES pour ces deux caractéristiques de l’écoulement. Les résultats

montrent que l’extrapolation Lagrangienne extrapole de manière plus correcte la vitesse moyenne longi-

tudinale par rapport à l’extrapolation linéaire (figure 4.32-(a)). Cependant, elle engendre de plus grandes

fluctuation du champ de vitesse longitudinale (figure 4.32-(b)). En outre les deux méthodes d’extrapo-

lation conduisent aux effets sur l’interpolation de la vitesse fluctuante latérale (figure 4.32-(e)). Quant

à la fluctuation de la vitesse normale à la paroi (figure 4.32-(c)), elle est interpolée avec une précision

satisfaisante.

Traitement des collisions

Les collisions particules/particules sont supposées binaires et inélastiques pendant le pas de temps

∆t. Elles sont détectées et traitées de manière déterministe comme décrit à la section § 3.3.3 du précédent

chapitre.

Quant aux interactions particules/parois rugueuses, elles sont traitées respectivement par "Shadow

Effect Model" et de "Rough Wall Multi-Collisions Model" afin d’évaluer la capacité de chacun d’eux à

reproduire les effets de paroi rugueuse. A chaque collisiond’une particule sur la paroi, le rebond est

supposé glissant et s’effectue bien évidemment sur une paroi lisse inclinée dont l’angleγ est fourni par
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FIG. 4.32 –Effet des procédures conjuguées d’extrapolation préalable dans les directions longitudinale et latérale

entre le premier point de la LES et la paroi puis de l’interpolation des caractéristiques du fluide à la position des

particules. Trait continu : LES,+ interpolation avec extrapolation linéaire et♦ interpolation avec extrapolation

Lagrangienne d’ordre 3. 187
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le modèle utilisé. Ainsi, la vitesse de rebond est définie par:

v+
p = v−p − (1+ew)

(
v−p .nγ

)(
nγ −µwtγ

)

tγ =
1∣∣vg

∣∣vg, vg = v−p −
(
v−p .nγ

)
nγ

(4.23)

où considérant des effets de rugosité 2D, nous avons supposé que la particule rebondit sur une paroi lisse

inclinée de normalenγ = (−sinγ,cosγ,0).

Les coefficients de restitutionew et de frictionµw à la paroi sont en accord avec Grant & Tabakoff (1975)

[30], fonction de l’angle d’incidenceα− des particules sur une paroi lisse. Ainsi, à la lumière de leurs

mesures, Sommerfeld & Huber (1999) [98] proposent de la modélisation suivante :

ew
(
α−)=





eh−1
αe

α− +1 si α− ∈ [0,αe]

eh si α− ≥ αe

(4.24)

et :

µw
(
α−)=





µh−µ0

αµ
α− +µ0 si α− ∈ [0,αµ]

µh si α− ≥ αµ

(4.25)

où les coefficients de rebondseh, µh et µ0 ; et les angles d’impactαe et αµ sont déterminés par des

mesures préalables. Il convient de faire remarquer que dansnos simulations, nous remplaçonsα− par

α− + γ, puisqueα− est l’angle d’incidence par rapport à la paroi macroscopique.

Dans le cadre de l’étude expérimentale, objet de nos simulations et dont les conditions sont résumées

dans les tableaux 4.6.1 et 4.6.1, Sommerfeld & Kussin (2004)[99] mesuraient1 pour les particules de

100µmde diamètre :∆γ = 5.3◦, eh = 0.7, αe = 22.0◦, µh = 0.15, µ0 = 0.5 etαµ = 20.0◦. En outre, afin

mieux prédire la vitesse moyenne des particules, les paramètres ont été modifié par les investigateurs en

proposant entre autre∆γ = 6.5◦. Nous avons effectué, en plus de ces deux valeurs d’écart type de rugosité,

des simulations numériques dans le cas des parois lisses afind’évaluer les mécanismes précédemment

proposés.

Analyses et interpretations des résultats

Le profil normalisé (par la concentration moyenneCav) de la concentration en particules du canal

présenté sur la figure 4.33-(a) confirme dans un premier l’effet très important de la rugosité sur la distri-

1Bien qu’étant mesurés au cours de cette étude expérimentale, les paramètres de rebonds et de rugosité qui sont donnés ne

figurent tous pas ledit papier. Cependant ceux-ci ont été fournis pas Sommerfeld dans le cadre du "11th Workshop on Two-Phase

Flow Predictions, April 5-8, 2005, Mersburg, Germany."
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bution des particules dans le canal et ensuite l’influence très remarquable de l’effet de rebonds multiples.

En effet cette figure montre une forte concentration de particules à la paroi inférieure lorsque les parois

lisses. On peut y constater en plus une bonne prédiction de cette concentration par le "Shadow Effect

Model" tandis que l’effet de rebonds multiples mis en évidence dans le "Rough Wall Multi-Collisions

Model" conduit à plus grande réduction du nombre de particules en très proche paroi mais un accord

parfait avec les mesures dans le reste de l’écoulement. Remarquons tout de même pour chacun des deux

modèles d’effet de rugosité, que l’augmentation de l’intensité de la rugosité n’a pas entraînée de grandes

réductions de la concentration à la paroi. Cependant, ces résultats sont totalement logiques et en ac-

cord avec les mécanismes longuement discutés précédemment. En effet comme nous l’avions montré,

une réduction du nombre de particules en paroi est fortementliée à une forte agitation normale à la

paroi. Or la figure 4.33-(b) présente de∆γ = 0◦ à ∆γ = 6.5◦ une augmentation systématique de la vi-

tesse fluctuante normale avec cette intensification de∆γ. En outre, deux importants résultats sont mis

en évidence par cette figure. Premièrement, le "Shadow Effect Model" a conduit une prédiction correcte

du profil aussi bien pour la valeur mesurée de l’écart type de distribution de la rugosité∆γ = 5.3◦ que

pour celle modifiée∆γ = 6.5◦ ; mais les résultats montrent une réelle sous-estimation dela fluctuation

mesurée. Deuxièmement, une meilleure prédiction de cette fluctuation est assurée par le "Rough Wall

Multi-Collisions Model" pour la valeur de l’écart type de rugosité∆γ = 5.3◦, même si une plus forte

agitation est observé aux parois. L’augmentation l’intensité de la rugosité à∆γ = 6.5◦ a plutôt conduit à

une sur-estimation.

Afin de confirmer le mécanisme pilotant l’agitation normale puis la concentration des particules dans

le canal, dans ce cas expérimental, nous avons présenté sur la figure 4.34-(a), le profil denp
〈
v′3p
〉

p
de

sorte à mettre en lumière son augmentation à la paroi en fonction des modèles adoptés. Il peut être

observé à intensité de rugosité égale que ce fluxnp
〈
v′3p
〉

p
est beaucoup plus élevé avec le "Rough Wall

Multi-Collisions Model" qu’avec le "Shadow Effect Model". On constate du passage de∆γ = 5.3◦ à

∆γ = 6.5◦, une légère augmentation de ce flux à la paroi avec le "Shadow Effect Model" tandis que cette

augmentation est très forte avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model". Cela implique une plus forte

dispersion turbulente induite par "Rough Wall Multi-Collisions Model", si bien que l’augmentation de

l’écart type de rugosité conduit à une plus grande augmentation de la vitesse fluctuante normale pour le

"Rough Wall Multi-Collisions Model" qu’avec le "Shadow Effect Model".

La figure 4.33-(c) montre la vitesse longitudinale moyenne des particules dans le canal. Un très

bon accord avec l’expérience est observé de manière générale pour la prédiction par le "Shadow Effect
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FIG. 4.33 –Simulations LES/DPS gaz-particules en canal à grand Reynolds : statistiques de la phase dispersée.

Ronds hachurés : données expérimentales (Sommerfeld & Kussin (2004) [99]) ; "Shadow Effect Model" : (�)

∆γ = 5.3◦ et (�) ∆γ = 6.5◦ ; "Rough Wall Multi-Collisions Model" : (+) ∆γ = 5.3◦ et (∗) ∆γ = 6.5◦ ; Paroi lisse :
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Model" lorsque∆γ = 6.5◦. Toutefois, il apparaît en très proche paroi une sous-estimation de la vitesse

moyenne. L’augmentation de l’intensité de la rugosité a mené à une insignifiante réduction de la vi-

tesse moyenne. Quant aux prédictions obtenues à partir du "Rough Wall Multi-Collisions Model", elles

montrent des sous-estimations d’environ 7% et 12% respectivement pour∆γ = 5.3◦ et ∆γ = 6.5◦ par

rapport aux mesures. Toutefois, les profils prédits sont excellents. Remarquons que de la paroi lisse à

la rugosité d’intensité∆γ = 6.5◦, la vitesse moyenne des particules diminue dans le canal et présente

particulièrement un profil plus uniforme avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model". Ce qui permet

de conclure à un plus fort cisaillement à la paroi avec ce modèle d’effet de rebonds multiples qu’avec

le "Shadow Effect Model" (4.33-(d)). En accord avec le mécanisme pilotant cette vitesse moyenne, la fi-

gure 4.34-(b) montre non seulement une augmentation du fluxnp
〈
u′pv′p

〉
p

à la paroi avec l’augmentation

de ∆γ, d’ailleurs beaucoup plus effective avec le modèle d’effetde rebonds multiples, mais aussi une

amplification de ce flux à la paroi par l’effet de rebonds multiples. Un résultat assez important à faire

remarquer est la capacité du "Rough Wall Multi-Collisions Model" à induire une réduction de la vitesse

moyenne des particules avec l’augmentation de la rugosité.Ce qui n’est pas véritablement le cas avec le

"Shadow Effect Model". Une telle réduction de la vitesse moyenne des particules de l’ordre de 30∼ 40%

du passage aux parois lisses à une très grande rugosité est observée expérimentalement par Bensonet

al. (2005)[5]. En se référant à l’approche PDF (Simonin, 1991),il revient que le "Shadow Effect Model"

conduit à une sous-estimation de la dispersion turbulente de l’équation de la vitesse moyenne (conférer

à l’équation (3.56)).

La fluctuation de la vitesse longitudinale des particules est présentée sur la figure 4.33-(e). Un premier

constat est d’observer qu’en l’absence de rugosité le profilest serpenté, tandis qu’il est plus "droit" avec

les deux modèles d’effet de paroi rugueuse. Cela denote d’uneffet de dispersion turbulente plus intense

induit par la rugosité des parois. On peut constater que l’augmentation de l’intensité de rugosité entraîne

une augmentation de cette agitation aussi bien avec le "Shadow Effect Model" que le "Rough Wall Multi-

Collisions Model". Cependant, malgré l’augmentation de l’intensité de la rugosité, les deux prédictions

obtenues à partir du "Shadow Effect Model" (avec les deux intensités de rugosité∆γ = 5.3◦ et∆γ = 6.5◦)

sous-estiment la fluctuation de la vitesse longitudinale. Cela révèle, en outre, une sous-estimation de la

production d’énergie à la paroi par les gradients de vitessemoyenne puis de son transport vers le cœur

de l’écoulement. Un bon accord est par contre obtenu à partirdu "Rough Wall Multi-Collisions Model"

pour l’écart type mesuré∆γ = 5.3◦. L’augmentation de l’intensité de la rugosité à∆γ = 6.5◦ a conduit a

une sur-estimation par rapport aux mesures disponibles.
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Pour résumer, il convient de noter que les résultats des simulations lagrangiennes de ce cas expéri-

mental montrent que le "Shadow Effect Model" conduit à une sous-estimation de l’agitation des particules

dans tout le canal, même en augmentant l’intensité de la rugosité des parois. En accord avec l’approche

PDF, les mécanismes pilotant les premiers moments de la phase dispersée, il ressort une sous-estimation

de la dispersion turbulente et de la production d’énergie par d’énergie à la paroi par les gradients de

vitesse moyenne. Quant au "Rough Wall Multi-Collisions Model", ces simulations révèlent principale-

ment une amplification des effets de paroi rugueuse en raisond’une plus forte dispersion turbulente et

de la production d’énergie par d’énergie à la paroi par les gradients de vitesse moyenne. Cela a eu pour

résultat d’amplifier l’agitation des particules dans tout le canal et entraîner la chute de la vitesse longi-

tudinale moyenne. L’utilisation de l’écart type mesuré de la distribution des angles de rugosité a conduit

à des résultats satisfaisants, en dépit des coefficients de rebond (eh, αe, µh, µ0 et αµ) modifiés par les

investigateurs pour l’obtention d’une meilleure prédiction de la vitesse longitudinale moyenne à partir

du "Shadow Effect Model". Il convient donc d’effectuer de nouveaux calculs avec les"vrais" coefficients

afin de valider proprement le "Rough Wall Multi-Collisions Model" sur l’expérience.

4.6.4 Etude des distributions des angles et vitesses à la paroi

PDF des angles

Sur les figures 4.35-(a) & (b), nous présentons les distributions des angles d’incidence des particules

sur la paroi inférieure du canal pour les deux écarts types derugosité∆γ = 5.3◦ et ∆γ = 6.5◦, à la fois

pour le "Shadow Effect Model" et le "Rough Wall Multi-Collisions Model". Notons qu’à ces figures,

nous avons adjoint la PDF de l’angle d’incidence dans le cas des parois lisses. La première constatation

est qu’avec la paroi lisse, les particules ont une forte probabilité de la heurter avec un angle très rasant

(d’environα− ≃ 1.0◦), tandis que l’angle d’incidence maximum enregistré se situe autour deα− ≃ 10.0◦.

L’utilisation du "Shadow Effect Model" a conduit à une réduction de la forte probabilité d’heurterla paroi

avec un angle aussi rasant, mais aussi elle a entraînée un élargissement de la distribution des angles : des

particules entrent désormais en collision avec la paroi avec parfoisα− > 20.0◦. La distribution mise en

évidence avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model" montre toujours un élargissement de l’espace

des angles d’incidence à des valeurs encore plus élevées. Enoutre, les particules incidentes arrivent

beaucoup moins rasantes et elles ont quasiment la même probabilité d’heurter la paroi aussi bien avec

un angle rasant qu’avec un angle relativement élevé. Ces résultats montrent que le comportement des
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particules incidentes est certainement modifié par le modèle de rebond : les particules se comportent

comme si elles ont gardé en mémoire les précédentes collisions avec la paroi.

La deuxième série de résultats porte sur la distribution desangles de rebond des particules, par

ailleurs présentés sur la figure 4.36. Un autre élément de la compréhension du comportement imposé

par le modèle de rebond aux particules réfléchies est l’analyse de la dispersion de celles-ci pour un

angle d’incidence donné. Pour les trois résultats que nous présentons, nous avons choisi au cours de la

simulation les angles d’incidence tels queα− ∈ [0.9◦,1.1◦], α− ∈ [4.9◦,5.1◦] et α− ∈ [9.9◦,10.1◦] pour

mener l’analyse. Comme, nous l’avons fait remarquer dans lecadre de l’étude théorique à bas nombre

de Reynolds, que le "Shadow Effect Model" génere systématiquement des particules rasantes à la paroi.

Ce comportement est doté une très forte probabilité d’autant plus que les particules incidentes sont très

rasantes. Quant au "Rough Wall Multi-Collisions Model", il conduit en accord avec sa dérivation, à une

probabilité nulle pour les particules de repartir rasantes.

PDF des vitesses

Un important point des présentes simulations est l’étude des distributions des vitesses tant incidentes

que réfléchies à la paroi, en raison de leur importance capitale dans la modélisation eulérienne des condi-

tions aux limites. A cet effet, nous présentons les distributions des composantes longitudinale, normale à

la paroi et latérale des vitesses, que nous comparons en plusaux distributions classiques (exponentielle

et gaussienne), aussi bien en paroi lisse qu’en paroi rugueuse avec les deux modèles d’effet de paroi

rugueuse (à savoir "Shadow Effect Model" et "Rough Wall Multi-Collisions Model").

Les distributions de la composante longitudinale sont montrées sur la figure 4.37. Il nous apparaît

dans le cadre des modèles de rugosité, à∆γ fixé, un élargissement de la distribution aussi bien incidente

que réfléchie, en passant du "Shadow Effect Model" au "Rough Wall Multi-Collisions Model". En outre,

on observe un leger élargissement de la distribution des vitesses réfléchies par rapport à celle des vitesses

incidente. Pour ce qui de la paroi lisse, la distribution de la composante longitudinale reste quasiment

identique à celle d’incidence. Aussi, il peut être remarquéque les formes des distributions ne sont ni

gaussiennes et exponentielles. Cependant, les distributions se rapprochent d’une gaussienne, en particu-

lier dans le cadre du "Rough Wall Multi-Collisions Model".

Les formes des distributions de la vitesse normale à la paroique présente la figure 4.38 sont assez

complexes dans le cadre des parois rugueuses, en particulier pour la PDF des vitesses de rebond. Cepen-

dant, elles ont l’avantage d’exhiber assez nettement les principales caractéristiques des modèles de paroi

utilisés et dont nous en avons longuement discuté dans ce chapitre comme ceux antérieurs. En effet, les
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FIG. 4.34 –Modification du fluxnp
〈
v′3p
〉

p
à la paroi en fonction des modèles d’effet de rugosité. "Shadow Effect

Model" : (�) ∆γ = 5.3◦ et (�) ∆γ = 6.5◦ ; "Rough Wall Multi-Collisions Model" : (+) ∆γ = 5.3◦ et (∗) ∆γ = 6.5◦ ;

Paroi lisse : (©).
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FIG. 4.35 –Fonctions de distribution des angles d’incidence des particules sur la paroi inférieure du canal. "Ligne

continue" : paroi lisse, "tiret" : Shadow Effect Model et "pointillé" : Rough Wall Multi-Collisions Model. (a) :

∆γ = 5.3◦, (b) : ∆γ = 5.3◦.
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FIG. 4.36 –Distribution des angles rebonds des particules (à gauche) et dispersion probable des particules en

fonction de l’angle de rebond (à droite) pour une incidenceα− fixée : les couples ((a),(d)) , ((b),(e)) et ((c),(f))

correspondent respectivement aux situations oùα− ∈ [0.9◦,1.1◦], α− ∈ [4.9◦,5.1◦] etα− ∈ [9.9◦,10.1◦]. Les traits

noir et rouge représentent le "Shadow Effect Model" et le "Rough Wall Multi-Collisions Model" ; tandis que la ligne

bleue discontinue montre l’angle de rebond de la particule après une collision sur une paroi lisse.
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figures 4.38-(a) & (b) montrent dans le cadre du "Shadow Effect Model" que les particules arrivent à la

paroi de manière très rasante, mais aussi et surtout elles ont une forte probabilité de repartir avec une

faible vitesse normale après leur rebond irrégulier sur la paroi. Nous pouvons par ailleurs observer que

la distribution ces vitesses normales de rebond est un peu plus large que celle incidente et ce, avec l’aug-

mentation de∆γ. Cet élargissement est beaucoup plus important avec le "Rough Wall Multi-Collisions

Model". En outre avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model", il peut être observé que les différentes

probabilités d’avoirv−p ·n = 0 etv+
p ·n = 0 à la paroi sont nulles [figure 4.38-(c) & (d)]. En paroi lisse,

les formes obtenues des simulations sont plus régulières ; cependant elles ne sont ni gaussiennes, ni

exponentielles [figure 4.38-(e)].

Ayant considéré des effets de rugosité 2D dans les présentes simulations, il vient que la vitesse

latérale incidente est inchangée après la collision sur la paroi. Avec le "Rough Wall Multi-Collisions

Model", les distributions se confondent avec la distribution exponentielle.

En guise de conclusion, l’élargissement des distributionsdes composantes des vitesses des parti-

cules est le résultat d’une plus forte agitation induite parla rugosité des parois. Par ailleurs comme nous

l’avons souligné, le "Rough Wall Multi-Collisions Model" communique une plus forte agitation aux par-

ticules que le "Shadow Effect Model", en raison principalement de l’effet de rebonds multiples. Un autre

important impact de l’effet de rebonds multiples est l’annulation de l’éventualité de particules à vitesse

normale quasiment nulle.

4.7 Conclusion

Les investigations entreprises dans le cadre de chapitre ont principalement porté sur la compréhen-

sion des mécanismes qui interviennent au cours de l’interaction particules/paroi rugueuse. Les analyses

des simulations lagrangiennes en canal à bas Reynolds ont mis en évidence une forte influence des re-

bonds multiples sur les propriétés statistiques de la phasedispersée d’un écoulement diphasique. Ces

simulations ont révélé une amplification des effets de paroirugueuse et des mécanismes pilotant les

premiers moments. En raison de ces influences des rebonds multiples, en s’appuyant sur les résultats sta-

tistiques des simulations déterministes de collisions de particules sur des parois rugueuses géométriques

(Kannengieser (2006) [47]), le "Rough Wall Multi-Collisions Model" est proposé. Basé sur le principe

de paroi lisse virtuelle inclinée sur laquelle est effectuéun unique rebond, ce modèle stochastique in-

corpore les effets de rebonds multiples. Une validation de celui-ci en comparaison avec des simulations

lagrangiennes en canal à bas Reynolds et avec des parois rugueuses géométriques déterministes a été
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FIG. 4.37 –Distribution de la vitesse longitudinale à la paroi. Les symboles creux et pleins représentent respec-

tivement les distributions des vitesses incidentes (u−p −U−
p ) et de rebond (u+

p −U+
p ). (�) "Shadow Effect Model",

(♦) "Rough Wall Multi-Collisions Model" et (△) paroi lisse (e). Les traits discontinu et continu représentent res-

pectivement les distributions exponentielle et gaussienne. (a) & (c) :∆γ = 5.3◦ et (b) & (d) :∆γ = 6.5◦.
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FIG. 4.38 –Distribution de la vitesse normale à la paroi. Les symboles creux et pleins représentent respectivement

les distributions des vitesses incidentes (v−p ) et de rebond (v+
p ). (�) "Shadow Effect Model", (♦) "Rough Wall

Multi-Collisions Model" et (△) paroi lisse (e). Les traits discontinu et continu représentent respectivement les

distributions exponentielle et gaussienne. (a) & (c) :∆γ = 5.3◦ et (b) & (d) : ∆γ = 6.5◦.
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FIG. 4.39 –Distribution de la vitesse latérale à la paroi. Les symbolescreux et pleins représentent respectivement

les distributions des vitesses incidentes (w−
p ) et de rebond (w+

p ). (�) "Shadow Effect Model", (♦) "Rough Wall

Multi-Collisions Model" et (△) paroi lisse (e). Les traits discontinu et continu représentent respectivement les

distributions exponentielle et gaussienne. (a) & (c) :∆γ = 5.3◦ et (b) & (d) : ∆γ = 6.5◦.
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proposée. Enfin, le "Rough Wall Multi-Collisions Model" a été utilisé pour prédire l’écoulement dipha-

sique expérimental à grand nombre de Reynolds étudié par Sommerfeld & Kussin (2004) [99]. D’abord,

la simulation du fluide par la LES avec une loi de paroi a montréun bon accord avec l’expérience. En

outre, en raison de la loi de paroi pour la LES, une procédure d’interpolation basée sur l’extrapolation

préalable du fluide en très proche paroi avant l’interpolation proprement dite a été mis en œuvre. Celle-ci

s’est avérée satisfaisante. Les résultats des simulationslagrangiennes ont montré une bonne capture des

effets de paroi rugueuse par le "Rough Wall Multi-Collisions Model" face aux bonnes prédictions du

cas expérimental. En outre, il convient de retenir de cette simulation du cas expérimental qu’aussi bien

le "Shadow Effect Model" que le "Rough Wall Multi-Collisions Model" ont retranscrit les mécanismes

induits par la rugosité lorsque l’intensité de la rugosité est modifiée. Cependant, à l’opposé des résultats

obtenus à partir du "Rough Wall Multi-Collisions Model", ceux issus des simulations avec le "Shadow

Effect Model" ont à la fois montré une sous-estimation des effets de paroirugueuse sur l’agitation et la

dispersion turbulente en particulier, et une forte génération de particules rasantes à la paroi comme nous

l’avons précisé dans le cadre de l’étude théorique à bas nombre de Reynolds.
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Chapitre 5

Modélisation Eulériennes de conditions

aux limites aux parois rugueuses avec effet

de rebonds multiples

5.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est simple : il est à nouveau question de la dérivation eulérienne de conditions

aux limites aux parois. Par ailleurs, en raison des résultats des simulations lagrangiennes à la fois des

études théoriques qu’expérimentales du précédent chapitre, qui démontrent la capacité du "Rough Wall

Multi-Collisions Model" à décrire plus correctement les mécanismes induits par la rugosité des parois,

nous retenons ce modèle lagrangien d’effet de rebonds multiples pour effectuer cette dérivation. Une

forme très simplifiée du modèle obtenu est ensuite évalué dans le cadre d’une simulation Euler-Euler de

l’étude expérimentale réalisée par Sommerfeld & Kussin (2004) [99]. Les résultats des simulations sont

comparés à la fois aux mesures expérimentales et aux résultats des simulations lagrangiennes présentées

à la section § (4.6) du chapitre 4.
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Chapitre 5. Modélisation Eulériennes de conditions aux limites aux parois rugueuses avec effet de
rebonds multiples

5.2 Description Eulérienne théorique de l’interaction particule/paroi ru-

gueuse avec effet multi-rebond : cas général

5.2.1 Distribution des vitesses de rebond des particules

D’après la proposition de Cercignani [13] (Equation (1.90)), quelque soit le rebond, nous avons :

∀c+
p ∈ D+, f +

p

(
c+

p

)
c+

p ·n =
∫

D−
f−p
(
c−p
) ∣∣c−p ·n

∣∣R(c−p → c+
p )dc−p (5.1)

Ce qui montre que la distribution des vitesses de rebond des particules est essentiellement définie par

la probabilité de transitionR. Dans le cadre du "Rough Wall Multi-Collision Model", cette probabilité

de transition est définie par l’effet de rebonds multiples modélisé puis validé au chapitre 4. Par ailleurs,

afin d’être consistant avec la formulation (5.1), il convient d’exprimer vectoriellement la probabilitéR

en suivant les mêmes justifications. Nous obtenons :

R
(
c−p → c+

p

)
=

P⋆
(
n = 1|c+

p

)
R1
(
c−p → c+

p

)
∫

D+
P⋆
(
n = 1|c∗p

)
R1
(
c−p → c∗p

)
dc∗p

(5.2)

dans laquelle nous avons :

R1
(
c−p → c+

p

)
=

∫ π/2

−π/2
δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

Pe f f
(
γ|c−p

)
dγ (5.3)

Pe f f
(
γ|c−p

)
=





c−p .nγ

c−p .n
Pg(γ) si c−p .nγ ≤ 0

0 si c−p .nγ ≥ 0

(5.4)

Le quotient
c−p .nγ

c−p .n
n’est rien d’autre que la probabilité qu’une particule donnée de vitesse incidentec−p

heurte un segment incliné d’un angleγ par rapport à l’horizontal et qui s’obtient en effectuant une simple

analyse géométrique.nγ étant la normal au plan incliné de l’angleγ par rapport à l’horizontal, tandis que

n est la normal au plan l’horizontal.

En posant :

λ
(
c−p
)

=

[∫

D+
P⋆
(
n = 1|c∗p

)
R1
(
c−p → c∗p

)
dc∗p

]−1

(5.5)
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cas général

Nous obtenons finalement que :

∀c+
p ∈ D+, f +

p

(
c+

p

)
c+

p ·n = −
∫

D−
λ
(
c−p
)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)
R1
(
c−p → c+

p

)
c−p ·n f−p

(
c−p
)

dc−p

= −
∫

D−

∫ π/2

−π/2
λ
(
c−p
)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)
δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

Pe f f
(
γ|c−p

)
×

c−p ·n f−p
(
c−p
)

dγdc−p
(5.6)

Cependant puisqu’avec le "Rough Wall Multi-Collision Model", la probabilité pour une particule de re-

partir rasante après le rebond sur la paroi rugueuse est strictement nulle, alorsc+
p ·n 6= 0 est une condition

qui est rigoureusement réalisée pour chaque rebond. Si bienque, nous obtenons :

∀c+
p ∈D+, f +

p

(
c+

p

)
=−

∫

D−

∫ π/2

−π/2
λ
(
c−p
)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)
δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

Pe f f
(
γ|c−p

) c−p ·n
c+

p ·n f−p
(
c−p
)

dγdc−p

(5.7)

En raison de l’équation (5.4), il vient que :

∀c+
p ∈ D+, f +

p

(
c+

p

)
= −

∫

D−

∫

c−p .nγ≤0
λ
(
c−p
)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)
δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

Pg(γ)
c−p ·nγ

c+
p ·n f−p

(
c−p
)

dγdc−p

= −
∫

c−p .nγ≤0

∫
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(
Φ−1

γ
(
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p
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P⋆
(
n = 1|c+

p
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δ
(
c+

p −Φγ
(
Φ−1

γ
(
c+

p
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Pg(γ)×

Φ−1
γ
(
c+

p

)
·nγ

c+
p ·n f−p

(
Φ−1

γ
(
c+

p

))
JΦγ dc+

p dγ

(5.8)

où Φ−1
γ représente biensûr la bijection réciproque deD+ surD− de la fonctionΦγ définissant la loi de

rebond des particules sur une paroi lisse inclinée de l’angle γ.

Au final, la distribution des vitesses de rebond des particules après la collision sur la paroi rugueuse

s’écrit :

∀c+
p ∈ D+, f +

p

(
c+

p

)
= −

∫

c−p .nγ≤0
λ
(
Φ−1

γ
(
c+

p

))
Φ−1

γ
(
c+

p

)
·nγ Pg(γ)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)

c+
p ·n f−p

(
Φ−1

γ
(
c+

p

))
JΦγ dγ

(5.9)

Rappelons que dans le cadre du "shadow effect model", cette distribution était donnée d’un point de

vue purement formel par la formulation suivante (2.40) :

∀c+
p ∈ D+ tel quec+

p .n 6= 0,

f +
p

(
cp

)
= −

∫

D−

∫ π
2

π
2

λ
(
c−p
)

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
)) H

(
−c−p .nγ

)
H
(
c+

p .n
)

c+
p .n

Pg(γ) f−p
(
cp

)
c−p .ndγdc−p

(5.10)

Une différence fondamentale est à observer entre ces deux formulations. En effet lorsqu’après un rebond,

une particule repart dans l’écoulement tel que :c+
p ·n−→ 0, alors dans le :
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• Cas du "shadow effect model" : où cette situation est d’ailleurs un cas quasi-certain comme

nous l’avons précédemment montré pour les particules à incidence rasante, nous avons :

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
)) H

(
c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

c+
p .n

Pg(γ) −→
c+

p ·n→0
∞ =⇒ f +

p

(
c+

p

)
−→

c+
p ·n→0

∞

ce qui montre que la distribution des vitesses de rebondf +
p ne peut être calculée.

• Cas du "rough wall multi-collisions model" : cette situation apparaît avec une très faible pro-

babilité, et alors nous avons :

P⋆
(
n = 1|c+

p

)

c+
p ·n −→

c+
p ·n→0

< ∞ =⇒ λ
(
Φ−1

γ
(
c+

p

))
Φ−1

γ
(
c+

p

)
·nγ Pg(γ)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)

c+
p ·n −→

c+
p ·n→0

< ∞ =⇒ f +
p −→

c+
p ·n→0

< ∞

En effet, en effectuant le calcul du rapport
P⋆
(
n = 1|c+

p

)

c+
p ·n en fonction de l’angle de rebondα+, on montre

que celui-ci est proportionnel à
3
2

1
∆γ

lorsqueα+ → 0. Si bien que la distribution des vitesses de rebond

f +
p est finie et ce qui nous permettra d’effectuer des développements pour le calcul des moments pairs de

la vitesse normal à la paroi. On comprend dès lors que ce calcul de la distribution des vitesses de rebond

est possible grâce à l’effet de rebonds multiples traduit ici par le probabilité d’avoir un et seul rebond

P⋆
(
n = 1|c+

p

)
.

5.2.2 Dérivation des moments d’ordre quelconque de la fonction de distribution des vi-

tesses à la paroi

Par définition, un moment d’ordre quelconque de la fonction de distribution fp des vitesses à la paroi

s’écrit pour une variableψp
(
cp

)
donnée :

〈
ψp
(
cp

)〉
p
=

n−p
np

〈
ψp
(
cp

)〉−
p

+
n+

p

np

〈
ψp
(
cp

)〉+
p

(5.11)

Autrement, le flux deψp
(
cp

)
à la paroi s’écrit :

np
〈
ψp
(
cp

)〉
p
= n−p

〈
ψp
(
cp

)〉−
p

+n+
p

〈
ψp
(
cp

)〉+
p

(5.12)

Toutefois, la méthode adoptée pour la modélisation du fluxnp
〈
ψp
(
cp

)〉
p

reste la même, c’est à dire qu’il

est question de calculer le flux réfléchin+
p

〈
ψp
(
cp

)〉+
p

en fonction du flux incidentn−p
〈
ψp
(
cp

)〉−
p

.
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5.2 Description Eulérienne théorique de l’interaction particule/paroi rugueuse avec effet multi-rebond :
cas général

S’aidant de la définition du flux réfléchi et de l’équation de ladistribution des vitesses de rebond (5.9),

nous obtenons :

n+
p

〈
ψp
(
cp

)〉+
p

=
∫

D+
ψp
(
c+

p

)
f +
p dc+

p

= −
∫

D+

∫

c−p .nγ≤0
λ
(
Φ−1

γ
(
c+

p

))
Pg(γ)

P⋆
(
n = 1|c+

p

)

c+
p ·n Φ−1

γ
(
c+

p

)
·nγ ψp

(
c+

p

)
×

f−p
(
Φ−1

γ
(
c+

p

))
JΦγ dγdc+

p

= −
∫

D−

∫

D γ
λ
(
c−p
)

Pg(γ)
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ ψp

(
Φγ
(
c−p
))

f−p
(
c−p
)

dγdc−p

(5.13)

avec :D γ =
{

γ ∈
[
−π

2, π
2

]
/ c−p .nγ ≤ 0 et Φγ

(
c−p
)
·n≥ 0

}
.

En d’autre termes :

n+
p

〈
ψp
(
cp

)〉+
p

= −
∫

D−

〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ ψp

(
Φγ
(
c−p
))

|c−p

〉
f−p
(
c−p
)

dc−p (5.14)

où nous avons posé :
〈

P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ ψp

(
Φγ
(
c−p
))

|c−p

〉
= λ

(
c−p
)∫

D γ

P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ ×

ψp
(
Φγ
(
c−p
))

Pg(γ) dγ (5.15)

Finalement, le flux réfléchi de la paroi s’écrit :

n+
p

〈
ψp
(
cp

)〉+
p

= −n−p

〈〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ ψp

(
Φγ
(
c−p
))

|c−p

〉〉−

p

(5.16)

si bien que le flux à la paroi devient :

np
〈
ψp
(
cp

)〉
p
= n−p

〈
ψp
(
cp

)〉−
p
−n−p

〈〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ ψp

(
Φγ
(
c−p
))

|c−p

〉〉−

p

(5.17)

Remarque 1: On vérifie aisément que le flux normal de particule à la paroinp
〈
cp ·n

〉
p

est nul.

En effet, en faisantψp
(
cp

)
= cp ·n dans l’équation (5.17) et en remarquant queψp

(
Φγ
(
c−p
))

= Φγ
(
c−p
)
·

n, il vient que :

n+
p

〈
cp ·n

〉+
p

= −n−p

〈〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ Φγ

(
c−p
)
·n|c−p

〉〉−

p

= −n−p
〈〈

P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

c−p ·nγ|c−p
〉〉−

p

(5.18)
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En outre, nous avons :

〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

c−p ·nγ|c−p
〉

= λ
(
c−p
)∫

c−p ·nγ≤0
c−p ·nγ P⋆

(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Pg(γ) dγ (5.19)

D’autre part les équations (5.5) et (5.3) conduisent à :

[
λ
(
c−p
)]−1

=
1

c−p ·n

∫

c−p ·nγ≤0
c−p ·nγ P⋆

(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Pg(γ) dγ (5.20)

Si bien que :
〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

c−p ·nγ|c−p
〉

= c−p ·n (5.21)

Et finalement nous trouvons bien que :

n+
p

〈
cp ·n

〉+
p

= −n−p
〈
cp ·n

〉−
p

(5.22)

Remarque 2: La densité numérique de particulenp à la paroi obtenue en faisantψ = 1 dans l’équation

(5.17), s’écrit :

np = n−p


1−

〈〈
P⋆
(
n = 1|Φγ

(
c−p
))

Φγ
(
c−p
)
·n c−p ·nγ|c−p

〉〉−

p


 (5.23)

5.3 Traitement des rebonds inélastiques avec friction

Les développements sont effectués dans le cadre l’effet de rugosité 2D où nγ = (−sinγ,cosγ,0) et

n = (0,1,0). Les formulations générales des conditions aux limites sont obtenues en considérant des

rebonds glissants tels que :

∀c−p ∈ D−, Φγ
(
c−p
)

= c−p −c−p .nγ (1+ew)
(
nγ −µwtγ

)

tγ = vp,γ/
∣∣∣vp,γ

∣∣∣
vp,γ = c−p −

(
c−p .nγ

)
nγ

(5.24)

où les coefficients de restitutionew et de frictionµw sont définis dans cadre lagrangien par les équations

respectives (4.24) et (4.25). Dans le cadre de l’approche eulérienne, nous définissons ces coefficients

par :

{ew}−p =
∫ π

0

〈
ew
(
α− + γ

)〉
h−p
(
α−)dα−

{µw}−p =

∫ π

0

〈
µw
(
α− + γ

)〉
h−p
(
α−)dα−

(5.25)

dans lesquelles la distributionh−p est définie par l’équation (2.61).
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5.3 Traitement des rebonds inélastiques avec friction

5.3.1 Formulation des conditions aux limites

Les conditions aux limites à la paroi portant sur les moments
〈
u′pv′p

〉
p
,
〈
v′pw′

p

〉
p
,
〈
u′2p v′p

〉
p
,
〈
v′3p
〉

p
,

〈
v′pw′2

p

〉
p

et
〈
u′pv′pw′

p

〉
p

sont obtenues en remplaçantψ respectivement parupvp, vpwp, u2
pvp, v3

p, vpw2
p

puisupvpwp dans l’équation (5.17).

Tous calculs faits, en faisant l’hypothèse deγ petit et en utilisant ensuite le modèle de correlation

partielle introduit au chapitre 2, nous obtenons :

• Pour〈upvp〉p

np

n−p
〈upvp〉p = C

upvp

1

〈
u2

p

〉−
p

+C
upvp

2 〈upvp〉−p +C
upvp

3

〈
v2

p

〉−
p

(5.26)

avec :

C
upvp

1 = {γP⋆}−p −
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p

{
γ2P⋆

}−
p

C
upvp

2 = 1−{P⋆}−p +2
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p {γP⋆}−p +

(
5
2

+2{ew}−p
){

γ2P⋆
}−

p (5.27)

C
upvp

3 = −
(

1+{ew}−p
)[

{P⋆}−p {µw}−p +{γP⋆}−p − 3
2
{µw}−p

{
γ2P⋆

}−
p

]

et :

〈upvp〉p =
〈
u′pv′p

〉
p

(5.28)

• Pour〈vpwp〉p

np

n−p
〈vpwp〉p = C

vpwp

1 〈vpwp〉−p +C
vpwp

2 〈upwp〉−p (5.29)

avec :

C
vpwp

1 = 1−{P⋆}−p +
1
2

{
γ2P⋆

}−
p

C
vpwp

2 = {γP⋆}−p (5.30)

et :

〈vpwp〉p =
〈
v′pw′

p

〉
p

(5.31)

• Pour
〈
u2

pvp
〉

p
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np

n−p

〈
u2

pvp
〉

p
= C

u2
pvp

1

〈
u3

p

〉−
p

+C
u2

pvp

2

〈
u2

pvp
〉−

p
+C

u2
pvp

3

〈
upv2

p

〉−
p

+C
u2

pvp

4

〈
v3

p

〉−
p

(5.32)

avec :

C
u2

pvp

1 = {γP⋆}−p −2
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p

{
γ2P⋆

}−
p

C
u2

pvp

2 = 1−{P⋆}−p +4
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p {γP⋆}−p

+

[
1
2

+4
(

1+{ew}−p
)
−3
(

1+{ew}−p
)2(

{µw}−p
)2
]{

γ2P⋆
}−

p

C
u2

pvp

3 =
(

1+{ew}−p
){

−2{P⋆}−p {µw}−p +

[
3
(

1+{ew}−p
)(

{µw}−p
)2

−2

]
{γP⋆}−p (5.33)

+3{µw}−p
[
1+2

(
1+{ew}−p

)]{
γ2P⋆

}−
p

}

C
u2

pvp

4 = −
(

1+{ew}−p
)2
{
{P⋆}−p

(
{µw}−p

)2
+2{µw}−p {γP⋆}−p +

[
1− 7

2

(
{µw}−p

)2
]{

γ2P⋆
}−

p

}

et :
〈
u2

pvp
〉

p
=
〈
u′2p v′p

〉
p
+2Up

〈
u′pv′p

〉
p

(5.34)

• Pour
〈
v3

p

〉
p

np

n−p

〈
v3

p

〉
p
= C

v3
p

1

〈
v3

p

〉−
p

+C
v3

p

2

〈
upv2

p

〉−
p

+C
v3

p

3

〈
u2

pvp
〉−

p
(5.35)

avec :

C
v3

p

1 = 1−
(
{ew}−p

)2
{P⋆}−p +2

(
1+{ew}−p

)
{ew}−p {µw}−p {γP⋆}−p

+

[
2

(
1+

5
4
{ew}−p

)
{ew}−p +

(
1+{ew}−p

)2(
{µw}−p

)2
]{

γ2P⋆
}−

p

C
v3

p

2 =
(

2+3{ew}−p
)
{ew}−p {γP⋆}−p −2

(
1+{ew}−p

)(
1+3{ew}−p

)
{µw}−p

{
γ2P⋆

}−
p

C
v3

p

3 = −
(

1+{ew}−p
)(

1+3{ew}−p
){

γ2P⋆
}−

p (5.36)

et :
〈
v3

p

〉
p
=
〈
v′3p
〉

p
(5.37)
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• Pour
〈
vpw2

p

〉
p

np

n−p

〈
vpw2

p

〉
p
= C

vpw2
p

1

〈
vpw2

p

〉−
p

+C
vpw2

p

2

〈
upw2

p

〉−
p

(5.38)

avec :

C
vpw2

p

1 = 1−{P⋆}−p +
1
2

{
γ2P⋆

}−
p

C
vpw2

p

2 = {γP⋆}−p (5.39)

et :
〈
vpw2

p

〉
p
=
〈
v′pw′2

p

〉
p

(5.40)

5.3.2 Calcul des moments pairs de la vitesse normale à la paroi

A ce stade, en accord avec la modélisation des conditions auxlimites à la paroi telle que présentée

au chapitre 2, nous devons calculer les moments incidents pairs de la vitesse normale à la paroi qui

apparaissent dans les formulations des conditions aux limites ci-dessus dans l’optique de l’entame de la

fermeture desdites conditions. Pour ce faire, nous calculons d’abord les moments globaux pairs.

En revenant à l’équation du fluxnp
〈
ψp
(
cp

)〉
p

à la paroi (5.17), puisqu’il est assez délicat d’effectuer

une simplification du termeΦγ
(
c−p
)
· n pour le calcul de la plupart des moments pairs de la vitesse

normale, nous avons plutôt introduit la quantité finieΓ
(
γ|c−p

)
telle que :

Γ
(
γ|c−p

)
= −

P⋆
(

n = 1|
(̂
Φγ, t

))

Φγ ·n
c−p ·nγ (5.41)

=
P⋆
(

n = 1|
(̂
Φγ, t

))

sin
((̂

Φγ, t
)) sin

(
α− + γ

)
(5.42)

où
(̂
Φγ, t

)
n’est rien d’autre que l’angle de rebond par rapport à la paroi macroscopique ett ·n = 0.

Si bien que pour le calcul des moments pairs, nous avons :

np

n−p

〈
ψp
(
cp

)〉
p
=
〈
ψp
(
cp

)〉−
p

+
〈〈

Γ
(
γ|c−p

)
ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉〉−

p
(5.43)

En appliquant à la fois la formulation (5.43) et le modèle de correlation partielle, nous obtenons :
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• Pournp
np

n−p
= 1+{Γ}−p (5.44)

• Pour
〈
u2

p

〉
p

np

n−p

〈
u2

p

〉
p
= C

u2
p

1

〈
u2

p

〉−
p

+C
u2

p

2 〈upvp〉−p +C
u2

p

3

〈
v2

p

〉−
p

(5.45)

avec :

C
u2

p

1 = 1+{Γ}−p −{µw}−p
(

1+{ew}−p
)
{γΓ}−p

+
(

1+{ew}−p
)[

{µw}−p
(

1+{ew}−p
)
−2
]{

γ2Γ
}−

p

C
u2

p

2 = 2
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p {Γ}−p +2

(
1+{ew}−p

)[
1−
(

1+{ew}−p
)(

{µw}−p
)2
]
{γΓ}−p

−{µw}−p
(

1+{ew}−p
)(

5+4{ew}−p
){

γ2Γ
}−

p

C
u2

p

3 =
(

1+{ew}−p
)2
[(

{µw}−p
)2

{Γ}−p +2{µw}−p {γΓ}−p +

(
1−2

(
{µw}−p

)2
){

γ2Γ
}−

p

]
(5.46)

• Pour
〈
v2

p

〉
p

np

n−p

〈
v2

p

〉
p
= C

v2
p

1

〈
u2

p

〉−
p

+C
v2

p

2 〈upvp〉−p +C
v2

p

3

〈
v2

p

〉−
p

(5.47)

avec :

C
v2

p

1 =
(

1+{ew}−p
)2{

γ2Γ
}−

p

C
v2

p

2 = 2
(

1+{ew}−p
)[

−{ew}−p {γΓ}−p +{µw}−p
(

1+2{ew}−p
){

γ2Γ
}−

p

]

C
v2

p

3 = 1+
(
{ew}−p

)2
{Γ}−p −2{ew}−p {µw}−p

(
1+{ew}−p

)
{γΓ}−p

+
(

1+{ew}−p
)[

−2{ew}−p +{µw}−p
(

1+{ew}−p
)]{

γ2Γ
}−

p
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• Pour
〈
u3

p

〉
p

np

n−p

〈
u3

p

〉
p
= C

u3
p

1

〈
u3

p

〉−
p

+C
u3

p

2

〈
u2

pvp
〉−

p
+C

u3
p

3

〈
upv2

p

〉−
p

+C
u3

p

4

〈
v3

p

〉−
p

(5.48)

avec :

C
u3

p

1 = 1+{Γ}−p −3{µw}−p
(

1+{ew}−p
)
{γΓ}−p +3

(
1+{ew}−p

)[(
1+{ew}−p

)(
{µw}−p

)2
−1

]{
γ2Γ
}−

p

C
u3

p

2 = 3
(

1+{ew}−p
)[

{µw}−p {Γ}−p +

(
1−2

(
1+{ew}−p

)(
{µw}−p

)2
)
{γΓ}−p

−
(

1
2

+4
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p −

(
1+{ew}−p

)2(
{µw}−p

)3
){

γ2Γ
}−

p

]

C
u3

p

3 = 3
(

1+{ew}−p
)2
[(

{µw}−p
)2

{Γ}−p +{µw}−p
(

2−
(

1+{ew}−p
)(

{µw}−p
)2
)
{γΓ}−p

+

(
1−
(

5+3{ew}−p
)(

{µw}−p
)2
){

γ2Γ
}−

p

]

C
u3

p

4 = {µw}−p
(

1+{ew}−p
)3
[(

{µw}−p
)2

{Γ}−p +3{µw}−p {γΓ}−p +3

(
1−
(
{µw}−p

)2
){

γ2Γ
}−

p

]
(5.49)

• Pour
〈
upv2

p

〉
p

: (calculé directement à partir de l’équation (5.17))

np

n−p

〈
upv2

p

〉
p
= C

upv2
p

1

〈
u3

p

〉−
p

+C
upv2

p

2

〈
u2

pvp
〉−

p
+C

upv2
p

3

〈
upv2

p

〉−
p

+C
upv2

p

4

〈
v3

p

〉−
p

(5.50)
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avec :

C
upv2

p

1 =
(

1+{ew}−p
){

γ2P⋆
}−

p

C
upv2

p

2 = −
(

1+2{ew}−p
)
{γP⋆}−p +{µw}−p

(
1+{ew}−p

)(
4+3{ew}−p

){
γ2P⋆

}−
p

C
upv2

p

3 = 1+{ew}−p −{µw}−p
(

1+{ew}−p
)(

2+3{ew}−p
)
{γP⋆}−p

+

[
1+

1
2
{ew}−p −3

(
1+{ew}−p

)2
(

1−
(
{µw}−p

)2
)]{

γ2P⋆
}−

p

C
upv2

p

4 =
(

1+{ew}−p
){

{µw}−p {ew}−p +

[(
1+{ew}−p

)(
1−
(
{µw}−p

)2
)
−1

]
{γP⋆}−p

−1
2

(
4+7{ew}−p

)
{µw}−p

{
γ2P⋆

}−
p

}
(5.51)

• Pour〈upwp〉p :

np

n−p
〈upwp〉p = C

upwp

1 〈upwp〉−p +C
upwp

2 〈vpwp〉−p (5.52)

avec :

C
upwp

1 = 1+{Γ}−p −
(

1+{ew}−p
)
{µw}−p {γΓ}−p −

(
1+{ew}−p

){
γ2Γ
}−

p

C
upwp

2 =
(

1+{ew}−p
)[

{µw}−p {Γ}−p +{γΓ}−p − 1
2
{µw}−p

{
γ2Γ
}−

p

]
(5.53)

• Pour
〈
upw2

p

〉
p

:

np

n−p

〈
upw2

p

〉
p
= C

upw2
p

1

〈
upw2

p

〉−
p

+C
upw2

p

2

〈
vpw2

p

〉−
p

(5.54)

avec :

C
upw2

p

1 = C
upwp

1 et C
upw2

p

2 = C
upwp

2 (5.55)
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5.3.3 Fermeture des conditions aux limites

◮ Pour
〈
u′pv′p

〉
p

: En utilisant les équations (5.45) et (5.47) dans l’équation (5.26), il vient que :

〈upvp〉p = A
upvp

1

〈
u2

p

〉
p
+A

upvp

2

〈
v2

p

〉
p
+

n−p
np
A

upvp

3 〈upvp〉−p (5.56)

où nous avons posé :

A
upvp

1 =
C

upvp

1 C
v2

p

3 −C upvp

3 C
v2

p

1

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
upvp

2 =
C

upvp

1 C
u2

p

3 −C upvp

3 C
u2

p

1

C
u2

p

3 C
v2

p

1 −C u2
p

1 C
v2

p

3

A
upvp

3 = C
upvp

2 +C
upvp

1
C

u2
p

3 C
v2

p

2 −C u2
p

2 C
v2

p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

+C
upvp

3
C

u2
p

2 C
v2

p

1 −C u2
p

1 C
v2

p

2

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

(5.57)

◮ Pour
〈
v′pw′

p

〉
p

: En utilisant l’équation (5.52) dans l’équation (5.29), ilvient que :

〈vpwp〉p = A
vpwp

1 〈upwp〉p +
n−p
np
A

vpwp

2 〈vpwp〉−p (5.58)

où nous avons posé :

A
vpwp

1 =
C

vpwp

2

C
upwp

1

et A
vpwp

2 = C
vpwp

1 − C
vpwp

2 C
upwp

2

C
upwp

1

(5.59)

◮ Pour
〈
u′2p v′p

〉
p

: En utilisant les équations (5.48) et (5.50) dans l’équation (5.32), il vient que :

〈
u2

pvp
〉

p
= A

u2
pvp

1

〈
u3

p

〉
p
+A

u2
pvp

2

〈
upv2

p

〉
p
+

n−p
np
A

u2
pvp

3

〈
u2

pvp
〉−

p
+

n−p
np
A

u2
pvp

4

〈
v3

p

〉−
p

(5.60)
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où nous avons posé :

A
u2

pvp

1 =
C

u2
pvp

1 C
upv2

p

3 −C u2
pvp

3 C
upv2

p

1

C
u3

p

1 C
upv2

p

3 −C upv2
p

1 C
u3

p

3

A
u2

pvp

2 =
C

u3
p

1 C
u2

pvp

3 −C u2
pvp

1 C
u3

p

3

C
u3

p

1 C
upv2

p

3 −C u3
p

3 C
upv2

p

1

A
u2

pvp

3 = C
u2

pvp

2 +C
u2

pvp

1
C

u3
p

3 C
upv2

p

2 −C u3
p

2 C
upv2

p

3

C
u3

p

1 C
upv2

p

3 −C upv2
p

1 C
u3

p

3

+C
u2

pvp

3
C

u3
p

2 C
upv2

p

1 −C u3
p

1 C
upv2

p

2

C
u3

p

1 C
upv2

p

3 −C upv2
p

1 C
u3

p

3

A
u2

pvp

4 = C
u2

pvp

4 +C
u2

pvp

1
C

u3
p

3 C
upv2

p

4 −C u3
p

4 C
upv2

p

3

C
u3

p

1 C
upv2

p

3 −C upv2
p

1 C
u3

p

3

+C
u2

pvp

3
C

u3
p

4 C
upv2

p

1 −C u3
p

1 C
upv2

p

4

C
u3

p

1 C
upv2

p

3 −C upv2
p

1 C
u3

p

3

(5.61)

◮ Pour
〈
v′3p
〉

p
: En utilisant l’équation (5.50) dans l’équation (5.37), ilvient que :

〈
v3

p

〉
p
= A

v3
p

1

〈
u3

p

〉
p
+A

v3
p

2

〈
upv2

p

〉
p
+

n−p
np
A

v3
p

3

〈
u2

pvp
〉−

p
+

n−p
np
A

v3
p

4

〈
v3

p

〉−
p

(5.62)

où nous avons posé :

A
v3

p

1 =
C

v3
p

2 C
upv2

p

1

C
u3

p

3 C
upv2

p

1 −C u3
p

1 C
upv2

p

3

A
v3

p

2 = − C
u3

p

1 C
v3

p

2

C
u3

p

3 C
upv2

p

1 −C u3
p

1 C
upv2

p

3

A
v3

p

3 = C
v3

p

3 +C
v3

p

2
C

u3
p

1 C
upv2

p

2 −C u3
p

2 C
upv2

p

1

C
u3

p

3 C
upv2

p

1 −C u3
p

1 C
upv2

p

3

A
v3

p

4 = C
v3

p

1 +C
v3

p

2
C

u3
p

1 C
upv2

p

4 −C u3
p

4 C
upv2

p

1

C
u3

p

3 C
upv2

p

1 −C u3
p

1 C
upv2

p

3

(5.63)

◮ Pour
〈
v′pw′2

p

〉
p

: En utilisant l’équation (5.54) dans l’équation (5.38), ilvient que :

〈
vpw2

p

〉
p
= A

vpw2
p

1

〈
upw2

p

〉
p
+

n−p
np
A

vpw2
p

2

〈
vpw2

p

〉−
p

(5.64)

où nous avons posé :

A
vpw2

p

1 =
C

vpw2
p

2

C
upw2

p

1

et A
vpw2

p

2 = C
vpw2

p

1 − C
vpw2

p

2 C
upw2

p

2

C
upw2

p

1

(5.65)
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Remarque: Pour chaque collision d’une particule sur une paroi lisse, l’angle de rugositéγ est nul. Par

conséquent, nous obtenons que{γΓ}−p = 0 et
{

γ2Γ
}−

p = 0. En outre sur une paroi lisse, la probabilité

P⋆ pour une particule d’effectuer un et un seul rebond est de façon certaine égale 1. Dans le cadre d’un

rebond totalement élastique sur une paroi lisse, où l’on connaît exactement l’angle de rebond, c’est à dire

que
(̂
Φγ, t

)
= α−, cela conduit{Γ}−p = 1. En remplaçant ces moyennes incidentes dans les formulations

(5.56)-(5.64), nous obtenons exactement les conditions aux limites proposées par He & Simonin (1994)

[33] puis Sakiz & Simonin (1999) [83], dans le cadre de rebondtotalement élastique des particules sur

la paroi.

La fermeture précédemment engendrée a par ailleurs laissé des moments incidents impairs inconnus

dans les formulations (5.56)-(5.64). Il s’agit de :〈upvp〉−p , 〈vpwp〉−p ,
〈
u2

pvp
〉−

p
,
〈
vpw2

p

〉−
p

et
〈
v3

p

〉−
p

.

Cependant, comme He & Simonin (1992) [33] puis Sakiz & Simonin (1999) [83], le moment
〈
v3

p

〉−
p

peut être évalué en fonction de
〈
v2

p

〉−
p

en présumant la forme de la distribution des vitesses normales à

la paroi f−py
(biensûr à la lumière des simulations numériques précédentes). Quant aux autres moments

incidents〈upvp〉−p , 〈vpwp〉−p ,
〈
u2

pvp
〉−

p
et
〈
vpw2

p

〉−
p

, nous devons les modéliser. En outre, il faut noter que

les coefficientsA
〈ψp〉p
i dépendent des moyennes incidentes{ew}−p , {µw}−p , {P⋆}−p , {γP⋆}−p ,

{
γ2P⋆

}−
p ,

{Γ}−p , {γΓ}−p et
{

γ2Γ
}−

p qui sont connues que par l’intermédiaire de la distributiondes vitesses incidentes

f−p .

A ce stade, trois hypothèses portant sur correlations incidentes impaires vont nous permettre de

fermer totalement le système de conditions aux limites (5.56)-(5.64).

Hypothèse 1: Nous supposons pendant la phase d’incidence que :

〈
u′pv′p

〉−
p

= 0 et
〈
v′pw′

p

〉−
p

= 0 (5.66)

Il vient de cette hypothèse que :

〈upvp〉−p = Up
〈
v′p
〉−

p
(5.67)

〈vpwp〉−p = 0 (5.68)

〈
u2

pvp
〉−

p
=
〈
u′2p v′p

〉−
p

+U2
p

〈
v′p
〉−

p
(5.69)

En outre, nous avons :
〈
vpw2

p

〉−
p

=
〈
v′pw′2

p

〉−
p

(5.70)
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Hypothèse 2: Nous supposons que :

〈
u′2p v′p

〉−
p

=
〈
u′2p
〉−

p

〈
v′p
〉−

p
(5.71)

〈
v′pw′2

p

〉−
p

=
〈
v′p
〉−

p

〈
w′2

p

〉−
p

(5.72)

Finalement en raison des équations (5.45) & (5.47) et de l’effet de rugosité 2D (qui induit que
〈
w′2

p

〉−
p

=
〈
w′2

p

〉
p
), nous obtenons :

〈
u′2p v′p

〉−
p

=
1

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

np

n−p

[
C

v2
p

3

〈
u2

p

〉
p

〈
v′p
〉−

p
−C u2

p

3

〈
v2

p

〉
p

〈
v′p
〉−

p

]

+
C

u2
p

3 C
v2

p

2 −C u2
p

2 C
v2

p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

Up

(〈
v′p
〉−

p

)2
+U2

p

〈
v′p
〉−

p
(5.73)

〈
v′pw′2

p

〉−
p

=
〈
v′p
〉−

p

〈
w′2

p

〉
p

(5.74)

Hypothèse 3: Afin d’évaluer les moments incidents
〈
v′p
〉−

p
et
〈
v′3p
〉−

p
, nous supposons quef−py

est une

demie-gaussienne définie par :

f−py

(
cpy

)
=

2n−p√
2π
〈
v′2p
〉−

p

exp


−

c2
py

2
〈
v′2p
〉−

p


 (5.75)

Il vient que :
〈
v′p
〉−

p
= − 2√

2π

[〈
v′2p
〉−

p

]1/2
(5.76)

〈
v′3p
〉−

p
= − 4√

2π

[〈
v′2p
〉−

p

]3/2
= π

[〈
v′p
〉−

p

]3
(5.77)

Nous constatons dès lors que l’unique inconnue est
〈
v′p
〉−

p
. Pour l’évaluer, il suffit de considérer les

équations (5.47) & (5.45), puis en utilisant (5.76), il nousfaut résoudre le trinôme :

(〈
v′p
〉−

p

)2
− 2

π
C

u2
p

1 C
v2

p

2 −C v2
p

1 C
u2

p

2

C
u2

p

3 C
v2

p

1 −C v2
p

3 C
u2

p

1

Up
〈
v′p
〉−

p
=

2
π

1

C
u2

p

3 C
v2

p

1 −C v2
p

3 C
u2

p

1

np

n−p

[
C

v2
p

1

(〈
u′2p
〉

p
+U2

p

)
−C u2

p

1

〈
v′2p
〉

p

]

(5.78)

En posant :

V = V0Up et V0 =
1
π
C

u2
p

1 C
v2

p

2 −C v2
p

1 C
u2

p

2

C
u2

p

3 C
v2

p

1 −C v2
p

3 C
u2

p

1

(5.79)
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W = W 1

(〈
u′2p
〉

p
+U2

p

)
+W 2

〈
v′2p
〉

p
(5.80)

W 1 =
2
π

C
v2

p

1

C
u2

p

3 C
v2

p

1 −C v2
p

3 C
u2

p

1

np

n−p

W 2 = −2
π

C
u2

p

1

C
u2

p

3 C
v2

p

1 −C v2
p

3 C
u2

p

1

np

n−p

il vient que :
〈
v′p
〉−

p
= V ±

√
V 2 +W (5.81)

Notons que
〈
v′p
〉−

p
est négatif (voir (5.76)).

Au final, les équations (5.56)-(5.64) conduisent, avec ces hypothèses de fermeture, à :

◮ Pour
〈
u′pv′p

〉
p

:

〈
u′pv′p

〉
p
= F

upvp

1

(〈
u′2p
〉

p
+U2

p

)
+F

upvp

2

〈
v′2p
〉

p
+F

upvp

3 Up
〈
v′p
〉−

p
(5.82)

avec :

F
upvp

1 = A
upvp

1

F
upvp

2 = A
upvp

2 (5.83)

F
upvp

3 =
n−p
np
A

upvp

3

◮ Pour
〈
v′pw′

p

〉
p

:
〈
v′pw′

p

〉
p
= F

vpwp

1

〈
u′pw′

p

〉
p

(5.84)

avec :

F
vpwp

1 = A
vpwp

1 (5.85)

◮ Pour
〈
u′2p v′p

〉
p

:

〈
u′2p v′p

〉
p

= −2Up
〈
u′pv′p

〉
p
+F

u2
pvp

1

(〈
u′3p
〉

p
+3Up

〈
u′2p
〉

p
+U3

p

)
+F

u2
pvp

2

(〈
u′pv′2p

〉
p
+Up

〈
v′2p
〉

p

)

+F
u2

pvp

3

(〈
u′2p
〉

p
+U2

p

)〈
v′p
〉−

p
+F

u2
pvp

4

〈
v′2p
〉

p

〈
v′p
〉−

p
+F

u2
pvp

5 Up

(〈
v′p
〉−

p

)2

+F
u2

pvp

6 U2
p

〈
v′p
〉−

p
+F

u2
pvp

7

(〈
v′p
〉−

p

)3
(5.86)
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où :

F
u2

pvp

1 = A
u2

pvp

1 ; F
u2

pvp

2 = A
u2

pvp

2

F
u2

pvp

3 =
C

v2
p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
u2

pvp

3

F
u2

pvp

4 = − C
u2

p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
u2

pvp

3 (5.87)

F
u2

pvp

5 =
n−p
np

C
u2

p

3 C
v2

p

2 −C u2
p

2 C
v2

p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
u2

pvp

3

F
u2

pvp

6 =
n−p
np
A

u2
pvp

3 ; F
u2

pvp

7 = π
n−p
np
A

u2
pvp

4

◮ Pour
〈
v′3p
〉

p
:

〈
v′3p
〉

p
= F

v3
p

1

(〈
u′3p
〉

p
+3Up

〈
u′2p
〉

p
+U3

p

)
+F

v3
p

2

(〈
u′pv′2p

〉
p
+Up

〈
v′2p
〉

p

)

+F
v3

p

3

(〈
u′2p
〉

p
+U2

p

)〈
v′p
〉−

p
+F

v3
p

4

〈
v′2p
〉

p

〈
v′p
〉−

p
+F

v3
p

5 Up

(〈
v′p
〉−

p

)2

+F
v3

p

6 U2
p

〈
v′p
〉−

p
+F

v3
p

7

(〈
v′p
〉−

p

)3
(5.88)

où :

F
v3

p

1 = A
v3

p

1 ; F
v3

p

2 = A
v3

p

2

F
v3

p

3 =
C

v2
p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
v3

p

3

F
v3

p

4 = − C
u2

p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
v3

p

3 (5.89)

F
v3

p

5 =
n−p
np

C
u2

p

3 C
v2

p

2 −C u2
p

2 C
v2

p

3

C
u2

p

1 C
v2

p

3 −C v2
p

1 C
u2

p

3

A
v3

p

3

F
v3

p

6 =
n−p
np
A

v3
p

3 ; F
v3

p

7 = π
n−p
np
A

v3
p

4
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◮ Pour
〈
v′pw′2

p

〉
p

:

〈
v′pw′2

p

〉
p
= F

vpw2
p

1

(〈
u′pw′2

p

〉
p
+Up

〈
w′2

p

〉
p

)
+F

vpw2
p

2

〈
w′2

p

〉
p
〈vp〉−p (5.90)

où nous avons posé :

F
vpw2

p

1 = A
vpw2

p

1 et F
vpw2

p

2 =
n−p
np
A

vpw2
p

2 (5.91)

Proposition d’évaluation des coefficients eulériens de rebond et des moments de l’angle de rugosité

Il s’agit de calculer les moyennes incidentes{ew}−p , {µw}−p , {P⋆}−p , {γP⋆}−p ,
{

γ2P⋆
}−

p , {Γ}−p , {γΓ}−p
et
{

γ2Γ
}−

p dont dépendent les coefficientsF
〈ψp〉p

i des équations (5.82)-(5.91). Cependant, comme nous

l’avons fait remarquer, ce calcul n’est possible que par la connaissance de la distribution des vitesses

incidentesf−p . Pour ce faire, nous effectuons une dernière hypothèse : celle que f−p est gaussienne. En

tenant compte de l’hypothèse 1, nous pouvons considérer à nouveau, comme au chapitre 2 (2.62), que la

distribution f−p des vitesses incidentes des particules sur la paroi s’écrit:

f−p
(
cp

)
=

2n−p H
(
−cpy

)
√

8π3
〈
u′2p
〉−

p

〈
v′2p
〉−

p

〈
w′2

p

〉−
p

exp


−
(
cpx −U−

p

)2

2
〈
u′2p
〉−

p

−
c2

py

2
〈
v′2p
〉−

p

−
c2

pz

2
〈
w′2

p

〉−
p


 (5.92)

Utilisant la définition de la moyenne{ . }−p (2.56), c’est à dire pour tousϕ(γ), nous avons :

{ϕ(γ)}−p =
〈〈ϕ(γ) |α−〉vp〉−p

〈vp〉−p
=

∫ π

0

〈
ϕ(γ) |α−〉h−p

(
α−)dα− (5.93)

où nous avons posé que :

〈
ϕ(γ) |α−〉=

〈
ϕ(γ) |c−p

〉
= λ

(
c−p
)∫

ϕ(γ)Pg(γ) dγ (5.94)

λ est défini en (5.20) eth−p est calculée en fonction des nombres adimensionnelsβ− et ξ− (2.64).

Sur la figure 5.1, nous avons tracé l’évolution des coefficients eulériens de rebond{ew}−p et {µw}−p
en faisant varier d’une part le paramètreβ− dans]0,40.0] et en fixant d’autre part l’anisotropieξ− et

l’intensité de la rugosité∆γ. Cependant, plusieurs valeurs deξ− sont étudiés : 1, 2, 4 et 8 ; et les deux

écarts types∆γ = 5.3◦ et ∆γ = 6.5◦ sont repris. Ces résultats montrent premièrement une indépendance
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FIG. 5.1 –Evolution des coefficients eulériens incidents de rebond respectives{ew}−p et {µw}−p en fonction du

paramètreβ− pourξ fixé : (©) ξ = 1, (�) ξ = 2, (♦) ξ = 4 et (△) ξ = 8. Les symboles creux et plein représentent

les cas où∆γ = 5.3◦ et∆γ = 6.5◦ respectivement.

de ces coefficients par rapport à l’anisotropie de l’agitation de la phase particulaire. En outre, ces deux

coefficients de rebond augmentent avecβ− et l’intensité de la rugosité∆γ. Cependant, l’augmentation

due à l’intensification de la rugosité de∆γ = 5.3◦ à ∆γ = 6.5◦ n’est effective qu’au delà deβ− ≃ 10.

Dans les mêmes conditions de paramétrage, nous avons calculé les coefficients{P⋆}−p , {γP⋆}−p ,
{

γ2P⋆
}−

p , {Γ}−p , {γΓ}−p et
{

γ2Γ
}−

p qui sont à la base des coefficientsF
〈ψp〉p

i dans les conditions aux

limites. Ces derniers sont présentés sur la figure 5.2. En outre tous les coefficientsF
〈ψp〉p

i ont par suite

été évalués dans le cadre de l’hypothèse def−p gaussienne et sont exhibés de la figure 5.3 à 5.6. D’une

manière générale, toutes ces moyennes incidentes montrentune indépendance vis à vis de l’anisotropie

ξ de l’agitation lors de la phase d’incidence ; cependant l’augmentation de l’intensité de la rugosité des

parois entraîne des modifications de ces coefficients eulériensF
〈ψp〉p

i .

Les coefficientsV0, W 1 et W 2 permettant d’évaluer le moment incident
〈
v′p
〉−

p
à partir de (5.81)

sont aussi présentés sur la figure 5.6. Les résultats montrent que dans le cadre de l’hypothèse gaussienne

(5.92),V est positif puisqueV0 l’est. Dans l’hypothèse de l’existence d’une solution du trinôme (5.79),

c’est à direV 2 +W ≥ 0, comme
〈
v′p
〉−

p
est par définition négatif, il vient que :

〈
v′p
〉−

p
= V −

√
V 2 +W (5.95)
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FIG. 5.2 –Evolution des moyennes incidentes respectives{P}−p , {γP}−p ,
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p en
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représentent les cas où∆γ = 5.3◦ et ∆γ = 6.5◦ respectivement.
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FIG. 5.3 –Evolution des coefficientsF
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∆γ = 6.5◦ respectivement.
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5.4 Simulations numériques Euler-Euler de l’étude expérimentale de Som-

merfeld & Kussin (2004)

Avant d’évaluer le comportement induit par les précédentesconditions aux limites aux parois ru-

gueuses sur la phase dispersée dans le cadre d’une simulation Euler/Euler, nous avons dans un premier

temps choisi de réaliser des simulations de référence avec d’importantes simplifications de la physique

de l’interaction particules/paroi rugueuse telle nous l’avons précédemment étudiée. Ainsi, nous suppo-

sons que la probabilitéP⋆ d’effectuer un et un rebond vaut toujours 1 et en plus nous négligeons l’effet

de perspective de la paroi "vue" par les particules incidentes à la paroi. En d’autres termes{γ}−p = 0 et
{

γ2
}−

p = ∆γ2. Cependant les hypothèses de fermeture sont les mêmes que celles émises au chapitre 2 (§

2.4).

Ce modèle simplifié est employé pour des simulations numériques Euler-Euler de l’étude expérimen-

tale de Sommerfeld & Kussin (2004) [99]. A cet effet, nous utilisons le code Euler-Euler 2D, "Mélodif",

développé par le Prof. Olivier Simonin au Laboratoire National d’Hydraulique d’EDF. Validé dans diffé-

rentes configurations d’écoulements en canal (He & Simonin (1994) [33]), ce code résout les équations

du modèle à deux fluides. Sa formulation est basée sur une application directe d’un opérateur de moyenne

volumique de phase aux équations locales instantanées. Pour plus d’informations au sujet dudit modèle,

le lecteur intéressé peut consulter He & Simonin (1994) [33], Boëlle (1997) [8]. Pour la phase particu-

laire, ce modèle conduit à résoudre les équations (1.72)-(1.74) multipliées par la constante
πd3

p

6
(où dp

est le diamètre des particules) et où biensûr les termes collisionnels sont fermés.

Afin de mieux prédire, le caractère anisotrope et inhomogènede l’écoulement de la phase gazeuse,

nous l’avons simulée à partir du modèleRf ,i j − ε f . Quant à la phase dispersée, l’agitation des particules

est résolue à l’aide du modèle aux équations de transport surles contraintes cinétiques (Rp,i j ) couplé à

l’équation de transport sur la covariance des vitesses fluide-particules (qf p). Les coefficients de rebonds

eulériens à la paroi sont pris, pour∆γ = 5.3◦, tels que{ew}−p = 0.9 et {µw}−p = 0.37. Les collisions

particules/particules sont supposées inélastiques avecec = 0.9. Ce modèle simplifié a fait l’objet d’une

précédente étude (Konanet al. [54]). Elle présente des résultats Euler-Euler comparés à la fois aux

mesures expérimentales de Sommerfeld & Kussin (2004) [99] et aux simulations RANS couplées à un

traitement lagrangien de la phase dispersée réalisées par Sommerfeld & Laìn. Le papier est présenté à la

section suivante.
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5.5 Conclusion

5.4.1 Résultats et discussions

Sur la figure 5.7, nous présentons les résultats des simulations numériques avec le modèle à deux

fluides qui sont comparés à la fois au simulations LES/DPS et aux données expérimentales de Sommer-

feld & Kussin (2004) [99].

Le profil de la vitesse moyenne des particules dans le canal (figure 5.7-(c)) avec le modèle à deux

fluide montre premièrement une sous-estimation de la vitesse moyenne dans tout le canal par rapport

à l’expérience. Cependant au centre du canal, elle s’accorde relativement bien avec les simulations la-

grangiennes. Deuxièmement, il peut être observé que le profil prédit est erroné en raison de l’importante

sous-estimation de la vitesse aux parois. En nous référant aux mécanismes pilotant l’action de la rugosité

des parois sur sur la phase dispersée (se conférer aux précédents chapitres), cette sous-estimation de la

vitesse à la paroi s’explique par celle de la contrainte de cisaillement à la paroi en comparaison avec les

simulations lagrangiennes (figure 5.7-(d)).

Le profil de la concentration présenté sur la figure 5.7-(a) montre un résultat satisfaisant en compa-

raison avec les simulations lagrangiennes. Mais tout commela DPS, et ce contrairement aux résultats

expérimentaux, les simulations Euler-Euler montrent une importante réduction de la concentration de

particules dans la région de la paroi inférieure du canal. Enoutre, il convient de noter une plus impor-

tante réduction de la concentration à la paroi dans le cadre du modèle à deux fluides qu’avec la LES/DPS.

L’agitation transverse des particules (
〈
v′pv′p

〉1/2
p

) obtenue avec les simulations Euler-Euler présentée

sur la figure 5.7-(b) est excellent accord avec l’expérience. Par contre celle longitudinale (
〈
u′pu′p

〉1/2
p

) est

sur-estimée malgré un bon profil.

Ces résultats obtenus avec le modèle à deux fluides couplé auxconditions aux limites simplifiées

mettent bien en évidence la mauvaise prise en compte de la physique de l’interaction particule/paroi ru-

gueuse. Les conséquences sont nettement observables sur les propriétés longitudinales de l’écoulement.

Aussi ces résultats ont l’avantage de montrer la mise en œuvre pratique de ces conditions aux limites aux

parois rugueuses ; et dans un second temps l’intérêt de la prise en compte du mécanisme complet de l’in-

teraction particule/paroi rugueuse. Cependant, des études ultérieures de développement et de validations

restent encore nécessaires pour permettre l’application du modèle complet.

5.5 Conclusion

Nous avons proposé un modèle eulérien de conditions aux limites aux parois rugueuses à l’aide du

"Rough Wall Multi-Collisions Model". La formulation du modèle est basée sur la description statistique
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FIG. 5.7 –Simulations Euler-Euler gaz-particules en canal à grand Reynolds : statistiques de la phase dispersée.

Ronds hachurés : données expérimentales du cas où le diamètre des particules estdp = 100µmet∆γ = 5.3◦ (Som-

merfeld & Kussin (2004) [99]). (+) et (△) représentent respectivement les simulations LES/DPS (chapitre 4) et

Euler-Euler. 228



5.5 Conclusion

de l’interaction particle/paroi telle que proposée par Cercignani (1975) [13]. L’existence de la probabilité

P⋆ mimant les effets de rebonds multiples dans le "Rough Wall Multi-Collisions Model" a permis le calcul

de la distribution des vitesses de rebond des particules à laparoi. Ce point était essentiel pour la fermeture

des conditions aux limites par le calcul des moments pairs dela vitesse normale à la paroi, dans le cadre

de la théorie de Cercignani. La complexité du traitement eulérien des mécanismes dus à la rugosité a

introduit des moyennes incidentes qui exigent la connaissance explicite de la distribution des vitesses

incidentes à la paroi. Nous avons évalué ces moyennes en faisant l’hypothèse que cette distribution

simplifiée d’une distribution gaussienne des vitesses incidentes à la paroi.
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ABSTRACT
This paper presents practical eulerian rough wall bound-

ary conditions for particle mean velocity and fluctuating com-
ponents. The model derives from a pdf approach and the Som-
merfeld particle-wall rebound theory [1]. We have implemented
these boundary conditions in 2D Euler/Euler code ”Mélodif”
by neglecting the ”shadow effect” [2] and assuming an half-
gaussian distribution for wall-normal incident particle velocities.
Lagrangian calculations in which the particle-wall collisions are
treated following Sommerfeld [1], are carried out. Low and high
roughness cases are simulated and both simulations resultsare
compared with Sommerfeld experimental database.

INTRODUCTION
Inertial particle irregular rebounds are well known to influ-

ence their behavior, in multiphase flows [3], [4]. That makes

difficult the predition of particle kinetic stress, of theirconcen-
tration and of their mean velocities. However, a good represen-
tation of particle-wall collision mechanisms is a sure alternative
to make this prediction.

With Sommerfeld bouncing model [2], in which the incident
particle hits a virtual wall whose the slope angle is sampledfol-
lowing a truncated gaussian distribution (”shadow effect”), one
predicts properly particles behavior by using lagrangian formu-
lation. In the framework of continuum approach, by presuming
both global and wall-normal incident pdf as gaussian and ne-
glecting ”shadow effect”, Simonin et al. [5] have proposed rough
wall boundary conditions.

In this paper, we present the theory which supports Simonin
et al. [5] simplified model. Experiments and lagrangian calcula-
tions are carried out for different wall roughness, in an horizontal
narrow channel. The accuracy of these eulerian boundary condi-
tions is checked by making comparisons between eulerian re-

1 Copyright c© 2006 by ASME



sults, lagrangian simulations made without ”shadow effect” and
experimental databases.

NOMENCLATURE
f−p velocity distribution of incident particles at the wall
f +
p velocity distribution of reflected particles at the wall

np particle number density at the wall
n−p incident particle number density at the wall
n+

p reflected particle number density at the wall
U−

p streamwise mean velocity of incident particles
cp particle velocity vector
Up,Vp streamwise and wall-normal velocity components

Rp,i j =
〈

u′p,iu
′
p, j

〉
p

double particle velocity correlations

Sp,i jk =
〈

u′p,iu
′
p, ju

′
p,k

〉
p

third particle velocity correlations

α− incidence angle of particle
α+ rebound angle of particle
γ roughness wall angle

ROUGH WALL BOUNDARY CONDITIONS MODEL
Eulerian Boundary Conditions Derivation

Following Sakiz et al. [6], the eulerian wall boundary condi-
tions for dispersed phase are Dirichlet or flux types. In the case
where wall-normal unit vector is defined asn = (0,1,0), these
conditions are odd order moments of the wall-normal velocity
vp and they take the formnp

〈
ψp
(
cp

)
v′p
〉
, whereψp

(
cp

)
is a

regular function of particle velocity.
The derivation is based on pdf approach. Thus, we consider

a particle velocity probability density functionfp from which,
we define the mean value ofψp

(
cp

)
by :

〈ψ〉p =
1
np

Z

R3
ψ
(
cp

)
fp
(
cp

)
dcp with np =

Z

R3
fp
(
cp

)
dcp

(1)
In order to focus on wall effect, we divide the near wall pdffp in
incident f−p and reflectedf +

p distribution functions respectively
on D− =

{
c−p ∈ R3/c−p .n < 0

}
andD+ =

{
c+

p ∈ R3/c+
p .n > 0

}
.

We also define incident average by :

〈ψ〉−p =
1

n−p

Z

D−
ψ
(
c−p
)

f−p
(
c−p
)

dc−p with n−p =

Z

D−
f−p
(
c−p
)

dc−p

(2)
Reflected average is defined by the same method and both inci-
dent and reflected averages are linked by :

np〈ψ〉 = n−p 〈ψ〉− +n+
p 〈ψ〉+ and np = n−p +n+

p (3)

Introducing the transition probability per rebound
R
(
c−p → c+

p

)
dc+

p that an incident particle is reflected and
assuming a non-deposition condition, we can write :

Z

D+
R
(
c−p → c+

p

)
dc+

p = 1 (4)

According to Cercignani (1975), by assuming no resuspension
particle, the incident and reflected particle mass fluxes must be
equal. So :

∀c+
p ∈ D+,

f +
(
c+

p

)
c+

p .n =

Z

D−
f−p
(
c−p
)
|c−p .n|R

(
c−p → c+

p

)
dc−p

(5)

Following Sommerfeld (1992), the particle hits a smooth virtual
wall whose the slope angleγ is sampled by using a gaussian dis-
tribution of zero mean value and given standard deviation, we
write :

R
(
c−p → c+

p

)
=

Z

π
2

− π
2

Rγ
(
c−p → c+

p

)
Pr
(
γ|c−p

)
dγ (6)

where according to Sommerfeld (1999), the probability distri-
bution of virtual wall anglePr

(
γ|c−p

)
is conditionned by the so-

called ”shadow effect”.
Using equations (2) to (6), we obtain :

np
〈
ψp
(
cp

)
v′p
〉

p
= n−p

〈
ψp
(
cp

)
v′p
〉−

p
+n+

p

〈
ψp
(
cp

)
v′p
〉+

p
(7)

in which :

n+
p

〈
ψp
(
cp

)
v′p
〉+

p
= −n−p

〈〈
ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

v′p
〉−

p
with :
〈
ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

=

Z

π
2

− π
2

ψp
(
Φγ
(
c−p
))

Pr
(
γ|c−p

)
dγ

(8)

whereΦγ
(
c−p
)

is a bijective application fromD− to D+ defined
analytically by the rebound laws.
Applying :

• 3-D elastic bouncing with a main flow in the x-direction
(Wp = 0)
• formulations (7) and (8), in which we substitute
functionψp

(
cp

)
by up, wp, upup, vpvp, wpwp,...

• ∆γ ≪ 1,
we obtain the rough wall averages summarised in Table 1.

The Simplified Model (Simonin et al. [5]) is obtained by :
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npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p

〈〈
γ2|α−〉(Up +u′p

)
v′p
〉−

p

−2n−p
〈
〈γ|α−〉v′pv′p

〉−
p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −2n−p

〈
〈γ|α−〉v′2p w′

p

〉−
p

+2n−p
〈〈

γ2|α−〉(u′p+Up
)

v′pw′
p

〉−
p

−npUp
〈
v′pw′

p

〉
p

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
v′3p
〉

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= −4n−p

〈〈
γ2|α−〉(Up +u′p

)2
v′p
〉−

p

+4n−p
〈
〈γ|α−〉

(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p

+4n−p
〈〈

γ2|α−〉v′3p
〉−

p

Table 1. Rough Wall Boundary Conditions Model with 2D Roughness

Effects for Elastic Bouncing

npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p ∆γ2Up

〈
v′p
〉−

p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −4n−p ∆γ2

〈
v′3p
〉−

p
+4n−p ∆γ2

〈
u′2p v′p

〉−
p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= −4n−p ∆γ2

〈
v′3p
〉−

p
+4n−p ∆γ2

〈
w′2

p v′p
〉−

p

np
〈
v′3p
〉

p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
u′2p v′p

〉
p
−np

〈
v′pw′2

p

〉
p

Table 2. Practical Rough Wall Boundary Conditions Simplified Model

(Simonin et al. [5], ICMF’04)

• neglecting the ”shadow effect” : P(−γ|α−) = P(γ|α−).

i.e, 〈γ|α−〉 = 0 (Sommerfeld, 1992)

• ∆γ ≪ π then
〈
γ2|α−〉≃ ∆γ2, for a gaussian distribution

of rough wall angleγ
• assuming that the following incident averages are such

as :
〈
u′pv′p

〉−
p

= 0,
〈
v′pw′

p

〉−
p

= 0 and
〈
u′pv′pw′

p

〉−
p

= 0 ,
in all relations related in Table 1.

That leads to the equations of Table 2.

In addition, we assume that the even order moments ofv′p

can be modeled by :





n−p =
1
2

np

U−
p = Up〈
u′2p
〉−

p
=
〈
u′2p
〉

p〈
v′2p
〉−

p
=
〈
v′2p
〉

p〈
w′2

p

〉−
p

=
〈
w′2

p

〉
p

(9)

Equations of Table 2 & (9) closure has been possible that assum-
ing an half-gaussian incident velocity pdff−p . That allows us to
write :





〈
v′p
〉−

p
= −

√
2
π
〈
v′2p
〉

p

〈
v′3p
〉−

p
= − 4√

2π

[〈
v′2p
〉

p

] 3
2

〈
u′2p v′p

〉−
p

=
〈
u′2p
〉

p

〈
v′p
〉−

p〈
v′pw′2

p

〉−
p

=
〈
w′2

p

〉
p

〈
v′p
〉−

p

(10)

The accuracy of this simplified model has been analysed in [7].
The relations summarised in Table 2 show that the wall rough-
ness induces, through the boundary conditions, a kinetic energy
transfer from the mean streamwise motion towards the wall-
normal fluctuating motion and a redistribution effect between the
wall-normal and streamwise (spanwise) kinetic stresses.

This simplified model, supplemented by the friction effect,
was implemented in the eulerian-eulerian code Mélodif. Inorder
to take into account these effects, we use the following restitution
and friction model.

Rough Wall Restitution and Friction Model
The dependence of the normal coefficient of restitution on

the collision angle was already assumed by Grant & Tabakoff
(1975). With our actual understanding of particle-wall colli-
sion mechanism, recently Sommerfeld et al. [2] have proposed
to model both restitution and friction coefficients as follows :

ew
(
α−)=





eh−1
αe

α− +1 if α− ∈ [0,αe]

eh if α− > αe

(11)

µw
(
α−)=





µh−µ0

αµ
α− +µ0 if α− ∈ [0,αµ]

µh if α− > αµ

(12)
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Figure 1. Eulerian rough wall restitution coefficient with (∆γ =
1.5◦, eh = 0.9, αe = 22.0◦) and (∆γ = 6.5◦, eh = 0.7, αe = 22.0◦)

according to Sommerfeld [2].

Applying continuum approach and according to Sommerfeld, we
can write :

{ew}−p =

Z π

0
ew
(
α−)h−p

(
α−)dα−

{µw}−p =

Z π

0
µw
(
α−)h−p

(
α−)dα−

(13)

in whichh−p is the probability distribution function of impacting
particle with incident angleα− and defined by :

∀α− ∈ [0,π] ,

h−p (α−) =
1

n−p

Z +∞

−∞

Z +∞

0
f−p
(
cpcosα−,−cpsinα−,cpz

)
cpdcpdcpz

(14)
where the incident velocity distribution to the wallf−p is assumed
an half-gaussian. Figures 1 & 2 show respectively the restitution
and friction coefficient results in the cases where wall roughness
standard deviations are∆γ = 1.5◦ and∆γ = 6.5◦.

The Two-Fluid Model
Two-fluid model is solved by Mélodif. Its formulation is

based on the average equations for each phase, which derive di-
rectly from the local conservation equations in single phase flow
by density-weighted averaging. These equations are for dilute
gas-solid flow:

- Mass budget :

∂
∂t

αkρk +
∂

∂x j
αkρkUk, j = 0 (15)
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Figure 2. Eulerian rough wall friction coefficient with (∆γ = 1.5◦, µ0 =
0.4, µh = 0.15, αµ = 22.0◦) and (∆γ = 6.5◦, µ0 = 0.5, µh =
0.15, αµ = 22.0◦) according to Sommerfeld [2].

- Momentum budget :

αkρk
∂
∂t

Uk,i + αkρkUk, j
∂

∂x j
Uk,i = −αk

∂P1

∂xi
+ αkρkgi + I ′k,i

− ∂
∂x j

[
αkρk

〈
u′k,iu

′
k, j

〉
k
+ Θk,i j

] (16)

in which, P1 is the mean pressure of the continuous phase;ρk is
the mean density of the phasek(= f for fluid, = p for particle),
while αk is the volumetric fraction of the phasek and checks :

α f + αp = 1 with αp =
πD3

p

6
np (17)

whereDp is particle diameter.Θk,i j is ”viscous” part (fork = f )
and collisional part (fork = p) of stress tensor.I ′k,i represents the
mean momentum transfer term between phases and is written in
gas-solid flow by (Bel Fdhila & Simonin, 1992) :

I ′f ,i = −I ′p,i = αpρp
Vr,i〈
τF

f p

〉 (18)

in which
〈

τF
f p

〉
is the mean relaxation time of dispersed phase

and is written by :

〈
τF

f p

〉
=

4
3

ρp

ρ f

Dp

〈CD〉
1

|Vr |
(19)
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The mean drag coefficient〈CD〉 is estimated following :

CD =

{
24Re−1

p

(
1+0.15Re0.687

p

)
Rep ≤ 1000

0.44 Rep > 1000
(20)

whereRep = Dp|Vr |/µf is the particle Reynolds number. The
termVr which appears in (18) and (19) is the mean relative ve-
locity between the particles and the surrounding fluid flow lo-
cally undisturbed by the presence of particles. Simonin (1990)
has modeled it as follows :

Vr,i = Up,i −U f ,i −Vd,i (21)

with the drift velocityVd which relates the correlation between
instantaneous distribution of the particles and the turbulent fluid
motion. It is modeled by Simonin & Viollet (1990) by :

Vd,i = −Dt
12,i j

1
α f αp

∂αp

∂x j
with Dt

12,i j = τt
12

〈
u′f ,iu

′
p, j

〉
p

(22)

Simonin et al. (1990) have showed that the characteristic time
τt

12 of turbulence-particle interaction corresponds to lagrangian
integral scale. According to Csanady (1963),τt

12 may be written
:

τt
12 =

τt
f

σ1

[
1+Cβζ2

r

]−1/2
; ζr = |Vr |/

√
2
3

q2
f (23)

Whereq2
f is the fluid turbulent kinetic andCβ is a constant equal

to 0.45 or 1.8. The termτt
f is the fluid turbulent macroscale and

is obtained in terms ofq2
f and dissipation rateε f following :

τt
f =

1
2

q2
f

ε f
(24)

The notation〈 .〉k represents the averaging operator associ-
ated to the phasek. Thus, theith mean velocityUk,i and its fluc-
tuation are :

{
Uk,i =

〈
uk,i
〉

k

u′k,i =
〈
uk,i
〉

k−Uk,i with
〈

u′k,i

〉
k
= 0

(25)

Equations closure is made by usingRf ,i j − ε model for
continuous phase andRp,i j −qf p to solve dispersed phase.

- Fluid-particle covariance model

Correlationsqf p =
〈

u′
f ,iu

′
p,i

〉
p

appear in different coupling

terms between the phases. Closures used are empirical. Indeed,
with the eddy viscosity concept, Simonin (1991) gives a model
for the fluid-particle correlations. He writes :





〈
u′

f ,iu
′
p, j

〉
p
= −µt

f p

[
∂U f ,i

∂x j
+

∂Up, j

∂xi

]

+
1
3

δi j

[
qf p +µt

f p
∂U f ,m

∂xm
+µt

f p
∂Up,m

∂xm

]

µt
f p =

1
3

qf pτt
f p

(26)

Fluid-particle covariance equation obtained from lagrangian ap-
proach equation is :

αpρp
∂qf p

∂t
+ αpρpUp, j

∂qf p

∂x j
=

∂
∂x j

[
αpρp

µt
f p

σq

∂qf p

∂x j

]
−αpρpε f p

+Πqf p −αpρp

〈
u′f ,iu

′
p, j

〉
p

∂Up,i

∂x j

−αpρp

〈
u′f , ju

′
p,i

〉
p

∂U f ,i

∂x j
(27)

where :





Πqf p = −αpρp
1〈

τF
f p

〉
[
(1+Xf p)qf p−2q2

f −2Xf pq2
p

]

Xf p =
αpρp

α f ρ f

ε f p =
qf p

τt
f p

(28)

- For dispersed phase

Particle kinetic energy isq2
p =

〈
u′

p,iu
′
p,i

〉
p

and the kinetic

stress model transport equation (orRp,i j =
〈

u′
p,iu

′
p, j

〉
p

model) is

written by (Simonin, 1994) :

αpρp

[
∂Rp,i j

∂t
+Up,m

∂Rp,i j

∂xm

]
=

∂
∂xm

[
αpρpKt

p,mn
∂Rp,i j

∂xn

]

−αpρp

[
Rp,im

∂Up, j

∂xm
+Rp, jm

∂Up,i

∂xm

]

−αpρp
σc

τc
p

[
Rp,i j −

2
3

q2
pδi j

]

−αpρp
1
3

(
1−e2

c

)

τc
p

2
3

q2
pδi j

−αpρp
2

τF
f p

(Rp,i j −Rf p,i j )

(29)
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where





Kt
p,mn =

[
τF

f p

ζF
f p

Rp,mn+
τt

f p

ζt
f p

Rf p,mn

](
1+

τF
f p

ζt
f p

ζc

τc
p

)−1

Rf p,mn =
1
2

[〈
u′

f ,iu
′
p, j

〉
p
+
〈

u′
f , ju

′
p,i

〉
p

]

ζF
f p =

9
5

; τt
f p =

3
2

Cµ

C′
s

and C′
s = 0.22

(30)

in which τc
p is particle-particle characteristic collision time.

EXPERIMENTAL SET-UP
The test facility has been previously descibed in detail in [8];

hence only a brief summary of the main characteristics of the
system will be given here.

The main component of the experimental rig is a horizon-
tal channel of 6m lenght which has a height of 35 and a width of
350mm, so almost two-dimensional flow conditions can be estab-
lished. The upper and lower channel walls were made of stainless
plates which could be exchanged in order to study the effect of
wall material and wall roughness on the particle behavior. The
measurements were performed close to the end of the channel at
distance of 5.8m from entrance. A Phase Doppler Anemometer
(PDA) was used to determine gas and particle velocities. In all
experiments the volume flow was kept constant in order to main-
tain a fixed gas average velocity of 20m/s and measurements
have been conducted for glass particles (ρp = 2500kg.m−3) with
different diameters (130 and 195µm), mass loadings and also dif-
ferent wall roughness.

LAGRANGIAN APPROACH
The numerical scheme adopted to simulate the two-phase

flow developing in a horizontal channel has been also described,
in detail previously in Laı̀n et al. [8]. Therefore, only thebasic
equations and expressions will presented here in order to make
clear the procedure.

The fluid flow calculation was based on the Euler approach
by solving the full Reynolds stress turbulence model equations
extended in order to account for the effects of the dispersed
phase [9]. The time-dependent two-dimensional conservation
equations for the fluid may be written in the general form (in
tensorial notation) :

(ρ f φ),t +(ρ fUiφ),i = (Γikφ,k),i +Sφ +Sφp (31)

whereρ f is the liquid density,Ui are the Reynolds-averaged ve-
locity components, andΓik is an effective transport tensor. The
usual source terms within the continuous phase equations are

φ Γik Sφ

1 0 0

U j µδik
−P, j +

(
Γ jkUi,k

)
i

−ρ f Ri j ,i + ρ f g j

Rjl cSρ f Rikk/ε Pjl − ε jl + Π jl

ε cερ f Rikk/ε cε1Pkkk/ε−ρ f cε2ε2
jl /k

Pjl = −ρ f
(
RjkUl ,k +RlkU j ,k

)

ε jl = 2
3ρ f δ jl ε

Π jl = −c1ρ f
ε
k

(
Rjl − 1

3δ jl Rkk
)

−c2ρ f
(
Pjl − 1

3δ jl Pkk
)

cS = 0.22 cε = 0.18 cε1 = 1.45

cε2 = 1.9 c1 = 1.8 c2 = 0.6

Table 3. Summary of terms in the general equation for the different vari-

ables that describe the gas phase

summarised inSφ, while Sφp represents the additional source
term due to phase interaction. Table 3 summarises the mean-
ing of this quantities for the different variablesφ, whereP is the
mean pressure,µ the gas viscosity andRjl = u′ju

′
l the components

of the Reynolds stress tensor.
The simulation of the particle phase by the Lagrangian ap-

proach requires the solution of the equation of the motion for
each computational particle. This equations includes the parti-
cle inertia , drag, gravity-buoyancy, slip-shear lift force and slip-
rotational lift force. The basset history term, the added mass and
the fluid inertia are negligible for high ratios of particle gas den-
sities. The change of the angular velocity along the particle tra-
jectory results from wall collisions and viscous interaction with
the fluid (i.e, the torque

−→
T ). Hence, the equations of motions for

the particule are given by :

dxp i

dt
= up i (32)

mp
dup i

dt
=

3
4

ρ f

ρpDp
mpCD (ui −up i) |−→u −−→u B|

+mpgi

(
1− ρ f

ρp

)
+Fls i +Flr i

(33)

Ip
dωp i

dt
= Ti (34)

6 Copyright c© 2006 by ASME



Here,xp i are the coordinates of the particle position,up i are its
velocity components,ui =Ui +u′i is the instantaneous velocity of
the gas,Dp is the particle diameter andρp is the density of the
solids.mp = (π/6)ρpD3

p is the particle mass andIp = 0.1mpD2
p

is the moment of inertia for a sphere. The drag coefficient is
obtanined using the standard correlation :

CD =

{
24Re−1

p

(
1+0.15Re0.687

p

)
Rep ≤ 1000

0.44 Rep > 1000
(35)

whereRep = ρDp|−→u −−→u p|/µ is the particle Reynolds number.
The slip-shear force is based on the analytical result of

Saffman [10] and extended for higher particle Reynolds numbers
according to Mei [11] :

Fls i = 1.615DpµRe1/2
s cls (−→u −−→u p)×−→ω (36)

where−→ω = ∇×−→u is the fluid rotation,Res = ρD2
p|−→ω |/µ is the

particle Reynolds number of the shear flow andcls = Fls/Fls,Sa f f

represents the ratio of the extented lift force to Saffman force :

cls =





(
1−0.3314β0.5

)
e−Rep/10

+0.3314β0.5 Rep ≤ 40
0.0524(βRep)

0.5 Rep > 40
(37)

andβ is a parameter given byβ = 0.5Res/Rep.
The applied slip-rotational lift force is based on the relation

given Rubinow and Keller [12], which was extended to account
for the relative motion between particle and fluid. Moreover,
recent measurements by Osterlé and Bui Dinh [13] allowed an
extension of this lift force to higher particle Reynolds numbers.
Hence, the following form of the slip-rotation lift force has been
used :

Flr i =
π
8

D3
pρ

Rep

Rer
clr

[−→
Ω × (−→u −−→u p)

]
(38)

with
−→
Ω = 0.5∇×−→u −−→ωp and the Reynolds number of particle

rotation is given byRer = ρD2
p|
−→
Ω |/µ. The lift coefficient accord-

ing to [13] is given forRep < 2000 by :

clr = 0.45+

(
Rep

Rer
−0.45

)
e−0.05684Re0.4

r Re0.3
p (39)

For the torque acting on a rotating particule, the expression
of Rubinow and Keller [12] was extended to account for the rela-

tive motion between fluid and particle and higher Reynolds num-
bers :

−→
T =

ρ
2

(
Dp

2

)5

cR|
−→
Ω |−→Ω (40)

where the coefficient of rotation is obtained from [12] and direct
numerical simulations of Dennis et al. [14] in the followingway
:

cR =





64π
Rer

Rer ≤ 32

12.9
Re0.5

r
+

128.4
Rer

32< Rer < 1000
(41)

The equations to calculate the particle motion are solved
by integration of the differential equations (32)-(34). For suf-
ficiently small time steps and assuming that the forces remain
constant during this time step, the new particle location, the lin-
ear and angular velocities are calculated. The time step forthe
particle tracking was chosen to 50% of the smallest of the rel-
evant time scales, such as the particle relaxation time, theinte-
gral time scale of turbulence and the mean inter-particle collision
time.

When a particle collides with a wall, the wall collision model
provides the new particle linear and angular velocities andthe
new location in the computation domain after rebound. The ap-
plied wall collision model, accounting for wall roughness,is de-
scribed in [1]. The wall roughness seen by particle is simulated
by sampling randomly an angle following a gaussian distribution
with zero mean value and a given standard deviation∆γ, which
depends on the structure of wall roughness and particle size.

Inter-particle collisions are modelled by stochastic approach
described in detail in [15]. This model relies on the generation
of a fictious collision partner and accounts for a possible corre-
lation of the velocities of colliding particles in turbulent flows.
For the particle-particle collisions the restitution coefficient has
been taken as a constant equal to 0.9 and the static and dynamic
friction coefficient were chosen to be 0.4.

The two-way coupling represented by the additional source
termSφp is modeled :

- for momentum equation by time and ensemble averaging
for each control volume in the following form :

SUip = − 1
Vcv

∑
k

mkNk×

∑
n

{(
[up i]

n+1
k − [up i]

n
k

)
−gi

(
1− ρ

ρp

)
∆tL

} (42)

where the sum overn indicates averaging along the particle tra-
jectory (time average) and the sum overk is related to the number

7 Copyright c© 2006 by ASME



of computational particles passing the considered controlvolume
with the volumeVcv. The mass of an individual particle ismk and
Nk is the number of real particles in one computational particle.
∆tL is the langrangian time step which is used in the solution of
(33).

- for the conservation equations of the Reynolds stress com-
ponents,Rjl are expressed in the Reynolds average procedure as
:

SRjl p = u jSUl p +ulSU j p−
(
U jSUl p +UlSU j p

)
(43)

- for ε-equation is modelled in the standard way :

Sε p = Cε3
1
2

ε
k

SRj j p (44)

with Cε3 = 1.0 and the sum is implicit in the repeated subindex
j.

RESULTS
The Eulerian and Lagrangian two-phase flow (gas-solid) cal-

culations have been compared with experimental data obtained in
an horizontal narrow channel facility described above.

The particle were spherical glass beads with two diam-
eter Dp = 130 andDp = 195µm with a material density of
ρp = 2450kg.m−3. The dispersed phase has been considered as
mono-disperse with mass loading ofη ∈ {0.3, 0.5, 1.0}. The
gas was air, and its density and its dynamic viscosity that we
used in all calculations are respectivelyρ f = 1.25kg.m−3 and
µf = 1.8×10−5kg.m−1.s−1.

Eulerian computations (with Mélodif) have been carried out
by using the Reynolds stress turbulence Model (Rf ,i j − ε) and
the dispersed phase is solved with particle kinetic model which
coupled with fluid-particle covariance model (Rp,i j −qf p) . The
eulerian rough wall boundary conditions (Table 2) that we have
formulated are used. In order to compare them, we make an
inelastic bouncing where from the curves (see figures 1 & 2),
we have choseen both restitution and friction coefficients re-
spectively equal toew = 0.98 andµw = 0.35 for ∆γ = 1.5◦; for
∆γ = 6.5◦ we usedew = 0.96 andµw = 0.47.

In the Lagrangian simulations, we used also Reynolds stress
turbulence model described in Table 3. The particles were
tracked using the lagrangian approach described above and two-
way coupling has been accounted by equations (42) to (44).
Restitution and friction models used are described by (11) and
(12).

According to the experimentations, we have used in our
calculations two roughness cases : a very low wall roughness
(∆γ = 1.5◦) and an high roughness (∆γ = 6.5◦). The experimen-
tal data have been measured at 5.8mof the entrance.
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y
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 [
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Exp. 
Eulerian : E-R
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Figure 3. Comparison of particle streamwise mean velocity between

data and both eulerian and lagrangian calculations for the low roughness

∆γ = 1.5◦ with Dp = 130µmand η = 1.0. (E-R : Elastic rebound; I-R

: Inelastic rebound)

In fig. 3, we presented particle streamwise velocity for mass
loadingη = 1.0 . The particle size wasDp = 130µmand gas
velocity in the centerline of channel wasUav = 22m.s−1. Far
walls, one can see a agreement between inelastic eulerian cal-
culations and data. Near the wall, both inelastic eulerian and la-
grangian calculations results move away from experimentaldata.
That could be due to the collision process in which we have ne-
glected the principal mechanism, the so-called ”shadow effect”.
Elastic eulerian simulations surestimate the data, while we ob-
served agreement with inelastic calcultations between data and
lagrangian calculations. Therefore, the eulerian rough wall con-
ditions coupled to restitution and friction model seem correct.

Figures 4 & 5, in which we present both mass flux and par-
ticle fluctuating velocities, show that the lagrangian calculations
well predict them, while eulerian simulations surestimateslightly
the data. Eulerian profiles are corrects.

CONCLUSION

We have presented in this paper, an eulerian rough wall
boundary conditions modelling. Eulerian results comparedto our
experimental data and our lagrangian simulations, show a prac-
tical sight of these conditions that we succeeded to implement in
eulerian code Mélodif. By neglecting the principal mechanism of
particle-wall collision process such as proposed by Sommerfeld,
our results well compare themselves to data.That insures ofmore
interesting results by taking into account the global particle-wall
mechanism.
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Figure 5. Comparison of particle fluctuating velocities between data and

both eulerian and lagrangian calculations for the low roughness ∆γ =
1.5◦ with Dp = 130µmand η = 1.0. Square represents u′p and circle

represents v′p. (E-R : Elastic rebound; I-R : Inelastic rebound)
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Ce mémoire de thèse consacré à l’analyse de l’interaction particules/parois rugueuses constitue une

nouvelle étape de la chaîne de travaux impulsés par Olivier Simonin, sur la modélisation de l’influence

des rebonds sur une phase dispersée solide d’un écoulement diphasique (He & Simonin, 1994 [33] ;

Sakiz, 1999 [82] ; Pialat, 2007 [73]).

Les objectifs assignés à nos travaux étaient doubles et se résument à l’amélioration de la compré-

hension des rebonds particules/parois rugueuses et la dérivation d’un modèle eulérien de conditions aux

limites aux parois rugueuses. Les moyens que nous nous sommes donnés pour remplir cette mission ont

été multiples et méthodiquement exploités dans les cinq chapitres de cette thèse.

D’abord, ayant à l’idée l’utilisation de processus stochastiques lagrangiens du traitement des rebonds

irréguliers disponibles dans la littérature pour la dérivation des conditions aux limites eulériennes, nous

avons retenu le robuste formalisme mathématique de l’interaction particules/paroi proposé par Cerci-

gnani, 1975 [13] (chapitre 1). Ce formalisme qui est principalement basé sur la "connaissance" de la

distribution des vitesses incidentes à la paroi et de la modélisation d’une probabilité de transition qui dé-

termine explicitement l’interaction permet d’introduiredes moyennes eulériennes incidentes et réfléchies

à la paroi qui sont compilées pour en déduire la moyenne particulaire globale à la paroi. Cette méthode

qui a été employée avec succès dans le cadre de la dérivation de conditions aux limites en paroi lisse (He

& Simonin, 1994 [33] ; Sakiz, 1999 [82]) assure la définition de problème bien posé au sens de Cauchy

aux parois.

Les investigations théoriques menées au chapitre 2, dans lecadre de la dérivation des conditions aux

limites, ont conduit préalablement à la modélisation de la distribution conditionnée par l’angle d’inci-

dence, des angles de rugosité de paroi qui se dégage du modèlede "Shadow Effect" de Sommerfeld &

Huber, 1999 [98]. L’analyse statistique de cette distribution à travers la correlation, la variance et l’écart

type de l’angle de paroi "vu" par une particule incidente dans le cadre d’un rebond totalement élastique,

a mis en évidence l’effet d’incidence sous-entendu dans le mécanisme de "Shadow Effect". En outre, la
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modélisation de la probabilité de transition, puis son application aux cas de rebonds élastiques a souligné

l’existence d’une très forte probabilité de rebondir de manière rasante pour toute particule qui heurte la

paroi avec un angle rasant, et ce contrairement aux résultats expérimentaux. Par ailleurs la dérivation des

conditions aux limites eulériennes s’est heurtée à un problème de fermeture lié aux très grands nombres

de particules rasantes induits par le "Shadow Effect". La suppression de cet effet inattendu du "Shadow

Effect" par l’introduction d’un angle minimum de rebond a conduit àune fermeture possible des condi-

tions aux limites et à la conclusion de l’existence d’un mécanisme de rebond plus sophistiqué qui devrait

incorporer l’éventualité de rebonds multiples comme le suggéraient Tsirkunov & Panfilov (1998) [105].

Nous avons réalisé dans le troisième chapitre, des simulations des grandes échelles d’un écoulement

d’air à bas nombre de Reynolds dans un canal, afin de résoudre correctement la couche limite de sorte à

mieux prendre en compte l’action du fluide sur les particulesdans cette région de l’écoulement, détermi-

nante dans la présente étude. La phase dispersée de l’écoulement diphasique dilué gaz-solide est traitée

par une approche lagrangienne. Pour lever toute ambiguïté sur les statistiques de la phase dispersée à la

paroi, nous avons apporté des modifications dans le code sur le traitement des rebonds des particules à la

paroi, en les déplaçant avant et après le rebond sur la base qu’elles possèdent une accélération non nulle.

Les collisions particules/paroi rugueuse sont traitées à l’aide du modèle de "Shadow Effect" et elles sont

considérées totalement élastiques dans un souci de simplification. A travers les distributions des angles

de rebonds issues de nos simulations, il est ressorti une forte probabilité pour les particules de repartir

rasantes après un rebond sur la paroi, confirmant ainsi les critiques formulées au sujet du "Shadow Effect"

dans le deuxième chapitre. Par ailleurs en s’appuyant sur l’approche PDF de la description des propriétés

statistiques de la phase dispersée (Simonin, 1996 [89]), les mécanismes pilotant l’influence de la rugosité

des parois sur les premiers moments de la phase particulaireont été mis en évidence à l’aide du "Shadow

Effect Model". Cependant il est ressorti de cette analyse, une sous-estimation des principaux mécanismes

responsables des modifications des premiers moments de la phase dispersée, à savoir la dispersion tur-

bulente et la production d’énergie à la paroi par les gradients de vitesses longitudinaux. A côté de ces

résultats, nous avons à la fois validé la modélisation de la probabilité de transition et la méthode de déri-

vation des conditions aux limites à la paroi à partir de ces simulations. Aussi, nous avons développé puis

validé deux algorithmes de calculs de moyennes incidentes et réfléchies dans tout l’écoulement, dans

le même esprit que les moyennes incidente et réfléchie issuesde la théorie de Cercignani (cf. chapitre

1). Ces moyennes incidente et réfléchie nous ont permis de démontrer la continuité jusqu’à la paroi des

propriétés statistiques incidentes et réfléchies de la phase particulaire dans tout l’écoulement.
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Dans le chapitre 4, nous avons d’abord rappelé les principaux résultats des simulations déterministes

de collisions de particules sur des parois rugueuses. Ces investigations ont confirmé l’existence de re-

bonds multiples. Elles ont par ailleurs permis de conclure que l’effet d’incidence lors du premier rebond

est bien modélisée par la distribution effective des anglesde rugosité proposée par Sommerfeld & Huber,

1999 [98]. Un second effet qui devrait être considéré comme une condition de réalisabilité du rebond a été

mis en exergue à travers une probabilité non nulle d’effectuer un autre rebond lorsque l’angle de rebond

est positif. Nous avons ensuite montré à travers des simulations LES/DPS à bas nombre de Reynolds

que les rebonds multiples des particules sur une paroi rugueuse amplifient les mécanismes responsables

des modifications des premiers moments de la phase disperséeen présence de rugosité. En plus, en s’ap-

puyant sur les résultats des simulations déterministes de collisions de particules sur les parois rugueuses

géométriques, nous avons proposé un nouveau modèle lagrangien, "Rough Wall Multi-Collisions Mo-

del", basé sur le principe de rebond unique comme le "Shadow Effect Model", cependant il incorpore des

effets de rebonds multiples. Ce modèle a été validé par comparaison aux simulations à bas nombre de

Reynolds en canal avec des rebonds multiples effectifs sur les parois rugueuses géométriques. Ensuite, le

"Rough Wall Multi-Collisions Model" a été évalué dans le cadre de la simulation de l’expérience en ca-

nal horizontal à grand Reynolds (Reτ ≃ 1050.56) réalisée par Sommerfeld & Kussin (2004) [99]. Malgré

la modifications des coefficients de rebonds par les expérimentateurs pour une meilleure prédiction de

la vitesse moyenne avec le "Shadow Effect Model", nos résultats avec le "Rough Wall Multi-Collisions

Model" ont montré une bonne prédiction de l’agitation des particules et une sous-estimation de la vitesse

moyenne, en dépit de l’excellente prédiction de son profil. D’autre part, l’analyse des distributions des

angles rebonds a montré une probabilité nulle de rebondir avec un angle rasant.

Le dernier chapitre de cette thèse s’est focalisé sur la dérivation eulérienne de conditions aux limites

à la paroi dans le cadre de rebonds inélastiques avec friction, en s’aidant du "Rough Wall Multi-Collisions

Model". L’exposé analytique présenté a montré que la mise en œuvrede cette dérivation n’a été possible

qu’en raison du mécanisme de rebonds multiples traduit par la probabilitéP⋆ pour une particule d’ef-

fectuer un second rebond lorsque l’angle de rebond est positif. Cependant, les conditions obtenues dans

le cadre d’un effet de rugosité 2D, s’avèrent complexes et difficiles à exploiter directementdans une si-

mulation eulérienne, contrairement à celles proposées pour le cas des parois lisses (He & Simonin, 1994

[33] ; Sakiz, 1999 [82]). En effet, les coefficientsF
〈ψpcp·n〉p

i qu’elles introduisent dépendent explicite-

ment de moyennes incidentes caractéristiques d’une part dutype de rebond (c’est à dire{ew}−p et{µw}−p )

et d’autre part d’effets d’incidence des particules (traduits par{P⋆}−p , {γP⋆}−p ,
{

γ2P⋆
}−

p , {Γ}−p , {γΓ}−p
et
{

γ2Γ
}−

p ) qui exigent d’opérer une hypothèse sur la distribution desvitesses incidentes à la paroi afin
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de les calculer à priori pour les introduire dans la simulation. En supposant cette distribution gaussienne,

nous avons montré qu’un tel calcul était plausible.

En dépit des travaux réalisés dans les quatre derniers chapitres de cette thèse, beaucoup reste à faire.

En effet, dans l’optique d’une évaluation plus propre puis la validation du "Rough Wall Multi-Collisions

Model", dans le cadre d’écoulements à grand nombre de Reynolds, ilest encore primordial de mener

des simulations diphasiques dans lesquelles la phase gazeuse est résolue jusqu’à une distancey+ <

d+
p /2, soit par une approche "Reynolds Average Navier-Stokes" (RANS), soit une approche "Detached

Eddy Simulation" (DES) [66],[16], soit par une "Direct Numerical Simulation" (DNS). En raison d’une

meilleure prise en compte du fluide à la paroi, ces simulations permettraient, en outre, de mieux analyser

les fonctions de distributions de vitesses incidentes et réfléchies à la paroi. Par ailleurs, comme nous avons

pu le constater au chapitre 5, la modélisation eulérienne est à ce prix. Une autre suite à la modélisation

eulérienne entreprise pourrait être l’élaboration d’une méthode pour estimer les moyennes incidentes

({ew}−p , {µw}−p , {P⋆}−p , {γP⋆}−p ,
{

γ2P⋆
}−

p , {Γ}−p , {γΓ}−p et
{

γ2Γ
}−

p ) qui définissent explicitement les

coefficientsF
〈ψpcp·n〉p

i dans les conditions aux limites aux parois sans avoir à se donner une PDF des

vitesses incidentes pour le calcul préalable de ces coefficients. Pour finir, de nombreux tests de validations

des conditions aux limites proposées devraient être effectués et il faudrait aussi étudier l’éventualité de

conditions aux limites simplifiées à partir de ceux proposés.

En outre, en raison du caractère tridimensionnel de la rugosité de paroi en situation réelle, des inves-

tigations langrangiennes complémentaires avec le "Rough Wall Multi-Collisions Model" devraient être

réalisées, en tirant par exemple lors de la collision particule/paroi, deux angles de rugosité indépendants,

selon la procédure décrite par le "Rough Wall Multi-Collisions Model", dans chacune des directions lon-

gitudinale et latérale de l’écoulement comme l’ont proposéSquires & Simonin (2006) [100]. Ou alors

nous pouvons imaginer une paroi rugueuse encore plus réaliste en supposant une corrélation entre les

deux angles de rugosité lors du tirage stochastique dans lesdirections longitudinale et latérale. Ces in-

vestigations permettraient de mieux analyser les effets deredistribution dus aux rebonds irréguliers sur

des rugosité 3D.

Un autre aspect intéressant à explorer est d’une part l’étude de l’influence des rugosités sur le mouvement

de rotation des particules et d’autre part la dérivation de conditions aux limites eulériennes pour ce

mouvement de rotation des particules tel qu’il avait été examiné par Sakiz (1999) [82] dans le cadre des

parois lisses.
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ABSTRACT
This paper presents a theoretical approach leading to the es-

tablishment of practical rough wall boundary conditions within
the framework of continuum approach for the dispersed phase
simulation in two-phase flows. The study is based on a simi-
lar statistical description of the rebounds on the wall adopted by
Sakiz et al. [1] and take into account ”the shadow effect” as pro-
posed by Sommerfeld et al [2]. The validity of these eulerian
rough wall boundary condition formulations is checked by car-
rying out LES of carrier phase flow in channel and coupled with
DPS, with a given wall roughness standard deviation.

INTRODUCTION
Current industrial manufacturing refer to devices that have

very small dimensions in which run out complex multiphase
flows. These flows can be considered as a mixing of gas, par-
ticles, drops, bubbles, ..., whose their flows are complicated to
predict. In the case of two-phase flows, where the motion of
particles is governed by a number of physical effects, such as
turbulence, gravity, lift forces and particle-wall collisions; a well
prediction of dispersed phase needs to know properly the wall-
particle collision mechanisms and take wall as rough.

Indeed, Sommerfeld et al. [2]- [3] experimental studies
showed that the behavior of particles was considerably modified
after a rebound on a rough wall, which leads in a re-dispersion

of particles in horizontal pipe and tends to increase the wall col-
lision frequency. Their measurements [4] have allowed to show
the effect of roughness on pressure loss, particle mass flux,par-
ticle mean and fluctuating velocities along a narrow channel. All
these studies have allowed Sommerfeld to understand particle-
wall collision process and thus to propose a model which takes
into account wall roughness that he so-called ”shadow effect”
[5]. The above similar effects have been observed by Squireset
al. [6], in their LES/DPS simulations, in which the particle-wall
collisions have been treated by Sommerfeld bouncing model.In
the framework of two-fluid model approach, Zhang and Zhou [7]
simulations show that a good representation of wall roughness
leads to more convincing results. With a model based on the ki-
netic theory of granular flow, Eskin [8] incorporates wall rough-
ness in boundary conditions by introducing the tangential particle
restitution coefficient defined as the ratio of the axial components
of the particle velocity before and after a collision. His results
validated by comparison to lagrangian results and experimental
databases of Sommerfeld confirm the wall roughness importance
in boundary conditions.

In this study, we propose firstly, a formalism based on a pdf
approach, which takes wall roughness effects into account in or-
der to close differents moments at wall, within an Euler / Eu-
ler model framework. We restrict the present study to the only
translation motion of the particles and hence, we do not takeinto
account their rotation. To check the validity of these roughwall

1 Copyright c© 2006 by ASME



boundary conditions, we have carried out lagrangian simulations
for particles and LES for fluid in a narrow vertical channel. In
the last section,we discuss of Sommerfeld particle-wall collisions
process.

NOMENCLATURE
f−p velocity distribution of incident particles to the wall
f +
p velocity distribution of reflected particles to the wall

np particle number density to the wall
n−p incident particle number density to the wall
n+

p reflected particle number density to the wall
U−

p streamwise mean velocity of incident particles
cp particle velocity vector
Up,Vp streamwise and wall-normal velocity components
α− incidence angle of particle
α+ rebound angle of particle
γ wall roughness angle

PDF APPROACH OF PARTICLE BOUNCING
Generalities

PDF approach for the description of dispersed phase is based
on an analogy between particles motion in a turbulent gas-solid
flow and gas molecules motion (Buyevich [9]). Its principle con-
sists to introduce a probability density function (pdf) which fol-
lows a Boltzmann type equation and which accounts for the in-
teractions of the fluid on the particles, the influence of the ex-
ternal fields (gravity) and interparticle collisions (Simonin [10]).
This equation is then used to establish equations governingthe
first moments (particle number density, particle mean velocities
and particle kinetic stresses) [10] of translation velocities. These
continuum equations of particles motions discribed by a com-
plex PDE system require in addition an adequate mathematical
formulation of boundary conditions. These boundary conditions
may be either Dirichlet or flux types.

We adopt a similar approach than the one proposed by Sakiz
& Simonin [1] for derivation of smooth wall boundary condi-
tions. This approach consists in the breaking of the distribu-
tion fp of the particles near the wall into three contributions
f +
p , f−p and g0

p , which are respectively defined on ensem-
bles D+ =

{
c+

p ∈ R3/c+
p .n > 0

}
, D− =

{
c−p ∈ R3/c−p .n < 0

}

and∂D0 = {c0
p ∈ R3/c0

p.n = 0} such as :

∀cp ∈ R3,

fp
(
cp

)
= H

(
cp.n

)
f +
p

(
cp

)
+H

(
−cp.n

)
f−p
(
cp

)
+ δ
(
cp.n

)
g0

p

(
cp

)

(1)
whereH is Heaviside function defined as:

H (x) =

{
1 if x > 0
0 if x 6 0

(2)

andn the wall-normal unit vector turned towards the core of the
flow (see fig.1).

We assume thatf−p ∈ L 1 (D−), f +
p ∈ L 1 (D+) and g0

p ∈
L 1
(
∂D0

)
. So fp is summable onD = R3. In the following,

we shall assume that the density of deposited particles (cp.n= 0)
is equal to zero. Therefore :g0

p

(
cp

)
= 0

The averages onD−,D+ andD, are written:

〈ψ〉−p =
1

n−p

Z

D−
ψ
(
c−p
)

f−p
(
c−p
)

dc−p with n−p =

Z

D−
f−p
(
c−p
)

dc−p

〈ψ〉+p =
1

n+
p

Z

D+
ψ
(
c+

p

)
f +
p

(
c+

p

)
dc+

p with n+
p =

Z

D+
f +
p

(
c+

p

)
dc+

p

np〈ψ〉p = n−p 〈ψ〉−p +n+
p 〈ψ〉+p andnp = n−p +n+

p
(3)

Statistic Description of Rebounds
The probable number flux of particles moving away from a

wall surface elementdσ with a velocity betweencp andcp+dcp
during a small time-stepdt is:

dΦ+
(
x,cp,t

)
= f +

p

(
x,cp,t

)
cp.ndσdcpdt (4)

And the probable number flux of particles approaching the wall
is:

dΦ− (x,cp,t
)

= − f−p
(
x,cp,t

)
cp.ndσdcpdt (5)

Let us introduce the transition probability per rebound,
R
(
c−p → c+

p

)
dc+

p , which represents the probability that an inci-
dent particle with a velocityc−p rebounds with a velocity between
c+

p andc+
p +dc+

p .
Assuming no deposition of particles, all the incident parti-

cle will be reflected with a positive normal-velocity
(
c+

p .n > 0
)
.

This condition leads to :

Z

D+
R
(
c−p → c+

p

)
dc+

p = 1 (6)

That gives, in the case where there are not deposit of parti-
cles during the flow, the following relation :

∀c+
p ∈ D+,

f +
(
c+

p

)
c+

p .n =
Z

D−
f−p
(
c−p
)
|c−p .n|R

(
c−p → c+

p

)
dc−p

(7)

The functions under the integration operators take their val-
ues inR+. Consequently, we may apply the Fubini theorem of
integrals inversion in all expressions.
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Rough Wall Bouncing Model

The development of a numerical model which accounts for
the effects of the wall roughness requires some knowledge of
the microscopic structure. This structure can be characterized by
several parameters whose the most significant are the heightand
the correlation length scale of roughness. With these informa-
tions, it is possible to build a virtual rough wall (Matsumoto et
al. [11], Tsuji et al. [12]). Matsumoto suggests to approachthe
rough wall structure by a sinusoid. Tsuji replaces the straight
wall by a virtual wall inclined of an angleγ at the time of the col-
lision between the particle and the wall. From his viewpoint, if
the particle incidence angle is less than a certain specifiedvalue,
the particle hits the virtual wall; and it collides to a smooth wall
otherwise (Abnormal Bouncing Model). Sommerfeld [13] uses
this idea of virtual wall introduced by Tsuji as a support of his
model. With these same relevant parameters, Sommerfeld pro-
poses a stochastic modelling of the rough wall by determining
the range of possible values of roughness angleγ according to
the particle size.

Sommerfeld’s model Unlike Tsuji’s model in which a
particle which hits wall with an incidence angle upper of a given
value ”sees” a smooth wall, Sommerfeld suggests that for each
impact angle of particle, a wall roughness angleγ should be ran-
domly chosen with respect to a probabilistic distribution law. In
his numerical study [13], a uniform distribution law for theslope
γ of the virtual wall between±γmax was tested. That leads to
improve results in his simulations which respect to available ex-
perimental results in comparison to the model of Tsuji. In a later
study [5], in which Sommerfeld compares Matsumoto models,
his model with uniform distribution, and the same model witha
gaussian distribution, of zero mean value and standard deviation
∆γ which depends on wall roughness structure and on particle
size; he shows that his model coupled with gaussian distribution
improves the results and takes more account for the roughness
effects. Sommerfeld [2] notices that the incident particles can
only ”see” a given range of roughness angleγ with respect to the
impact angle. Therefore, the roughness angle distributionfunc-
tion is sometimes limited to a ”troncated gaussian”. Sommerfeld
thus gives evidence the so-called ”shadow effect” (especially for
small incidence anglesα−; see fig. 1 for incidence anglesα−).
His procedure to account for this mechanism in the simulations
is as follows :

• The roughness angle is sampled from a gaussian distribu-
tion function with a zero mean value.

• If a negative roughness angle with an absolute value be-
ing thanα− is sampled, an unphysical collision results, namely
the particle would come from behind the wall and hence a new
roughness angle is sampled.

Figure 1. Particle rebound on virtual wall inclined of γ

Model setup Based on numerical (Euler / Lagrange) and
experimental works of Sommerfeld et al. ( [5], [2] and [14]),
each impacting particle collides a inclined smooth wall whose
the slope angleγ is sampled by statistic distribution law. There-
fore, the transition probability per reboundR

(
c−p → c+

p

)
dc+

p can
be modeled as follows:

R
(
c−p → c+

p

)
=

Z

π
2

− π
2

Rγ
(
c−p → c+

p

)
Pr
(
γ|c−p

)
dγ (8)

whereRγ
(
c−p → c+

p

)
is the transition probability per determinist

rebound on smooth wall such as:

Rγ
(
c−p → c+

p

)
= δ

(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

(9)

in which the bijective applicationΦγ fromD− toD+ associates to
all c−p ∈D− ac+

p = Φγ
(
c−p
)

is analytically defined by the rebound
laws of one particle on a smooth wall inclined with angleγ with
respects to an horizontal wall. For example, considering only
sliding collisions :

Φγ
(
c−p
)

= c−p −c−p .nγ (1+ew)
(
nγ −µwtγ

)

tγ = vp,γ/
∣∣∣vp,γ

∣∣∣
vp,γ = c−p −

(
c−p .nγ

)
nγ

(10)

whereew andµw are respectively the normal restitution and fric-
tion coefficients for wall-particle interaction,nγ the normal vec-
tor to virtual wall.
For elastic bouncing without dynamic friction (ew = 1,µw = 0):

Φγ
(
c−p
)

= c−p −2
(
c−p .nγ

)
nγ (11)

And Pr
(
γ|c−p

)
in (8) is the probability that a given incident parti-

cle with a velocityc−p impacts on a random virtual wall inclined
of an angleγ.
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By taking into account the ”shadow effect” such as proposed
by Sommerfeld [2], the probabilityPr

(
γ|c−p

)
is written :

Pr
(
γ|c−p

)
= λ

(
c−p
)

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

Pr (γ) (12)

where:

λ
(
c−p
)

=

[
Z

π
2

− π
2

H
(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

Pr (γ)dγ

]−1

(13)

is the normalization coefficient of the pdf conditioned by the in-
cident velocity of the particle. This coefficient is obtained from
relations (6), (8) and (12).

The first Heaviside function of (12) conditiones the realis-
ability of virtual wall angle by the velocity of the incidentparti-
cle : a particle must impact the wall while coming from the flow(
c−p .nγ < 0

)
. The second one ensures the return of particle to-

wards the flow after the rebound
(
Φγ
(
c−p
)
.n > 0

)
. Pr (γ) is the

unconditional random distribution law of wall virtual angle.
For a Gaussian distribution:

Pr (γ) =
1√

2π∆γ2
exp

(
− γ2

2∆γ2

)
(14)

with the standard deviation defined by :

∆γ2 =

Z

π
2

− π
2

γ2Pr (γ)dγ (15)

Figure 2 shows the conditioned pdf of the roughness angle
γ given by the equation (12) for low roughness(∆γ = 1.0◦) and
high roughness(∆γ = 6.5◦) cases from Sommerfeld studies [4]
and [15].

Finally the transition probability per rebound introduced
previously is written under the general form :

R
(
c−p → c+

p

)
= λ

(
c−p
)Z

π
2

− π
2

δ
(
c+

p −Φγ
(
c−p
))

H
(
c−p ,n,nγ

)
Pr (γ)dγ

(16)
where :

H
(
c−p ,n,nγ

)
= H

(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

(17)

In the case of an elastic rebound, (17) is written :

H
(
c−p ,n,nγ

)
= H

(
Φγ
(
c−p
)
.n
)

= H
(
−c−p .n2γ

)
(18)

This formulation ofR
(
c−p → c+

p

)
is introduced in equation (7)

and the result is used in the following section.
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Figure 2. Roughness angle distribution viewed by incident particles with

an impact angle α−. Case (a) : ∆γ = 1.0◦ (Low Roughness), α− ≈

2.86◦ and Case (b) : ∆γ = 6.5◦ (High Roughness), α− ≈ 11.31◦.

EULERIAN WALL BOUNDARY CONDITIONS
In the following, in order to simplify the notations, we

consider horizontal walls such as the wall-normal unit vector
n = (0,1,0). Following Sakiz & Simonin [1], wall bound-
ary conditions are expressed either by given values of the vari-
ables to the wall (Dirichlet condition) for the computed odd
order moments of the wall-normal velocityvp: Vp,

〈
u′pv′p

〉
p

and
〈
v′pw′

p

〉
p
, or by given wall-normal fluxes for the com-

puted even order moments ofvp : np, npUp, npWp, np
〈
u′pu′p

〉
p
,

np
〈
v′pv′p

〉
p
, np

〈
w′

pw′
p

〉
p

and np
〈
u′pw′

p

〉
p
, such fluxes are writ-

ten :npVp, np
〈
u′pv′p

〉
p
, np
〈
v′pw′

p

〉
p
, np
〈
u′pu′pv′p

〉
p
, np
〈
v′pv′pv′p

〉
p
,

np
〈
v′pw′

pw′
p

〉
p

andnp
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
, respectively.

So, pratical boundary conditions are obtained by deriving
explicit forms of the odd order moments ofvp, in terms of given
parameters and computed variables. In first step the odd order
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moments are written in terms of the incident particle velocity
correlations with the help of (7). Indeed, from (3), the correla-
tions of the formnp

〈
ψp
(
cp

)
cp.n

〉
may be written as :

np
〈
ψp
(
cp

)
cp.n

〉
p
= n−p

〈
ψp
(
cp

)
cp.n

〉−
p

+n+
p

〈
ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

(19)
From (7) and (16), we can derive:

n+
p

〈
ψp
(
cp

)
cp.n

〉+
p

= −n−p
〈〈

ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

cp.n
〉−

p
with :
〈
ψp
(
Φγ
(
c−p
))

|c−p
〉

=

Z

π
2

− π
2

ψp
(
Φγ
(
c−p
))

Pr
(
γ|c−p

)
dγ

(20)

Finally using (19) and (20), any correlations of the form
np
〈
ψp
(
cp

)
cp.n

〉
can be written in terms of incident particle av-

eraging.

Application to Elastic Bouncing
To illustrate the methodology for the derivation of pratical

boundary conditions we consider elastic rebounds of particles
with 2-D roughness effect, such asnγ = (−sinγ,cosγ,0). But,
the derivation of boundary conditions for inelastic frictional re-
bounds with 3-D roughness effect is a direct extension of the
proposed approach.

From relations (19) and (20), we obtain the wall boundary
conditions summarised in Table 1.

These boundary conditions can be numerically computed for
any given incident velocity distribution to the wallf−p . For in-
stance, following Sakiz & Simonin [1], we can assume an half-
gaussian PDF:

f−p
(
cp

)
=

2n−p H
(
−cpy

)
√

2π
〈
u′2p
〉−√

2π
〈
v′2p
〉−√

2π
〈
w′2

p

〉− exp

(
−
[
cpx −U−

p

]2

2
〈
u′2p
〉− −

c2
py

2
〈
v′2p
〉− −

c2
pz

2
〈
w′2

p

〉−

)

(21)

But, such presumed form off−p requires the modelling of even

order moments of incident particle velocityvp : n−p , U−
p ,
〈
u′2p
〉−

p
,

〈
v′2p
〉−

p
and

〈
w′2

p

〉−
p

, in terms of flow parameters and computed
variables.

Therefore, we present a first order model based on an as-
sumption of partial correlation between the roughness wallangle
and the velocity fluctuations, in order to link more directlythe
odd order moment to the wall to the even order moments follow-
ing the methodology proposed by Sakiz & Simonin [1].

Partial Correlation Modelling
For this purpose, let us introduce the average{.}−p based

on incident particles flux to the wall per time unit, in order to

npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p

〈〈
sin2 γ|α−〉(Up+u′p

)
v′p
〉−

p

−2n−p
〈
〈sinγcosγ|α−〉v′pv′p

〉−
p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −2n−p

〈
〈cosγsinγ|α−〉v′2p w′

p

〉−
p

+2n−p
〈〈

sin2 γ|α−〉(u′p+Up
)

v′pw′
p

〉−
p

−npUp
〈
v′pw′

p

〉
p

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
v′3p
〉

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= −n−p

〈〈
sin2 (2γ) |α−〉(Up+u′p

)2
v′p
〉−

p

+n−p
〈
〈sin(4γ) |α−〉

(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p

+n−p
〈〈

sin2 (2γ) |α−〉v′3p
〉−

p

Table 1. Rough Wall Boundary Conditions with 2-D Roughness Effects

for Elastic Bouncing

approximate the expressions of the form〈〈ϕ(γ) |α−〉vpψp〉−p by

{ϕ(γ)}−p 〈vpψp〉−p , and defined by :

{ϕ(γ)}−p =
〈〈ϕ(γ)|α−〉vp〉−p

〈vp〉−p
, 〈ϕ(γ) |α−〉 =

Z

π
2

− π
2

ϕ(γ)Pr
(
γ|α−)dγ

(22)
The accuracy of this partial correlation assumption will beeval-
uated in the LES/DPS simulations.

With this partial correlation model and making the assump-
tion of small values of roughness angle variance(∆γ ≪ 1), rela-
tions of the Table 1 become those of Table 2.

Equations of Table 2 is not yet closed, because odd order
moments ofvp are written in terms of incident even order mo-

ments ofvp : n−p ,
〈
v′pv′p

〉−
p

,
〈
v′2p w′

p

〉−
p

and
〈
u′pv′2p

〉−
p

and of inci-

dent odd order moments:
〈
v′p
〉−

p
,
〈
u′pu′pv′p

〉−
p

and
〈
v′pv′pv′p

〉−
p

.
To estimate these incident even order moments which appear

in equations of Table 2, we may use (19), (20) and the partial
correlation model, and try to link incident correlation to full cor-
relation (which should be available in the Eulerian computation).
Thus we obtain the closure model presented in Table 3.

At this stage, it remains to calculate all incident even order
moments of the wall-normal velocityvp such as :n−p ,

〈
u′2p
〉−

p
,

〈
v′pv′p

〉−
p

, ..., in order to close completely the wall roughness

model defined in Table 2. As we will discover it onn−p calcula-
tion in the next subsection, the modelling of these incidenteven
moments is strongly linked to the full knowledge of rebound pdf

5 Copyright c© 2006 by ASME



npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p

{
γ2
}−

p

〈(
Up +u′p

)
v′p
〉−

p

−2n−p {γ}−p
〈
v′pv′p

〉−
p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= −npUp

〈
v′pw′

p

〉
p
−2n−p{γ}−p

〈
v′2p w′

p

〉−
p

+2n−p{γ2}−p
〈(

u′p +Up
)

v′pw′
p

〉−
p

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
v′3p
〉

p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= 0

np
〈
v′3p
〉

p
= 4n−p {γ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′2p
〉−

p

−4n−p
{

γ2
}−

p

〈(
Up +u′p

)2
v′p
〉−

p

+4n−p
{

γ2
}−

p

〈
v′3p
〉−

p

Table 2. Rough Wall Boundary Conditions assuming Partial Correlation

approximation and 2-D Roughness Effects for Elastic Bouncing

np
〈
v′pv′p

〉
p
= −2n−p{γ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′p
〉−

p

+2n−p
[
1−{γ2}−p

]〈
v′pv′p

〉−
p

np
〈
u′pv′2p

〉
p
= 2n−p

[
1−4{γ}−p

]〈(
Up+u′p

)
v′2p
〉−

p

−npUp
〈
v′2p
〉

p
−2n−p{γ}−p

〈(
Up +u′p

)2
v′p
〉−

p

+2n−p {γ}−p
〈
v′3p
〉−

p

np
〈
v′2p w′

p

〉
p
= −2n−p{γ}−p

〈(
Up +u′p

)
v′pw′

p

〉−
p

+2n−p
[
1−{γ2}−p

]〈
v′2p w′

p

〉−
p

Table 3. Closure of Wall Boundary Conditions of Table 2.

f +
p , and so of the well understanding of particle-wall rebound

mechanism.

Number Density of Incident Particles

By definition the number of particles near the wall is written:

np = n−p +n+
p with n+

p =

Z

D+
f +
p

(
c+

p

)
dc+

p (23)

From equations (7) and (16), we can write :

n+
p = −

Z

D−
λ
(
c−p
)
[

Z

π
2

− π
2

Ψ
(
γ|α−)Pr (γ)dγ

]
f−
(
c−p
)

dc−p

with :

Ψ(γ|α−) = H
(
−c−p .nγ

)
H
(
Φγ
(
c−p
)
.n
) c−p .n

Φγ
(
c−p
)
.n

(24)
The modelling of the ”shadow effect” by Heaviside functions in-
sures that the particle bouncing velocity is always strictly positive
: Φγ

(
c−p
)
.n > 0. So :

n+
p

n−p
= −

〈〈
1

Φγ
(
c−p
)
.n
|c−p

〉
c−p .n

〉−

p

(25)

In the case of 2-D roughness effects for elastic rebounds,
equation (25) leads to :

n+
p

n−p
=

〈〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−
〉

sinα−
〉−

p
(26)

where:

〈
1

sin(2γ+ α−)
|α−
〉

= λ
(
α−)

Z

π−α−
2

−α−
2

Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

dγ (27)

In Sakiz & Simonin model [1] on smooth wall, it’s obvi-
ous to link f +

p and f−p . That allows the exact calculation ofn−p

according tonp. But in rough wall case, the ratio
c−p .n

Φγ
(
c−p
)
.n

in-

troduces the functionγ 7→ Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

which is neither contin-

uous, nor prolongeable by continuity in−α−

2
and

π−α−

2
. Thus

the integral
Z

π−α−
2

−α−
2

Pr (γ)
sin(2γ+ α−)

dγ diverges. Consequently
n+

p

n−p
diverges.

This effect is due to the probability distribution of the wall
roughness angleγ conditioned by ”shadow effect” as defined by
Sommerfeld [2] which allows to many particles to rebound with
very small angles.

Since the difficulties observed on the analytical calculation
of the ration+

p /n−p are clearly due to the continuity problems of
the truncature points of the roughness angles pdf; it would be en-
visageable to modify the shape of this conditional pdf proposed
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npVp = 0

np
〈
u′pv′p

〉
p
= 2n−p ∆γ2Up

〈
v′p
〉−

p

np
〈
v′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′pv′pw′

p

〉
p
= 0

np
〈
u′2p v′p

〉
p
= −4n−p ∆γ2

〈
v′3p
〉−

p
+4n−p ∆γ2

〈
u′2p v′p

〉−
p

np
〈
v′pw′2

p

〉
p
= −4n−p ∆γ2

〈
v′3p
〉−

p
+4n−p ∆γ2

〈
w′2

p v′p
〉−

p

np
〈
v′3p
〉

p
= −2npUp

〈
u′pv′p

〉
p
−np

〈
u′2p v′p

〉
p
−np

〈
v′pw′2

p

〉
p

Table 4. Practical Rough Wall Boundary Conditions Simplified Model

(Simonin et al. [16], ICMF’04)

by Sommerfeld; but be sure to take into account the ”shadow
effect”.

Owing to our present impossibility to calculate analytically
the incident even order moments ofvp (as we have shown it on
particle number density calculation) for the complete closure of
wall boundary conditions (see Table 2 and Table 3), this approxi-
mation technique may not be properly applicable for the moment.
However, by making simplification assumptions, whose theirac-
curacies will be evaluated in the LES/DPS simulations, Simonin
et al. [16] derived a practical model.

SIMPLIFIED MODEL

This simplified model is obtained by considering a 3D flow
in which the main flow is inx−direction with elastic bouncing of
the particles on the rough wall. It based mainly on the following
assumptions :

• neglect the ”shadow effect” (Sommerfeld [5]).

That returns toP(−γ|α−) = P(γ|α−) ⇒ 〈γ|α−〉 = 0 for

each incient particle. So{γ}−p = 0

• the wall roughness standard deviation∆γ ≪ π. That leads

to
〈
γ2|α−〉≃ ∆γ2, for a gaussian distribution of rough

wall angleγ. Thus
{

γ2
}−

p ≃ ∆γ2.

• assume that the following incident averages are such

as :
〈
u′pv′p

〉−
p

= 0,
〈
v′pw′

p

〉−
p

= 0 and
〈
u′pv′pw′

p

〉−
p

= 0.
By applying these three points to the equations of Table 2, that
leads of the equations of Table 4.

Owing to the same difficulties of previous section, we as-
sume in addition that the even order moments ofv′p can be mod-

eled by :





n−p =
1
2

np

U−
p = Up〈
u′2p
〉−

p
=
〈
u′2p
〉

p〈
v′2p
〉−

p
=
〈
v′2p
〉

p〈
w′2

p

〉−
p

=
〈
w′2

p

〉
p

(28)

Equations of Table 4 & (28) closure has been possible that as-
suming an half-gaussian incident velocity pdff−p . That allows
us to write :





〈
v′p
〉−

p
= −

√
2
π
〈
v′2p
〉

p

〈
v′3p
〉−

p
= − 4√

2π

[〈
v′2p
〉

p

] 3
2

〈
u′2p v′p

〉−
p

=
〈
u′2p
〉

p

〈
v′p
〉−

p〈
v′pw′2

p

〉−
p

=
〈
w′2

p

〉
p

〈
v′p
〉−

p

(29)

The relations summarised in Table 4 show that the wall rough-
ness induces, through the boundary conditions, a kinetic energy
transfer from the mean streamwise motion towards the wall-
normal fluctuating motion and a redistribution effect between the
wall-normal and streamwise (spanwise) kinetic stresses. The first
comparisons of this model between lagragian calculations and
experimental data [17] are very promising.

In order to check the the accuracy of our eulerian formula-
tions, we have carried out lagrangian simulations. In the next
section, we remember briefly the approachs that we used and we
present the ”a priori” tests.

LAGRANGIAN SIMULATIONS
LES and Dispersed Particle Simulation (DPS)

The flow considered in simulations is vertical and dilute
two-phase flow (gas-solid), in which the carrier flow is incom-
pressible fully-developed turbulent flow between parallelwalls
and dispersed phase is spherical particles of identical diameter.
Particles used are inertial (ρ f ≪ ρp) and their response time is
large compared to the Kolmogorov timescale of the undisturbed
flow. Two-way coupling and particle-particle collisions are ne-
glected. The dimensions of the channel areLx = 4πδ, Ly = 2δ
andLz = 4πδ/3 respectively in the streamwise, wall-normal and
spanwise directions. The fluid Reynolds numberReτ based on
the wall friction velocityuτ and halfwidthδ, is 180; where this
relatively low value ofReτ has the advantage to reduce modelling
errors. Periodic boundary conditions are applied in streamwise
and spanwise directions, and no-slip boundary conditions for the
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velocity to the channel walls. When a particle collides with
a wall, we use Sommeferld procedure to account for the wall
roughness.

The subgrid-scale stress arising from the filtering of the
Navier-Stokes equations is closed using the eddy viscositymodel
of Piomelli et al. [18]. Numerical schemes adopted are descibed
in [6].

Wall Averages
The wall averages are estimated following the same method

which those used for mathematical formalism presented in the
previous sections, in order to remain logical with the theory.

Indeed, the probable number flux of particles which collide
at wall (of surface∆S), with a velocity betweenc−p andc−p +dc−p
during the stepdt, is (5) :

dΦ− (x,cp,t
)

= − f−p
(
x,cp,t

)
cp.ndσdcpdt (30)

Thus, the number flux of particles which hit wall over the simu-

lation time∆T is
Z t0+∆T

t0
dφ−. Since the statistics are computed

by using ergodic theory (so all variables are stationary) and mod-
elling a particle-wall collision as a product of Dirac, we have :

f−p dc−p =
1

∆S∆T

NC

∑
i=1

δ
(

c−
∗

p i −c−p i

)

|c−∗
p i .n|

dc−
∗

p i (31)

n−p =
1

∆S∆T

NC

∑
i=1

1

|c−p i.n|
and 〈Ψ〉−p =

NC

∑
i=1

Ψ−
i

|c−p i.n|
NC

∑
i=1

1

|c−p i.n|

(32)

Using the same method, we calculate the reflected averages and
we obtain :

np =
1

∆S∆T

(
NC

∑
i=1

1

|c−p i.n|
+

NC

∑
i=1

1

|c+
p i.n|

)
and

〈Ψ〉p =

NC

∑
i=1

Ψ−
i

|c−p i.n|
+

NC

∑
i=1

Ψ+
i

|c+
p i.n|

NC

∑
i=1

1

|c−p i.n|
+

NC

∑
i=1

1

|c+
p i.n|

(33)

in equations (31) to (33), the subscripti represents theith particle
which hits the wall, whileΨ−

i andΨ+
i are respectively the inci-

case 1 case 2 case 3

∆γ 2.5 5.0 5.0

St 0.65 0.65 1.5

Table 5. Particle and roughness simulation parameters. St =
τps/(δ/uτ) is a particle Stokes number based on the Stokes relaxation

timescale of the particle τps.

case 1 case 2 case 3

lhs R1 R2 R1 R2 R1 R2

np
〈
u′pv′p

〉
p

0.37 6.01 0.85 3.80 0.95 22.34

np
〈
u′2p v′p

〉
p

0.0 - 0.0 - 0.0 -

np
〈
v′3p
〉

p
1.02 8.82 3.29 7.63 3.68 27.05

np
〈
v′pv′p

〉
p

- 2.88 - 2.36 - 1.59

np
〈
v′2p w′

p

〉
p

- 12.13 - 22.24 - 1.92

n+
p

n−p
[−] 0.22 0.15 0.24

Table 6. Errors (%) made on the eulerian rough wall boundary conditions

derivation with different approximation techniques. (R1 ≡ rhsM and R2 ≡
rhsPCM)

dent and reflected values for aΨi . The total number of collision
at the wall isNC.

Simulation Results
The particle and roughness simulation parameters are sum-

marised in the Table 5. In the Table 6, we compare for the dif-
ferent cases of simulation, respectively the right-hand-side of re-
lations related in Table 1 (rhsM) and the right-hand-side of those
summarised in Table 2 (rhsPCM) to the left-hand-side of the equa-
tions of Table 1. (lhs), in order to check, firstly if the modelling
of wall global averages by incident averages is fine and secondly
the accuracy of partial correlation assumption.

Table 6 results show that the errors made on the modelling
by incident averages are relatively acceptable. Sakiz et al. [1]
have obtained more interesting results by using the same ap-
proach for smooth wall boundary conditions derivation. How-
ever, we think that the errors made - in the columnsR1 of Table 6
- result from the linearisation of the functionsγ 7→ sinγ ,cosγ; that
we have used in the calculations of the averages. Errors madeby
the partial correlation model seem reasonable, because in real-
ity this assumption is very strong, since Simonin et al. [16]have
showed that the wall roughness induces, through the boundary

8 Copyright c© 2006 by ASME



case 1 case 2 case 3

{γ}−p /∆γ 0.67 0.72 0.59
{

γ2
}−

p /∆γ2 0.87 0.92 0.86
〈
u′pv′p

〉−
p

−6.18×10−2 −1.02×10−1 −3.98×10−1

〈
v′pw′

p

〉−
p

−1.11×10−5 3.04×10−5 2.80×10−4

〈
u′pv′pw′

p

〉−
p

−8.6×10−5 1.68×10−4 2.21×10−3

Table 7. Estimation of Simplified Model Assumptions Accuracy

case 1 case 2 case 3

2n−p /np 1.63 1.74 1.61

U−
p /Up 0.79 0.75 0.74

〈
u′2p
〉−

p
/
〈
u′2p
〉

p
0.66 0.65 0.82

〈
v′2p
〉−

p
/
〈
v′2p
〉

p
0.28 0.17 0.39

〈
w′2

p

〉−
p

/
〈
w′2

p

〉
p

0.65 0.66 0.74
〈
v′p
〉−

p

−
√

2
π
〈
v′2p
〉

p

0.14 0.13 0.18

〈
v′3p
〉−

p

− 4√
2π

[〈
v′2p
〉

p

] 3
2

0.77 0.37 1.70

〈
u′2p v′p

〉−
p〈

u′2p
〉

p

〈
v′p
〉−

p

1.16 0.77 0.39

〈
v′pw′2

p

〉−
p〈

w′2
p

〉
p

〈
v′p
〉−

p

1.03 0.76 0.41

Table 8. Estimation of Simplified Model Closure Assumptions Accuracy

conditions, a kinetic energy transfer from the mean streamwise
motion towards the wall-normal fluctuating motion and a redis-
tribution effect between the wall-normal and streamwise (span-
wise) kinetic stresses.

Beyond the accuracy analysis of the general approximation
technique, we have evaluated through Tables 7 and 8, the accu-
racy of assumptions which support simplified model. Table 7
shows that the assumption made on the wall roughness variance
shows oneself a good fit. But, it shows however that the ”shadow
effect” can not be neglected. Tables 8 and 9 show the differences
between DPS simulation results and those of simplified model.
These differences explain themselves by the fact that in theLa-
grangian simulations, the calculations take necessarily into ac-

case 1 case 2 case 3

A B A B A B

np
〈
u′pv′p

〉
p

-1.94 -0.23 -7.84 -1.04 -17.82 -4.02

np
〈
u′2p v′p

〉
p

-33.23 -14.40 -130.52 -55.72 -274.73 -92.38

np
〈
v′3p
〉

p
40.60 15.27 167.12 60.53 466.01 131.50

np
〈
v′pw′2

p

〉
p

0.0 -0.003 0.0 0.03 0.0 4.03

Table 9. Comparison between Averages calculated directly from DPS

and from Simplified Model. (A = from DPS Simulation; B = from Simplified

Model)

count the ”shadow effect”, while this mechanism is neglected in
simplified model.

DISCUSSION
The utilisation of Sommerfeld same particle-wall collision

process in lagrangian simulations and continuum rough wall
boundary conditions derivation, leads us to ask us some ques-
tions. In fact :

1- why lagrangian simulations lead to converged values for
the ration+

p /n−p , while it is not possible to calculate it with con-
tinuum approach by using the same particle-wall collision pro-
cess?

2- how to modify the continuum assumptions (shape of in-
cident velocity pdf or the ”shadow effect”) in order to allow the
closure of eulerian rough wall boundary conditions model.

All these interrogations lead us to see again the particle-wall
collision mechanism such as proposed by Sommeferld [2]. In-
deed his model favours enormously the null rebound angles and
so the particles remain grazing. But in reality a particle can not
remain boring during a long time, because it could hit an asperity
on which it could rebound. Finally it should be envisage to con-
sider a multi-rebound model in order to evaluate the real ”shadow
effect”.

CONCLUSION
Eulerian rough wall boundary conditions of dispersed phase,

in the framework of two-phase flows, have been derived in this
paper. Their formulation was based on the pdf approach and the
stochastic particle-wall collision process proposed by Sommer-
feld. However, some difficulties remain on the calculationsof
even order moments of the wall-normal velocity and the incident
number density, in order to close properly this eulerian model.

We have also made LES/DPS simulations with which we
have compared our formulation. Comparison results have al-
lowed to lead a discussion about the particle-wall collision mech-
anism. It emerges that the so-called ”shadow effect” should be
seen again by incorporating a multi-rebond model.
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Abstract

This paper is dedicated to the analysis and modeling of mechanisms which occur during the particle-rough wall interactions.
The behavior of the previous modeling of wall roughness effects on a particle flows are briefly reviewed by emphasizing
the reproduced mechanisms. To improve the understanding ofthese interactions, numerical experiments were carried out
by impinging many particles on digital rough walls. Resultsof these investigations are used to propose a new Lagrangian
treatment of particle-rough wall interactions to improve the treatment of particles bouncing with a grazing angle.

Introduction

Particle-wall interactions within confined two-phase flows
constitute an essential component of the study of particle tra-
jectories, and hence the prediction of the statistical proper-
ties of dispersed phase. Actually the particle collisions on
the wall induce besides the velocity direction change, a loss
of momentum and sometimes the particle fractures. How-
ever, these effects can be observed only for inertial particles.
Indeed for this kind of particles, since their response timeis
large compared to fluid phase characteristic time scales, their
motion is dominated by the wall collisions. In these condi-
tions, the particle-wall collision influence differs in terms of
the wall surface. Bensonet al. (2005) experimental investi-
gations in vertical canal showed that the particle streamwise
mean velocity is reduced up to40% and the fluctuating veloc-
ities are nearly doubled near the channel center in presenceof
wall roughness. The early detailed measurements performed
in horizontal channel with different wall roughness degrees
by Kussin & Sommerfeld (2002) and Sommerfeld & Kussin
(2004) shown, furthermore, the increase of particle-particle
and particle-wall collision frequency and a modification of
particle dispersion across the channel. They also observed
the increase of the pressure loss with the wall roughness.

These measurements highlight the influence of the wall
roughness on dispersed phase statistical properties. And
then, the following question is how to take the wall rough-
ness into account in simulations? Answer to this interroga-
tion assumes either a well understanding of the mechanisms
occurring during the particle-wall interactions with a view to
modeling or a geometrical representation of rough wall on
which the incident particle bounces.

Matsumoto & Saito (1970a), (1970b) assumed that there
is no correlation between the position of the incident particle
and the wall roughness structure. The wall roughness was

also assumed to have a uniform distribution. Thus, with these
assumptions, the wall roughness structure was modeled as
the following sine function :

y = Ar sin

(
2π

Lr
x + α

)
(1)

in which α is the phase of the roughness treated randomly
following a uniform distribution in[0, 2π]. Ar andLr are re-
spectively the amplitude and the cycle of the wall roughness.

The wall surface structure is schematically described by
Frank et al. (1993) from a polygon with the elements
{zn, sn}, wherezn andsn are random variables distributed
uniformly over [−zmax, zmax] and [ 1

2
S, 3

2
S] respectively.

The model parameterszmax and S, which must be deter-
mined by a prior microscopic examination of the wall ma-
terial specimens, are functions of the particles diameterdp

and of the mean values of the length scale and the amplitude
of the wall surface roughness.

A two-dimensional stochastic roughness profile was simu-
lated by Tsirkunov & Panfilov (1998) by connecting with
help of the cubic spline, the following randomN points
(xi, yi)1≤i≤N :





x1 = 0,
xi = xi−1 + h + ξ, (i = 2, 3, ..., N)
yi = η, (i = 1, 2, ..., N)

(2)

where2h is the mean cycle of roughness, and the random
valuesξ andη are sampled from Gaussian distribution with
a mean zero value and standard deviations∆ξ and∆η. ∆η
defines the mean height of asperities of a surface or the mean
roughness depth. The parametersh, ∆ξ and∆η should be
determined from measurements.

These geometrical representations of the wall structure can
allow to carry out Lagrangian simulations, even if the deter-
mination of the contact point on the geometrical wall and
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the new position of the particle after the bounce, whenever
a particle hits the wall could be tedious. Furthermore, these
simulations could ignore some effects if the real mechanisms
which occur are unknown. However, like Tsirkunov & Pan-
filov (1998), these representations can be use to improve the
understanding of the particle-wall collisions.

One of the first modeling approach based on an incident
effect taken into account during the particle-rough wall in-
teraction was introduced by Tsujiet al. (1987), as the "Ab-
normal bouncing model". The incident particle is assumed to
collide with the flat wall or an inclined wall with respect to
its incident angle. Actually, if the particle incident angleα−

is less than a certain specified value, the macroscopic wall is
replaced by a smooth virtual one with an inclined angleγ.
The inclined virtual wall angle is provided by the following
empirical formulation :

γ =

{
c Rk δ0 (β − α−) if α− ≤ β
0 otherwise

(3)

whereR is a random number between]0, 1], β = 7◦, c = 5,
k = 4 and :

δ0 =
2.3

Fr
− 91

Fr2
+

1231

Fr3
, F r =

u√
gh

(4)

in which u is the mean fluid velocity andh the channel
height.

However, the incident effect occurred in the "Abnormal
bouncing model" which reduces the wall roughness effects to
the only small collision angles can not be joined to physical
arguments. In addition, this model assumes that the incident
particle can not hit a negative wall roughness. These draw-
backs were corrected by Sommerfeld (1992) by providing
for each incident angleα− a random virtual inclined wall
whose the inclinationγ is sampled from a normal distribu-
tion. However, the incident effect vanished in this last for-
mulation. Indeed, the wall roughness distribution is assumed
to be independent of the particle incident angle. Tsirkunov
& Panfilov (1998) pointed out that this independence does
not agree with the experiments for the small particle incident
angles. Schade & Hädrich (1998) measurements confirm,
however, that the distribution of the physical wall roughness
can be approximated by a Gaussian with zero mean while the
standard deviation∆γ depends on the step width of the scan
of the rough wall. Furthermore, Schade & Hädrich (1998)
pointed out also that the effective pdf of the roughness an-
gle "seen" by the particles should be modified by an incident
effect. According to Sommerfeld & Huber (1999) there ex-
ists a so-called "shadow effect" for the small incident angles
which results from the combination of two phenomena. The
first one is occurring before particle-wall collision and isdue
to a perspective of the physical rough wall for a given in-
cident particle. Sommerfeld & Huber (1999) give the nor-
malized effective distribution function of the wall roughness
inclination seen by the particles by :

Peff

(
α−, ∆γ, γ

)
=

Pg (∆γ, γ) sin (α− + γ)
∫ π/2

−α−

Pg (∆γ, γ) sin
(
α− + γ

)
dγ

(5)

wherePg (∆γ, γ) is the unconditional normal distribution
given by :

Pg (∆γ, γ) =
1√

2π∆γ2
exp

(
− γ2

2∆γ2

)
(6)

The second effect is occurring after the particle-wall col-
lision rebound and is due to the assumption that the particle
should return in the flow.

The procedure proposed by Sommerfeld & Huber (1999)
to account for this late "shadow effect" in Lagrangian particle
simulations is as follows :

• the roughness angle is sampled from the normal
distribution function (Eq. 6).

• if a negative roughness angle with an absolute value
being larger thanα− is sampled, an unphysical
collision results, namely the particle comes from behind
the wall and hence a new value is sampled forγ.

• if the collision leads to a rebound velocity directed
towards the wall, a new roughness angle is sampled.

This method rather leads to sample randomly the wall
roughness angle from a truncated normal distribution (Konan
et al. (2006)) and does not account for the first mechanism
since the wall roughness is not sampled from the effective
pdf (Eq. 5).

The second effect which should be seen as a realisability
condition of the rebound of the particle is partially described
by the second point of the above procedure suggested by
Sommerfeld & Huber (1999). Actually, this procedure ig-
nores the fact that after one rebound, the particle can collide
with an hollow of the rough wall, and then it should make
new rebounds so as to return in the core of the flow or it
could hit another asperity after a previous bouncing, when
the rebound angleα+ > 0. This eventuality of multiple
rebounds was clearly emphasized by Tsirkunov & Panfilov
(1998) with their geometrical wall (Eq. 2) and they early
pointed out its absence as one of the major problem in Som-
merfeld (1992) stochastic model.

It should be noticed that the use of Sommerfeld & Huber
(1999) "shadow effect" model by Konanet al. (2006) to de-
rive Eulerian boundary conditions in the framework of the
continuum approach has knocked itself to closure problem
due to many grazing particles at the wall strongly favoured
by the shape of the wall roughness angle distribution. This
high probability for incident particles to remain grazing after
their bouncing is also clearly shown in Konanet al. (2007)
from LES-DPS simulations in experimental horizontal nar-
row channel and it has been shown as a result of an under-
estimation of wall-normal velocity variance. The absence of
the mechanisms which would allow the grazing particles to
return in flow is most probably the responsible of these spu-
rious effects.
In total, both incident and rebound effects which occur during
the particle-rough wall interactions are not fully taken into
account by Sommerfeld & Huber (1999) "shadow effect"
model, especially for bouncing grazing particles.

In this paper, the behavior of an incident particle on a
rough wall is studied by making many impingements on two
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different realistic rough walls. Probability density function
of wall roughness and rebound angles obtained from these
simulations are shown and discussed. The mechanisms are
interpreted and used to derive a new Lagrangian treatment of
particle-rough wall interactions.

Nomenclature

c−p particle incident velocity vector
n wall normal unit vector
nγ inclined virtual wall normal unit vector
Peff effective wall roughness PDF
Pg normal probability distribution function
v−p particle incident velocity vector
v+

p particle rebound velocity vector
GDWRA Gaussian Distribution of Wall Roughness Angle
GDRHP Gaussian Distribution of Roughness Height and Position
SEM shadow effect model (Sommerfeld & Huber (1999))
ISEM improved shadow effect model

Greek letters
α− incident angle
α+ rebound angle
α+

1 first rebound angle
γ wall roughness angle
γ1 first collision wall roughness angle seen by the particle
∆γ wall roughness angle standard deviation

Subscipts
p particle

Direct simulations of particle bouncing on
geometrical rough walls

The purpose of this study is to analyse the particle-rough
wall interactions so as to better understand the mechanisms
which occur. To achieve this aim, although the wall rough-
ness is three-dimensional, we have simulated two stochas-
tic two-dimensional rough walls on which many particles are
impinged.

Procedure description

The former is based on gaussian distribution of wall rough-
ness angles (Sommerfeld (1992)). The rough wall is built
by connecting a finite numberN of points by segments
(GDWRA). These points are generated following :





x1 = 0, y1 = 0
xi+1 = xi + ∆x, (i = 2, N)
yi+1 = yi + ∆x. tan γi, (i = 2, N)

(7)

in which∆x is the sampling distance of real rough wall. The
change of the value of∆x consists in an homothetic trans-
formation of the simulated wall. Therefore the angular mea-
surements that will be done after this transformation will not
change.γi is wall roughness angle sampled from the normal
distribution (Eq. 6) with the standard deviation∆γ. Accord-
ing to Sommerfeld & Huber (1999), this standard deviation
is correlated with the particle diameterdp; therefore the built
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Figure 1: Wall roughness structure profile. (a) stainless steel
scanned structure Sommerfeld & Huber (1999), (b) and (c)
are respectively the profiles obtained from random normal
distribution of wall roughness angle (Eq. 7) and Tsirkunov
& Panfilov (1998) geometrical rough wall model (Eq. 2).

rough wall is a transformation of the physical wall by the cir-
cle of the diameterdp. This assumes that this wall represents
the geometrical locus of the center of the particle when the
particle goes along the rough wall. Therefore, for this real-
istic rough wall model, the particle will be modeled by its
center point. For this geometrical rough wall model, since
the rough wall represents the locus of the center of the par-
ticle, the modeling of the real wall changes with the particle
diameters.

The latter is simulated from Tsirkunov & Panfilov (1998)
rough wall geometrical model (Eq. 2) (GDRHP). The inci-
dent particles are modeled by circle of diameterdp. An em-
pirical procedure is used to determine the model parameters
h, ∆ξ and∆η.

To study statistically the particle rebound processes on
these simulated rough walls, the particles are thrown from
a line over the highest point of the rough wall, while their
abscissas are randomly sampled along the wall length. Their
trajectories are assumed rectilinear uniforms. The study is
performed for different incident anglesα− and for each inci-
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|V −| (m.s−1) ∆V − ω−
p (tr.s−1) ∆ω ∆γm ∆γc eh αe µh µ0 αµ

Glass100µm 13.5 2.5 3 × 104 1 × 104 5.3 6.5 0.7 22.0 0.15 0.5 20.0
Glass500µm 5.91 1.16 2600 900 3.8 4.0 0.7 22.0 0.15 0.4 20.0

Table 1: Particle and rough wall parameters. (Angles are given in degree)
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Figure 3: Mean value of the rebound angle in terms of the collision angle. (a)dp = 100µm and (b)dp = 500µm.
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Figure 2: Illustration of the multiple rebound process.

dent angle the statistical behavior is studied for half a million
of particles. For each incident particle, the point of collision
with the modeled wall is computed. The calculation of the
rebound velocity and the angular velocity (ωp), uses the laws
of inelastic frictional rebound:

• if

∣∣∣∣u−
p − dp

2
ω−

p

∣∣∣∣ <
7

2
µ0 (1 + ew) v−p , a non-sliding col-

lision occurs and then :





u+
p =

1

7

(
5u−

p + dpω
−
p

)

v+
p = −ewv−p

ω+
p = 2

u+
p

dp

(8)

• otherwise the sliding rebound is given by :





u+
p = u−

p − µw (1 + ew) εv−p
v+

p = −ewv−p

ω+
p = ω−

p + 5µw (1 + ew) ε
v+

p

dp

ε = sign

(
u−

p − dp

2
ω−

p

)
(9)

in which the superscripts(−) and (+) denote respectively
the particle properties before and after rebound.ew andµw

are restitution and friction coefficients at wall modeled by
Sommerfeld & Huber (1999) as follows :

ew

(
α−

)
=





eh − 1

αe
α− + 1 if α− ∈ [0, αe]

eh if α− ≥ αe

(10)

µw

(
α−

)
=





µh − µ0

αµ
α− + µ0 if α− ∈ [0, αµ]

µh if α− ≥ αµ

(11)
where the rebound coefficientseh, αe, µh andµ0; and the
anglesαe andαµ which appear in (10)- (11) are given from
experiments.

After a bouncing, if the particle may hit once more the
wall, the new collision point is computed and then a new re-
bound occurs (see figure 2). So, in our study, the particles
may rebound many times on the wall. It should be noticed
that the influence of the fluid on the particle is not taken into
account in simulations. Nevertheless, the measured maxi-
mum timeT that the particle takes to make multiple rebounds
will be compared to the particle response time.
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Figure 4: Mean value and standard deviation of the wall roughness angle experimented by incident particle.
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Figure 7: Probability to get over one rebound in terms of the first rebound angleα+
1 obtained with the two geometrical rough

wall : GDWRA (square) andGDRHP (star). (a) :dp = 100µm and (b) :dp = 100µm.

Results and discussions

Rebounds of two different particles of diametersdp on a
stainless steel rough wall are studied. The rough wall and
particles parameters used in simulations are summarized in
table 1. The statistical behaviors of the particles obtained
by throwing them on the two simulated geometrical rough
walls are compared to Sommerfeld & Huber (1999) mea-
surements. In addition, we have performed simulations on
the one hand with the above procedure given by Sommer-
feld & Huber (1999) to reproduce the "shadow effect" model
(SEM), and on the other hand with a slight improvement of
the "shadow effect" model by accounting of the incidence ef-
fect : the wall roughnessγ is rather sampled following Eq. 5
(ISEM).

The different parameters used for the simulations are those
given in Sommerfeld & Huber (1999) (see table 1). However
in Sommerfeld & Huber (1999) the value of∆γ used for the

"shadow effect" model Lagrangian computation is slightly in-
creased compared to the measurements. This increased value
of ∆γ is used in order to improve results obtained with the
"shadow effect" model. In the present work, the "shadow ef-
fect" model is studied for both the measured value∆γm and
the modified value∆γc of the wall roughness standard de-
viation used in their simulations. In all the simulations, we
rather use the measured value of∆γ. To model the stainless
rough wall used in the experimental study withGDRHP, we
determined empirically the parametersh, ∆ξ and∆η which
lead to better measurements of∆γ for the two particle di-
ameters. We begun by choosing arbitrary the parametersh,
∆ξ and∆η to build the rough wall. We thrown thousands of
particles on this wall for the two diameter particles, from ab-
scissas randomly sampled. The incident angleα− was taken
equal to90◦ so as to avoid the incident effect. The parameter
values are changed until we get the better standard deviation
value for each particle diameter. We obtained :h = 32µm,
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∆ξ = 1.89µm and∆η = 3µm. The scanned profile of the
stainless steel wall structure (Sommerfeld & Huber (1999))
and the simulated rough wall are shown on figure 1.

The influence of the change of the value of∆γ can be
seen on the figure 4. This figure shows the evolution of
∆γeff/∆γm andγeff/∆γm in terms ofα−. ∆γeff rep-
resents the standard deviation of the wall roughness angle,γ,
that the particle can hit, whileγeff is the mean value ofγ.
We can see on this figure that using∆γc enablesγeff ob-
tained with the modelSEM to be nearer to theISEM model
and the geometrical rough walls (GDWRA andGDRHP) ob-
tained with the measured standard deviation∆γm. We can
also notice the influence of the collision angleα− on both
∆γeff andγeff . Whenα− = 90◦, there is no incident ef-
fect, ∆γeff = ∆γ andγeff = 0. Whenα− decreases the
incident effect becomes important, and then∆γeff decreases
while γeff increases.

In the case of the geometrical rough wallsGDWRA and
GDRHP, the particle rebound angleα+ is computed when
the particles have done all their bounces and move away from
the wall. Figure 3 shows the evolution of the mean value of
α+ in terms of the impact angleα−. For high incident an-
gles, all the models are in good agreement with the measure-
ments. However, whenα− is small (e.g.α− < 10◦), the
SEM model underestimates the particle rebound angleα+

while the modelsGDWRA, GDRHP andISEM show a good
agreement compared to measurements. The change of the
standard deviation from∆γm to ∆γc in theSEM model im-
proves slightly the value ofα+.
The accurate behavior of the geometrical rough wall models
appears on the pdf of rebound angle plotted on figure 5. In-
deed, according to the measurements, whenα+ tends to zero
angle, the pdf obtained with the geometrical rough wall mod-
els tends also towards zero, whereas this pdf is overestimated
by SEM andISEM models for the small rebound angles (see
figure 5-(a) & (b) for respectively the incidenceα− = 5◦

andα− = 15◦). Whenα− = 25◦ all the models give ap-
proximately the same results and are in good agreement with
experimental results (see figure 5-(c)).

As shown previously the difference between the geometri-
cal rough walls (GDWRA andGDRHP) and theSEM model
occurs for the small incident angles, so when the incident ef-
fect is strong. This incident effect is due to the perspective
of the rough wall seen by the particles. On figure 6 is plot-
ted the pdf of wall roughnessγ1 seen at the first bouncing
for three incident angles by using the geometrical rough wall
models. In addition, it has been plotted on the same figure the
effective pdf given by Sommerfeld & Huber (1999). For the
different incident angles, we can noticed that the pdf ofγ1 for
the modelsGDWRA andGDRHP are in very good agreement
with the effective distribution function of wall roughnessan-
glesPeff (Eq. 5). This means that the incident effect is well
accounted for by the effective distribution functionPeff at
the first bouncing. The influence of this distribution func-
tion on theSEM model is represented by theISEM model.
Indeed, in theISEM model, the angleγ is sampled inPeff

whereas in theSEM modelγ is sampled in the centered Gaus-
sian distribution. TheISEM model is then, an improvement

of the SEM model to better account for the incident effect.
On the figure 5, we can see that the better treatment of the in-
cident effect leads to an improvement of the pdf of rebound
angleα+, since the high probability for an incident particle
to rebound with a grazing angle is reduced. Nevertheless the
improvement of the incident effect is not sufficient to repro-
duce the zero probability atα+ = 0 as shown by measure-
ments and both geometrical rough wall models.

Detailed analysis of the simulation results obtained with the
two geometrical rough wall models shows that the very small
probability to measure grazing particles is due to the multi-
ple rebound effect (see figure 2). To quantify this mechanism,
the figure 7 shows the probabilityP

(
n > 1|α+

1 , α−
)

that a
particle is colliding twice, at least, with the wall in termsof
its first rebound angleα+

1 for a given incidentα−. Obvi-
ously, this probability is equal to one whenα+

1 is less than
zero. But less obviously, this probability is non zero when
α+

1 > 0 and can be very large whenα+
1 is less than∆γ,

for example: whenα+
1 = ∆γ/2, P

(
n > 1|α+

1 , α−
)
≃ 0.4

and whenα+
1 = ∆γ/4, P

(
n > 1|α+

1 , α−
)
≃ 0.7. So, it

means that after a first rebound with a small angle, leading
to a trajectory grazing the macroscopic wall, a particle hasa
strong probability to be deflected another time by a collision.
Then, as shown by figure 5, the probability of a particle to
quit the wall region with a grazingα+ angle is strongly re-
duced when accounting for the multiple rebound effect. In
contrast, as theSEM and theISEM models do not take into
account the probability of multiple rebounds when the par-
ticle is bouncing with a small first rebound angleα+

1 , the
number of grazing particles which move away from the wall
region is too large forα+ < ∆γ/2 with respect to the experi-
mental measurements. In conclusion, taking into account the
multiple rebound effect is crucial to have an accurate model-
ing of small particle rebound angle probability distribution.

The study of the multiple rebound effect, from the results
obtained with the geometrical models, shown three important
points which are crucial for the development of the modeling
approach.
The first is that this effect seems to be universal: it weakly de-
pends on the parameters of the simulations. Indeed on the fig-
ure 7 we can see that the probabilityP

(
n > 1|α+

1 /∆γ, α−
)

weakly depends on the geometrical wall model, the parame-
ter∆γ, the collision treatment or the incident angleα−.
The second point is that this multiple rebound effect can be
considered instantaneous and very local: between its first and
its last rebound the distance covered by a particle is smaller
than the radius of the particle and the timeδt to cover this
distance is one hundred smaller than its response time.
The last point, but not the least, is that, as shown by figure
8, the particles which realize only one rebound move away
from the wall with an angle distribution nearly identical to
the one unconditioned by the number of rebounds. For in-
cident anglesα− close to the roughness distribution angle,
α− ≤ ∆γ, this result is due to the fact that theα+ pdf of the
particles enduring multiple rebounds is approximately equal
to the ones which endure only one collision as shown by fig-
ure 8. In contrast, when the incident angleα− is larger, figure
8 shows that theα+ pdf of the particles which make multiple
rebounds is strongly different from theα+ pdf of the parti-
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cles which make only one rebound. Nevertheless, when the
incident angle is large with respect to the roughness distri-
bution angle∆γ, the probability to have a grazing particle
after the first rebound is very small and the contribution of
particles enduring more than one rebound to theα+ uncon-
ditioned pdf becomes negligible. Indeed, Figure 9 shows the
probabilityP (n > 1|α−) of multiple rebounds for particles
in terms of the incident angleα−, measured from the sim-
ulations with the geometrical rough wall models. The per-
centage of particles enduring several rebounds is found to
be always smaller than10% with the maximum value for an
incident angleα− of the order of2∆γ. This percentage de-
creases strongly when the incident angle increases and, for
example, less than1% of particles are enduring several colli-
sions with incident angleα− greater than5∆γ.

New Rough Wall Multi-Collision Model

Basics of the modeling

The basic argument of this modeling is to consider that the
incident particle makes one and only one rebond on a vir-
tual inclined smooth wall, whose the angle is sampled from a
stochastic process. The main mechanisms highlighted during
particle-rough wall interactions which must be accounted for
are both the incident and the multiple rebound effects.

In the light of the direct simulations carried out in the pre-
vious section, the incident effect occurred at the first rebound
process is clearly described by the effective function pro-
posed by Sommerfeld & Huber (1999).

The rebound phase, after the first incidence has pointed
out the existence of multiple rebounds. Thus, for a given
incident particle with a collision angleα−, the probability
that it moves away from the macroscopic wall with a rebound
angleα+, can be written as follows :

R
(
α+|α−

)
=

∞∑

n=1

Q
(
α+, n|α−

)
(12)

in which Q (α+, n|α−) represents the probability that the
incident particle which collides the wall with the angleα−

leaves the wall region with a rebound angleα+ after n re-
bounds.

However, the sum in Eq. 12 can be split up into two prob-
abilities, so as to get :

R
(
α+|α−

)
= Q

(
α+, n = 1|α−

)
+ Q

(
α+, n > 1|α−

)

(13)
The first termQ (α+, n = 1|α−) represents the condi-

tioned probability by the incident angleα− that the incident
particle leaves the wall region with the angleα+ after one
and only one rebound. The second one,Q (α+, n > 1|α−),
is the probability that the incident particle moves away from
the wall after at least two rebounds. The modeling of the mul-
tiple rebound effect described byR (α+|α−) is then reduced
to the modeling of the two probability distributions.

Since the multiple rebound process assumes necessarily
that the particle rebounds first once with an angleα+

1 , the

probabilityQ (α+, n|α−) may be written as :

Q
(
α+, n|α−

)
=

∫ π/2

−π/2

Q
(
α+, n|α+

1 , α−
)
R1

(
α+

1 |α−
)

dα+
1

(14)
in whichR1

(
α+

1 |α−
)

is the transition probability that the in-
cident particle rebounds the first once on an inclined smooth
wall with α+ = α+

1 . According to Konanet al. (2006), this
probability is given by :

R1

(
α+

1 |α−
)

=

∫ π/2

−π/2

δ
(
α+ − ϕα− (γ)

)
Peff

(
γ|α−

)
dγ

(15)
whereϕα− is a function derived from the rebound laws 8 and
9 on a smooth wall inclined byγ.
Q

(
α+, n|α+

1 , α−
)

is the probability that the incident particle
leaves the wall region withα+ aftern rebounds conditioned
by both the first rebound angleα+

1 and the incident angleα−.
Furthermore, this conditioned probability may be written as
:

Q
(
α+, n|α+

1 , α−
)

= Q
(
α+|n, α+

1 , α−
)
P ⋆

(
n|α+

1 , α−
)

(16)
whereP ⋆

(
n|α+

1 , α−
)

is the conditioned probability by both
the first rebound angleα+

1 and the incident angleα−, that the
particle leaves the wall region aftern rebounds.

From Eq. 14 and Eq. 16, the probability
Q (α+, n = 1|α−) that the incident particle makes one and
only one rebound before leaving the wall region becomes :

Q
(
α+, n = 1|α−

)
=

∫ π/2

−π/2

Q
(
α+|n = 1, α+

1 , α−
)

×P ⋆
(
n = 1|α+

1 , α−
)
R1

(
α+

1 |α−
)

dα+
1 (17)

The conditioned probabilityQ
(
α+|n = 1, α+

1 , α−
)

is, of
course, equal toδ

(
α+ − α+

1

)
. So,

Q
(
α+, n = 1|α−

)
= P ⋆

(
n = 1|α+, α−

)
R1

(
α+|α−

)

(18)
The second probabilityQ (α+, n > 1|α−), in (Eq. 13), for

the incident particle to make over one rebound before leaving
the wall may be written :

Q
(
α+, n > 1|α−

)
= Q

(
α+|n > 1, α−

)
P

(
n > 1|α−

)

(19)
in whichP (n > 1|α−) represents the conditioned probabil-
ity to get over one rebound by the incident angleα−.
Furthermore,

P
(
n > 1|α−

)
= 1 − P

(
n = 1|α−

)
(20)

with, by definition :

P
(
n = 1|α−

)
=

∫ π/2

−π/2

P
⋆
(
n = 1|α+

, α
−

)
R1

(
α

+|α−

)
dα

+

(21)

With Eq. 18 and Eq. 19, Eq. 13 leads to the exact equation
:

R
(
α+|α−

)
= P ⋆

(
n = 1|α+, α−

)
R1

(
α+|α−

)

+Q
(
α+|n > 1, α−

)
P

(
n > 1|α−

)
(22)
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Two assumptions are needed to close (Eq. 22), since the
probabilitiesP ⋆ (n = 1|α+, α−) andQ (α+|n > 1, α−) are
unknown.

First, we assume that the conditioned probability
P ⋆ (n = 1|α+, α−) that the particle leaves the wall region
after one and only one rebound is very weakly conditioned
by the incident angle, so that :

P ⋆
(
n = 1|α+, α−

)
≈ P ⋆

(
n = 1|α+

)
(23)

This assumption is supported by the rough wall geometrical
model simulations which show the weak dependance of the
probability to get one and only rebound on the incident angle
α− (see figure 7).

The second assumption is about theα+ pdf of the particles
enduring multiple reboundsQ (α+|n > 1, α−) which is as-
sumed to be nearly equal to the one of particles which endure
only one collisionQ (α+|n = 1, α−), so :

Q
(
α+|n > 1, α−

)
≃ Q (α+, n = 1|α−)

P (n = 1|α−)
(24)

Finally, using Eq. 18 and Eq. 24, the equation Eq. 22 leads
to:

R
(
α+|α−

)
=

P ⋆ (n = 1|α+) R1 (α+|α−)

P (n = 1|α−)
(25)

Using Eq.20 and Eq. 21, we get:

∫
R

(
α+|α−

)
dα+ = 1 (26)

We can notice that the absolute error on the modeling of
theα+ unconditioned pdfR (α+|α−) is written using Eq. 24
in Eq.22:

δR
(
α+|α−

)
= P

(
n > 1|α−

) [
Q

(
α+|n > 1, α−

)

− Q
(
α+|n = 1, α−

)]
(27)

This error remains small as shown in the previous section, ac-
cording to simulation results with the rough wall geometrical
models (figures 8 and 9).

Proposition of an analytical formulation of the
probability to make only one rebound

The proposed "grazing rebound effect" is essentially based
on the probability to get one and only rebound by miming the
multiple rebound effects fromP ⋆ (n = 1|α+). Its analytical
formulation is so needed.

We found that this probability is well-fitted by the follow-
ing formulation (see figure 10):

P ⋆
(
n = 1|α+

)
=





tanh

(
3

2

α+

∆γ

)
if α+ ≥ 0

0 if α+ ≤ 0
(28)

We can notice that one of the essential differences between
the Sommerfeld & Huber (1999) "shadow effect" model and

the present one is that in the "shadow effect" model, the prob-
ability to make a only rebound is modeled by the following
Heaviside function :

P ⋆
(
n = 1|α+

)
=

{
1 if α+ > 0
0 otherwise

(29)

since the analysis which led to this modeling ignored the
eventuality of multiple rebounds for a particle which re-
bounds, withα+ > 0.

The difference between both approaches is highlighted on
figure 11. However, as we will see it, the new formulation is
a generalization of Sommerfeld & Huber (1999) model.

From Eq. 25, Eq. 28 and Eq. 15, we have plotted a few
rebound angle pdf in the case of fully elastic rebounds that
we compare to the previous direct simulations performed by
assuming elastic rebounds. Figures 12-a and 12-b show a
very good agreement between this new approach and the di-
rect simulations. Therefore, the formulation (Eq. 28) allows
to reproduce properly the "grazing rebound effect", mainly
characterized by the pdf of rebound angles (Eq. 25).

New Lagrangian particle-rough wall interaction
model setup

The new Lagrangian particle-rough wall interaction treat-
ment is similar enough to Sommerfeld & Huber (1999)
stochastic model, since the incident particle does make only
one rebound. However, the conditionα+ > 0 on rebound an-
gle, which describes the rebound effect in the "shadow effect"
model, is not sufficient enough to keep the sampled value of
the wall roughnessγ. Actually after the bouncing, the parti-
cle has a non-zero probability to make another rebound, es-
pecially this probability is high if it remains grazing at the
wall. An stochastic process is then used to reproduce this
effect.

The procedure used to reproduce both the incident and re-
bound effects occurring during the particle-rough wall inter-
action is summarized by the following points :

(a) : the incident shadow effect : the wall roughness an-
gle γ is sampled from the normalized form of the "effective
pdf " (Sommerfeld & Huber (1999)) given by :

Peff

(
γ|c−p

)
=





c−p .nγ

c−p .n
Pg (γ) if c−p .nγ ≤ 0

0 if c−p .nγ ≥ 0

(30)

wherec−p is particle incident velocity,n andnγ are respec-
tively unit normal vector to the macroscopic wall and the vir-
tual wall inclined of the angleγ (see figure 13). It should be
noticed thatc−p .n < 0, since the particle shall come from the
flow. Pg (γ) is the unconditional gaussian distribution given
by (Eq. 6).
The sampling of the wall roughness angleγ in terms of the
normalized form of Eq. 30 is achieved by using a rejection
method.

(b) : for this sampled wall roughness angleγ, we calculate
the rebound velocity and rebound angleα+.
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Figure 12: Particle rebound angle probability density function. Fully elastic rebound cases (ew = 1, µw = 0). (a) : ∆γ = 3.8◦

and (b) :∆γ = 6.5◦. Comparison between direct simulations (single line) and modeling given by Eq. 25-Eq. 28 (square and
dashed line), for three collision anglesα−.

(c) : "grazing rebound effect" : in terms ofα+ calcu-
lated in (b), we use the analytical formulation (Eq. 28) to
estimate the probability to make one and only one rebound :
P ⋆ (n = 1|α+).

• if P ⋆ (n = 1|α+) = 0 : we must sample a new
valueγ. Therefore, we return to(a). This is
equivalent to Sommerfeld & Huber (1999) model
when the particles bounce towards the wall.

• if P ⋆ (n = 1|α+) > 0 : we sample one numberS
randomly from uniform distribution between0 and1.
If S ∈ [0, P ⋆ (n = 1|α+)] we keepγ, otherwise if
S ∈ ]P ⋆ (n = 1|α+) , 1], a second collision should
occur and we must sample a new value ofγ, and
then we return to(a). This decision procedure
is summarized by figure 16.

we keepγ we must sample a new value ofγ

SS

P ⋆ (n = 1|α+)

0 1

Figure 16: Summarized of procedure use to choose the wall
roughnessγ at point(c).

The ability of this new modeling to reproduce the effects
of wall roughness during the particle-rough wall interactions
is checked. For that, many particles are impinged with dif-
ferent incident angles on rough wall, where the roughness
effects were simulated from the above points(a) to (c), while
the inelastic collisions on the wall are modeled by Eq. 10-Eq.
11 in which the coefficients are those given in table 1. Figures
14 and 15 show respectively the mean value of the rebound
angle and the pdf of the rebound angleα+. The obtained
results are compared to Sommerfeld & Huber (1999) mea-
surements and theSEM andISEM models. The comparisons

show an improvement in agreement with measurements with
the new modeling, especially for the small incident angles for
both the pdf and the mean value of the rebound angle.

This new modeling is used to simulate Sommerfeld &
Kussin (2004) experimental study in horizontal narrow chan-
nel with stainless rough wall from LES/DPS simulations in
Konanet al. (2007).

Conclusion

We have analyzed the mechanisms occurring during particle-
rough wall interactions. Direct simulations of particles re-
bounds have been carried out on simulated rough walls mod-
eled on the one hand following the random normal distribu-
tion of wall roughness Sommerfeld (1992) approach and on
the other hand from Tsirkunov & Panfilov (1998) geometri-
cal rough wall model. These investigations have confirmed
the existence of multiple rebounds and they emphasized the
both incident and multiple rebound effects as the main mech-
anisms which drive these interactions. It has been shown that
the incident effect is well-modeled for the first collision by
Sommerfeld & Huber (1999) wall roughness effective pdf. It
was shown, however, that the use of this effective pdf in Som-
merfeld & Huber (1999) "shadow effect" model did not suffi-
cient to clearly describe the particle-rough wall interactions,
since the rebound effect was partially treated by the "shadow
effect" model. This rebound effect which should be consid-
ered as a realisability condition of particle rebound empha-
sized the existence of a non-zero probability to hit the rough
wall once more even when the rebound angle is greater than
zero. This effect is especially high for the particles which
rebound with a grazing rebound angle. In the light of these
results, we have proposed an only one rebound model based
on the multiple rebound effects.

9



0 10 20 30
0

10

20

30

SEM
ISEM

New modeling
Measurements

α−

α
+

(a)

0 10 20 30
0

10

20

30

0 20
0

α−

α
+

(b)

Figure 14: Mean value of rebound angle in terms of the collision angle. Comparison between Sommerfeld & Huber (1999)
measurements,SEM, ISEM and the new proposed modeling. (a)dp = 100µm and (b)dp = 500µm.
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Figure 5: Particle rebound angle probability density func-
tion. Comparison between Sommerfeld & Huber (1999)
measurements and direct simulations of particle rebounds on
the both geometrical rough walls (GDWRA andGDRHP) and
the both wall roughness effects models (SEM and ISEM),
in the case where the particle diameter isdp = 500µm
(∆γm = 3.8◦).
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Figure 6: Wall roughness angle probability density function
seen by the incident particle at the first collision for threein-
cident cases : (a) :α− = 5.0◦, (b) : α− = 15.0◦ and (c)
: α− = 25.0◦ from the both geometrical rough wall model
GDWRA (diamond) andGDRHP (star) compared to Som-
merfeld & Huber (1999) effective pdf.
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those which made multiple rebounds while (R (α+|α−)) in-
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Figure 11: Probability to get one and only rebound in term
of the rebound angleα+. "◦ − ◦" : the new formulation,
"⋄ − −⋄" : Sommerfeld & Huber (1999).
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Figure 15: Particle rebound angle probability density func-
tion. Comparison between Sommerfeld & Huber (1999)
measurements (dp = 500µm), SEM, ISEM and the new pro-
posed modeling. (a) :α− = 5.0◦, (b) : α− = 15.0◦ and (c) :
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Abstract

The present paper focuses on the numerical prediction of statistical properties of solid, colliding particles transported in a
fully developed horizontal gas-phase turbulent channel flow. Computations were performed in the framework of Large Eddy
Simulation for the fluid phase and Discrete Particle Simulation for the dispersed phase while the wall roughness effectswere
taken into account following Sommerfeld & Huber (1999). Numerical results are compared to measurements obtained by
Sommerfeld & Kussin (2004). An alternative rough wall collision model proposed in Kannengieseret al. (2007) is also
evaluated.

Introduction

One of the relevant mechanisms not yet completely under-
stood in confined multiphase flows are particle-wall inter-
actions. For inertial particles whose the motion is strongly
influenced by rebound from the wall, accounting for particle-
wall interactions crucial in order to more accurately pre-
dict properties of the dispersed flow. In order to gain a
basic understanding of the controlling mechanisms, much
research has been directed at particle bouncing on smooth
walls. Studies have typically been carried out using La-
grangian treatment of the particles (see e.g. Ottjes (1978);
Osterlé (1991)). In the framework of Eulerian approaches,
analysis of particle-wall interactions over smooth surfaces
have provided a basis for derivation of sophisticated wall
boundary conditions for the first-order moments of the dis-
persed phase (see Sakiz & Simonin (1999); Alipchenkovet
al. (2001)).

Recent measurements in horizontal and vertical turbulent
two-phase channel flows from Sommerfeld & Huber (1999),
Kussin & Sommerfeld (2002) and Bensonet al. (2005) have
shown that wall roughness has a strong effect on dispersed
phase properties. Kussin & Sommerfeld (2002) showed that
wall roughness enhances the transverse dispersion of parti-
cles and their fluctuating velocities across the channel. Their
measurements indicated that wall roughness also causes a re-
markable reduction of the particle transport velocity. Fur-
thermore, previous measurements of Sommerfeld & Huber
(1999) focused on the processes of rebound characteristics
such as the wall roughness “seen” by the incident parti-
cle, rebound angle, and restitution and friction coefficient at
the wall, providing a substantial contribution to improving
understanding of the mechanisms relevant to particle-rough

wall interactions. Analogous to the wall roughness effectsre-
ported by Kussin & Sommerfeld (2002), Bensonet al. (2005)
showed that the reduction of the particle transport velocity
compared to the corresponding result for a smooth wall is
around40%.

Experimentally, Franket al. (1993) and Schade & Hädrich
(1998) improved the knowledge of particles-wall interactions
by studying rebound angle and the influence of variations in
restitution and friction coefficient. The modelling of the wall
roughness can be decomposed into two parts. The first part
considers geometrical representation of the wall on which the
incident particle reaches (Matsumoto & Saito (1970a); Mat-
sumoto & Saito (1970b), Franket al. (1993); Tsirkunov &
Panfilov (1998)). In this approach, although the wall geom-
etry is represented using stochastic approaches, its structure
must be known prior to Lagrangian simulation. The latter
consists in more fine stochastic description of particle-wall
collision. The basic idea is to assume whenever the particle
reaches the rough wall, that it contacts a smooth “virtual” in-
clined wall with a randomly chosen inclination angle. This
modeling approach was first introduced by Tsujiet al. (1987)
and improved by Sommerfeld (1992) and Sommerfeld & Hu-
ber (1999) by accounting for more of the physical aspects
of particle-rough wall interactions, with the improvements
guided by their measurements and Lagrangian simulations.

In the present study, wall roughness is represented using
the “shadow effect” model of Sommerfeld & Huber (1999) in
simulations of turbulent two-phase flow in a horizontal chan-
nel. Simulations are carried out LES for the carrier-phase
flow and DPS for the dispersed-phase treatment. Also pre-
sented is an evaluation of the rough wall collision model de-
veloped by Kannengieseret al. (2007).
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Nomenclature

c−p particle incident velocity vector
n wall-normal unit vector
nγ inclined virtual wall-normal unit vector
Peff effective wall roughness PDF
Pg normal distribution function
Reτ friction Reynolds number
uτ friction velocity
v−p particle incident velocity vector
v−p particle rebound velocity vector

Greek letters
α− collision angle
α+ rebound angle
γ wall roughness angle
∆γ wall roughness angle standard deviation
δ channel halfwidth
νT eddy viscosity
τps particle response time
τw wall shear stress

Subscipts
f fluid
p particle

Particle-Wall Collision “Shadow Effect”
Model

This model, proposed by Sommerfeld & Huber (1999), sim-
ulates wall roughness effects by assuming that the impact an-
gle is composed of the particle trajectory angle and a stochas-
tic contribution due to wall roughness. The incident particle
hits a smooth virtual inclined wall whose the inclination is
randomly sampled (see figure 1).

Based on their measurements, the angular distribution
characterizing wall roughness is represented using a normal
distribution with a standard deviation∆γ which depends on
the structure of the wall roughness and the particle size:

Pg (∆γ, γ) =
1√

2π∆γ2
exp

(
− γ2

2∆γ2

)
(1)

For some incident angles, Schade & Hädrich (1998) pointed
out that the effective pdf of the roughness angle experienced
by the particles should be modified by an “incident effect”.
According to Sommerfeld & Huber (1999) there exists a
so-called “shadow effect” for small incident angles. This

x′

y′

x

y

γ

γ

Figure 1: Sommerfeld bouncing model (Sommerfeld
(1992)).

“shadow effect” results from the combination of two phe-
nomena. The first occurs before the particle-wall collision
and is due to the perspective of the physical rough wall for
a given incident particle. Sommerfeld & Huber (1999) show
that the effective distribution function of the wall roughness
inclination seen by the particles is given by:

Peff

(
α−, ∆γ, γ

)
=

Pg (∆γ, γ) sin (α− + γ)
∫ π/2

−α−

Pg (∆γ, γ) sin
(
α− + γ

)
dγ

(2)
The second effect occurs following the particle-wall colli-

sion, i.e., at rebound and is due to the assumption that the
particle should return into the flow.

The procedure proposed by Sommerfeld & Huber (1999)
to account for this second shadow effect in simulations is:

• the roughness angle is sampled from the normal
distribution function Eq. (1).

• if a negative roughness angle with an absolute value
being larger thanα− is sampled, an unphysical
collision results, namely the particle comes from behind
the wall and hence a new value is sampled forγ.

• if the collision leads to a rebound velocity directed
towards the wall, a new roughness angle is sampled.

This method results in the particle sampling randomly the

wall roughness angle from a truncated normal distribution
and does not account for the first mechanism.

This model has been applied with relative successes by
comparison with experiments in RANS/Lagrangian simula-
tions (Laìnet al. (2002)). It allowed study of the influence
of the 3D wall roughness on the particle velocity variance,
turbulent transport, and the concentration of the particles in a
vertical turbulent channel flow in the framework of LES/DPS
simulations at low Reynolds number (Squires & Simonin
(2006)). However, it has not yet been applied in LES/DPS
simulations at high Reynolds number. In the following, we
perform such a simulation that we compare to an experimen-
tal test case studied during the 11th Workshop on Two-Phase
Flow Prediction, held in Merseburg, 2005. The test facil-
ity used for the experiments is the same presented in Som-
merfeld & Kussin (2004). Fully-developed turbulent two-
phase flow was established in a horizontal channel whose di-
mensions are6 m in length,35 mm height, and a width of
350 mm. The Reynolds number based on the friction ve-
locity uτ and channel halfwidthδ is Reτ = 1050 . The
dispersed phase was comprised of spherical glass beads, as-
sumed mono-disperse in the simulations, while the channel
walls are made of stainless steel plates.

Approach

LES of Turbulent Channel Flow

The fluid phase is modeled using LES in which the transport
equations governing the large-scale motions are obtained by
filtering the Navier-Stokes equations,

∂uf,i

∂t
+

∂uf,i uf,j

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1

Reτ

∂2uf,i

∂xj∂xj
− ∂τij

∂xj
(3)
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∂uf,i

∂xi
= 0 (4)

in which uf,i denotes theith component of the filtered fluid
velocity. The streamwise (x), wall-normal (y), and spanwise
directions are referred to, respectively, byi = 1, 2 and3. The
subgrid-scale stressτij = uf,iuf,j − uf,i uf,j which repre-
sents the effect of the small scales on the resolved motions in
the flow are modeled using an eddy viscosity Piomelliet al.
(1989):

τij = −2νT Sij (5)

Sij =
1

2

(
∂uf,i

∂xj
+

∂uf,j

∂xi

)
(6)

νT = l2
√

2SijSij (7)

l = 0.1

[
1 − exp

(
− y+3

A+3

)]1/2

(∆x∆y∆z)
1/3 (8)

The dimensions of the computational domain are2πδ in
the streamwise(x or x1), π in the spanwise(z or x3) and
2δ in the wall-normal(y or x2) directions. Periodic bound-
ary conditions are applied in the streamwise and spanwise di-
rections. Owing to the high Reynolds number, a wall model
is used to predict the instantaneous wall stress (Schumann
(1975)):

τ12 (x, z) =
u (x, y1, z)

〈u (x, y1, z)〉 〈τw〉 ,

vw (x, z) = 0, (9)

τ32 (x, z) =
2

Reτ

w (x, y1, z)

∆y
〈τw〉

in which y1 indicates the first grid point of the wall-normal
mesh,〈τw〉 is the mean wall stress.

The governing equations Eq. (5-8) are solved using a frac-
tional step method (e.g. Burton & Eaton (2002)) on a stag-
gered mesh comprised of64× 64× 64 cells in thex, y andz
directions, respectively. The grid spacings are uniform inthe
three directions and correspond in viscous units to∆x+ ≃
103 (∆x+ = ∆xReτ/δ), ∆y+ ≃ 40 and∆z+ ≃ 52. Spa-
tial derivatives are approximated using second-order accurate
central differences. The Poisson equation formulated for the
pressure variable that is used to obtain a divergence-free ve-
locity field is solved using fast transforms in the streamwise
and spanwise direction, resulting in a series of tri-diagonal
matrices that are efficiently inverted in the direction normal
to the solid walls. The discretized system is advanced in time
using an implicit/explicit time scheme (Crank-Nicholson and
second-order Adams-Bashforth).

Discrete Particle Simulation

The spherical particles used in the experiments are character-
ized by material densities much larger than that of the fluid
phase (ρp ≫ ρf , whereρf is the fluid density andρp is the
particle density). We assume that their diameterdp is small
compared to the smallest length scales of the carrier-phase
turbulent flow. Furthermore, owing to the large density ratio,

the dominant forces are assumed to reduce to drag and grav-
ity, particle rotation is neglected. The equation of motionfor
a single particle is then:

dvp,i

dt
= −3

4

ρf

ρp

CD

dp
|vr| vr,i + gi (10)

dxp,i

dt
= vp,i (11)

wherexp,i andvp,i are respectively theith component of the
position and the velocity of the particle;vr,i is the particle
relative velocity defined by:

vr,i = vp,i − uf@p,i (12)

in which uf@p,i is the ith component of fluid velocity lo-
cally undisturbed by the particle presence and at the parti-
cle position. Without two-way couplinguf@p,i is equal to
the filtered fluid velocityuf,i

(
xp (t) , t

)
supplemented by a

subgrid contribution. However, following Fede & Simonin
(2006), the influence of subgrid turbulence is neglected, jus-
tified in the present case, for inertial particles with relaxation
timesτps larger than the subgrid fluid turbulent characteristic
time scale. The local drag coefficientCD is modeled using
the expression from Schiller & Nauman (1935):

CD =
24

Rep

[
1 + 0.15Re0.687

p

]
, Rep =

|vr| dp

νf
(13)

Neglecting the rotation of the particles, the Hard Sphere
model for modification of the velocities of particles A and B
following a collision reduces to:

v′pA
= vpA

+
1

2
(1 + ec) (wr.k) k

v′pB
= vpB

− 1

2
(1 + ec) (wr.k) k

(14)

where the primes denote the velocities after the collision,k
the unit-normal vector directed from the center of particleA
to the center of particle B.wr = vpB

− vpA
is the relative

velocity of particle B compared to A andec is the restitution

n
γ

nγ

c−p α+

α−

Figure 2: Illustration of incident particle which rebounds on
smooth virtual wall inclined at angleγ.
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coefficient. The particle-particle collision treatment isdeter-
ministic and the particles are moved following the collision
for the remainder of the time step by assuming their trajecto-
ries are curvilinear and the local undisturbed fluid velocity at
the particle position is constant during the time step.

To account for wall roughness effects, whenever one par-
ticle collides with the wall, it is assumed that it collides with
an inclined smooth “virtual wall” such as shown in Figure
2. The inclination angle is provided by the procedures de-
scribed in the previous section and the velocity changes due
to the rebound, in the case of a sliding collision are given by:

v+
p = v−p − (1 + ew)

(
v−p .nγ

) (
nγ − µwtγ

)

tγ =
1∣∣vg

∣∣vg, vg = v−p −
(
v−

p .nγ

)
nγ

(15)

in which the superscripts(−) and(+) denote, respectively,
the particle properties before and after rebound;ew andµw

are the restitution and friction coefficients at the wall.
Following Grant & Tabakoff (1975), the restitution coef-

ficient depends on the collision angleα−. Based on their
measurements, Sommerfeld & Huber (1999) have recently
proposed to model both restitution and friction coefficients
as:

ew

(
α−

)
=





eh − 1

αe
α− + 1 if α− ∈ [0, αe]

eh if α− ≥ αe

(16)

µw

(
α−

)
=





µh − µ0

αµ
α− + µ0 if α− ∈ [0, αµ]

µh if α− ≥ αµ

(17)
where the rebound coefficients areeh, αe, µh andµ0. The
anglesαe andαµ which appear in (16)- (17) are given from
experiments. It should be noticed, however, that in order
to remain consistent with simulation approach, we have re-
placed in the computationsα− by α− + γ in Eq. (16) and
Eq. (17).

The set of equations (10)-(11) is integrated in time using
the second-order Adams-Bashforth method. Fourth-order
Lagrange polynomials are used to interpolate the fluid veloc-
ity to the particle position. However, as the wall layer is not
directly resolved in the LES for the fluid phase, the first point
in the wall-normal fluid mesh is located aty+ ≃ 20. For the
two cases presented in the next section, the particle diame-
ters in viscous units wered+

p ≃ 6.0 andd+
p ≃ 7.8. The fluid

velocities at the first point off the wall were extrapolated to
the surface prior to the velocity interpolation process, which
will influence accuracy.

Results and Discussion

Simulations have been carried out by considering for the
same fluid flow (Reτ = 1050), two different dispersed phase
cases characterized mainly by the particle diametersdp and
the wall roughness standard deviation∆γ. The particles
have the same densityρp = 2450 kg/m3 and their Stokes
is given bySt = τps/ (δ/uτ ) where the response time is
τps = ρpd

2
p/ (18νfρf ). All the dispersed phase parameters
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Figure 4: Particle streamwise mean velocity. (a) case 1 and
(b) case 2.a2 andb1 are the measurements.a1 : ∆γ = 5.3◦,
a3 : ∆γ = 6.5◦ andb2 : ∆γ = 1.0◦.

are summarized in Table 1. For case 1, the actual value of
the wall roughness standard deviation∆γ measured by Som-
merfeld & Huber (1999) is shown in brackets(∆γ = 5.3◦).
However, in their simulations these investigators increased
the value to∆γ = 6.5◦, so as to obtain more accurate pre-
dictions. Presented below are results for these two standard
deviations, in order to assess the influence of the roughness
angle. Despite the high volume fractions (greater than10−6),
one-way coupling has been considered. Particle-particle col-
lisions were assumed to be inelastic withec = 0.9.

Two-phase flow mean velocity and turbulence
properties

Fluid statistics

The fluid statistics are obtained by averaging in time in planes
(x − z) parallel to the horizontal channel walls. The results
presented in Figures (3 a)-(3 d) show that the streamwise

mean velocity〈uf 〉f = Uf , the rms velocities
〈
u′2

f

〉1/2

f
and

〈
v′2f

〉1/2

f
, and the shear stress

〈
u′

fv′f

〉
f

are well-predicted

compared to the experiment, even considering that in the
near wall region the LES is not sufficiently resolved to com-
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dp (µm) St ∆γ η (mass loading) αp, Np eh αe µh µ0 αµ

case 1 100 4.06 6.5◦ (5.3◦) 0.2 1.05 × 10−4, 42400 0.7 22.0◦ 0.15 0.5 20.0◦

case 2 130 6.86 1.0◦ 0.3 1.49 × 10−4, 27345 0.9 22.0◦ 0.15 0.4 20.0◦

Table 1: Particle parameters used in the LES/DPS.
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Figure 5: Normalized particle flux. (a) case 1 and (b) case 2.
a2 andb1 are the measurements.a1 : ∆γ = 5.3◦, a3 : ∆γ =
6.5◦ andb2 : ∆γ = 1.0◦.

pletely capture the rms velocities. This can be explained by
the fact that wall models are employed in the present compu-
tations which are defined in terms of the velocity of the core
of the flow. Actually, although the near wall region is a re-
gion of net turbulence production and has been shown to be
self-sustaining (Jiménez (1999)). The wall model used here
enforces proportionality between the wall stress and the ve-
locity at the first point in both the streamwise and spanwise
directions.

Secondly, the extrapolation performed prior to the interpo-
lation phase does not seem to influence the statistics of the
velocity at the particle position. However, it is likely that
instantaneously this procedure leads to some inaccuraciesin
the interpolation of fluid velocity seen by the particle. To
estimate the error, one should study for instance the energy
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Figure 6: Wall-normal velocity variance. (a) case 1 and (b)
: case 2.a2 andb1 are the measurements.a1 : ∆γ = 5.3◦,
a3 : ∆γ = 6.5◦ andb2 : ∆γ = 1.0◦.

spectra obtained from this combined procedure.

Particles statistics

Particle mean velocities in the streamwise direction are
shown in Figure 4 for the two cases. The figures show
good agreement between data and the particle-wall interac-
tion model. However, in the near upper-wall region, we can
notice a slight underestimation in case 1 with the two differ-
ent standard deviations∆γ = 5.3◦ and∆γ = 6.5◦. Increas-
ing the standard deviation does not change the mean velocity.

Figure 5 compares the vertical profile of particle concen-
tration between experiment and the simulations. The trends
provided by the model are very interesting. The comparison
to the experiment is reasonably accurate for case 1, whereas
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Figure 3: Fluid statistics. Green dashed symbol: experiment; blue line: LES; red line: fluid interpolation at particle position.
(a) Streamwise mean velocity; (b) rms streamwise velocity;(c) rms wall-normal velocity and (d) shear stress.

in the channel center for the second case, the “shadow ef-
fect” model leads to an underestimation of the concentration.
In addition we can see for the two cases, in the lower wall re-
gion that the “shadow effect” model induces many particles
at the wall even if the experiment seems to find an high con-
centration in case 1 despite the wall roughness. Simulations
show also that increasing the standard deviation leads to a
small reduction of concentration in the wall region for case
1. The understanding of such a behavior can be explained
by the wall-normal velocity variance

〈
v′2p

〉
p
. This quantity

is presented in Figure 6. The figure shows that the vari-
ance production at the wall with the “shadow effect” model
is smaller for the two cases than in the measurements. The
observed underestimation seems the same order for the two
cases and it is about30%. Even by increasing the wall rough-
ness standard deviation∆γ in case 1, the resulting increase
remains small compared to the measured values. However
as is well known, the particle concentration is driven by the
wall-normal velocity variance and gravity (e.g., see Simonin
et al. (1997)). Therefore, the underestimation of the wall-
normal velocity variance is consistent with the high concen-
tration of particles in the wall region. This also explains the
small reduction in the particle concentration with the small

increases of the wall-normal variance resulting from larger
values of the wall roughness standard deviation in case 1. In
the second case with larger particles, owing to the underes-
timation of the wall-normal velocity variance, the gravityis
most probably the main driver of the particle concentration,
in turn explaining the high concentration at the lower wall of
the channel. However, the profile obtained from this “shadow
effect” model seems reasonable.

Figure 7 shows the longitudinal particle velocity fluctua-
tions for the three simulation cases. The figure shows these
fluctuations are also underestimated as well for case 2 and
for the two standard deviations of case 1. The increase in
the standard deviation∆γ leads to a small reduction of the
longitudinal fluctuations compared to the measured standard
deviation case. In case 2, the model accurately predicts the
fluctuations at the lower wall.

In summary, increasing the standard deviation for the first
case increases the wall-normal velocity variance and results
in a slight reduction of the particle concentration at the wall.
The streamwise mean and fluctuating velocities have not
been influenced by this change, as also found by Squires &
Simonin (2006).
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Figure 7: Streamwise velocity fluctuation. (a) case 1 and (b)
case 2.a2 andb1 are the measurements.a1 : ∆γ = 5.3◦,
a3 : ∆γ = 6.5◦ andb2 : ∆γ = 1.0◦.

PDF of Particle Rebound Angle

The particle rebound angle pdf is one of the most impor-
tant characteristics of particle-wall collision models. Shown
in Figure 9 is the rebound angle pdf for some collision an-
gles during the simulations. Since we cannot obtain an accu-
rate value for the collision angleα− in the simulations, we
have instead plotted the rebound angle pdf for an incident
angle between a domain[α− − ε, α− + ε], whereε should
be small. However, the value ofε should be large enough
to obtain sufficient samples in order to obtain reasonable dis-
tributions. Generally, all the rebound angle PDFs show the
same profile. We can see that the particle has a high prob-
ability to rebound with a grazing angle. This effect is more
pronounced when the particle collides with the wall with a
near-zero angle. This shows that the incident grazing parti-
cles have a non-zero probability to remain grazing after their
collision on the rough wall. In addition, as shown in Fig-
ure 8, in this flow the particles tend to reach the wall with a
very small incident angle. Therefore, many particles which
reach the wall have a non-zero probability to remain grazing.
This could explain the quantity of particles observed in the
lower wall region of the channel and the underestimation of
the wall-normal velocity variance. Even by increasing the
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Figure 8: Probability density function of collision angle.
Blue line: case 1 with∆γ = 6.5◦, red line: case 1 with
∆γ = 5.3◦ and black line: case 2.

wall roughness standard deviation∆γ, we can see that the
grazing incident particles always have a non-zero probability
to rebound with a near zero angle.

The high concentration of particles generated by the non-
zero probability to remain grazing after the collision has
been pointed out by Konanet al. (2006) in the framework
of Eulerian boundary condition derivations. That work high-
lighted an important mechanism ignored in analysis leading
to the shadow effect model. In fact, this “shadow effect”
model favors enormously the null rebound angles and this
yields many grazing particles at the wall. This high prob-
ability for the incident particles to rebound with zero an-
gle is also clearly observed in the Lagrangian simulations
of Sommerfeld & Huber (1999), unlike the experiments. In
reality, the particles cannot remain grazing along the wall
since they should hit another asperity of the rough wall and
subsequently return in the flow. In other words, a particle
could hit the wall many times before exiting the near-wall
region. This impossibility of multiple rebounds was high-
lighted by Tsirkunov & Panfilov (1998) as one of the major
drawbacks in Sommerfeld (1992) stochastic models of wall
roughness. With a realistic wall model where the particle
can enter into one hollow and make many rebounds before to
exit, Tsirkunov & Panfilov (1998) shown that the probability
to rebound with null angle is zero.

In the following, we present a new perspective of particle-
rough wall collision for Lagrangian simulations which de-
scribes more physically the mechanisms occurring during the
rebound process. This model is based both on the stochastic
model of Sommerfeld & Huber (1999) and incorporates the
possibility to make multiple rebounds. The details of prelim-
inary studies which led to the following new formulation can
be found in Kannengieseret al. (2007).

Perspectives: Rough Wall Multi-Collision
Model

Preliminary studies carried out so as to understand the ac-
tual behavior of particle which rebound on rough walls have
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Figure 9: Probability density function of rebound angle. (a)
case 1 witha1 : α− ∈ [1.25◦, 1.3◦] , ∆γ = 5.3◦; a2 : α− ∈
[2.45◦, 2.5◦] , ∆γ = 5.3◦; a3 : α− ∈ [1.25◦, 1.3◦] , ∆γ =
6.5◦ anda4 : α− ∈ [2.45◦, 2.5◦] , ∆γ = 6.5◦. (b) case 2
with b1 : α− ∈ [1.25◦, 1.3◦] , ∆γ = 1.0◦ andb2 : α− ∈
[2.45◦, 2.5◦] , ∆γ = 1.0◦.

consisted of making many impingements, for different in-
cident angles, on two different types of two-dimensional
rough walls although roughness structure is usually three-
dimensional.

The first wall has been simulated by connecting the points
obtained from a Gaussian distribution angles with segments
(Sommerfeld (1992)), whereas the second one has been built
by linking the points with cubic spline method. Points of the
second wall were obtained from a Gaussian distribution of
the height of roughness (Tsirkunov & Panfilov (1998)).

Similar to the results reported by Tsirkunov & Panfilov
(1998), these direct simulations have shown existence of
multiple rebounds: the particle has a non-zero probability
to hit the wall again even when the rebound angle is greater
than zero; and also that the pdf of wall roughness angle is
the same one referred to by Sommerfeld & Huber (1999) as
“effective pdf ” for the first bouncing on the rough wall.

The new formulation proposed here is similar to the
stochastic model of Sommerfeld & Huber (1999). The in-
cident particle makes only one rebound, and then we sam-
ple the wall roughnessγ in the “effective pdf ”. In addition,
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=
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Figure 10: Probability to obtain one and only rebound in
term of the rebound angleα+. “◦−◦”: the new formulation,
“⋄ − −⋄”: Sommerfeld & Huber (1999).

unlike the Sommerfeld & Huber (1999) model, the rebound
angleα+ > 0 is not sufficient to keep the sample value of
the wall roughnessγ. If the particle remains grazing after
the rebound, it has a non-zero probability to make another
rebound. However, since we do not make directly multiple
rebounds, we try to reproduce the mechanism occurring dur-
ing the multiple rebounds from one stochastic process based
on the probability to obtain one and only rebound. One of
the main differences between Sommerfeld & Huber (1999)
“shadow effect” model and our suggestion is the probability
to obtain only a single rebound,P (n = 1|α+) wheren is the
number of rebounds in terms of the rebound angleα+. This
difference is clearly exhibited by Figure 10. In other words,
the probability to get one and only one rebound is given :

- by Sommerfeld & Huber (1999) model by :

P
(
n = 1|α+

)
=

{
1 if α+ > 0
0 otherwise

(18)

an Heavyside function.

- while for the new formulation, it is well described by the
following function :

P
(
n = 1|α+

)
=





tanh

(
3

2

α+

∆γ

)
if α+ ≥ 0

0 if α+ ≤ 0
(19)

The procedure use to take account of the mechanisms de-
scribed above in Lagrangian simulations is summarized as
follows:

(a): the incident shadow effect : the wall roughness angle
γ is sampled from the normalized form of the “effective pdf ”
(Sommerfeld & Huber (1999)) given by:

Peff

(
γ|c−p

)
=





c−p .nγ

c−p .n
Pg (γ) if c−p .nγ ≤ 0

0 if c−p .nγ ≥ 0

(20)
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Figure 12: Streamwise mean velocity case 1. Green line:
measurements, blue line: shadow effect model, red line: im-
proved model.

wherec−p is the particle incident velocity,n andnγ are re-
spectively unit normal vectors that define the macroscopic
wall and the virtual wall inclined at angleγ (Figure 2). It
should be noted thatc−p .n < 0, since the particle shall come
from the flow.Pg (γ) is the unconditional Gaussian distribu-
tion given by Eq. (1). The sampling of the wall roughness
angleγ in terms of the normalized form of equation Eq. (20)
is achieved by using a rejection method.

(b): for this sampled wall roughness angleγ, we calculate
the rebound velocity and rebound angleα+.

(c): "grazing rebound effect" : in terms ofα+ calcu-
lated in(b), we use the analytic formulation Eq. (19) to es-
timate the probability to make one and only one rebound:
P (n = 1|α+).

• if P (n = 1|α+) = 0: we must sample a new
valueγ. Therefore, we return to(a).

• if P (n = 1|α+) > 0: we sample one numberS
randomly from a uniform distribution between0 and1.
If S ∈ [0, P (n = 1|α+)] we keepγ, otherwise if
S ∈ ]P (n = 1|α+) , 1] we must sample a new value
of γ, and then we return to(a). This decision procedure
is summarized in Figure 11.

we keepγ we must sample a new value ofγ

SS

P (n = 1|α+)
0 1

Figure 11: Summmary of procedure use to choose the wall
roughnessγ at point(c).

To check the ability of this new suggestion to described
properly the mechanisms which occurs during particle-rough
wall collisions, we have performed simulations for case 1 us-
ing the actual standard deviation measured in experiments,
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Figure 13: Normalized particle flux case 1. Green line:
measurements, blue line: shadow effect model, red line: im-
proved model.

∆γ = 5.3◦. We show in the figures the results obtained with
both methods in order to illustrate the changes brought about
using the new formulation.

Despite the reasonable profile of the streamwise mean ve-
locity, Figure 12 shows that the new suggestion underesti-
mates the previous result. Figure 13 shows a strong reduc-
tion in the concentration of particles at the lower wall. This
is justified by the high production of the wall-normal veloc-
ity variance at the wall shown by in Figure 14. The results
presented in Figure 15 show that the improved model leads
to an increase in the streamwise velocity fluctuation. It can
also be noted that the Figure 16 showing the rebound angle
PDF indicates that there is a null probability for a particle
to rebound with a grazing angle as also found in the direct
simulations of Tsirkunov & Panfilov (1998).

In summary, sampling the wall roughness angleγ from
the effective PDF given by Sommerfeld & Huber (1999) and
considering that a particle which remains grazing has a non-
zero probability to experience another rebound (character-
ized by a new sampling of the virtual wall roughness) has
led to an increasing of the particle velocity fluctuations that
compares well to measurements. The increase in the parti-
cle wall-normal velocity variance results in a significant re-
duction of the particle concentration at the wall. Important
to also note is that these results have been obtained without
resorting to increases in the wall roughness angle standard
deviation.

Conclusions

LES/DPS has been applied to simulation of gas-particle flows
in a horizontal channel with rough walls. The accounting of
the roughness has been accomplished using the “shadow ef-
fect” model proposed by Sommerfeld & Huber (1999). Sim-
ulation results compared to measurements from Sommerfeld
& Kussin (2004) have shown in general an adequate predic-
tion of the dispersed phase statistics. Additionally, important

9



0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
0

0,5

1

1,5

2

Figure 14: Wall-normal velocity variance case 1. Green line:
measurements, blue line: shadow effect model, red line: im-
proved model.

issues were highlighted, in particular the importance of graz-
ing collisions at the wall and underestimation of the particle
velocity fluctuations. An improvement of the “shadow ef-
fect” model based on the effects of multiple rebounds has
also been presented. This new suggestion constitutes a real
perspective for modeling wall roughness effects during the
particle/rough wall collisions.
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