
ESTUDIO DE LA ESTRUCTURA DE BANDAS EN
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Resumen

En el presente trabajo se desarrolla un estudio teórico de la estructuras de ban-

das en cristales fotónicos superconductores 2D a temperaturas de 5 K y 15 K, usando

ondas planas de polarización TM incidentes sobre el cristal. Se utilizó el método de

expansión en ondas planas (PWM) para obtener la relación de dispersión de las on-

das electromagnéticas en una red compuesta de varillas superconductoras sólidas y

huecas, dispuestas en redes cuadradas y triangulares sumergidas en una matriz de

aire. También se consideran varillas superconductoras huecas, con un núcleo de mate-

rial dieléctrico. Se asume que las varillas superconductoras están hechas del material

Bi1,85Pb0,35Sr2Ca2Cu3,1Oy, el cual es un superconductor de alta temperatura cŕıtica y

cuya respuesta eléctrica está bien representada por el modelo de los dos fluidos, en don-

de los efectos de disipación a temperaturas suficientemente bajas, pueden despreciarse.

Se compara las estructuras de bandas para ambos tipos de varillas y geometŕıas,

donde se pudo observar la formación de nuevos band gaps fotónicos al cambiar las vari-

llas sólidas por huecas, esto particularmente para la disposición en una red cuadrada.

En el caso de la red triangular, se encontró la desaparición de band gaps y su reaparición

al sustituir las varillas sólidas por huecas. Se analizó la modificación de la estructura

de bandas fotónicas debido a la variación de la constante dieléctrica del núcleo, en el

caso de las varillas superconductoras huecas con núcleo dieléctrico.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La construcción de circuitos electrónicos ha ido evolucionando a lo largo de las

últimas décadas, a tal punto que la miniaturización de los componentes electrónicos se

ha hecho evidente en los dispositivos que tenemos en nuestras manos. De otro lado,

también se ha incrementado el estudio de nanodispositivos fotónicos, al igual que sus

posibilidades de aplicación como elementos básicos en el diseño de sistemas adecuados

para el procesamiento óptico de información. De hecho, en las últimas dos décadas, los

cristales fotónicos han sido considerados como candidatos para la implementación de

circuitos ópticos.

En general, los cristales fotónicos son estructuras periódicas cuya periodicidadde-

termina las respuestas electromagnéticas, y por ende en el ı́ndice de refracción, para la

propagación de ondas electromagnéticas a través del cristal fotónico. Como una con-

secuencia de la periodicidad en el ı́ndice de refracción, las ondas electromagnéticas se

dispersan dentro del cristal dando lugar al efecto de difracción, y a la interferencia

constructiva y destructiva de las ondas. Debido a este hecho, los cristales fotónicos

presentan la propiedad de no permitir la propagación de la luz en ciertos rangos de

frecuencia de la radiación electromagnética, rangos que reciben el nombre de brechas

o band gaps, los cuales pueden ser observados en la estructura de bandas fotónicas del

cristal. Esta estructura de bandas fotónicas depende tanto de la periodicidad espacial

del sistema, como del ı́ndice de refreacción, reflejando la relación de dispersión de las

ondas electromagnéticas dentro del cristal.

Un creciente interés por el estudio de los cristales fotónicos se ha manifestado desde
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2 Caṕıtulo 1. Introducción

finales de la década de 1980, momento en el cual los profesores Eli Yablonovich1 y Sajeev

John,2 de forma independiente, buscaban la posibilidad de obtener materiales en los

cuales se pudieran evitar las pérdidas por emisión espontánea, el primero, y la obtención

de la localización de la luz, por parte del segundo. Para el profesor John, la localización

de la luz era una consecuencia de la formación de bandas prohibidas, aśı como ocurre

con los electrones que se encuentran confinados en sistemas desordenados. En el año

1991, el profesor Yablonovitch presenta el primer material con un gap fotónico,3 el

cual se conoce en la actualidad como yablonovita, dando aśı inicio a un campo de

investigación que hasta el dia de hoy es muy explotado. Desde los trabajos iniciales de

Yablonovich y John, los cristales fotónicos han sido tema de investigación debido a la

posibilidad de sintonizabilidad y control de la luz que pasa a través de ellos; es aśı como

aplicaciones en celdas solares,4 LEDs5−6 y fibras ópticas,7 han sido consideradas.

Diversos materiales dieléctricos han sido utilizados como constituyentes de los cris-

tales fotónicos, evitando aśı los problemas de absorción, sin embargo, la utilización

de materiales metálicos, que presentan una respuesta dieléctrica dispersiva, ha creci-

do inevitablemente.8−14 Usando polarización TM, en el rango de frecuencias bajas,

los cristales se comportan como reflectores perfectos. Adicionalmente, también han si-

do propuestos como fuentes de luz visible.14 Además, es importante mencionar que el

uso de materiales metálicos produce la excitación de modos Mie plasmon-polariton al

utilizar polarización TE.10 Estos modos pueden servir como herramienta a la hora de

fabricar celdas solares, debido a que presentan una alta absorción de la luz; además de

jugar un importante rol en la implementación de filtros ópticos, por la casi nula veloci-

dad de grupo que pueden tener y la permanencia casi inalterable del gap fotónico, ya

que el gap plasmónico es robusto al desorden.

Por otra parte, también se ha evidenciado gran interés por el estudio de cristales

fotónicos basados en materiales superconductores, tanto convencionales como de alta

temperatura cŕıtica,15−26 principalmente en el rango de frecuencias del orden de los

Terahertz. Este tipo de cristales fotónicos, se puede despreciar los efectos de disipasión,

en comparación con aquellos fabricados con componentes metálicos; además de que
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permiten controlar o sintonizar los band gaps fotónicos a través de una diversidad

de parámetros externos, tales como la temperatura del sistema, campos magnéticos

externos aplicados y la propia geometŕıa de los elementos que conforman la estructura

peródica del cristal fotónico.

Las respuestas electromagnéticas de los superconductores de alta temperatura cŕıti-

ca, se pueden considerar asumiendo que son materiales no magnéticos, y que poseen

una permitividad dieléctrica dependiente de la frecuencia ε(ω).18 En el contexto del

modelo fenomenológico de los dos fluidos, en el que se asume que el sistema electróni-

co está compuesto de una fracción de electrones normales y otra que participa en el

condensado superconductor. La permitividad puede ser reducida a una forma similar

a la obtenida en el modelo de Drude para los metales, solo que para el caso de los

superconductores, la disipación es despreciable.18

La estructura periódica usada en la red del cristal fotónico es de vital importancia

a la hora de estudiar su estructura de bandas fotónicas, además de la forma geométrica

de los elementos que conforman dicha red. Un cristal fotónico bidimensional puede for-

marse mediante la disposición de varillas infinitamente largas en cada uno de los sitios

de una red periódica bidimensional, como por ejemplo, una red cuadrada o triangular.

La geometŕıa de la sección transversal de las varillas, juega un papel muy importante en

la dispersión de las ondas electromagnéticas dentro del cristal fotónico, y por lo tanto,

es uno de los factores determinantes en su estructura de bandas fotónicas. En la im-

plementación de diferentes tipos de cristales fotónicos bidimensionales se han utilizado

varillas con geometŕıa ciĺındrica, de sección transversal circular. Takeda y Yoshino,17

efectuaron cálculos teóricos de estructuras de bandas fotónicas en cristales fotónicos bi-

dimensionales formados por varillas ciĺındricas superconductoras de alta temperatura

cŕıtica, hechas del material Bi1,85Pb0,35Sr2Ca2Cu3,1Oy, dispuestos en una red cuadra-

da. Ellos encontraron que, a temperaturas menores que 0.4 Tc solo se forma un band

gap fotónico en la estructura de bandas, por debajo de una cierta frecuencia de corte.

Más recientemente, se ha considerado la posibilidad de usar varillas huecas, en lugar

de sólidas, para la implementación de diferentes tipos de cristales fotónicos bidimen-
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sionales,27−31 con el objetivo de favorecer la formación de nuevos band gaps fotónicos

en las respectivas estructuras de bandas, al igual que permitir un mejor control sobre

dichos band gaps a través de la variación de algunos parámetros externos, tales como

temperatura y campo magnético aplicado. Sin embargo, este tipo de geometŕıa de va-

rillas huecas no ha sido considerada para el caso de cristales fotónicos bidimensionales

con constituyentes superconductores.

En el presente trabajo, se estudia el comportamiento de la estructura de bandas

fotónicas en cristales fotónicos bidimensionales (2D), basados en varillas ciĺındricas

huecas superconductoras de Bi1,85Pb0,35Sr2Ca2Cu3,1Oy, con radios interno y externo

R1 y R2, respectivamente, en principio inmersas en aire. Se consideran arreglos periódi-

cos de dichas varillas en redes cuadradas y triangulares, asumiendo ondas incidentes de

polarización TM. En esta polarización, el campo eléctrico de la onda incidente es para-

lelo al eje de las varillas y el respectivo campo magnético es perpendicular al eléctrico.

Las varillas superconductoras se suponen fabricadas de tal forma que su eje coincide

con el eje de anisotroṕıa (eje c) del cuprato superconductor, es decir, perpendicular a los

planos de óxido de cobre (planos ab) del mismo material. De acuerdo a esta geometŕıa,

el campo eléctrico para ondas incidentes con polarización TM, apuntaŕıa en dirección

paralela al eje c del Bi1,85Pb0,35Sr2Ca2Cu3,1Oy. Adicionalmente, se consideran varillas

superconductoras huecas con un núcleo dieléctrico, de radio R1, y se analiza la varia-

ción de la estructura de bandas fotónicas con respecto a la permitividad dieléctrica del

núcleo. Todos los cálculos de estructuras de bandas fotónicas se efectuaron para dos

temperaturas diferentes (5 K y 15 K) del sistema.

El método numérico empleado para el cálculo de las estructuras de bandas fotónicas,

es el método de expansión en ondas planas,32 debido al poco recurso computacional

requerido para realizar los cálculos, en comparación con otros métodos; aśı como la

confiabilidad de los resultados obtenidos, ya que se puede hacer uso de un gran número

de ondas planas en las expansiones de los campos electromagnéticos y las permitividades

dieléctricas, lo cual permite un buen control sobre la exactitud de los cálculos numéricos

realizados.
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En el cáıtulo 2 del presente trabajo, se describe tanto el modelo teórico como el

método numérico empleados en el cálculo de las diferentes estructuras de bandas fotóni-

cas. En el caṕıtulo 3 se presentan y discuten los principales resultados del trabajo de

investigación. Finalmente, en los caṕıtulos 4 y 5, aparecen las conclusiones obtenidas y

las principales referencias bibliográficas utilizadas en el desarrollo de este trabajo.



Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. Cristales fotónicos y la ecuación maestra para los cris-
tales fotónicos

Los cristales fotónicos son estructuras periódicas, donde la periodicidad del cristal

está dada por el contraste de las respuestas electromagnéticas y por consiguiente del

ı́ndice de refracción a lo largo de toda la estructura. Debido al contraste de las respuestas

electromagnéticas en las distintas regiones, que está presente en toda la estructura del

cristal, se pueden definir los cristales fotónicos de acuerdo a tal variación a lo largo

de las direcciones en las cuales la luz incidente “siente” los cambios en las respuestas

electromagnéticas. Por tal motivo, se definen los cristales fotónicos 1D, 2D y 3D, de

acuerdo a que el ı́ndice de refracción de tales estructuras cambia en una, dos o tres

direcciones, respectivamente, las cuales son las direcciones de preferencia que nosotros

tenemos en cuenta. En la Figura 2.1 se pueden observar los tres tipos de cristales

fotónicos.

En el momento en que la luz viaja a lo largo del cristal fotónico, ésta es dispersada

por los materiales que componen el cristal, de tal manera que se produce interferencia

constructiva y destructiva de las ondas electromagnéticas, dando lugar aśı a regiones de

frecuencia llamadas band gaps, en las cuales no existen estados fotónicos. En contraste a

los band gaps, existen regiones llamadas bandas, en las cuales los modos electromagnéti-

cos están presentes. En los cristales fotónicos, puede obtenerse la relación de dispersión

de las ondas electromagnéticas que se propagan en el sistema, a partir de la solución

de las ecuaciones de Maxwell; entendiéndose por relación de dispersión, a la relación

6
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de la frecuencia de las ondas electromagnéticas como función del respectivo vector de

onda.32

Particularmente, los cristales fotónicos 2D presentan periodicidad del ı́ndice de re-

fracción a lo largo de dos direcciones, mientras que en la tercera dirección el medio es

uniforme. De esta manera, un cristal fotónico 2D puede considerarse conformado por

varillas (rods) de longitud infinita, debido a que si esto no fuera aśı, se debeŕıan tener

en cuenta las respectivas condiciones de frontera en los extremos superior e inferior de

las varillas.33 Con esto presente, podemos definir un plano perpendicular a las varillas

del cristal, de tal forma que este plano (además de la simetŕıa de espejo (mirror)) define

el tipo de polarización de la luz incidente sobre el cristal fotónico. Cuando sobre este

plano se encuentra la componente de campo magnético, se dice que la polarización es

TM, mientras que en el caso en el cual el campo eléctrico está contenido en dicho plano,

se dice que la polarización es TE. Por supuesto, todo esto es válido porque se asume

que la onda incidente es una onda plana, en la cual los campos eléctrico y magnético y

además el vector de onda, forman una triada ortogonal. En nuestro caso, se considera

un cristal fotónico 2D, formado por varillas superconductoras huecas, organizadas en

redes cuadrada y triangular.

Además de lo mencionado anteriormente, se debe considerar un método numérico el

cual sirva como herramienta a la hora de calcular las estructuras de bandas fotónicas.

El método empleado para tal fin es el método de ondas planas, el cual describiremos

más adelante. Sin embargo, para implementar ese método numérico, es preciso escribir

una ecuación que sirva para obtener información acerca del comportamiento del campo

electromagnético en el interior del cristal fotónico, cuya solución conduce a la relación

de dispersión para las ondas electromagnéticas que se propagan en el medio.

Como es bien conocido, los fenómenos electromagnéticos están gobernados por las

ecuaciones de Maxwell, las cuales en ausencia de fuentes (en el sistema internacional

(SI)) están dadas por32
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Figura 2.1: Descripción gráfica de los cristales fotónicos 1D, 2D y 3D. Como caso
particular, en el cristal fotónico 1D, se puede ver el periodo de la red definido como
a = A+B. Figura tomada del libro “Optical Properties of Photonic Crystals”, Kazuaki
Sakoda.35

∇×H =
∂D

∂t
(2.1)

∇×E = −∂B

∂t
, (2.2)

∇ ·D = 0, (2.3)

∇ ·B = 0, (2.4)

donde E(r, t) y H(r, t) son los campos eléctrico y magnético, D(r, t) = ε0ε(r)E(r, t) es

el campo de desplazamiento eléctrico y B(r, t) = µ0µ(r)H(r, t) es el campo de inducción

magnética; por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell se pueden escribir de la siguiente

forma

∇×H = ε0ε(r)
∂E

∂t
(2.5)

∇×E = −µ0
∂H

∂t
, (2.6)

∇ · εE = 0, (2.7)

∇ ·H = 0, (2.8)

en la cuales se ha tenido en cuenta que para materiales no magnéticos se cumple

B(r, t) = µ0H(r, t).



2.1. Cristales fotónicos y la ecuación maestra para los cristales fotónicos 9

Suponiendo soluciones en modos armónicos temporales de la forma

E(r, t) = E(r)e−iωt, (2.9)

H(r, t) = H(r)e−iωt, (2.10)

tenemos que las soluciones de las ecuaciones 2.5 y 2.6 son

E(r, t) =
i

ε0ε(r)ω
∇×H, (2.11)

H(r, t) =
−i
µ0ω
∇× E. (2.12)

Ahora bien, combinando las anteriores ecuaciones (tomando el rotacional en la pri-

mera), y teniendo en cuenta que c = 1/
√
µ0ε0 es la velocidad de la luz en el vacio,

podemos obtener la siguiente ecuación para el campo magnético

∇×
(

1

ε(r)
∇×H(r)

)
=
ω2

c2
H(r), (2.13)

la cual es la ecuación maestra de los cristales fotónicos. De forma análoga, se puede

obtener una ecuación para el campo eléctrico, la cual está dada por

1

ε(r)
∇×

(
∇×E(r)

)
=
ω2

c2
E(r). (2.14)

La ecuación 2.13 puede ser vista como una ecuación de valores propios, que están

dados por ω2/c2 y los eigenvectores (eigen-estados) son los modos magnéticos. Por lo

tanto, resolviendo la ecuación maestra se obtiene el campo magnético y por medio de

la ecuación 2.11 se obtiene el campo eléctrico, obteniéndose de esta manera el compor-

tamiento del campo electromagnético en forma general.

Teniendo en cuenta la ecuación de valores propios, se puede asociar un operador

que actúe sobre el campo magnético, de la misma forma en que se define un operador

Hamiltoniano en mecánica cuántica, el cual actúa sobre una función de onda para

obtener la enerǵıa de un sistema. En el contexto de los cristales fotónicos, el operador

que se define es33

Θ = ∇×
(

1

ε(r)
∇×

)
, (2.15)
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Figura 2.2: Representación de una red 2D. Las polarizaciones TM y TE son mostradas,
de tal forma que los campos magnéticos y eléctricos son paralelos al plano perpendicular
a las varillas para cada tipo de polarización. Figura tomada del libro “Fundamentals of
Photonic Crystal Guiding”, M. Skorobogatiy and Jianke yang.36

el cual se puede demostrar que es un operador Hermı́tico,33 por lo tanto los valores

propios correspondientes a dicho operador son reales.

En el caso de la ecuación de valores propios para el campo eléctrico, se puede

demostrar que el operador definido para ese caso no es Hermı́tico, por lo tanto se debe

transformar el operador de tal manera que se obtenga un operador Hermı́tico asociado.

2.2. Método de ondas planas

Antes de explicar el método de ondas planas, es preciso definir la red del cristal

fotónico 2D, la cual es mostrada en la figura 2.2, donde puede apreciarse claramente las

diferentes polarizaciones de la onda plana incidente. En la Figura 2.2, se puede observar

que la periodicidad de las varillas está bien definida, de tal forma que la permitividad

dieléctrica del sistema es una función periódica con el periodo de la red.

De forma general, se definen las caracteŕısticas para un cristal fotónico 3D, ya que

de esta manera el caso 2D se puede estudiar como un caso particular. En cualquier

cristal fotónico, podemos decir que la permitividad es periódica con el periodo de la
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red, es decir, ε(r) = ε(r + R), siendo R = la1 +ma2 + na3 un vector de traslación de

la red, el cual está relacionado con los vectores primitivos de la red de igual manera

que se hace en las redes cristalinas en estado sólido.34 En particular, en la figura 2.3 se

muestran algunas redes periódicas 2D y los respectivos vectores de red.

De la misma manera que en los sistemas semiconductores, para la red cristalina,

aqúı definimos las componentes de los vectores de la red rećıproca

bi = 2π
eijkajak

ai(eijkajak)
, (2.16)

donde la suma sobre ı́ndices repetidos se tiene en cuenta. Aqúı, eijk es el simbolo de

permutación de tercer orden. De forma general, se puede definir un vector de traslación

a lo largo de la red rećıproca como combinación ĺıneal de los vetores de la red rećıproca,

es decir, G = αb1 +βb2 + δb3. En el caso particular de sistemas 2D, se tienen sólo dos

vectores de red, y por lo tanto dos vectores de la red rećıproca. Además, debido a la

simetŕıa discreta que poseen estos sistemas, se pueden escoger los vectores de onda en

tal forma que se encuentren sobre el plano perpendicular a las varillas que conforman

el cristal fotónico; tales vectores los denotaremos como k||.

Por otra parte, debido a que los sistemas son periódicos, los modos electromagnéticos

se pueden representar como funciones de Bloch para sistemas 3D, de igual forma que

se hace en estado sólido, esto es32

E(r) = Ek,n(r)eik·r, (2.17)

H(r) = Hk,n(r)eik·r, (2.18)

donde Ek,n(r) y Hk,n(r) son funciones periódicas con la periodicidad de la red. Aqúı los

ı́ndices indican que las funciones periódicas dependen del vector de onda k y del eigen-

estado n en que se encuentra el modo electromagnético, éste último se conoce de la teoŕıa

del estado sólido como la n-ésima banda asociada a la solución de valores propios para

un vector de onda de la red rećıproca. Debido a que las funciones son periódicas, los

modos satisfacen32

Ek,n(r + R) = Ek,n(r), (2.19)

Hk,n(r + R) = Hk,n(r), (2.20)
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Figura 2.3: Redes 2D y los respectivos vectores de red. Figura tomada del libro “Pho-
tonic Crystals: Physics and Technology”, C. Sibilia, T.M. Benson, M. Marciniak, T.
Szoplik.37

donde R es el vector de la red definido anteriormente.

Del análisis de Fourier, se sabe que las funciones periódicas se pueden expandir en

términos de una suma discreta infinita de armónicos espaciales, utilizando este hecho,

los modos electromagnéticos pueden ser escritos como32

Ek,n(r) =
∑
G

Ek,n(G)ei(k+G)·r, (2.21)

Hk,n(r) =
∑
G

Hk,n(G)ei(k+G)·r, (2.22)

donde G es el vector de la red rećıproca definido con anterioridad.

Atendiendo el mismo argumento de la periodicidad del sistema, podemos expandir

la función dieléctrica en la forma

ε(r) =
∑
G

χ(G)eiG·r, (2.23)

donde χ(G) son los coeficientes de la expansión de Fourier. Ahora, insertando las ecua-

ciones 2.21, 2.22 y 2.23 en las ecuaciones 2.13 y 2.14, y utilizando la ortogonalidad de
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las ondas planas en el sentido de
∫
dreiG·r ≈ δ(G) (función delta de Dirac), obtenemos

las siguientes ecuaciones de valores propios para los coeficientes de la expansión de

Fourier32

−
∑
G′

χ(G−G′)A(k)×
{

(k + G′)×Ψk,n(G′)

}
=
ω2
k,n

c2
Ψk,n(G) (2.24)

donde las funciones Ψk,n(G) y A(k) están relacionadas con los coeficientes de Fourier

de los campos por medio de

Ψk,n(G) =

{
Ek,n(G), con A(k) = k + G′,
Hk,n(G), con A(k) = k + G.

(2.25)

La ecuación (2.24) es la ecuación maestra para cristales fotónicos 3D.35 Solucio-

nando esta ecuación, se puede calcular la relación de dispersión, o lo que es igual, la

estructura de bandas de los modos electromagnéticos dentro del cristal fotónico. Ya

que las componentes de cada campo son tres, se tiene en general un sistema de 3N

ecuaciones acopladas para ser resueltas. Aunque para el campo magnético, se tienen

2N ecuaciones, debido a la existencia de la condición de ortogonalidad que cumple el

campo magnético ∇·H = 0, aún en presencia de fuentes, algo de mucha importancia en

cuanto al ahorro de tiempo computacional cuando se requiere calcular numéricamente

la estructura de bandas de un cristal fotónico.

2.2.1. Método de ondas planas en cristales fotónicos 2D

Aprovechando que las ecuaciones generales que describen los modos electromagnéti-

cos en términos de los coeficientes de Fourier, usando el método de ondas planas, se

pueden proyectar tales ecuaciones sobre un plano 2D y expresar aśı la ecuación maestra

de tal forma que utilicemos las nuevas ecuaciones para el cáculo de la relación de dis-

persión en cristales fotónicos 2D. Debido a que se define un plano perpendicular a las

varillas que forman cristal fotónico, éste cual sirve para definir los estados de polariza-

ción de la onda incidente. Sin embargo, para ser un poco más claros en los cálculos, se

emplea un camino diferente para obtener la ecuación maestra para los cristales fotónicos

2D.
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Utilizando la notación dada en la Figura 2.2, se pueden definir las polarizaciones de

los campos de la siguiente forma33

TM : (Hx, Hy, 0); (0, 0, Ez), (2.26)

TE : (Ex, Ey, 0); (0, 0, Hz), (2.27)

de esta forma, y utilizando las ecuaciones de Maxwell consideradas con anterioridad,

se pueden obtener las siguientes ecuaciones diferenciales33

− 1

ε(r||)

{
∂2

∂x2
+

∂2

∂x2

}
Ez,k||(r||) = Ez,k||(r||), (2.28)

−
{
∂

∂x

1

ε(r||)

∂

∂x
+

∂

∂y

1

ε(r||)

∂

∂y

}
Hz,k||(r||) =

ω2

c2
Hz,k||(r||), (2.29)

donde r|| es un vector 2D en el espacio de coordenadas y k|| es el vector de onda, los

cuales se encuentran sobre el plano perpendicular a las varillas del cristal fotónico.

De la misma manera que en el caso general, el paso siguiente consiste en reemplazar

las expansiones de Fourier, de los campos y de la respuesta dieléctrica, en las ecuaciones

anteriores. De esta manera, es posible demostrar que las ecuaciones para los coeficientes

de Fourier de los campos son

∑
G′

||

χ(G|| −G′||)

∣∣∣∣k|| + G′||

∣∣∣∣2Ez,k||n(G′||) =
ω2
k||,n

c2
Ez,k||n(G||), (2.30)

−
∑
G′

||

χ(G|| −G′||)

(
k|| + G′||

)
·
(

k|| + G||

)
Hz,k||n(G′||) =

ω2
k||,n

c2
Hz,k||n(G||), (2.31)

las cuales son las ecuaciones maestras para los cristales fotónicos 2D en la expansión

de ondas planas, para las polarizaciones TM y TE respectivamente.

Aqúı, se definen los coeficientes de Fourier relacionados con la permitividad dieléctri-

ca (ver Ec 2.23) como

χ(G||) =
1

Su

∫
Su

1

ε(r||)
e−iG||·r||dr||, (2.32)

donde la integración se realiza dentro del área de la celda unitaria Su.
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Para el caso en que el cristal fotónico 2D está compuesto por varillas ciĺındricas de

radio R, se puede escribir el rećıproco de la permitividad dieléctrica del cristal en la

forma siguiente32

1

ε(r||)
=

1

εb
+

(
1

εr
− 1

εb

)
Srod, (2.33)

donde hemos definido la función escalón

Srod(r||) =


1, 0 < r < R

0, Otro caso,
(2.34)

y las permitividades dieléctricas de las varillas y la matriz, en la cual se encuentran

inmersas, son εr y εb respectivamente.

Reemplazando la ecuación (2.33) en la ecuación 2.32 se tiene que32

χ(G||) =
1

εb
δG|| +

(
1

εr
− 1

εb

)∫
S
e−iG||·r||dr||, (2.35)

en la cual el área S corresponde al área de la sección transversal de las varillas, y se

usa la definición de la función delta de Dirac en el espacio de Fourier

δG|| =
1

Su

∫
Su

e−iG||·r||dr|| =


1, G|| = 0

0, Otro caso.
(2.36)

Teniendo en cuenta la función generatriz de las funciones de Bessel, se puede de-

mostrar la siguiente útil relación, con la cual se puede resolver la integral que aparece

en la ecuación (2.35)

e−iG||·r|| =
∞∑

l=−∞
Jl(G||r||)e

il(φ−π/2), (2.37)

donde l es el orden de la función de Bessel. Teniendo en cuenta lo anterior, los coefi-

cientes de Fourier de la permitividad dieléctrica, están dados por32

χ(G) =


1
εb

+

(
1
εr
− 1

εb

)
f, G|| = 0

2πR
GS

(
1
εr
− 1

εb

)
J1(GR), G|| 6= 0,

(2.38)
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Figura 2.4: Representación gráfica de la sección transversal de una varilla ciĺındrica
hueca del cristal fotónico para las redes triangular y cuadrada. El cilindro sólido, se
obtiene haciendo el ĺımite R1 → 0.

donde se ha definido f como la fracción de llenado (razón entre el área transversal de

las varillas y el área de la celda unitaria), G = G|| = |G|||, y J1(x) es la función de

Bessel de primer orden.

De manera similar es posible calcular los coeficientes de Fourier de la permitividad

dieléctrica, en el caso en que se usan varillas ciĺındricas huecas como elementos básicos

del cristal fotónico.

2.3. Cálculo de la función dieléctrica para varillas huecas

En la figura 2.4 se observa que la sección transversal de una varilla ciĺındrica hueca.

En tal figura, tenemos la permitividad de las varillas huecas (cascarón) representada

por εr = ε3(ω). Las varillas están inmersas en una matriz cuya permitividad es εb = ε1

y tienen una permitividad en la cavidad dada por ε2.

En la sección anterior se discutió el método empleado para calcular los coeficientes

de Fourier de la permitividad dieléctrica para un cristal fotónico compuesto de cilindros

sólidos. Extendiendo tales cálculos ara un sistema de varillas huecas, se puede escribir

el rećıproco de la permitividad dieléctrica en la forma

1

ε(r||)
=

1

ε1
+

(
1

ε2
− 1

ε1

)
Srod +

(
1

ε3
− 1

ε1

)
Sshell, (2.39)

donde se definen ε(r||) = ε(r||, ω), ε3 = ε3(ω) y r|| = (x, y) por simplicidad. Por otra
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parte, las funciones escalón para las varillas sólidas y los cascarones se definen de la

siguiente manera

Srod(r||) =


1, 0 < r < R1

0, Otro caso,
(2.40)

y

Sshell(r||) =


1, R1 < r < R2

0, Otro caso.
(2.41)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el cálculo de los coeficientes de Fourier

de la función dieléctrica realizado en la sección anterior, se puede demostrar que tales

coeficientes para el caso de las varillas huecas están dados por

χ(G||) =



1
ε1

+

(
1
ε2
− 1

ε1

)
f1 +

(
1
ε3
− 1

ε1

)
f2, G|| = 0

2f1

(
1
ε2
− 1

ε1

)
J1(GR1)
GR1

+

2π
GS

(
1
ε3
− 1

ε1

)[
R2J1(GR2)−R1J1(GR1)

]
, G|| 6= 0,

(2.42)

donde f1 y f2 son las fracciones de llenado de las varillas sólidas (en caso de tener una

permitividad diferente a la del vacio) y de los cascarones, respectivamente. De nuevo,

J1(x) es la función de Bessel de primer orden.

2.4. Modelo de los dos fluidos

En el presente trabajo se ha considerado el tipo de polarización TM para las ondas

electromagnéticas incidentes sobre el cristal fotónico. Por tal razón, el campo eléctrico

esta dirigido a lo largo del eje z, de manera que se debe calcular la permitividad

dieléctrica en la dirección paralela al eje de las varillas del cristal fotónico, la cual

coincide con el eje c del cuprato superconductor.

El modelo de los dos fluidos es un modelo fenomenológico, por medio del cual se pue-

de describir la permitividad dieléctrica de los sistemas superconductores,17 en particular
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para la respuesta dieléctrica a lo largo de la dirección c en los cupratos superconduc-

tores de alta temperatura cŕıtica. En este modelo, se asume que una fracción ns de la

densidad total de electrones n se encuentra en el estado superconductor, mientras que

otra fracción nn se encuentra en el estado normal, tal que la densidad total n = ns+nn

se conserva.

La ecuación de onda correspondiente al campo eléctrico en la dirección paralela a

las varillas (asumiendo materiales no magnéticos) está dada por17

∂2Ez(x, y)

∂x2
+
∂2Ez(x, y)

∂y2
= −ω

2

c2
ε(x, y)Ez(x, y)− iµ0ω(Jsz + Jnz), (2.43)

donde

Jsz = ns(x, y)(−e)vsz(ω)

= −ns(x, y)e2

imω
Ez(x, y), (2.44a)

Jnz = nn(x, y)(−e)vnz(ω)

= − nn(x, y)e2

im(ω + iγ)
Ez(x, y), (2.44b)

son las densidades de corriente asociadas con el movimiento de los portadores de carga

en los estados superconductor y normal respectivamente, las cuales dependen de las

respectivas densidades de portadores ns y nn. En el estado normal, se deben tener

en cuenta los efectos de disipación a través del parámetro γ, que tiene unidades de

frecuencia. Introduciendo las ecuaciones anteriores en la ecuación de onda 2.43, se

obtiene
∂2Ez(x, y)

∂x2
+
∂2Ez(x, y)

∂y2
+
ω2

c2
εeff (x, y)Ez(x, y) = 0. (2.45)

En la anterior ecuación εeff es la constante dieléctrica efectiva del superconductor

a la frecuencia ω, dada por la expresión17

εeff (ω) = ε∞

(
1−

ω2
sp

ω2
−

ω2
np

ω(ω + iγ)

)
, (2.46)

donde

ωsp =
c

λ
√
ε∞

, ωnp =

√
nne2

mε0ε∞
, (2.47)
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son las frecuencias de plasma de los electrones en el estado superconductor y normal,

respectivamente. Por otra parte, ε∞ es la permitividad dieléctrica relativa, a altas fre-

cuencias, del material superconductor, c es la velocidad de la luz en el vaćıo, m la masa

de los electrones y λL la longitud de penetración de London. Esta última está relacio-

nada con la temperatura en los superconductores cupratos por medio de la siguiente

expresión40

λL(T ) =
λL0√
1− T

Tc

, (2.48)

donde λL0 es la longitud de penetración a temperatura cero y Tc es la temperatura

cŕıtica del superconductor. De esta manera, se puede reescribir la frecuencia de plasma

de los electrones en el estado superconductor como

ωsp(T ) = ωsp0

√
1− T

Tc
, (2.49)

donde ωsp0 es la frecuencia de plasma a temperatura cero.

Es conveniente notar que la ecuación (2.46) es válida para frecuencias ω por debajo

del gap superconductor 2∆, ya que para frecuencias de la onda incidente por encima

del gap, el estado superconductor desaparece. Esto puede evidenciarse en la ecuación

mencionada, donde la permitividad del superconductor a altas frecuencias es aquella

de una material con permitividad ε∞.

Debido a la dependencia de la frecuencia de plasma con respecto a la temperatura,

para temperaturas suficientemente bajas es posible despreciar la disipación debida los

electrones en el estado normal. Considerando que a temperaturas muy pequeñas compa-

radas con la temperatura cŕıtica T << Tc, es posible asumir que ns → n; por lo tanto,

la contribución de los electrones en el estado normal a la permitividad dieléctrica es des-

preciable. Por consiguiente, en el régimen de temperaturas muy bajas, la permitividad

diélectrica toma la forma

εeff (ω) = ε∞

(
1−

ω2
sp

ω2

)
, (2.50)

la cual es similar a la permitividad dieléctrica para materiales metálicos sin perdidas

por disipación en el modelo de Drude.34 Conociendo la respuesta dieléctrica de los
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superconductores y la ecuación maestra para cristales fotonicos 2D, se puede calcular

la respectiva estructura de bandas fotónicas.

2.5. Ecuación de onda en sistemas dispersivos

Como se discutió ampliamente en la sección anterior, la permitividad dieléctrica

del material superconductor presenta dispersión temporal, es decir, depende de la fre-

cuencia ω de la onda incidente. En consecuencia, la solución de la ecuación de valores

propios, ya no es tan obvia como cuando se tienen cristales fotónicos constituidos por

materiales que no exhiben este tipo de dispersión. En el presente caso, la frecuencia ω

aparece tanto en la permitividad dieléctrica del superconductor, como en la expresión

obtenida para el valor propio del problema inicial. Diversos métodos han sido utilizados

para enfrentar este tipo de problemas.38,39

Teniendo en cuenta la forma de la permitividad dieléctrica del superconductor (tipo

Drude sin disipación), para el cálculo de las estructuras de bandas fotónicas, se puede

adoptar un método análogo al empleado por Halevi y Ramos-Mendieta39 en la solución

de un problema similar. El punto de partida es expresar la ecuación de valores propios

incluyendo la dependencia expĺıcita de la permitividad dieléctrica con la frecuencia, en

la forma

∇× (∇×E) =
ω2

c2
ε(r||, ω)E, (2.51)

=
ω2

c2
ε(r||)

(
1−

ω2
sp

ω2

)
E, (2.52)

la cual puede ser escrita como

1

ε(r||)
∇× (∇×E) +

ω2
sp

c2
E =

ω2

c2
E. (2.53)

Definiendo Ωp(r||) = ω2
sp/c

2 y expandiendo en ondas planas el campo eléctrico y

la permitividad dieléctrica como se hizo anteriormente, además de la nueva función

Ωp(r||), se obtiene la siguiente ecuación de valores propios39

∑
G′

||

(
χ(G|| −G′||)

∣∣∣∣k|| + G′||

∣∣∣∣2 + Ω(G|| −G′||)

)
Ez,k||n(G′||) =

ω2
k||,n

c2
Ez,k||n(G||), (2.54)
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donde Ω(G) representa los coeficientes de Fourier de la función Ωp(r||) = ω2
sp/c

2. Puede

notarse que esta es una solución bastante sencilla a un problema que en principio es

complicado, sencilla en el sentido de que volvemos al problema inicial de valores propios,

con la frecuencia incluida únicamente en la expresión para el eigenvalor que va a ser

hallado.

Por medio de éste método, se pueden obtener coeficientes de Fourier para la fre-

cuencia de plasma con la misma estructura que aquellos obtenidos para la permitividad

dieléctrica, tal como aparece en la ecuación (2.42). En efecto, solo se deben hacer las

sustituciones ε1 → Ωp1, ε2 → Ωp2, ε3 → Ωp3, donde se define Ωpi ≡ ω2
pi/c

2, como el

término asociado directamente con la frecuencia de plasma en las distintas regiones de

la celda unitaria.

Como ya se mencionó, una caracteŕıstica destacable de este método es que permite

introducir la frecuencia de plasma a lo largo de toda la estructura, de manera similar

que la permitividad dieléctrica. Sin embargo, el método no es aplicable, al menos en

la forma que se ha discutido, para situaciones en las que la permitividad dieléctrica

contiene términos de disipación.
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Resultados y discusión

Tal como fue establecido en los caṕıtulos precedentes, en el cálculo de estructuras

de bandas en cristales fotónicos 2D, se utilizó el método de expansión en ondas pla-

nas. Se consideraron dos tipos diferentes de geometŕıas, correspondientes a las redes

cuadrada y triangular. Los cristales fotónicos se asumieron conformados por varillas

superconductoras sólidas y huecas, de sección transversal circular, hechas del cupra-

to superconductor de alta temperatura cŕıtica Bi1,85Pb0,35Sr2Ca2Cu3,1Oy. También se

consideraron varillas superconductoras huecas con un núcleo de material dieléctrico. Se

efectuaron cálculos de estructuras de bandas fotónicas para sistemas conformados por

varillas con un radio externo fijo y diferentes valores del radio interno, al igual que para

diferentes valores de la constante dieléctrica del núcleo, en el caso de las varillas con

núcleo de material dieléctrico. En cada caso, se realizaron los cálculos respectivos para

dos temperaturas diferentes del sistema, 5 K y 15 K, las cuales son mucho menores que

la temperatura cŕıtica del material superconductor, que es de 107 K aproximadamente.

Tanto para la red cuadrada, como para la triangular, se asumió que las ondas inci-

dentes sobre el cristal fotónico poseen polarización TM. Fundamentalmente se conside-

raron ondas electromagnéticas en el rango de los Terahertz. Las relaciones de dispersión

fueron obtenidas, en cada caso, a lo largo de direcciones de simetŕıa dentro de la pri-

mera zona de Brillouin. En la Figura 3.1 se muestra el camino entre puntos de alta

simetŕıa para los dos tipos de redes que fueron considerados.32 Los vectores de onda

asociados con los puntos de alta simetŕıa son Γ = (0, 0), X = (1/2, 0) y M = (1/2, 1/2)

para el caso de la red cuadrada. Para el caso de la red triangular, se tienen Γ = (0, 0),

22
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Figura 3.1: Descripción gráfica de los caminos entre puntos de alta simetŕıa para las
redes cuadrada (izquierda) y triangular (derecha). Figura tomada del libro “Photonic
Crystals Physics”, Igor Sukhoivanov, Igor Guryev.32

M = (0, 1/
√

3) y K = (1/3, 1/
√

3), todos normalizados con respecto a 2π/a por simpli-

cidad.

Teniendo en cuenta que las ondas electromagnéticas incidentes tienen polarización TM,

se debe resolver la respectiva ecuación de valores propios (2.54), de tal forma que se

pueda obtener la relación de dispersión de las ondas en el cristal.

3.1. Estructura de bandas fotónicas para varillas super-
conductoras en una red cuadrada

Inicialmente se considera una red bidimensional cuadrada, la cual tiene un paráme-

tro de red a, donde tal parámetro representa la distancia entre los centros de las varillas

superconductoras huecas. Nosotros asumimos varillas superconductoras hechas del cu-

prato superconductor Bi1,85Pb0,35Sr2Ca2Cu3,1Oy. Las varillas sólidas tienen un radio

R, mientras que las varillas huecas poseen radios internos y externos R1 y R2, respec-

tivamente. La temperatura cŕıtica del material superconductor es Tc = 107 K40 y la

permitividad dieléctrica a altas frecuencias es ε3(∞) = 12.

En esta primera parte del trabajo, se asume que las varillas superconductoras se

encuentran inmersas en una matriz de aire (ε1 = 1), además que la permitividad de la

cavidad es ε2 = ε1. Por supuesto, esta última condición puede generalizarse y obtener

otro tipo de resultados, en el caso donde ε1 6= ε2, ya que las anteriores ecuaciones para
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la función dieléctrica y los coeficientes de Fourier pueden ser usadas, por que tales

resultados son generales. Con esto, se quiere mostrar el efecto de la fracción de llenado

del cascarón sobre la relación de dispersión, además de comparar dichas relaciones

de dispersión con aquellas obtenidas para el caso de varillas sólidas. Ya que el rango

de interés en frecuencias para los cupratos superconductores está en los Terahertz, se

escogió el parámero de red del cristal fotónico como a = 300µm. En efecto, considerando

una temperatura de T = 5 K, la longitud de penetración de London es λ(5K) =

23µm,40 por lo tanto la frecuencia de plasma de los electrones superconductores es

ωsp(5K) = 3.77 THz (ωspa/2πc = 0.6), la cual se encuentra en la región infrarroja, más

exactamente en la región del infrarrojo lejano sub milimétrico. Para una temperatura

más elevada, por ejemplo T = 15 K, la frecuencia de plasma es ωsp(15K) = 3.58 THz

(ωspa/2πc = 0.57), donde se ha usado la ecuación (2.49) para obtener el último valor.

Por otra parte, debido a que se quiere despreciar los efectos disipativos, se considera que

la temperatura del sistema es baja en comparación con con la temperatura cŕıtica de las

varillas superconductoras, de tal forma que la permitividad del material superconductor

está dada por la ecuación (2.50).

En la Figura 3.2 se muestra la estructura de bandas de una red cuadrada, para el

caso donde el radio externo de los cilindros superconductores es R2 = 0.3a. Adicional-

mente, se asumen temperaturas de T = 5 K y T = 15 K en los paneles superiores e

inferiores de cada figura, respectivamente. Para el cálculo de las estructuras de bandas,

se consideraron varios valores del radio interno (R1), notándose que para el valor de

R1 = 0 se tiene precisamente el caso ĺımite de las varillas sólidas. Para obtener una

precisión considerable, se utilizan 441 ondas planas en los cálculos numéricos. Como

una caracteŕıstica general de las estructuras de bandas, puede observarse la presen-

cia de una cierta frecuencia de corte (ωc) por debajo de la frecuencia de plasma del

superconductor, donde se inhibe la propagación de las ondas electromagnéticas para

frecuencias por debajo de tal frecuencia de corte. Caracteŕıstica bien conocida para el

tipo de polarización usada (TM), y bien explicada en la aproximación de longitudes de

onda larga.10
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Figura 3.2: Estructura de bandas de una red cuadrada 2D de cilindros con radio externo
R2 = 0.3a, con a = 300µm. Del lado izquierdo, se consideran varillas sólidas. En
el medio R1 = 0.1a y al lado derecho para R1 = 0.2a. En los paneles superiores e
inferiores se asume T = 5 K y T = 15 K, respectivamente.

En la Figura 3.2 puede notarse que cuando el radio interno es R1 = 0.1a, pocas variacio-

nes de la estructura de bandas son observadas en comparación con las varillas sólidas,

para ambas temperaturas del sistema (paneles (b) y (e)). Pero, cuando el radio interno

es R1 = 0.2a, se puede observar una diferencia importante con las varillas sólidas, tal

diferencia es la separación de las bandas fotónicas, donde la banda más baja se ha

desplazado a frecuencias más bajas y por consiguiente la frecuencia de corte. Además,

se puede observar a simple vista la apertura de un band gap alrededor de la frecuencia

(normalizada) ωa/2πc = 1.0, paneles (c) y (f). De aqúı que, al romper la simetŕıa de

las varillas sólidas, para formar varillas huecas, tiene como consecuencia la formación

de gaps fotónicos, aún conservando los mismos parámetros de red y respuestas elec-

tromagnéticas. Adicionalmente, se puede observar que los modos son dispersivos, ya

que la fracción de llenado no es demasiado pequeña como para despreciarse, y tanto el
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Figura 3.3: a) Comparación de la razón gap-midgap para el gap que se presenta por
encima de la frecuencia de corte para las temperaturas 5 K y 15 K. b) Comportamiento
del ancho del band gap a medida que aumenta el radio interno. Las ĺıneas sólidas y
punteadas para el caso en que el radio externo es R2 = 0.3a y R2 = 0.4a, respectiva-
mente. En ambos paneles, las ĺıneas rojas y azules se utilizan para las temperaturas del
sistema T = 5 K y T = 15 K, respectivamente

contraste de las permitividades como el efecto de la frecuencia de plasma son relevantes.

En cuanto al decrecimiento de la frecuencia de corte, éste puede explicarse por medio

de argumentos geométricos. Teniendo en cuenta que cuando la fracción de llenado del

cascarón disminuye por el incremento del radio interno, los modos fotónicos se pueden

ver como modos electromagnéticos en el vaćıo, en el ĺımite donde la fracción de llenado

se hace nula.9 Adicionalmente, los modos fotónicos comienzan a separarse a medida

que el radio interno aumenta, y nuevos band gaps aparecen debido al contraste de las

permitividades del cristal fotónico.

En la Figura 3.3 se puede observar el comportamiento de la frecuencia de corte con

respecto a la variación del radio interno de las varillas (panel b)). En el panel a) se

muestra el comportamiento del ancho del band gap por medio de la razón gap-midgap

de los band gaps más anchos por encima de la frecuencia de corte. Dicha razón se define

como el cociente entre el ancho del respectivo gap y su valor medio. Las ĺıneas rojas

y azules se usan para diferenciar las temperaturas de 5 K y 15 K. En el panel b),

se observa el decrecimiento de la frecuencia de plasma a medida que el radio interno



3.1. Estructura de bandas fotónicas para varillas superconductoras en una red cuadrada
27

aumenta. Aqúı se ha normalizado el radio interno con respecto al radio externo para

observar el decrecimiento de la frecuencia de plasma para los valores de radio externo

R2 = 0.3a y R2 = 0.4a, en donde se representan las curvas para cada radio por medio

de ĺıneas sólidas y punteadas respectivamente.

Otro factor que influye apreciablemente en la disminución de la frecuencia de corte, es la

variación de la temperatura del sistema. Cuando la temperatura aumenta, la frecuencia

de plasma disminuye y como consecuencia de esto, la permitividad dieléctrica de las

varillas aumenta. De esta manera, se reducen (bajan) las frecuencias en la estructura de

bandas, resultado que está de acuerdo con el teorema variacional electromagnético.33

En lo que se refiere a la formación de los band gaps, en la Figura 3.4 se puede ver de

manera más precisa la formación y la respectiva evolución de los band gaps fotónicos

en la red cuadrada para el caso de radio externo R2 = 0.3a. En los paneles a) y b), se

observan los mapas de band gaps por encima de la frecuencia de corte para temperaturas

de 5 K y 15 K, respectivamente. En el panel a), a partir del valor del radio interno

R1 = 0.12a de las varillas, se forman dos band gaps fotónicos, los cuales inicialmente

crecen en cuanto a su ancho a medida que aumenta el radio interno, alcanzando un

ancho máximo, y que decrece hasta anularse para el valor de radio interno R1 = 0.22a

y R1 = 0.28a para los gaps inferior y superior respectivamente. En el panel b), se puede

observar que los gaps se abren y cierran para valores de los radios cercanos a los que

se presentan en el panel a). De los paneles a) y b) se puede observar que el mayor

ancho del band gap se resenta alrededor del valor de radio interno R1 = 0.23a para el

caso de T= 5 K y R1 = 0.22a para el caso de temperatura T= 15 K. En los paneles

c) y d), se muestra el comportamiento de la razón gap-midgap como función del radio

interno para las temperaturas 5 K y 15 K en cada panel, respectivamente. Alĺı se aprecia

más claramente el comportamiento no monótono del ancho de los band gaps fotónicos

con respecto al radio interno de las varillas. Este comportamiento no monótono puede

explicarse, teniendo en cuenta que para valores del radio interno muy próximos al radio

externo, la fracción de material superconductor en el cristal fotónico se va volviendo

insignificante y el sistema tiende a comportarse como un medio no dispersivo.
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Figura 3.4: Mapa de los band gaps fotónicos, por encima de la frecuencia de corte para
el caso del radio externo R2 = 0.3a, como función del radio interno para a) T = 5 K,
b) T = 15 K. c) Razón gap-midgap para los band gaps que se muestran en el panel a).
d) Razón gap-midgap para los band gaps que se muestran en el panel b). Las ĺıneas
sólidas y punteadas relacionan los gaps y la razón gap-midgap entre los paneles para
mayor claridad. Las ĺıneas rojas y azules para T = 5 K T = 15 K, respectivamente.

Por otra parte, en la Figura 3.5 se muestra la estructura de bandas fotónicas de una

red cuadrada, utilizando un radio externo R2 = 0.4a para las varillas ciĺındricas. Se

utiliza la misma configuración en los paneles que se muestran en la Figura 3.2. Al ser

comparada con la Figura 3.2, en la Figura 3.5 se puede observar el mismo comporta-

miento de la frecuencia de corte y la separación de los modos cuando la temperatura y el

radio interno de las varillas aumentan, por lo tanto las mismas conclusiones son válidas.

Sin embargo, una caracteŕıstica apreciable para el valor de radio interno R1 = 0.2a,
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Figura 3.5: Estructura de bandas de una red cuadrada 2D de cilindros con radio externo
R2 = 0.4a, Como en la Figura 3.2, la misma configuración de los paneles es usada aqúı.

Figura 3.6: Estructura de bandas de una red cuadrada 2D de cilindros superconduc-
tores para los valores R1 = 0.3a y R2 = 0.4a de los radios interno y externo, a las
temperaturas del sistema T = 5 K (a), y T = 15 K (b).

es que los band gaps fotónicos formados son más angostos, tanto a la temperaturas de

5 K como a 15 K, esto se muestra en los paneles (c) y (f). Se debe tener en cuenta

que la anchura de los band gaps fotónicos es muy pequeña en comparación con los band



30 Caṕıtulo 3. Resultados y discusión

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

a)

 

 

a/
2

c

R
1

b)

/

R
1

Figura 3.7: a) Mapa de los band gaps fotónicos para la red cuadrada, considerando el
radio externo R2 = 0.4a. b) Razon gap-midgap para cada band gap que se muestra en
el panel a). Se relacionan los gaps y la razón gap-midgap por medio de ĺıneas sólidas y
punteadas. Las ĺıneas rojas y azules son para las temperaturas del sistema T = 5 K y
T = 15 K, respectivamente.

gaps que se muestran en la Figura 3.2. Es conveniente resaltar que la constante de red

del cristal fotónico permanece inalterada, con relación al caso anterior en que el radio

externo de las varillas era R2 = 0.3a, y por ende los bordes externos de las varillas que

conforman el cristal fotónico, ahora están más próximos. Cuando el radio externo de las

varillas es R2 = 0.4a, para el caso de un radio interno R1 = 0.3a, no se pueden observar

con facilidad los band gaps fotónicos por encima de la frecuencia de corte, esto se puede

apreciar en la Figura 3.6, donde los paneles (a) y (b) corresponden a temperaturas de

5K y 15K, respectivamente. En esta figura, las similitudes de los modos fotónicos están

presentes, pero se muestra de nuevo el desplazamiento a frecuencias más bajas de la

estructura de bandas fotónicas debido al incremento en la temperatura del sistema.

Teniendo en cuenta que el ancho y ubicación en la estructura de bandas de los band

gaps fotónicos dependen tanto de la temperatura del sistema, como de la relación entre

los radios interno y externo de las varillas, se puede aprovechar esta dependencia para

la aplicación en dispositivos ópticos que requieran controlar dichos band gaps. En este

caso, el control de los band gaps podŕıa realizarse con la temperatura, como parámetro
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externo, al igual que con la geometŕıa de las varillas.

En la Figura 3.7 panel a), se muestran los map gaps fotónicos para el caso de una

red cuadrada formada por varillas con radio externo R2 = 0.4a para las mismas tempe-

raturas mencionadas anteriormente. En tal figura se utiliza nuevamente la convención

de las ĺıneas rojas y azules, para temperaturas de 5 K y 15 K, respectivamente. De nue-

vo, se puede observar fácilmente que al aumentar la temperatura del sistema, los band

gaps fotónicos tienden a desplazarse hacia rangos de menores frecuencias. En el panel

b), se muestra la razón gap-midgap de los bang gaps que se muestran en el panel a). Se

puede observar en el panel b) que para ambos casos de temperaturas, no se presentan

dos band gaps simultánemante para los mismos valores de radio interno.

3.2. Estructura de bandas fotónicas para varillas super-
conductoras en una red triangular

En la segunda etapa del trabajo, se considera una red con simetŕıa triangular para

el cálculo de la estructura de bandas. Igual que en el caso de la red cuadrada, se

asumen varillas superconductoras huecas como elementos básicos constituyentes del

cristal fotónico. En la Figura 3.8 se muestra la estructura de bandas fotónicas utilizando

varillas con un radio externo R2 = 0.3a, en donde los parámetros y la configuración de

los paneles son los mismos que en las figura anteriores. La frecuencia de corte aparece

nuevamente en esta geometŕıa, y ninguna propagación de modos electromagnéticos

están presentes por debajo de esta frecuencia. Para el caso de la red triangular, se

puede ver que cuando se aumentan la temperatura y el radio interno, la estructura de

bandas se desplaza a frecuencias más bajas y se disminuye la frecuencia de corte, por

lo tanto, pueden obtenerse conclusiones similares a las obtenidas para la red cuadrada.

Desde el punto de vista de los band gaps fotónicos, pueden observarse diferencias

importantes en las estructuras de bandas, calculadas para la red triangular, con respec-

to a las obtenidas en el caso de la red cuadrada. Por ejemplo, para las varillas sólidas

podemos observar, en la Figura 3.8, tres band gaps fotónicos a las temperaturas consi-
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Figura 3.8: Estructura de bandas de una red triangular para R2 = 0.3a para distintos
valores del radio interno R1. En los paneles superiores e inferiores se presentan las
estructuras de bandas para las temperaturas de 5 K y 15 K, respectivamente.

deradas, dos de ellos por encima de la frecuencia de corte. Para R1 = 0.1a, aparecen

únicamente dos band gaps fotónicos, en donde, por encima de la frecuencia normaliza-

da ωa/2πc = 0.7, un solo band gap está presente. Es decir, ha desaparecido uno de los

band gaps fotónicos, que exist́ıa por encima de la frecuencia de corte, cuando se con-

sideraron las varillas sólidas. Para un radio interno R1 = 0.2a, se aprecia nuevamente

la formación de los tres band gaps fotónicos, tal como en el caso de las varillas sóli-

das, para frecuencias similares. También puede notarse que, usando varillas huecas, los

band gaps fotónicos son más anchos que aquellos obtenidos cuando se utilizan varillas

sólidas, esto para ambas temperaturas del sistema. Lo anteriormente enunciado, puede

observarse con más claridad en la Figura 3.9. Aqúı se muestran los map gaps fotónicos

para la red triangular, como función del radio interno R1 de las varillas, y para las dos

temperaturas consideradas. En el panel a) se considera la temperatura de 5 K y en el
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Figura 3.9: Mapa de los band gaps fotónicos para la red triangular, considerando el radio
externo R2 = 0.3a para las temperaturas 5K y 15 K, paneles a) y b) respectivamente.
c) razón gap-midgap para los band gaps del panel a). d) razón gap-midgap para los
band gaps del panel b).

panel b) la de 15 K. De manera general, podemos ver claramente que al aumentar el

radio interno, desaparece y luego reaparece un band gap fotónico, como se mencionó en

la discusión de las estructuras de bandas. En el panel a), se puede observar como un

gap desaparece para el valor de radio interno R1 = 0.086a y aparece uno nuevo para

el valor de radio interno R1 = 0.148a, desapareciendo éste último en el valor de radio

interno R1 = 0.273a aproximadamente. En el panel b), la desaparición del band gap

ocurre para el radio interno R1 = 0.091a, la aparición del nuevo band gap ocurre para

el valor R1 = 0.137a y la desaparición de éste ocurre para el valor de radio interno
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Figura 3.10: Estructura de bandas de una red triangular para R2 = 0.4a. Como en la
Figura 3.2, la misma configuración en los paneles es usada aqúı.

Figura 3.11: Estructura de bandas de una red triangular 2D de cilindros superconduc-
tores para los valores R2 = 0.4a y R1 = 0.3a de los radios, a las temperaturas del
sistema T = 5 K (a), y T = 15 K (b).

R1 = 0.274a aproximadamente. Tal como ocurre en el caso de la red cuadrada, en

este caso los band gaps fotónicos se desplazan hacia regiones de menor frecuencia, al
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Figura 3.12: Mapa de los band gaps fotónicos para la red triangular, considerando el
radio externo R2 = 0.4a para las temperaturas 5 K y 15 K, paneles a) y b), respecti-
vamente. c) Razón gap-midgap para los band gaps del panel a). d) Razón gap-midgap
para los band gaps del panel b). Las ĺıneas rojas y azules son para las temperaturas del
sistema T = 5 K y T = 15 K, respectivamente.

aumentar la temperatura del sistema.

En la Figura 3.10 se presenta la estructura de bandas fotónicas para una red trian-

gular formada por varillas superconductoras huecas, con un radio externo R2 = 0.4a.

De nuevo, se utiliza la misma configuración en los paneles como en las figuras anteriores.

En este caso, para el cristal fotónico basado en varillas sólidas, sólo aparece un pequeño

band gap por encima de la frecuencia de corte alrededor de la frecuencia normalizada

ωa/2πc = 0.69, a diferencia de los dos band gaps que se forman, por encima de la
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frecuencia de corte, cuando R2 = 0.3a (Figura 3.8). Para el caso de varillas huecas,

con un radio interno R1 = 0.1a, la situación es muy parecida a la observada cuando se

tienen las varillas sólidas, salvo por un aumento muy pequeño en el ancho del band gap

fotónico ubicado por encima de la frecuencia de corte, lo cual evidencia una pequeña

separación adicional entre los diferentes modos fotónicos. Cuando se utilizan varillas

huecas con radio interno R1 = 0.2a, aparece un band gap adicional, alrededor de la fre-

cuencia ωa/2πc = 0.77 para T = 5 K (panel c)), y un gap alrededor de ωa/2πc = 0.74

para el caso de T = 15 K (panel f)). Notándose un incremento en el ancho de los

band gaps fotónicos, en relación con las dos situaciones anteriores. Para cada uno de

los valores del radio interno de las varillas, se presenta un comportamiento similar de

la estructura de bandas, a las temperaturas T = 5 K y T = 15 K. Sin embargo, puede

apreciarse el t́ıpico desplazamiento de las bandas con el cambio de la temperatura.

Otro de los resultados obtenidos mediante el uso de la red triangular, para un radio

interno de las varillas R1 = 0.3a y un radio externo R2 = 0.4a, es la formación de

band gaps fotónicos por encima de la frecuencia de corte, los cuales no están presentes

en el caso de la red cuadrada (Figura 3.6). En la Figura 3.11 se muestran las gráficas

de la estructuras de bandas fotónicas para la red triangular, en la cual los paneles (a)

y (b) se refieren a las temperaturas de 5 K y 15 K, respectivamente. En esta figura,

están presentes dos band gaps por encima de la frecuencia normalizada ωa/2πc = 0.9.

Además, se puede ver con mayor claridad, el desplazamiento de las bandas fotónicas,

hacia frecuencias más bajas, debido al aumento de temperatura del sistema. En la

Figura 3.12 se muestra el map gap fotónico, en función del radio interno R1, para el

caso de la red triangular formada por varillas con radio externo R2 = 0.4a para las

temperaturas T = 5 K y T = 15 K (paneles a) y b)). Se puede ver la desaparición

y formación de band gaps fotónicos a medida que el radio interno aumenta en ambos

paneles. En el panel c), un aspecto importante de resaltar es que para valores del radio

interno entre R1 = 0.22a y R1 = 0.25a, se pueden obtener tres band gaps fotónicos.

En el panel d), para valores del radio interno entre R1 = 0.215a y R1 = 0.25a, se

pueden obtener tres band gaps fotónicos. Adicionalmente, para valores de radio interno



3.3. Estructura de bandas fotónicas para varillas superconductoras huecas con núcleo
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Figura 3.13: Estructura de bandas de una red cuadrada de cilindros dieléctricos cu-
biertos por una capa superconductora para distintos valores de la permitividad de las
varillas dieléctricas. El radio de la varilla dieléctrica es R1 = 0.2a y el espesor de la
capa superconductora es R2 −R1 = 0.2a. Se considera una temperatura de T = 5 K.

entre R1 = 0.25a y R1 = 0.26a, se pueden obtener cuatro band gaps. Esto nos provee

una evidencia adicional de que el uso de varillas superconductoras huecas, en lugar de

sólidas, puede enriquecer considerablemente la estructura de bandas de dichos cristales

fotónicos.

3.3. Estructura de bandas fotónicas para varillas super-
conductoras huecas con núcleo dieléctrico

Desde el punto de vista experimental, no parece una tarea sencilla fabricar vari-

llas superconductoras huecas, manteniendo una orientación muy bien definida de los

ejes cristalográficos del material de que están hechas dichas varillas. Experimental-

mente seŕıa más factible, crecer capas superconductoras sobre cilindros de material no

magnético, tal como se fabrican las muestras para estudiar el efecto Little-Parks en

superconductores. De esta manera, se obtendŕıan varillas superconductoras huecas, con

un núcleo de material aislante, el cual está caracterizado por un cierto valor de su

constante dieléctrica. En esta última parte del trabajo, se estudia un cristal fotónico

conformado por este tipo de varillas, dispuestas en una red cuadrada. Se calculan es-

tructuras de bandas fotónicas para diferentes valores de la constante dieléctrica y el
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Figura 3.14: Estructura de bandas de una red cuadrada de cilindros dieléctricos cubier-
tos por una capa superconductora para distintos valores del radio interno. La permiti-
vidad dieléctrica considerada para las varillas dieléctricas es ε2 = 12. El espesor de la
capa supercondutora es R2 −R1 = 0.2a, y la temperatura del sistema es T = 5 K.

radio de los núcleos dieléctricos.

En la Figura 3.13 se muestran las estructuras de bandas para varillas dieléctricas

de diferente permitividad, recubiertas por cascarones de material superconductor, las

cuales forman una red cuadrada. El radio de las varillas dieléctricas es R1 = 0.2a y el

espesor de la capa superconductor es R2 − R1 = 0.2a. Se puede ver que a medida que

la permitividad de las varillas dieléctricas aumenta, las bandas fotónicas se desplazan

hacia bajas frecuencias, resultado ya esperado debido al teorema variacional. Por otra

parte, las bandas de frecuencias bajas, tienden a volverse bandas aplanadas, de tal forma

que se obtiene un estado casi localizado para la primera banda, cuando la permitividad

de las varillas dieléctricas es ε2 = 12. En consecuencia, se pueden obtener este tipo

de estados, a medida que la permitividad de las varillas dieléctricas se hace más alta,

resultado también observado en materiales con frecuencias de plasma grandes.15

Por otra parte, en la Figura 3.14 se muestran las estructuras de bandas para el caso

en el cual la permitividad de las varillas es ε2 = 12, donde se asume un radio externo

R2 = 0.4a para el cascarón superconductor, y se vaŕıa el radio de las varillas dieléctricas

(R1). En tal figura, se puede observar el desplazamiento de las bandas fotónicas hacia

bajas frecuencias a medida que el radio de las varillas dieléctricas aumenta. Por otra

parte, las bandas de frecuencias bajas se vuelven menos dispersivas hasta el valor R1 =
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0.2a, y la formación de band gaps debido a las bandas planas se evidencia de manera

clara. Pero, a medida que el radio de las varillas dieléctricas supera este valor, las

bandas se vuelven nuevamente dispersivas, debido a que la fracción de llenado del

material dieléctrico empieza a ser mucho mayor que la fracción de llenado de la capa

del material superconductor.

De esta manera, puede apreciarse que el incremento en la permitividad del núcleo

dieléctrico, tiene como efecto la tendencia a aplanar las bandas fotónicas de bajas fre-

cuencias, siempre y cuando el espesor del cascarón superconductor no sea muy pequeño

en comparación con el radio del núcleo. Ese aplanamiento de las bandas, conduciŕıa a

la formación de estados localizados a bajas frecuencias.
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Conclusiones

Mediante el método de expansión en ondas planas, se han calculado las estructu-

ras de bandas fotónicas para redes cuadradas y triangulares, usando varillas super-

conductoras sólidas y huecas, al igual que cilindros dieléctricos recubiertos por capas

superconductoras.

Se ha mostrado la formación de nuevos band gaps fotónicos en las estructuras de

bandas de los dos tipos de redes considerados con respecto a los band gaps obtenidos pa-

ra el caso de cilindros sólidos. Los band gaps obtenidos mediante el sistema de cilindros

huecos pueden ser controlados mediante la variación de la temperatura del sistema y del

radio interno de las varillas superconductoras. En comparación con las varillas sólidas,

el rompimiento de la simetŕıa de tales varillas para formar cilindros huecos, lleva a la

formación de los nuevos band gaps. Sin embargo, para valores del radio interno muy

cercanos al radio externo, los band gaps desaparecen debido a que prima el carácter no

dispersivo del medio en que están inmersas las varillas.

Los cristales fotónicos basados en una red triangular, exhiben como propiedad ca-

racteŕıstica, la desaparición y posterior reaparición de band gaps fotónicos, a medida

que se incrementa el radio interno de las varillas huecas. Este hecho no se manifiesta

en las estructuras de bandas fotónicas correspondientes a la red cuadrada. Adicional-

mente, cuando se utilizan varillas superconductoras sólidas, sólo aparecen band gaps

fotónicos por encima de la frecuencia de corte, en las estructuras de bandas de las redes

triangulares.

Otra caracteŕıstica significativa en ambas clases de redes, es el desplazamiento de

las diferentes bandas fotónicas, hacia rangos de frecuencias inferiores, como consecuen-

cia del incremento en la temperatura del sistema. De hecho, cuando se produce tal
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aumento de temperatura, la permitividad dieléctrica de las varillas superconductoras

aumenta, y la estructura de bandas se desplaza de acuerdo con el teorema variacional

electromagnético. Otra caracteŕıstica común a ambos tipos de redes, tiene que ver con

el desplazamiento de los band gaps fotónicos hacia regiones más altas de frecuencia, con

el incremento del radio interno de las varillas huecas.

Por otra parte, cuando se usan varillas dieléctricas cubiertas por una capa supercon-

ductora, se obtuvieron bandas planas y nuevos band gaps fotónicos. Cuando la permi-

tividad dieléctrica de las varillas posee un valor comparable con la permitividad a altas

frecuencias de la capa superconductora, las bandas fotónicas tienden a aplanarse, para

valores del radio de las varillas dieléctricas que no sean muy cercanos al radio externo

de la capa superconductora. este aplanamiento de las bandas conlleva a la aparición de

una especie de estados localizados a bajas frecuencias.

Como perspectiva para desarrollar un trabajo futuro, puede considerarse el caso de

polarización TE de las ondas incidentes, de tal manera que se pueda obtener la estruc-

tura de bandas y la excitación de modos Mie plasmón-polaritón similares a aquellos

modos obtenidos en materiales metálicos,10 los cuales pueden ser utilizados en aplica-

ciones tecnológicas, teniendo en cuenta el efecto de la disipación.
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Apéndice

Para el cálculo de las estructuras de bandas, se utilizó el algoritmo realizado en

Matlab, y que se encentra en la página web

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/21834-photonic-bands-for-a-2d-

photonic-crystal

La única modificación que se debe realizar al algoritmo es añadir una función en la

cual se introduzca la frecuencia de plasma a lo largo del cristal fotónico. Tal función

para el caso de la red cuadrada es la siguiente

function epsi1 = epsmat1( r1,r2,n2,n1,n3,b1,b2,N1,N2 )

N = N1*N2;

a=1;

wp2=0;

wp1=0;

wp3=0.6;

epsilon1=zeros(N1,N2);

epsi1=zeros(N,N);

f1 = pi ∗ r12/(a ∗ a);

f2 = pi ∗ (r22 − r12)/(a ∗ a);

A = 1;

for l=1:N1

for m=1:N2

for n=1:N1

for p=1:N2
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GGx=(l-n)*b1(1)+(m-p)*b2(1);

GGy=(l-n)*b1(2)+(m-p)*b2(2);

GG = sqrt(GGx2 +GGy2);

x = 2 ∗ pi ∗GG;

if (GG =0)

epsilon1(p, n) = 2 ∗ f1 ∗ (wp22 − wp12) ∗ besselj(1, x ∗ r2)/(x ∗ r2) + ...

(2 ∗ pi/(x ∗A)) ∗ (wp32 − wp12) ∗ (r2 ∗ besselj(1, x ∗ r2)− r1 ∗ besselj(1, x ∗ r1));

else

epsilon1(p, n) = f1 ∗ wp22 + (1− f1) ∗ wp12 + f2 ∗ (wp32 − wp12);

end;

end;

end;

u = (l − 1) ∗N2 +m;

epsi1(u, :) = reshape(epsilon1, 1, N);

end;

end;

end
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