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Resumen

En este trabajo se calcula la integral de camino en un espacio de fase reducido,
para la teoria de Dinamica de Formas en el toro en 2 + 1 dimensiones. Para lo cual,
primero se realiza una revisién del método de mejor apareamiento y del procedimiento
de intercambio de simetrias, para luego construir la teoria de Dindmica de Formas a
partir de la formulacion ADM de la Relatividad General. Se muestra que, la integral
de camino en el espacio de fase reducido para la teoria de Dinamica de Formas,
concuerda con los resultados reportados para la formulacion ADM. Adicionalmente
se encuentra que el Hamiltoniano de la Dindmica de Formas permite establecer una
relacién directa entre los sistemas el los espacios de fase reducidos I'(7,V,p, (7)) y
['(1,p), a través de la condicién gauge de York.
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Capitulo 1

Introduccion

La Dindmica de Formas |12] es una teoria de gravedad que es invariante conforme,
cuya equivalencia con la teoria de la Relatividad General en su version ADM [3], ha
sido mostrada por Gomes y Koslowski mediante un procedimiento de intercambio de
simetrias [4], que permite pasar de la invariancia bajo refoliaciones de ADM a una
invariancia conforme en Dindmica de Formas.

La teoria de Dindmica de Formas estd motivada en el trabajo de York sobre el
problema de Cauchy [5,/6] y en dos principios que provienen del estudio de las ideas
de Mach [7] realizado por Barbour [8,9], los cuales son: 1. El movimiento y el tamano
son relativos y 2. El tiempo es derivado del cambio. Lo interesante de esta nueva
teoria, es que las restricciones que aparecen, son funciones lineales en la variables
dinamicas, lo cual es conveniente al momento de llevar a cabo un procedimiento de
cuantizacion. Adicionalmente, esta teoria representa un escenario adecuado para el
estudio conforme de la gravedad, lo que es 1util para la comprensién de la dualidad
entre teorias gauge y gravedad [104|11].

En este trabajo se estudian los aspectos generales para la construccion de la teoria
de Dinamica de Formas y se determina su integral de camino en un espacio de fase
reducido para el toro en 2 + 1 dimensiones.

En el capitulo[2]se introduce el método de mejor apareamiento en su representacion
Lagrangiana y Hamiltoniana. Luego se presenta el procedimiento de intercambio de
simetrias, el cual se aplica a la versién ADM de la Relatividad General, para obtener la
teoria de Dindmica de Formas. En el capitulo|3|se construye la Dindmica de Formas en
el caso de un toro en 2+ 1 dimensiones, a partir de la formulacién ADM. Finalmente,
en el capitulo [4] se obtiene la integral de camino en un espacio de fase reducido, para
la Dinamica de Formas en el toro en 2 + 1 dimensiones.



Capitulo 2

Dinamica de formas

En este capitulo se presenta el método general para obtener la teoria de Dinamica
de Formas, a partir de la teoria de Relatividad General en su version ADM en 3 +
1 dimensiones, mediante el procedimiento de intercambio de simetrias desarrollado
por Gomes y Koslowski [4]. Para lo cual primero se introduce el concepto de mejor
apareamiento, en su representacion Lagrangiana y Hamiltoniana.

2.1. Mejor apareamiento

En esta seccion se introduce el concepto de mejor apareamiento, con base en el
trabajo de J. Barbour [2].

Uno de los problemas actuales en fisica tedrica es el problema del tiempo en gra-
vedad cudntica [12]. Este ocurre debido a que el significado del tiempo en Relatividad
General es diferente al que se le da en Mecanica Cuéntica. El problema del tiempo
ha motivado diversas estrategias de soluciénE], una de las cuales, desarrollada por J.
Barbour y colaboradores [8,9], se basa en las ideas de Ernst Mach [7], resumidas en
lo que Barbour denomina principios de Mach [8]. Estos principios estan basados en
la idea basica de que la dinamica de las cantidades fisicas no depende de estructuras
externas [7]. El primer principio establece que no hay espacio absoluto, solo las rela-
ciones espaciales entre objetos importan. Mientras que el segundo principio trata del
tiempo y establece que el flujo de éste es s6lo una medida del cambio en las relaciones
espaciales.

La teoria de Dinamica de Formas esta fundamentada en estos dos principios, los
cuales se implementan por medio de un procedimiento denominado mejor aparea-
miento. Para ver en que consiste este procedimiento, consideremos como ejemplo un
sistema en un espacio Euclidiano de dimensién dos, compuesto tinicamente de tres
particulas, cuya configuracién general siempre serd un tridangulo.

!Para una revisién de los principales trabajos ver [13].
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Figura 2.1: a) Configuracién del sistema en dos instantes diferentes. b) Posicién de
mejor apareamiento del segundo triangulo.

De acuerdo con el primer principio de Mach, la descripcién del sistema en un
instante dado se puede hacer utilizando tunicamente las posiciones relativas de las
particulas, cuya medida se lleva a cabo empleando como unidad de medida una de
las distancias entre dos particulas.

Para la introduccion del segundo principio consideremos el sistema en un instan-
te posterior (linea punteada Figura 2.1-a). Para describir la evolucién del sistema
necesitamos comparar las configuraciones en los dos instantes. Para ello seguimos el
procedimiento de mejor apareamiento, el cual consiste en fijar uno de los dos tridngu-
los, luego aplicar sobre el segundo traslaciones, rotaciones y dilataciones de forma que
la “distancia” entre los vértices de ambos sea minimaﬂ (Figura 2.1-b). Para ver esto
de otra manera, tomemos un sistema de referencia para determinar las posiciones de
las particulas

(N  i=1,21=1,23 (2.1)

donde el indice I identifica la particula y el indice i su coordenada Euclidiana.
Tendriamos entonces que el sistema es invariante bajo traslaciones, rotaciones y dila-
taciones dadas por

(A = GO\ (V),  a=1,....4 (2.2)

siendo

G(g"(N))j = e Vo, (2.3)

donde los tgj son los generadores del grupo de similaridad en dos dimensiones.
La condicién de minima distancia entre vértices se puede escribir como

ming {6"n;;6476¢}} (2.4)
donde §77n;; es una métrica plana en el espacio de configuraciones, y se ha definido
0qr = GIA+0N) (A + 0X) — G(N)gr(N) . (2.5)

2 Asumiendo una distancia Euclidiana entre vértices.
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En este caso, A representa un parametro que identifica las diferentes configuraciones
del sistema. El valor de ¢(\) debe ser tal que minimice ({2.4]) para todo A.

2.1.1. Representacion Lagrangiana del procedimiento de me-
jor apareamiento

Consideremos ahora un )\ infinitesimal, de forma que, al expandir la expresion
(2.5)) y retener los primeros términos obtenemos
5qr = (G + GoN)(gr + 4roX) — Gy

donde el punto indica derivacion con respecto a .
Definiendo el operador D, como

10 . 1
Doqr = G755 = s + G~ Gy (27)
podemos introducir la accién

S = /d/\\/yjnz‘jG?;D(ﬁQ'fG{DMIf], (2.8)
con la cual, la condicion 1) se expresa como g—i = 0. Por simplicidad en la notacion

escribimos 5

q . . -~

6_; =Gqr +Gar =qr, (2.9)

con q; = Gq. Asi, (2.8)) toma la forma

S = / A/ 10, G ) - (2.10)

De la variacién de S con respecto a ¢, obtenemos las ecuaciones de movimiento

oL d OL
=0 2.11
oq;  d\Og. ’ ( )

donde L = /011G ).

En la variaciéon de S con respecto a ¢, es necesario tener en cuenta que el valor de
éste en cualquier intervalo infinitesimal a lo largo del intervalo de variacién permanece
arbitrario, debido a que los triangulos deben transformarse hasta ser llevados a su
posicién de mejor apareamiento. En otras palabras, d¢® no puede anularse en los
extremos del intervalo de variacién. Esto conduce, a que ademas de las ecuaciones de
movimiento

oL d 0L
%—a%—o, (212)
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se tenga la condicion
A
oL |
9™ |y,
Como el procedimiento de mejor apareamiento debe ser independiente del intervalo
de variacion, obtenemos la condiciéon de mejor apareamiento

=0. (2.13)

oL
S 0. (2.14)

Para generalizar a una teoria con interaccién, podemos por ejemplo multiplicar la
métrica plana en el espacio de configuracién §'7n;; por el factor conforme 2(F —
V(g)). Lo cual, como veremos mas adelante es suficiente para reproducir la mecanica
Newtoniana. De esta manera la accion se reescribe como

S = 2/d)n/(E “ V)T, (2.15)

donde T' = %(5” qu‘}cjf] La accion || es la accién de Jacobi [14] cuando V' es
potencial usual del sistema.
La variacién de la accién (2.15)) con respecto a g, nos lleva a las ecuaciones de

movimiento
E-Vd E —Vdg 1%
JEZY A (L ) __ 9V (2.16)
T dA T dA oq;
Notemos que, identificando
dt T
o NE=v (2.17)

la ecuacién (2.16)) se reduce a la segunda ley de Newton

&g _ oV (2.18)

La eleccién (2.17)), nos muestra que el procedimiento de mejor apareamiento permite
relacionar el tiempo con el cambio en las configuraciones

l(glJnu(ng’(gqj
2 ij 04194 5
=y d L - 2.1
0t \/ E_V ) (2.19)

en concordancia con el segundo principio de Mach.
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2.1.2. Representacion Hamiltoniana del procedimiento de me-
jor apareamiento
Consideremos el caso de un sistema de dimension finita. Implementamos el pro-
cedimiento de mejor apareamiento introduciendo la transformaciéon g* = G%q°, donde

G¢ = e?"%a. De forma que, en términos de la derivada Dyq = ¢ + ¢°t,q, escribimos
§q%/0N = G¥Dyq" . La accién que describe el sistema es

S = /d)\\ / gabD¢q“D¢qb, (220)

donde g, = Gggcd(cj)Ggl = gu asumiendo una métrica equivariante. Los momentos
conjugados a ¢* y ¢%, son respectivamente

oL 9 Dyq”
Pa = - — 5
9q V 9edDsq“Dyq?
oL 9ar D"t . q° .
Ty = —— = ¢ = pat®d’ (2.22)

29*  \/9eaDsqDyq?

donde se identifican las restricciones

H = ¢“pappr—1=0, (2.23)

(2.21)

La restriccion H,, esta asociada con las simetrias continuas y se relaciona con el primer
principio de Mach, mientras que la restricciéon H se relaciona con el segundo principio
de Mach, como se vera mas adelante.

Notemos ademas, que el Hamiltoniano obtenido por la transformacion de Legendre
es nulo

H = paqa + ﬂ-aéa - L
= 0, (2.25)

lo cual es caracteristico de las teorias invariantes bajo reparametrizaciones.
El Hamiltoniano total, de acuerdo con el método de Dirac (Apéndice, esta dado
entonces como una combinacién lineal de las restricciones (2.24)) y (2.23)

Hr = NH + N°H,,, (2.26)

donde N y N® son multiplicadores de Lagrange.
En el espacio de fase I'(q, ¢; p, 7), la accién toma la forma

5= /d)\ (paqa ot — HT> . (2.27)
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Como se menciond anteriormente, la variacion de S con respecto a ¢, manteniendo a
éste libre a lo largo del intervalo de variacion, implica la condicion

T} =0, (2.28)

que, debido a la independencia del intervalo de variacion, nos lleva a la condicion de
mejor apareamiento

Ta(A) =0. (2.29)

Adicionalmente, de acuerdo con los paréntesis de Poisson {¢%, pp} = 05 v {¢*, 5} =
03, tenemos las ecuaciones de movimiento

i = {q", Hr} =2Ng"p, — N*t%,¢", (2.30)
Pa = A{pas Hr} = =N(9ug™)pspe + NPito, (2.31)
¢* = {¢% Hr} = N°, (2.32)
o = {ma,Hr}=0. (2.33)
De las ecuaciones - y -, obtenemos
2Npa = gabq + gab(ﬁatl;cqc 5 (234)
que, utilizando G§ = ¢?*%as, se puede reescribir como
1 0
= — . 2.
Po = 539G )e 71 (Ghg") (2.35)
En términos de
T = Gy, (2.36)
Pa = (G HYopy, (2.37)
(@) = (G7)gea( G715, (2.38)
la ecuacién (2.35) toma la forma
o = gy oml0)d (239
Pa = 2Ngab q)q - .
Usando esta expresién y la ecuacién (2.31)), obtenemos
10 (1 " _
al = —D _caa be(g . 240
vox sy ) = -ndd @ (2.40)

Utilizando una métrica conformemente plana?| g.;(q) = 2(E — V)nap v la restriccién
H que ahora se escribe como n®p,p, = 2(E — V), la ecuacién (2.40) se reduce a

19 N
oy (B=V)i") = ——=0"V, (2.41)

3Donde 74, es una métrica plana con signatura Euclidiana.
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donde, si hacemos la identificacién 7 = ETNVv obtenemos la segunda ley de Newton
82(:70, _
=-0"V. 2.42
oT? (242)

Por ultimo, notemos que reemplazando (2.35)) en la restriccion H, encontramos que

1 —_\ =, =
N = 5\/9ab(q)qaqb

1 .
= \/§(E — V)na@®q, (2.43)

1 oaedab

5Mab0q"0q
=t 2.44
oT \/ v ( )

verificando nuevamente la consistencia con el segundo principio de Mach.

con lo cual

2.2. Intercambio de simetrias

En esta seccién se presenta de forma general el procedimiento de intercambio de
simetrias, conocido también como método de teoria de enlace [4].

Supongamos que tenemos una teorfa con espacio de fase I'(g, p) y restricciones de
primera clase

Xu(g,p) = 0. (2.45)

Extendemos el espacio de fase introduciendo el campo ¢, y su momento conjugado
7%, los cuales satisfacen {¢,, 7’} = 6°. Para evitar introducir grados de libertad
adicionales, se agrega la restriccion

Co=n"~0. (2.46)

Luego consideramos la transformacién canénica Ty : {q, p; ¢, 7} — {Q, P; @, 11}, cuya
funcién generatriz es

F(Q? gba P7 H) = PaGZ(¢)Qb + QSOéHOC . (247)
De acuerdo con
or or
Qi = 550 2= o (2.48)
Pt = oF T = or (2.49)

94, ol
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obtenemos las variables transformadas

G — Qo= G, (2.50)
p* = P*= (G, (2.51)
ba — Po = P, (2'52)
™ = I = 7% — M%p°q,, (2.53)
donde M2 = (Gil)ggT?f.
Las restricciones transforman como

Toxulg,p) =~ 0, (2.54)

T,C% =7 — M2p°q, =~ 0, (2.55)

las cuales contintian siendo de primera clase.

Supongamos ahora que las restricciones Tyx (g, p), se pueden descomponer en dos
grupos, Tyx}(¢,p) ¥ Tyx2(q, p), donde Tyx, puede expresarse como ¢, — ¢ = 0y el
paréntesis de Poisson entre Tyx? y 7 se anula.

Podemos imponer dos condiciones gauge:

1. Imponiendo la condicién gauge ¢, = 0, tenemos que {¢,, TyC”} = 62, lo que
implica que el multiplicador de Lagrange de T;C? se debe anular por condicién de
propagacién (Apéndice. De esta manera, podemos realizar la reducciéon del espacio
de fase fijando (¢, ) = (0, M2®p®q) y remover la restriccién TyCP. Por otro lado,
como 7 no aparece en las restricciones T¢X}, v Tyx2, éstas no se ven afectadas, por
lo que después de la reduccion del espacio de fase, se reducen al conjunto x,. Con lo
cual se recupera la teoria original.

2. Imponemos la condicién gauge 7 = 0, cuyo paréntesis de Poisson con las
restricciones Tyx2 y T,C? se anula. En este caso, la restriccién T¢X; se remueve y
se reduce el espacio de fase fijando (., 1) = (42,0), después de lo cual, quedan las
restricciones de primera clase

Tyoxi(q,p) = 0, (2.56)
D* = M (¢")pqy ~ 0. (2.57)

De esta manera, las restricciones T¢X; han sido reemplazadas por las restricciones
D~
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2.3. Dinamica de Formas a partir de ADM

En esta seccion, se obtiene la teoria de Dindmica de Formas aplicando el método
de intercambio de simetrias de la seccion anterior, a la formulacion ADM de la Re-
latividad Genera]ﬁ [3]. Con esto, lo que se busca es intercambiar la invariancia bajo
refoliaciones de la teoria ADM, por una invariancia conforme cuyo generador es lineal
en los momentos y posee un algebra sencilla, a diferencia de lo que ocurre con el
generador de las refoliaciones en ADM. Los argumentos principales de esta seccion se
pueden encontrar en [1}4].

2.3.1. Formulacion ADM

Consideremos la descripcion ADM sobre una variedad Y compacta y sin frontera.
Las coordenadas del espacio de fase I' son, la métrica g,, v su densidad de momento
conjugada 7, con paréntesis de Poisson

(), 7)) = 50508+ 650000(x — ). (2.58)

Denotando S(N) = [d*z N(z)S(z) y H(E) = [ dPz&*(x)Hy(x), el Hamiltoniano
total ADM esta dado por

H = S(N)+H(©), (2.59)

donde N (lapso) y £* (corrimiento), son multiplicadores de Lagrange. Las restricciones
escalar y de difeomorfismos son respectivamente

G apea (1) TP (2) 7 (1)
S(xr) = — x)R|g|(x), 2.60
(x) ToT(2) Vgl(2)Rlg](z) (2.60)

Hy(z) = —2gu(z)Der™(2), (2.61)

donde D, es la derivada covariante compatible con g., R[g] es la curvatura escalar
YV Gabed = GacGpd — % GabJea €5 la supermétrica de DeWitt con inversa G = go¢gb® —
gabgcd.

El dlgebra de las restricciones esta dada por

{H(E), H(O} = H(LeC), (2.62)
{H(£),S(N)} = S(LeN), (2.63)
{S(N),S(M)} = H(K(N,M)), (2.64)

donde L es la derivada de Lie a lo largo del campo & y K¢(N, M) = g**(No,M —
MOo,N). Cabe resaltar que ésta no es un algebra de Lie, ya que K* no es constante
puesto que depende de la métrica gq.

4ADM es una formulacién canénica de la Relatividad General, en la que el espacio-tiempo se
separa en espacio y tiempo. Los que no esten familiarizados con esta formulacién pueden encontrar
una discusién detallada en [15].
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2.3.2. Intercambio de simetrias

De acuerdo con el procedimiento de intercambio de simetrias de la seccién [2.2] se
extiende el espacio de fase agregando el campo escalar ¢ y su densidad de momento
conjugada 7y, que satisfacen {¢(x), 74(y)} = d(xr —y). Adicionalmente, para asegurar
que no se agreguen nuevos grados de libertad se incluye la restriccién de primera clase

Clp) = [ o plymo), (2.65)

donde p es un multiplicador de Lagrange.

Se quiere intercambiar la simetria de refoliaciones por una simetria conforme para-
metrizada por ¢. Sin embargo, para que una combinacién de las restricciones escalares
no sea fijada al imponer la condicién de mejor apareamiento 74 ~ 0 y con la cual po-
der generar la dindmica de la teoria, es necesario que la simetria conforme empleada
en el intercambio de simetrias, preserve el volumen total [1].

Para introducir la nueva simetria, primero definimos el valor medio para una
funcion f : ' = R, de la forma

(= [ Eovlals. (2.0

donde V = [ d*z+/|g|. Notemos que la transformacién conforme

Jar(T) — 64(2)(1)9(1(,(1‘), (2.67)
con é definido como
A 1
b= cnle®),, (2.68)

deja invariante el volumen. Esto se verifica facilmente teniendo en cuenta la transfor-

macion 60
I (&
Vgl = €*Vlgl = W\/ gl (2.69)
g

de donde se sigue que

1 (€59)
_ 3 3. . 6¢ _ g _
V—/dx lg] — <€6¢>g/dxe \/|g|—V<66¢>g—V. (2.70)
Counsideremos ahora la transformacién canoénica
Ty {Gab, ™% ¢, T} — {Gap, 1% @, Mg}, (2.71)

generada por la funcién

F(g,¢;11,11,) = / &’z (gab(a:)e‘*d;(x)r[ab(x) +<b(a:‘)H¢(:L')> : (2.72)
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Aplicando esta transformacién en el espacio de fase extendido, obtenemos

Gu(z) = €gu(a), (2.73)
1 (z) e%%“P“@»—%@w¢wkwf%w(1—ewm)}, (2.74)
b(r) = olx), (2.75)
Mo(z) = mo(2) =4 (n(2) — (M) /Iol()) (2.76)

La transformacién de la restriccién escalar y la restricciéon C'(p) no conlleva mayor
inconveniente. En el caso de la restriccion de difeomorfismos, los calculos se simplifican
si primero la reescribimos de la forma

(O = [ daor(Leg)a. (2.77)

Las restricciones transformadas se escriben entonces como

T;S(N) = /d3x N{f/_—; [Gabcdwabﬂc‘l - é <7T —(m)/]g](1 - 6%))2 + éwz]

—é$|m{mm—8(v%+«v@0]}, (2.78)

T,H(E) = / B (T(Leg)ay + ToLed) (2.79)

T,C(p) = / di”xp{%—zl(n—@r)\/@}, (2.80)

donde ™ = 7%gy, y (1) = - [Pz .

Regresar a la Relatividad General

Para regresar a la Relatividad General en su forma ADM, se impone la condicion
gauge ¢ = 0. Después de esto, el inico paréntesis de Poisson que no se anula es

{T5C(p), o(2)} = p(2), (2.81)

lo que determina que el multiplicador de Lagrange p se anula. La reduccién del espacio
de fase se lleva a cabo fijando

6 = 0, (2.82)
Ty = 4(7r—(7r>m), (2.83)

lo cual remueve la restriccion T (Z)C’ y reduce las restricciones T éS y T3H, a 1} y
(2.61)) respectivamente. Obteniendo de nuevo el Hamiltoniano ADM

H = S(N)+H(C). (2.84)
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Obtener la Dindmica de Formas

Para obtener la Dindmica de Formas, se impone la condicién gauge 7, = 0. En
este caso, el Unico paréntesis de Poisson para 74, que no se anula es

{T3S(N), mo(2)} = Fi(z) — ) /[g](x)(Fw), (2.85)
donde
Fv = —8/]gle? [R[g] _g (v% + (v&)?)] N + 8v/191gas0" (e%aazv)
—2(r) [7r — (gl — 664’)] N — 6T,SN. (2.86)

Esta expresion se puede reescribir como

Fx = —8[gle*Rlg]N — 2(m)?\/]g|e* N
+8v/1919as0” (e%aazv) — [6TQ;S+ 2<7r)Q] N, (2.87)

donde R =R —8(V2p— (V§)?), v

Q) = () = (m)/]gl(x) = 0, (2.88)

es la restriccion a la cual se reduce T3C' después de fijar m; = 0.
Asi, la condicién para determinar los multiplicadores de Lagrange

{T3S(N), mo(x)} = 0. (2.89)
nos lleva a la ecuacion

RN + }l(ﬂ)zN + e_Gégabab <62"38“N> ~ (), (2.90)

donde G es igual al lado izquierdo de multiplicado por +/|g|e%.

La ecuacion ha sido ampliamente estudiada y se sabe que posee solucion
Unica positivaﬂ [16-18], la cual denotaremos como Ny.

De esta forma, la restriccion ngES (N) se separa en la restriccién de primera clase

13S5(No) vy las restricciones de segunda clase Izg(x) definidas como

__ o6%(x)

5Para las condiciones iniciales y de frontera adecuadas, las cuales no consideraremos aqui.
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La reduccion del espacio de fase se lleva a cabo fijando 74 = 0 y encontrando un ngSO

tal que i;ok/g(x) ~ 0. Escribiendo entonces T;,5(x) en términos de do v Q, obtenemos

1 N
13,8 = [Gabcdﬂ“bwc‘i ~3 (7r — (m)/Igl(1 - 664)0)) + 67r } —é? \/]?R

e [ o 12 1 6d0 _ 1, \2) 1 1280 260 R
= 00w — 5Q° = 2Q(m)V/|gle™™ — < (m)7|gle™| — ™/ |g|R,
V9l 2 3 6
(2.92)
donde 0% = 7% — 2 (m)g*+/g] . -
De esta manera, la condicién TqSOS("E) ~ 0 toma la forma
e 0% [ L o190 sdo R) ~(r 2.93

donde L es igual al término entre parentesm del lado izquierdo. La posibilidad de
determinar gzﬁo se garantiza, debido a que es la ecuacion de Lichnerowicz-York,
de la cual se conoce que tiene solucién tunica [17, 19]. Asi, la reduccién del espacio
de fase se obtiene fijando 7, = 0y qZA> = (ﬁo. Con esto, T3 H, se reduce a H,, y T;C
se reduce a (). Adicionalmente, identificando la restriccién de primera clase restante,
con el Hamiltoniano Hgp = T S (Np), llegamos finalmente al Hamiltoniano total de
Dinamica de Formas

H = yHgp + H(E) + Qp) (2.04)
con 7 un multiplicador de Lagrange constante y
Hsp = / d’x NoTy, S(x), (2.95)
0O = [Err@)Lepalo). (2.96)
Q) = [ dop) (r@) - @VIol) | (2.07)

donde la restriccion @) es la que genera la simetria conforme. Los paréntesis de Poisson
no triviales de las restricciones son

{H(E),H(Q)} = H(LeC), (2.98)
{H(E),Q(p)} = Q(Lep). (2.99)

De esta forma se ha obtenido una teoria donde las restricciones H, y @ son lineales
en los momentos y cuya algebra es un algebra de Lie.



Capitulo 3

Dinamica de formas en 241
dimensiones

Debido a que la gravedad en 2+ 1 dimensiones es un modelo no trivial, con solucién
exacta y cuantizable que se conoce ampliamente [20}21], representa un terreno de
prueba ideal para el estudio de cualquier nueva teoria de gravedad. Por esta razon, es
interesante el estudio de la Dindmica de Formas en 2+ 1 dimensiones. En este capitulo
nos concentraremos en particular en el caso de un toro en 2 + 1 dimensiones, donde
el Hamiltoniano de la Dindmica de Formas se puede obtener en forma explicita [22].

3.1. Intercambio de simetrias

En esta seccion se obtiene la teoria de Dinamica de formas, a partir de la descrip-
cion ADM de Relatividad General, definida en un espacio-tiempo de 241 dimensiones
con topologia [0, 1] x T2, donde T2 es el 2-toro. El Hamiltoniano ADM est4 dado por

H = S(N)+H(), (3.1)

) Gabcd,ﬂ.ab,ﬂ.cd B
S(V) = / M(W mRm) (3.2)

H(E) = / P 7 (Leg)an, (3.3)

donde S(N) y H(&), nuevamente representan las restricciones escalar y de difeomor-
fismos, respectivamente. Ademds, g, v ™ son las variables del espacio de fase y
Gabed = JacGbd — Gavgeq €S la supermétrica 2 dimensional.

Siguiendo un procedimiento andlogo al de la seccién 2.3 empleamos el método
de intercambio de simetrias. Para ello, extendemos el espacio de fase, introduciendo
el campo escalar ¢ y su densidad de momento conjugada 7g. Luego, agregamos la

15
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restriccién

Clp) = [ #oplymo), (3.4)

y utilizamos la transformacién canénica T} : {Gab, 5,15} — {Gap, 11 ® Tl }
generada por

Flo. 6L = [ @ (gu(@)e ™07 (@) + o)) . (39

donde ¢ = ¢ — %ln(ew}g, el valor medio es definido por (f), = %fd2;1:1/‘g‘f y
V = [ d*z/]g|. Al aplicar la transformacién obtenemos

Gab(x) - e2q3(a:)gab<x) ) (36)
) = 20 (1) = Sy Bl (o) (1)L
O(z) = o(z), (3.8)
Mo(z) = mol(@) =2 (m(@) - (m/Igl(@)) | (3.9)
donde m = 7%gy, y (7) = - [ d®z .
En el caso de las restricciones, encontramos que
e b a1 2\ 2
T,S(N) = /d%N{m Gapean ™7 = 5 <7r — (]l - 62¢)>
1 R
+57°| = VI9l(Rlg] - 2%)} , (3.10)
T,H(E) = /de (W“b(ﬁgg)ab + 7T¢£5gz5) , (3.11)
1,000 = [ @oplm -2 (x— mvidl)] | (3.12)
Se verifica facilmente que la formulacion ADM se recupera fijando
¢ = 0, (3.13)

Ty = 2 <7T - (7r>\/ﬂ> . (3.14)
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3.2. Dinamica de Formas

Para obtener la Dindmica de Formas se debe imponer la condicién gauge w4 = 0
y fijar ¢ = ¢y, con lo cual, la restriccion T3S se reduce a

~2d 1 1
‘ (Gabcdﬂ-abﬂ-Cd - _<7T>2|g|64¢0 + 57‘—2)

\/m 2

—V19l(Rlg] — 2V2$o)] , (3.15)

T, S(N) = /d%N

la restriccién T3 H (E) vuelve a ser H(§) y la restriccién T3C(p) se reduce a

Qp) = / Prp (v — (/1) (3.16)

Antes de continuar, aprovechamos el hecho de que cualquier métrica en una su-
perficie compacta es conforme a una métrica de curvatura (intrinseca) constante [23],
para escribir (salvo difeomorfismos)

Gab = 62)\gab7 (317)

donde A es un factor conforme y g, para el toro es una métrica plana.

Utilizando (3.17)), la restriccién escalar (3.15]) toma la forma

Vlal

2 e~ 2dotN) AN A bocd L\~ 4ot
TQBOS(M:/MN e (e Gt — (w2l

1 .
+§e“7r2) + 219V (do + V) | , (3.18)

donde 7 = 71%g,, v V? es el laplaciano con respecto a gy
Como se vio en la seccion , después de imponer la condicién 74 = 0, una de las

restricciones 7'S(z) continta siendo de primera clase, debido a que existe un Ny que

satisface {T;S(No), ms(z)} = 0. Las restricciones de segunda clase contenidas en 735

se pueden extraer definiendo

_— , /|§|(x)e2(<z3o(x)+A(x))

TJ)OS(iE) = T&OS(x) — T(Z)OS(NO) %

(3.19)

Adicionalmente, la reduccion del espacio de fase requiere fijar gg = ngSO, donde Yz;g(x) ~
0. Imponiendo esta condicién en ([3.19)) y definiendo el Hamiltoniano de la Dindmica
de Formas como Hgp = T(z;OS (Np), obtenemos

F (x)62($0($)+>\(56))
v

T;,5(x) — Hsp =0. (3.20)
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Siguiendo a [22], tomamos ngﬁo + A constante en el espacio, con lo cual, la expresién

V= /dQ:L“ |gleX(@otN) (3.21)
nos permite determinar
A 1
¢0 = —)\—F EIHV, (322)
de manera que Hgp se obtiene a partir de (3.20)), comd]
64)\G " dﬂ.abﬂ.cd Vv 1 €4>\7T2
Hgsp = /d% ( ot — —(m)*+ = ) : (3.23)
Vlg| 2 2 Vgl

Finalmente, el Hamiltoniano total para la Dinamica de Formas esta dado por
H =nHgp + H(§) +Q(p) (3.24)

donde 7 es un multiplicador de Lagrange constante.

En este punto, la expresiéon para el Hamiltoniano difiere de la obtenida
en [22], debido a que ain no se ha escogido de manera explicita la métrica plana G-
Esto se llevara a cabo en el siguiente capitulo.

IEn adelante se utiliza 7 = 7% g,y.



Capitulo 4

Integral de Camino para la
Dinamica de Formas en 2 + 1
dimensiones

En este capitulo, se calcula la integral de camino en un espacio de fase reducido
para la teorfa de Dindmica de Formas, empleando el método de Faddeev-Popov [24].
El analisis se realiza para el caso de un toro en 2 + 1 dimensiones. Este desarro-
llo sirve como complemento a la cuantizacién de la Dindmica de Formas en 2 + 1
dimensiones empleando el método de Dirac, llevada a cabo en [22]|. Los resultados
obtenidos aqui concuerdan con lo reportado en [25-28] para la formulacion ADM de
la Relatividad General.

4.1. Reduccion del espacio de fase

El punto de partida es la integral de camino para la teoria de Dindmica de Formas

en 2 + 1 dimensiones en el espacio de fase I'(gq, ), dada por
2 =N [ldgu)ldn"ldnlids)dpie (11)
con la accion
5= [ e (x4~ ntsn — € H, - pQ) (42)
donde, de acuerdo con la seccién
64)\G b dﬂ‘abﬂ‘Cd \%4 1 64)\772
H _ abc _ 2 - 4.3
H,(z) = —2guD %, (4.4)

Q) = m—(m)/ldl.

19
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La accién es invariante bajo difeomorfismos espaciales y transformaciones con-
formes, generadas por las restricciones x, = (H,, Q). Esto significa que las superficies
equivalentes bajo estas simetrias, contribuyen en forma idéntica a la suma en y
no deben ser contadas como configuraciones independientes, puesto que este sobre-
conteo produciria un resultado divergente. Con el fin de restringir la integral
a un espacio de dimensién finita, utilizamos el método de Faddeev-Popov [24], para
separar el espacio de todas las geometrias en clases de equivalencia, y de esta ma-
nera, extraer los volimenes asociados a los difeomorfismos y a las transformaciones
conformes, para ser absorbidos en la constante de normalizacién N

Lo primero que debemos hacer es imponer las condiciones gauge o = 0 para las
restricciones x,. Esto se efectiia introduciendo en la integral de camino el factor

5[0 det [{xa, 07} . (4.6)

Necesitamos ademas definir el producto interno para escalares s, vectores v* y tensores
simétricos sin traza w®

(51,82) = /dQl’ 9] 5182,
(i) = [ &2/l gantet, (4.7
(wy,wy) = /d2$ |g|gacgbdw(11bw§d-

También definimos las normalizaciones Gaussianas

/[dégab] exp {z’/d% \g\g“cgbdégab(Sng} = 1, (4.8)
/[dﬂ“b] exp {i/d%gacgbdﬂabﬂw/\/|g|} = 1, (4.9)

donde los dg,;, son elementos del espacio tangente al espacio de las métricas gq.
La integracion sobre £ y p nos lleva aE

Z = N [ dgulldndnlslH,/ 19150/ o]
6[o*] det [{xa, 0" }| exp {2 / dt d*x (7 Gap — nHSD)} : (4.10)
Ahora consideremos una variacion infinitesimal arbitraria de la métrica

6gab = 5Wgab + 5Dgab + 5Tgab 5 (411)

'Donde el factor 1/+/|g| en §[Ha/+/|9]] v 6[Q/+/]g|] viene de ladefinicién de los productos 1}
y la regla [[da]e’®? = §[b).
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donde los dos primeros términos corresponden transformaciones gauge, siendo
Ow gab = 20\gap , (4.12)
la variacion de la métrica bajo el reescalamiento infinitesimal de Weyl, y
0pGap = Dyovy + Dydv, , (4.13)

la variacién debida a los difeomorfismos generados por dv.

El grupo de reescalamientos de Weyl en el toro, lo denotaremos como Weyl(T?),
mientras que el grupo de difeomorfismos lo denotaremos como Diff(7?). Notemos
ademas que, como estamos considerando difeomorfismos infinitesimales, la trans-
formacion (4.13|) pertenece al subgrupo de difeomorfismos conexos a la identidad
Diffy(7?) y no al grupo completo Diff(7?).

El tercer término en , representa la variacion fisica, conocida como deforma-
cién de Teichmiiller [29], que se escribe como

i agab
ort’

OrGab = OT (4.14)

donde (71, 72) parametrizan el espacio de Teichmiillerﬂ.
Por conveniencia, las trazas de dpgaes ¥ 079y s€ absorben en dyy g, definiendo

1 1 : Bg d
SA = 0A+ =D 0v° + =o7'g* === 4.1
R R S A = (4.15)
con lo cual, (4.11)) se reescribe como
5gab = 25}‘9(11) + (P(sv)ab + 5Tiﬂab y (416>

donde T;,;, es la parte sin traza de la deformacién de Teichmiiller

agab 1 cd agcd
A 5Y9ab9 )
art 2 or?

y el operador P, que aplica vectores en tensores simétricos sin traza, es definido
como [30]

Tiap = (417)

(Pov)ap = Dydvy + Dpdvg — gap DOV, (4.18)
cuyo adjunto, de acuerdo con la definicién de los productos (4.7)), estd dado por

(PTw), = —2D"wg . (4.19)

2El espacio de Teichmiiller se puede definir como el cociente M, /(Weyl(3,) x Diffy(3,)), donde
M, es el espacio de las métricas Riemannianas sobre una superficie compacta, sin frontera, de género
g (£4). De acuerdo con el teorema de Riemann-Roch, la dimensién (real) del espacio de Teichmiiller
para el toro es 2, igual que la dimensién del espacio moduli [29].
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Para simplificar los cédlculos, es conveniente conseguir que la descomposicion (4.16))
sea ortogonal’l Para ello, notemos que los elementos {¢"},—; > que forman una base
para ker PT [l son ortogonales a (Pdv),,. Esto se ve facilmente de

0 = (6v, P1p) = (Pév, ). (4.20)
Con esto en mente, realizamos la descomposicion

iy = N'(Pov)ay + M (4, Tk, (4.21)

donde N* = gg;;é y My, = (Y5, V).

Obteniendo la descomposiciéon ortogonal para la variacion de la métrica
dGap = 20\gap + (POV)ap + 5TiMﬁ€1 (I, Tk, (4.22)

donde se ha redefinido dv = (1 + 7' N;)dv
Para la densidad de momento, elegimos una descomposicién de la forma

wt = g + /gl (PY) + Vgl (123
donde 9" es transversal y sin traza respecto a una métrica plana g, que se especi-
ficard mas adelante. La descomposicion se realiza siguiendo el procedimiento
general descrito en [18]7]

En este punto es importante tener en cuenta que, para el toro existe una inter-
seccién no vacia entre los grupos Diffy(T?) y Weyl(T?), la cual se identifica con el
conjunto de los vectores de Killing conformes (CKV), cuya dimensién para el toro es
de 2 [30]. Este hecho es facil de ver considerando el difeomorfismo generado por un
vector du € ker P. De acuerdo con

0 = (Pou)ap = Dyduy + Dydug — gapDedu’ (4.24)

la transformacién seria de la forma 0pga, = (D.0u®)gap, la cual, es la misma trans-
formacion que se obtiene de un reescalamiento de Weyl tomando A\ = D.du’. De
esta manera, tenemos que la interseccién entre Diffy(7?) y Weyl(T?) corresponde al
conjunto (CKV). Esto nos lleva a realizar la descomposicién adicional

v = 60" 4 da" (4.25)
Yo=Y+ B, (4.26)

30rtogonalidad definida con respecto a los productos (4.7).
4Recordando que, para el toro dimg ker PT = dimg ker P = 2 [29).

5Adicionalmente se tuvo en cuenta en la descomposicién, que los resultados reportados en la
literatura se reproduzcan de manera mas directa.
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donde {¢; },—12 es una base de ker P.
El Jacobiano asociado a la descomposicion (4.25) es J = det /2(p, ¢) y se obtiene
en la forma usual [29,32] por medio de la integral Gaussian

| = / [d6v] exp {i (00, 6v)}
= J/[d(%][déoz] exp {i(00, 60) + i(0a" ., da’ps) }
= Jdet V(g ). (4.27)

El mismo Jacobiano se obtiene para la descomposicién (4.26)).
Hasta aqui, tenemos las descomposiciones ortogonales para la variacién de la
métrica y la densidad de momento

(Sgab = 2(5)\9(1[, + (P(S’lj)ab + (STiMﬁgl <wj, T’l> gb s (428)
1 - ,
nt = Srg VIV + lglpa . (4.29)

El siguiente paso es calcular el Jacobiano para el cambio de coordenadas (gup; 7°) —
(A, Vg, v, 735, Y 57, p"). Para ello, obtenemos el Jacobiano asociado a la descompo-
sicién de la variacién de la métrica, empleando la normalizaciéon Gaussiana (4.8)

1 = /[dégab] exp {z’/d% |g|gacgbd(5gab5gcd}

= / J,[doN] [doD][doT] det M2 (i, ©)
exp {8i(O\, OA) +i(60, PTPST) 4 i7" 67! M M, (07, Ty) (™, Th) (", ") }
= J,det *{p, o) det V2| PTP|det ~1 (), T) det /2 (1, ) . (4.30)

De forma andloga, utilizamos la normalizacién Gaussiana (4.9) para obtener el Jaco-
biano asociado a la descomposicién de la densidad de momento

1 = / (7] exp {z / A2z gacgbdwabwcd/\/E}
= [ 2/ )TV det V()

exp { 50/ VALV + 407 PUPY) i ' 07) |
= J.det Y%(p, ) det "2 PTP|det ~V2 (4, ) . (4.31)

6Para obtener los Jacobianos, se utiliza el hecho de que el Jacobiano calculado en una variedad
coincide con el Jacobiano calculado en el espacio tangente a la variedad [30].
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Asi, el Jacobiano total que se obtiene de (4.30) y (4.31]) es
_det |[PTP|det (1, T)
det (0, 0)

La integral de camino toma entonces la forma

(4.32)

Z = N/J[d/\][dT][d(ﬂ/\/E)Hd?][dp][dﬁ][dﬂmaa] det [{Xa, 07 }Ho[Ha//]g]]
3[Q/+/ 9] exp {i/dt &’z [(%Wgab +]g|(PY)™ + \/@pﬂ/ﬁ'“b) Gab — UHSD} } ;

(4.33)

donde los voltimenes [[da] y [[dfS] se han absorbido en la constante N
En términos de la descomposicion (4.29)), el Hamiltoniano Hgp y la restriccién H,
se reescriben como

Hep — 9°g"[(PY )ab +pi1‘/;éb][(PY)Cd + Pt %<7T>2, (4.34)

H, = /|g|(P'PY), — Dyr. (4.35)

donde g es la métrica plana en (3.17), y se ha tenido en cuenta que ., = 0.
Para evaluar la integral con respecto a Y, aprovechamos la funcién delta 6[H,/+/|g|] =

5[(PTP§~/)G — D,m/+/]4l], obteniend

/ (Y16 {(PTPY/)G - Daw/\/E] det |[PTP|F(Y) = F(Y) (4.36)

?“:(PTP)*lDETr/\/m.

La integral con respecto a m, se evalia usando la funcién 6[Q)/+/|g|]. Para ello escri-
bimos

Q) = VIgIP(=/V1d1) - (4:37)

donde P(f) = f — (f). Adicionalmente realizamos la descomposicién

/g =7 + (7, (4.38)

de esta forma

1t 0P (x/ V) e/ Vi) = [ larldmIs [P Fi (o)

or\ | ™!
"Donde se ha usado [ d"zd[f(x)] = ‘ det (%) ‘f:O :
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Con los resultados (4.36]) y (4.39), el término cinético

1 ~ - )
/d23: <§7Tg“b +/]9|(PY)® 4 v/ |g|pz‘¢mb> Jab 5 (4.40)
toma la forma

1 N\ : . B
[ @a(Gma + Vo o = @7+ [ Eo Tl T
= (mV +pi(v!, Tj)# . (4.41)
En la integral de camino (4.33)), el inico término dependiente de @ es 6[o,] det [{x*, o5},
de forma que la integral con respecto a v estd dada porﬂ [1do] §[oa] det |[{x*, o5} = 1,
con esto y con lo obtenido en (4.36)), (4.39) v (4.41)), la integral de camino (4.33)) se

reduce a

) o detfnT)
7 = N/[dk][d J[d{m)][dp][dn] det{p, @)

exp {i/dt (piW,TjW +(m)V — n/d% H5D> } , (4.42)

Gocgtipapi paa? 1%
Hep — 99 p;fabpjwcd _ 5(71’)2. (4.43)

Elegimos ahora la métrica plana g, en términos de los parametros de Teichmiiller

(11, T2), como [29] . 1 ( 1 . )
Jab , (4.44)

2 2
Ty T T+ T

1 2 2
gab - ( 71 +7-2 17_1 ) ) (445>

To —T1

con

con inversa

Con esta eleccién y de acuerdo con (4.17)), las componentes T}, toman la forma explici-

ta
e 0 1 e -1 -7
TL = 2 T2 =~ ! . 4.4
ab T ( 1 27_1 ) ) ab 7_22 ( —7 7_22 _,7_12 ( 6)
Teniendo en cuenta que la métrica g, es plana y las componentes 77, no dependen
de las coordenadas z¢, entonces (P1T%), = —2DT% = 0, de esta forma, los T}, en

8Este resultado se obtiene eligiendo de forma adecuada las condiciones gauge o4, la cual no se
realiza de manera explicita ya que de acuerdo con el teorema de Fradkin y Vilkovisky [31] la integral
de camino es independiente de la escogencia gauge.
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(4.46)) nos sirven para escoger una base {¢"} de ker PT. Por conveniencia, la elegimos
de manera que satisfaga (¢*, T;) = &

1 0 T: 1 -1 —T
14 2 2 _ 1 1
ab ™ 9 ( Ty 27179 ) ’ ab ™ 9 ( -7 7'22 — 712 ) ' (4.47)

Asi, reemplazando (4.45)) y (4.47)) en (4.43)), el Hamiltoniano de la Dindmica de Formas
pasa a ser

2

T. Vv
Hop = —2(p? +p2) — — (7). 4.4
sp= gt +03) — 5 (m) (4.48)

Esta expresion coincide con la obtenida en [22].

4.1.1. Sistema reducido del tipo (7,V)

Tomando A = ngSO + A= %an (ver ), la integral sobre A se cambia por una
integral sobre V', con lo cual obtenemos la integral de camino en un espacio de fase
reducido cuyas variables dindmicas son (7%, V, p;, (1))

ZzN/WWWMwmwwmwwalww>

exp {Z / dt (pﬂ‘-i + (m)V — nﬁ5D>} : (4.49)
donde (7) es el momento conjugado a V. Este resultado es equivalente a la integral
de camino para el sistema reducido del tipo (7, V') obtenida en [25]26], donde

7_2 V2

Hgp = 32(29? +p3) — 7(7r>2, (4.50)

coincide con el Hamiltoniano reducido.

4.1.2. Sistema reducido del tipo 7

Por otro lado, integrando sobre 1 e imponiendo la condicién gauge o = (m) —t
(Tiempo de York), a través de la introduccién del factor d[o| det |[{ Hsp, o}|, obtene-
mos

z:N/wwwwmwm@M%w¢EMa%%m

3[o] det |{Hsp, o }| exp {z / dt (pﬁ + <7T)V) } . (4.51)

De esta forma, podemos utilizar la funcién §[o| para realizar la integral sobre (7). La
integral sobre V' se evalia facilmente escribiendo

ﬂﬂﬂm¢Eﬂzﬂv—Vﬂﬁl§%ﬂﬁ, (4.52)



Integral de Camino para la Dindmica de Formas en 2 4+ 1 dimensiones 27

donde V* soluciona Hgp = 0.
De manera que, si adicionalmente elegimos la base {¢,} tal que det (¢, ) = 1,
obtenemos la integral de camino en el espacio de fase reducido con variables dindmicas

(7", pi)
' Z=N / [dr][dp] exp {i / dt (pi7* — HYork)} ; (4.53)
donde

HYork =V'= f )
es el Hamiltoniano de York. Este resultado coincide con la integral de camino para el
sistema reducido del tipo 7, que se obtiene en [27]28].

El procedimiento seguido en este capitulo se puede considerar estandar [20,29),
sin embargo las diferencias entre la teoria de Dindmica de Formas y la formulacion
ADM llevan a diferencias en los calculos. Por ejemplo la restriccion que aparece de
manera natural como generadora de la simetria conforme en la Dinamica de Formas,
se introduce en [26] como condicén gauge. Adicionalmente el hamiltoniano reducido
se obtiene de una manera mas directa, gracias al Hamiltoniano de la Dinamica
de Formas Hgp.

El andlisis para superficies de género superior, seguiria la misma linea que se
presentd en este capitulo. En principio, la dificultad vendria del hecho de que, para
superficies de género superior, la ecuacion de Lichnerowicz-York no tiene solucion
explicita. Sin embargo, el inconveniente se resuelve debido a que, para estas superficies
es posible construir la Dindmica de Formas de manera perturbativa, obteniendo el
Hamiltoniano a través de una expansién a volimenes grandes [22].

(4.54)



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

Se presento una revisién de los aspectos basicos del método de mejor apareamiento
y del método general para obtener la teoria de Dinamica de Formas a partir de la for-
mulaciéon ADM de la Relatividad General, a través del procedimiento de intercambio
de simetrias.

Se aplico el procedimiento de intercambio de simetrias para obtener explicitamente
la Dindmica de Formas en el toro en 2 + 1 dimensiones.

Posteriormente la integral de camino para el toro en 241 dimensiones, se llevo del
espacio de fase I'(gap, ) al espacio de fase reducido I'(7%, V, p;, (7)), encontrando un
resultado compatible con el denominado sistema del tipo (7, V') en [25,26]. Mostrando
ademas que el Hamiltoniano de la Dindamica de Formas coincide con el Hamiltoniano
reducido.

Después de obtener el sistema del tipo (7,V), se mostré que por medio del Ha-
miltoniano de la Dindamica de Formas y la condicién gauge de York (o = (m) — 1), es
directa la reduccién de la integral de camino al espacio de fase I'(7¢, p;). El cual se
denota como sistema del tipo 7 [27}2§].

Con este trabajo se muestra que, con la teoria de Dindmica de Formas se repro-
ducen los resultados obtenidos en el caso de la integral de camino en el espacio de
fase reducido para gravedad 2+ 1 dimensional en el 2 toro en la formulaciéon ADM, lo
cual pretende aportar a mejorar la comprension que se tiene de la teoria de Dinamica
de Formas.

Como posible continuacién del trabajo, se podria considerar la integral de camino
para superficies de género superior, aprovechando el hecho de que para estos casos, la
Dinamica de Formas se puede construir de manera perturbativa, como se ha mostrado
en [22].
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Apéndice A

Método de Dirac para sistemas
restringidos

En este apéndice se siguen los argumentos propuestos por Dirac en [33]. Adicional-
mente se sigue como referencia a [34].
Consideremos la accion

S:/Lﬁ. (A1)
Los momentos canonicos estan dados por
0L
pr= o (A2)
94a
si esta relacion es invertible, las velocidades pueden ser expresadas en términos de los
momentos. En caso contrario tenemos las restricciones

Xa(g:p) = 0. (A.3)

Estas condiciones son conocidas como restricciones primarias.
El Hamiltoniano de la teoria lo obtenemos de la transformacion de Legendre

H=9p%,— L, (A.4)

debido a las restricciones , este Hamiltoniano no esta determinado en forma
unica. El formalismo permanece inalterado si agregamos al Hamiltoniano una com-
binacién lineal de las restricciones. De forma que, el Hamiltoniano total estd dado
por

Hpy=H+ N4, (A.5)

donde los coeficientes N* son multiplicadores de Lagrange que deben ser determina-
dos.
Resulta conveniente escribir las restricciones (A.3)) en la forma

Xa =0, (A.6)
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para enfatizar que estan numéricamente restringidas a ser cero, pero su paréntesis de
Poisson con las variables candnicas es diferente de cero. Dos variables dinamicas f y
g se dicen débilmente iguales, f = g, si coinciden en la subvariedad definida por las
restricciones . La evolucion de una variable dindmica f estd dada por

f ~{f, Hr}. (A7)

Al imponer que las restricciones de la teoria sean invariantes en el tiempo, obtenemos
las condiciones

Xa = {Xas H} + N{xa, X0} = 0, (A.8)

estas condiciones permiten determinar los multiplicadores de Lagrange o conducen
a nuevas restricciones conocidas como restricciones secundarias. De igual forma, la
invariancia de las restricciones secundarias puede conducir a restricciones terciarias
y asi sucesivamente. La distincién entre restricciones primarias y secundarias no es
importante, por lo cual, todas las restricciones se denotan como Y.

Estas restricciones se dividen en dos clases: las restricciones cuyo paréntesis de
Poisson con todas las restricciones (incluidas ellas mismas) se anula débilmente, son
conocidas como restricciones de primera clase. En caso contrario son restricciones de
segunda clase. La presencia de restricciones primarias de primera clase implica que
existen multiplicadores de Lagrange que no pueden ser determinados [34].

En [33] se demuestra ademds que las restricciones de primera clase estan relacio-
nadas con la invariancia gauge de la teoria, la cual puede ser usada para convertir las
restricciones de primera clase en restricciones de segunda clase. Después de fijar las
condiciones gauge, las restricciones se denotan como x,.

Debido a que el paréntesis de Poisson entre las restricciones y las variables dinami-
cas no es necesariamente cero, se introduce el paréntesis de Dirac definido como

{fv g}D = {f7 g} - {f7 XG}CQB{Xﬂﬁg}’ (Ag)

donde
Cap = {Xa> X8} (A.10)

siendo C'*? la matriz inversa de Cap.

Con esta definicion, el paréntesis de Dirac entre las restricciones y las variables
dindamicas es cero. Después de la sustitucion de los paréntesis de Poisson por los de
Dirac, las restricciones pueden ser fijadas a cero. La cuantizacion de la teoria se lleva
a cabo de la forma usual reemplazando los paréntesis de Dirac por conmutadores o
anticonmutadores, segiin sea el caso.
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