View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by X{'CORE

provided by Biblioteca Digital de la Universidad del Valle

TEOREMA DE KALMAN TOPOLOGICO

LILIAN JOHANA CRUZ MERA

Universidad
del Valle

UNIVERSIDAD DEL VALLE
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS
MAESTRIA EN CIENCIAS MATEMATICAS
SANTIAGO DE CALI
2013


https://core.ac.uk/display/77931971?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

TEOREMA DE KALMAN TOPOLOGICO

LILIAN JOHANA CRUZ MERA

Trabajo de investigacion presentado para optar

al titulo de Magister en Matematicas.

Director

Guillermo Ortiz Rico.
Ph.D

UNIVERSIDAD DEL VALLE
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS
MAESTRIA EN CIENCIAS MATEMATICAS
SANTIAGO DE CALI
2013



UNIVERSIDAD DEL VALLE
FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS
MAESTRIA EN CIENCIAS MATEMATICAS

LILIAN JOHANA CRUZ MERA, 1981

TEOREMA DE KALMAN TOPOLOGICO

Palabras claves: Categorias duales, reticulos distributivos, Teorema de Kalman,

Algebras de De Morgan, Algebras de Kleene, espacios topoldgicos estructurados.

SANTIAGO DE CALI
2013



DEDICATORIA

A mi hijo, mi familia.



AGRADECIMIENTOS

Quiero agradecer a mi familia por su apoyo, a Oscar por su compania
y carino y al profesor Guillermo Ortiz, por darme la oportunidad de

trabajar con €l este proyecto.



Indice general

INTRODUCCION

1. Preliminares
1.1. Reticulos . . . . . . . . . .
1.2. Algebra Universal . . . . . . . . . ...
1.3. Categorias . . . . . . . . . L
1.4. Topologia . . . . . . . . .

2. Teorema de Kalman
2.1. Descomposicion Subdirecta . . . . . . ... ..o
2.2. Variedades de De Morgan . . . . . .. .. ... .. ... .. ...

3. Cuasi-variedades Topoldgicas
3.1. Cuasi-variedades Topolégicas . . . . . . .. ... ... ... ...
3.2. Teoremas de Preservacién y Separacion . . . . . . . . . ... ...
3.3. Construcciones por Vinculacién. . . . . . . ... ... ... ....
3.3.1. Construcciones Admisibles por Vinculacién . . . . . . . ..
3.4. Teoremas de Dualidad Fuerte . . . .. ... .. ... ... ....
3.5. Dualidades Fuertes de De Morgan . . . . . . . ... .. ... ...
3.5.1. Dualidad Fuerte para el Algebra Booleana . . . .. .. ..
3.5.2. Dualidad Fuerte para el Algebra de Kleene . . . . . . . ..
3.5.3. Dualidad Fuerte para el Algebra de De Morgan . . . . ..

4. Teorema de Kalman Topolégico
4.1. Representacion Categérica de Kalman . . . . . . . .. .. .. ..
4.2. Teorema de Kalman Topolégico . . . . . .. ... ... ... ...

4.3. Cuasi-variedades Topolégicas No Estandar . . . . . . . ... . ..

12
12
14
16
19

21
21
26

31
32
32
33
34
35
38
38
43
48



5. Conclusiones

Bibliografia

60

62



RESUMEN

En términos propios del Algebra Universal, el Teorema de Kalman afirma que las
variedades generadas por las algebras de De Morgan Booleana de dos elementos,
el algebra de Kleene de tres elementos y el algebra Diamante de cuatro elementos
estan relacionadas de manera tnica.

En este trabajo, se traslada el Teorema de Kalman a un lenguaje méas general
y moderno, el de la teoria de categérias via dualidades, al reconstruir los clones
que dan las dualidades fuertes sobre cada una de las variedades generadas por las
algebras de De Morgan. Los clones encontrados generan a su vez la categoria de
los espacios topoldgicos estructurados, a los cuales también se traslada el Teorema
de Kalman, es decir, se prueba que éstos espacios estan relacionados de manera

unica de la misma manera que su comtraparte algebraica.



INTRODUCCION

En su deseo por entender las algebras Booleanas, Stone en 1936, descubrié un
teorema de representacion para todas las algebras Booleanas que proporciona a
los algebristas una forma de entender esta estructura de una manera mas préctica.
En el lenguaje moderno, Stone probd que la categoria de las algebras Booleanas
es dualmente equivalente a la categoria de los espacios Booleanos. Esto lo logré al
usar espacios topoldgicos para construir la representacién y al probar que toda
algebra Booleana es isomorfa al dlgebra de todos los conjuntos abiertos y cerrados

(clopen) de un espacio compacto totalmente disconexo.

En nuestro trabajo, nos interesa realizar esta técnica, con algebras un poco mas
generales que el algebra de Bool y poder representar un teorema de la teoria de
reticulos a un lenguaje mas sofisticado y general utilizando la teoria de categorias
y representaciones para pasar de una estructura a otra, de una forma similar a

como lo hizo Stone.

Recientes estudios matematicos han probado que aparte de la dualidad mencio-
nada anteriormente, existen otros tipos de dualidades entre las algebras finitas,
muchas de las cuales son muy importantes tanto para las matematicas como para
las ciencias de la computacion. Entre éstas se encuentra la dualidad de Priestley
(1970) entre reticulos distributivos y los espacios de Priestley [6], [10] y [15]. La
importancia de estos estudios de representacion radica en que no soélo son ttiles
para entender las estructuras, sino también son ttiles en el campo de las cien-
cias de la computacion interesadas en las légicas no clésicas, las cuales pueden
modelar mejor la toma de decisiones que la logica Booleana. En este trabajo nos
interesa precisamente los resultados que se obtienen al estudiar ciertas estructuras
como la contraparte algebraica y topoldgica de algunas légicas no clasicas, pues
un problema algebraico puede ser resuelto muy facilmente en otras areas como la

topoldgica.



Por ejemplo, si trabajamos con un objeto finito M el cual posee una estructura
algebraica M podemos obtener del mismo objeto una estructura topoldgica M.
Asi M tiene dos personalidades que generan dos categorias superficialmente dis-
tintas, la algebraica Q y la topoldgica X, que bajo condiciones adecuadas llegan a
ser un espejo una de la otra. Es precisamente este hecho, el que motiva nuestro tra-
bajo. Las algebras de De Morgan son estructuras algebraicas con aplicaciones en
otras areas diferentes a la matematica y quiza encontrar y estudiar su contraparte

topoldgico pueda generar nuevos resultados.

El Teorema de Kalman ampliamente conocido, formulado en el articulo de 1958
[12] para la teorfa de reticulos, afirma en otro lenguaje, que las variedades gene-
radas por el algebra de De Morgan de cuatro elementos, tiene dos subvariedades
generadas por las algebras de tres y dos elementos que son las algebras de Kleene
y de Bool respectivamente. En términos de la logica matematica, esto significa que
las 16gicas generadas por las las algebras de De Morgan son comparables, siendo
la Booleana la més fuerte y la de De Morgan la més débil. Siguiendo estos linea-
mientos, surgié la pregunta si este teorema pudiera o no tener su formulacién en el
lado topoldgico via dualidades y la respuesta fue afirmativa. Entonces, producto
de la investigacion se logro trasladar el Teorema de Kalman a un lenguaje més
general y moderno, el de la teoria de categorias y su formulacion en los espacios

topoldgicos generados por los duales de las dlgebras de De Morgan.

En via de desarrollar esta construccion se realizaron varios aportes como: la refor-
mulacién del Teorema de Kalman en el lenguaje de la teoria de categorias, el cual
permite incluir una mirada topoldgica; la demostracion alternativa del Teorema de
Stone, utilizando transformaciones naturales y teoremas de dualidad fuerte, para
cambiar los funtores por los conocidos en la literatura [10, 15]; la demostracién de
una consecuencia del teorema de dualidad fuerte para el dlgebra de Kleene citado
en [6], el cual permite pasar de un espacio topoldgico que pertenece a la cuasi-
variedad topoldgica a un algebra de Kleene; se encontraron las 55 subdlgebras
junto con sus respectivas representaciones graficas, para mostrar como actiian las
construcciones admisibles por vinculaciéon y cémo sélo dos operaciones vinculan
fuertemente al resto de ellas y por iltimo, determinamos que, aunque el Teorema
de Kalman se puede trasladar a los espacios topoldgicos, no asi la parte légica
que conlleva el teorema, pues las cuasi-variedades topoldgicas encontradas no son
estandar [8], lo que implica que estas categorias no se pueden axiomatizar como

su contraparte algebraica. De esta forma desarrollaremos el presente trabajo en
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cinco capitulos los cuales estan distribuidos de la siguiente manera:

En el primer capitulo, los preliminares, se exponen de manera breve algunos con-
ceptos que se usaran a lo largo de todo el trabajo. Estan relacionados con teoria

de reticulos, algebra universal, teoria de categorias y topologia.

En el segundo capitulo, se exponen los conceptos del dlgebra universal necesarios
para reconstruir la demostracién del Teorema de Kalman y trasladarlo al lenguaje

de las variedades y cuasi-variedades.

En el tercer capitulo, se construye una estructura topoldgica dual a la estructura
algebraica, para obtener una representacién dual y se reconstruyen los teoremas
de dualidad fuerte para cada una de las dlgebras de De Morgan. Las estructuras
obtenidas por los teoremas de dualidad fuerte deben reducirse y simplificarse hasta
obtener una estructura éptima y después dar una descripcién de ellas utilizando

los teoremas de separacion y preservacion.

En el cuarto capitulo, establecemos el objetivo principal de nuestro trabajo, dar
una formulacion en el lenguaje categérico del Teorema de Kalman y establecer
que este teorema se cumple para las cuasi-variedades topolégicas generadas por
los duales topologicos de las algebras de De Morgan, ademas mostrar que ellas no

se pueden axiomatizar.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo expondremos definiciones y resultados que seran de utilidad en
el desarrollo del presente trabajo que se hacen necesarios mencionar, sean de
conocimiento o no, por ser de utilidad en la resolucién de los objetivos propuestos.
Estos conceptos de la teoria de reticulos, algebra universal, categorias y topologia

se citaran de una manera breve sin entrar en detalles.

1.1. Reticulos

Los resultados de esta seccién se encuentran en [5, 15].

Un conjunto no vacio L junto con dos operaciones binarias (L,V,A) (“union” e
“Interseccién” respectivamente) es llamado un reticulo si satisface las siguientes
identidades:

)
JxANy=yAx
L2:a)zV(yVz)=(zVy) Vz
b)zA(yAz)=(xAy) Az
L3: a)zVor =z
b)zANx=x
Ld: )z =z V (z Ay
b)z=zA(xVy

12



Un conjunto parcialmente ordenado (L, <) es un reticulo si y sélo si para todo
a,b € L ambos sup(a,b) =aVbyelinf(a,b) =aAb existen en L. El orden en el

reticulo esta dado por: a < b si y sélo si a A b= a o equivalentemente a V b = b.

Un reticulo distributivo es aquel que satisface alguna (y por lo tanto ambas) de

las siguientes afirmaciones:
DI: zV(yAz)=(xVy A(zVz2)
D2: zA(yVz)=(xAy)V(zAz)

Un reticulo es acotado si existen elementos 0,1 € L tales que satisfacen las iden-
tidades:

i) aN0=0,
i) avi=1l

Diremos que (L,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado si (L,V,A) es un

reticulo distributivo y 0 y 1 satisfacen i) y ii).

Un reticulo es complementado si para a € L existe un elemento b € L tal que

aANb=0yaVb=1. A blodenominamos complemento de a y lo denotamos por

a.

Un subconjunto no vacio J de un reticulo L es un ideal si:
i) a,b € J implicaa Vb€ J.
ii) ae L,be Jya<bimplicaa € J.

El dual de un ideal es llamado filtro. Un subconjunto no vacio G de L es un filtro

sl
i) a,b € G implicaa A b € G.
ii) a€ L,be Gyb<aimplicaa € G.
El conjunto de todos los ideales (filtros) de L es denotado por Z(L) (F(L)).

Un ideal o filtro es propio si no coincide con L y es mazimal si para todo ideal [
(filtro) propio, J C I C L implica que I = J o I = L. Los filtros maximales se

denominan wltrafiltros.

Un ideal propio J en un reticulo L, se denomina ideal primo sia,b € Ly aVbe J

implica que a € J 6 b € J. El conjunto de ideales primos se denota Z,(L). Este
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conjunto es ordenado bajo la inclusién. Un filtro primo es definido dualmente y

el conjunto de los filtros primos se denota por F,(L).

Existencia de ideales y filtros primos. Los siguientes axiomas son equivalentes y
son implicaciones del Lema de Zorn: “Si S es un conjunto parcialmente ordenado
tal que toda cadena no vacia U tenga una cota superior, entonces S tiene un

elemento mazximal.”

(DPI) Dado un reticulo distributivo L, un ideal J y un filtro G en L tal que
JNG =10, existe € Z,(L)y F=L\I¢€ Fy(L)talque JC Iy GCF.

(BPI) Dado un ideal propio J en un reticulo Booleano B, existe I € Z,(B) tal
que J C I.

(BUF) Dado un filtro propio G en un reticulo Booleano B, existe F' € F,(B) tal
que G C F.

En un élgebra Booleana B para todo a # b en B, existe un filtro primo F' € F,(B)

tal que F' contiene uno y s6lo uno de los elementos a y b.

Sea B un algebra Booleana y F' un filtro propio. Entonces las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
i) F es un filtro primo;
ii) Para todoa € B,a € F siysélosia ¢ F.

Una funcién f : A — B preserva el orden si para todo x,y € A tal que z <y
implica que f(z) < f(y). Se dice que f preserva el orden estrictamente si x < y
implica f(z) < f(y) para todo z,y € A, y f es una inmersion de orden si y sblo

si para = < y se tiene f(z) < f(y), donde f es inyectiva.

1.2. Algebra Universal

Un estudio més detallado acerca de esta seccion puede verse en [5].

Sea A un conjunto no vacio y n un numero natural. Una operacion n-aria sobre
A es una funcion f : A" — A, donde n se denomina la aridad o rango de f.
Una operacion finitaria sobre A es una operacion de rango n, para cierto nimero

natural n.

14



Un lenguaje o tipo de &lgebras es un conjunto F, cuyos elementos se llaman
simbolos de funcion, tal que un nimero natural n es asignado a cada miembro f
de F. Este ntimero es llamado la aridad (o rango) de f, y f se dice un simbolo de

funcion n-ario.

Si F es un lenguaje de dlgebras, entonces un dlgebra de tipo F es un par A = (A; F),
donde A es un conjunto no vacio denominado universo y F' es un conjunto de ope-
raciones finitarias sobre A indexada por F’, tal que a cada simbolo de funcién n-ario

f € F le corresponde una operacién n-aria f2 sobre A que pertenece a F.

Si F'={fi,... frx} es finito, (en donde la aridad de cada f; es finita y aridad f; >
aridad fy >...> aridad f), escribiremos A = (A; fi,..., fr). Diremos en tal caso
que el dlgebra es de tipo (aridad fi, aridad fs,...aridad f).

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Una funciéon h : A — B se dice un

homomorfismo si para cada simbolo de funcién n-ario f € F,

h(fA(al, can) = fB(May),. .. h(ay))

para cada n-upla (ay,...,a,) de elementos de A. Si h es inyectiva, entonces h se
dice un monomorfismo o una inmersion . Si h es sobreyectiva, entonces h se dice
un epimorfismo y en tal caso diremos que B es una imagen homomorfa de A. Si

h es biyectiva, entonces h se dice un isomorfismo.

Sean A y B dos algebras del mismo tipo F. Diremos que B es una subdlgebra de
A si B C Ay para cada simbolo de funcién f € F, fB es la restriccién de f2 a
B.

Dada una clase de algebras K del mismo tipo, denotaremos como H(K), I(K),
S(K) y P(K) a las clases de imagenes homomorfas, imagenes isomorfas, subalge-
bras y productos de dlgebras de K, respectivamente. Diremos que K es una va-
riedad si es cerrada bajo imagenes homomorfas, subédlgebras y productos, es decir
i H(K) C K, S(K) C K y P(K) C K.

Denotaremos como V(K) a la menor variedad de dlgebras que contiene a K. Tarski
probé que V(K) = HSP(K).

Si V y W son variedades tales que todo miembro de V es miembro de W, se dice

que V es una subvariedad de WW.

Sea K una clase de élgebras de tipo F'y sea U(X) el dlgebra de tipo F' generada

por X. Si para cada A € K y para cada funciéon a : X — A existe un homomor-
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fismo f : U(X) — A que extiende « (es decir, f(x) = a(z) para cada z € X),
diremos que U(X) tiene la propiedad universal para K sobre X. En tal caso el
conjunto X es llamado un conjunto de generadores libres de U(X), y U(X) se
dice que esta libremente generado por X. Si U(X) tiene la propiedad universal

para K sobre X entonces el homomorfismo o mencionado previamente es tnico.

Un conjunto C' de operaciones finitas sobre un conjunto A es llamado un clon
de A si C contiene las funciones proyecciéon {m; : A" — Ali = 1,2,...,n} para
cada numero natural n y C' es cerrado bajo composicién. El clon de A es un
algebra, clon A = (A, C), con el mismo conjunto base del algebra A = (A, F) y

las operaciones de C.

1.3. Categorias

En esta seccién utilizamos los resultados y las notaciones dadas en [6].
Una categoria C consiste de los siguientes datos:
= Una coleccién de objetos de C.
» Una coleccién C(A,B) para cada par de objetos A y B en C denominada

morfismos de A a B.

[43

= Una operacion binaria “o” llamada composicion en la coleccién de todos

los morfismos de C que cumple: para cada f € C(A,B) y g € C(B,C), se
tiene que go f € C(A, C).

Usaremos la notacién f : A — B para decir que f € C(A,B).
Decimos que C es una categoria si satisface:

i) Para cada objeto A de C existe un morfismo ida : A — A, llamado identidad
en A, tal que idpa o f = f y goida = g, donde B y C son objetos de C y
f:B—Ayg:A — C son morfismos.

ii) Para objetos A,B,C,D € C y los morfismos f : A - B, g: B - Cy
w:C — Dsetienewo(go f)=(wog)o f.

Un morfismo f : A — B es un isomorfismo si existe un morfismo f~! : B — A
llamado inverso de f para el cual f~'o f = ida y fo f~! = idg. En este caso

decimos que A = B son isomorfos.
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Un funtor contravariante D : A — X entre las categorias A y X cumple con las

siguientes condiciones:

i) Para todo objeto A,;B € Ay todo morfismo f : A — B € A, los objetos
D(A)y D(B) estdn en X y los correspondientes morfismos D(f) : D(B) — D(A)
estan en X'(D(B), D(A)).

ii) D(ida) = idp(a).

iii) Si AB,CeCyf: A — Byg:B — C son morfismos, entonces
D(go f)=D(f)o D(g): D(C) — D(A) es un morfismo.

At B p(a) . PY) pes)
gof g D(go f) D(g)
C D(C)

Para los funtores contravariantes D : A — X y E : X — A y para cada objeto
A € Cy X € X existen los morfismos ep : A - ED(A) y ex : X — DE(X), si

los funtores £ y D son adjuntos.
Una adjuncion dual (D, E, e, c) entre Ay X satisface:

i) Para f: A —>B e Ay ¢p: X — Y € X existen unicas ep y ex tal que
epof = ED(f)oea yeyop = DE(p)oex. En otras palabras, los siguientes

diagramas conmutan.

A / B X 4 Y
EA B X €y
ED(A)— ED(B) DE(X)— DE(Y)
ED(f) DE(p)

Se dice que e : idy — ED y e :idy — DE son transformaciones naturales
para los funtores idy: A — A, ED: A — A, idy : X - X yDE: X - X

dados en la figura anterior.
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ii) Para A € Ay X € X existe una biyeccién natural entre A(A, E(X)) y
X(X,D(A)) tal que f = E(D(f)oex)oeay ¢ = D(E(p)oea)oex como

lo muestran los siguientes diagramas.

€A €X

A ED(A) X DE(X)
\ E(p) N D(f)
E(X) D(A)

Una adjuncién dual (D, E, e, e) entre las categorias A y X, es una representa-
cion dual si para cada A € Ay cada X € X, ea : A — ED(A) es un iso-
morfismo. (D, E, e, e) es una equivalencia dual si es una representacién dual y

ex : X = DE(X) es un isomorfismo.

Si (D, E, e, ¢) es una equivalencia dual entre las categorias Ay X, dados A,B € A
yX, Y e A:

i) Existe un objeto X € X llamado X = D(A), tal que A = E(X).

ii) Existe un objeto A € A llamado A = F(X), tal que X = D(A).

)
iii) Dy E son plenos y fieles.
)

iv) Un morfismo f : A — B es un isomorfismo si y sélo si D(f) es un isomor-
fismo, y por lo tanto A = B si y sélo si D(A) = D(B).

v) Un morfismo ¢ : X — Y es un isomorfismo si y sélo si F(y) es un isomor-
fismo, y por lo tanto X =2 Y si y sélo si E(X) = E(Y).

Una estructura M es inyectiva en la categoria X si para cada morfismo o : X — M

e inmersién ¢ : X — Y en X existe un tnico morfismo S : Y — M tal que
Boy=aqa.
(CLO): M da una dualidad en la categoria A(M) (generada por un élgebra M)

si y sélo si para cada n € N, cada morfismo ¢ : M" — M es una funcién término

n-aria sobre el algebra M.

Si M es inyectiva en la categoria X y cumple la condicién CLO, es equivalente a
tener la condicion de interpolacion (IC): para cada n y cada subestructura X de
M", cada morfismo « : X — M extiende a una funciéon término ¢ : M™ — M del
algebra M.

18



1.4. Topologia

Los conceptos topoldgicos dados en esta seccién se restringen a las definiciones

béasicas en esta area.

Una topologia sobre un conjunto X es una familia 7 de subconjuntos de X cerrada

bajo intersecciones finitas, uniones arbitrarias y tal que (), X € T.

Un espacio topoldgico es un par (X;7T), donde X es un conjunto y 7 una topo-

logia sobre X. Los elementos U € T son llamados abiertos del espacio topolégico

(X;T).
Un conjunto F' se dice cerrado si F' = {x € X : x ¢ F'} es abierto.
Un conjunto abierto y cerrado lo denominaremos clopen.

Siz € X, diremos que U, es un entorno de x si es un conjunto abierto que contiene

al elemento z.

Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccién B de

subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que:
i) Para cada x € X, hay al menos un elemento bésico B que contiene a .

ii) Si x pertenece a la intersecciéon de dos elementos basicos By y Bs, entonces

existe un elemento basico B3 que contiene a x y tal que B3 C B; N Bs.

Si B satisface las dos condiciones anteriores, se define la topologia T generada
por B de la siguiente manera:

Un subconjunto U de X se dice abierto en X, si para cada x € U existe un
elemento basico B de B tal que x € By B C U.

Se puede probar que 7T es igual a la coleccion de todas las uniones de elementos
de B.

Una familia S de conjuntos abiertos U en T se dice una subbase de T si cada

conjunto abierto en 7 es una unién de intersecciones finitas de elementos de S.

Dados dos espacios topoldgicos (X;7) y (Y;4), una funcién f : X — Y se dice
continua, si f~1(U) € 7 para cada U € 6.

Un espacio topoldgico (X;7T) se dice compacto si para cada familia A de abiertos
tal que | Jycy U = X, existe una subfamilia finita B C A tal que .z U = X.
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Se puede probar que un espacio topolégico (X;7) con una subbase S es com-
pacto, probando que para todo cubrimiento de X por elementos de S tiene un
subcubrimiento finito. Este resultado se conoce como Lema de las subbases de

Alexander.

Un espacio topoldgico (X;T) se dice Hausdorff si para todo par de elementos
x # y € X existen conjuntos disjuntos U y V talquex e Uy ye V.SiUy V

siempre se eligen clopen, entonces X es totalmente disconezo.

Si X es compacto y totalmente disconexo, entonces es llamado un espacio Booleano

o espacio de Stone.

Un espacio topolégico ordenado (X; <,T) totalmente separado en el orden si los
conjuntos clopen y decrecientes x = {a € X|a < x} separan puntos, es decir, si
x £ y existe un subconjunto clopen y decreciente D de X tal quey € Dy « ¢ D.
Si (X;T) ademads es compacto, entonces es llamado espacio ordenado Booleano o

espacio de Priestley.
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Capitulo 2

Teorema de Kalman

Este capitulo estd basado en el articulo de Kalman [12], en el cual nos dice, en
otras palabras, que las algebras de De Morgan forman una variedad V que tiene
como tnicas subvariedades las dlgebras generadas por: un elemento D, (trivial),
dos elementos D, (Booleana), tres elementos D5 (Kleene) y cuatro elementos D
(De Morgan), y cumplen la relacion D; € D, € D, C D. En su articulo Kalman
denomina estas algebras como i-reticulos, que son reticulos distributivos con una
involucién.

El reticulo distributivo que satisface z A 2’ < y V ¢/ para todo = e y, Kalman lo

denomina i-reticulo normal, el cual es nuestra algebra de Kleene.

El objetivo de este capitulo, es reconstruir el Teorema de Kalman y trasladarlo
al lenguaje de las variedades. También mostrar que las algebras de De Morgan
forman una cuasi-variedad Q la cual es a su vez una variedad generada por el

algebra de cuatro elementos D.

2.1. Descomposicion Subdirecta

Dado que todo reticulo es un algebra, primero daremos algunas definiciones y
resultados en términos de &lgebras, los cuales se encuentran en [5, 3, 15] y son

necesarios para la demostracion del Teorema de Kalman.

Definicién 2.1.1. Un dlgebra A es un producto subdirecto de una familia

indexada (A;)icr de dlgebras si:
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i) A < Hie[ Az

it) mi(A) = A, para cada i € I.
Definicién 2.1.2. Sea A un dlgebra y sea F = {A;|i € I} una familia de dlgebras.
Una inmersion a : A — [[,c; A; es llamada una representacion subdirecta de

A en [[,c; A, silas proyecciones m; : A — A, son sobreyectivas para todo i € I,

esto es, si para todo x € A, erxiste un a € A para el cual (aa)(i) = x.

Definicién 2.1.3. Un dlgebra es subdirectamente irreducible si para toda
representacion subdirecta oo : A — [].c; A, ewiste uni € I tal que moa : A — A,

es un isomorfismo.

Estos conceptos son més visibles y mas 1tiles en la practica cuando se trabaja con

el reticulo de congruencias de A, lo que nos lleva a enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4. [5] Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y solo si A es
trivial o eziste una congruencia minima en ConA —{A}. En este caso el elemento

minimo es [J(ConA — {A}), una congruencia principal.

\Y

«— N(ConA —{A})

A
Fig. 3.1. Reticulo de congruencias de A.

Definicién 2.1.5. [15] Sea L un reticulo, un elemento m € L es infimo-irreducible
st no es el elemento unitario y tiene la propiedad

m=aAb=m=adm=0>.

Se puede definir una nocién andloga para “intersecciones” arbitrarias:
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Definicién 2.1.6. Sea L es un reticulo completo, entonces un elemento a € L es
completamente infimo-irreducible (CMI por sus siglas en inglés) sia = \ S

para un subconjunto S C L implica que a = s para algin s € S.

Lema 2.1.7. [6] Para toda dlgebra A y toda congruencia 6 € ConA, A es subdi-

rectamente irreducible si y sélo si Ay = {(a,a)|a € A} (la menor congruencia en
A) es CMI, Fig. 2.1.

Definicién 2.1.8. [15] (Relacion de congruencia en un reticulo). Una relacion
de equivalencia 6 en un reticulo L es una relacton de congruencia si para todo
a’? b? x? y e L?

abx y by = (aAND)O(x ANy) y (aVb)(xVy).

Definicién 2.1.9. Un elemento a de un reticulo L es neutral si y solo si toda

tripla {a,z,y} generan un subreticulo distributivo.

El lema que daremos a continuacion es utilizado frecuentemente en la demostra-

cién del Teorema de Kalman y se encuentran en [3].
Lema 2.1.10. S a es neutral, entonces xNa =yANa yxNVa=1y\Va implicaz =y.

Observacién 2.1.1. En lo que resta del capitulo, vamos a asumir en las defini-
ciones y resultados que todos los reticulos distributivos tienen una tnvolucion o

son i-reticulos en el sentido Kalman.

Lema 2.1.11. [12] Sea L un reticulo distributivo subdirectamente irreducible.
Entonces x es comparable con x' para cada x en L, y para elementos x, y, z de L,

six' <x ey <y entonces (xANy) < (xAy)y, siy <yyz<?z entonces z < y.

Para cada elemento z de un reticulo distributivo dado, denotamos |z| = = Vv 2.
El reticulo de cuatro elementos y dos “ceros” en el sentido Kalman (un elemento
que satisface z = z’ para algtin z en el reticulo) lo denotaremos por D, que en

realidad es nuestra algebra de De Morgan.

En el articulo [12] de 1958, el resultado que nosotros denominamos “Teorema de
Kalman” aparece como un lema enunciado en términos de i-reticulos y afirma, en

otras palabras, que las tinicas subalgebras de De Morgan bajo isomorfismo son las
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algebras trivial, de Boole, de Kleene y de De Morgan. En este trabajo vamos a

reconstruir la demostraciéon detalladamente.

Teorema 2.1.12. Teorema de Kalman. Los reticulos D;, D,, D; y D son
subdirectamente irreducibles y son bajo isomorfismos, los unicos reticulos distri-

butivos subdirectamente irreducibles.

Demostracion.
Cada uno de los reticulos dados es subdirectamente irreducible por 2.1.5 y 2.1.7.

Esto también se puede observar del hecho que las cuatro algebras son simples.

De manera inversa, sea L un reticulo subdirectamente irreducible y demostremos
que tienen que ser una de las cuatro algebras. Para elementos x, y de L formamos

la relacion z ~ y si y s6lo si una de las siguientes afirmaciones es cierta:
/ /
a) @' <zyy <y,

b) v <2 yy<y,

Afirmacion 2.1.1. ~ define una relacion de congruencia.

En efecto, &~ es una relacion de equivalencia. Ahora, si tenemos que se cum-
ple a), entonces, para todo z,y,z,w € L tal que x = y y z =~ w, por 2.1.11,
(xANz) <zAhzy yAw) <yAw,asiz Az~ yAw Como ' <zyz <z,
entonces (zV z) =2’ A2 <2V z. De la misma manera (y Vw) <y V w, luego,
xV z &~ yVw. Por lo tanto, vemos que = define una relaciéon de congruencia en

L para este caso.

Si se cumple la condicién b), entonces para z < 2/, y <y, z < 2 yw < w' en L
se tiene que Ay <z Vy <z Vy = (xAy) asi z Az < (z A z) donde, para
y y w se tiene lo mismo y A w < (y A w)’, entonces = A z = y A w. Ahora, por
2111, (&' N2) <2/ N2 peroxVy = (2 ANY) <2’ ANy = (xVy),y también
yVw < (yVw), porlocual x Vz =~ yVw. Para este caso, &~ es una relacién de

congruencia en L.
La condicién ¢) se cumple trivialmente.

Ahora, para cada p en L, definimos las relaciones D(p) y E(p) en L dadas por,
z=y (D(p))siysdlosiz~yy|z|Ap=I|y|Ap,yx=y (E(p))siysdlosiz~y
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ylz|Vp =yl Vp.

Afirmacién 2.1.2. D(p) y E(p) son relaciones de congruencia.

Ya probamos que &~ define una relacién de congruencia en L, falta mostrar que
lz| Ap=ly|Apy |z|Vp=ly|Vp, definen una congruencia, ya que la interseccién

de Congruencias €S una congruencia.

Definamos x = ysizVp=yVp, yr = ysizAp=yAp.

Primero, =; y =5 son relaciones de equivalencia.
SizVp=yVp, para todo a € L se tiene (x Va)Vp=(yVa)Vp.

Asi,six =y = (xVa) = (yVa). Ahora, siz =, y = xVp =y V p, esto
implica (z Vp) A (aV p) = (yVp)V (aVp), por la ley distributiva se tiene
(xANa)Vp=(yANa)Vp=zxANa=yAa.

De manera andloga se prueba para =5, por lo que concluimos que =; y =5 son

relaciones de congruencia en L y por tanto, D(p) y E(p) también lo son.

Usando 2.1.10 vemos que D(p) N E(p) = O para todo p en L, y dado que L es
subdirectamente irreducible, se tiene que D(p) = O o E(p) = O para cada p en
L. (%)

Si x = 2’ para todo x en L, entonces L = D,. Podemos por lo tanto, asumir en el

resto de la prueba que L tiene un elemento c tal que ¢’ < c.

Afirmacion 2.1.3. Si L tiene un elemento x distinto de ¢ y ¢ entonces x es un

cero de L.

Primero, L no puede tener tres elementos distintos = tales que =’ < x; asi, supo-
niendo que L los tuviera, entonces se tiene una cadena w < y < x, en efecto, por
2.1.11, si 2’ <z ey <y entonces (z Ay) < (xrAy)y ademds, si suponemos que
xVy = z es distinto de los dos elementos, entonces 2z’ < z, con los cuales se forma
una cadena (x Ay) < x < z de tales elementos, como son sélo tres elementos
que cumplen esta condicién, necesariamente z es igual a uno de ellos y se tiene la
cadena. De aqui se obtienen las congruencias, x =y (D(y)) vy w =y (E(y)), pues,
rry, cVy=yVy=yywAy=yAy =y lo que contradice (x). Luego se tiene

que L tiene dos de tales elementos, y que ellos deben ser comparables si existen.

Pero, si 2/ < ¢ < y < x y F es la relacién de congruencia en L con clases
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de congruencia [z], [2'] y [w: vy <w <y, entonces F' # O, dado que todos los
elementos en el intervalo ¢y’ < w < y son congruentes, asi por ejemplo, si iy < y,
ey = vy, entonces para w € [y, y] se tiene x = y Ax = ¢y Az = 3. También
D(y) # O pero F'N D(y) = O, pues = no pertenece al intervalo [y, y], lo que

contradice la subdirecta irreducibilidad de L.

Luego, asi como afirmamos, todo elemento de L distinto de ¢ y ¢’ es un cero de L;
mas aun, por 2.1.10, L tiene a lo mas dos ceros. Asi, L = D,, D5, D de acuerdo a

los ceros de L, esto es, 0, 1 6 2 respectivamente. [

Teorema 2.1.13. Todo reticulo distributivo es isomorfo a una union subdirecta

de imdgenes isomorfas de D.

Demostracion.

Toda algebra A puede ser representada como una unién subdirecta de imagenes
homomorfas subdirectamente irreducibles de A. Observemos que D, (i = 1,2, 3)
es isomorfo a un subreticulo de D, y toda imagen homomorfa de un reticulo dis-

tributivo es de nuevo un reticulo distributivo, asi, el teorema se tiene. []

Teorema 2.1.14. Todo reticulo normal es isomorfo a una union subdirecta de

imdgenes isomorfas de Ds.

Demostracion.

Este resultado se deduce del teorema anterior. [

De 2.1.13 se tiene que toda algebra Booleana excepto D, es isomorfa a una unién

subdirecta de imédgenes isomorfas de D,.

2.2. Variedades de De Morgan

Un tema de mayor importancia en el dlgebra universal es el estudio de las clases
de algebras del mismo tipo, cerradas bajo una o mas construcciones, este es el
caso de las variedades. En esta seccion definiremos las variedades generadas por
las algebras de De Morgan para enunciar el equivalente del Teorema de Kalman

desde el punto de vista del algebra universal.

Definicién 2.2.1. Un dlgebra de De Morgan es un reticulo distributivo acotado
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con una involucion (A, \,V,",0,1) del tipo (2,2,1,0,0) que satisface las leyes de
De Morgan, es decir, satisface las siguientes identidades:

" = x.

(xANy) =2 Vy.
(xVy) =2 Ny

Las algebras siguientes son del mismo tipo que la anterior pero cada vez mas res-

trictivas una con respecto a la otra.

Definicién 2.2.2. Un dlgebra de Kleene es un dlgebra de De Morgan del tipo
(2,2,1,0,0) que satisface
AT <yVy

para todo x, vy.
Definiciéon 2.2.3. Un dlgebra Booleana es un dlgebra de De Morgan del tipo
(2,2,1,0,0) que satisface

AT =0 y aVva =1.

Ejemplo 2.2.4. Las siguientes dlgebras son ejemplos de dlgebras de De Morgan,
[11]y [9]:

1. 2=({0,1},A,V,”,0,1) los dos elementos del dlgebra Boolena.

2. K= {{0,a,1},A,Vv,,0,1), donde {0,a,1} es el reticulo

o >~

con las operaciones usuales de reticulos N,V y' fija a e intercambia 0 y 1.

3. D=(D,A,V,,0,1) donde D ={0,a,b,1} es el reticulo



A y V son las operaciones de reticulo, y' intercambia el 0 y el 1 y fija a y
b. Esta dlgebra es llamada diamante.

I =(0,1],A,Vv,,0,1) el dlgebra de valores de verdad para la légica fuzzy

clasica .

Se tiene que ([0,1], <) es un reticulo distributivo acotado, no complemen-
tado. Entonces se definen las operaciones de reticulo con la propiedad que
para todo x,y € [0,1] x Vy = max{z,y} es alguno de los dos elementos. De
manera similar, x Ay = inf{x,y}. La negacion’ estd dada por x' =1 — x.

I es un dalgebra de De Morgan y a su vez es un dlgebra de Kleene.

1P = ({(a,b) : a,b € [0,1],a < b}, A, V,,0,1) el digebra de valores de verdad

para la logica de los intervalos de valuacion fuzzy.

Para el dlgebra T2, el conjunto es {(a,b) :a,b € [0,1],a < b} y se toman
las operaciones que vienen del intervalo unitario, definidas componente a
componente.
Se define el orden (a,b) < (¢,d) si y sdlo sia < cyb<d, las cuales dan
las operaciones usuales de reticulo min y méx :

(a,b) V (¢,d) = (a Ve, bV d)

(a,b) A (¢,d) = (a ANe,bAd)
y la negacion en 1P estd dada por

(CL, b)/ = (blv a/)

donde ' =1 — z.

Esta algebra es un dlgebra de De Morgan.

El algebra diamante D, la cadena trivaluada K y el algebra 2 generan todas las

variedades de De Morgan, de Kleene y Booleanas respectivamente. Las algebras

de Kleene también son generadas por el algebra fuzzy clasica I y las algebras de

De Morgan por las dlgebras de intervalos de valuacién fuzzy 112,

El siguiente resultado es otra version del teorema de Birkhoff utilizado para la

demostracién del teorema 2.1.13, el cual se encuentra en [5].

Teorema 2.2.5. Si K es una variedad, entonces todo miembro de K es isomorfo

a un producto subdirecto de miembros subdirectamente irreducibles de K.
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Corolario 2.2.6. Toda variedad estd determinada por sus miembros subdirecta-

mente irreducibles.

Como las variedades que nos interesan son las generadas por las algebras de De
Morgan, vamos a denotarlas de la siguiente manera: V(D), es la variedad generada
por el reticulo de cuatro elementos, Diamante, que es un algebra de De Morgan
y que habiamos llamado i-reticulo; V(D;) := V(K), la variedad generada por el
reticulo de tres elementos el cual es un algebra de Kleene y habiamos llamado
i-reticulo normal Dsy; V(D,) := V(2), la variedad generada por el reticulo de dos

elementos D,, que es un algebra Booleana y V(D,) la variedad trivial.

Ahora, podemos enunciar el Teorema de Kalman en términos de variedades.

Teorema 2.2.7. Las unicas subvariedades de V(D) son:

V(D;) € V(2) CV(K) € V(D).

Mas ain, para A € V(D), A € V(2) si y sélo si x N\a’ =0 es una identidad en A
(V(2) es la clase de dlgebras Booleanas), y A € V(K) si y sdlo six ANx' <yVy
es una identidad en A (V(K) la clase de dlgebras de Kleene).

Una clase de estructura necesaria para obtener las dualidades, tema central de
nuestro trabajo, son las cuasi-variedades generadas por un algebra B, Q(B),
que se define como la menor clase de algebra que contiene a B, cerrada bajo copias
isomorfas I, subdlgebras S y productos directos P, es decir Q(B) = ISP(B).

Ahora, relacionemos las variedades generadas por las dlgebras de De Morgan con
las cuasi-variedades generadas por éstas mismas dlgebras. El siguiente teorema da
condiciones sobre en qué casos la variedad y la cuasi-variedad generadas por un

algebra finita coinciden.

Teorema 2.2.8. SeaV = HSP(M) y Q = ISP(M) la variedad y la cuasi-variedad
generada por el dlgebra finita M, y sea Vy; la clase de miembros subdirectamente

wrreducibles de V, entonces:
i) V =ISP(Vy).
i) V= Q si V, C IS(M).
iii) V = Q stV es una congruencia distributiva y HS(M) C IS(M).
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Puesto que los teoremas de dualidades estan dados para cuasi-variedades, se hace
necesario trasladar el Teorema de Kalman a éste lenguaje como parte del objetivo
de este capitulo y como un primer aporte del trabajo a la literatura especializada,
pues aunque este resultado es muy utilizado no se encuentra escrito en el lenguaje

moderno mencionado. Para ello, utilizamos el teorema anterior.

Teorema 2.2.9. Las cuasi-variedades generadas por las dlgebras de De Morgan

cumplen la relacion

Q(D,) € Q(2) € Q(K) € 9(D)
Y Son Unicas.

Demostracion.

Por 2.1.12, los tnicos reticulos distributivos subdirectamente irreducibles salvo
isomorfismos son 2, K y D, las algebras de De Morgan, luego la clase V,; = D,
K, 2, dependiendo del tipo de algebra, de De Morgan, de Kleene o Booleana res-
pectivamente. Asi por el item ¢) del teorema anterior se tiene que V(D) = Q(D),

VIK) =Q(K) y V(2) = 0Q(2). O
Observacién 2.2.1. FEl objetivo principal de nuestro trabajo es precisamente ve-

rificar si el resultado anterior se cumple o no en los duales topoldgicos de las

cuasi-variedades generadas por las algebras de De Morgan.
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Capitulo 3

Cuasi-variedades Topologicas

El objetivo de este capitulo es construir una categoria dual X la cual actia como
un espejo y refleja efectivamente la categoria Q. Si se tiene una copia exacta (pero
reversada) Q dentro de X, entonces se tiene una representacion dual, siendo, la
dualidad natural una clase especial de representacion dual entre una cuasi-variedad

Q finitamente generada y la categoria X.

Para construir la categoria dual X', mencionaremos los teoremas de dualidades
fuertes aplicables a las dlgebras de De Morgan D, K y 2, los cuales dardn una

inmediata eleccién de los clones D, K y 2 para obtener dualidades fuertes so-
bre Q(D) = ISP(D), Q(K) = ISP(K) y Q(2) = ISP(2), que reconstruiremos

detalladamente para cada una de ellas.
Los pasos que vamos a seguir son los siguientes:

i) Reducir y simplificar las estructuras D y K, para obtener una dualidad

optima usando construcciones por vinculacién 3.3.1.

ii) Dar una descripcién 1til de las categorfas Xp = IS.P* (D), Xk = IS.P*(K)
y Ay = IS.P*(2) utilizando el teorema de preservacién 3.2.1 y el teorema

de separacion 3.2.2.
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3.1. Cuasi-variedades Topoldgicas

En términos categéricos Q(M) es la categoria de todas las dlgebras cuyos elemen-

tos pueden ser separados por homomorfismos en el “cogenerador” M, [6].

Podemos formar la categoria X de espacios topoldgicos estructurados de una
manera similar a una cuasi-variedad Q(M) = ISP(M) de una &lgebra finita
M= (M, F).SiM = (M,G,H,R,T) es un espacio topolégico estructurado don-
de M es un conjunto base finito para ambas estructuras (algebraica y topoldgica)
y T la topologia discreta, entonces M genera la clase X = IS.PT*M que consiste
de todas las copias isomorfas I, subestructuras cerradas S, y potencias directas P*
de copias de M. Como los modelos de la “teoria topoldgica cuasi-atémica” [6] de
M, son exactamente los miembros de X', esta categoria es llamada cuasi-variedad

topologica.

La categoria X esté conformada por X = (X, G, H, R, T), los espacios topoldgicos
estructurados que son estructuras de tipo (G, H, R) , donde (X, 7T) es un espacio
topoldgico y

G := conjunto de simbolos finitos de operaciones totales,

H := conjunto de simbolos finitos de operaciones parciales,

R := conjunto de simbolos finitos de relaciones.

Es necesario mencionar lo anterior, pues el dual de una cuasi-variedad finitamente
generada Q(M) bajo una dualidad natural siempre es una categoria de la forma
X = IS.PT™M. Ademads, en el lenguaje de la teoria de categorias muchas de las
preguntas acerca de las estructuras algebraicas pueden ser facilmente resueltas en
sus duales topoldgicos, dado que ellos son mas tratables o mas entendibles que la
estructura original [2, 6, 8, 13, 14, 15].

3.2. Teoremas de Preservacion y Separacién
Los siguientes teoremas 3.2.1 y 3.2.2 se utilizan para mostrar que, dada una estruc-
tura arbitraria de X = IS.P"M se encuentra una descripcién particular de ella y

que cualquier estructura con la descripcién encontrada estd en X, respectivamente.

Teorema 3.2.1. Teorema de Preservacion. Sea M un espacio topoldgico
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estructurado discreto finito y sea X € IS PTM.

i) X es un espacio estructurado Booleano el cual satisface toda formula cuasi-

atomica que satisface M.

i) Sih € GUH esn-ario, entonces dom(h®) es un subconjunto cerrado de X™
y hX - dom(h*) — X es continua.

i) Sir € R es n-aria, entonces r*

es un subconjunto cerrado de X™.

Teorema 3.2.2. Teorema de Separacion. Sea X un espacio topologico es-
tructurado compacto del mismo tipo que el espacio estructurado discreto finito M.
Entonces X € IS, P™M si y sdlo si existe al menos un morfismo de X a M que

cumpla las siguientes condiciones:
i) Para cada x,y € X donde x # vy, existe un o : X — M tal que a(z) # a(y).

ii) Para cada h € H n-aria y (xq, T, ..., z,) € X" \dom(h*®), existe un
a: X =M tal que (a(z1), alas), ..., a(xy)) & dom(h™).

i) Para cadar € R n-aria y (v1, T2, ...,v,) € X"\rX, eziste un o : X — M tal

que (o(z1), a(xsy), ..., olzy)) & r¥.

3.3. Construcciones por Vinculacion.

Cuando vamos a obtener dualidades, aun cuando M sea pequeno el conjunto de
relaciones S(M?) puede ser muy grande y no dar una dualidad de uso préctico,
asi que se deben eliminar las relaciones sin destruir la dualidad, para ello daremos

una definicién y las operaciones admisibles que nos permiten realizar esto.

Definicién 3.3.1. Vinculacion. Sea M = (M;G,H,R,7) y sea s una rela-
cion algebraica finita fija u operacion (parcial) en M. Dado A € Q decimos que
GUHUR, o M vincula a s en D(A) si para toda funcion continua o de D(A)
a M, la cual preserva las relaciones y las operaciones (parciales) en G U H U R
también preserva s. El conjunto G U H U R vincula a s, GU H U R F s, si
G U H U R vincula a s en D(A) para todo A € Q. Sea M = (M;G,H,R,T) y
M = (M;G'H',R',7). SiGUHUR & s para todo s € G'" U H' U R/, entonces
decimos que G U H U R vincula a« G'U H' U R o M wvincula a M y escribimos
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GUHURFGUH UR.

Observacion 3.3.1. El funtor D estd definido como D(A) := Q(A, M) donde
D(A) es un subestructura de M, es decir, D(A) < M4,

En la practica, si G U H U R F s, nos gustaria saber si s puede ser obtenido de
un subconjunto finito de GU H U R aplicando un ntimero finito de construcciones

como intersecciones, productos, composiciones e inversas de funciones (parciales).

Como habiamos mencionado antes, las algebras de De Morgan son subdirecta-
mente irreducibles, lo que implica que generan una variedad de congruencia dis-
tributiva, por lo cual las construcciones por vinculacion que vamos a mencionar
son completas, lo que quiere decir que s puede ser obtenido de un subconjunto

finito de G U H U R aplicando un nimero finito de construcciones admisibles.

3.3.1. Construcciones Admisibles por Vinculacion

Las construcciones admisibles para las algebras no triviales subdirectamente irre-
ducibles son 15 [6]. Para otro tipo de ejemplos este conjunto debe ampliarse. Sélo
citaremos las construcciones que se necesitan para obtener las dualidades que

vamos a trabajar y de ser posible los casos particulares.

1. Relacién Trivial. Si 6 es una relacién de equivalencia en {1, ..., n}, entonces
todo conjunto de relaciones, vincula A? := {(cy, ..., ¢,) € M"[i0j = ¢; = ¢;}.
Como un caso especial tenemos las relaciones M? y Ay := {(c,c)|c € M},
la cual puede ser vista como la relacion de igualdad en M o el grafo del

endomorfismo idpg.

2. Manipulacién Subscripta. Sir es una relacién unaria, se pueden construir
las relaciones binarias r x M y M X r; si r es una relacion binaria se puede
construir la relacién unaria r! := m(r N A) y las relaciones binarias r! x M,

M x rl, y la inversa r° := {(co, c1)|(c1,c0) € 7} de 7.

3. Eliminacion por Repeticion. Si r es una relacién n-aria y para i, j fijos
tenemos que ¢; = ¢; para todo (¢1,...,cn) € 1, entonces se tiene que r vincula

a1 = {(C1, .., Cj1, Gy, oy Cn) € MM (c1, .00y 00) €7}

4. Interseccidon. Si r y s son relaciones n-arias, entonces r N s estd vinculado
por {r,s}, sirNs# 0.
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. Proyeccién. Todo conjunto de relaciones vincula la i-ésima coordenada de

la proyeccion m; : M™ — M.

. Grafo. Una operacién (parcial) h, vincula su grafo, graf(h), y de manera
inversa si r es el grafo de una n-aria operacién parcial, graf~*(r), entonces
r vincula graf~1(r). En particular, una operacién constante c¢ vincula la

relacién unaria {c} e inversamente.

. Conjunto Punto Fijo. El conjunto fiz(e) := {c € Nle(c) = ¢} es vincula-
do por el conjunto {e, idy }, donde e es un endomorfismo parcial, e : N — M

y N es una subalgebra de M.

. Accion por un Endomorfismo Parcial. Si r es una relacién n-aria y e es
un endomorfismo parcial de M, entonces el conjunto {e,r} vincula e - r :=
{(c1, ..., ¢n) € M™cy € dom(e) & (e(cy), oy ...y cn) € 1}, sieste conjunto es

distinto de vacio.

Teoremas de Dualidad Fuerte

Una dualidad es un teorema de representacién: para un algebra A € Q existe

una estructura X € X y un isomorfismo v : A — E(X), en simbolos Q =

IE(X), donde tomamos X = D(A) y u = ea, es decir, se tiene una copia exacta

(pero reversada) de Q dentro de X. Si M da una dualidad fuerte en Q entonces

también se tiene una representacion en el lado topoldgico: para toda estructura

X € X existe un algebra A € Q y un isomorfismo ¢ : X — D(A), en simbolos
X =1D(Q), donde A = E(X) y ¢ = ex [6], en otras palabras,

ea:A— EDA) y ex:X — DE(X)

son isomorfismos para cada algebra A y cada espacio topologico X, es decir,

(D, E,e,e) es una equivalencia dual.

Observaciéon 3.4.1. Bajo una adjuncion dual se tiene que IE(X) es una subca-
tegoria propia de @ = ISPM e ID(Q) es una subcategoria propia de X = IS.PTM.
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S.P+M

-

E(X) r S PYM

. S~

IE(X) ID(Q)

Q= BPM X —IS,P*M

Fig. 4.4. Subcategorias de X bajo una adjuncion dual.
Definicién 3.4.1. Un subconjunto X C M?® es un término-cerrado (en M?®) si

para todo y € MS\ X ezisten funciones término S-arias p,7 : M® — M sobre Ml

que coinciden en X pero no en y.

Definicién 3.4.2. Cuando M da una dualidad en Q y toda subestructura cerrada
de una potencia de M es un término-cerrado, decimos que M da una Dualidad

Fuerte en Q, es decir, las subcategorias S.P™M = S;,,P™M coinciden.

Bajo una dualidad fuerte, (D, E, e, €) es una equivalencia dual, M es inyectiva en

Xy se cumple la condicién de interpolacién (IC).

A continuacién mencionamos algunos teoremas importantes de dualidad fuerte,
los cuales son necesarios para las demostraciones de las dualidades fuertes de las

algebras de De Morgan. Las demostraciones de estos resultados se encuentran en
6, 4].

Lema 3.4.3. M-Cambio de Dualidad Fuerte.
Considere la estructura M' = (M;G',H', R',T).

i) Si M vincula fuertemente M y M da una dualidad fuerte en A, entonces

M también da una dualidad fuerte en A.
i1) M wvincula fuertemente M’ si este es obtenido de M’ por:
a) ampliar G'; H', o R/,

b) eliminar miembros de G' o H' los cuales pueden ser obtenidos como

composiciones de los miembros restantes de G' y H' y las proyecciones,

c) eliminar un miembro h de H' los cuales tienen una extension entre los
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miembros restantes de G' U H' y adicionando dom(h) a R'.
i11) M vincula fuertemente M’ si M vincula M’ y este es obtenido de M’ por:
a) eliminar miembros de R', o

b) eliminar miembros de H' el cual tiene una extension en G' o H'.

Teorema 3.4.4. Dualidad Fuerte NU. Sea k > 2 y asuma que M tiene un

término cuasi-undnime de aridad (k + 1). Si
M = (M;K,H,B,T) donde H = U{Pn|1 <n<Irr(M)}

entonces toda estructura que vincula fuertemente M da una dualidad fuerte en Q.

Los conjuntos P, y B, paran = 1,2,3..., se definen como los conjuntos de todas
las operaciones (parciales) y relaciones respectivamente, las cuales son algebrai-
cas sobre M y K es la subélgebra de un elemento. Irr(M) indica el indice de
irreducibilidad, que para las dlgebras de De Morgan es Irr(M) = 1, pues todas
sus subdlgebras son subdirectamente irreducibles. Un término de aridad (k + 1),
n(xq,...,xpe1) con k > 2 se dice término cuasi-undnime sobre M si ésta satisface

las identidades
n(z,...,x,y) =nlx,...,y,z) = ...~ n(y,x,...,r) = .

Ejemplo 3.4.5. Las dlgebras con estructuras de reticulos como las dlgebras de
De Morgan satisfacen para k = 2 el término cuasi-undnime de aridad tres, pues
st tomamos

m(z,y,z) = (xAy)V(yAz)V(zAzx),

entonces

m(z,z,y) =~ m(z,y,z) = m(y,z, ) = .

Este término se conoce como Término Mayoritario.

Corolario 3.4.6. Asuma que M tiene un término mayoritario y que todas las
subdlgebras no triviales de M son subdirectamente irreducibles. Entonces toda
estructura que vincula fuertemente M = {M; K, Py, By, T} da una dualidad fuerte
en Q.

El anterior resultado es aplicable a las algebras de De Morgan, pues k£ = 2 como
vimos en el ejemplo 3.4.5, luego By = S(M?) e Irr(M) = 1 para las algebras D,
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K v 2, asi sélo resta buscar las estructuras que vinculen fuertemente a M para

cada una de ellas.

3.5. Dualidades Fuertes de De Morgan

En esta seccién trataremos uno de los objetivos principales de este trabajo, re-
construir detalladamente los teoremas de dualidades fuertes para las algebras de

De Morgan D, K y 2 que se encuentran en [6].

Para cada dalgebra A € Q y para cada estructura X € X, el conjunto de ho-
momorfismos Q(A, M) determinan una subestructura cerrada D(A) de M4 y el
conjunto de morfismos X' (X, M) determinan una subalgebra E(X) de M. Asf te-
nemos los funtores D : Q - X y F: X —- Q. Masain, si f: A - Ben Qy
¢: X =Y en X, entonces definimos D(f) : D(B) — D(A) por D(f)(x) =zo f
y E(p) : E(Y) = E(X) por E(¢)(a) = a0 . El resultado es que los funtores

contravariantes D y E son fieles entre Q y X.

Ahora, las composiciones
ED:Q—-Q y DE: X — X
para A € Q vy X € X, definimos las funciones evaluacion
ea:A— EDA) y ex:X — DE(X)

por ea(a)(z) = z(a) y ex(z)(a) = a(x), las cuales son siempre inmersiones [6, 7).

3.5.1. Dualidad Fuerte para el Algebra Booleana

Dado que las algebras Booleanas son primales el siguiente teorema aplica para

estas dlgebras.

Teorema 3.5.1. Sea P un dlgebra primal, y sea P := (P;T).
i) P da una dualidad fuerte sobre la variedad ISPP generada por P.

ii) El dual IS,PTP es exactamente la categoria de todos los espacios booleanos.
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Demostracion.

i) Se obtiene del teorema Dualidad Fuerte Semi-primal y Dualidad Fuerte Dos
por Una [6].

ii) Se obtiene aplicando el Teorema de Separacion 3.2.2. O

Al tomar el algebra Booleana de dos elementos 2 = ({0,1},A,V,—,0,1) y el
espacio Booleano 2 = ({0, 1}, 7) obtenemos una formulacién para el Teorema de
Stone. Para demostrarlo utilizando dualidades fuertes necesitamos un teorema que

nos permita cambiar los funtores D y F.

El siguiente teorema aparece propuesto en [6], y lo vamos a demostrar como parte
de nuestro trabajo, pues es necesario para cambiar los funtores D y E por los

funtores conocidos en las demostraciones del Teorema de Stone.

Teorema 3.5.2. Sea (D, E, e, e) una equivalencia dual entre las categorias Q y
X.Sin:D—D yu:E — E son isomorfismos naturales para todo A € Q y

para todo X € X, entonces (D', E' e &') es una equivalencia dual.

Demostracion.
Primero probemos que (D', E’, €', ') es una representacién dual. Sea A € Q, como

(D, E,e,¢e) es una equivalencia dual, entonces
EA - A — ED(A)

es un isomorfismo. Por otro lado, dado que E : X — Q es un funtor contravariante,
D(A) y D'(A) estan en X y na : D(A) — D’(A) es un isomorfismo, pues 7 es

un isomorfismo natural, tenemos que
E(n): ED'(A) — ED(A)

es un isomorfismo y E(n)~' = E(n~!), por lo cual E(n)~!: ED(A) — ED'(A) es
también un isomorfismo. Por tltimo, dado que D'(A) € X' y p es un isomorfismo
natural, entonces ppray : ED'(A) = E'D'(A) es un isomorfismo.

Si definimos

€p = pp(a)o E(na) ' oea

donde
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e E -1 ’

\//’

/
€A

ea: A — ED(A), E(na)™" : ED(A) = ED'(A) y ppra) : ED'(A) — E'D'(A)

son isomorfismos. Entonces €/, : A — E'D’(A) estd bien definido y es un isomor-

fismo.
Sea X € X', definamos

e =nex) ° D(px) ' oex

entonces
ex X — DE(X)

es un isomorfismo por ser (D, E, e, ) una equivalencia dual.

Como E y E' son funtores contravariantes £(X), E'(X) € Q y dado que p es un
isomorfismo natural, entonces D(ux) : DE'(X) — DE(X) es un isomorfismo lo
que implica que D(ux)™! : DE(X) — DE'(X) es un isomorfismo. Dado que 7 es
un isomorfismo natural, ngx) : DE'(X) — D'E'(X) es un isomorfismo. Luego,

tenemos que

) D -1 ’

\—/'

/
€x

ey : X — D'E'(X) estd bien definida y es un isomorfismo.

Por lo tanto, concluimos que (D', E’ ¢/, &’} es una equivalencia dual.

El Teorema de Stone es ampliamente conocido en la literatura [5, 6], su demostra-
cién aparece propuesta en [6] y la vamos a realizar utilizando los teoremas 3.5.1

y 3.5.2, lo cual hace parte de nuestros objetivos del presente capitulo.
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Teorema 3.5.3. Dualidad de Stone. El cuddruple (F,C,e,e) ! es una equiva-
lencia dual entre la categoria B = ISP2 de las dlgebras Booleanas y la categoria

Z =1IS.P*2 de los espacios booleanos.

Demostracion.

Sea (D, E,e, ) una dualidad fuerte entre la variedad B de élgebras Booleanas y
la categoria Z de los espacios Booleanos dada por 3.5.1. Para un algebra Boo-
leana B definimos F' : B — Z, F(B) como el conjunto de ultrafiltros de B,
el cual forma un espacio Booleano cuyos subconjuntos clopen son los conjuntos
eg(a) :={U € F(B)|a € U}, donde a recorre B.

Sea n: D — F una transformacion natural. Vamos a probar que 7 es un isomor-

fismo natural.

Sea ng : D(B) — F(B) definida para cada x € D(B) como ng(z) = z7!(1),
donde z : B — 2. Dado U € F(B), si definimos

1 si teU
x(t) = .
0 si te¢U.

entonces para z € D(B) se tiene que ng(z) = z71(1) = U, luego 7 es sobreyectiva.

Ahora, para z,y € D(B) tales que g (z) = ng(y) se tiene que z71(1) =y~ (1) = U
para algin U € F(B). Dado que y,x : B — 2 entonces z(t) = y(t) = 1 para todo

teUya(t)=y(t)=0parat ¢ U, luego x = y. Por lo tanto 7 es un isomorfismo.

Falta demostrar que, dado un homomorfismo f entre las dlgebras Booleanas 2
y B, F(f)ons =n20 D(f), lo que es equivalente a probar que el cuadro del si-

guiente diagrama conmuta.

5 o@ 2 b
f _—
2 B B N2
F\NB) F(2)
F(f)

Sea x € D(B), entonces [F(f) ons|(z) = F(f)[ns(x)] = F(f)[z~*(1)]. Si defini-
mos F(f) = f~!, entonces [F(f) ong](z) = [~ (27'(1)) = (z o /)~'(1).

'En aras de la claridad, decidimos cambiar los dos funtores que en el libro “Natural Dualities

Wy ”

for the working Algebraist” denotan con el mismo simbolo “x”, por los funtores F'y C.
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Por otro lado, [n20D(f)](x) = n2[D(f)(2)] = [D(f)(x)] 7' (1), donde D(f)(z) =z o f
para z € D(B). Luego, [n2 o D(f)](z) = (z o f)~(1).

Concluimos entonces que 7 es un isomorfismo natural. Asi tenemos que (F, C, e, ¢)

es una representacién dual.

Por otro lado, para un espacio Booleano X definimos C': Z — B, C'(X) como el
conjunto de subconjuntos clopen de X, el cual forma un dlgebra Booleana bajo
la union, interseccién y complemento, cuyos subconjuntos de ultrafiltros son los
conjuntos ex(z) := {A € C(X)|z € A}, donde z recorre X.

Vamos a probar la transformacién natural p: E — C' es un isomorfismo natural.

Procediendo de manera similar que para 7, se define ux : E(X) — C(X) para
cada a € E(X) como pux(a) =a~'(1), donde o : X — 2.
De este modo p es sobreyectivo, pues dado A € C'(X) si definimos

1 si teA
aft) = .
0 si t¢ A

entonces ux(a) = a7'(1) = A.

Ademads, p es inyectiva, pues dados «, 5 € E(X) tales que px(a) = ux(f), es
decir, a71(1) = 87!(1) = A para algin A € C(X), entonces a(t) = 3(t) = 1 para
te Ay at)=p(t) =0parat ¢ A, por lo tanto a = f.

Después de probar que  es biyectiva, basta probar que C(g) o ux = g o E(g).

p By
g /
2 X HX| K2
X‘c« ) C(2)
C(g)

Si definimos C(g) =g~ 'y E(g9)(a) = a0 g,
[C(g) o nx](er) = Clg)[ux ()] = Clg)la " (V)] = g fa " (1)] = (a0 g) (D),

v [z 0 E(9)|(a) = p2[E(g)(a)] = [E(g)(a)] (1) = (a0 g)7}(1).
De este modo, p es un isomorfismo natural, por lo cual (F,C, e, ) es una equiva-
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lencia dual, es decir,
eg:B—CFB) y ex:X— FC(X)

son isomorfismos para cada algebra Booleana B y cada espacio topoldgico X. [

Observacién 3.5.1. Los teoremas 3.5.2 y 3.5.3, estan enunciados como ejercicios
en [6]. Utilizando trasformaciones naturales y dualidades fuertes, se realizaron las
demostraciones en detalle de dichos teoremas como un aporte del trabajo a la

literatura especializada.

3.5.2. Dualidad Fuerte para el Algebra de Kleene

Vamos a construir un clon para el dlgebra de Kleene que dé una dualidad fuerte
para Q(K). En las operaciones del clon, la relacién de orden siempre debe estar

presente.

Como K y su tnica subdlgebra K, = ({0, 1}, A, V,—,0, 1) son simples y no tienen
endomorfismo distintos a la identidad, obtenemos una dualidad fuerte al tomar
G=H=0y R=S(K x K). Las relaciones que resultan ser subdlgebras en R
son 11, las cuales encontramos para entender de qué forma tres de ellas vinculan

fuertemente al resto y completar el teorema de dualidad fuerte para esta dlgebra.

11 11
la al
aa aa
=< =
Oa al
00 00
11 11 11
al la
K x K, Ky x K Ky x K
01 10 01 10 01 10
a0 Oa
00 00 00



11 11 11 11

< m(Ko X K)
al

aa
a0

= NK x Ky) AK AK,

00 00 00 00

De R se extrae la relacién <= {(0,0), (0, a), (1,a), (a,a), (1,1)}, que da el orden
sobre K,
a

AN

junto con Ky = {0, 1} y la relacion reflexiva y simétrica ~= (K xK)\{(0, 1), (1,0)},

obtenemos asi el clon

R

K= ({0,a,1}; 5, ~, Ko, 7).

ox, b
S
|

Fig.4.5.2. Reticulo de las subélgebras de K*

Teorema 3.5.4.
i) K da una dualidad fuerte sobre la variedad Q(K) de dlgebras de Kleene.

i) X = (X;<,~, X0, T) pertenece al dual de la categoria Xx = IS.PTK si y
sdlo si (X; X) es un espacio de Priestley, ~ es una relacién binaria cerrada,

Xo es un subespacio cerrado y se tienen los siguientes axiomas universales:

a) T~ x,
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b) z~y ANz e Xy=x=xy,

c)r~yANysz—z=xz

Demostracion.

i)

ii)

K vincula todas las relaciones algebraicas binarias. Como vimos anterior-
mente, hay 11 subalgebras obtenidas de K por construcciones por vincula-
cién 3.3.1, es decir, todas las subélgebras de S(K?) son obtenidas de <, ~
y K().

El Teorema de Preservacién 3.2.1 nos asegura que todo miembro de IS.PTK

tiene las propiedades listadas.

De manera reciproca, sea X = (X; %, ~, Xy, 7) que cumple con las propie-

dades. Las cuasi-ecuaciones:

d z~y=—y~uz,

(§ y 2= z~,

—

Kz yzreXy=—=y=z,

<

TXY Yy TRZ2=Y~Z,

)
)
)
g)
)

hzeXo=(r~yer=y)

se sigue de a), b) y ¢). Con el fin de aplicar el Teorema de Separacién 3.2.2,
notemos que la funcién o : X — K es un homomorfismo continuo si y sélo
si/ =a0)yJ = a'(1) son conjuntos clopen decrecientes tales que
(IxJ)N~=0y XoCITULJ

Sean x,y € X tales que x »~ y. Encontraremos I, J conz € [ y y € J. Como
~ es cerrada, el conjunto {z|z = 2} es cerrado y por c) este es =-creciente.
De este modo, {z|z = =} es abierto, <-decreciente y contiene a y. Como X
es un espacio de Priestley, esta es la unién de conjuntos clopen decrecientes.
Sea J un conjunto clopen decreciente que contiene a y tal que z ~ = para
cada z € J. Sea L el conjunto de todos los w € X que no estan relacionados
mediante ~ con algin elemento de J. Entonces L es abierto pues ~ es
cerrada y J es compacto; L es decreciente por ¢) y cada elemento de Xo\J
estd en L por h) y x € L. Como X es un espacio de Priestley, L es una

union de conjuntos clopen decrecientes. Por lo tanto, existe un subconjunto
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clopen decreciente I de L, que contiene al conjunto cerrado {z} U {Xo\J}.

Esta escogencia de I y J da el morfismo de separacién a.

Elijamos z,y € X tal que x £ y. Si z ¢ y, podemos usar el a obtenido
antes. Entonces elijamos = ~ y. Por h) sabemos que * ¢ X, y por f)
tenemos que x £ z para cada z € Xg. Asi, podemos encontrar un conjunto
clopen decreciente J que contiene el conjunto compacto {y} U Xy que no

contiene a x. Sea f: X - K que a Jloenviaa 0y X \ J lo envia a a.

Supongamos que x € Xj. Si Xy = (), sea v la funcién que envia X a a. Por

otro lado, sea y € Xy. Por f) tenemos que z £ y y de nuevo usamos (3. [J

Observacién 3.5.2. El siguiente resultado, se encuentra enunciado en [6] sin
demostracion. Vamos a realizar su prueba como parte del cumplimiento de los
objetivos planteados en la elaboracion del presente trabajo. Esta proposicion es

importante pues permite pasar de un espacio topolégico X € Xk a un dlgebra de
Kleene.

Proposicién 3.5.1. Sean X € IS, PTK, C el conjunto de los subconjuntos clopen

decrecientes de X y

A={I, NI, JeC;(IxJ)N~=0yXyCITU.J}
Entonces,

A: <Aa\/7/\7_'7(X7®)’(®7X)>

es un algebra de Kleene donde
(I, J)yv (I',J)
(I, J)yn(I',J)
_'([7 J)

(INnr,JjuJ),
(Tur,jnJ),
(J,I).

Mids ain, a — (a=(0),a"(1)) es un isomorfismo de E(X) sobre A.

Demostracion.
Definamos el orden en A dado por (I, J)A(L', J') = (I, J) siysélosi (I, J) < (I',.J)
siysélosi I' C Iy JCJ, para (I,J),(I'J) € A.

Debemos probar que para cualquier par de elementos en A, cumplan con
(L, )AL, D) < (I, J)v=(I',J.
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En efecto, dado que (I x J)N ~= @y (I’ x J)N ~= @, entonces INJ = 0 e
I'nJ =0, pues si INJ # ), entonces (x,x) € (I x J)N ~, pues para todo z € X

se tiene que x ~ .

Ahora,
(L, )YAN=(I,J) = (I,)AN(J,I) = (TUuJ, INnJ) =(1UJ0D),
(', JYyv =, J)="J)V I, IN=I'nJ, I'"uJ)=0,1U.J).
Como, P CTUJy ( CI'UJ entonces concluimos que

(I, J) A=, J) < (I', ') v =(I',]).

Luego, A es un algebra de Kleene.

Vamos a probar ahora que ¢ : F(X) — A definido como p(a) = (a1(0), a™1(1))

es un homomorfismo.

Sean o, f € E(X) y (I,J),(I',J") € A, entonces o, : X — K las definimos de

la siguiente manera:

0, z€l 0, zel
alx)=<X 1, z€J flxy=< 1, xzeJ
a , en otro caso. a , en otro caso.

Probemos para la operacién — que ¢(—a) = =p(«), para ello definamos —a.

0, z€J
—ar) =< 1, zel

a , en otro caso.

Sea (z,y) € o(—a) = ((—a)~10), (—a)~1(1)) si y sélo si ma(x) =0y —a(y) = 1.
Por la definicién de —a tenemos que x € J ey € I,y por la definicion de a tenemos
que a(z) = 1y a(y) = 0. Por lo cual (y,z) € ((a)71(0), (@)7'(1)) = ¢(a) siy
sélo si (z,y) € =p(a), por lo tanto ¢(—a) = —p(a).

Probemos ahora que ¢(a Vv 5) = ¢(a) V ¢(5), para ello definamos « V 5.

0, ze€lInrl
(avp)(z)=<X 1, z€JUJ

a , en otro caso.
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Sea (z,9) € p(aV B) = ((a v B)(0), (a v B (1) si y s6lo si (aV B)(x) = 0
y (aV B)(y) = 1, lo que implica que x € INI" ey € JU.J, donde por la
definicién de v y 8 tenemos que a(z) = 0y B(x) =0,y a(y) =1 0 B(y) = 1.
Lo anterior es equivalente a z € o~ 1(0) N S71(0) e y € o™ H(1) U B7(1). Asf que
(z,y) € (a™1(0) N B71(0), a1 (1) U B71(1)), lo que es equivalente a que

(z,y) € (a7'(0),a7'(1)) Vv (B71(0), 71(1)) = (@) V 0(B).

De este modo ¢(a V ) = ¢(a) V ¢(5).

De manera analoga se demuestra para o(a A ) = p(a) A ¢(5), definiendo

0, ze€luUl
(aANB)(x)=< 1, z€JnJ

a , en otro caso.

Por lo cual concluimos que ¢ es un homomorfismo.

Ahora probemos que ¢ es un isomorfismo. Sea (I, J) € A, tenemos que a € E(X)

y o(a) = (1, J), para a definida anteriormente. Por lo tanto ¢ es sobreyectiva.

Para o, € E(X) definidos como antes, tales que ¢(a) = ¢(f). Sin pérdi-
da de generalidad, para (I,J),(I’,J") € A, entonces p(a) = ¢(5) implica que
a™1(0)=B740) y (1) = 87(1), por lo tanto I = a™*(0) = 8710) = I' y
J=a11)=p711) = J. De este modo o = B y ¢ es inyectiva. [J

3.5.3. Dualidad Fuerte para el Algebra de De Morgan

El dlgebra D tiene cuatro subdlgebras determinadas por los subconjuntos

D ={0,a,b,1}, A={0,a,1}, B=1{0,b,1}, C=1{0,1}.

Dado que cada una de las subalgebras de D son simples, obtenemos una dualidad
fuerte para D al tomar en G el automorfismo f, el cual intercambia a y b, para
H los isomorfismos entre A y B, y By = S(D x D). Al hacer el calculo de las
relaciones para By se tienen 55 subalgebras, lo que hace que se requieran esfuerzos
adicionales para reducir el nimero y obtener una dualidad éptima de una longitud

mas tratable.
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Hay dos miembros de By que vinculan fuertemente las demés relaciones. Asi ob-
tenemos,

D: <‘D;f7%77—>7

donde el orden <€ By estd dado por:

A
)
—_

b

Las subalgebras de D x D las obtenemos utilizando las construcciones por vincu-
lacién 3.3.1.

De los productos entre los conjuntos D = {0,a,b,1}, A= {0,a,1}, B =1{0,b,1}
y C = {0,1}, obtenemos para A x A, 11 subélgebras como en las élgebras de
Kleene, lo mismo que para B x B, pero de la suma de éstas subdlgebras restamos

dos, pues AC y C x C también estan en A x A, asi obtenemos 20 subalgebras.

Ahora, para
DxD = {(0,0),(0,a),(0,),(0,1), (a,0), (a, a), (a,b), (a, 1), (b, 0), (b, a), (b, b), (b, 1),
(17 0)7 (17 a)’ (17 b)’ (17 1)}7

por construcciones por vinculacién 3.3.1, tenemos las siguientes subélgebras:
AD = {(0,0), (a,a), (b,b), (1,1)},

graf(f) ={(0,0), (a,b), (b, a), (1, 1)},

<=1{(0,0),(0,a),(1,a), (b,0), (b, 1), (a,a), (b,b), (b, a), (1,1)},
<=7={(0,0),(0,0), (1,0), (a,0), (a, 1), (a, a), (b, b), (a,b), (1,1)},
f-<=A(0,0),(0,a),(1,a), (a,0), (a, 1), (a,a), (a,b), (b, a), (1, 1)},
f-7=A(0,0),(0,b), (1,6), (b,0), (b, 1), (b,), (a,b), (b,a), (1,1)}.

49



AD graf(f) < “1@
bb aa ba ab bb ’ aa
bOOa

00 00 00
11 11 11
. allb i< 1aa1 e 1b1
aa “ bb ba “ ab ab ba
aOOb OaaO Obb()
00 00 00

Hasta ahora tenemos 27 subalgebras. Las subdlgebras restantes las obtenemos de
los productos A x B, Bx A, AxD,D x A, B x D, D x B, intersectados con

las 6 subalgebras halladas anteriormente.

11 11 11 11

aOOb Oa b0

00 00 00 00
(A xB)N = (AxB)Nf-< (A xB)Nf- = (A x B)Ngraf(f)
11 11 11 11
la bl bl la
ba ba ab
01 .
b0 Oa b0 0b
00 00 00 00
BxAN< (AxB)Nf>=  (AxBNf<x  (BxA) Ngraf(f)
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11

aa ab
00

AxD AxD)N= (AxD)Nf< (AxDN»)Nf <
11

ba aa
00

DxA)Nf < ODxAN)NSf <

11
11
bl 1b
’ ba bb ba
00
00

BxD)Nnf-= BxDN=<)Nf =

o1



Observacién 3.5.3. El conteo de las 55 subdlgebras y sus representaciones grdfi-

cas se realizo como parte del estudio de esta teoria. Las subdlgebras fueron encon-
tradas una a una para identificarlas, entender las construcciones por vinculacion

y la manera en que dos de las subdlgebras vinculaban fuertemente al resto.

Teorema 3.5.5.

i) D da una dualidad fuerte sobre la variedad Q(D) de las dlgebras de De
Morgan.

ii) La categoria dual Xp = IS.PTD es exactamente la categoria de los espacios
de Priestley X = (X; f,<,T) con un homeomorfismo de orden dos [ que
intercambia el orden.

Demostracién.

i) Por 3.4.3 (ii)(c),
({0,a,b,1}; f,Bo U{A,B,C},T)
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ii)

también da una dualidad fuerte en la variedad de édlgebras de De Morgan
Q(D). Por las construcciones realizadas anteriormente, sabemos que B tiene
55 subélgebras, de las cuales podemos eliminar C' = fix(f), y eliminar A y
B que son obtenidos de f- < y f- = utilizando eliminacién por repeticién
3.3.1.

Por el Teorema de Preservacién 3.2.1, todo miembro de IS.PT™D es un espacio
de Priestley con un homomorfismo de orden dos que invierte el orden. Para
probar lo inverso, por el Teorema de Separacién 3.2.2, sean x,y € X donde
X es el espacio tal que x £ y. Sea U un conjunto clopen decreciente que

contiene a y pero no a x. Entonces el homomorfismo de orden dos requerido

es
1 si zeUNfU),
a(z) = b s% ze U\f(U),
a size f(U)\U,
0 en otro caso.
O
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Capitulo 4

Teorema de Kalman Topologico

En este capitulo vamos a abordar el resultado principal de nuestro trabajo, tras-
ladar el Teorema de Kalman 2.1.12 a un equivalente en los espacios topologicos,

es decir, comprobar que se cumplen las relaciones
Xy C Xk C Ap,

para los espacios topologicos de las dlgebras de De Morgan dados en el capitulo

anterior. Como referencia tomamos los resultados de [6, 8.

4.1. Representacion Categoérica de Kalman

Bajo una representacion dual, se tiene que para cada A € O existe una estructura
X € X donde ep : A — E(X) es un isomorfismo. Si consideramos esto y lo apli-
camos al Teorema 2.2.9, podemos trasladar este resultado del algebra universal
al lenguaje de la teoria de las categorias, resultado que obtuvimos al estudiar la

teoria de dualidades fuertes.

Teorema 4.1.1. Dada cualquier subcategoria Q' de las dlgebras de De Morgan

Q, existe un espacio topoldgico estructurado X tal que @ = 1E(X).

Demostracién.
Las estructuras 2, K y D dan dualidades fuertes sobre Q(2), Q(K) y Q(D) por

los teoremas 3.5.3, 3.5.4 y 3.5.5 respectivamente.
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Corolario 4.1.2. Las tunicas subcategorias de las dlgebras de De Morgan son:
Q(K) =1E(Xk) y QD) = 1E(Xp), y cumplen la relacion

1E(Xp) C IE(Xg) C IE(Xp).

Demostracién.

Por el teorema 2.2.9 éstas estructuras estan relacionadas de manera tnica. [

4.2. Teorema de Kalman Topolégico

Primero comparemos las estructuras 2, K, D.

Definicién 4.2.1. La estructura’Y = (Y;GY, HY , RY, TY), es una subestructura
del espacio topoldgico estructurado X = (X;GX, HX RX* TX) Y <X, siY C X
Y-

i) Para cada g € G n-aria, las operaciones g¥ y g% coinciden en Y™.

ii) Para cada h € H n-aria, dom(hY) = dom(h*)NY™, y h¥ coincide con h*
en Y.

iii) Para cada r € R n-aria, r¥ =rXnNy".
iv) TY es la topologia relativa obtenida de TX.

Por la anterior definicién podemos afirmar que 2 = ({0, 1}, 7) es una subestructura
de K y de D trivialmente, pues G = H = R = () con 7 la topologia discreta y es
la tnica subestructura no trivial de K, pues K no tiene més subconjuntos en los
cuales se pueda definir un estructura algebraica de aridad 2, por lo cual 2 es la

Unica subestructura de K.

Del conjunto D obtenemos 16 subconjuntos de los cuales, los subconjuntos de
un elemento forman una subestructura trivial. {0,1}, {0,a,1} y {0,b,1} son los
conjuntos que observamos son vinculados por las operaciones f y < de D x D.
Luego, K es una subestructura que es isomorfa a la estructura generada por

({0,b,1}; %¢, ~, Ky). Por lo cual concluimos que

2<K<D



Ahora comparemos las cuasi-variedades topologicas que generan estos espacios, es
decir, si cumplen la relaciéon
Xy C Xk C Ap

y son las tnicas.

Si M da una dualidad en Q, entonces D y E restringidos a ID(Q) nos da una
equivalencia dual entre las categorias Q e 1D(Q), observacién 3.4.1. A continua-

cién vamos a dar una descripcién de la categoria dual 1D(Q).
Lema 4.2.2. D(A) = Q(A, M) es termino-cerrado en M* para todo A € Q.

Corolario 4.2.3. Sea X € X. Entonces X € ID(Q) si y solo si X es isomorfo
a un subconjunto de un termino-cerrado de M° | para algin conjunto no vacio S,
ver Fig.3.4.

Ahora, recordemos que en presencia de una dualidad fuerte se tiene que X = ID(Q)
si y solo si toda subestructura cerrada de una potencia de M es isomorfa a una es-
tructura de término-cerrado de una potencia de M, es decir los cuadrados internos

de Fig.3.4 son uno solo.

-5.P*M
= StmED+M

Q =ISPM = IE(X) X =IS.P*M = 1D(Q)

Fig.5.2. Subcategorias de X bajo una dualidad fuerte.

Asi podemos abordar el resultado principal de nuestro trabajo, extender un teo-
rema de la teoria de reticulos, a los espacios topoldgicos generados por los duales

algebraicos de las algebras de De Morgan.

Teorema 4.2.4. Teorema de Kalman Topolégico. Las cuasi-variedades to-

poldgicas generadas por los duales de las dlgebras de De Morgan, Xy, Xk y Ap,
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cumplen la relacion

Y Son Unicas.

Demostracién.
Para todo espacio topolégico X € ID(Q(K)) tenemos que existe un dlgebra de
Kleene A = E(X) € Q(K).

Ahora, dado que toda algebra de Kleene es un algebra de De Morgan, tenemos
que para A € Q(K), A € Q(D) por el lema 4.2.2 y por el corolario 4.2.3 tenemos
que D(A) =X € ID(Q(D)) para toda A € Q(K).

Por lo tanto, existe un tnico morfismo u = D ot o E el cual es una inmersion,

como se puede observar en el siguiente diagrama:

ID(Q(D)) Q(D)

I

ID(QK)—E . oK)

Donde (D, E, e, €) es una equivalencia dual entre las categorias ID(Q(D)) y Q(D),

(D,E,¢ ') es una equivalencia dual entre las categorias ID(Q(K)) y Q(K) y ¢

es una inmersién pues K tiene la propiedad universal [5].

De manera anéloga, para todo espacio topolégico X € 1D(Q(2)) tenemos que
existe A = F(X) € Q(2), como Q(2) C Q(K), entonces D(A) = X' € ID(Q(K),
luego D(A) =X € ID(Q(K)).

Por lo cual, existe un morfismo v’ = D ot' o E el cual es una inmersion, como se

puede observar en el siguiente diagrama:

ID(Q(K)) Q(K)
A
u t'
ID(0@) —E . o)
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pues (D, E,e* ") es una equivalencia dual entre las categorias 1D(Q(2)) y Q(2),

y t’ es una inmersién dado que 2 tienen la propiedad universal [5].

Luego, tenemos la relacién que estamos buscando
ID(Q(2)) € ID(Q(K)) € ID(Q(D)),

en otros términos

Xy C Xy C Xp.

Las cuales son tnicas bajo isomorfismos. [

4.3. Cuasi-variedades Topolégicas No Estandar

Una cuasi-variedad topoldgica se dice estandar en un sentido general, si existe una
bonita descripcion de sus miembros. Lastimosamente, para las cuasi-variedades to-
poldgicas de las dlgebras de De Morgan no es posible axiomatizar sus miembros
como su contraparte algebraica, pues estas estructuras no son estindar [8]. En
otras palabras, la categorfa X = IS.P*(M) no puede ser descrita como la cate-
goria de todos los espacios estructurados Booleanos, los cuales son modelos de la
teorfa cuasi-atémica de (M; G, H, R).

Teorema 4.3.1. [8] Sea M una estructura finita. Entonces, X = IS.PT(M) es
no estandar si y solo si existe un espacio estructurado Booleano localmente finito

X tal que cada subestructura finita de X estd en X pero X no estd en X.

Para comprobar que las dlgebras de De Morgan no son estandar, definamos el
espacio de Cantor (C, 7), visto como un subespacio del intervalo [0, 1]. El conjun-
to C' lo vamos a obtener removiendo los intervalos abiertos que dan los tercios
medios, es decir, eliminamos los intervalos (1/3,2/3), (1/9,2/9), (7/9,8/9),...
El conjunto restante, tiene una sucesion enumerable de parejas que cubren bajo
el orden usual 1/3 < 2/3,1/9<2/9,7/9 <8/9,...

Definimos el orden de Stralka < en C por x <ysix =0,z =y, y =10y cubre
a x en el orden usual. Por ejemplo, 1/9 < 2/9 pero 1/9 y 1/3 no son comparables.
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Puesto que < es cerrado en C' x C, el espacio ordenado X = (C, =<, 7) es una

estructura Booleana.

Ademas, todo subespacio finito de X es un espacio de Priestley dado que su
topologia es discreta y X es localmente finito puesto que no tiene operaciones.
Los tinicos subconjuntos clopen decrecientes de X son los intervalos [0, z] donde

x es el extremo izquierdo del intervalo eliminado.

Asi, X no es un espacio de Priestley, pues si por ejemplo tomamos 1/4 £ 3/4, no

existen conjuntos clopen decrecientes que contengan a 3/4 pero no a 1/4.

Ejemplo 4.3.2. [8] La categoria Xp dada en el teorema 3.5.5, no es estdndar.

Sea X = (C, f,<,7), donde (C,T) es el espacio de Cantor, <% el orden de Stralka
y f(z) =1 — =z, una funcién continua que invierte el orden. Entonces, X es lo-
calmente finito y toda subestructura de X pertenece a Xp, pero (C,<,T) no es un
espacio de Priestley , asi X ¢ Xp y Xp no es estdndar.

Ejemplo 4.3.3. [8] La categoria X dada en el teorema 3.5.4, no es estdndar.

Sea X = (C, Xo,~,=,7) donde (C,T) es el espacio de Cantor, < es el orden de
Stralka, ~=< U = y Xo = {0,1}. Entonces, ~ y Xy son cerrados, asi que X es

una estructura Booleana y es localmente finita.

X satisface los axiomas a), b) y ¢) dados en 3.5.4 por la definicion del orden de
Stralka y de ~ . Asi toda subestructura de X estd en Xx. Dado que (C,<,T) no
es un espacio de Priestley, X ¢ X y Xk no es estdndar.
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Capitulo 5
Conclusiones

s El Teorema de Kalman fue formulado y demostrado en el lenguaje de la
teoria de reticulos, después se trasladd a un lenguaje mas general del alge-
bra universal, en términos de variedades y se demostré que las variedades
generadas por las algebras de De Morgan coinciden con las cuasi-variedades

generadas por éstas algebras.

= La subdirecta irreducibilidad de las algebras de De Morgan permite que
las variedaades que ellas generan coincidan con la estructura de las cuasi-
variedades, que son las estructuras para las cuales se desarrollo la teoria de

dualidades expuesta en este trabajo.

= Las variedades de De Morgan pueden ser generadas también por los interva-
los fuzzy y los intervalos de evaluacién fuzzy, pero su estructura es infinita

asi que se hace imposible trabajar la teoria de dualidades con ellas.

= Los teoremas de dualidad fuerte, nos dicen que tipo de estructura M debe-
mos tomar como el clon de una clase de algebra finita M para obtener la
dualidad. Al realizar esto nos damos cuenta que, a pesar de la estructura ser
finita, S(M?) puede ser muy grande y no dar una dualidad de uso préctico.
Asi que se debe realizar un esfuerzo adicional para disminuir las operacio-
nes sin destruir la dualidad, como es el caso de D, donde S(QQ) tiene 55

subalgebras.

= En aras de entender los teoremas de dualidad fuerte y las construcciones por

vinculacién se realizé el conteo de las 55 subélgebras de S(D?) obtenidas
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por productos directos y la representacién grafica de cada una de ellas,
para poder exhibir las construcciones admisibles por vinculacién realizadas
y aclarar el por qué sélo dos operaciones, f y < vinculan fuertemente el
resto de operaciones en D, lo cual no aparece de forma explicita en ninguna

parte de la literatura.

No fue posible aplicar el Teorema de Separacién directamente a la categoria
X, para mostrar las relaciones de las cuasi-variedades topoldgicas genera-
das por los duales de las algebras de De Morgan. Una vez encontrada la
caracterizaciéon X' = [D(Q) bajo dualidades fuertes, se opté por utilizar las
funciones de evaluacion dadas por la equivalencia dual y un homomorfismo

dado por la propiedad universal entre las variedades de De Morgan.

Se pudo obtener una representacion del Teorema de Kalman para reticulos
distributivos con involucién en los espacios topolégicos obtenidos por los

duales generados por las algebras de De Morgan bajo una dualidad fuerte.

Los célculos proposicionales que tienen la légica Booleana, la légica clésica
fuzzy y los intervalos de evaluacion fuzzy son los mismos que generan el
algebra de dos elementos 2, el algebra de Kleene K de tres elementos y el
algebra diamante D respectivamente, por ser estas estructuras las que gene-
ran las variedades. Sin embargo, las cuasi-variedades topoldgicas generadas
por los duales de cada una de las algebras mencionadas anteriormente no
tienen una axiomatizacion, pues esta categoria no es la categoria de todos
los espacios estructurados Booleanos. Lo que deja una puerta abierta para
conjeturar que existen logicas que generan los duales topoldgicos, las cuales

no se comportan de la misma manera que su contraparte algebraica.
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