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Résumé

Nous prouvons un résultat de classicité pour les formes modulaires surconvergentes sur les
variétés de Shimura PEL de type (A) ou (C), sans hypothése de ramification. Nous utilisons
une méthode de prolongement analytique, qui généralise des résultats antérieurs dans le cas
non ramifié. Nous travaillons avec le modéle rationnel de la variété de Shimura, et utilisons un
plongement dans la variété de Siegel pour définir les structures entiéres sur ’espace rigide.

Abstract

We prove in this paper a classicality result for overconvergent modular forms on PEL
Shimura varieties of type (A) or (C), without any ramification hypothesis. We use an analytic
continuation method, which generalizes previous results on the non ramified setting. We work
with the rational model of the Shimura variety, and use an embedding into the Siegel variety
to define the integral structures on the rigid space.
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Introduction

Les formes modulaires p-adiques et surconvergentes ont été introduites pour étudier des congruences
entre formes modulaires. Pour prouver des propriétés sur ces nouveaux objets, il apparait important
de montrer qu’ils sont proches des formes classiques. Le résultat de Coleman ([Co]) montre qu'une
forme surconvergente propre pour I'opérateur de Hecke U, est classique si le poids est suffisamment
grand devant la valuation de la valeur propre. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme. Soit f une forme surconvergente de poids k € Z, propre pour U, de valeur propre ay.
Sik>1+v(ap), alors f est classique.

La preuve originale de Coleman repose sur une étude de la cohomologie de la courbe modulaire
rigide. Buzzard ([Bu]) et Kassaei ([Ka]) ont donné une nouvelle preuve de ce théoréme en utilisant
une méthode de prolongement analytique. Plus précisément, une forme modulaire surconvergente
peut étre vue comme une section d’un faisceau sur un voisinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif
(c’est-a-dire le lieu ot le sous-groupe universel de la p-torsion de la courbe elliptique est multiplica-
tif). En utilisant la dynamique de l'opérateur de Hecke U, on peut étendre facilement la forme au
lieu supersingulier. Sur le lieu ordinaire-étale, les auteurs arrivent a construire des séries approchant
la forme désirée, et arrivent a les recoller avec la forme initiale sous la condition du théoréme. Cela
prouve que la forme surconvergente peut étre étendue a toute la variété rigide, et donc est classique.

De nombreux travaux ont ensuite été faits pour des variétés de Shimura plus générales. Citons
notamment les résultats de Sasaki (JSa]), Pilloni-Stroh ([PS1]), Tian-Xiao (JTX]), Johansson ([Jo])
dans le cas Hilbert, ainsi que Pilloni-Stroh (JPS2]) pour les variétés de Shimura déployées.
L’auteur ([Bil]) a notamment généralisé le résultat de classicité pour les variétés de Shimura avec
bonne réduction, c’est-a-dire en supposant que le nombre premier p est non ramifié dans la donnée
de Shimura. Ce résultat a été obtenu en généralisant la méthode du prolongement analytique.

Le cas ot le nombre premier p est ramifié pose des problémes techniques. Il est possible, en adaptant
cette méthode, de prolonger la forme surconvergente au lieu de bonne réduction. Pour conclure a la
classicité, il faudrait disposer de modéles entiers des compactifications toroidales, et démontrer un
principe de Koecher. C’est ce qui a été fait par Pauteur dans le cas Hilbert ([Bi2]). Notons également



que Johansson ([Jo]) obtient des résultats dans ce cas.

Pour des variétés de Shimura plus générales, il semble trés technique de construire des modéles
entiers des compactifications. Les modéles rationnels des compactifications ont été construits par
Pink ( ). Il est peut-étre possible de les définir par normalisation dans un autre espace. En effet,
si X désigne la variété de Shimura entiére, il existe un morphisme X — Y, ou Y est une variété
de Siegel, pour laquelle il est possible de construire des modéles entiers des compactifications. On
peut alors définir une compactification de X comme la normalisation de cet espace dans une com-
pactification de Y. La difficulté technique est alors de prouver que cet espace vérifie les propriétés
attendues, notamment le principe de Koecher.

Pour éviter ces difficultés, nous avons décidé de travailler avec le modéle rationnel de la variété
de Shimura, et l’espace analytique associé. Rappelons que si K est une extension finie de Q,, et
X un K-schéma de présentation finie, alors on peut associer & X un espace rigide X", I'analytifié
de X, dont les K-points sont les mémes que ceux de X. Nous travaillons donc avec 'analytifié
de la variété de Shimura. Les principales difficultés concernent les structures entiéres, qui étaient
présentes naturellement dans le cas de bonne réduction. En particulier, il est nécessaire de définir
le degré d’un sous-groupe de la variété abélienne, ainsi qu’une norme sur l’espace des formes modu-
laires. Si x est un point de cet espace analytique, il correspond a une variété abélienne A définie sur
une extension finie L de Q,, avec des structures additionnelles. D’aprés un théoréme de réduction
semi-stable de Grothendieck, on sait que quitte a étendre L, il existe un schéma semi-abélien Ay
sur O, égal & A en fibre générique. En utilisant ce schéma semi-abélien, on peut donc définir les
degrés pour les sous-groupes de A, ainsi qu'un modéle entier pour I'espace vectoriel w 4.

Cette définition point par point des structures entiéres peut étre globalisée de la maniére sui-
vante. Soit X la variété de Shimura sur K considérée et X" son analytifié; alors il existe un

morphisme de X vers une variété de Siegel A,. Soit A, une compactification enticre de 4, et A_g”g

.. ., . —Tig . L .
I'espace rigide associé. Alors on a un morphisme X** — A, ~. Les structures entiéres définies sur

A_g”g peuvent donc se transporter naturellement sur X".

Puisque nous n’utilisons pas les modéles entiers des variétés de Shimura, nous devons modifier
notre définition des formes modulaires surconvergentes. Dans les papiers précédents, nous utili-
sions une forme faible des formes surconvergentes : il s’agissait de sections définies sur un voisinage
strict du lieu ordinaire-multiplicatif dans ’espace rigide X,.;, associé au modéle entier de la variété
de Shimura. Ici, puisque nous travaillons avec I’espace analytifié X“", nous devons changer cette
définition. Une définition forte des formes surconvergentes est alors une section définie sur un voi-
sinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif dans ’espace rigide Yan, ot X est une compactification
rationnelle de X et X" son analytifié. Au final, nous obtenons le théoréme de classicité suivant.

Théoréme (Théoreémes El et BI8)). Soit p un nombre premier, et X une variété de Shimura PEL
de type (A) ou (C) de niveau Twahorique en p. On suppose que sur Q,, l’algébre de la donnée de Shi-
mura est isomorphe a un produit d’algébres de matrices. Soit [ une forme modulaire surconvergente
(au sens fort) sur X de poids k. On suppose que f est propre pour une famille (U;) d’opérateurs
de Hecke en p, de valeurs propres (a;). Si le poids k est suffisamment grand devant la famille des
(v(ai)), alors f est classique.

Dans le cas (A), nous devons supposer I'existence du lieu ordinaire pour que le probléme ait un
sens.
Nous avons également un résultat de classicité pour les variétés de Shimura avec un niveau arbitraire
en p. Remarquons que dans ce cas, la variété de Shimura ne posséde pas de modéle entier, donc la



situation est a priori plus compliquée que la précédente. Cependant, puisque nous travaillions avec
I’espace X", notre résultat se généralise dans ce cas.

Théoréme (Théoréme[61T]). Soit p un nombre premier, et X une variété de Shimura PEL de type
(A) ou (C) de niveau I'1(p™) en p. On suppose que sur Q, Ualgebre de la donnée de Shimura est
isomorphe a un produit d’algébres de matrices. Soit [ une forme modulaire surconvergente (au sens
fort) sur X de poids k. On suppose que f est propre pour une famille (U;) d’opérateurs de Hecke en
p, de valeurs propres (a;). Si le poids k est suffisamment grand devant la famille des (v(a;)), alors
f est classique.

Dans les deux théorémes précédents, les relations entre le poids et les pentes sont les mémes, et
sont analogues a celles des théorémes dans le cas de bonne réduction (voir les théorémes ] et B.T8
pour plus de détails).

Parlons maintenant de ’organisation du texte. Nous traitons tout d’abord le cas des variétés de
type (C'). Aprés avoir introduit la variété de Shimura et Pespace des formes modulaires, nous dé-
finissons les structures entiéres sur ’espace analytique sur lequel nous travaillons. Nous montrons
ensuite comment les résultats précédents de 'auteur sur le prolongement analytique permettent de
prouver un théoréme de classicité. Nous traitons le cas des variétés de type (A) dans la partie Bl et
le cas d’un niveau arbitraire en p dans la partie[6l Enfin, dans I'appendice, nous rappelons certaines
propriétés utiles sur les schémas semi-abéliens, et définissons les degrés partiels d’'un schéma en
groupe fini et plat avec une action d’un certain anneau.

L’auteur souhaite remercier son directeur de thése Benoit Stroh pour ses conseils, remarques et
encouragements. Il souhaite également remercier Pascal Boyer, Vincent Pilloni et Jacques Tilouine
pour des discussions intéressantes. Il remercie enfin ’ANR Arshifo pour son soutien financier.

1 Espace de modules et formes modulaires

Nous étudions dans ce paragraphe le cas des variétés de Shimura de type (C), en autorisant le

nombre premier p & étre ramifié dans la donnée de Shimura. La principale difficulté dans ce cas
provient de I’absence de modéles entiers pour les compactifications de la variété de Shimura. En
effet, 'espace de modules définit un schéma sur I’anneau des entiers d’une extension finie de Q,,
et il est possible de construire des compactifications de cet espace aprés inversion de p. Construire
des mode¢les entiers pour ces compactifications qui vérifierons des bonne propriétés est un exercice
difficile (voir |[Ral] dans le cas Hilbert). Il est peut-étre possible de définir les compactifications en
prenant la normalisation d’un certain espace dans un autre, mais vérifier que cette compactification
vérifie les bonnes propriétés serait au minimum long et pénible.
La principale difficulté posée par I'absence de modéle entier des compactifications est ’absence
du principe de Koecher. Ainsi, si X" est I’espace rigide associé a la variété de Shimura entiére,
une section du faisceau des formes modulaires sur X"% ne provient plus nécessairement dune
forme moculaire classique. Pour remédier a ce probléme, nous allons utiliser le modéle rationnel
de la variété de Shimura, et travailler avec ’espace analytique associé. Nous adaptons ensuite les
résultats obtenus dans les parties précédentes a cet espace analytique.



1.1 Données de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de type (C) (voir [Kd]). Soit B
une Q-algébre simple munie d’une involution positive *. Soit F' le centre de B et Fy le sous-corps
de F fixé par %. Le corps Fj est une extension totalement réelle de Q, soit d son degré. Faisons les
hypothéses suivantes :

- F=F,.

— Pour tout plongement F' — R, B ®p R ~M,,(R), et I'involution % est donnée par A — A’.

Soit également (Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soit G le groupe des automor-
phismes du B-module hermitien Ug ; pour toute Q-algébre R, on a donc

G(R) ={(g,c) € GLp(Ug ®q R) x R*,{(gx, gy) = c(z,y) pour tout x,y € Ug ®q R}

Soient 71, . .., 74 les plongements de F' dans R.et B; = BQp -, R ~M,,(R). Alors Gg est isomorphe
1

d
G <H spg_q)
=1
ou g = 5—-dimgUp.

Donnons-nous également un morphisme de R-algébres h : C -EndpUg tel que (h(z)v,w) = (v, h(Z)w)
et (v,w) — %v, h(i)w) est définie positive. Ce morphisme définit donc une structure complexe sur
Ur : soit Up™ le sous-espace de Ur pour lequel h(z) agit par la multiplication par z.
On a alors Uﬂé’o o~ Hle (R™)9 en tant que B ®g R ~ &%, M,,(R)-module.
Soient également un ordre Op de B stable par %, et un réseau U de Ug tel que accouplement ()
restreint & U x U soit a valeurs dans Z. Nous ferons les hypotheéses suivantes :

— B ®g Q, est isomorphe & un produit d’algébres de matrices & coefficients dans une extension

finie de Q,.
— Op est un ordre maximal en p.
— L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

L’algébre B est un QQ-espace vectoriel. Soit aq, ..., a; une base de cet espace vectoriel, et
detyio = f(X1,..., Xy) = det(Xyaq + - + Xpa; UL’ @c C[X, ..., Xy])

On montre ([Kd]) que f est un polynome & coefficients algébriques. Le corps de nombres F engendré
par ses coefficients est appelé corps réflexe, et est égal a Q dans le cas (C).

Soit h le nombre d’idéaux premiers de F' au-dessus de p, que 'on notera mq,...,m. Soient éga-
lement f; le degré résiduel et e; 'indice de ramification de ;. On a donc (p) = H?Zl wit. Alors
B®g Qp~ H?Zan(Fi), ou F; est la complétion de F' en m;. Le corps F; est donc une extension
finie de Qy,, de degré d; := e, f;, d'indice de ramification e; et de degré résiduel f;.

1.2 Variété de Shimura

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (C) associée  G. Soit K une extension
finie de @, contenant les images de tous les plongements possibles ' — Q,,. Soit N > 3 un entier
premier a p.

Définition 1.1. Soit X sur Spec(K) l'espace de modules dont les S-points sont les classes d’iso-
morphismes des (A4, \,¢,7n) ol



— A — S est un schéma abélien

A: A — A! est une polarisation de degré premier a p.

— 1 : Op —FEnd A est compatible avec les involutions x et de Rosati, et les polynémes deti,0
et detrie(a) sont égaux.

— 1n:A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire, qui se reléve localement pour
la topologie étale en une similitude symplectique O g-linéaire

H, (A,A:})) — Ug ®q Al}j

Proposition 1.2. L’espace X est un schéma quasi-projectif sur K.

De plus, il est possible de construire des compactifications toroidales de 1’espace X. Celles-ci
sont construites par exemple dans [Pin]. On rappelle que la construction de ces compactifications
nécessite un choix combinatoire, que 1’on supposera fait dans la suite. Rappelons ici le principal de
théoréme de Pink quant aux compactifications toroidales des variétés de Shimura, et la fonctorialité
de ces constructions. On renvoie a [Pin] pour les définitions précises et les constructions.

Théoréme 1.3 ([Pin] Théoréme 12.4).
— Soit D une donnée de Shimura, et X la variété de Shimura associée ; c’est un schéma défini sur
le corps réflexe E. Alors, a tout choix combinatoire suffisamment fin 32 on peut associer une

compactification toroidale 72. C’est un schéma propre sur E, lisse si le choix combinatoire
l’est également.

- Si 31 est un choix combinatoire plus fin que Yo, alors lidentité de X s’étend de maniére
unique en une Immersion ouverte 721 — 722.

— Soient Dy et Dy deux données de Shimura, avec un morphisme Dy — Dsy. Alors, on a une
inclusion des corps réflexes Eo C Eq, et un morphisme de variétés de Shimura
X1 — Xo xg, E1. Soit 3; un choiz combinatoire pour X;. Si 31 est suffisamment fin, alors

. L ) . — —
le morphisme précédent s’étend en un morphisme X1 P Xt X, F1.

Soit donc X une compactification toroidale de X, associé & un choix combinatoire lisse. C’est
un schéma propre et lisse sur K. On supposera ce choix fixé dans la suite, en ayant a ’esprit que
I'on peut prendre ce choix combinatoire arbitrairement fin. Le schéma abélien universel A — X
s’étend en un schéma semi-abélien A — X. Nous allons maintenant définir une structure de niveau
Iwahorique sur X. Si A — X est le schéma abélien universel sur X, on a

Alp™] = @l Alre)
De plus, les groupes de Barsotti-Tate A[7{°] sont principalement polarisés de dimension nd;g.

Définition 1.4. Soit X;,, Pespace de modules sur K dont les S-points sont les (A, A, ¢,n, H; ;) ou
(A, X\ t,m) € X(S)et 0= H;o C Hiq1 C--- C H; 4 est un drapeau de sous-groupes finis et plats,
stables par Op, et totalement isotropes de A[m;|, chaque H;; étant de hauteur nf;j, pour tout
1 << h.

L’espace X7, est un schéma quasi-projectif sur K, et on dispose du morphisme d’oubli X7,, —
X. Soit également X 1., une compactification toroidale lisse de X, sur K. On suppose que les choix
combinatoires sont faits de telle maniére & ce que le morphisme X, — X s’étend en Xiw — X
(cela est possible d’aprés le théoréme [[L3)).
Enfin, nous noterons X", X{", X et Y?Z les espaces analytiques associés respectivement aux
schémas X et X1, X et X7, (voir [Be] par exemple).



1.3 Formes modulaires

Pour tout idéal premier m; divisant p, on rappelle que F; est la complétion de F' au-dessus de
TG
Soit A le schéma semi-abélien universel sur X, et soit wy = e*Qzl4 /X le faisceau conormal relatif &
la section unité de A; il est localement pour la topologie de Zariski isomorphe & St ®gp O« comme
B ®q Ox-module, ot
St = @iy (F')?

Soit T :IsomB®@Y(St ® Ox,wa). C’est un torseur sur X sous le groupe

h
M = <H ResFi/QpGLg> xq, K

=1

Soit Ty le tore diagonal de M, Bjs le Borel supérieur de M, et Ups son radical unipotent.
Soit X (Tar) le groupe des caracteéres de Thy, et X (Tps)™" le cone des poids dominants pour Byy. Si
k € X(Ta)™T, on note k" = —wor € X(Ty)™, ot wy est I’élément le plus long du groupe de Weyl
de M relativement a Ty.

Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

Définition 1.5. Soit k € X (Ts)™". Le faisceau des formes modulaires de poids x est w® = ¢.O7[r'],
ot ¢, O7[r] est le sous-faisceau de ¢.O7 ot By = ThUps agit par &' sur Ty et trivialement sur
Uypr.

Le faisceau w” est un faisceau localement libre de rang fini sur X. Une forme modulaire de
poids x sur X est donc une section globale de w”, soit un élément de H°(X,w"). En utilisant la
projection X, — X, on définit de méme le faisceau w” sur X, ainsi que les formes modulaires
sur X r,,. On notera encore w* le faisceau analytifié sur X~ et X ...

Remarque 1.6. Par équivalence de Morita, la catégorie des M,,(A)-modules et celle des A-modules
sont équivalentes, pour tout anneau A. L’équivalence de catégorie est explicite : & un A-module M,
on associe M™, qui est bien muni d’une action de M, (A); réciproquement, & un M, (A)-module N,
on associe le A-module E; 1N, ou Ej; est la matrice avec un seul coeflicient non nul en position
(1,1) égal a 1.

De cette maniére, puisque B®q Q, = H?:l M, (F;), et que le faisceau wy est isomorphe a St ® O
comme B ®g Ox-module, I'équivalence de Morita associe & wx le faisceau de (H?Zl F;) ®q O%-
modules défini par F - w4, ou E est la projection défini par (Ey1); € H?:l M, (F;). Ce faisceau est
isomorphe a (&7, FY) ®g O comme (H?:l F;) ®g Ox-module.

1.4 Opérateurs de Hecke

Soit 1 < i < h. Soit C; 'espace de modules sur K paramétrant les (A, \,¢,n, Hj i, L) avec
(A, A\ t,n,Hj ) € X et L un sous-groupe fini et plat de A[m;], stable par Op, totalement isotrope
et supplémentaire de H; , dans A[m;]. Nous avons deux morphismes finis étales p1,p2 : C; — Xy
p1 est loubli de L, et py est le quotient par L. Soit C{" 'espace analytique associé a C ; on note
encore pi, pp : Cf" — X {7 les morphismes induits.

L’opérateur de Hecke agissant sur X §7 est défini par Uy, (S) := pa(p; ' (S)) pour toute partie S de



X¢". Cette correspondance envoie les ouverts sur les ouverts, et les ouverts quasi-compacts sur les
ouverts quasi-compacts.

Notons p : A — A/L lisogénie universelle au-dessus de C;. Celle-ci induit un isomorphisme
p* : wa/L — wa, et donc un morphisme p*(x) : psw” — pjw”. Pour tout ouvert U de X7,
nous pouvons donc former le morphisme composé

=~ K — w ey PT(K) — * K Trp, K
U, « HO(Un, (U), ") — HO(py U), p3o®) "5 HO (o1 (U), plw™) 3" HO(U, w")

Définition 1.7. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors défini par Uy,
1 flq(q+1)

s

Um. avec n; =

S|

1

g

Hecke, comme le montre un calcul sur les g-développements.

A priori, cet opérateur n’est défini que sur Vespace HO(X ¢, w"), et non sur Ho(X 7., w"). Etu-
dions les problémes au bord.
Il existe une compactification toroidale C’; de C;. D’aprés le théoréme [[13] il existe un choix com-
binatoire pour C; tel que le morphisme p; : C; — X, s’étend en un morphisme C; = X . Par
le méme argument, il existe un autre choix combinatoire pour C; tel que le morphisme py s’étend
aux compactifications pour ce choix combinatoire. Or, étant donné deux choix combinatoires on
peut toujours en trouver un troisiéme plus fin que les deux premiers. Le théoréme [[L3 montre donc
qu’il est possible de construire une compactification tormdale C; telle que les morphisme p; et po
s’étendent en des morphismes C; — X . Si on note C I'espace rigide analytique associé a C;,
on obtient des morphismes p1,po : Cin — X7 Iw La méme formule que precedemment permet de
définir un opérateur de Hecke géométrique U,, agissant sur les parties de X Tw- Néanmoins, les
morphismes p; et py n’étant plus finis étales, cette correspondance ne respecte plus la topologie,
c’est-a-dire que I'image d’un ouvert n’est pas nécessairement encore un ouvert. Pour la méme raison,
il n’est pas possible de définir 'opérateur U, agissant sur H O(Y?Z,w“) par la méme formule que
précédemment. Pour pallier a ce probléme, nous utilisons le théoréme suivant.

Théoréme 1.9 (|Lil]). Soit Y un espace rigide lisse quasi-compact, et Z un fermé Zariski de Y
de codimension supérieure ou égale a 1. Alors toute fonction bornée sur Y\Z s’étend de maniere
unique en une fonction sur'Y .

Soit f € HO(X 7., w"). Alors Uy, f définit un élément de HO(X$7, w™). Comme l'espace X 7., est
quasi-compact, la forme f est automatiquement bornée (c’est-a-dire qu’il existe un recouvrement
admissible de Y?Z par des ouverts affinoides sur lesquels on a une trivialisation du faisceau w",
et la forme f est bornée uniformément sur chacun de ces ouverts). Il n’est pas difficile de voir
que lopérateur Uy, est borné, donc que Uy, f est bornée (c’est-a-dire qu’il existe un recouvrement
admissible de Y?Z, par des ouverts affinoides sur lesquels on a une trivialisation du faisceau w”,
et Ux, f est bornée uniformément sur chacun de ces ouverts intersectés avec X{). On peut alors
appliquer le théoréme précédent, et la forme U, f s’étend en une section de w” sur X7 Tw
L’opérateur Uy, agit donc bien sur I’espace HO(XIw, w").

. . . ~-an .
Remarque 1.10. Nous définirons dans la suite une norme sur l'espace H°(X,,,w"™), et majorerons
la norme des opérateurs U, (voir la partie [2Z2)).

Nous avons donc défini h opérateurs agissant sur l'espace des formes modulaires.



2 Structures entiéres

2.1 Fonction degré

Nous souhaitons définir des fonctions degrés sur les espaces X{7 et Y?Z, Les sous-groupes
universels H; ; étant définis sur des extensions finies de Q,, (et non sur leur anneau des entiers), on
ne peut appliquer directement les résultats de [Fa]. Le probléme principal est I'absence de modéle
entier pour la compactification ; en effet, si le schéma X 7, admettait un bon modéle entier propre,
on pourralt définir la fonction degré sur l'espace rigide associé & ce modéle entier, qui serait égal a
X 1w Dar propreté. Pour remédier a ce probléme, nous allons utiliser une autre variété de Shimura,
pour laquelle les structures entiéres sont bien connues.

Définition 2.1. Soit 1 < i < h. Soit Anag, 1w, la variété de Siegel sur Z, paramétrant
— un schéma abélien A de dimension ndg.
— XA: A — A est une polarisation de degré premier & p.
— une structure de niveau principale en N, c’est-a-dire un isomorphisme A[N] ~ (Z/NZ)?"49
qui respecte les formes symplectiques & un scalaire pres.
— un sous-groupe H de Alp|, totalement isotrope et de hauteur nf;g.

On dispose d’un morphisme naturel P; : X1, — Andg, 1w, X K, défini par P;(A, A\, ¢, n, H; j) =
(A, \,n,H; 4). On notera Andg Tw,» l'espace analytique associé & Apag 1w, X K, et on note toujours
par P; le morphlsme Xiw = AQY 1w,

D’apres [Stl, il existe une compactification Andg 1w, de Andg. 1w, définie sur Z,. Si on note Andq Tw;
I’espace rigide associé a Andg 1w; Xz, Ok, et Andq Tws Iespace analytique associé a Andg_’]wi x K,
alors ces deux espaces sont égaux car l'espace compactifié est propre. Le sous-groupe universel H
sur Apdg 1w, s’étend en un groupe quasi-fini et plat a J_4ndg7 Iw,- De plus, d’aprés le théoréme [[L3]
on peut supposer (quitte a raffiner la décomposition polyhédrale utilisée pour construire X 7,,) que
le morphisme ’Pz Xrw = Andg,iw; X K s’étende en Xrw — ﬁnd%]wi x K, et donc induise un

—an

morphisme X 7., — Ardg, 1w -

Nous allons définir le degré de H sur Andq w,;- Ol T est un point de Andq Tw,» alors le schéma en

groupes H correspondant a x est fini et plat sur ’anneau des entiers d’une extension finie de Q,,.

On peut donc définir son degré par [Fal]. Dans le cas général, si z est un L-point de Andg Tw,; > alors
le groupe H au-dessus de x est un schéma en groupes quasi-fini et plat sur Oy, 'anneau des entiers
de L. Le schéma semi-abélien A au-dessus de x est obtenue par la construction de Mumford (voir
[E-C] par exemple) en quotientant un schéma semi-abélien G sur Oy, globalement extension d'un
tore T' et d’un schéma abélien Ay sur Oy, par un réseau étale Y (on se référera a [St] partie 1 pour
plus de détails). Comme explicité en annexe (partie [[1]), on a de plus une suite exacte en fibre
générique

— (Glp)y = (Alp]), — })wy 0

ou 7 désigne la fibre generlque Le sous-groupe (G [p]), s’étend en un schéma en groupes fini et plat
sur O, (qui est G[p)). Soit H Vintersection de H avec G[p]; ¢’est un schéma en groupes fini et plat
sur O . Il s’agit en fait du plus grand sous-groupe de H qui est fini et plat sur Or. On peut donc
définir son degré par [Fal.



Déﬁnition 2.2. On définit la fonction degré sur X:;fgﬁlwi par deg(z) = Ldeg H, pour tout z €
—rig

Andg,]wi .
T, . . —Ti . , . —ri
On a ainsi défini une fonction deg : An;g)lwi — [0, fig]. Cette fonction est définie sur An;g)lwi =
—an
Andg,]wi .

Définition 2.3. On définit la fonction Deg; : X 1. — [0, fig] par Deg;(z) = deg P;(x). On définit
également la fonction degré Deg : X 7., — H?Zl[(), fig] par x — (Deg;(x));.

Pour tout produit d’intervalle I = szl Ij;, ou Ij, est un sous-intervalle de [0, frg], on note
— —mul —
X 1w.1 := Deg~(I). Le lieu ordinaire-multiplicatif X ., "de X o correspond au lieu ot les degrés
des H; 4 sont maximaux, soit & Xwy avec [ = H?Zl{fig}.

Proposition 2.4. Si I est un produit d’intervalles compacts & bornes rationnelles, alors X, 1 est
quasi-compact.

Démonstration. Commencons tout d’abord par remarquer que, puisque I'espace X 1., est propre sur
K, Uespace rigide-analytique Y?Z est quasi-compact. Soit p : A — A/H le morphisme universel
au-dessus de zndg)[wi, il est quasi-fini et plat (il est fini sur A,gg rw,). Soit W’y = det e*Q}LX et
Wy /g = det el /i les déterminants des faisceaux conormaux associés a A et A /H en leurs sections

L . -1 . . . — .
unités e et e’. Soit L = w;‘/H ® W'y ; c’est un faisceau inversible sur A,qg 14,. Le morphisme

p* W;x/H — w’y donne une section dy € HO(anngi,E). On en déduit un faisceau inversible

—Tig

. —Tig . .
que l'on notera toujours £ sur A, . 1, €t une section oy € HO(Andg_Jwi,E). Ce faisceau est

T1g N
dg.Tw; (00 L est

une extension finie de Q,), [0 (x)| = p~"°8 . En effet, en reprenant les notations précédentes, x
provient d'un point 2’ du schéma formel associé & A, 49 1w,;. Soit A le schéma semi-abélien défini

naturellement muni d’une norme (voir [Ka]), et on a pour tout L-point  de A,

sur Oy, au-dessus de 2z’ (quitte & prendre une extension de L), A est le quotient de é, extension
d’un tore par un schéma abélien sur Oy, par un réseau étale Y. On renvoie a ’appendice (partie
[ZT) pour plus de détails. On a alors un isomorphisme wa ~ wg. De plus, si on note H l'intersection
de H avec G [p], alors A/H est le quotient de G / H par un réseau étale. On a alors un isomorphisme
WA/H ~ W) Au-dessus de 2/, le faisceau £ est isomorphe a (det wé/ﬁ)_l @ det wgz. Comme H
est un schéma en groupes fini et plat sur Oz, on a bien |§g(x)| = p~"4°® %, Cela prouve que la

fonction degré, définie a priori point par point, est en fait la valuation d’une fonction analytique.
—an
Soit L; := P;L, et dy, , := P;éy. Alors 0y, , € H*(X ,,L;), et la norme définie pour 6y sur

Z:;g’]wi donne naturellement une norme pour oy, ,, et on a |0y, ,(z)] = p~"P9%(@) pour tout
L-point z de Y?Z Cela permet de conclure la proposition. O

Définition 2.5. L’espace des formes modulaires surconvergentes est défini par
HO(X T, W)t = colimy HO(V, w")
- . .. . ~mault —
ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X ., dans X ..

Remarque 2.6. D’apreés le théoréme [[L9] on a

HO(X 7wt = colimy HO(V, w")®
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oil la colimite est prise sur les voisinages stricts du lieu ordinaire-multiplcatif dans X/, et ou

HO(V,w")b désigne les fonctions bornées sur V (au sens de la norme que nous définirons dans le
prochain paragraphe). La définition des formes surconvergentes est donc indépendante du choix
combinatoire effectué pour la compactification.

Remarque 2.7. 11 s’agit d’'une définition forte des formes surconvergentes. En effet, ’espace X, a un
modele entier X, o définie sur 'anneau des entiers d’une extension finie de @Q,,. Une définition faible
pour les formes surconvergentes est alors une section de w” sur un voisinage strict du lieu ordinaire-
multiplicatif dans Xﬁﬁ s ce dernier espace étant la fibre générique de la complétion formelle de
X1w,0 le long de sa fibre spéciale.

Une forme modulaire surconvergente est donc définie sur un espace du type X, avec

I= H?:ﬂfig — ¢, fig], pour un certain € > 0.
Les fonctions degré se comportent relativement bien par rapport aux opérateurs de Hecke.

Proposition 2.8. Soit 1 < i < h, x € Xy, ety € U, (). Soit z; = Deg;(zx), et y; = Deg;(y)
pour 1 < j < h. Alors

— yj = Tj pour j Fi.

Y 2T
De plus, s’il existe y € U2% (z) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors z; € LZ.

Démonstration. Au-dessus du point z, on dispose d’une variété semi-abélienne A munie d’une action
de Op, définie sur une extension finie M de Q,, et d’un drapeau complet H; C --- C H; , de A[m;]
pour tout j. De méme, au-dessus de y, on a une variété semi-abélienne A’ et des sous-groupes H J’ >
tel que ceux-ci sont obtenus a partir des données précédentes en quotientant par un sous-groupe L
de A[m;], qui est un supplémentaire de H; 4. De plus, quitte a remplacer M par une de ses extensions
finies, il existe un schéma semi-abélien Ay défini sur Oy, tel que A = Ag ®o, L. Par extension des
sous-objets, les sous-groupes Hj i, et L de A[p] s’étendent en des sous-groupes Hj 1,0 et Lo de Ag[p].
De méme, Paction de Op se reléve a Ay, et les sous-groupes Hy, ;o sont dans Ag[my]. Enfin, il existe
un schéma semi-abélien G sur Oy, extension d’un tore par un schéma abélien, telle que Ag soit
obtenu par la construction de Mumford en quotientant G par un réseau étale (on renvoie encore a
Pappendice pour plus de détails). On a alors une inclusion é[p] C Aplp]; soit ﬁjyk = é[p] NHj ko et
L = G[p| N L. Soit H} . o Vimage de Hj o dans Ag/L. Comme Ag[p] = ®h_, Ao[mi*] et que L est
inclus dans Ag[m], si j # i, les groupes quasi-finis et plats H; 40 et H §7g70 sont isomorphes, et donc
y; = ;. L’élément x; est égal au degré de }NIW divisé par n, et comme L est un supplémentaire de
H, , dans A[m;], I'élément y; est égal au degré de G[m]/L divisé par n. Or par les propriétés de la
fonction degré, on a B B B B B
deg H; g+ deg L < deg (H;y+ L) < deg G[m]

ce qui donne z; < y;.

Pour prouver le second point, supposons qu'il existe y € U 2., (z) avec Degi(y) = Degi(r). On
dispose au-dessus de x d'un couple (A, \,¢,n, Hy ), et le schéma semi-abélien au-dessus de y est
obtenu en quotientant par un sous-groupe L de A[r;*']. De plus, comme A[7°] est muni d’'une action
de M, (F;), il existe un groupe de Barsotti-Tate principalement polarisé G; muni d’une action de
Op, tel que A[r°] = (Q,/Z,)" ®z, Gi. De méme le sous-groupe H; 4 s’écrit (Z/pZ)" @ H},, ou

Hg , est un sous-groupe de G; [m;]. On voit donc que quitte a travailler avec G; et Hg g+ On peut se
ramener au cas ou n = 1.

On note Fil, = L[x¥], pour 0 < k < 2¢;, et Gry, = Fily/Fili_1 pour 1 < k < 2e;. De méme que

11



précédemment, il existe un schéma semi-abélien Ay défini sur I'anneau des entiers d’une extension
finie M de Q,, étendant le schéma semi-abélien A. L’action de Op se reléve & Ay, de méme que les
sous-groupes H; 4 et L. On notera H; 4 et Lo les sous- -groupes de Ap[m 261] étendant respectivement

H; 4 et L. De méme, il existe un schéma semi-abélien G, extension d’un tore par un schéma abélien

sur Oy, telle que Ag soit obtenue en quotientant G par un réseau étale a I’aide de la construction de
Mumford. On note H = H; 40N G[ ] ; comme on a a SUppOsé n = 1, le degré de H est prec1sement x;.

De méme, on note Filj, = Lo[n; ]ﬂG[ 2] et Gri = lek/lek 1. Notons H*®) = (G /lek 1)[7TZ]/GTk,
nous avons une chaine de morphlsmes

H—HY 5 H® ... ge)
Dans (é//ﬁﬁk)[wz], on a deux sous-groupes disjoints : H* et Gry41. On a alors
deg H® + deg Gri1 < deg (H™ + Gris1) < deg (é//ﬁﬁk)[wz]

d’'oit deg H® < H® D pour tout k. On a donc deg H < deg HV < ... < deg H?). Or
Degi(z) = deg H, et Deg;(y) = deg H2%)_ et par hypothése Deg;(z) = Deg;(y). On en déduit
que les inégalités précédentes sont en fait des égalités, et que 'on a deg H® = Deg;(x) pour tout
0< k< 2e;.

L’égalité entre degrés montre que ’on a (G/lek)[m] H® @ a;“kﬂ On voit que le degré de Gri
est constant, et que deg lek = k deg lel En particulier pour k et [ compris entre 0 et e;, on a
deg Fllk+l = deg lek—i— deg lel ; d’aprés les propriétés de la fonction degré, la suite

— S
O%Filk—)FilkJrl 4F’Lll—>0

est exacte. En appliquant cette relation pour £ = [ = e;, on voit que L est un Barsotti-Tate tronqué
d’échelon 2. En particulier son degré et celui de F'il., sont entiers. La proposition découle de la
relation Deg;(x) = fig — = deg leel O

L’opérateur de Hecke U, augmente donc la i-iéme fonction degré, et ne modifie pas les autres.
De plus, il augmente strictement la fonction Deg;, sauf éventuellement aux points ou cette fonction
est un multiple de 1/e;. Nous avons méme un résultat plus fort.

Proposition 2.9. Soit 1 <1i < h, k un entier compris entre 0 et fie;g—1 et 0 < a ﬁ uz
rationnels. Alors il existe ¢ > 0 tel que Deg;(y) > Deg;(x) +¢, pour tout x € Deg; ([ ta ])

y € UZei ().

Démonstration. Définissons C; comme Uespace de modules sur K paramétrant les (z,L) avec
x = (A, N\ t,n,Hj1) € X1, et L un sous-groupe fini et plat de A[r*], stable par Op, totalement
isotrope et supplémentaire de H; , dans A[m 128] Notons C; une compactification de C; compatible
avec Y?Z, et ;" I'espace analytique associé. On dispose d’un morphisme d’oubli p; : "X ?Z,
On veut définir les degrés de H; 4 et H] , :=Im (H; , — A/L) sur C;"" comme valuations d’une fonc-
tion analytique. Il nous faut pour cela utiliser encore I'espace Aydg, 1w, On définit deux morphismes
fl,fz C; — »Andg,lwl x K par fl(A )\ gk; ) = (A,)\,’I], ) et f2(A )\ Jk,L) =
(A/L, N7, Hl'7g) On peut supposer que ces morphlsmes s’étendent aux compactlﬁcatlons et in-

. . —~an 4 P . .
duisent des morphismes C;  — A On démontre comme précédemment qu’il existe des

ndg,lw; "
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. . . —~-an . . .
faisceaux inversibles Ly, ,, Ly sur C; , munis d'une norme canonique, et des sections dy, , €
, e ,
0/ Aan 0/ Aan , ’ , R
H(Ci ", L, ), 0u; € HY(Ci ", Ly ), tels que les degrés de H; g et Hj ; sont égaux (a un facteur

29

prés) a la valuation de la norme de ces sections.
D’aprés la proposition précédente, le degré de H , est strictement supérieur a celui de H; 4 sur

€4 €4

py H(Deg; *([Bre, E£81)). Le principe du maximum montre qu’il existe e > 0 tel que deg Hj , >deg H; 4+ ¢
sur ce dernier espace car il est quasi-compact. O

Corollaire 2.10. Plagons-nous sous les hypotheéses de la proposition précédente. Alors il existe un
entier N tel que

k+«

b
€

k+p5

b
€

0 (Dea (552 i) ) € Dea (U2, g

Démonstration. Supposons par l'absurde que ce ne soit pas le cas. Alors pour tout entier n, il
existe z,, avec Deg;(z,) € [EX2, f,q], et y, € UL (2,,) avec Deg;(y,) < k:—ﬁ Comme l'opérateur
U, augmente la fonction Deg;, on a k:—o‘ < Deg;(x,) < k:‘—ﬂ Or d’aprés la proposition précédente, il
kta kLB

€q ! €4

existe € > 0 tel que 'opérateur Uﬁfl augmente la fonction Deg; d’au moins € sur Degi_1 (
On en déduit que Deg;(y2e;n) > ne + Degi(xae,n) > ne ce qui est impossible.

2.2 Normes

Nous souhaitons définir une norme sur 'espace des formes modulaires définies sur un ouvert U

quasi-compact de Y?Z, c’est-a-dire sur I'espace H°(U,w"). Comme l'espace Y?Z ne provient pas
(canoniquement) d’un schéma formel défini sur anneau des entiers d’une extension de Q,, on ne
peut appliquer directement [Ka]. Bien siir, il est possible de définir de maniére non canonique une
norme sur l’espace des sections d’un faisceau localement libre sur un espace rigide, mais il sera
difficile de prouver certaines propriétés. (Si Y = Spm A est un espace affinoide, et f € A, alors la
norme de f(y) est définie canoniquement pour y € Y. En revanche, si F est un faisceau inversible,
on peut définir une norme sur H°(Y, F) qui dépendra de la trivialisation de JF.)
Soit Ay, 44 le schéma sur Z,, paramétrant les schémas abéliens de dimension ndg, avec une polarisation
de degré premier & p, et une structure de niveau N. Soit également ﬁndg une compactification
toroidale de A, 44 (construite dans [F-C]), avec un choix combinatoire compatible avec celui de
X 1. On notera A le schéma semi-abélien universel sur ang. Pour définir le schéma suivant, nous
nous inspirons de [Sa2].

Définition 2.11. Soit .ang I'espace de modules sur Z, dont les S-points sont :
— un point & € Apqy(S).
— une filtration 0 = wa,0 Cwa1 C -+ C wa,nd = w4 telle que pour tout 1 < i < nd, wa;/wa,i—1
est localement un Og-facteur direct de wa/w4 ;-1 de rang g.

L’espace .ang est donc un schéma sur Z,, et est égal & la fibration de ang par une grassma-
nienne. Comme ang est propre sur Z,, A,qq l'est également.
Soit T; = Isomo ; (Wai/wai—1, OfK ) pour 1 < ¢ <d. On note ¢; : T; = A,q4 la projection.
nd ! ndg

g
L’espace 7; est un torseur sur .ang pour le groupe GLg4. Si k; = (k;) est un élément de Z9, on note
wit = ¢, O, [—K}], ou K = (kgy1—j), et o ¢;, O7;[—k}] est le sous-faisceau de ¢;,O7; ou le tore
de GL, agit par —k}, et ou le radical unipotent agit trivialement.
Rappelons que nous avons défini le poids d’une forme modulaire comme un couple (k; ¢ )i<i<g,oes,
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oil ¥ est I'ensemble des plongements de F' dans Q, vérifiant k; , > - -+ > k, », pour tout o € . De
plus, ¥ est I'union disjointe des ¥;, ou X; est ’ensemble des plongements qui se factorisent par Fj.
Chaque X; est de cardinal e; f;. On fixe une numérotation sur chaque ¥;, c’est-a-dire une bijection
entre ; et Pensemble {1,...,¢e;f;}. Ces choix donne une bijection entre ¥ et {1,...,d}. Un poids
est donc un couple (k;)1<i<d, ou chaque k; est un élément dominant de Z9. On note alors w( le

‘ Afini Ko od
faisceau défini sur A, g4y par wi := ®f_ w;".

Soit A:fjg I'espace rigide associé¢ a Anaqg Xz, Ok. Puisque ce dernier est propre sur Z,, on a

Arig an
ndg ~— ndg*

finir canoniquement une norme sur espace HO (U, wk), pour tout ouvert quasi-compact U de
q p »y Y0 ) p q p
On notera w( le sous-faisceau des fonctions de norme plus petite que 1.

On notera encore wf le faisceau induit sur cet espace. D’apres [Kal], on peut dé-
Arig
ndg”*

Le faisceau w4 défini sur X 1., est muni d’une action de B ®o Qp = H?Zan(Fl) Par équivalence
de Morita, la catégorie des H?Zan(Fi)-modules et celle des H?:l F;-modules sont équivalentes.
L’équivalence de catégorie est simplement donnée par R — E - R. On rappelle que £ = H?:1 Eiq
ol Fj; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui en position (1,1). Soit donc
wad=F - wa. Cest un H?:l F;-module, et on a

n h

wa =P Ej)wa.a
j=1 i=1
Le faisceau w4 est donc isomorphe & n copies de w4 4. De plus, ce dernier faisceau est localement libre
. . h - N
de rang dg, et muni d’une action de Hi:l F;. On peut donc écrire wy 4 = @?leA,dJ, oll WA,q,; est un
faisceau localement libre de rang e; f;g muni d’une action de F;. On peut alors décomposer ce faisceau
suivant les plongements de F; dans (@p (c’est-a-dire suivant les éléments de ;) : wa 4 = @0%(40.21 i

ol o parcourt ¥;, et ol wf;_ , est un faisceau localement libre de rang g.
Ainsi, en utilisant la bijection entre ¥ et {1,...,d} fixée précédemment, on peut décomposer le

faisceau w4 4 en
d ()
WA, d = Dj_1Wilg
ol les faisceaux wg)d sont localement libres de rang g. Cela permet donc d’écrire w4 comme somme
directe de nd faisceaux localement libre de rang g.

Définition 2.12. On définit un morphisme ¢ : X 7 — .ang x K par la formule x — (P(z), (wa.e)),
ou P est le morphisme d’oubli de I'action de Op et de la structure Iwahorique, et ou la filtration
(wa,e) de wy est déduite de ce qui précede.

Nous avons défini un faisceau w” sur X ., et un faisceau wg sur Apag.
g * —
Proposition 2.13. On a Y*wj = w".
Démonstration. Le faisceau w” est défini a l'aide du torseur 7 =Isompgo, (5t ® Ox, ,wa)
Tw w

sur X,, ot on rappelle que St = @ (F")?. On a donc, par I'équivalence de Morita, et la
décomposition wa g = B wa a4,

h d
_ g ~ g ()
T = H ISOHlFi@OYIw (Fz & OXIw s wAydﬁi) ~ H ISOHI@YIUJ (Oylw s wA7d)
i=1 j=1
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Le résultat en découle. O

On notera encore 9 : X g, — .A”g le morphisme obtenu au niveau des espaces analytiques.

On peut donc définir une semi-norme sur l'espace H YU, w"™), pour tout ouvert U quasi-compact de
X?Z) Soit f € HO(U,w"), et z € U. Si on note L le corps résiduel de x, on a donc un morphisme
x : Spec L — U. Alors

z*f € H(Spec L,z*w") = H°(Spec L,z**wg) = H°(Spec L, (vz)*wf)

Le morphisme ¥x : Spec L — And donne un L-point de ATl qui provient d’un unique Op,-point

ndg’
du schéma formel A7 ndg 8SSOCIé a Andg On note ¥y le morphisme Spf Oy, — Aler ndg correspondant.
On a alors

H°(Spec L, (yx)*wg) = H°(Spf Op, viws) @0, L
ou Oy, est 'anneau des entiers de L (on note encore wfj le faisceau induit sur Al OT) On définit
donc une norme sur H%(Spec L, z*w"™) en identifiant H°(Spf Or,¥iws) et les éléments de norme
plus petite que 1.
Définition 2.14. Soit & un ouvert de X 7., f € HO(U,w"), et = € Y. On définit la norme de f en
x par |f(z)] := |z* f|, et la norme de f sur U par |fly = sup ey | f(2)]-
Remarque 2.15. 1élément | f|; peut éventuellement étre infini, mais est fini si U est quasi-compact.

Dans ce cas, cette définition donne en général une semi-norme, mais est une norme si l’espace est
réduit.

Définition 2.16. On notera encore w" le sous-faisceau des fonctions de norme plus petite que 1.

Donnons une autre définition du faisceau w”. Pour tout espace rigide Y, on note Oy le faisceau
des fonctions de norme inférieure ou égale a 1. Alors

= ol ~an
=¥ wo @ P 1(9~mg OXIw

ndg

Nous dirons que w" définit une structure entiére pour w”. Si F est un faisceau localement libre de
rang r sur un espace rigide Y, on appelle structure entiére pour F un sous-faisceau F, tel que F
—

soit localement isomorphe a Oy .

Rappelons un « gluing lemma » di a Kassaei ([Ka]). On rapelle que nous avons fait les choix
combinatoires de telle sorte que 'espace X, est lisse.

Lemme 2.17. Soit U un ouvert quasi-compact de X .. On a :

HO([/LwK) ~ HO(U,@K) ®z, Qp ~ (hin HO(Z/{,ONJ’”"/pn)) ?z, Qp

3 Décomposition des opérateurs de Hecke

3.1 Décomposition

Soit U un ouvert quasi-compact de X7!'. Fixons un élément 7 compris entre 1 et g, et un élément
rationnel r € [0, f;9]. On note X; <, := {a: € X¢ Deg;(x) < r}. Nous voulons découper notre

Tw>
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ouvert U suivant le nombre de points de Uy, (z) N X; <,-. Pour tout & = (A4, A\, ¢,n, H; ;) € X¢", soit
N(z,r) le nombre de points de Uy, (z) N X; <,. Définissons

Uj:={zelU,N(x,r)>j}

Proposition 3.1. Les (U;) forment une suite décroissante d’ouverts quasi-compacts, vide & partir
d’un certain rang.

Démonstration. Voir lemme 2.7. O

Sur U;\Uj+1, on a N(z,r) = j. On peut alors décomposer opérateur Uy, en UZ°¢[[ UL, o
Ubad correspond aux j points de Xi<r, et Ug qOOd aux autres. Remarquons que U b“d parametre les
supplementalres L de H; avec deg L > f; — 7. De plus, il est possible de faire surconverger ces
ouverts.

Proposition 3.2. Soit ' > r un nombre rationnel, et U} := {x € U, N(x,7") > j}. Alors U] est
un voisinage strict de U; dans U, c’est-a-dire que le recouvrement (Uj,U\U;) de U est admissible.

Démonstration. Voir [Bil] proposition 2.10. O

Pour 7" > r, on dispose donc de la décomposition de Uy, sur U;\Uj 11, ainsi que sur UN\U;
Ces décompositions coincident sur I'intersection des deux ensembles.
Il est possible de généraliser cette décomposition & UTJF\I_[ pour tout entier N.

Théoréme 3.3. Soit N > 1 et r € [0, f;g] un rationnel. Il existe un ensemble fini totalement
ordonné Sy et une suite décroissante d’ouverts quasi-compacts (Uj(N))icsy de U de longueur
L = L(N) indépendante de U, tels que pour tout j > 0, on peut décomposer la correspondance U,Jr\f

sur Uy (N)\U;+1(N) en
N-1
Ul = (]_[ UglkoTk> 7~

k=0

avec Ty = U9 pour 0 < k < N

i ], N7
o good bad bad
Ty = H UTrka,NU‘ﬂ'qu 1:JksN Uﬂ'iajvjlvN
J1ESN -1, JkESN—k
et
o bad bad bad
Tn = H U7T7,7JN 17NU7Tz'7jN—27jN—17N : "Uﬂ,le,N
J1ESN-1,--,JN-1ES1
avec

— les images des opérateurs quz ~ (7 € Si) sont incluses dans X; >, = {x € Xyig, Degi(z) > 1}.

— les opérateurs Ub“d LN (j € Sk, L € Sk—1) et Ubaj N (7 € S1) sont incluses dans X; <.
Enfin, si (Uj(N)) est "l suite d’ouverts de U obtenue pour 7' > 1, alors U;(N) est un voisinage
strict de U;(N) dans U pour tout j.

Démonstration. C’est le théoréme 2.15 de [Bil]. O
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3.2 Norme des opérateurs de Hecke

Pour démontrer le théoréme de classicité, nous aurons besoin d’un calcul de normes de ces
opérateurs de Hecke. Rappelons que la norme d’un opérateur 7' : HY(T(U), F) — H°(U, F) est
défini par

T, :=inf {X € Rso, |Tflu < N flrey Vf € H(TMU),F)}

Proposition 3.4. Soit T un opérateur défini sur un ouvert U, égal a U, U}T’f"d ou Uf;?d. On
suppose que l'image de cet opérateur est incluse dans X; <f,g—c pour un certain ¢ > 0. Alors

Ty < pfiglott)/2—cintres, ko.r

Démonstration. Avec les notations de [[L4] nous allons majorer la norme du morphisme p*(k) :
piw™ — pjw", chacun de ces deux faisceaux étant muni de la structure entiére induite par celle de
w” via les morphismes p; et po respectivement.

Soit x = (A,i,¢, H,wa,e;) € X75(Q,) et L C A[m;] un supplémentaire de H[m;] stable par Op.
Alors ¢(z) € N:f;g (Q,), et on a une variété semi-abélienne Ay définie sur Z, au-dessus de ¥ (z),
qui étend la variété abélienne A. L’action de Op s’étend a Ag, et le sous-groupe L s’é¢tend en un
sous-groupe Lo de Ag[m;]. De méme que précédemment, il existe un schéma semi-abélien G sur
Z_p, globalement extension d’un tore par un schéma abélien, tel que Ag soit le quotient de G par
un réseau étale. On se référera a I'annexe (partie [ZI) pour plus de détails. On a G[p] C Ao[p];
soit L = LoN (N?[p] C’est un schéma en groupes fini et plat sur ZT,. On a alors des isomorphismes
WA, X Wa et wa, /L, Wa) L

Le morphisme p : Ay — Ao/ Lo donne une suite exacte de Z, ®z Op-modules

0—>wA0/LU — WA, —7 WL, —0

qui s’identifie a

O%wé/z—)wé%wzﬁo

En utilisant I’équivalence de Morita, on en déduit une suite exacte de (H?:l Or,) ®z, Z,-modules

0—>E~w§/z—>E-w§—>E-wz—>0

De plus, on sait que ces modules admettent une filtration indexée par les éléments de X, et la suite
exacte respecte cette filtration. Remarquons que puisque 'on travaille sur Z_p, cette filtration est
canonique, et est déduite de la décomposition en somme directe de ces modules aprés inversion de
p. On en déduit que les morphismes de la suite exacte sont stricts pour la filtration. Pour tout
1 < j < d, on obtient donc une suite exacte

i
0— wé/f,j/wé/z,jfl — wé,j/wé,jfl — wZ,j/wZ,jfl — 0
ol (wg j)1§j§d est la filtration de F - wg, et similairement pour E - w7 et E - w;. On rappelle
qu’on a ordonné les éléments de ¥ = {01,...,04}. Si o; ¢ 3;, alors f; est un isomorphisme puisque
L C A[m;] donc wg ;/wg ;= 0. Soit A; = v(det f;). Alors

P lle < T oo <p e b Saen
7,0 (S

La proposition découle alors du fait que deg L= > > c. O

7,05 E€5; )\]
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4 Classicité

Théoréme 4.1. Soit f une forme surconvergente de poids k € X (Ta)™ sur Xr.,, propre pour la
famille d’opérateurs de Hecke U,. Supposons que les valeurs propres («;) pour ces opérateurs soient
non nulles, et que k est grand devant les (v(«;)). Alors [ est classique.

Remarque 4.2. La condition reliant le poids et la pente est trés explicite. Un élément x € X (Th)™

est une famille d’entiers
TG == ki)
i=1j=1

La condition intervenant dans le théoréme est alors

dig(g +1) .
. +ev(a) < 1glgngfdi kg j.i

pour tout 1 < ¢ < h. On rappelle que d; = e; f;.

Passons a la preuve du théoréme.
Une forme modulaire surconvergente est définie sur un espace du type Deg~!([fig — €, f1g] x - -+ x
[frng — €, frg]), pour un certain e > 0. Pour montrer que f est classique, nous allons tout d’abord
prolonger f & tout X{!. Le prolongement se fera direction par direction, c’est-a-dire que l'on
prolongera f a

Deg ([0, f1g] x [fag — €, fag] % -+ X [fng — €, fng]) N X{2
puis a
Deg='([0, f1g] x [0, fag] % [fag — €, fag] X -+ % [fag — &, fag]) N X{7
et ainsi de suite.

Chacune de ses étapes se démontrant de maniére analogue, nous ne détaillerons que la premieére,
c’est-a-dire le prolongement a

Deg™ ([0, frg] x [f29 — €, f29] X -+ x [fng — &, fag]) N X{7

Pour conclure, nous utiliserons le théoréme L9 qui permettra d’étendre la forme f a Y?Z, Un
théoréme de type GAGA permet ensuite de prouver que f est algébrique, c’est-a-dire que f est une
forme classique.

4.1 Prolongement automatique

Soit f une forme modulaire surconvergente vérifiant les hypothéses du théoréme [£1] Elle est
donc définie sur Deg = ([f1g—¢, fig] X - - X [fng—¢, frng]), pour un certain ¢ > 0. Pour tout intervalle
I, notons Uy := Deg= (I x [fag — €, fag] X -+ X [fng — &, frng]) N X¢". La forme f est donc définie

sur Uiy, g—e,f, 4- Nous allons prolonger f a Z/{]flg_éhflg]'

Proposition 4.3. 1l est possible de prolonger f a Uy, _ 1 4.
e1”’

Démonstration. Soit S un rationnel avec 0 < 8 < é D’apreés le corollaire 210, il existe un entier
N tel que

Uﬁ (u[flgfﬁ,flg}) - u[flg*&flg]
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La fonction fg = afNUfT\if est donc définie sur Uy, 4_g. 7, 4], €t est égale & f sur Uy, g_c f, 4. Nous

noterons donc encore f cette fonction. De plus, les (Ujp g—p,7,4) POur 0 < g < é forment un

recouvrement admissible de Uy ;1 4 . On peut donc étendre f & ce dernier intervalle. O
9=y f1

Remarque 4.4. Pour démontrer cette proposition, nous avons seulement utilisé le fait que la valeur
propre «y était non nulle.

4.2 Séries de Kassaei

Dans cette partie, nous prolongeons la forme f a U 7, 5. Comme les itérés de 'opérateur Uy,
n’augmentent pas strictement le degré de H; 4 sur cet ouvert, la méthode de la partie précédente
ne s’applique pas. Nous allons construire des séries f,, analogues de celles introduites par Kassaei
dans [Ka], qui convergeront vers f. Pour cela, nous utiliserons la décomposition de 'opérateur Uy,
réalisée dans la partie Bl
Soit £ un réel strictement positif tel que v(an) + fig(g +1)/2 < (é —¢)inf1<j<d, kg j1. Cela est
possible d’apreés les hypothéses du théoréme Il Soit 7 un nombre rationnel avec f1g — é <r<
flg - é +e,et U = Z/{[Qﬂ_].

Soit N > 1 un entier ; d’aprés le théoréme B3] on peut trouver une suite d’ouverts (U;) es, de U,
et une décomposition de U,Jr\i sur chaque cran U;\U;+1. De plus, il est possible de faire surconverger
arbitrairement cette suite d’ouverts. En effet, soit (r*)) une suite strictement croissante de ration-

nels avec 70 =, %) < f19 — é + ¢ pour tout k, et (U;k)) la suite d’ouverts correspondante a
r) . Alors Lékﬂ) est un voisinage strict de M;k) dans U pour tout j, k.

Notons V; = L{;jfl) pour tout j > 1, et VJ'- = L{;j) pour tout i > 0. Alors VJ'- est un voisinage strict
de V; dans U. Nous avons décomposé 'opérateur UY sur ViA\Vjt1 en

N—-1
N __ N—-1—k
o= Lo o
k=0
avec Ty = Uﬁfojd et pour 0 < k < N
- good yrbad bad
T, = H Uﬂl,ijka—l,jk s 'UF1,j7j1
J1ESN -1, JkESN —k
et
o bad bad bad
Tn = H Uﬂ'l-,jN—lUﬂ'l-,jN—ij—l e 'U7T1-,j7j1

J1E€ESN—1,--,iN-1ES1

Les images de Uﬁlof)jd et de Uﬁff’ji (Jk € Sy—k) sont incluses dans Ui 1rq) C Ur, 1 g, €t les opérateurs

Uﬁ‘f‘% > Uﬁ‘f‘é ne font intervenir que des supplémentaires L de degré supérieur a f1g— () > é —¢€.

Définition 4.5. Les séries de Kassaei sur V/\V;1 sont définies par
N-1

._ _—1rrgood —k—17rbad bad good
fNJ = Uﬂ'hj f+ Z Z @ Uﬂ11j7j1 "'Uﬂ'lvjk—laijﬂ'lajkf

k=1 j1€ESN—-1,--.JkESN—k
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Cette fonction est bien définie, puisque les opérateurs U. qoojd sont soit nuls, auquel cas leur action

sur f donne 0, soit & valeurs dans U, 1,4 et f est définie sur cet espace. Ce dernier espace étant
quasi-compact, f y est bornée, disons par M.
La proposition B4l permet de majorer la norme des opérateurs a; lUba " - lanorme de ces opérateurs
est inférieure a
f'19(9+1)/2+v(0f1)*(é*5) infi<j<a; kgj,1

Uy =P <1

Lemme 4.6. Les fonctions fy; sont uniformément bornées.

Démonstration. On a

k—17rbad bad good 1yrgood 1y, f1g9(g+1)/2
|a1 Uﬂ'h] Ji Uﬂ'l 3Jk— 11]kU7T1,ka|V \Vit+1 S u0|a1 UTFI ka|U7brL;dJk 17k Uit;da J1 (V/\VJ+1) < |a |p M

od

car la norme de U7 est majorée par pf19(9+1)/2On peut donc majorer la fonction fy ; par

|fN,j|VJ’.\Vj+1 < |a;1|p.f19(9+1)/2M

ce qui prouve que les fonctions fy ; sont uniformément bornées. O

Puisque ces fonctions sont bornées, nous pouvons supposer qu’elles sont de norme inférieure &
1, quitte & multiplier f par une constante. Nous allons maintenant recoller ces fonctions sur .

Lemme 4.7. Soient j,k € Sy et x € (Vj\Vj11) N (Vi \Vit1). Alors

[(fng = Fv)(@)] < up’ M

Démonstration. 1l existe une autre maniére de définir les séries de Kassaei fy ;. En effet, on au-
: 4 4 N N,good N.bad . ‘ : N .
rait pu décomposer 'opérateur Uy) en U999¢ + U "¢ suivant les degrés des points de U, :
Vimage de UN-9°°¢ est incluse dans Degy '(Js, fig]), et celle de UN*¢ dans Deg; '([0, s]), pour
un certain rationnel s compris entre r et fig — 1/e; + . La série de Kassaei est alors définie
comme a; Y UN-900d f La série de Kassaei fy,; est définie a I'aide d’un rationnel s comme précé-
demment ; au-dessus du point x on peut donc décomposer 'opérateur Uﬁ en Uﬁ’go"d + Uﬁ’bad,
avec fn j(z) = o NUN :900d £(). De méme, la série fy x est définie a aide d’un rationnel s’, et
au-dessus de z, on a la décomposition UY = UL good’ Uﬁvbad/, avec fy () = o NUN 9"°d/f( ).
Supposons par exemple que k£ < j. On a alors s’ < s, et au-dessus de z, l’operateur U,],\i bad go
! 1" 1 . . —
décompose en UN-bad” 4 pN.bad™, l’opérateur UNbad™ ayant son image incluse dans Deg; '(]s, s]).
"
On a alors fn x(z ) fn,j(x) =] NUN bad” £(2). De plus, la norme de de Popérateur a; NUN bad
est inférieure a ul’ d’aprés les calculs sur les normes des opérateurs de Hecke. D’ott

(g = In ) @) < ug | flynaar

N,bad"!

De plus, I'ensemble U, (z) étant inclus dans Deg;*([r, fig]), on a |f|UN,bad//(I) < M ce qui

donne la majoration. O

Proposition 4.8. Il existe un entier Ay telle que les fonctions (fn j)jesy Se€ recollent en une
fonction gn € HO(U, &% /pAN).
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Démonstration. La décomposition de I'ouvert U étant finie, soit L tel que V41 soit vide. La fonction
[,z est donc définie sur V} . La fonction fy —1 est définie sur V;_,\V..
De plus, d’apreés le lemme précédent, on a

N
lfnL—1 = N Ll vy e Sug M

Soit Ay tel que ulY M < p~A~ ; comme ugy < 1, la suite (Ay) tend vers I'infini.

Les fonctions fn,z—1 et fn,z, sont donc égales modulo pA~ sur (V,NV},_)\Vy. Comme (V;N V) 1, V5 _\V1)
est un recouvrement admissible de V; _, , celles-ci se recollent en une fonction gy ,—1 € HO(V},_,,&" /pA~).
De méme, gy 1,—1 et fn,—2 sont égales (modulo pAN) sur (Vi _oNVi _1)\Vi—1, et donc se recollent

en gn,L—2 € HO(V]_y, 0% /p?™).

En répétant ce processus, on voit que les fonctions fx ; se recollent toutes modulo pAN sur Vi =U,

et définissent donc une fonction gy € HO(U, " /pA¥). O

Proposition 4.9. Les fonctions (gn) définissent un systéeme projectif dans lim HO(U,&" /p™).
«—

Démonstration. Nous allons prouver que gy et gy sont égales modulo pA~. Soit = € U ; nous
avons construit en x les séries de Kassaei fn ; et fvy1,k. Or le terme fy41,; provient d'une décom-
position de UN*! du type

N
UNT = "UNTTy + Ty i
=0

Nous pouvons donc écrire fy 41,1 = hi+ho, lafonction h; étant associée a’opérateur Eﬁgl UTJX’PZTN
et h2 a TN.

Or la fonction hy est en réalité une série de Kassaei pour une certaine décomposition de UTJX :le
lemme précédent donne donc

(fnvg = ha) (@) < p~ ¥
De plus, on a
_ —N—1yrbad bad good
hy = Z ay Uﬂlll,j,jl e 'Uﬂ'(llajN—lyjN Uﬂ'l;ij
J1ESN,--JNEST

71Ubad

donc comme les opérateurs a; U9 ; ont une norme inférieure a o,
s

|ha(@)] < up'p!*ar ' [M < p~

avec Ay = Ay — f1 —v(aq). Quitte & remplacer Ay par Ay, on voit donc que la réduction de gy 41
modulo p?~ est égal & gy. O

En utilisant le gluing lemma (lemme 2I7)), on voit donc que les fonctions gy définissent une
fonction g € H°(Uy,w") pour tout ouvert quasi-compact Uy inclus dans U, donc un élément de
H°(Uy,w™). Bien siir, g coincide avec f sur u]flgfﬁ,flg}'
En effet, si x € Z/{]flg_émflg]’ il existe Ny tel que Ufr\i () CUf,g—c,f,9) POUr N > Ny, et la série de
Kassaei est alors stationnaire égale a

oy U f = f

Nous pouvons donc étendre f a Ujg, ¢, 4)-
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4.3 Fin de la démonstration

Nous avons étendu f a Uy, 1, q) = Deg ([0, frg] X [fog —&, fag] ¥ - X [fng — &, frng]) N X {2 En
utilisant le fait que f soit propre pour Up,,, et en utilisant la relation vérifiée par la valeur propre
@z, la méme méthode montre que 1'on peut étendre f & Deg=1([0, fig] x [0, fag] x [f39 — &, f3g] X
<o X [fng — €, frg]) N X . En répétant ce processus, on voit donc que 'on peut étendre f a tout
X,

Nous avons donc étendu a la fonction f en un élément de H°(X¢" w*). Il nous reste encore a
montrer que f s’étend au bord. Dans le cas oit dg > 1, et dans le cas algébrique, le principe de
Koecher nous assure que ’on peut négliger les pointes dans la définition des formes modulaires (voir
[?]). Tl doit sans doute étre possible de déduire un analogue analytique de ce résultat, c’est-a-dire
démontrer que toute forme modulaire définie sur X7{,’ s’étend a X .. Néanmoins, dans notre cas, il
est possible de raisonner plus simplement, et en ne supposant pas que dg > 1. Nous allons pour cela
utiliser le théoréme : il nous suffit de prouver que la forme f est bornée sur X7, pour prouver

qu’elle s’étend au bord.
Proposition 4.10. La forme f est bornée sur X§..

Démonstration. Rappelons que nous étions partis d’une section définie sur Deg = ([f1g—¢, f1g]x- - -x
[frg—e, frg]), pour un certain £ > 0. Comme cet espace est quasi-compact, f y est automatiquement
bornée. Nous allons maintenant démontrer, qu’a chaque étape du prolongement, f reste bornée.
Regardons par exemple I'extension de f & U 7, 4. La forme f est obtenue en recollant les séries de
Kassaei g définies sur U ,, et une forme fy définie sur U, f, 4 par la formule fo = afNUTJ,\{f, ol
r et r’ sont des rationnels vérifiant

1
flg—e—<r’<r<f1g
1

Comme l'opérateur Uy, est borné, fy est bornée. De plus, comme cela a été vu dans le paragraphe
précédent, les séries définissant g sont uniformément bornées. On en déduit que le prolongement de
J al,y,q) est borné. O

Puisque f est bornée sur X7, on en déduit d’aprés le théoréme qu’elle s’étend a Y?Z)
Comme X7, est propre, on en déduit par GAGA que f provient d'un élément de H®(X 1, w"),
soit que f est classique.

5 Cas des variétés de type (A)

5.1 Données et variétés de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de type (A) (voir [Kd]). Soit B
une Q-algébre simple munie d’une involution positive x. Soit F' le centre de B et Fy le sous-corps
de F fixé par %. Le corps Fj est une extension totalement réelle de Q, soit d son degré. Faisons les
hypothéses suivantes :

— [F:F)=2.

— Pour tout plongement Fy — R, B ®p, R ~M,,(C), et 'involution x est donnée par A — A’
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Soit également (Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soit G le groupe des automor-
phismes du B-module hermitien Ug ; pour toute Q-algébre R, on a donc

G(R) ={(g,¢) € GLp(Ug ®g R) x R*, (gx, gy) = c(x,y) pour tout x,y € Ug ®q R}

Soient 7y, ...,7q les plongements de Fy dans R; soit également o; et 7; les deux plongements
de F' dans C étendant 7;. Le choix de o; donne un isomorphisme F' @p, R ~ C. On a également
B; = B®r, -, R ~M,(C). Notons U; = Uy ®gp, -, R. D’aprés I’équivalence de Morita, U; >~ C"@W;,
ou B; agit sur le premier facteur et WW; est un C-espace vectoriel. La structure anti-hermitienne sur
U; en induit une sur W;, et on note (a;, b;) sa signature. Alors G est isomorphe a

G (ﬁ U(ai, bz)>

ol a; + b; est indépendant de i et vaut 5—dimgUg.
Donnons-nous également un morphisme de R-algébres h : C -EndpUg tel que (h(z)v,w) = (v, h(Z)w)
et (v,w) — %v, h(i)w) est définie positive. Ce morphisme définit donc une structure complexe sur
Ug : soit U(é’ le sous-espace de Ug pour lequel h(z) agit par la multiplication par z.

—=—bi .
On a alors US" ~ [T, (C™)* @ (C") " en tant que B ©g R ~ &% M, (C)-module (action de

M,,(C) sur (C")% @ (C")"" est action standard sur le premier facteur et 'action conjuguée sur le
second) .
Soient également un ordre Op de B stable par %, et un réseau U de Ug tel que accouplement ()
restreint & U x U soit & valeurs dans Z. Nous ferons également les hypothéses suivantes :

— B ®g Q, est isomorphe & un produit d’algébres de matrices & coefficients dans une extension

finie de Q,,.
— Op est un ordre maximal en p.
— L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

Soit Zp) le localisé de Z en p; Op est un Z,)-module libre. Soit a1, ..., a; une base de ce module,
et
detyio = f(X1,..., X;) = det(X1aq + - + Xy U ®@c C[X, . .., X4])

On montre ([Ko]) que f est un polyndome a coefficients algébriques. Le corps de nombres F engendré
par ses coefficients est appelé le corps réflexe.
Soit p = H?:l m;" la décomposition de p dans Fy, et soit f; le degré résiduel de chacune de ces places.
On notera ¥ I'ensemble des plongements de Fy dans Q,, et 3J; le sous-ensemble des plongements
envoyant m; dans 'idéal maximal de Z_p. On notera également Fy; la complétion de Fj en ;, et
Or, ; son anneau des entiers. Alors B ®q Q, ~ H?:l B;, ou B; est la complétion de B en ;. Pour
déterminer la structure de B; ,on peut distinguer 3 cas.

— Cas 1 : m; est décomposé dans F. Alors B; ~ M,,(Fy;)®M, (Fpi).

— Cas 2 : m; est inerte dans F. Alors B; ~ M, (F;), ou F; est la complétion de F en ;.

— Cas 3 : m; est ramifié dans F', m; = wf. Alors B; ~ M, (F;), ou F; est la complétion de F en

;.-

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (A) associée & G. Soit K une extension
de @, contenant les images de tous les plongements possibles F' — Q, et £ — Q,,.
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Définition 5.1. Soit X I’espace de modules sur Spec(K') dont les S-points sont les classes d’iso-
morphismes des (A4, A, ¢,n) ol
— A — S est un schéma abélien
— XA: A — A est une polarisation de degré premier & p.
— 1: Op — End A est compatible avec les involutions * et de Rosati, et les polynémes deti,0
et detric(4) sont égaux.
— n: A[N] = U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire, qui se reléve localement pour
la topologie étale en une similitude symplectique O p-linéaire

Hi(A,A?) = U @z AT

La condition du déterminant est explicite : si S = Spec(R), cela signifie que le faisceau conormal
w4 est isomorphe & St ®x R comme B ®g R-module, ot St est défini par St = @ﬁ‘:lSti, et St; est
le B;-module égal a

@ (Ka.,.)n ® (Kb.,.)n
TEY;

ot ¥; =Hom(Fp;,Q,), et ot B; = My, (Fo;)®M,(Fp,;) agit par I'action standard donnée par 7 sur
chacun des facteurs dans le cas 1; et

P (k) (Ko)

TEY;

o l'action standard de M,,(F;) est donnée par o sur le premier facteur, et par @ sur le deuxiéme
(avec o et 7 les deux plongements de F; au-dessus de 7) dans les cas 2 et 3.

Remarque 5.2. Le schéma X est en fait défini sur le corps réflexe, mais nous aurons besoin d’élargir
le corps de base pour définir certains faisceaux ultérieurement.

Pour définir les formes surconvergentes, nous aurons besoin de supposer que le lieu ordinaire de
la variété de Shimura est non-vide. Dans le cas ot p est non ramifié dans F, un résultat de Wedhorn
([We]) dit que cela est le cas si et seulement si p est totalement décomposé dans le corps réflexe E.
Si le corps F est fixé, cela donne une condition sur les nombres (a,, by ). Ainsi, si on se place dans
le cas le plus simple ou Fy = Q, B = F, on considére la variété associée au groupe GU (a,b). Le
corps réflexe est égal & Q si a = b et I sinon. L’existence du lieu ordinaire est alors équivalente a p
décomposé dans F' ou a = b. Nous allons obtenir des conditions nécessaires sur les couples (a,, by)
dans le cas général.

Proposition 5.3. Supposons que le lieu ordinaire soit non vide. Soit 1 < i < h, et supposons que
m; soit dans le cas 1. Alors il existe des entiers a; et b; tels que (ay,bs) = (a;,b;) pour tout o € %;.
Si ; est dans le cas 2 ou 3, alors ay = by = (a+1)/2 pour tout o € %;.

Démonstration. Supposons l'existence du lieu ordinaire. Cela veut dire qu’il existe une variété
abélienne A sur une extension L de Q,, qui s’étend en un schéma semi-abélien Ay (sur une extension
finie de L), tel que Ap[p] soit un groupe de Barsotti-Tate ordinaire (c’est-a-dire extension d’une
partie multiplicative et d’une partie étale). En particulier, pour tout 1 < i < h, Ag[n°] est ordinaire.
Supposons que 7; est dans le cas 1, et soit 7ri+ une place de F' au-dessus de 7;. Le groupe de Barsotti-
Tate Ap[(7;")°°] est ordinaire, et munie d’une action de Or, ;- On en déduit qu’il existe des entiers
Ny et Ns tels que

Ao[(m5)*] = (= @z, Or, )™ % (Qp/Zp ®2, OR, )™
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En particulier, si on ordonne le couple (a,, b, ) tels que a, corresponde au plongement au-dessus de
7T;_ , on voit que a, ne dépend pas de o € ;. De méme pour b,. Il existe donc un couple d’entiers
(a;, b;) tels que (ay,by) = (a;,b;) pour tout o € X;. Dans le cas 2 ou 3, si Op, désigne ’anneau des
entiers de F;, on voit de méme qu’il existe des entiers N; et No tels que

Ao[m°] = (pp~ ®z, OF, )™ x (Qp/Zp Rz, OF,)?

(en fait N3 = Ny par auto-dualité). On en déduit que pour tout o € &;, a, = by = (a+0)/2. O

Définissons maintenant la structure de niveau Iwahorique. Si 7; est dans le cas 1, on notera wj

et m; les idéaux de F' au-dessus de m;, et (a;,b;) le couple (aq,by). Si m; est dans le cas 2 ou 3, on
notera également a; = b; = (a +b)/2, de telle sorte que l'on ait encore a, = a; et b, = b; pour tout
(S Ez

Définition 5.4. Soit X, l'espace de modules sur K dont les S-points sont les (A4, A, ¢,n, H; ;) o
(A, t,m) € X(S) et
— Si m; est dans le cas 1, (O =H;0CH;1 C---CHjqyp= A[wj]) est un drapeau de sous-
groupes finis et plats de A[r;"], stables par Op, chaque H; ; étant de hauteur nf;j.
— Si m; est dans le cas 2, (O =H;oCH;; C---C Hiy(aer)/Q) est un drapeau de sous-groupes
finis et plats de A[m;], stables par Op et totalement isotropes, chaque H; ; étant de hauteur
— Si m; est dans le cas 3, (O =H;,0CH;; C--C Hi7(a+b)/2) est un drapeau de sous-groupes fi-
nis et plats de A[m;], stables par Op et totalement isotropes, chaque H; ; isomorphe localement
pour la topologie étale & (Op/mOp)’.

Remarque 5.5. Dans le cas 1, les sous-groupes A[r;] et A[r; | de A[m;] sont duaux pour l’accou-
plement de Weil. Si H est un sous-groupe de A[WZTir ], alors son orthogonal H+ est un sous-groupe
de A[r; ] isomorphe au dual de Cartier de A[m;"]/H.

Remarque 5.6. Dans le cas 3, le groupe A[w;] est totalement isotrope, ce qui justifie le fait que 'on
travaille avec A[m;] plutot que Afw;].

On notera X et X, des compactifiactions toroidales de X et X7, construites par exemples
) —an —an . .
dans [Pin]. Soient également X", X ¢ X et X, les espaces analytiques associés.

5.2 Formes modulaires et opérateurs de Hecke

Soit A le schéma semi-abélien universel sur X, et soit wy = G*Qi‘ /X le faisceau conormal relatif

a la section unité de A} il est localement pour la topologie de Zariski isomorphe a St ® O« comme
B ® Ox-module. Rappelons que St = @ St;, et St; est le B; ®g K-module égal & @, ¢y, (K9 )" @
(K7 ).

Soit T =Isompgo (St ® Ox,wa). Clest un torseur sur X sous le groupe

h
M = <H 11 GLaTxGLbT> xq, K

i=1T1eX;

Soit Ths le tore diagonal de M, Bj; son Borel supérieur, et Up; le radical unipotent. Soit
X (Th) le groupe des caractéres de Thy, et X (Ths)" le cone des poids dominants pour Bjs. Si
k € X(Ty)T, on note k" = —wor € X(Ty)T, ol wo est I'élément le plus long du groupe de Weyl
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de M relativegent aTy.
Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

Définition 5.7. Soit k € X (Ts)". Le faisceau des formes modulaires de poids x est w® = ¢.O7[r'],
ot ¢, O7[r'] est le sous-faisceau de ¢.O ou By = Ty Uy agit par £ sur Ty et trivialement sur
Uy

Une forme modulaire de poids & sur X est donc une section globale de w”, soit un élément de
H°(X,w"). En utilisant la projection X7, — X, on définit de méme le faisceau w” sur Xr,,, ainsi
. < . o, —an
que les formes modulaires sur X r,,. On notera encore w” le faisceau analytifié sur X,,,.

Définissons maintenant les opérateurs de Hecke. Soit 1 < i < h, et C; l'espace de modules sur

K dont les S-points sont les (A, A, ¢,n, Hj 1, L) avec (A, X\, 1,1, Hj 1) € X1, (S) et L un sous-groupe
fini et plat stable par Op de A[m] Verlﬁant
- L=Ly® L0 , ou Lo est un supplémentaire de H; ,, dans A[ ] dans le cas 1.

— L est totalement isotrope, et est un supplémentaire de H; ,, dans Alm;] dans le cas 2 ou 3.
Nous avons deux morphismes finis étales p1,po : C; — X4 : p1 est U'oubli de L, et ps est le quotient
par L. Plus précisément :

— dans le cas 1, 'image de de (A, \,¢,m, Hjr, L = Lo® Lg) est (A/L, N,/ 7/, H’ ), ot HY ) est

I'image de H, , dans A/Lsij#iouj=ietk <a;, et H , est I'image de (7, ) Y(H; xNLo)

dans A/L si k > a;. 1

— dans le cas 2 ou 3, I'image de (A, A, ¢,n, Hjx, L) est (A/L,N',/',n', H} ;) ott H} ;. est 'image

de Hj ) dans A/L.
Soit Cf™ l'espace analytique associé & Cj; on note encore pi, ps : C¢" — X{" les morphismes
(finis etales) induits. Il existe une compactification toroidale C; de Cj, et on peut supposer (par le
théoréme [[3) que les morphismes py,ps : C; — X1, s’étendent en des morphismes C; = X Si
on note U?n 'espace rigide analytique associé a C';, on obtient des morphismes py, ps : C’ — Y?Z
Définition 5.8. L’opérateur de Hecke géométrique agissant sur X, est défini par Uy, (S) =
pa(py 1(S)) pour toute partie S de X .

Cet opérateur respecte les ouverts de X7, mais pas ceux de Y?Z en général. Notons p : A —
A/L Tisogénie universelle au-dessus de C;. Celle-ci induit un isomorphisme p* : wa/;, — wa, et
donc un morphisme p*(k) : psw"™ — pjw”. Pour tout ouvert U de X ¢, nous pouvons donc former
le morphisme composé

~ * T
U, HO(Us, ), 0") = HO7 " @), pieo®) "5 HO (o (U), pieo”) 3" HOWU, )
Définition 5.9. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors défini par U,, =

1 77 —
W w; avec Nz = flazbz

Nous avons donc défini i opérateurs agissant sur les formes modulaires définies sur un ouvert de
X7, De méme que dans le cas précédent, comme ces opérateurs sont bornés, ils agissent sur 1’espace

Ho (Y?Z), w"). En effet, 'image par U, d’une telle section sera bornée, et s’étendra automatiquement
au bord d’aprés le théoréme
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5.3 Structures entiéres

Nous allons maintenant définir les structures entiéres sur X 7., ¢’est-a-dire les fonctions degré, et
une norme pour l'espace des formes modulaires. Nous gardons les notations des parties précédentes.
Soit h; lentier tel que nh; soit la hauteur de H,,,; on a donc h; = fia; dans le cas 1 et
hi = 2f;a; dans les cas 2 et 3. Soit A,q(atp),n, I'espace de Siegel analogue a celui de la défini-
tion 21l mais en demandant que la hauteur de H soit égale & nh;. On dispose d’un morphisme
Pi : Xrw — And(a+tb),h, X K par la formule (A, X, ¢,m, Hj ) — (A, \,n, Hiq,). De plus, il existe
une compactification toroidale an(,ﬂrb)) h, de Andatb),n, > et quitte a restreindre les décompositions
polyhédrales utilisées pour construire les compactifications toroidales, ces morphismes s’étendent
en P Xy — jnd(a%)’hi x K par le théoréme [[.3]

., —Tig . o T N .
Soit And(a+b)7hi I'espace rigide associé¢ & Ay, q(atb),n, Xz, Ok, oit O est 'anneau des entiers de
K. Comme ce dernier schéma est propre, cet espace rigide est égal a I'espace analytique associé a

an(a%)’hi x K. Les morphismes P; induisent des morphismes Y?Z — Z:;;(a +b),h,- Rappelons que

nous avons défini une fonction deg : Z:;(a 4o),0: [0, hil.

Définition 5.10. On définit la fonction Deg; : X 7. — [0, fia;] par la formule z — deg P;(z) dans
le cas 1 et © — 3 deg Pi(z) dans les cas 2 et 3. La fonction degré Deg : X = H?Zl[O, fia;] est
deéfinie par x — (Deg;(x));.

Remarque 5.11. Le fait de diviser par 2 le degré de H;,, dans les cas 2 et 3 est justifié par le
fait suivant. Supposons que A soit une variété abélienne avec bonne réduction sur Oy, avec L une
extension finie de Q,. Supposons pour simplifier que B = F', et que ; est dans le cas 2. Alors le
groupe H; o, est un schéma en groupe fini et plat sur Or, muni d’une action de Oprr ot F}'" est
Iextension maximale non ramifiée contenue dans F;. Soit Fpy; la complétion de Fy en m;, et F(?f
Iextension maximale non ramifiée contenue dans Fp ;. Par hypothése, F;'" est une extension de
degré 2 de F';. Soit Sy (resp. S) I'ensemble des plongements de F'; (resp. ['") dans Q,. Nous
avons défini dans la partie les degrés partiels degsH; o, pour tout s € S. Le groupe H; o, étant
égal & son orthogonal dans A[m;], on a H; ,, ~ (A[m;]/H;.,)"¢, ot P signifie le dual de Cartier, et
¢ que l'action de Op est obtenue par conjugaison (cela résulte de la compatibilité entre 'action de
Op et l'involution de Rosati). Si s est un élément de Sp, et si s et 5 sont les deux éléments de S
au-dessus de sg, alors la proposition montre que

deg H; o, = degzH; 4,

La quantité pertinente pour étudier le sous-groupe H; ,, n’est donc pas son degré, mais la moitié
de celui-ci.

Remarquons enfin que dans le cas 1, le groupe H;, , qui est un sous-groupe de A[r;] a pour degré
fi(b; — a;)+ deg H; ,,. Dans le cas ou a; = b;, le groupe H; ,, ® Hi{-ai,
a pour degré 2 deg H; q, .

Une autre justification pour cette définition est de considérer le cas Fy = Q et B = F est centrale (F
est donc un corps quadratique imaginaire). On considére donc le groupe GU (a,b). Le casa =b =1
correspond au cas de la courbe modulaire ; au niveau des espaces de modules, cela s’interpréte par
le fait que tout schéma abélien apparaissant dans la variété unitaire s’écrit comme F ®z Op, ou E
est une courbe elliptique. Or on sait que la quantité pertinente pour étudier la courbe modulaire
de niveau Iwahorique en p est le degré du sous-groupe universel, qui est compris entre 0 et 1. Nous
devons donc retrouver cette quantité pour la variété unitaire, ce qui justifie notre définition.

L

qui est totalement isotrope,
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Sil = HZ:1 I, est un produit d’intervalles, on note 71%1 = Deg_l(I). Le lieu ordinaire-
T . =mul . . . ~
multiplicatif X TJ ! correspond au lieu ol tous les degrés sont maximaux, c’est a dire & X, 1 avec
1= H?Zl{ fia;}. Par hypothése, nous nous plagons dans le cas ou ce lieu est non vide.

Définition 5.12. L’espace des formes modulaires surconvergentes est défini par
HO(X 0w = colimy HO(V, w")
N .. . .. . —~mult —an
ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X, dans X .

Une forme modulaire surconvergente est donc définie sur un espace du type X 1, r avec I = H?Zl [fiai— e, fiai],
pour un certain € > 0.
Nous avons des propriétés analogues quant au comportement des opérateurs de Hecke relativement
a la fonction Degré.

Proposition 5.13. Soit 1 <i < h, x € X, et y € Uy, (x). Soit x; = Deg;(x), et y; = Deg;(y)
pour 1 < 5 < h. Alors

— yj = xj pour j Fi.

- Yi =X
De plus, s’il existe y € Ufrfl (x) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors x; € eiiZ dans les cas 1 et 2, et
T; € 2%1-2 dans le cas 3.

Démonstration. Nous raisonnons comme dans la démonstration de la proposition Le premier
point est identique. Pour le deuxiéme point, supposons qu'il existe y € U2%(x) avec Deg(y) =
Deg;(z). Soit A la variété semi-abélienne associée & x, définie sur une extension finie M de Q,. Le
point y correspond & un sous-groupe L de A[wfei]. De plus, quitte a élargir M, on peut supposer
que A s’é¢tend en un schéma semi-abélien Ag sur Oy, et L en un sous-groupe quasi-fini et plat Lo
de Ag[r?“]. En gardant les mémes notations que la démonstration 28 on note G' un schéma semi-
abélien de rang torique constant tel que Ay soit obtenu comme un quotient de G par la construction
de Mumford (voir 'annexe). Le méme raisonnement que pour la proposition montre que L; :=
Lo[7%] N G[p] est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1. On en déduit immédiatement
que son degré est entier, et donc que Deg;(x) € %%Z avec notre définition de la fonction Deg;. On
veut montrer que Deg;(x) € eiiZ dans les cas 1 et 2. On se raméne facilement au cas ot n = 1.
Etudions alors les deux cas possibles.
Dans le premier cas, on peut décomposer Ly en Ly = L @ L, ou LT = Lq[(7]")¢], et L est
I’orthogonal de Lf. Le fait que L1 soit un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 montre alors
que les degrés de L et L sont entiers, donc que Deg;(x) est un multiple de 1/e;.
Dans le cas 2, soit F]"" est I'extension maximale non ramifiée contenue dans Fj, et de méme pour
Fg'7. Alors le sous-groupe L; est muni d’une action de Oprr, et on peut donc définir les degrés
partiels de L; pour cette action. Si S est ’ensemble des plongements de F/"" dans @p, alors le
degré de L; est la somme des degrés partiels degs Ly, pour tout s € S. Comme Ly est un groupe
de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, les degrés partiels sont tous entiers. De plus, si so est un
plongement de F'7, s et s les deux éléments de S au-dessus de s, alors en raisonnant comme dans
la remarque 5. I1Tl on a par dualité

deg, L1 = deggly

Le degré de L est donc pair. Avec notre définition de la fonction degré, cela prouve que Deg; ()
appartient & &Z. O
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Remarque 5.14. La situation est plus compliquée dans le cas 3, ce qui explique la différence dans
le résultat. Cela impliquera une borne moins forte dans le résultat de classicité. Néanmoins, une
analyse plus détaillée de ce cas pourrait peut-étre permettre d’obtenir un résultat équivalent aux
cas 1 et 2.

Comme dans le cas précédent, on en déduit la proposition suivante. On note e, = e¢; dans les
cas 1 et 2, et e = 2e; dans le cas 3.

Proposition 5.15. Soit 1 < i < h, k un entier compris entre 0 et e, fia; —1 et 0 < a < <1
deux rationnels. Alors il existe un entier N tel que

02 (Dea (222 ) ) < De (22, i)
€ €
Nous allons maintenant définir une norme sur l'espace des formes modulaires. Rappelons que
nous avons noté A,,j(q+4) le schéma sur Z,, paramétrant les variétés abéliennes de dimension nd(a+Db)
munies d’une polarisation de degré premier a p avec une structure de niveau N, et znd(aer) une
compactification toroidale de ce schéma. On se donne une identification de ¥ avec {1,...,d}. En
particulier, on a des couples (a1,b1), ..., (adq,bq).

Définition 5.16. Soit Xnd(a%) I'espace de modules sur Z, dont les S-points sont :

— un point x € Xnd(aer)(S’).

— une filtration 0 = wa 0 C wa,1 C -+ C Wa2nd = wa telle que pour tout 1 < ¢ < nd,
WA 2i—1/wA2i—2 €t wa 2;/wa 2,1 sont localement des Og-facteurs directs de wa de rangs
respectifs a; et b; (a; est égal & a; est j est 'unique entier compris entre 1 et d et congru a ¢
modulo d, et de méme pour b;).

L’espace Xnd(a%) est un schéma propre sur Z,. Soit

g - o o a; I - . o bi
Ti SOHloAnd(Hb) (Wa2i-1/wa,2i—2, OAnd<a+b)) &® SOHI(’)And(Hb) (wa,2i/wa,2i—1, OAnd(a+b)

pour 1 < i < d (avec par convention wa o = 0). On note ¢; : T; — ﬂnd(a+b) la projection. L’espace
7; est un torseur sur A, 4, pour le groupe GL,, xGLy,. Si k; = (k;,1;) est un élément de Z% x Zb
on note w;" = ¢;, Or;[—KL], ot kK = (kai+1—j, b +1—j), et ot ¢;, O7;[—k}] est le sous-faisceau de
¢, OT; ou le tore de GL,, x GLy, agit par —k/, et ou le radical unipotent agit trivialement.
Rappelons que nous avons défini le poids d’une forme modulaire comme des couples (ki »)i<i<a, cen
et (li.o)1<i<b, ocex, ou L est 'ensemble des plongements de F' dans Q, vérifiant k1 o > -+ > ko, o
et l1,, > -+ > Iy, o, pour tout o € X. On note k, = ((kir), (li,s)); avec la numérotation faite
sur ¥, on a donc des éléments k; de Z% x Z%. On note alors wg le faisceau défini sur A,qy par
wh = ®d Wi

0 = Wi=1W; -

. Tig

Soit And(a+b)

espace rigide est égal & (Apq(asv) Xz, K)*".

I’espace rigide associé a jnd(a+b) xz, Ok . Comme le schéma jnd(a+b) est propre, cet

Nous allons maintenant définir un morphisme de X r,, vers And(at) ¥z, K. Le faisceau wa uni-
versel sur X 7, est muni d’une action de Op, et se décompose en wy = @?le,q)i, ol wy,; est un
OBp,i-module. rappelons que Op ; est égal & M, (OF, ,)®M,(OF, ;) dans le cas 1 et a M,,(Op,) dans
les cas 2 et 3. Par équivalence de Morita, le faisceau w4 ; est la somme de n copies de wa 0, om
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wa.i,0 est un faisceau localement libre de rang e; fi(a 4+ b) muni d’une action de O, , ® Op, , dans
le cas 1, et de OF, dans les cas 2 et 3. De plus, on peut décomposer ce dernier faisceau suivant les
éléments de X; :

WAL = Poes, (WAi0,01 BWALO2)

Ol WA ,i,0,0,1 €6 WAi,0,0,2 SONt des faisceaux localement libres de rang a, et b,. On obtient de cette
maniére une filtration du faisceau wy.

Définition 5.17. On définit un morphisme v : X7, — Xnd(a%) Xz, K par la formule z —
(P(x),(wa.e)), o0t P est le morphisme d’oubli de l'action de Op et de la structure Iwahorique, et
ou la filtration (wa.e) de wa est déduite de ce qui précede.

Arig

, . . . Fan . ss s p
On en déduit un morphisme ¢ : X, — d(atb)” Au poids k nous avons associé un faisceau wy

sur Xnd(a%), a ’aide d’un choix de numérotation des places que ’on supposera compatible avec la

. . P . ~ ~-an
filtration de w4 construite précédemment. On a alors w” = ¥*w{ comme faisceaux sur Xr,, et X, .
. . . —an
Cela permet de disposer d’une structure entiére pour le faisceau w” (sur X,,), et d’une norme sur
-an
'espace H°(U,w"™) pour tout ouvert U de X, .

5.4 Classicité

Nous prouvons dans cette partie le théoréme de classicité. Enoncons tout d’abord le théoréme.
Nous avons noté ¥ I’ensemble des plongements de Fy dans Q, ¥; 'ensemble des plongements de
Iy dans @p, de telle sorte que ¥ soit I'union disjointe des ;. Notons également '] 'extension
maximale non ramifiée contenue dans £y ;, et S; ’ensemble des plongements de Fg‘: dans @p. Pour
tout s € S;, on note X4 'ensemble des éléments de ¥; égaux & s en restriction a F&T Ainsi, X; est
égal a 'union disjointe des X5 pour s € S;.

Théoréme 5.18. Soit f une forme surconvergente de poids k = (ko,ly)oex, ko = (k1,6 > - kay o)
etlo = (1o > ... lp, o). On suppose que f est propre pour les opérateurs Uy, de valeur propre
pour tout i entre 1 et h. Supposons que

dia;b; + e;v(a;) < inf (inf ke, o+ inf Iy, )
seES; 0€X; oeX;

dans les cas 1 et 2, et que
dia;b; + ev(a;) < inf (ka, o, lb,.0)
oe;
dans le cas 3. Alors f est classique.

Dans le cas 2, la condition se réécrit donc

(a+)? . ,
o) < Jaf (Bl e+ 0 )

puisque a; = b; = (a + b)/2. Remarquons également que la condition du théoréme dans les cas 1 et
2 est impliquée par la condition suivante, plus forte :

dia;b; + e;v(ay) < inf k + inf [
1304 7 ( z) ves, Ao ,O ves, bs,o
Passons maintenant a la démonstration du théoréme. Soit f une forme surconvergente vérifiant les
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hypothéses du théoréme. Par définition, f est une section de w” sur X 1, y avec J = H?:l [fiai— &, fiail,
pour un certain € > 0. Nous allons prolonger f a X{,'. la méthode est analogue a celle du cas des
variétés de type C' : on va prolonger f dans chaque direction, successivement.

Plus précisément, nous allons prolonger f a Deg™!([0, fia1] x - -+ X [fran — &, fran]) N X" en uti-
lisant le fait que f est propre pour Uy, et la relation vérifiée par la valeur propre a;. En répétant
ce processus, on prolongera donc f a tout X{7.

Soit donc Uy :=Deg~1(I x [faas — €, foas] X - -+ X [fran — €, fran]) N X7, pour tout intervalle I de
[0, fia1]. La forme f est définie sur Ut 4, —c,f,q4,)- En utilisant la relation f = a7 ™U]" f pour tout
m > 1 et la proposition .15 on peut donc prolonger f a U a,—1/ef,fra1]-

Soit U :=Ujp, f,a,—1/e;+5], avec § un rationnel strictement positif, que I'on prendra arbitrairement
petit. On peut décomposer les opérateurs de Hecke sur cet espace, et obtenir des opérateurs Uﬁff’jd
et Uf;‘llflj. On peut alors former les séries de Kassaei attachées a cette décomposition. Le fait que ces
séries se recolleront découle alors de la proposition suivante.

Proposition 5.19. Soit T un opérateur égal a un certain Uﬁ‘f)‘é. On suppose que l'image de cet

opérateur est incluse dans Uy f, q, —¢) pour un certain ¢ > 0. Alors
Tl < pNemeM

avec M = infseg, (infyex, ko, o + infoes, b, o) dans les cas 1 et 2, et M = 2inf,ex, (ka, 04 lb, o)
dans le cas 3.

Démonstration. En raisonnant comme dans la proposition [34] il suffit de majorer la norme du
morphisme w’ /L w'j pour un schéma semi-abélien A définie sur Ops (M est une extension finie
de Qp), et L un sous-groupe de A[m] totalement isotrope maximal stable par Op pouvant intervenir
dans la définition de 'opérateur de Hecke. On se raméne au cas ou n = 1, A est un schéma abélien,
et mp est la seule place au-dessus de p. On a un morphisme naturel p : w4/, — wa. Distinguons
maintenant les différents cas.

Dans le cas 1, la place 71 est décomposée dans F'. Le Oy ®z Op-module w se décompose donc en
wp = wj Dwy, ol wj et wy sont des Op ®z, OF, ,-modules. De méme pour wyr.

De plus, le module wjg se décompose en somme directe par les éléments de S7 : wj = @sesleﬁs-
On obtient décomposition analogue pour WZ L Le morphisme p respecte cette filtration ; soit s le

déterminant du morphisme wj JLs wjg .- La valuation de A\, est égale au degré partiel degsL™,

. wﬁ,'i‘

K,
Pwyp Wy le

ou Lt = L[r;]. Si wy™ désigne le module associé au poids ((k;;), (0)), et p"+
morphisme induit alors on a

||p'€;+|| S p_ ZSGSl (deg3L+ infde)ls kan,d)

De méme, par dualité, si on note w'y™ désigne le module associé au poids ((0), (I;;)), et p™~
WZ)/_L — w'y” le morphisme induit, on a

llp™ || < p~ >ses, (deg, L™ infoex, by, o)

ou L~ = Lry]. Or par dualité, les degrés partiels de L™ et L™ son égaux. De plus, comme par
hypothése le degré de L est supérieur a 2¢, on a » deg,L ™ > c. On obtient que la norme du
morphisme p~ : wf‘/L — w’y est majorée par

sES)

|| < p~ Zeest deg, L™ (infoex, kag o tinfoes, lg.o) < peM
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nr 1’

Dans le cas 2, soit F§'] 'extension maximale non ramifiée contenue dans Fj 1, et de méme pour Fj'".
Soit 57 lensemble des plongements de F'" dans @p. Le On ®z, O, -module wa se décompose donc
en somme directe suivant les éléments de S;. On se raméne au cas olt Sp,; n’a qu'un seul élément,
i.e. p est totalement ramifié dans Fp ;. On peut alors décomposer le module wy en wX @D wy. La
majoration est alors identique au calcul précédent.

Dans le cas 3, puisque le déterminant de p : wy, — wa est de valuation au degré de L, qui est
supérieur a 2¢, on obtient directement

llp™|| < p*QCinfchEl(kag,avlbU,U)

O

Remarque 5.20. Les majorations de norme dans le cas 3 sont plus difficiles, mais nous pensons
qu’il devrait étre possible d’améliorer la borne obtenue dans ce cas 3 par celle (meilleure) obtenue
dans les autres cas. Avec la remarque [5.14] cela permettrait d’améliorer la borne dans le résultat
de classicité, et au final avoir un critére uniforme dans chacun des cas 1, 2 et 3.

Comme les opérateurs Uf;‘llflj sont a valeurs dans U[yt, 4, —(1/e, ), f1a:]> Cela montre que si § est
choisi suffisamment petit, les opérateurs al_lUg‘llfij sont tous de norme strictement inférieure a 1.
Les séries définies se recolleront donc, et permettent d’étendre f & Uo7, q,]-

En itérant ce raisonnement, on prolonge f a X ¢ c’est-a-dire un élément de H°(X¢" w"). De
plus, on démontre que cette fonction est bornée sur X{”. Le théoréme d’extension montre
que f s’étend a la compactification, soit f € H O(Y?Z,w“). Un principe GAGA (voir [Gr] partie
5.1) montre alors que f est une forme modulaire algébrique, ¢’est-a-dire provient d’un élément de

I'espace HY(X 1, w").

6 Cas d’un niveau arbitraire en p

Nous montrons dans cette section que les résultats obtenus se généralisent & des variétés de
Shimura avec des structures de niveau en p plus générales. Remarquons que, méme dans le cas ot p
est non ramifié dans le corps F', on ne sait pas construire de bons modéles entiers pour les variétés.
La situation est donc plus compliquée que le cas précédent, ot le probléme venait simplement de
I’abscence de modéle entier pour les compactifications.

6.1 Définitions

Soit (F, Fy, B,*) une donnée de Shimura de type (A) ou (C) comme définie précédemment, et
(Ug, (,)) un B-module hermitien non dégénéré. Soient également un ordre Op de B stable par *, et
un réseau U de Ug tel que Paccouplement (, ) restreint & U x U soit & valeurs dans Z. On supposera
que les hypotheéses faites dans le cas (A) ou (C) sur Op et U sont vérifiées. Introduisons maintenant
la variété de niveau plus général en p. On rappelle que X désigne la variété de Shimura sans niveau
en p. Nous avons introduit un corps K suffisamment grand dans les cas (A) et (C), qui est une
extension finie de Q,. Soit m > 1 un entier. On suppose que K contient suffisamment de racines

p"-iémes de l'unité, de telle sorte que les caractéres de (Op/7/") dans @; sont & valeurs dans K.

Définition 6.1. Soit X ,, l'espace de modules sur Spec(K) dont les S-points sont les classes
d’isomorphismes des (A, \, ¢, 1, He) ol
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- (A, N\ ,n) € X(5)

— Dans le cas (C), pour tout 1 <i<h,0C H;1 C--- C H; 4 est un drapeau de A[r}"], chaque
H; ; étant totalement isotrope, stable par Op et isomorphe localement pour la topologie étale
a (OF/TFlmOF)nJ

— Dans le cas (A) et si m; est dans le cas 1, 0 C H;1 C -++ C H;q4p est un drapeau de
A[(w;r )™], chaque H; ; étant stable par Op et isomorphe localement pour la topologie étale a
(OF /(7 )" Op)™.

— Dans le cas (A) et si 7; est dans le cas 2 ou 3, 0 C Hiy C --+ C Hj (444)/2 est un drapeau de
A[r]"], chaque H; ; étant totalement isotrope, stable par Op et isomorphe localement pour la
topologie étale a (Op/(m;)™Op)™.

Si A est un schéma abélien avec action de Op, et si m est un idéal de O, on dit qu'un point P
est d’ordre exactement m”" sim®v - P=0et m¥N 1. P #£0.

Définition 6.2. Soit X7 ,, 'espace de modules sur Spec(K) dont les S-points sont les classes
d’isomorphismes des (A, \, 1,7, Ps) ol

- (AN ,n) € X(S)

— Dans le cas (C), pour tout 1 < i < h, P;1,...,P; 4 sont des points de A[r}"] d’ordre exac-
tement 7", orthogonaux entre eux, tels que le sous-groupe engendré par P; ; soit isomorphe
localement pour la topologie étale & (Op/7"OFp)™.

— Dans le cas (A) et si m; est dans le cas 1, Pi1, ..., P qtp sont des points de A[(m;")™] d’ordre
exactement (7rl+ )™, tels que le sous-groupe engendré par P; ; est isomorphe localement pour
la topologie étale a (Op /(77 )™OFp)".

— Dans le cas (A) et si m; est dans le cas 2 ou 3, P;1,..., P (q44b)/2 sont des points de Alrl™]
d’ordre exactement 7", orthogonaux entre eux, tels que le sous-groupe engendré par P; ; soit
isomorphe localement pour la topologie étale a (Op/7/*OFp)™.

Remarque 6.3. Plagons-nous dans le cas (C), et soit P un point de A[x["] d’ordre exactement 7.
La condition que le sous-groupe engendré par P est isomorphe localement pour la topologie étale
a (Op/m"Op)™ se reformule de la maniére suivante. Le groupe A[r[*] est muni d’une action de
M, (Op /™) ; soit E; \ la base traditionnelle de cet anneau comme (Op/7/*)-module. La condition
précédente est alors équivalente aux relations Ej - P = Ej; - P pour tout j, k,l. De méme dans le
cas (A).

On dispose d’une application naturelle F' : X7 ,, — Xo,m. Dans le cas (C), F envoie (A4, A, ¢, 7, Pe)
sur (A, A\ t,n,Ho), o0t H;; est le sous-groupe de A[n]"| engendré par P;1,...,P;;, pour tout
1 <i< hel<j < g Lapplication F' est un revétement étale de groupe G = H?Zl Gi,
avec G; = By(Op/m"), ou B, désigne le Borel supérieur de GL,. De méme dans le cas (A) :
F est alors un revétement étale de groupe G = H?:l Gi, ot G; = Bayp(Or/(m7)™) dans le cas 1,
Gi = B(ayb)/2(OF /") dans le cas 2 ou 3.

Soit x un caractére du tore de G que l'on voit comme un caractére de G ; le faisceau F,.O X1, €St
muni d’une action de G, et on note Ox, . (x) = FxOx, . [x] le sous-faisceau ot G agit par x. C’est
un faisceau inversible sur Xg .

Le faisceau des formes modulaires de poids x et de nebentypus x est le faisceau

w(x) == w" ®ox, . Ox1..(X)

Soient YLm et YQm des compactifications toroidales respectivement de X ,, et Xg .. On
suppose que les compactifications sont construites de telle sorte que le morphisme F' s’étende

33



en F : Xy — Xom (ce qui est possible d’apres le théoréme [L3); le faisceau w”(x) s’étend
donc sur Xy ,,. L'espace des formes modulaires de poids ~ et de nebentypus x est donc I'espace
HY (yo,m,ﬁ“(x))._On notera 7‘1”;1, Ygfin, X{n, et X§7, les espaces analytiques associés respecti-
vement a Xl,m; XO,my Xl,m et XO,m-

Définissons maintenant les opérateurs de Hecke Uy, pour 1 < i < h. Soit C; '’espace de modules
sur K paramétrant un point x = (A4, A, ¢, 1, He) de Xom, et un sous-groupe L, supplémentaire
générique de H; p[p] dans A[p] avec D qui vaut g,a;, ou (a + b)/2 suivant les cas (dans le cas (A)
et m; dans le cas 1, L = Lo & Ly, avec Lo un supplémentaire de H; ,, dans A[r;"]). On dispose de
deux applications py,pa : C; — Xo.m, ott p1 est I'oubli de L, et py est le quotient par L. Soit C; une
compactification toroidale de C; telle que les morphismes p; et py s’étendent en des morphismes
C; — 70,777,; et U?n I’espace analytique associé.

Définition 6.4. L’opérateur géométrique agissant sur les parties de Ygin est défini par Uy, (S) =
p2(py 1 (S)), pour toute partie S de Ygin

Cet opérateur respecte les ouverts de X{, (puisque les morphismes p; et po sont finis étales

sur X", ), mais pas ceux de Ygin en général. Définissons maintenant I'opérateur de Hecke agis-
sant sur les formes modulaires avec nebentypus. Nous devons pour cela définir un morphisme
piw”(x) — piw"(x). Nous avons déja défini un morphisme piw”™ — pjw™ a l'aide de lisogénie
universelle A — A/L sur C;. Nous allons donc définir un morphisme p3Ox, .. (x) = piOx, . (X)-
Soit C; 1 I'espace de modules paramétrant un point (A4, A, ¢, 7, He, L) de C; et des points P, de A[p™]
comme dans la définition G2 tel que F'(A, A, ¢,m, Ps) = (A, A, 1,1, He). Soit C} ; espace de modules
paramétrant un point (A, \, ¢, 1, He, L) de C; et des points P, de (A/L)[p>°] comme dans la défini-
tion[G2tel que F(A/L, N,/ v, P)) = (A/L, N,/ n', H,). On dispose des morphismes de projection
q:Cin—Cietq : C{J — C}, qui consistent & oublier les points P,. Les morphismes ¢ et ¢’ sont
des revétements étales de groupe G;, et on a piOx, ,, (x) = ¢.Oc, , (x) et p3Ox, ,, (x) = ¢.0c;  (x)-
De plus, on a un isomorphisme naturel C; ;1 =~ C; |, défini par (A, A, ¢, 1, He, L, Ps) — (A, A, 1,1, H., L,P)),
ou les points P, sont les images des points P, dans A/L. On en déduit donc un isomorphisme na-
turel entre ¢.Oc, , (x) et q;ocg,l(){), donc entre pjOx, ,, (x) et p3O0x, ., (x)-

an
0,m>

On a donc un morphisme p*(k)(x) : p5w"(x) — piw"(x). Pour tout ouvert U de X
donc former le morphisme composé

nous pouvons

Un, + HO(Ur, (), " (x)) = HO(pr (), 3 () 7S BO (o (), pio® () "3 HOU, w" (X))

Définition 6.5. L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modulaires est alors défini par U,, =

p—}vi = avec N; le facteur de normalisation défini dans les parties précédentes.

6.2 Degré et normes

Nous allons maintenant définir la fonction degré sur Xg’, . Heureusement, nous allons uti-
liser la fonction degré que l'on a définie précédemment sur l'espace de niveau Iwahorique. Si
x = (A, A\ t,m, H) est un point de X ,,,, on rappelle que H; ; est un sous-groupe de A[r/] dans le
cas (C), et de A[(m;")™] ou A[x!"] dans le cas (A), suivant les cas. On note Hi(mfl) le sous-groupe
de A[p>] égal a H; ,[m" '] dans le cas (C), & Hy o, [(m")" ] @ H, (7)™ dans le cas (A)-1,

et a Hi)(a+b)/2[ﬂ'szl] dans les cas (A)-2 et (A)-3. On note alors H(™~1 le sous-groupe de A[p>]
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4 (m—1) .
engendré par les H; , pour tout 4.
On définit alors un morphisme G : Xo,, — Xrw par (A, N, 0,m, He) — (A/H™=D X W/ 0/ H.),
ott H] ; est 'image de H; ; dans AJH™=D | sauf éventuellement dans le cas (A)-1, ot H; ; est égal
a limage de H,; N (r)*H™ " dans A/H™1 pour j > a;. On vérifie alors que Hj ; est un
sous-groupe de A[m;] ou A[r;"] suivant les cas, et que (A/H™ =1 X 1,7, H,) définit bien un point de
X1w. De plus, on peut supposer que les compactifications toroidales sont construites de telle sorte

Définition 6.6. On définit la fonction degré sur 787;1 par Deg: 78% — H?Zl[o,fiai], r —
Deg(G(x)).

L’entier a; est défini dans la partie dans le cas (A), et on note a; = g dans le cas (C). On
notera également Deg; la i-iéme composante de la fonction Deg. Pour démontrer les propriétés de
la fonction Deg, nous allons nous ramener a ’espace X a ’aide de I’application G'. Les opérateurs
U, ne commutent pas avec (G, mais nous avons néanmoins la propriété suivante.

Proposition 6.7. Soit 1 <i <h, et x € X¢7,. Alors G(Ux,(z)) C Ur,(G(z)).

Démonstration. Pour simplifier les notations, plagons-nous dans le cas (C). Soit z = (A, A\, 1,1, H,)
le point de X§",, et L un sous-groupe totalement isotrope de Alm;], supplémentaire générique de
H; 4. Soit y = (A/L,N,/,n', H,) le point de Ux,(z) correspondant & L. Le sous-groupe H; ; est
donc égal a (H; j +L)/L, pour tout 1 < j < g. Le point z = G(y) € X {7 est obtenu en quotientant
la variété abélienne A/L par H'(m~1) = EBZ:lH,;(mfl), avec H,/c(mfl) = H,’cyg[wzl_l] pour tout k.
Comme H'(™=1) est I'image de H(™~) dans A/L, ona z = (A/(L+ H™=D) X'/ o' H), avec
H\ égal a limage de H;;, dans A/(L + H(™=Y).

D’un autre c6té, le point G(z) € X7 est égal a (A/H™= D N0 .0 10 HY), avec H), égal a
Vimage de Hj; dans A/H(™=V. En particulier, H) = i0/ Hi g7 1. Soit Lo limage de L
dans A/H™=Y. On voit alors facilement que L est un supplémentaire générique de HY, : cela
découle de 'égalité (L + H, (7" )) N H; , = H; 4[77"']. On a donc défini un point de Uy, (G()).
Or ce point est égal a z, donc on a bien G(y) € Uy, (G(z)).

La démonstration est analogue dans les autres cas. O

Cette proposition nous permet d’en déduire les propriétés de la fonction degré & partir de celles
démontrées sur X§.

Corollaire 6.8. Soit 1 <i <h, xz € X{", ety € Uy, (x). Soit x; = Deg;(x), et y; = Deg;(y) pour
1<j<h. Alors

— yj = Tj pour j Fi.

Y 2 X
De plus, s’il existe y € U2% (z) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors x; € L Z.
Soit k un entier compris entre 0 et e;fia; — 1 et 0 < a < f <1 deuz rationnels. Alors il existe
e > 0 tel que Degi(y) > Deg;(x) + &, pour tout & € Deg; *([ita ELB]) et ¢ € UZ2% (x).

) !
€i €i

La fonction degré nous permet de définir les formes modulaires surconvergentes sur Xg ,,. On

définit le lieu ordinaire-multiplicatif comme ng:ﬁt = Deg Y({frar} x -+ x {fnan}).

35



Définition 6.9. L’espace des formes modulaires surconvergentes est défini par

HO(X 0w (x)) = colimy HO(V, w" (x))

N .. . . . . —~—mult —an
ou la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X ,, dans X ,,.

Une forme modulaire surconvergente sur Xg ,,, est donc définie sur un espace du type Deg ™! ([ fra1—
€, frar] X -+ X [faan — €, fran]).
Remargue 6.10. Plagons-nous sur le lieu de bonne réduction de X§7,, et dans le cas (C) par exemple.
On a donc un schéma abélien A définie sur Op, 'anneau des entiers d’une extension finie de Q. Le
sous-groupe H; ;, de A[m}"] est totalement isotrope, et est isomorphe localement pour la topologie
étale & (Op/m™Op)Y. Pour tout 1 <7 <m — 1, on a un morphisme

Hig/Higlm" '] = H; o[n]" "]/ H; g[n]" "]

qui est un isomorphisme en fibre générique. On en déduit par les propriétés de la fonction degré (voir
[Fal), que deg H; ,/H; o7 '] < deg Hy 47" "]/ H; o[ "] pour tout 1 <7 < m — 1. On voit
donc que si le degré de H; ,/H; ,[77" '] est maximal, il en est de méme de H; ,[7)" "]/ H; 4[7" "]
pour tout 1 <r <m—1, et donc le degré de H; 4 est maximal. Cela justifie notre définition du lieu
ordinaire-multiplicatif et des formes modulaires surconvergentes.

Nous allons maintenant définir une norme sur I'espace H°(U,w"(x)), pour tout ouvert & de 787:”
Cela revient a trouver un modeéle entier pour le faisceau w” (). Puisque nous avons déja défini un
modeéle entier w" du faisceau w*, il nous suffit de définir un modéle entier du faisceau inversible
. —an —an
(9711:71 (x). On rappelle que (97113” x) = F*Oytll:n [x], ot F" est le morphisme X;,, — X, .. Le

faisceau structural Oan est canoniquement muni d’un modéle entier Oxen . On définit alors
1,m 1,m

Oxen (X) = F.Oxon [\

1,m ,m
Le sous-faisceau (575" (x) définit donc un modéle entier pour le faisceau Oxan (x). On définit

w(x) =w"®a_. Oxo (x)

Xgﬁn 1,m
C’est un sous-faisceau de w”(x), et cela nous permet de définir une norme sur H(U, w"(x)),
~an . .
pour tout ouvert ¢ de X ,,, et donc sur les opérateurs agissant sur ces espaces.

6.3 Classicité

Les méthodes développées dans les parties précédentes permettent de démontrer un théoréme
de classicité pour les formes modulaires surconvergentes dont le poids est grand devant la pente.

Théoréme 6.11. Soit f une forme modulaire surconvergente sur Xo ., de poids k et de nebentypus
X- On suppose que f est propre pour les opérateurs Uy, de valeurs propres o, et que le poids k est
grand devant les valuations des o; au sens du théoréme Bl dans le cas (C), et du théoréme B8
dans le cas (A). Alors f est classique.
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La démonstration est entiérement analogue a celle des théorémes précédents. La forme modulaire
. . ~an .

[ est définie sur une partie de X .. On prolonge f a X", : pour ce faire, on prolonge f dans
chaque direction en utilisant le fait que f est propre pour U,,. On utilise tout d’abord le fait que
| se prolonge automatiquement & certaine zone du type Deg; > fia; — 1/¢}. Ensuite, on décompose
I'opérateur de Hecke sur U, sur la zone restante, construit les séries de Kassaei, et recolle celles-ci
pour prolonger f a la zone restante. On applique ensuite le principe d’extension (théoréme [9])
pour conclure que f est classique.
La seule proposition a prouver est le fait que les opérateurs ozi_lUT?‘:d définis sont bien de norme
strictement inférieure a 1.

Proposition 6.12. Soit T un opérateur égal a un certain Uf;?d. On suppose que l'image de cet

opérateur est incluse dans Deg; ([0, fia; — c]) pour un certain ¢ > 0. Alors la majoration de la
norme de Uﬁ‘jd obtenue dans la proposition [3.4] ou 519 reste valable.

Démonstration. En raisonnant comme dans les propositions citées, il suffit de majorer la norme du
morphisme

P (k) (x) = paw”™ (x) = piw"(x)
La norme du morphisme pjw"™ — pjw”™ a été majorée dans les propositions précédentes. Le mor-

phisme p30x, ., (x) = piOx, ,, (x) étant un isomorphisme naturel, il est de norme égale a 1. Cela
donne la majoration pour la norme de p*(x)(x). O

7 Appendice

7.1 Schémas semi-abéliens

Nous rappelons dans cette section la définition et certaines propriétés des schémas semi-abéliens.
On peut se référer a [F=C] pour plus de détails.

Définition 7.1. Soit S un schéma. Un schéma semi-abélien G — S est un schéma en groupes
commutatif qui est lisse et séparé, et tel que pout tout point s € S, la fibre G5 de G en s est
I’extension d’'un tore Ts par une variété abélienne A :

0—-T, -Gy — A, —0

Nous avons un théoréme de réduction semi-stable.

Théoréme 7.2 ([F=C] Théoreme 1.2.6). Soit V' un anneau de valuation, de corps de fraction K,
et Gx une variété semi-abélienne sur K. Alors il existe une extension finie V' de V', de corps des
fractions K', telle que Gi := G @ K' s’étende en un schéma semi-abélien sur V'.

Nous avons également une propriété des extensions des morphismes. Si L est une extension finie
de @, d’anneau des entiers Oy, et si G et G2 sont deux schémas semi-abéliens sur Oy, alors tout
morphisme en fibre générique G ®p, L — G2 ®p, L s’étend de maniére unique en un morphisme
Gl — Gg.

Proposition 7.3 (JE-C| Proposition 1.2.7). Soit S un schéma noethérien normal, et G1,Go deux
schémas semi-abéliens sur S. On suppose que sur un ouvert dense U de S il existe un morphisme
oy : Gy x U — G x U. Alors ¢y s’étend de maniére unique en un morphisme ¢ : G1 — Ga.
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Soit S un schéma, et G un schéma semi-abélien sur S. Pour tout s € S, on note rg(s) le rang
de la partie torique T%.

Proposition 7.4 (J[F=C| Remarque 1.2.4 Corollaire 1.2.11). La fonction s — rg(s) est semi-continue
supérieurement. De plus, si cette fonction est localement constante, alors G est globalement exten-
sion d’un tore par un schéma abélien. En particulier, G est un tore (resp. un schéma abélien) si et
seulement si pour tout s € S, Gy est un tore (resp. une variété abélienne).

Si G est un schéma semi-abélien sur O, et si on note rg(n) et rg(s) les rangs de la partie torique
de G respectivement en fibre générique et en fibre spéciale, alors on a rg(n) < rg(s).
De plus, la partie torique en fibre générique de G peut s’étendre en un tore.

Proposition 7.5 ([E-C] Proposition 1.2.9). Soit S un schéma noethérien normal, G un schéma
semi-abélien sur S, et U un ouvert dense de S. Si Hy est un sous-groupe fermé de G x U, qui est
un tore sur U, alors l'adhérence de U dans G est un tore H — S contenu dans G.

Mumford a établi une construction pour construire certains schémas semi-abéliens, dont la fibre
générique est abélienne. Cela généralise la construction de la courbe de Tate. Si G est globalement
extension d'un tore T' par un schéma abélien A sur Op, et si Y est un faisceau étale de groupes
abéliens libres sur Oy, de rang rg(T) avec un morphisme i : Y x L — G x L vérifiant certaines
conditions (voir [F=C] chapitre III), alors Mumford a construit un schéma semi-abélien G, que I’on
peut voir comme le quotient de G par Y. Cette construction est en fait une équivalence entre
certaines catégories.

Théoréme 7.6 (J[F-C| Corollaire I11.7.2). Soit G un schéma semi-abélien sur Oy dont la fibre
générique est abélienne. Alors il existe un schéma en groupes G sur Op, globalement extension d’un
tore T par un schéma abélien A, un faisceau étale Y de groupes abéliens libres de rang rg(T), et
un morphisme i : Y — G x L, tel que G soit obtenu en quotientant G par Y wia la construction
de Mumford. De plus, si wg et wg désignent les faisceaux conormaur de G et G, alors on a un
isomorphisme wg ~ wWg.

La construction de Mumford donne une description explicite des groupes de torsion des schémas
semi-abéliens considérés.

Proposition 7.7 ([E=C] Corollaire IIL5.11). Soit G,Y et G comme précédemment. Alors, pour
tout n > 1 on a une suite exacte pour tout s € Spec(Or)

0= Gl x £(s) — Gln] x x(s) — %YS/YS -0

ol k(s) est le corps résiduel en s et Yy = {y € Y,y € G(Op.,)}.

Ainsi, si H,, désigne 'adhérence schématique de G[n] x L dans G[n], alors H,, est isomorphe a
G[n], et G[n]/H,, est étale. Par exemple, si G = G,,, Y = ¢%, alors G est la courbe de Tate, et H,
est isomorphe a pu,, pour tout n. La quantité %YS /Y5 est dans ce cas isomorphe & Z/nZ si s est le
point générique, et est nulle si s est le point spécial.

En résumé, supposons que l'on dispose d’un schéma G semi-abélien sur L. Alors, quitte a étendre
le corps L, il s’étend en un schéma semi-abélien Gy sur Op. Soit Ty le tore maximal contenu dans

Go, et Ag = Go/Tu; Ao est un schéma semi-abélien dont la fibre générique est abélienne. Alors Ay
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est obtenu par la construction de Mumford en quotientant un schéma semi-abélien G par un réseau
étale Y, ou G est globalement extension d’un tore 7; par un schéma abélien A;. On a alors pour
tout n > 1 une suite exacte

De plus, on a une injection 0 — G [n] = Ap[n], dont le quotient est étale, et une suite exacte
0 — Ti[n] — G[n] — Ay[n] — 0

On peut donc filtrer le schéma en groupes Gy[n], avec comme crans de filtration Ty[n], T1[n], A1[n]
et un schéma en groupes étale. Remarquons que les trois premiers schémas en groupes sont finis et
plat sur Oy, alors que Gy[n| n’est en général que quasi-fini et plat.

7.2 Degrés partiels

Dans cette section, nous définissons les degrés partiels pour les schémas en groupes finis et
plats munis d’une action de I’anneau des entiers d'une extension finie non ramifiée de Q,. Nous
appliquerons en particulier ces résultats pour les sous-groupes finis d’un groupe p-divisible.

Soit F' une extension finie non ramifiée de @, de degré f, et Op son anneau des entiers. On a donc
Op =W (F,s) et F = Op|[1/p]. Soit S I'ensemble des plongements de F dans Q, ; on sait que S est
un groupe cyclique d’ordre f engendré par le Frobenius.

Soit K une extension finie de (@), contenant I, et soit [/ un schéma en groupes fini et plat d’ordre une
puissance de p sur Ox muni d'une action de O de hauteur fh. Soit wy le module des différentielles ;
c’est un Og-module de type fini muni d’une action de Op. Alors, on a

wH = @WH,S

sES
ol wp s est le sous-module de wy ot OF agit par s.

Définition 7.8. Le degré partiel de H relatif au plongement s de F' est défini par
degsH = ’U(Fitto wH75)

ou Flitty désigne l'idéal de Fitting, et la valuation d'un idéal de Ok est définie comme la valuation
d’un de ses générateurs.

On voit immédiatement que le degré de H au sens de Fargues (voir [Fa]) est égal a la somme
des degsH pour s € S. Nous allons maintenant démontrer des propriétés analogues a la fonction
degré pour les degrés partiels.

Proposition 7.9. Les fonctions degs sont additives. Plus précisément, soient Hi, Ho et Hs trois
groupes finis et plats d’ordre une puissance de p munis d’une action de O avec une suite exacte

0—-H, - Hy — H3—0

Alors pour tout s € S
degsH2 = degsHl + degsH3
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Démonstration. On a une suite exacte de O ®z, Or-modules
0 — wH, = wg, = wi, — 0
En décomposant cette suite exacte suivant les éléments de S, on en déduit des suites exactes
0= WHy,s = WHy,s = WH,,s — 0
pour tout s € S. Le résultat en découle. O

Proposition 7.10. Soit H un schéma en groupes fini et plat de d’ordre une puissance de p sur
Ox muni d’une action de Op de hauteur fh. Soit HP le dual de Cartier de H ; c’est encore un
schéma en groupes fini et plat sur Ok muni d’une action de Op. Alors pour tout s € S,

deg, HP = h — deg,H
En particulier, on voit que degsH € [0, h].

Démonstration. On se rameéne au cas ot H est de p-torsion. Soit (9, ¢) le module de Breuil-Kisin de
H (voir [Ki]) ; 9 est un k[[u]]-module libre de rang fh et ¢ est un endomorphisme semi-linéaire tel
que u®IN soit inclus dans le module engendré par I'image de ¢, ot k est le corps résiduel de Oy et e
son indice de ramification. Le module 9 est muni d’une action de O, donc se décompose suivant les
élements de S : M = Dy sMs. On choisit une bijection entre S et Z/ fZ de telle sorte que ¢ envoie
M, dans M, 1. Les M; sont donc des k[[u]]-modules libres de rang h. On note ¢; : M; 1 — M;.
Fixons une base pour les modules (9;), et soit A; la matrice de ¢; dans cette base. On a alors

1
deg, H = —v,(det A;)
e

otl v, est la valuation u-adique. De plus, le module de Breuil-Kisin de H” est (9%, ¢*), ot IM* est
le dual de M, et ot * peut étre décrit comme suit. Le module 9t* se décompose en I* = 69{:_01 m:.
On muni chaque module M} de la base duale de celle des M;. Alors la matrice de ¢} : MMF_, — NF
dans cette base est B; = u¢(*4;)~ 1. D’ou

1 1
deg; HP? = —wv,(det B;) = —(eh — v,(det A;)) = h — deg, H
e e

Une autre démonstration possible aurait été de filtrer le groupe H par des groupes de Raynaud
(voir [Ray]), et d’utiliser I'additivité des fonctions degrés (la propriété est évidente pour les groupes
de Raynaud car on a une description explicite de ces groupes et de leurs duaux). |
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