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❈❧✉st❡r✐♥❣

❑②r✐❛❦♦✉❧✐s ▲✳ ❘❡s✈❛♥✐s✱ ▼❙❝✱ ▼❊♥❣

s✉❜♠✐tt❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉❧✜❧❧♠❡♥t

♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❉♦❝t♦r ♦❢ P❤✐❧♦s♦♣❤②

■♠♣❡r✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ▲♦♥❞♦♥

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

❚❤❡r♠♦✢✉✐❞s ❉✐✈✐s✐♦♥





❆❜str❛❝t

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉s✲

t❡r✐♥❣ ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✭✉♥st❡❛❞②✮✲❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭✭✉✮❘❆◆❙✮ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧ st❡♠s ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

t♦ ❛❞❞r❡ss ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ◆❛♠❡❧②✱ ❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡

❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥t♦ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②

s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

t♦♦❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❑❙✮

❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❛❝r♦ss ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ s❝❛❧❡s ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡st ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✉✮❘❆◆❙ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❢r❛♠❡✇♦r❦✳❚❤❡ ✭✉✮❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝♦❤❡r❡♥t

♠♦t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❑❙ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s❝❛❧❡s✱ t❤❛t ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✭✉✮❘❆◆❙ ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❵❡❞❞✐❡s✬ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ ❑❙✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ s❝❛❧❡s ❛♥❞

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❑❙ ❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❵❡❞❞②✬ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡ t❤r♦✉❣❤

❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♠✲

♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉str② st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s

♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❛s t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡

♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✸



❚❤❡ ❝♦♣②r✐❣❤t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s r❡sts ✇✐t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛ ❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠✲

♠♦♥s ❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ◆♦♥✲❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ◆♦ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ❧✐❝❡♥s❡✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ❝♦♣②✱ ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡ ♦r tr❛♥s♠✐t t❤❡ t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡② ❛ttr✐❜✉t❡ ✐t✱ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ✐t ❢♦r

❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛❧t❡r✱ tr❛♥s❢♦r♠ ♦r ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ ✐t✳ ❋♦r ❛♥② r❡✉s❡ ♦r

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♠✉st ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t♦ ♦t❤❡rs t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

■ ❤❡r❡❜② ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♠② ♦✇♥ ✉♥❧❡ss ❡①♣❧✐❝✐t❧②

st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✹



✧❇❡❧✐❡✈❡ ♠❡✱ ♠② ②♦✉♥❣ ❢r✐❡♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ✕❛❜s♦❧✉t❡ ♥♦t❤✐♥❣✕ ❤❛❧❢ s♦ ♠✉❝❤ ✇♦rt❤ ❞♦✐♥❣ ❛s

s✐♠♣❧② ♠❡ss✐♥❣ ❛❜♦✉t ✐♥ ❜♦❛ts✳✧

s❛✐❞ t❤❡ ❲❛t❡r ❘❛t t♦ t❤❡ ▼♦❧❡

❚❤❡ ❲✐♥❞ ✐♥ t❤❡ ❲✐❧❧♦✇s

✺



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❞✐♥❣

t❤✐s ✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋P✼ Pr♦❥❡❝t ❢♦r ❋✉❡❧ ■♥❥❡❝t♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❙✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❚r❛♥s♣♦rt ✭❋■❘❙❚✲

●r❛♥t ❆❣r❡❡♠❡♥t ♥♦✳ ✷✻✺✽✹✽✮ ❛♥❞ t♦ ❉rs✳ ❉❛r❡♥ ▲✉✛ ❛♥❞ ▼❛r❝♦ ❩❡❞❞❛ ❢r♦♠ ❘♦❧❧s✲❘♦②❝❡ ♣❧❝

❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❉rs✳

❙✐♠♦♥ ❙t♦✇❡ ❛♥❞ ▼❛r❝♦ ❩❡❞❞❛ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②

♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✳

■ ❛♠ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ♠② t❤❡s✐s ❛❞✈✐s❡rs Pr♦❢s✳ ❨❛♥♥✐s ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❛♥❞ ❆❧❡① ❚❛②❧♦r ❢♦r t❤❡✐r
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✸✳✺✳✷ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
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✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ✶✺✽

✹✳✶ P❛rt✐❝❧❡ P❛✐r ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ■♥ ■s♦tr♦♣✐❝ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❋✐❡❧❞s ❜② ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✹✳✷ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸
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✺ ❑❙ ✐♥ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✶✽✸
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❆ ❙♣❡❝tr❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✷✸✶

❇ ❚✐♠❡ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ❢♦r ▲❊❙ ✷✹✶

❈ ■♥❞✉str✐❛❧ ●❡♦♠❡tr② ✷✹✺

✽



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶ ❋❧♦✇ ❝❤❛rt ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤✐♥

♦♣❡♥❋❖❆▼✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❉✴❞❂✺ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❱✐❡✇❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❛t t❤❡

✉♣♣❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡s

❛r❡ ✶✺♠♠ ✫ ✼✺♠♠ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✺✵✵♠♠ ❛♥❞ ✻✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸ ❙❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❱✐s✐❜❧❡

❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐s t❤❡ ✶✺♠♠ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡

♦❢ ✼✺♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✻✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❋❧♦✇ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦

t❤❡ t♦♣✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱

✶✽♠✴s❪❀ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱

✶✵✵✵♠✷✴s✸❪ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✶✵♠✷✴s✷❪ ✳ ✾✸

✹ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ str❡❛♠✇✐s❡ s❡❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳

❉❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ③❡r♦ t❤✐❝❦♥❡ss st❡♣ ♦❢ ✸♠♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ t♦ tr✐♣ t❤❡ ✢♦✇✳ ❈♦❧♦r✐♥❣ ✐s ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡

(U/Uo)❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ✐s ❬✵✱ ✷✳✺❪✳❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡

❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ✶✺♠♠ ❛♥❞ ✺✵✵♠♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ▲❊❙ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✸✱

✸♠✴s❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ❇❧✉❡ ❝♦❧♦rs

✐♥❞✐❝❛t❡ ✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥✲

❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥ ✐s ❛ s❧✐❝❡ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② (Uz/Uo) ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱ ✸✺❪✳

❊①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✼✺♠♠ ❛♥❞ ✻✵✵♠♠ ❢♦r t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✼ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ st❡♣ ❢r♦♠ ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

✈✐❡✇✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ✭✽✵✵❦ ❝❡❧❧s✮✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭✶✱✸✵✵❦ ❝❡❧❧s✮ ❛♥❞

t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ ✭✽✱✽✵✵❦ ❝❡❧❧s✮✳ ■♥❧❡t ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✶✺♠♠ ❛♥❞

✼✺♠♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✽ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤

❛t t❤❡ st❡♣✳ ❙❤♦✇♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳

❚❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛❧❧ ❤❡①❛✲❤❡❞r❛❧ ❞❡s♣✐t❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣r✐s♠s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤

t❤❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✾ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ st❡♣ ❧♦❝❛t✐♦♥

❙❤♦✇♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✶✵ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t✱ ❞✐❛♠❡t❡r

✐s ✶✺♠♠✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✾



✶✶ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t✱ ❞✐❛♠✲

❡t❡r ✐s ✼✺♠♠✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✶✷ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❞❡t❛✐❧s ♦❢❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ y+ ✈❛❧✉❡s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼✱ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②

♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡✱ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✶✺♠✴s❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡

❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✶✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ y+ ✇✐t❤ u+ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ❛t ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ z/D = −0.33 ✉♣str❡❛♠ ♦❢

t❤❡ st❡♣ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣✐r❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ✇❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✶✹ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ (y/D = 0)

✶✵✺

✶✺ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ (y/D = 0.5) ✶✵✺

✶✻ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t z/D = 0.08 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✶✼ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t z/D = 2.67 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✶✽ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t z/D = 5.33 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✶✾ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✭②✴❉✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ✶✱ ✶✳✺ ✫ ✷♠♠

❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✷✵ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✭

②✴❉❂✵✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✷✶ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ✭②✴❉❂✵✳✺✮ ✳ ✶✵✾

✷✷ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✷✸ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✷✹ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✷✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱

❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✷✵♠✴s❪ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ st❛♥✲

❞❛r❞ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s❀ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡

♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✷✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✬ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱

❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡♥ ❬✲✶✱ ✰✶♠❪✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ st❛♥✲

❞❛r❞ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s❀ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s ✐s s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ ① ✲ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛❣❡✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠

♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✷✼ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡

(y/D = 0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✷✽ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧

(y/D = 0.5) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✷✾ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✸✵ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✶ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✸✸ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✶✵



✸✹ ❙♣❛♥✇✐s❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts

❆ ✫ ❇ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✵✳✶s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✸✺ ❙♣❛♥✇✐s❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✸✻ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✸✼ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❢♦r t❤❡ ▼▲✶ ❝❛s❡

❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛t ❛♥ ❡❛r❧②✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ❋❧♦✇

❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢

❣r❛✈✐t②✳ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ 40µm ❛♥❞ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❜✮ t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✶✷✸

✸✽ ❊①tr❛❝t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞❛t❛ ❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s ❛t

▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❀ s♣❛♥✇✐s❡ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽✱ ✷✳✻✼ ✫ ✺✳✸✸ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

t♦ t❤❡ t♦♣✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ②✴❉❂✵ ✫ ✵✳✺✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡

❛♥❞ t❤❡ ✇❛❧❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡

♣❛❣❡✳ ❖❢ ♥♦t❡ ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡

❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss✳ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ 40µm ❛♥❞ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❜✮ t❤❡

80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✸✾ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡

t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛t ▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱

③✴❉❂✵✳✵✽✱✷✳✻✼ ✫ ✺✳✸✸✱ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✳ P❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞

❜② t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ (Uz/Uo) ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✲✵✳✷✸✾✱ ✰✷✳✸✷❪✳

❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ 40µm ❛♥❞ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❜✮ t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✵ ❉✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ st❡♣✳ ❍✐s✲

t♦❣r❛♠s ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❞♦♠❛✐♥

s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❝❡❧❧s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t s❛♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ③❡r♦s ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ❝❡❧❧s ❜② t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞✳ ❆t z/D = −0.05 ✉♣str❡❛♠

♦❢ t❤❡ st❡♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✹✶ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡✲

❧✐♥❡ (y/D = 0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✹✷ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧

(y/D = 0.5) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✹✸ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✹ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ✳ ✳ ✶✸✶

✹✺ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✻ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✼ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✽ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ✳ ✳ ✶✸✺

✹✾ ❙♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t t✐♠❡

✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽✱ ✷✳✻✼ ✫ ✺✳✸✸✱

❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✺✵ ❙♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ❢♦✉r ❞✐st✐♥❝t t✐♠❡

✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽✱ ✷✳✻✼ ✫ ✺✳✸✸✱

❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✶✶



✺✶ ❙❛♠♣❧❡ s❡❝t✐♦♥s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▲❊❙ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r 40µm ▼▲✶ ❝❛s❡✱ ♥❡❛r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

t✉❜❡ ♦✉t❧❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❧✐❝❡s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ❡♥str♦♣❤② ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡

❬✵✱ ✶✵✹s−2❪❀ ◗✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛

r❛♥❣❡ ❬✶✵✵✱ ✷①✶✵✸s−2❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t② ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✷✺✵s−1❪ ✶✹✵

✺✷ ❙❛♠♣❧❡ s❡❝t✐♦♥s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▲❊❙ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦✉t❧❡t ❢♦r t❤❡

40µm ▼▲✶ ❝❛s❡ ✱ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦✉t❧❡t✳ t❤❡

✈✐❡✇ s❤♦✇s✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ s❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❡♥str♦♣❤② ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✷①✶✵✺s−2❪ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t♦✉r

♦❢ ◗ ❛t ✷✳✺①✶✵✹s−2✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢

◗ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✺①✶✵✹s−2❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t② ❛t

✶✵✸s−1✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛♥❡ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t②

❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✺①✶✵✸s−1❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❡♥str♦♣❤② ❛t ✶✵✺s−2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✺✸ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❥❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

(Uz/Uo) ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱✸✺❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡

t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✺✹ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤ ❥❡t ✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧

✈❡❧♦❝✐t② (Uz/Uo) ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱✸✺❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢

t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✺✺ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❥❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

(Uz/Uo) ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱✸✺❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡

t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✺✻ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ❥❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② (Uz/Uo) ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱ ✸✺❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s

❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✺✼ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤ ❥❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② (Uz/Uo) ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱ ✸✺❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s

❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✺✽ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❥❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② (Uz/Uo) ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✺✱ ✸✺❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s

❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✺✾ Pr♦❜❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ tr❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✻✵ ❊✛❡❝t ♦❢ ❥❡t ✢❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛♥ ❡❛r❧②✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡

❛♥❞ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡

❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✻✶ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s 40µm ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❧✐❝❡

♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ✵✱ ✸✵✱ ✻✵ ✾✵✱ ✶✷✵ ✫ ✶✺✵ ❞❡❣r❡❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢

t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✻✷ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✻✸ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✻✹ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✻✺ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✶✷



✻✻ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✻✼ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✻✽ ❉♦♠❛✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

✻✾ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❢♦r Ea = 10m2/s2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✼✵ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❢♦r Ea = 20m2/s2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✼✶ ❳❨✲♣❧❛♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✼✷ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

❢♦r Ea = 30m2/s2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✼✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬

❛♥❞ ❑❙ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✼✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✽

✼✺ ❆✈❡r❛❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ ❑❙ ❢♦r Ea = 30m2/s2 ❛❢t❡r ✶✱✷✱✺✱✶✵ ✫ ✺✵

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✼✻ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❆ ✭❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✼✼ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❆ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✼✽ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❇ ✭❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✼✾ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❇ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✽✵ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ●✫■✱ ❑❙ ✫ ♥♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s❀ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r②

❢❛❝❡✱ ❛t s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥ts ✐♥ t✐♠❡ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✸ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳✶✼✽

✽✶ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✽✷ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r 80µm ❞✐❛♠❡t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡✳ ❇❧❛❝❦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧✱ r❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✽✸ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r 80µm ❞✐❛♠❡t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡✳ ❇❧❛❝❦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧✱ r❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✽✹ ❙❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❱✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠

✐s t❤❡ ✶✺♠♠ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦❢ ✼✺♠♠

❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✻✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❋❧♦✇ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳

❉❡♣✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝♦❧♦r❡❞

❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✶✽♠✴s❪❀ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

❬✵✱ ✶✵✵✵♠✷✴s✸❪ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✶✵♠✷✴s✷❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✽✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❊❙✲❘❆◆❙ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s s❤♦✇♥ ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❬✵✱ ✶✺♠✴s❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✶✸



✽✻ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠❀ ▲❊❙✱ ❑❙ ✫ ●■✳ ❉❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ✶✽✽

✽✼ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✱ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇s t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡

❡①t❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ●✫■ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ❑❙✷ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ✭◆♦t❡✿

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r t♦ ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡♥❞❡r✐♥❣

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❡r❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✾

✽✽ ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ u′✱ ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ●■ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s

r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✽✾ ① ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✷

✾✵ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

✾✶ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

✾✷ ① ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞

t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

✾✸ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞

t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

✾✹ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞

t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✼

✾✺ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❀ ❋♦r t❤❡

t✇♦ ❜♦①❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤♦s❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✽

✾✻ ❙❛♠♣❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s 40µm ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥♥✉❧✐ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

✾✼ ❙❛♠♣❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s 80µm ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥♥✉❧✐ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t

❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

✾✽ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ st❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽✲✶✳✸✸✲✷✳✻✻ ✷✵✵

✾✾ ❊✉❧❡r✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✲ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s✱

s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡

t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳ ✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✶

✶✹



✶✵✵ ❊✉❧❡r✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✲ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✱

s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡

t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳ ✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

✶✵✶ 40µm✲▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✹

✶✵✷ 80µm✲▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✺

✶✵✸ 40µm✲▼▲✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼

✶✵✹ 80µm✲▼▲✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✽

✶✵✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ UTurbx✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡

♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✵

✶✵✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱

UTurby✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣

✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✶

✶✵✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ UTurbz✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡

♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✷

✶✵✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

✶✵✾ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣

✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✹

✶✶✵ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✷

✶✶✶ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢

s❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸

✶✶✷ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✹

✶✶✸ P❛rt✐❝❧❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❛s t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠❜✉st♦r✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧✱ ●■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ ❑❙✷ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦❧♦r✐♥❣ ✐s ❜②

❙❛✉t❡r ▼❡❛♥ ❉✐❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✻

✶✶✹ ▲✐q✉✐❞ ♠✐①t✉r❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❣❛s t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠❜✉st♦r ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ●■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ❑❙✷ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✼

✶✺



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st

❝❛s❡ ♦❢ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✷ ▼❡s❤ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❣r✐❞s t❡st❡❞✳✳✳✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✸ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P❤❛s❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ Pr♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ■s♦tr♦♣✐❝ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❉♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✶✻



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

▲✐st ♦❢ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❈❋❉ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s

❉❉❉▼ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❉✐r❡❝t ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧s

❉◆❙ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❋❱▼ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞

❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

●■ ●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s ✭✶✾✽✶✮ ♣❛♣❡r

❑✹✶ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ✭✶✾✹✶✮ ♣❛♣❡r

❑❙ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❑❙■▼ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ■♥❡rt✐❛❧ ▼♦❞❡❧

❑❙❙▼ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❙✇❡❡♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧

▲❉❱ ▲❛s❡r ❉♦♣♣❧❡r ❱❡❧♦❝✐♠❡tr②

▲❊❙ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▲❍❉■ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❍✐st♦r② ❉✐r❡❝t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

▲❍❋ ▲♦❝❛❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❋❧♦✇

▼▲ ▼❛ss ▲♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

◆❖❳ ◆✐tr♦❣❡♥ ❖①✐❞❡s

P■❙❖ Pr❡ss✉r❡ ■♠♣❧✐❝✐t ✇✐t❤ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❖♣❡r❛t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠

P■▼P▲❊ ♠❡r❣❡❞ P■❙❖✲❙■▼P▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❘❆◆❙ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

❘❋ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❋❛❝t♦r

❘▼❙ ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡

❘❙▼ ❘❡②♥♦❧❞s ❙tr❡ss ▼♦❞❡❧

♦♣❡♥❋❖❆▼ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❈❋❉ s♦❢t✇❛r❡ ✭❋✐❡❧❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❆♥❞ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✮

❙❉❉▼ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐r❡❝t ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧s

❙■▼P▲❊ ❙❡♠✐✲■♠♣❧✐❝✐t ▼❡t❤♦❞ ❢♦r Pr❡ss✉r❡ ▲✐♥❦❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❙●❙ ❙✉❜ ●r✐❞ ❙❝❛❧❡

✶✼



❚❈❚ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❚✐♠❡

❚■ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ■♥t❡♥s✐t②

❱♦❋ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ♠❡t❤♦❞

▲✐st ♦❢ ▲❛t✐♥ s②♠❜♦❧s

a ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✴✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t

Aij ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r

A ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛

amnp & bmnp r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ✜❡❧❞s

An &Bn r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ✜❡❧❞s

BFC ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❋❱▼

CB ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❇❛ss❡t ❢♦r❝❡

CD ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡

CI ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛ss ❢♦r❝❡

Co ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡r

dp ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r

d ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r

D ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r

D/d s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t✐♦

❊✭❦✮ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

❊❛ ✐♥✐t✐❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞

❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s

❢ ❲❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❝r✐♣t t❤✐s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r✱ ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ♣❤❛s❡

f̄ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

f ′ ✜❧t❡r❡❞ ♦r ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

F11 ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

F22 tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

g0 ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❝♦♥st❛♥t

gb ♥♦r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r②

✶✽



G (x, x) ✜❧t❡r✐♥❣ ❦❡r♥❡❧

h st❡♣ ❤❡✐❣❤t

❍ ✈❡❝t♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❦ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

kc ❝✉t✲♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r

kmax ❧❛r❣❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r

kmin s♠❛❧❧❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r

❦ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r

❑ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❞❞② ❞✐✛✉s✐✈✐t②

l ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡

le ❡❞❞② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡

♣ ♣r❡ss✉r❡

♣ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❝r✐♣t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡

P❡ P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡r

Ps ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

P
(1)
t ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

P
(2)
t t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

◗ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r Aij

r ❞✐st❛♥❝❡ x ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

❘ t❤✐r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r Aij

R1/2 ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② str✉❝t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

Rij ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss t❡♥s♦r

Rij (r) s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

Rij (τ) t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡♥s♦r

❘❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r

❙t ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r

Sij str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r

❙ ❛r❡❛ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❋❱▼

✶✾



dS ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❋❱▼

t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ✐♥❞✐❝❛t♦r

tc ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ t✐♠❡

te ❡❞❞② t✉r♥♦✈❡r t✐♠❡

T ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss

TL ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡

u′i ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇

ut ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②

U′ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡✈✐❡✇

U ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r

UT
p ♣❛rt✐❝❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②

V ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r

Xt
t0(a) ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛ ❛t t✐♠❡ t0 t♦ ✐ts ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥

❛t t✐♠❡ t

y/D ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥

z/D ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛①✐❛❧ st❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥

▲✐st ♦❢ ●r❡❡❦ s②♠❜♦❧s

γ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②

Γ ❞✐✛✉s✐✈✐t②

∆(2)(t) ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t t✐♠❡ t

〈
∆(2)(t)

〉
♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t✐♠❡ t

ε ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

ζ ✈❛❧✉❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

ζ(t) ❛♥ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦✲❖r♥st❡✐♥ ♣r♦❝❡ss

η ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡

ϑ ❛ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛r ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦

κ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r ❦

λ ❚❛②❧♦r ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❧❡♥❣t❤

✷✵



Λ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ❧

µ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②

ν ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②

ντ ❡✛❡❝t✐✈❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ♦r ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②

ρf ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❞❡♥s✐t②

ρp ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t②

σw s❤❡❛r str❡ss ❛t t❤❡ ✇❛❧❧

τp ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡

τ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss

ϕ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❝❛❧❛r ♦r ❛ s✉rr♦❣❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

φii s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r

φij (r) s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

t❡♥s♦r

φij (τ) s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

t❡♥s♦r

ω ✈♦rt✐❝✐t② ♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ (k/ντ)

ω0,1,2,...n ❵❡❞❞②✬ t✉r♥♦✈❡r t✐♠❡ ❛t ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r kn

Ω ❈❛✉❝❤② ✐♥✈❛r✐❛♥t

✷✶





✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚✉r❜✉❧❡♥t ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛♥② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✢♦✇s✳ ❆t t❤❡✐r

❤❡❛rt ❧✐❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✢♦✇✱ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ✐s

t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡✐t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❞r♦♣❧❡ts ✐♥ ❛ ❣❛s str❡❛♠ ♦r ❜✉❜❜❧❡s ✐♥ ❛ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♠♣❡t✉s ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛ ❝❡♥t✉r② ❛❣♦✱ ❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ st❡❛♠ ❛❣❡✱ ✇❛s ❝♦❛❧

❝♦♠❜✉st✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ✇❡r❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❜✉r♥❡r

❛♥❞ ❜♦✐❧❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①❤❛✉st ♣❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❤❛❞ ♦♥ t❤❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✳

▼♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡♥t✉r② ❧❛t❡r t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐s st✐❧❧ ❥✉st ❛s r❡❧❡✈❛♥t✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥

❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❣❛s✲t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠❜✉st♦r ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❢✉❡❧ ❞r♦♣❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✲

❝r❡❛s❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ♣r❡♠❛t✉r❡ ✇❡❛r ❛♥❞ t❡❛r t❤r♦✉❣❤

❤♦t✲s♣♦t ✐♥❞✉❝❡❞ ❝♦♠❜✉st♦r ❧✐♥❡r ❞❛♠❛❣❡ ♦r ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣

♦❢ ❛ ✢✉❡✲st❛❝❦ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ t♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐♥❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤♦✉❣❤ ❛r❡

♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♠❛♥ ♠❛❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝s ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧♦♥✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝♦r❛❧ r❡❡❢s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦✉❞ str✉❝t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

♦❢ s♠❛❧❧❡r ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡ts✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ✐♠✲

♣r♦✈✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❡♥❡r❣② s②st❡♠s ❛♥❞ ✐♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✢♦✇s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛✐❞

✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ r❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡♥❡r❣② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❊❞✐s♦♥✐❛♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t t♦ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐sts

❛♥❞ ♦❝❡❛♥♦❣r❛♣❤❡rs ❛❜♦✉t ✇❡❛t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t♦ ♠❛r✐♥❡ ❜✐♦❧♦❣✐sts ❤♦✇ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦r❛❧ s♣❡❝✐❡s ✐s ❢♦✉♥❞ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ✺✵✵✵ ♠✐❧❡s ❛✇❛② ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ♦❝❡❛♥✱

✇❤❡r❡ ✐t ❤❛❞ ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❛✐❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ s❡✇❛❣❡

♦✉t❧❡t ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞r♦♣❧❡t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ✭❘❆◆❙✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❞r♦♣❧❡ts ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✢♦✇s

✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ❛❝❝✉r❛❝② t❤❛♥ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❘❆◆❙ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▲❊❙✮✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❧❡❛✈❡ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♣❤②s✲

✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡❞❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡

♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❑❙✮ ❢♦r t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

♣❤❛s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡♥s❡ ✐♥ t❤❡ ✭✉✮❘❆◆❙ ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑❙❀ t❤❡s❡ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

✐❞❡❛ ✐s t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❡❞❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜②

❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❑❙ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼✱ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s ✭❈❋❉✮ s♦❢t✇❛r❡

♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❡st ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ s❡❧❡❝t❡❞

✐s ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ▲❊❙ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱

✷✸



✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡✬s

s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ t♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✉❝❤ ✐♥s✐❣❤t ♠✐❣❤t

♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❚❤✐s st✉❞② ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥

❡✐t❤❡r ❊✉❧❡r✐❛♥ ♦r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✜①❡❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✇✐t❤ ✐ts

♦✇♥ s❡t ♦❢ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ✭♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss✮ ❛♥❞ ✐s tr❛❝❦❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❡❞❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ❑❙ ✇✐❧❧ ❜❡

❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❈❋❉ s♦❢t✇❛r❡

✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜♦♦❦✲❦❡❡♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉r✈❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s

❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t✉r✲

❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ❛♥❞ ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉r✈❡② ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇

❤♦✇ t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t

s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ▲❊❙ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡

❝❤♦s❡♥ t❡st ❝❛s❡ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❧✈❡r ❛♥❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋❧♦✇ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❊❙✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞

♦♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛♥ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❣❛s✲t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠❜✉st♦r

❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✢✐❣❤t✳

✶✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐③❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s

t❤❛t ❣♦✈❡r♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦✈❡r t❤❡ ♣❛st

s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❋❱▼✮ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋❱▼ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s✱ s♠❛❧❧ ✐♥

r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s ❜✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✱

♣❡r♠✐tt✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❆❝r♦ss t❤❡s❡ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♠❛ss ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❛t ✉s❡❞ t♦

❞❡r✐✈❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r

✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣

✷✹



s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡r❡✐♥

❧✐❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❈❋❉✳ ■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❡rr♦r✱ t♦ t❤❡ ♠♦st

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤ ❣r✐❞ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❣✐✈❡♥ ❛

s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s✐③❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤❧②

t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♠❛②

❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❝❛❧❡s✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❉◆❙✮ ✇❤❡r❡ ❡✈❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✉r❜✉❧❡♥t s❝❛❧❡s ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞✳

❚♦❞❛② ❛❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵ ②❡❛rs ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❈❋❉✱ t❤❡ ♠♦st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❉◆❙ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✇✐t❤ ❛ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ 103 ✇❤✐❧❡

❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ✶✵4 ❤❛✈❡ ❥✉st r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❊❛r❧② ♦♥✱ ✐t ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♥♦r ✇♦✉❧❞ t❤❡② ❜❡ t❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡s❡❡❛❜❧❡ ❢✉t✉r❡✱

t♦ ❛❧❧♦✇ ❉◆❙ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✢♦✇s✳ ■❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈❋❉ ✇❛s t♦ ❜❡ ♦❢ ❛♥② ✉s❡

t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♠❡✱ ✜rst✱ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭❘❆◆❙✮ ❛♥❞ ❧❛t❡r ♦♥ ✇✐t❤ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

✭▲❊❙✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ tr❡❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ s❝❛❧❡s✱

♠✉❝❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❛t ✉s❡❞ ❜② ❡❛r❧② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢

t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ▲❊❙ ❡♠♣❧♦②s ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛

❝❡rt❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤♦s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

❡q✉❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ❛❧❧ s❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡

s♠❛❧❧❡r ❢♦r ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝r❡❛s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢♦r ▲❊❙ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡

❢♦r ❉◆❙✳ ▲❊❙ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜✉t ❡✈❡♥ t♦❞❛② ❛r❡ s♣❛r✐♥❣❧②

✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str② ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦st✳ ❚❤✐s ✐s ❜✉t ❛ ✈❡r② ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈❋❉ ✐♥

♦r❞❡r t♦ s❡t t❤❡ st❛❣❡ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇✐❧❧ ❞❡❛❧ ✐♥ ❣r❡❛t❡r ❞❡t❛✐❧

✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝s ♦❢ t❤❡ ❋❱▼ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦♣t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤❡r ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r

❢♦r ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡ ✇❤❛t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐s t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦❞❛②✱ ❘❆◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r② r❡❧❡✈❛♥t

❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r

t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛t♦♠✐③❛t✐♦♥ ❡t❝✳

✶✳✷ ▼✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s ✐♥ ❈❋❉

❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞ ♣♦s❡s s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳ ◆♦t

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛s ❯♥✈❡r❞✐

❛♥❞ ❚r②❣❣✈❛s♦♥ ✭✶✾✾✷✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡st ♠❡t❤♦❞s✱ ✉s✐♥❣ ❢r♦♥t✴s✉r❢❛❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱

✇❡r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞

❘✐❝❤t♠②❡r ✭✶✾✺✵✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ❢r♦♥t ✇❛s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r

s❝❤❡♠❡s ✇❤❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ♥❡❛r t❤❡ ❢r♦♥t✴s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛r✐s❡ ❛❝r♦ss s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❤❡❛r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡✐r r❡✈✐❡✇ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤✐s

✷✺



t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦❞❛② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s❀ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❡❛r❧✐❡r ♠❡t❤♦❞s

✉s❡❞ t♦ tr❡❛t ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ✢♦✇s t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❋❧♦r②❛♥ ✫ ❘❛s♠✉ss❡♥ ✭✶✾✽✾✮✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s t❤❡ ❱♦❧✉♠❡ ♦❢ ❋❧✉✐❞ ✭❱♦❋✮ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❢r❛❝t✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s st♦r❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♠❡s❤ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❝❛❧❛r✱ ❛✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✶✳ ◆❡❛r t❤❡ ❢r♦♥t✴s✉r❢❛❝❡

t❤❡ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ t❛❦❡ ♦♥ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ ✭✵❁❛❁✶✮ ✇❤✐❧st ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✵ ♦r ✶ ✭❛❂✵ ♦r ❛❂✶✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❤❡②

❧✐❡ ♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛❞✈❡❝t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇✱ r❛t❤❡r ✐t ♠✉st ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡

❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s r❛t❤❡r ❞✐✛✉s❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❣r✐❞ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ●✉❡②✣❡rs ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇✱ ✇✐t❤ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✭P▲■❈✮✮ ❛♥❞ ❣r✐❞ s✐③❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞s ❛❧❜❡✐t ❢♦r ❢❛✐r❧② s✐♠♣❧❡ ✢♦✇s✳

▲❡✈❡❧✲❙❡t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❚❛♥❣✉② ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✺✮ ❛s t❤♦s❡ t❤❛t r❡❧② ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ϕ✱ t②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

❛♥② ❣r✐❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❝❛r❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞

❛s ❧♦✇ ♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t❡♥❞ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ▲❡✈❡❧✲❙❡t ♠❡t❤♦❞s t②♣✐❝❛❧❧②

❤❛✈❡ ❛ s❤❛r♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❱♦❋ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱

❤♦✇❡✈❡r t❤❡② s✉✛❡r ❢r♦♠ ♠❛ss ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❛♥❣✉② ✫ ❇❡r❧❡♠♦♥t ✭✷✵✵✺✮

q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛ss ❧♦ss ❛♥❞ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❞r♦♣❧❡t ❝♦❧❧✐s✐♦♥✮ t❤✐s ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r

♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✢♦✇s r❡q✉✐r❡s ❝❛✉t✐♦♥✳

▼❡♥❛r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❱♦❋ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡t ♠❡t❤♦❞ t♦

❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ❛♥❞ s❤♦✇ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❧✐q✉✐❞ ❥❡t ❜r❡❛❦✉♣✱ ❛s t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡

s❤❛r♣❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

❚❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ♠❛② ❜❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✢♦✇s✱ s✉❝❤ ❛s

❧✐q✉✐❞ ✜❧♠ ❛♥❞ ❥❡t ❜r❡❛❦✉♣✱ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣❧❡t ✐♠♣✐♥❣❡♠❡♥t✱ ❞r♦♣❧❡t ♣❛✐r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♦❢

❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✜♥❡ ♠❡s❤ s✐③❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦

r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t

❛❝❝✉r❛t❡ ✜❧♠ ♦r ❥❡t ❜r❡❛❦✉♣ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❛t

❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡s❡ ❛r❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲❚❛②❧♦r ♦r ❑❡❧✈✐♥✲❍❡❧♠❤♦❧t③✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ♠✉st ❜❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤

❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❞r♦♣❧❡t ♦r ❜✉❜❜❧❡

tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♠❡s❤ s✐③❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✐③❡❞ ❞r♦♣❧❡t ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦

r❡s♦❧✈❡✱ s✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s

r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❡s❤❡s ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❝❡❧❧s✳ ❘❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦♥t❤s ♦❢

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ♦♥ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ♥♦❞❡s ❥✉st t♦ r❡s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞✳ ❚❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ s✐③❡❞

✶■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ✢✉✐❞s✴♣❤❛s❡s ②❡t ❛♥♦t❤❡r s❝❛❧❛r✱ ❜✱ ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ ♠✉st ❜❡ tr❛❝❦❡❞
❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤ ❢♦r ❡✈❡r② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡✳

✷✻



♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛♥② t✐♠❡ s♦♦♥✳ Pr❡s❡♥t ❞❛② ❤❛r❞✇❛r❡

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❇②

♥♦ ♠❡❛♥s ❞♦❡s t❤✐s ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡ t♦ ✐♥❞✉str②✳ ❖♥

t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t❤❡②

♣r♦✈✐❞❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s✉❜✲♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ s✉❜✲

♠♦❞❡❧s t②♣✐❝❛❧❧② ❛tt❡♠♣t t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

♦r ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

✶✳✸ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✫ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞

❤♦✇ t❤❡② ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥

t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s

s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭♦r s♣❤❡r❡s✮ ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ q✉✐❝❦ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s

s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐✲st❡♣ ❧✐♥❡❛r✱ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱ ❊✉❧❡r✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ t❤❛t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐s

❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

■♥ ❛ ♦♥❡✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡

❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ♥♦r ✐s t❤❡r❡✱ ❡✳❣✳✱ ❛ ❢♦r❝❡

❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ❞✉❡ t♦ ❞r❛❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡✮✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞

✇❤❡♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s st❡❛❞② ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ tr❛❥❡❝t♦r②

✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■t ✐s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t

s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s s♠❛❧❧✳

■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ✐s ❧❛r❣❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡

s✉❝❤ t❤❛t ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r✐s❡ ❝❛✉s✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡♥ ❛ t✇♦✲✇❛②

❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣

✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s ✉♥st❡❛❞② t❤❡♥✱ ❡✈❡♥

❛t ❧♦✇ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡

❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ✢♦✇✲✜❡❧❞ ❛t ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

▼♦st❛❢❛ ✭✶✾✾✷✮ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡✛❡❝ts ♦♥

t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ♠❛❦✐♥❣ t✇♦✲✇❛② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡

s❛✐❞ str✉❝t✉r❡s ♣❧❛② ❛ ❞❡✜♥✐♥❣ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ✇❛② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✐s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣

♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛st✳ ■❢ ♦♥❡ ✐s s♦❧❡❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❡♥ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♠♦♠❡♥t✉♠

❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❧✐❡s✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❛s❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

✐♥✈♦❧✈❡s r❡❛❝t✐♥❣ ♦r ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ✢♦✇s✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡

✷✼



✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

♦r ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤

✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ q✉♦t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ♠❛② ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ tr②✐♥❣

t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛ss❡t ❢♦r❝❡s✱ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ s♣❤❡r❡

✐♥ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②

✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ ♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♦r s♦✉r❝❡ t❡r♠s✳ ❆t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡

st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞

❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✱ ✐s ❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✐s tr❡❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❋♦r ❛ ✇❡❧❧

r❡s♦❧✈❡❞ ▲❊❙ ♦r ❉◆❙ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✲✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t st❛rt ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t ❛

t✉r❜✉❧❡♥t✲❧✐❦❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡ ❵t✉r❜✉❧❡♥t✲❧✐❦❡✬ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ▲❊❙✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇❤✐❧❡ ❡✈❡♥ t❤❡ ❧❛t❡st ❉◆❙ ✇✐❧❧ ♥♦t r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r

❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s ✭❛t ❧❡❛st ♥♦t ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❵r❛✇✬ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡

❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❛r❧②

✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ♥❛♠❡❧② ▲♦❝❛❧❧② ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❋❧♦✇ ✭▲❍❋✮ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞

♣❤❛s❡ ✇❛s ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡❞

t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♠❛tt❡r ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♠❛tt❡r ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡

t❛❦❡♥ t♦ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❛s❡♦✉s ✢♦✇ ✇✐t❤ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❣❛s❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❱❡rs✐♦♥s ♦❢

▲❍❋ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss ✐ts

❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦s ❛♥❞ ❞✐sr❡❣❛r❞

❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② s❧✐♣✳ ❋❛❡t❤ ✭✶✾✽✸✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤❡ ▲❍❋ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❛t♦♠✐③❡rs✴✐♥❥❡❝t♦rs ✇✐t❤ s♣r❛②s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥❞ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭10 µm✮ ♠❛②

♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣r❛② ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

▲❛t❡r ♦♥✱ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❉✐r❡❝t ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧s ✭❉❉❉▼✮ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣

♦r ❝♦♠❜✉st✐♥❣ ❞✐❧✉t❡ s♣r❛②s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣r❛②✳

❯♥❧✐❦❡ ▲❍❋ ♠♦❞❡❧s t❤❡② ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡s✳ ❉❉❉▼

✇❡r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❞r♦♣❧❡t s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦r

s♣❡❝✐❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈❛♣♦r ❝❧♦✉❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❛♥ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❋❛❡t❤ ✭✶✾✽✸✮ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❉❉❉▼ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❤♦✇❡✈❡r✱ ❑✉♦ ✫ ❆❝❤❛r②❛ ✭✷✵✶✷✮ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛s

r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✷✽



❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ❢♦r ✢♦✇s ✇❤❡r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ✐ts t✉♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥❧② ✉♥❞❡r ✈❡r②

s✐♠✐❧❛r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s

❨✉✉ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✽✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐r❡❝t ❉✐s❝r❡t❡ ▼♦❞❡❧s ✭❙❉❉▼✮ ✇❤❡r❡

t❤❡② ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ r♦✉♥❞ ❥❡t ❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❥❡t ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❈♦rrs✐♥ ✫ ❯❜❡r♦✐ ✭✶✾✹✸✱✶✾✹✾✱✶✾✺✶✮✱

▲✐❡♣♠❛♥ ✫ ▲❛✉❢❡r ✭✶✾✹✼✮ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥❝❡ ✭✶✾✺✻✮ q✉♦t❡❞ t❤❡r❡✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❧❛②❡r r❡❣✐♦♥✱ ✐♥

t❤❡ ❛①✐❛❧ ❛♥❞ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

〈
u

′
z
2
〉
= 0.0217U2

o e
(−200η21) &

〈
u

′
r
2
〉
= 0.0103U2

o e
(−217η21)

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❣✐♦♥s✿

〈
u

′
z
2
〉
=

1.91U2
o e

(−154η2)

z̄2
&
〈
u

′
r
2
〉
=

2.26U2
o e

(−178η2)

z̄2

✇❤❡r❡ Uo ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✱ r̄ = r/D, z̄ = z/D, η = r̄/z̄ η1 = (r̄−0.5)/z̄ ✳

❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❛s ❣♦♦❞✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥✲

❞❡♥t ♦♥ t❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❢♦r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❛✐❧❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✕✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ t❛✐❧♦r❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✕ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❡r✈❡❞ t♦

❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡r❡❜②

♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❞❞② ❛♥❞ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❙❉❉▼ ♠♦❞❡❧s ❝❛♠❡ ✇❤❡♥ ●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s ✭✶✾✽✶✮ ✭❤❡r❡❛❢t❡r ●✫■✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❞❞②✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♠❡ ❛❜♦✉t ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❍❡tsr♦♥✐ ✫ ❙♦❦♦❧♦✈ ✭✶✾✼✶✮ ❛♥❞ ❘✐❜❡r♦ ✫ ❲❤✐t❡❧❛✇ ✭✶✾✼✺✮ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t r♦✉♥❞

❥❡ts✳ ■♥ t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②✱ U
′
p✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✐s r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t②♣✐✲

❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛

st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❦✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦✿

urms,i =
√

2/3k

✇❤❡r❡ urms ✐s t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞

t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ❊❛❝❤ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛s

✇❡❧❧ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❞② ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦

s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❚✐♠❡ ✭❚❈❚✮✱ tinteraction✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

✷✾



t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❧✐❢❡t✐♠❡✱ te ♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s✐t t✐♠❡✴❝r♦ss✐♥❣ t✐♠❡✱ tc✿

tinteraction = min(te, tc)

✇❤❡r❡ te ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠✿

te =
le√
2k/3

❛♥❞ le ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❛ss✉♠✐♥❣

✐s♦tr♦♣✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✿

le =
C3/4k3/2

ε

✇❤❡r❡ ε ✐s t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥❢✉s✐♥❣

♦♥❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ q✉❛♥t✐t② ♠✉❝❤ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ✐♥ s✐③❡✳ ■t ❤❛s r❡t❛✐♥❡❞

t❤✐s ♥❛♠❡ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛❝r♦ss ❛❧❧ t❤❡ s❝❛❧❡s ✉♥❧✐❦❡ ▲❊❙

✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r

♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❵❡❞❞✐❡s✬ ✐♥ ❛

❘❆◆❙ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s t❤✐s ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ le t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ r❡❢❡rr❡❞ t♦✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣

t✐♠❡✷ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

tc = −τp ln

(
1− le

τp |Uf −Up|

)

✇❤❡r❡ τp ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✿

τp =
4ρpdp

3ρCD |Uf −Up|

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝ts

✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❞② ❢♦r ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭❛❧♦♥❣ ✐ts ❝♦♠♣✉t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛ t✐♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ te✳ ■❢ tc ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ t❤❡

✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♠♦✈✐♥❣ s❧♦✇❧②✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐♥❡rt✐❛ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❵tr❛♣♣❡❞✬

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡❞❞②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❡❞❞② s❤♦✉❧❞ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ❛t

♠♦st ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡❞❞② ❧✐❢❡t✐♠❡✱ te✳

❚❤❡ ●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s ✭✶✾✽✶✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❛t❡ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞

❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❢❡✇ r❡s❡❛r❝❤❡rs ✭❙❤✉❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✮ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♠❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣

s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡❧❡❝t❡❞✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢

❡❛❝❤ t❡st ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❨❡♦❤ ✫ ❚✉ ✭✷✵✵✾✮ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡

✷◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❡❛rs
r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝r♦ss✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ tc = le

|Uf−Up| ✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

✕❡❞❞② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ♥♦t❡❞ ❜② ❨❡♦❤ ✫ ❚✉ ✭✷✵✵✾✮✳
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❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❞❞② ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ❡❞❞② s✐③❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡s❡

s✐♠♣❧❡ ❙❉❉▼ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t✱ t❤❛t ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡❝r❡❛s❡✱ ♦♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞ ♥♦ ❡♥❞❡❛✈♦r ✐s ♠❛❞❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✳ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣② r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

❤♦✇ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❇❡r❧❡♠♦♥t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❇✉rr② ✫ ❇❡r❣❡❧❡s ✭✶✾✾✸✮ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡

✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✢✉①❡s t❤❛t ❛❣r❡❡❞ ❝❧♦s❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❙❤✉❡♥ ❡t ❛❧✳

✭✶✾✽✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡♥s♦rs

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ ❜♦t❤ ❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ st♦r❡✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❤♦✉❣❤ ✐s

t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ t❡♥s♦rs✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡

❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❡s

✇❤❡r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳

✶✳✹ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❡①❡r❝✐s❡ ✐❢ ❛

♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ♣❡r♠✐t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❢♦r ❘❆◆❙ ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧ st❡♠s ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ●✫■ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡

❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧s

✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡✐r s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♠❛② ❜❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦

t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ t❤❡② ❡♠♣❧♦② ❢♦r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤♦s❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ♣❤②s✐❝s ✭❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s❡✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

✐s ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✱

❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡✳ ❚❤❡

❧❛tt❡r ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐❢ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥❀ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞

✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✈✐❡✇ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❑❙✳ ❆ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ✐♥

❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

❛♥❞ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ♦♥ ❞✉r✐♥❣

t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✸✶



✶✳✹✳✶ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚✉r❜✉❧❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ r❡❛❧ ✢♦✇s✱ ✇❤✐❝❤

✐s ♦❢ ❜♦t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✳ Pr❛❝t✐❝❛❧✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧r❡❛❞②✱

❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st r❡❛❧ ✢♦✇s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠❜✉st✐♦♥

♣r♦❝❡ss❡s ♦r ♣♦❧②♣ tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ♦❝❡❛♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♥❡✇ ❝♦r❛❧ r❡❡❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ✕❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✈❡r②✲

t❤✐♥❣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✕✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t♦ t❤✐s ❞❛② r❡♠❛✐♥s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❛t ✉♥s♦❧✈❡❞

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳

❆s ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❡✈♦❧✈❡s ❛♥❞ ♠♦✈❡s t❤r♦✉❣❤ s♣❛❝❡ ✐t ❝❛rr✐❡s ✇✐t❤ ✐t ♣❛❝❦❡ts ♦❢ ✢✉✐❞✳ ❚❤✐s

♣❛❝❦❡t ♦r ♣❛r❝❡❧ ♦❢ ✢✉✐❞ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ♠✐❝r♦s❝❛❧❡ ❜✉t ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❝❛❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t❤❛t ✐t ♠❛② st✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐s

t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✢✉✐❞ ♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt

♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ♦r ♣❛ss✐✈❡ tr❛❝❡rs✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✢♦✇s ♦♥❡

♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❙tr❡ss ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t②

t♦ ❞r✐✈❡ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s t♦✇❛r❞s ✉♥✐❢♦r♠✐t②✳

❉❡s♣✐t❡ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ♠♦❞❡❧

t❤❡ ♦✈❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ✢♦✇s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s ♦♥ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡s ❛♥❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s❝❛❧❡ t❤❛t

♠✉st ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐③❡

✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞✱ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

✶✳✹✳✷ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❉②♥❛♠✐❝s

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡

♠❛❞❡ ❜② ❛♥❛❧♦❣② t♦ tr❛✐♥s ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡r ♦r

♦❜s❡r✈❡r ✐s st❛♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ tr❛✐♥s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐♦♥

♣❧❛t❢♦r♠ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦❛r❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❛❣❡s

♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♠♦✈❡ ♣❛st ❤✐♠✱ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠✐♥❣ t♦ ❛ st♦♣ ✐♥ ❛ st❛t✐♦♥✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t ❞❡✜♥✐t❡❧② ❤♦❧❞s✱ ❍♦❧♠❡s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢

❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛ ❢✉rt❤❡r ♣♦✐♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✭❛♥❞ st✐❧❧ ❛r❡✮ t♦ st✉❞② ✢♦✇s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✱ ♥❛♠❡❧② ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s

❛♥❞ ✇✐♥❞ t✉♥♥❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧❡t✱ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ ♦✉r ♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ✢♦✇s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②

♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ st❡❛❞②✱ ❜✉t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ✉♥st❡❛❞②✳ ❚❤❡② t❡♥❞ t♦ ✈❛r② s❧♦✇❧② ✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❛♥❞ s✉❞❞❡♥❧② ✐♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts t❤❡

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r s✐♠✐❧❛r ✭t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✮✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛❧s♦ t❤✐♥❦ ♦❢ t✐♠❡ ❛s ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ r✐❣❤t ❞✉❡ t♦ ✇❡st❡r♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥

♦❢ r✐❣❤t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛r❝❡❧ ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ t❤❡ st❛t❡

✇❤❡♥ ✐t ♣❛ss❡❞ t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ❛♥❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s tr❛❝❦❡❞ ✲❛♥❞ ❞r❛✇♥✲ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦

r✐❣❤t ✉♥t✐❧ ✐t ❡①✐ts t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ♣❛r❝❡❧s ♦❢ ✢✉✐❞ ♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥

✸❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝r♦ss✲str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ t❤❛t ✐s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

✸✷



t❤❡✐r ②♦✉t❤ ♥❡①t t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t✱ tr❛❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✴t✉♥♥❡❧

✉♥t✐❧ t❤❡② ♣❛ss t❤❡ ❡①✐t ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ t❤❡✐r ♦❧❞ ❛❣❡ ✭t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts

♦❢ ✈✐❡✇ ❛r❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛s ✐t ✐s ♣r❡s✉♠❡❞ t❤❛t s♠❛❧❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡

❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ s♦ ❢❛r t❤✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞ ✢♦✇ ❛r❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❊q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐✲

♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❝❛st ❤❡r❡ ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✿

∂u (r, t)

∂t
+ (u ·∇)u+

∇p

ρ
+ ν∇2u= f

∇ · u= 0

✇❤❡r❡ u (r, t) ❛♥❞ p (r, t) ❛r❡ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞s ✜❡❧❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t

❧♦❝❛t✐♦♥ r ❛♥❞ t✐♠❡ t✱ ν ✐s t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ ❢ ❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦❞② ❢♦r❝❡s

❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❆❞♦♣t✐♥❣ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❉②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ st✉❞✐❡s ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦r ♠❛♥② ♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦r ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡✳ ❊②✐♥❦ ✭✷✵✶✷✮ ♣♦s✐ts t❤❛t ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❉②♥❛♠✐❝s ❛r❡

❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ▲✉❝❝✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ t❤❡

❛✉t❤♦rs ✐❞❡♥t✐❢② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥✲

❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❞❡♥ ✢♦✇s ✇❤❡r❡ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦rr✉♣t❡❞

❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✹✳ ■♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❊q✉❛t✐♦♥ ✐s✿

duL (r0, t)

dt
+
[
∇p− ν∇2u

]
L
(r0 | t) = fL (r0 | t)

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ▲ ✐♥❞✐❝❛t❡s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛t r = rL (r0 |t)✳

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❉②♥❛♠✐❝s

❇❡❢♦r❡ r❡✈✐❡✇✐♥❣ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛rt ✇✐t❤

t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❢♦❧❧♦✇s ❝❧♦s❡❧②

t❤❛t ♦❢ ❚❡♥♥❡❦❡s ❛♥❞ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞ ❊②✐♥❦ ✭✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❞②♥❛♠✐❝s ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ tr❛❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t✐♠❡ t0

t♦ ✐ts ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ Xt
t0
(a) = x ❛t ❛ t✐♠❡ t ❛❢t❡r ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞

❤❡r❡ t❤❛t t❁t0 ❥✉st ❛s ❡❛s✐❧② ❛s t❃t0✳ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ tr❛❝❡s ❛r❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✺♦❢ t❤❡ ✢♦✇

❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s♠♦♦t❤ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✭✉✭①✱t✮✮ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② t♦♦ ✐♥ t✉r♥

❛r❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✿ a =
(
Xt

t0

)−1
(x)✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✢♦✇ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

d

dt
Xt

t0
(a) = u

(
Xt

t0
(a), t

)
Xt0

t0
(a) = a

❆ ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t❤❛t t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣s ❢r♦♠ t✐♠❡ t0 → t1

❛♥❞ t1 → t2 ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t1 → t2 ✿ Xt0
t1

·Xt1
t2

= Xt0
t2

❛♥❞ t❤❡ tr✐✈✐❛❧

✹❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❦✐♥❡t✐❝ ❊♥❡r❣② ❙♣❡❝tr✉♠ ∂
∂t
EL(t, ω)

♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❤✐st♦r② ✭t✐♠❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t②✮ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡
❛✉t❤♦rs ❛❞♦♣t❡❞ ❛ q✉❛s✐✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜r✐❞❣❡s✳

✺❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ✭✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ♠❛♥✐❢♦❧❞✮❀ ❛ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥
♣❡r❢♦r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② r❡s❡♠❜❧❡s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✱ ❈❤✐❝♦♥❡ ✭✶✾✾✾✮ ✫ ❱✳■✳❆r♥♦❧❞ ✭✶✾✽✽✮

✸✸



❝❛s❡ ♦❢ Xt
t = I

❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ✉♥✐t②✿ |∂Xt
t0

(a)/∂a| = 1 ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ✭s♦❧❡♥♦✐❞❛❧

✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ∇ · u= 0✮✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠❛♣ ✇❤✐❝❤ tr❛❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

① ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛t t✐♠❡ t ❜❛❝❦ t♦ ✐ts ❧❛❜❡❧At
t0
(x) = a ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ t0✿ A

t
t0

=
(
Xt

t0

)−1
✇❤✐❝❤

❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♣r♦♣❡rt② At
t0

= Xt0
t r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt② r❡❣❛r❞✐♥❣

s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t t♦ ❜❡

❡q✉❛❧ t♦ ✉♥✐t②✿ ∣∣∣∣
∂At

t0
(x)

∂x

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∂Xt

t0
(a)

∂a

∣∣∣∣ = 1

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧s ❛ ❛r❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡

❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r✉❧❡

✇❤✐❧st ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

At
t0

(
Xt

t0
(a)
)
= a

∂tA
t
t0

(
Xt

t0
(a)
)
+ u

(
Xt

t0
(a) ,t

)
· ∇xA

t
t0
(Xt

t0
(a) = 0

♦r ✻

DtA
t
t0
(x) = [∂t + u (x, t) · ∇x]A

t
t0
(x) = 0

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛r✿

∂tθ(x, t) + u(x, t) · ∇xθ(x, t) = 0

r❡❞✉❝✐♥❣ t♦ ✇❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

θ(x, t) = θ(At
t0
(x), t0)

θ(Xt
t0
(a), t0) = θ(a, t0)

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r ✐s ♥♦♥✲✐❞❡❛❧✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

∂tθ(x, t) + u(x, t) · ∇xθ(x, t) = κ▽2 θ(x, t)

❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥

(W(t′) = (W1(t
′), ...,Wn(t

′)))✿✼

dX̃t′
t (x) = u(X̃t′

t (x), t
′) +

√
2κdW(t′)

❋✐♥❛❧❧②✱ s❡tt✐♥❣ Ãt
t0
(x) ≡ X̃t0

t (x) ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ✿ θ(x, t) = E
[
θ(At

t0
(x), t0)

]
✇❤❡r❡ ❊ ❞❡♥♦t❡s

❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❞✈❡❝t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✉✭①✱t✮✮ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛

s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡

✻❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t t0 ✐s ♦❢t❡♥ ♦♠✐tt❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♦r ❞❡✲❝❧✉tt❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s At
t0
(x)&Xt

t0
(a) t♦ A(x, t)&X(a, t)

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✼❋♦r ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮
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✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛st ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✢♦✇ ♠❛♣ Xt
t0
(a) ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✿

d

dt
Xt

t0
(a) = u

(
Xt

t0
(a), t

)
= vt

t0
(a)

d
2

dt2
Xt

t0
(a) =

d

dt
vt
t0
(a) = (Dtu)

(
Xt

t0
(a), t

)

❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ Dt = ∂t + u(x, t) · ▽x
✽

r❡s✉❧t ✐♥✿
d
2

dt2
Xt

t0
(a) = −∇p

(
Xt

t0
(a), t

)
+ ν△u

(
Xt

t0
(a), t

)

❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ◆❡✇t♦♥✬s 2nd ❧❛✇✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛

s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❊②✐♥❦ ✭✷✵✶✷✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❙❛❧♠♦♥ ✭✶✾✽✽✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ ❊✉❧❡r✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s

❢r♦♠ ❛ ❧❡❛st✲❛❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❙ ❢♦r ❡✈❡r② ✢✉✐❞

❡❧❡♠❡♥t ❛✿✾

St
t0 [x,a] =

t
ˆ

t0

[∣∣∣Ẋ(a, τ
∣∣∣
2
− p(X(a, t))

]
dτ

❙❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛r❡ ❝❛st ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r✳ P❡r❤❛♣s

t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❱♦rt✐❝✐t② ❊q✉❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❋♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❱♦rt✐❝✐t②

❊q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ✈♦rt❡① str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥✿ ✶✵

ω(x(a, t)) = Ω(a) · ∇aX(a, t)

❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❞❡✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ δa ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛ ❛♥❞ ❛ + δa✳ ❚✇♦

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♣❛t❤s ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐❧❧

❜❡❣✐♥ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

δX(a, t) = X(a+ δa, t)−X(a, t)) = δa · ∇aX(a, t)

❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✈❡❝t♦r ✐s

❧✐❦❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐s t❤❛t t❤✐s ❡❧❡❣❛♥t

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s♦❧❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐rr♦t❛t✐♦♥❛❧

♠❡❛♥ ✢♦✇ ✭✐✳❡✳ ∇×U = 0✮✳ P✳●✳ ❙❛✛♠❛♥ ✭✶✾✾✷✮✱ ✐♥ ❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s

❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ 20th

❝❡♥t✉r② ❜② ●✳■ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✷✶✮ ❛♥❞ ▲✳❋✳ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ✭✶✾✷✻✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t t♦❞❛②

✐♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡

✽❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✭♠❛t❡r✐❛❧✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱D/Dt = ∂/∂t+ u · ▽ ❛♥❞ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡s❀ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ s♣❛❝❡✱
∂/∂t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ D/Dt ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✾❚❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐♠❡s ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②
♦r ♣❛t❤ ❛s ❛♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❘❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ ✉♥✐ts ♦❢ ❏♦✉❧❡✯❙❡❝♦♥❞s✳

✶✵❚❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ Ω = (ω·∇x)A✱ DtΩ = 0 &DtA = 0

✸✺



✉♥❞❡r s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

❖♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✫ st❛t✐st✐❝s

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡s ✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞✱

❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ st❛t✐♦♥❛r②✱ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ✇✐t❤

❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡✶✶✳

❖♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞ ❜② ●✳■✳ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✷✶✮✳ ❆s ❈❤r♦♥♦♣♦✉✲

❧♦s ✭✷✵✵✺✮ ❡①♣❧❛✐♥s✱ ●✳■ ❚❛②❧♦r✬s r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❛s t❤❛t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠✉st

❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ❚❛②❧♦r ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❧❛t❡r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢

✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✿
〈
|δX(a, t0; t)|2

〉
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡s ✐s✿

δX(a, t) ≡ X(a, t0 + t)−X(a, t0)

❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ 〈〉 ♠❛② ❜❡ s♣❛t✐❛❧✱ t❡♠♣♦r❛❧ ♦r ❜♦t❤✳ ❖♥❡ ♠❛② ❡✈❡♥ ♣❡r❢♦r♠

❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛ ❛♥❞ t0✱ ✐✳❡✳ t❤❡

✢♦✇ ✐s st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦✶✷✿

δX(a, t) = X(a, t)− a =

t
ˆ

0

dsv(a, s)

✇❤❡r❡ ✈✭❛✱s✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ t✉r♥ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧

❜❡❝♦♠❡✿

〈
|δX(a, t0; t)|2

〉
=

t
ˆ

0

ds

t
ˆ

0

ds′
〈
v(s′) · v(s)

〉

■❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s st❛t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ t❤❡♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦❝❡ss ✐s st❛✲

t✐♦♥❛r② ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

〈
v(s′) · v(s)

〉
=
〈
v(s′ − s) · v(0)

〉

✇❤✐❝❤ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞s✿

✶✶❇✐r❞ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✵✮✮ ❡①♣❧❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞❀ ✜rst t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❡✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
s❝❛❧❡s ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞❡❝❛② ❛♥❞ ❞✐❡ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t s♦ ✐♥ t✉r♥ t❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛ st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇❀ s❡❝♦♥❞❧② ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡
s❝❛❧❡ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ ♣❛r❝❡❧ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♥♦ r❡❛❧ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❞❡❝❛②✐♥❣ ❡♥❡r❣②
❝❛♥ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ st❛t✐♦♥❛r② t♦ ❛ ✇❛♥❞❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

✶✷❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t0 = 0 ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦ ❧♦ss ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②✳

✸✻



τ = s′ − s ✫ T = 1/2 (s′ + s)✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ✿ ✶✸

〈
|δX(t)|2

〉
= 2

t
ˆ

0

dτ (t− τ) 〈v(τ) · v(0)〉

❆s t❤❡ t✐♠❡✱ t✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

lim
t→∞

〈
|δX(t)|2

〉
= 2

∞̂

0

dτ (t) 〈v(τ) · v(0)〉 ↔ lim
t→∞

〈
|δX(t)|2

〉

2t
= D

✇❤❡r❡

D =

∞̂

0

dτ 〈v(τ) · v(0)〉 < +∞

Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡ st❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭st❛t✐♦♥❛r② ✫ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡✮ r❡♠❛✐♥s tr✉❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✐s ❞✐✛✉s✐✈❡✿ 〈
|δX(t)|2

〉
∝ 2tD

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ❛t ✇❤✐❝❤ ●✳■✳ ❚❛②❧♦r ❛rr✐✈❡❞ ❛t ✐♥ ✶✾✷✶✶✹✳ ❆♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡✲

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✭✈✭❛✱t✮✮

♠✉st ❞❡❝❛② r❛♣✐❞❧②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡✿

TL =
1

〈|v(0)|2〉

∞̂

0

v(τ) · v(0)dτ =
D

〈|v(0)|2〉

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ t✐♠❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ δX(t) ♦♣❡r❛t❡s ❞✐✛✉s✐✈❡❧② ✇❤✐❧st

t ≫ TL✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❧✐♠✐t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❚❡♥♥❡❦❡s✬ ✫ ▲✉♠❧❡②✬s ✭✶✾✼✷✮ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

r❡❛s♦♥✐♥❣✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡ TL ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ t♦ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②✿

TL ∼ l/u

❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❀ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♦r

t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ♠✉st ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❘▼❙ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡✲s❝❛❧❡✿

νT ∼ u2TL

❍❡♥❝❡ ♦♥❡ ♠❛② t❤✐♥❦ ♦❢ ❉ ❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ νT ✱ s✐♥❝❡ ✿

TL ∼ l/u ∼ νT/u2

✶✸❲❤❡r❡ ✉s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♦❢ 〈v(τ) · v(0)〉 = 〈v(0) · v(−τ)〉 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

∂(τ,T )/∂(s,s′) = 1

✶✹❚❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛st t❤✐s ✐♥ ❛ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥✱❲✭t✮✿ lime→0
〈|δX(t/e)|2〉√

2D/e
= W(t)

✸✼



❚❤✐s ✐s✱ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇❛② ❈❋❉ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② ❢♦r t❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮ ❝❛❧❧ t❤✐s ❛♥ ❡❞❞② ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱

❞❡✜♥❡❞ ❛s ♦♥❡✲❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠

❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡❞❞② ❞✐✛✉s✐✈✐t② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s

♠❡tr✐❝ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❛t❤❡r ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

▼❛r❦♦✈ ❧✐♠✐t st✐❧❧ ❤♦❧❞s✱ ❡❞❞② ❞✐✛✉s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ r❛♥❞♦♠ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ t ≪ TL✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❚❛②❧♦r

✭✶✾✷✶✮✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

t✳ ❲❤✐❝❤ ✐s t♦ s❛② t❤❛t ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✴tr❛❥❡❝t♦r②

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡ s♣❛♥✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣❡rt✐♥❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛tt❡r ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t✱ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t

st❛t✐st✐❝s✱ ❊✉❧❡r✐❛♥ u(x, t) ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② st❛t✐st✐❝s v(a, t) ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡

✢♦✇ ✐s ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✶✺✿

〈
|v(0)|2

〉
=
〈
|u(0)|2

〉
= u2rms

❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✇✐❧❧ ❛✐♠ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♣♦✐♥t ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲

♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ P
(1)
t ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡

❡❧❡❣❛♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✿

P
(1)
t (x|a)= 〈δ (X (a, t)− x)〉

❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✢♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t

❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✿

P
(1)
t (x− a) = P (1)(x− a|0)

❆♥❞ ❛s t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✜♥✐t② (t → ∞) t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s✿

P
(1)
t (x− a) ∝ exp(

−|x−a|2/4Dt

(4πDt)
d/2

)

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♠❡❛♥ s❝❛❧❛r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿ θ̄ (x, t) = 〈θ (x, t)〉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s❝❛❧❛r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r✱ θ0✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

θ (x, t) = θ0 (A (x, t)) =

ˆ

ddaθ0(a)δ (A (x, t)− a)

✶✺■♥ t❤❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ♦♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞
❊✉❧❡r✐❛♥ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣♦✐♥t✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐❧❧ ✢✉❝t✉❛t❡ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣
✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t
❛♥❞ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳

✸✽



✇✐t❤ t❤❡ ❛✐❞ ♦❢ t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s✶✻✿

θ (x, t) =

ˆ

ddaθ0(a)δ (X (a, t)− x)

❋♦r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛❧❛r ✜❡❧❞ t❤❛t ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦✿

θ̄ (x, t) =

ˆ

dda 〈θ0(a)δ (X (a, t)− x)〉 =
ˆ

dda 〈θ0(a)〉 〈δ (X (a, t)− x)〉 =

=

ˆ

ddaθ̄0 (a)P
(1)
t (x|a)

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞

❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐✲

❝❧❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡r❡✳ ❆s ❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ t❤❡ ♣r♦❢♦✉♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♠❛② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❛t s♦♠❡

✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❛t ❛ ❧❛t❡r ✐♥st❛♥t✳ ■t s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡

❝❧❡❛r ❤♦✇ ❛♥❞ ✇❤② ♥♦♥✲❞✐✛✉s✐✈❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ♦r ♠✐♥✉t❡✲s✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛r❦ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② tr✉❡ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇s✳ ❇❛t❝❤✲

❡❧♦r ✭✶✾✺✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ tr❡❛t✐♥❣ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② ✢♦✇s ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

✈❡❧♦❝✐t② ✐♥t♦ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✴❡❧❡♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t

♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❤❡❛r ❧❛②❡rs ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇✶✼✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ ❛t ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② s❝❛❧❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t r❛✐s❡❞ t♦ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡ ✇❛s r❛✐s❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❡①♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ s✐♠✐❧❛r✐t②

❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✫ st❛t✐st✐❝s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡

♣❛r❛♠♦✉♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧♦✉❞s ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs ❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ✜rst t❛❝❦❧❡❞ ❜② ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ✭✶✾✷✻✮ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❞❡r✐✈❡

❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ❋✐❝❦✬s ❧❛✇ ❜✉t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡❞❞②✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞

✇❤✐❧st ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✈♦❧❝❛♥✐❝ ❛s❤ ♣❧✉♠❡s ❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❛♥❡♠♦♠❡t❡r ❞❛t❛ t♦ ❜❛❧❧♦♦♥ ♣❛✐rs ❞r✐❢t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♦✉t❧✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛

s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r t♦ t❤❡ ♦♥❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛rr✐✈❡ ❛t ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥❝❡ ❛ ♣r♦❜✲

✶✻❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ✐s |∂A/∂x| = 1, t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ✐s✿

δ (A (x, t)− a) =
δ (X (a, t)− x)

|∂A/∂x| = δ (X (a, t)− x)

❛♥❞ dda r❡❢❡rs t♦ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡
✶✼❖❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤r❡❡ ②❡❛rs ❡❛r❧✐❡r ❜② ❈♦rrs✐♥ ✫ ❑✐st❧❡r ✭✶✾✺✹✮

✸✾



❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

∆(2)(t) s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t s♦♠❡ ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✱ t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛

❞✐st❛♥❝❡ ∆
(2)
0 = |∆a0|✱ t❤❛t ✐s✿ ∆(2)(t) = |X (a′, t)−X (a, t) | ✇❤❡r❡ a′ = a+∆a0✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣

♣♦✐♥t ✐s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ✐♥t♦ t❤❡ ❍♦❡❧❞❡r s♣❛❝❡✶✽ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ②❡t ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ ❤✱

|u
(
x′, t

)
− u (x, t) | ≤ A|x′ − x|h

❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✶✾✿

d/dt|X
(
a′, t

)
−X (a, t) | ≤ |d/dt

[
X
(
a′, t

)
−X (a, t)

]
|

❘❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✱

d/dt∆(2)(t) ≤ |u
(
X
(
a′, t

)
, t
)
− u (X (a, t) , t) |

s✐♥❝❡ d/dt (X (a, t) = u(X(a, t), t)✳ ❆❣❛✐♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❍♦❡❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉✐t② ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

d/dt∆(2)(t) ≤ A|X
(
a′, t

)
−X (a, t) |h = A

[
∆(2)(t)

]h

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♥♦✇ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

∆(2)(t) ≤
[
∆

(1−h)
0 + (1− h)A(t− t0)

] 1
1−h

■t ✐s ♥♦✇ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❍♦❡❧❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✱ h → 1 ❛♥❞

0 < h < 1✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t t❡♥❞s t♦ ✉♥✐t② ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

∆(2)(t) ≤ ∆0

[
1 +

(1− h)A(t− t0)

∆1−h
0

] 1
1−h

❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t✱ lim
n→∞

(1 + x/n)n = ex r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

∆(2)(t) ≤ ∆0e
A(t−t0)

▼❡❛♥✇❤✐❧❡ ✐❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

∆(2)(t) ≤ [(1− h)A(t− t0)]
1

1−h

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛st t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❍♦❡❧❞❡r ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐♥t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡q✉❛❧✐t②✱ t❤❛t

✐s✿ |u (x′, t) − u (x, t) | ∼= A|x′ − x|h ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ②✐❡❧❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✐♥✜♥✐t②✿

∆(2)(t) ∼=




∆0e

A(t−t0) while h → 1 & t → ∞
[(1− h)A(t− t0)]

1
1−h while 0 < h < 1 & t → ∞

✶✽❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❍♦❧❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐s q✉✐t❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝✲
❡❧❧✐♣t✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✲✈✐s❝♦✉s ✢♦✇✱ s❡❡ ❚❛♥♥❤✐❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮

✶✾❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡rs❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ||x|−|y|| ≤ |x−y|

✹✵



❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ∆0 ✐s ♥❡✈❡r ❢♦r❣♦tt❡♥ ✇❤✐❧❡

✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✐t ✐s ❧♦st ❛s t✐♠❡ t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❋r♦♠ ✏❑✹✶ t❤❡♦r②✑ ✭ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✾✹✶✮✮ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t ❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✴✸ ❢♦r t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✱ η ≪ ∆(2)(t) ≪ L ✭❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✮✿

∆(2)(t) ∝ A(t− t0)
3
2

❈❛st✐♥❣ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠❛t ②✐❡❧❞s✿

[
∆(2)(t)

]2
∝ 〈ε〉 (t− t0)

3

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡

❣r♦✇s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ∝ t3 ❛♥❞ t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛s t❤❡ t✇♦

♣❛rt✐❝❧❡s s❡♣❛r❛t❡✱ t❤❡② ✇✐❧❧ st❛rt ❡①♣❡r✐❡♥❝✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❣r❡❛t❡r r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✷✵✳ ❚❤✐s ✐s

t❤❡ ❢❛♠♦✉s r❡s✉❧t t♦ ✇❤✐❝❤ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ✭✶✾✷✻✮ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✿
〈[

∆(2)(t)
]2〉 ∝ g0 〈ε〉 (t − t0)

3 ✇❤❡r❡ g0 ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ s❤♦rt❧②✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ❇❛t❝❤❡❧♦r ✭✶✾✺✵✮ ✉s❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
(〈
∆2
〉)

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s

t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ (∆0)✱ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧

s✉❜✲r❛♥❣❡ r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✿

P
(2)
t

(
x,x′|a,a′

)
=
〈
δ (X (a, t)− x) δ

(
X
(
a′, t

)
− x′)〉

✇❤✐❝❤ ❢♦r ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✷✶✿

P
(2)
t

(
x,x′|a,a′

)
= P

(2)
t (x,x+∆x|a,a+∆a) = P

(2)
t (x−a,x− a+∆x|0,∆a)

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✉r♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

P̄t
(2)

(∆x|∆a) =

ˆ

ddxP
(2)
t (x,x+∆x|0,∆a)

❛♥❞ s✐♥❝❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ∆a ✐s ❧♦st ❛s t ≫ t0 ✇❡ ♠❛② ✇r✐t❡

P̄t
(2)

(∆x|∆a) = lim
∆a→0

P̄t
(2)

(∆x|∆a)

▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ s♦❧❡❧② ♦♥ |∆x|✱ ❢♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡❧♦❝✐t②

✜❡❧❞✱ ♦r ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛ ✜❡❧❞ ✇❤♦s❡ ✈❡❧♦❝✐t② st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✱ ❛s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ |∆a| ✐s ❧♦st✳ ❙❡tt✐♥❣ |∆x| = l ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ P̄t
(2)

(∆x) = P̄t
(2)

(l)

✷✵❚❤✐s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❍♦❡❧❞❡r ❡q✳ ❛❜♦✈❡✱ ✐✳❡✳ |u (x′, t)− u (x, t) | ∝ |x′ − x|1/3
✷✶s✐♥❝❡ x′ = x+∆x ✫ a′ = a+∆a

✹✶



♣❡r♠✐ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ✭✶✾✷✻✮✿

∂

∂t
P̄t

(2)
(l) =

1

ld−1

∂

∂t

[
ld−1K (l)

∂P̄t
(2)

(l)

∂l

]

✇❤❡r❡K (l) ∼= k 〈ε〉1/3 l4/3✱ ✐s t❤❡ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❞❞② ❞✐✛✉s✐✈✐t②✷✷✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐sts✱

✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❣❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊②✐♥❦ ✭✷✵✶✷✮✿

P̄t
(2)

(l) =
A l

(
k0 〈ε〉1/3 t

)9/2
exp

[
− 9l2/3

4k0 〈ε〉1/3 t

]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❆ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡✷✸ ❢♦r t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ¯Pt=0
(2)

(l) = δ (l) ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs

❜❡✐♥❣ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❝❧♦s❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡✈✐❞❡♥t ♦♥❝❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r

♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ t3 ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

〈[
∆(2)(t)

]2〉
=
〈
l2
〉
= g0 〈ε〉 t3

✇❤❡r❡ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐s✿ g0 = 1144k30/81 ✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♠✉❝❤ ❞❡❜❛t❡ t♦ t❤✐s

♣r❡s❡♥t ❞❛② ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ❛st♦♥✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❢

❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ✇♦r❦ t❤♦✉❣❤✱ ✇❛s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❞❞②✲❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ K ∝ l4/3✳

▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✶✮ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❞❞② ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❛❞♠✐①t✉r❡ ❝❧♦✉❞

✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❧♦✉❞ r❛❞✐✉s r❛✐s❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ✹✴✸ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ♥♦✇

✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s s❝❛❧✐♥❣ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s✐♠✐❧❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s

✭❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✾✹✶✮✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✶✺ ②❡❛rs ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥

❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ❞❡❝❛❞❡s ❜❡❢♦r❡ ❑✹✶ ✇❛s ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥ ♦❝❝✐❞❡♥t❛❧

❊✉r♦♣❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❧r❡❛❞②✱ ❇❛t❝❤❡❧♦r ✭✶✾✺✵✮ ❛♥❞ ✭✶✾✺✷✮ r❡✲❞❡r✐✈❡s t❤❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t②

❋✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇s ❛♥❞ ❇❛t❝❤❡❧♦r ✫ ❚♦✇♥s❡♥❞ ✭✶✾✺✻✮ ✫ ❇❛t❝❤❡❧♦r ✭✶✾✺✼✮

❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥t♦ ❢r❡❡ s❤❡❛r ✢♦✇s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ♥♦t❡ ♦❢ q✉❛s✐✲❛s②♠♣t♦t✐❝

♠♦t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❛✐rs ✇❤♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦r ❝♦♥✈❡rs❡❧② t✐♠❡ r❡❧❡❛s❡✱ ✐s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡s✳ ▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✶✮ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❛t ❖❜✉❦❤♦✈

❛♥❞ ▲❛♥❞❛✉ ❞❡r✐✈❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ s❝❤♦♦❧ ❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❛r❧②

❘✉ss✐❛♥ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ t❡①t❜♦♦❦ ▲❛♥❞❛✉ ✫ ▲✐❢s❤✐t③ ✭✶✾✻✸✮✳

P❡r❤❛♣s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ r❡♠❛r❦s t❤❛t ▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠✭✶✾✼✶✮ ♠❛❦❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈✐t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈♦rrs✐♥ ✭✶✾✻✷✮✱ ▲✐♥ ✭✶✾✻✵✮ ❛♥❞ ▲✐♥ ✫ ❘❡✐❞ ✭✶✾✻✸✮ t❤❡② s❤♦✇ ❤♦✇

✷✷❋♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ K = 0.17cm2s−1 ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❑ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 3.2×103cm2s−1

t♦ 1011cm2s−1 ❢♦r ❧ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 1.5×103cm t♦ 108cm✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤r♦✉❣❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❡♥♦♠✲
❡♥❛ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r r❡❛❞✐♥❣s t♦ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝②❝❧♦♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡r❡
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
❧❛♠✐♥❛✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ σ2 =

√
2Kt ❛♥❞ t ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ t❤✐♥♥❡ss✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

k 〈ε〉1/3✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✵✳✷✳
✷✸❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ A = (3/2)8

Γ(9/2)
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t❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② ❛r❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛ ▼❛r❦♦✈

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s

s✉✣❝✐❡♥t❧② r❛♣✐❞❧② ❛t ✐♥✜♥✐t②✳

✶✳✹✳✸ ❚❤❡ ❛❞❞❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s

❯♣ ✉♥t✐❧ t❤✐s ♣♦✐♥t ✇❡ ❤❛✈❡ tr❡❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❝❡❧s ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦♥t✐♥✉❛ ♦❢ ✜♥✐t❡❧❡ss

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✇❡ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❞r♦♣❧❡ts ❛♥❞ r❡❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤❡t❤❡r tr❛❝❡s ♦r

❧❛r❣❡r ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✱ ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❡❛r❧✐❡st ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ tr❛❝❡❞

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❝❡♥t✉r② ✇❤❡♥ ❙t♦❦❡s ✭✶✽✺✵✮✱ t❤❡ ♥❛♠❡s❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss

♥✉♠❜❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❤♦rt❧②✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞r❛❣ ♦♥ ❛ ❜❛❧❧ ♣❡♥❞✉❧✉♠✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇❛s ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❢♦✉♥❞ ❛ ♥❡✇ ❧❡❛s❡ ♦❢ ❧✐❢❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ▼❛①✇❡❧❧ ❛♥❞ ▲♦r❞ ❑❡❧✈✐♥ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❙t♦❦❡s ✭✶✽✺✵✮✳ ▲❛t❡r✱

❖s❡❡♥ ✭✶✾✷✼✮ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❙t♦❦❡s s♦❧✉t✐♦♥❀ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ s♦❧❡❧② ❢♦r t❤❡ ❞r❛❣ ✐♥ ❛ ❝r❡❡♣✐♥❣

✢♦✇✱ ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✲t❤✐r❞s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

s❤❡❛r✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❢♦r♠ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦❞❛② ✭❋❛♥ ✫ ❩❤✉ ✭✶✾✾✽✮✮ ✐s t❤❡ ❇❛ss❡t✲❇♦✉ss✐♥❡sq✲❖s❡❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥

✭♦❢t❡♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ t♦ ❇❇❖✮✱ ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❡❛r❧② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❇❛ss❡t ✭✶✽✽✽✮✱ ❇♦✉ss✐♥❡sq ✭✶✾✵✸✮

❛♥❞ ❖s❡❡♥ ✭✶✾✷✼✮✳ ❋♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❡❛✈✐❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✷✹✱ t❤❡ ❡❧❡❣❛♥t ❢♦r♠

❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❚❝❤❡♥ ✭✶✾✹✼✮❀ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❛st✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ s❡♥s❡ (Uf −Up) ❛♥❞

t❤❡♥ ❜❡st♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞ ❝❛rr✐❡r ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

πd3pρp

6

dUp

dt
= 3πµdp (Uf −Up)−

πd3p
6

∇p+
πd3pρf

12

d

dt
(Uf −Up) + ...

...+
3d2p

√
πµρf

2

ˆ t

t0

d
dτ (Uf −Up)√

t− τ
dτ +

∑

i

fi

❍❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ♣ ✫ ❢ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞ ❢❛r✲✜❡❧❞ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✬s ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥❀ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✐ts ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ❙t♦❦❡s✐❛♥ ❞r❛❣✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡✱ t❤❡ t❤✐r❞ ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♠❛ss ✭ s♦♠❡t✐♠❡s

❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛ss✮✱ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✐s t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞r❛❣ ❞✉❡ t♦ ✉♥st❡❛❞② r❡❧❛t✐✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✱ ❦♥♦✇♥

❛s t❤❡ ❇❛ss❡t ❤✐st♦r② t❡r♠ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❜♦❞② ❢♦r❝❡s ❛r✐s✐♥❣

❢r♦♠ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦r ❡✈❡♥ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❢♦r❝❡s✳ ❈♦rrs✐♥ ✫ ▲✉♠❧❡②

✭✶✾✺✻✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛t✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

❡q✉❛t✐♦♥✿

−∇p = ρ
DUf

Dt
− µ∇2Uf

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡✿

✷✹❚❤❡ ❜✉♦②❛♥❝② ❢♦r❝❡✱ ✭✷♥❞ t❡r♠ ♦♥ ❘❍❙✮ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢♦r❝❡
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dUp

dt
=

3ρf
2ρp + ρf

(
dUf

dt
− 2

3
ν∇2Uf

)
− 2

2ρp + ρf

[
18µ

d2p
(Uf −Up) + ρf (Uf −Up) · ∇Uf

]
+ ...

...+

√
µρf
π

18

dp (2ρp + ρf )

ˆ t

t0

d
dτ (Uf −Up)√

t− τ
dτ +

12

πd3p (2ρp + ρf )

∑

i

fi

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❛t ✐s ❢♦r s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱

s♠❛❧❧ s❤❡❛r ♥✉♠❜❡rs✷✺ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥✱ ♦r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦✱ t❤❡

❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✱ η✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐❧❧ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✐s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ❣✐✈❡♥

t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ τp = ρpd2p/18µ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡

✢♦✇✿

St = τp/τc

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t✱ ❝✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s❝❛❧❡✳ ❋♦r ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ t❤❡ ❧❛tt❡r

✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤✮ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❤✐❧❡

❢♦r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s ♦♥❡ ♠❛② ❝❛st t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧✱

♦r ❚❛②❧♦r✱ ♦r ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡

s♠❛❧❧❡r ❡❞❞✐❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣r❛✈✐t② ♦♥ ❛♥

✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t②✱ γ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❡ ❘▼❙ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✿

γ =
UT

p

u′

❈❤r♦♥♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✵✺✮ st❛t❡s t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② t❡♥❞ t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ str✉❝t✉r❡s

r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥❛✛❡❝t❡❞✱ ❞✐s♣❡rs✐♥❣ ❜② ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t t❤❛♥ t❤❡✐r ❧♦✇❡r ❞r✐❢t ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳

❲❤✐❧st r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈s❛♥❛❞②✭✶✾✻✸✮ ♦♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❤❡

♥♦t❡s t❤❛t ✐t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❞ ♥♦t ♣❧❛② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r♦❧❡

✐♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ✇❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t♦

❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❞r✐❢t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❤❛❧❢ ❛s ♠✉❝❤ ❛s

t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞r✐❢t✳

❱♦t❤ ✭✷✵✵✵✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ♥❡❛r ♥❡✉tr❛❧❧② ❜✉♦②❛♥t ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t

❤❛✈❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡s✱ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✉♥✐t② ❛♥❞ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s

t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❡s✱ t❤❛t

✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ r❛t✐♦ ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✉♥✐t② ✐t

✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♠❡♥❞ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ t❡r♠s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✐s

❢r♦♠ ❋❛♥ ✫ ❩❤✉ ✭✶✾✾✽✮ ✇❤♦ ✐♥ t✉r♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐t t♦ ❍❛♥s❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✿

dUp

dt
=

3ρfCD

4ρpdp
(Uf −Up) |Uf −Up|+

ρfCI

2ρp + ρf

[
d

dt
(Uf −Up)

]
+ ...

✷✺Rep = (Uf−Up)dp/ν ≪ 1 ✫ Res = d2p/ντη ≪ 1

✹✹



...+
ρf
ρp

DUf

Dt
dτ +

9ρf
dpρp

(ν
π

)1/2
CB

ˆ t

t0

d
dτ (Uf −Up)√

t− τ
dτ +

(
ρf
ρp

− 1

)
g

❚❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts CD, CI &CB ❛r❡ t❤❡ ❞r❛❣✱ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❇❛ss❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ r❡✲

s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

♥✉♠❜❡r✷✻✳ ❋♦r t❤❡ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧♦♥❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡❛❝❤ ❝♦✈❡r✐♥❣

❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥❧② t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s✐♥✉♦✉s ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞r❛❣ ❝✉r✈❡

t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❜❡❢♦r❡ ♦♥❡

t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢✉rt❤❡r ❢♦r❝❡s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉❝❤ ❛s ✐♥❞✉❝❡❞ ❧✐❢t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠

t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ♦r r♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❛✛♠❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡✛❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r

❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡❛❞❡r s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✉❧t t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤ ❜② ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣ ✭✶✾✻✽✮✳ ❇♦✛❡tt❛

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛s

St → 0 t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✢✉✐❞ ✇❤✐❧❡

❛s St → ∞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❡♥❞ t♦ r❡s♣♦♥❞ r❡❧✉❝t❛♥t❧② t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡

❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s

❛♥❞ t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✶✳✹✳✹ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞

t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t t♦✉❝❤❡❞ ✉♣♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s

♣✐♦♥❡❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ t❛❝❦❧❡❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ ♦❢t❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s ❛s t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠♦st r✐❣♦r♦✉s ❛♥❞

✇❤♦s❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦r ❝♦♥st❛♥ts ✐s t❤❡ ♠♦st ❡①❛❝t✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② ♦♥❡ t♦ ❛♥s✇❡r ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦✈❡r

t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❛s ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥

❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛st ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✐s q✉✐t❡ ❤❛r❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❡❞

❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r✱ ✐s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇s t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡s❀ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❛r✐s✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦

✇❛❧❧s ✐♥ ♣❧❛♥❛r ✢♦✇s✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t♦♦❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♠♦st ♦❢

t❤❡ ❡❛r❧② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧✉♠❡s ♦r t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛♥❡♠♦♠❡t❡r ❞❛t❛ ❛♥❞ s♦♠❡ ✇♦r❦ ❡✈❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧✐❦❡

t❤♦s❡ ♦❢ ❚❛t❛rs❦✐ ✭✶✾✻✵✮✳ ❇✉t ✐t ✐s ♦♥❧② ✈❡r② r❡❝❡♥t❧② t❤❛t ♣r♦❣r❡ss ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s

❤❛s ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✜❞❡❧✐t②✳

❱♦t❤ ✭✷✵✵✵✮ ♣✐♦♥❡❡r❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ str✐♣ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②

♣❛rt✐❝❧❡ ♣❤②s✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❚❛②❧♦r ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s

✷✻Anp =
|d(Uf−Up)/dt|
(Uf−Up)

2 dp ✫ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡✿

CI = 2.1− 0.132An2
p/1+An2

p & CB = 0.48− 0.52An3
p/(1+Anp)

3

✹✺



♥✉♠❜❡r✷✼ ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦✉♥t❡r r♦t❛t✐♥❣ ❞✐s❝s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ✜rst

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❑✹✶

s❝❛❧✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤♦✉t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ r❡♠❛r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝②

❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧✐♥❣✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❱✐r❛♥t ✫ ❉r❛❝♦s ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ❖tt ✫ ▼❛♥♥ ✭✷✵✵✵✮

✉s❡❞ P❛rt✐❝❧❡ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ✢♦✇s ♦❢ Re ∼ 100✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r st✉❞✐❡❞ ❛ t✇♦✲❣r✐❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡

❘✐❝❤❛r❞s♦♥✲❖❜✉❦❤♦✈ ❧❛✇ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r

❡①❛♠✐♥❡ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❇❛t❝❤❡❧♦r✬s ❧❛✇✷✽✱

❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡✐r ❝❛s❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡

❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧✲s✉❜ r❛♥❣❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s

t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ♠♦❞❡❧s ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ♠♦❞❡❧ s❡❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✮ ❞♦

♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❜✉t ♣❡r❤❛♣s t❤❛t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s ♥♦t ❞✐✛✉s✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❜✉t r❛t❤❡r ❛♥ ❛❧❧✲❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱

❈❤r♦♥♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✵✺✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ t✉❜❡ ✢♦✇ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡ ✭O ∼ 15− 20 · 103✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣r❛✈✐t②
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱

〈
∆2
〉
✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐♥ ❛ r❛♥❣❡

❜❡t✇❡❡♥✱ t0.6 → t0.75✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ∆2
0✳

❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ✐s♦tr♦♣② ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦ ✇❤❡♥ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s❛t✐s✲

❢❛❝t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ✐♠♣❡t✉s ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✹✳✺ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ ❢❛♠♦✉s ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛r✐s❡s ✇❤✐❧❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♦♥✲

s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥ t❡r♠s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❝❛❧❛r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛

s❡❝♦♥❞✲♠♦♠❡♥t t❡r♠✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉① ❞❡♥s✐t②✳ ❆s ❇r♦❞❦❡② ✭✶✾✻✼✮ ❡①♣❧❛✐♥s ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢

❡q✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♦♥❡ ♠♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ t❤❛♥ t❤❡r❡ ❛r❡

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts

✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤✐r❞ ♦r❞❡r t❡r♠s ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r t❡r♠s

❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡✐t❤❡r ♣❛r❛♠❡tr✐③❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦r tr② s♦❧✈✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞ ♠♦♠❡♥t r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s

✷✼Reλ ∼ [140− 900] ✇❤❡r❡ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② Reλ = λ2

151/2η2 ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❚❛②❧♦r

♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐s ❣✐✈❡ ❜② λ =
(

15vσ2

ε

)1/2

, η =
(

ν3

ε

)1/4

& τη =
(

ν
ε

)1/2
❛r❡ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡s

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✬s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ 3
2
σ2 =

´∞
0

E(k)dk ✇❤❡r❡ E(k) = αε
2/3k

−5/3

✐s t❤❡ ✈♦♥ ❑❛r♠❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ❦ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞ α ✐s t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❝♦♥st❛♥t ✭❢r♦♠ ❍✐♥③❡
✭✶✾✼✺✮ ❛♥❞ ▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✶✮✮

✷✽❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✲♥❡✐❣❤❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✿ q(l, t) = 1

N〈l2〉3/2 exp
[

−H(l/
〈

l2
〉1/2

)
]

✳ ❘✐❝❤❛rs✲

❞♦♥✬s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ e−|l|2/3✇✐t❤ ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❝✉s♣ ❛t ❧❂✵✿ N = 35
3

(

2π
143

)3/2
& H(ρ) =

(

1287ρ2

8

)1/3

✳

❇❛t❝❤❡❧♦r✬s ✐s s♠♦♦t❤❧② ●❛✉ss✐❛♥✿ N =
(

2π
3

)3/2
&H(ρ) = 3ρ2

2
✇❤✐❧st ❑r❛✐❝❤♥❛♥✬s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s

❢♦r s♠❛❧❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❜✉t t❤❡ t❛✐❧s ❜❡❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡ e−|l|4/3 ✳

✹✻



str❡ss❡s✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦r t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ❡❝✉✲

♠❡♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✳ ❇❛❧❞♦❝❝❤✐ ✭✶✾✾✷✮ ♥♦t❡s t❤❛t ✜rst ♦r❞❡r ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝❧♦s✉r❡ s❝❤❡♠❡s ❢❛✐❧ ✐♥

✢♦✇s ✇❤❡r❡ ❝♦✉♥t❡r✲❣r❛❞✐❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐s ♣r❡s❡♥t ✇❤✐❧st ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ✐♥✲

t✉r♥ r❡❧② ♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t tr❛♥s❢❡r s❝❤❡♠❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧♦s✉r❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❉❡❛r❞♦✛ ✭✶✾✼✽✮ t❤✐s ✐s

❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t tr❛♥s❢❡r s❝❤❡♠❡s ♦♥ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t✉r❜✉❧❡♥t

❞✐✛✉s✐✈✐t✐❡s✳

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❢❛r ❛♥❞ ♥❡❛r

✜❡❧❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s s✐♥❦s ❛♥❞ s♦✉r❝❡s✳ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✻✺✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❛t ❛r✐s❡✱ ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧

s❝❛❧❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡✐♥❣ s✇❡♣t ❛❧♦♥❣ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✱ ♥❡❛r❧② ✉♥❞✐st♦rt❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t✐♠❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡rt✐♥❡♥t t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥

s❝❛❧❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✳ ■♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦

❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛st t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛

q✉❛s✐✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ uL(∆x) ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ∆x t❤❛t

✐s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② uL(0, t)✿

d

dt
∆x = uL(∆x) = u(∆x, t)− u(0, t)

✶✳✹✳✻ ▼♦❞❡❧s ❢♦r ❘❡❧❛t✐✈❡ ❉✐s♣❡rs✐♦♥

▼❛♥② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❤❛❧❢✲❝❡♥t✉r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣✲

t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r ♦❢ ❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛✐♠

t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✜rst ❤✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧

❛♥❞ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡♥ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝♦♥t❡①t✮

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✐t ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ✢✉✐❞

♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦❝❡ss✷✾✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r♠s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♠♦st st♦❝❤❛st✐❝

♠♦❞❡❧s✳ ❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮✱ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s

❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦r ❛s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦❦❦❡r✲

P❧❛♥❝❦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❝✐t✐♥❣ ●❛r❞✐♥❡r ✭✶✾✽✸✮✮✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst

❝❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

dUi = ai (U,X, t) dt+ bij (U,X, t) dWj (t) & dXi = Uidt

✇❤❡r❡ dW (t) ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❲✐❡♥❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✸✵✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡✲

s❡♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ♠♦t✐♦♥s ❜② ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❯

✷✾❉✉r❜✐♥ ✭✶✾✽✵✮ ♥♦t❡s t❤❛t ✐❢ t ≫ TL t❤❡ ❵✈❡❧♦❝✐t② ♠❡♠♦r②✬ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t
♠❛② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❥✉♠♣s ✳

✸✵✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ dWi(t)dWj(t+ τ) = δijδ(τ)dtd(t+ τ)

✹✼



❛♥❞ ❳✱ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ t♦ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t ✈❡❧♦❝✐t②✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ pL (u,x, t;v,y, s)✸✶ ✐s✿

∂pL
∂t

+
∂uipL
∂xi

= −∂aipL
∂ui

+
∂2BijpL
∂ui∂uj

& Bij =
1

2
bikbkj

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ✜rst ♠♦❞❡❧s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✲

❞✐t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡ ●❛❧✐❧❡❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❛s ▼♦♥✐♥

✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✶✮ ♠❡♥t✐♦♥ ❝✐t✐♥❣ ❖❜✉❦❤♦✈ ✭✶✾✺✾✮✮✳ ❚❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱

s✐♥❝❡ ai = 0 &Bij = Bδij r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿ ∂pL
∂t + ui

∂pL
∂xi

= ∂2pL
∂ui∂ui

✳

❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮ ♥♦t❡s t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜✲r❛♥❣❡✱ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s

✷♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✾✹✶✮✮ B = 0.5C0ε̄ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲

♣❛rt✐❝❧❡ ♦♥❡✲t✐♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❱❡❧♦❝✐t② ❙tr✉❝t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱〈
U2
i

〉
= 3C0 〈ε〉 t ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲t✐♠❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✿

〈
X2

i

〉
= C0 〈ε〉 t3✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞

♥♦t ❝♦♠❡ ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❚❛②❧♦r ✭✶✾✷✶✮ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞

❡♠♣❧♦②❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❢ ❣r❡❛t❡st ✐♥t❡r❡st t♦

st✉❞② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs✳

❆♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆♦✈✐❦♦✈ ✭✶✾✻✸✮✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✺✮✱

✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❡✛❡❝t✐✈❡❧② ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✮ ✇❡r❡ ❡♠✲

♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥

❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤♦✉❣❤✱ ✐♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ❤❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

♣❛rt✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞

t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧s t♦ ❛tt❡♠♣t t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❧❛st ✐ss✉❡ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✉r❜✐♥ ✭✶✾✽✵✮

✇❤❡r❡ ❛❣❛✐♥ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✸✷✳ ❙❛✇❢♦r❞

✭✷✵✵✶✮ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ✫ ❖r♥st❡✐♥ ✭✶✾✸✵✮

♣r♦❝❡ss✸✸✱ ζ (t)✱ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥✱

∆x✱ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② str✉❝t✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ R1/2 (∆x)✿

d∆x

dt
=

d
(
x(1) − x(2)

)

dt
= R

1/2 (∆x) ζ (t)

✇❤❡r❡ R (∆x) =
[
∆2

x/(∆2
x+Λ2)

]1/3
❛♥❞ Λ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ t3 ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r

✐t ❞✐❞ s♦ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s❝❛❧❡s

❡①t❡♥❞ t♦ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ s♠❛❧❧❡st t✐♠❡ ❛♥❞

s♣❛❝❡ s❝❛❧❡s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❤✐❣❤ ❘❡ ✢♦✇s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ❢♦r

❤✐❣❤ P❡❝❧❡t ♥✉♠❜❡r✱ P❡✳

✸✶❲❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ▲ ✐s ❢♦r ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✇❤❡♥
t❤❡ ✏✇❡❧❧ ♠✐①❡❞✑ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✸✷❉✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t ∆T → 0 t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❉✉r❜✐♥ ✭✶✾✽✵✮✮✳

✸✸❆ st♦❝❤❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❙t❛t✐♦♥❛r②✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥✲r❡✈❡rt✐♥❣✳

✹✽



❙❛✇❢♦r❞ ✭✶✾✽✸✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ ❉✉r❜✐♥✬s ♠♦❞❡❧ ❜② r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛✐r

s❡♣❛r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘▼❙ s❡♣❛r❛t✐♦♥✿

d∆x

dt
= R

1/2
(
∆2

x

1/2
)
ζ (t)

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬ s ❧❛✇ ❜✉t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r

♣❛rt✐❝❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❛s ♠♦r❡ ●❛✉ss✐❛♥✳ ❈❤r♦♥♦♣♦✉❧♦s ✭✷✵✵✺✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t❡❞

✐♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ❧❛r❣❡r t✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ❵s♠♦♦t❤❡r✬ str✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡

♣❧✉♠❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❇❛❧❞♦❝❝❤✐ ✭✶✾✾✷✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t✱ ❝✐t✐♥❣ ❚❤♦♠♣s♦♥

✭✶✾✽✼✮✱ ✐s t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲♠✐①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞

❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ r❡♠❛✐♥s s♦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✇❡ ❞♦

♥♦t ❡①♣❡❝t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♠❡❛♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ ✇❤❛t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ✉♥✐❢♦r♠

✜❡❧❞✳

❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✽✼✮ ✫ ✭✶✾✾✵✮ s❡t ♦✉t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ t❤❡ ✇❡❧❧✲♠✐①❡❞

❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❋✐❝❦✬s ✜rst ❧❛✇✮ t♦ ❜❡

✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ●❛❧✐❧❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ai 6= 0✸✹

❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ❡q✉❛❧ t♦ Bij = 1/2C0 〈ε〉 δ ❢♦r ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s s✐♠✐❧❛r✐t②

t❤❡♦r② ❢♦r t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t0 = (∆2
0/〈ε〉)

1/3
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥

✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✸✺✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✐♥❡rt✐❛❧

s✉❜✲r❛♥❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡❀ r♦✉❣❤❧② ●❛✉ss✐❛♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t②

❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❧❛r❣❡ t✐♠❡s ❜✉t ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♠❛❧❧ t✐♠❡s✳

❊r♠❛❦ ✫ ◆❛sstr♦♠ ✭✷✵✵✵✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡♠♣❧♦② ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦✲

♠❡♥ts✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❦❡✇♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤

✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❞❞②

❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥ t❤✐s ❛ ❝❛s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❜♦✉♥❞❛r②✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❛s ❇♦r❣❛s ✫ ❙❛✇❢♦r❞

✭✶✾✾✹✮ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ai ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛②

✇❡❧❧ st✐❧❧ s❛t✐s❢② t❤❡ ✇❡❧❧✲♠✐①❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐s✲

t✐❝s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡✐r ❛tt❡♠♣ts t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞✐❞

♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ♣❛✈❡❞ t❤❡ ✇❛② ❢♦r t❤❡ ❉◆❙ ♠♦❞❡❧s

t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❡❛r❧② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❍✐st♦r② ❉✐r❡❝t✲■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭▲❍❉■✮ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✻✻✮✳ ❲❡

❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤♦✇ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✻✺✮ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥

❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ s✇❡❡♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐❛s ♦❢

✸✹❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✽✼✮ st❛t❡s t❤❛t ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠ t❤✐s ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿ ai = −C0〈ε〉
2σ2 λijUj +

1
2
λlj

∂λ−1
il

∂t
U + 1

2
λlj

∂λ−1
il

∂xk
UjUk ✇❤❡r❡ σ2 & σ2λ−1

ij ❛r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐①✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ t❡♥s♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✺❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜✲r❛♥❣❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛t✐st✐❝s s❤♦✇ ❛ ❞✉❛❧ ♥❛t✉r❡ ✐✳❡✿

〈

˜
U

(r)
i

〉

≈
{

6C0 〈ε〉 t tη ≪ t ≪ t0

(6C0 − 4C1) 〈ε〉 t t0 ≪ t ≪ tL

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❇❛t❝❤❡❧♦r✬s ✭✶✾✺✵✮ r❡s✉❧ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

✹✾



❊✉❧❡r✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦

❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❛s t❤❡s❡ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✈❡❝t❡❞ ❜② t❤❡

❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡r ●❛❧✐❧❡❛♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❑r❛✐❝❤♥❛♥✬s s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥ts

❜✉t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞✴♦r t✐♠❡s ✐♥ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s t❤❛t ✇❛s ❜❡✐♥❣

❝♦♥✈❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✇❛s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛r❜✐tr❛r②

✉s❡ ♦r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝✉t✲♦✛s ✐♥ ❤✐s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝❛✈❡❛t ✇❛s t❤❛t

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♦♥❡s ❞♦ ♥♦t ♣r❡❝❧✉❞❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s♣❡❝tr❛✳

❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧② ▲❍❉■ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t♦ ❚❛②❧♦r✬s ❢♦r

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ✢♦✇ ✇✐t❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇❤✐❧st ❛❧s♦ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❧❛✇ ❢♦r

♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜✲r❛♥❣❡✳ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✻✺✮ ❛r❣✉❡❞

t❤❛t ▲❍❉■ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ❑✹✶ ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦✉t❝♦♠❡✱ s✐♥❝❡ ✐t s❤❛r❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ tr❡❛t✐♥❣

t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ s❤❡❛r✐♥❣ ✢♦✇s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❡s ✐♥ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✻✻❜✮✱ ❛ ❝❛s❡ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧♥❡ss

♦❢ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✸✻✱ ♠✉❝❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ❑✹✶

❡①♣❧❛✐♥s ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s

st✉❞② ❑r❛✐❝❤♥❛♥✬s ✇♦r❦ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ s✐♥❝❡ ❤❡ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✭❑r❛✐❝❤♥❛♥

✶✾✼✵✮ t♦ ✉s❡ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ❢♦r ❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

❢♦r♠ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❉◆❙✮ ❛tt❡♠♣t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❢♦r ❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❡♥t✐r❡❧②✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ♣❛r❝❡❧✬s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛t t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♠♦st s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❘❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❡s❡ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r

♦❢ ❛ ❢❡✇ ❞♦✉❜❧❡ ❞✐❣✐ts t♦ ♣❡r❤❛♣s ❛ ❤✉♥❞r❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❝✉❜✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠

✶✷✽✲✺✶✷ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r② ❝♦st❧② t♦

❞♦ ❵❜❛❝❦✇❛r❞s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✬ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛r❝❡❧ ♣❛t❤❧✐♥❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛✐rs t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❨❡✉♥❣ ✭✷✵✵✷✮ ♥♦t❡s ♦♥❡ ♠♦r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ✭❝✐r❝❛ ✹t❤ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✮ t❤❛t

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❨❡t ♦♥❡ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r

♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s✳

■♥ ❉◆❙ t❤❡ ❝♦st ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐t t②♣✐❝❛❧❧② ♣r❡❝❧✉❞❡s t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧

✸✻■♥ ▲❍❉■ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤♦s❡ t❤❛t ❧✐❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ✐♥ ✇❛✈❡s♣❛❝❡ r❛t❤❡r t❤♦s❡ t❤❛t
s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛❞❞✐t✐♦♥✿ k = p+ q ✇❤❡r❡ k, p&q ❛r❡ t❤r❡❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r ❛ s✉❝❝✐♥❝t r❡✈✐❡✇ ♦❢
❑r❛✐❝❤♥❛♥✬s ❡❛r❧② ✇♦r❦✱ s❡❡ ❇r♦❞❦❡② ✭✶✾✻✼✮✳

✺✵



t✐♠❡s✳ ❘❛t❤❡r t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ tr❛❝❦ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❧st ❡♥s✉r✐♥❣

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ♥♦t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♥♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉◆❙ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t r❛t❤❡r t❤❛t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜❡❛r✐♥❣ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✳

Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts s✉✣❝✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❉◆❙ ♣r♦✈✐❞❡

✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥s✐❣❤t t♦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡ ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥❞❡r

❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st st✉❞✐❡s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❨❡✉♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ✇❤❡r❡ ❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r st❛t✐♦♥❛r② ✐s♦tr♦♣✐❝ ♥♦♥✲❞❡❝❛②✐♥❣ ✢♦✇✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞

❤❡r❡✱ t❤❛t t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❛ttr✐❜✉t❡ ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦♥

❛✈❡r❛❣❡ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✇❛s s✉♣♣❧✐❡❞

t❤r♦✉❣❤ ❢♦r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠✿

∆0/η = 1/4 → 64✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱
〈
∆2 (t)

〉
−∆2

0✱ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

✇✐t❤ t2 ❢♦r t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t3 ✐♥ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞✱

❜② ❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮✱ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❚❛②❧♦r s❝❛❧❡ Re ∼ 90✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❛r✐s❡s

❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛✐r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❢❛❧❧s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❛❜r✉♣t❧② t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛✐r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t❀ t❤❡

❛✉t❤♦r ❛ttr✐❜✉t❡s t❤✐s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝❛rr✐❡s

❛ ❧♦♥❣❡r ♠❡♠♦r②✳

■♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦ ♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥t s❤❡❛r ✢♦✇✱ ❙❤❡♥ ✫ ❨❡✉♥❣ ✭✶✾✾✼✮ ✐♥❝r❡❛s❡❞

t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❚❛②❧♦r s❝❛❧❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t♦ Re ∼ 140 ❛♥❞ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡

❞♦♠❛✐♥ ✇❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝✉❜✐❝ ✇❛s r❛t❤❡r t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥ s❤❡❛r✳ ❚❤❡②

❝♦♥t✐♥✉❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ st❛rt❡❞ ❜② ❨❡✉♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ ❞♦ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ t3 ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡②

♥♦t✐❝❡❞ ❛ ♠❛r❦❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

♣❛✐r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢❛st❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❝t♦r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❡❛r✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❇♦r❣❛s ✫ ❨❡✉♥❣ ✭✶✾✾✽✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ ②❡t ❤✐❣❤❡r ❚❛②❧♦r s❝❛❧❡

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✭Re ∼ 240✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✸✼ ✇❛s ♥♦✇ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞

✐t ✐s ♥♦t r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❛t t❤❡✐r ✜♥❞✐♥❣s ❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r ❘❡ ♣❡rt✐♥❡♥t t♦ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ✢♦✇s✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛s

t❤❡② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r ❝❧♦s✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❨❡✉♥❣ ✭✷✵✵✷✮✱ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ✇♦r❦ ✐♥ ❉◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ str❛t✐✜❡❞ ✢♦✇s ✐♥

t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑✐♠✉r❛ ✫ ❍❡rr✐♥❣ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❨❡✉♥❣ ✫ ❩❤♦✉ ✭✶✾✾✽✮✱ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s❀ r❡❞✉❝❡❞ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡r t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

r❡❞✉❝❡❞ s✐♥❣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤

♣❧❛♥❛r str❛t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ r♦t❛t✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦✛❡tt❛ ✫ ❙♦❦♦❧♦✈ ✭✷✵✵✷✮✱ ✐♥ ❛

t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs

♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❤✉♥❞r❡❞✱ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ♣❛rt ✇✐t❤ s♦♠❡

❞❡✈✐❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ t❛✐❧ ❡♥❞s✱ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝r♦ss♦✈❡r ❡✛❡❝ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❘❡②♥♦❧❞s

✸✼❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ ❞✐ss✐✲
♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡✱ ♦r ♦✉t❡r t♦ ✐♥♥❡r s❝❛❧❡ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✿ Re = (Louter/Linner)

4/3 = (l/η)
4/3

✺✶



♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡② ❡st✐♠❛t❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ Ps✳

❆ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❞✐✛✉s✐✈❡ ♦r ❜❛❧❧✐st✐❝✱ Ps ≪ 1 & Ps ≫ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❤✐❧st ❛❧s♦ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜❛❧❧✐st✐❝ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ps ∼ 1✳

❆ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s✱ ❛s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤✐❢t t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❣r❡❛t❡r ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✱ ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ s❝❛❧❡s✳ ❇✐❢❡r❛❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✐♥ t❤❡✐r st✉❞②

♦❢ ✸❉ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝②

❢✉rt❤❡r✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲

♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜✉t ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♦ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞♦ ❤♦✇❡✈❡r ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦♠❡♥ts s❝❛❧❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥

♦♥❡✬s✳

❇♦t❤ ❙❛✇❢♦r❞ ✭✶✾✽✺✮ ❛♥❞ ❨❡✉♥❣ ✭✷✵✵✷✮ ♠❛❦❡ ✐t ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣♦❧❧✉t❛♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ✇❤♦s❡ ❝❧♦s❡st ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇♦✉❧❞

❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✢♦✇ ♦✈❡r ❛ ✢❛t ♣❧❛t❡✱ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✱ st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉♥t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❛

str✐❦✐♥❣ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❖♥❝❡

❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✭♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛t ❧❡❛st s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞s✮ ❝❛♥

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ❉◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛s t❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❉◆❙ ❞❛t❛✳ ■t ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs ♦r ♣❧✉♠❡s ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❜♦t❤ ❢r♦♠

t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ❡❞❣❡ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛t❡✮ ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ✫ ♦✉t❡r

❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✳

P❡r❤❛♣s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡

t❤❡ ❉◆❙ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❞❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❙q✉✐r❡ ✫ ❊❛t♦♥ ✭✶✾✾✶✮ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ✈♦rt✐❝✐t②✸✽ ❛♥❞ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥

♣❡r❝❡♣t✐♦♥✱ ❜❡❧✐❡✈❡❞ ✉♣ ✉♥t✐❧ t❤❛t ♣♦✐♥t✱ t❤❛t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡♥❤❛♥❝❡s ♠✐①✐♥❣ ✳ ❩♦♥❡s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ✇❛s ✷✺ t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦

❤❛s ♠❛✐♥❧② ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s t♦ ❧❛r❣❡ ❘❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ✐s

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ▼❛s❤❛②❡❦ ✫ P❛♥❞②❛ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❛t ❉◆❙ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ❛s ♥♦ s✉r♣r✐s❡ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ❉◆❙✱ s♦ t♦♦ ♠✉st ▲❊❙ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡

♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❧❡❛st ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✳ ❆s ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥❧② ❢♦r

t❤❡ s❝❛❧❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ❛♥② ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡①t❛♥t ♦♥ s❝❛❧❡s s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❝❛♥♥♦t ♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛♥ ▲❊❙ ✇♦✉❧❞

r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s✉❜✲❣r✐❞✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡s✱ ✐❢

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✳

❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❑❙✮ ✐s t❤❡ ♥❛♠❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞❧❡ss ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✱ t❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙❛✇❢♦r❞ ✭✷✵✵✶✮ ❛♥❞ ❋✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✐ts ♦r✐❣✐♥s ♠❛② ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡❛r❧②

✸✽❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈♦rt✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥ t❤❡r❡✐♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡s✳

✺✷



✇♦r❦ ♦❢ ▲✉♠❧❡② ✫ ❈♦rrs✐♥ ✭✶✾✺✾✮ ❛♥❞ ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✼✵✮✳ ▲✉♠❧❡② ❛♥❞ ❈♦rrs✐♥ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦

♣r♦♣♦s❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❇r♦✇♥✐❛♥

♠♦t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✳

❚❤❡② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞

s♣❛❝❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✐♥str✉❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡s❡

s❡ts ♦❢ r✉❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❵✇❛❧❦✬ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♠❡♥t✐♦♥ ❤♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢

✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇❛s ❧❛t❡r ♠❛❞❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜② P❛tt❡rs♦♥ ✫ ❈♦rrs✐♥ ✭✶✾✻✻✮ ❜✉t t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡

✉♥❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s❛t✲

✐s❢❛❝t♦r✐❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✼✵✮ ✇❤♦ ❡①t❡♥❞❡❞

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐t ❣r✐❞❧❡ss✱ ❝❛st✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ✇❛✈❡✲s♣❛❝❡ ❛s ❛

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴♠♦❞❡s ✇❤♦s❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ ♣r❡s❝r✐❜❡❞

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳

❋✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ✜rst ❝♦♠❜✐♥❡❞ st✉❞② ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥

❑❙ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❡❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♦r②✳ ❋✐rst ❛♥❞ ❢♦r❡♠♦st t❤❡②

♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t✲❧✐❦❡ r❛♥❞♦♠

✢♦✇ ✜❡❧❞s✳ ❇❛❧❧✐st✐❝ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♥♦t❡❞ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❙t♦❦❡s

♥✉♠❜❡rs ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❡ ❛✉t❤♦rs

♥♦t❡ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

❛♥❞ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡✳ ❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇❤❡r❡✐♥

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ✜❡❧❞ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts

♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡② ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠❛♥② s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ●♦t♦ ✫ ❱❛ss✐❧✐❝♦s ✭✷✵✵✻✮ st✉❞② ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛rr✐✈❡ ❛t t✇♦ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦t❡✇♦rt❤② r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡②

❡①t❡♥❞ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❛ s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥❡✿

St(l) =
τp

τc (l)
& τc (l) ∼

l√
E(1/l)/l

∼ ǫ
−1/3l

2/3

❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ E(k) ∼ ǫ2/3k−5/3✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t

♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ τc (l) = 0.11ǫ−1/3l2/3✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✐❢ St (l) ≪ 1 t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✢✉✐❞ ✢♦✇ ♦❢ ❧ ✲s✐③❡❞ ❡❞❞✐❡s s♦ ❝❧♦s❡❧② t❤❛t ♥♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❤❡♥

St (l) ≫ 1 ♥♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡s tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ❧ ✲s✐③❡❞ ❡❞❞✐❡s ❜❛❧❧✐st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤♦✉t

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡❞❞✐❡s✳ ❇② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

❛❝r♦ss t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡rs✱ Stη = τp/τη ✭✐✳❡✳ ✇❤❡r❡ t❤❡

t✐♠❡s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡✮✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❝r♦ss ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡

❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤♦s❡ s❝❛❧❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧ ✲s✐③❡❞ ❡❞❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡s ❡①❤✐❜✐t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ α < St (l) < β

✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✻ ❛♥❞ ✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ r❡s✉❧t✐♥❣

✺✸



✐♥ ❛ r❡s♦♥❛♥t ❡❞❞② ❜❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✿

lmin = β
−3/2Stηη & lmax = α

−3/2Stηη

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧❡❛❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t♦ ♥♦t❡ t❤❡✐r s❡❝♦♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧t✱ t❤❛t ✈♦rt✐❝❛❧

r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ③❡r♦✲

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦

❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r r❡❣✐♦♥s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡ ♠✐s❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ r❡❣❛r❞✐♥❣

♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❜♦✉t ✈♦rt✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❘❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡rs

r❡s❡❛r❝❤❡rs ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s s✇❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳

❘❡❛❞❡rs ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉✐t✲

❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡♥s❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ❚❤♦s❡

❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✉❧❞ ♣r♦❝❡❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✳✺ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✐♠♣❡t✉s ❢♦r ❑r❛✐❝❤♥❛♥✬s ✭✶✾✼✵✮ ✇♦r❦ ✇❛s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥s❀ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡

❡❞❞② ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❑❙✮ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

❤❡r❡ ❛s t❤✐s ❡❛r❧② ❢♦r♠ ♦❢ ❑❙ ❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❣r❡❡❞ ✇✐t❤ ●✳■✳❚❛②❧♦r✬s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢♦r

❧♦♥❣ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❞❞②✲t✉r♥♦✈❡r ♣❡r✐♦❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts

✇❡r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r♦③❡♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ✐♥st❛♥❝❡s

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❵tr❛♣♣❡❞✬ ✇✐t❤✐♥ ❝❡rt❛✐♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛✲

t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛✉t❤♦r

st❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s ❛s t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧

❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞✳

❑r❛✐❝❤♥❛♥ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ❣r✐❞❧❡ss ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ t♦ st♦r❡ t❤❡

✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✜❡❧❞ s♦❧❡❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ♦r

tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t✬s st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❛♥❞

t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x = 0, t = 0) ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✿
dy(t)

dt
= v(t) , v(t) = u(y, t) , y(0) = 0

❲❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

u(x, t) =
N∑

n=1

[v(kn) cos (kn·x+ ωnt) +w(kn) sin (kn·x+ ωnt)]

✇❤❡r❡

v(kn) =
−→
ζn ∧ kn &w(kn) =

−→
ξn ∧ kn

✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✳ ❱❡❝t♦rs
−→
ζn&

−→
ξn ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ✷ ♦r ✸

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡ ωn ✇❛s ❛❧s♦ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥

✺✹



❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ω0 ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

D(t−t′) = e−1/2ω2
0(t−t′)2 ✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ω0 ✐s ❛ s♦♠❡✇❤❛t ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧

♦❢ t❤❡ ❡❞❞② t✉r♥♦✈❡r t✐♠❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ω0 ∼ u0/l✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢

t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞

✐s ❢r♦③❡♥ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡❞ s❡tt✐♥❣ ω0 = 0✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦rs kn ✇❡r❡ ♣✐❝❦❡❞ ❢r♦♠ ❛

st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ E(k) ✇❛s s❛t✐s✜❡❞

❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ ◆✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✐♥✜♥✐t②✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t kn ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧②

❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s k0 ♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ kn ✐s ♣✐❝❦❡❞ ❢r♦♠ ❛

●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ k0/
√
3 ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠

E(k) = 3/2u20δ(k − k0)

❛♥❞

E(k) = 16(2/π)
1/2u20k

4k−5
0 e

− 3
2 k2/k20

k0 ✐s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛t t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ♠♦st ♦❢

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ N = 100 ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✇❡r❡ s❤♦✇♥ t♦ r❡♠❛✐♥

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r ❤❛❧❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✳

❚❤❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ✇❛s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞

❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❡❛❝❤ ✉♣❞❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆ ◆❡✇t♦♥✲❘❤❛♣s♦♥ ♠❡t❤♦❞

✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t✐♠❡ st❡♣s ✇❤✐❧❡ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤❧✐♥❡ ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t♦r✲

❝♦rr❡❝t♦r s❝❤❡♠❡✳

■♥ ✐ts ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠✱ ❑❙ ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ✇❤♦ ❡①t❡♥❞❡❞

t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧✲s✉❜✲r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ st✉❞② r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢

✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t ♣❛✐rs ✉s✐♥❣ ❑❙✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡✱ ✐t ✇❛s t❤❡ ♦♥❧② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥ ❝♦♥tr❛st

t♦ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤

❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✱

φE
11 = Cε

2/3U
2/3
rmsω

−5/3

✇❤❡r❡ ❈ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✵✳✽✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✼✽✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡✱

φL
11 = Cεω−2

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✽ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❆ ❢✉rt❤❡r s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✇❛s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦♥❢♦r♠ t♦

❘✐❝❤❛r❞s♦♥✬s ❛♥❞ ❖❜✉❦❤♦✈✬s ❢♦r♠✱ 〈
∆2
〉
= G∆εt

3

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t G∆✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✵✳✶ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❚❛t❛rs❦✐✬s ✭✶✾✻✵✮ ♠❡❛✲

✺✺



s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✵✳✵✻✳ ❚❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ✭♦✈❡r ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❚ ✮ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ❛s N,Pω → ∞ ♦✈❡r ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ |xi| < Xi ✇❛s

r❡❛❧✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

u(x, t) =

Nk∑

ni=−Nk

Pω∑

p=−Pω

Snipe
[i(knixi+ωpt)] for i = (1, 2, 3)

✇❤❡r❡

kni = 2πni/Xi , ωp = 2πp/T

❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Snip✳ ❚❤✐s ❢♦r♠ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❛st ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢♦r♠ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥

✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✇✐t❤ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ❲❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ Nk s❤❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡

♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r✱ κ = |k| ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ Mθ ❞❡✜♥❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

✐s t❤❛t ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ nth ♠♦❞❡ ♠✉st ♥♦✇ ❜❡ ❝❛st ❛s ❛♥ mnth ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r

❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Snip ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s

Snip = Ŝmnp ∧ κ̂mn

✇❤❡r❡

κ̂mn = ~κmn/|κmn| for allm and Ŝmnp = 1/2 (amnp ± ibmnp) for all n

❛♥❞ amnp&bmnp ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❝❤ t❤❛t✿

〈am1n1p1am2n2p2〉 = 0 for m1 6= m2, n1 6= n2 or p1 6= p2

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s ♣ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❛t✐❛❧ ♠♦❞❡ ♥✱ t❤❛t ✐s ωp =

fn(|kn|)✱ ωp ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ωnp✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

u(x, t) =

Mθ∑

m=1

Nk∑

n=1

Pω∑

p=1

[(amnp ∧ κ̂mn) cos (~κmn · x+ ωnpt) + (bmnp ∧ κ̂mn) sin (~κmn · x+ ωnpt)]

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❑r❛✐❝❤♥❛♥✬s ✭✶✾✼✵✮ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤✐s ✐s ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r♠ ♦❢

t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ωnp ❛♥❞ κ̂mn ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s✱ ❛s

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧❛✐♥✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲

✉♥✐❢♦r♠ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✜❡❧❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s ❛r❡ ✇❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❝❛r❡❢✉❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉t✲♦✛

✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ kc✱ ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✱ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡

♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙✇❡❡♣✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ✭❑❙❙▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ■♥❡rt✐❛❧ ▼♦❞❡❧ ✭❑❙■▼✮✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠

❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♠♦t✐♦♥ ❛t s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✳ ❑❙❙▼ ✐s✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛ ❑❙ ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❑❙✱

✇❤❡r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❡①♣♦✲

✺✻



♥❡♥t t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❑❙ s✇❡❡♣s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❑❙ ❛❧♦♥❣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ✐♥ ❑❙❙▼✿

✜rst ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ✐s ❝r❡❛t❡❞ r✐❣❤t ❛t t❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✇❤✐❧❡✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✲

t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❛t✐s✜❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✭t❤❡ ❡rr♦r t❤♦✉❣❤ ✇❛s

q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ❋✉♥❣ ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✶✵✪✮✳

❚❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❞❡❝❛❞❡ ♦r ❧❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t

♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ s❝❛❧❡s ✇❛s s❡t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✹ ❛♥❞

✲✺✴✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞

❞❡❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r ❛s t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❑❙ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡

♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ ❝❛✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛s t♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

✇✐t❤♦✉t r❡❛s♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②

♠❡❛s✉r❡❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❢❡❧❧ s❤♦rt ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r t✉r❜✉❧❡♥❝❡

st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝② ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❑❙ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝ ♥❛t✉r❡✳

P❡r❦✐♥s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ ❝r❡❛t❡❞ t❤❡ ❈❧♦✉❞ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ▼♦❞❡❧✱ ❜✉t ♥♦✇

r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛ ✇❤♦❧❡ ❝❧♦✉❞ ✐s ❡✈♦❧✈❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉rt❤❡r ❑❙ ❡✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❛s ✐t ✐s ❛❞✈❡❝t❡❞

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❛ ♣❧✉♠❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ✐♥

t❤❡ ❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❛ t✐❞❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈❉▼ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ st❡❛❞② st❛t❡

❣r❛❞✐❡♥t✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧✸✾ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s ♥❡❛r

t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❛t t❤❡ ♣❧✉♠❡s t✐♣✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t

r❡❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛t t❤♦s❡ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢

st❛t✐♦♥❛r✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤♦✇❡✈❡r r❡♠❛✐♥s ✭❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠♦st s♣❡❝tr❛❧

♠❡t❤♦❞s✮ ♦♥❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ sq✉❛r❡ ♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✬s ❞♦♠❛✐♥✳

▼❡❛♥✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② t❤❛t ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❧✉♥t ♦❜st❛❝❧❡

✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s

❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ▼❛❧❧✐❦ ✫ ❱❛ss✐❧✐❝♦s ✭✶✾✾✾✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤

❑❙ ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✇✐t❤ ❛ Re ∼ 91 ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s✱

♥❛♠❡❧② s❦❡✇♥❡ss ❛♥❞ ❦✉rt♦s✐s✱ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ r❡♠❛r❦❛❜❧②✱ ✇✐t❤ t❤♦s❡ t❤❛t ❨❡✉♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❉◆❙✳ ❚❤✐s ❝❧♦s❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥tr❛st❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞

t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✬s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❣r❛❞✉❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❑❙ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ♠✐❣❤t s♣❡♥❞ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✈❡r②

❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✉♥t✐❧ ✐t ❡♥❝♦✉♥t❡rs ✇❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛❧❧ ❛ ❵✈✐♦❧❡♥t ❡✈❡♥t✬✱ t❤❛t ✐s s♦♠❡ str♦♥❣

str❛✐♥✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚♦

s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✐♥ ❲✐❡♥❡r ♣r♦❝❡ss❡s ♣❛rt✐❝❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❜② s❧♦✇ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❑❙

✐t ✐s ❜② s✉❞❞❡♥ ❜✉rsts✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦

❑r❛✐❝❤♥❛♥ ✭✶✾✼✵✮ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✿

dy(t)

dt
= v(t) , v(t) = u(y, t) , y(0) = 0

✸✾❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❍✉♥t ✭✶✾✽✺✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

✺✼



❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❑❙ t❤❛t ✐s

✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿

u(x, t) =

Nk∑

n=1

[(
An × k̂n

)
cos (kn · x+ ωnt) +

(
Bn × k̂n

)
sin (kn · x+ ωnt)

]

❍❡r❡✱ Nk✱ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ 50 ∼ 250❀ k̂n t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r

k̂n = kn/kn ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ An ❛♥❞ Bn ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

t❤❛t t❤❡② ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✹✵ t♦ k̂n ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡✐r

♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

An ∧ k̂n &Bn ∧ k̂n & A2
n = B2

n =
2

3
E(kn)∆kn

✇❤❡r❡

∆kn =





(k2−k1)/2 for n = 1

(kn+1−kn−1)/2 for 1 < n < Nk
(

kNk
−kNk−1

)

/2 for n = Nk

❚❤❡ ✉♥st❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❑❙ ✜❡❧❞ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❞❞②✲t✉r♥♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢

❡❛❝❤ ✇❛✈❡ ♠♦❞❡✿

ωn = λ
√

k3nE(kn)

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✉♥✐t②✳ ❙❡tt✐♥❣ λ ∼ 0 ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❢r♦③❡♥

✜❡❧❞ ✇❤❡r❡❛s ✈❛❧✉❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✢❛♣♣✐♥❣ t♦♦ ❢❛st ❢♦r t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t

str✉❝t✉r❡s t♦ ❤❛✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ■♥ t❤❡✐r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t❤❡

❛✉t❤♦rs t❡st❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛✳ ❋♦r t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞♦♣t ❛ ❡♥❡r❣②

s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ ❛ −5/3 s❧♦♣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✱ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

E(k) ∼ ε
2/3k−5/3

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ s♣❡❝tr✉♠

❛♥❞ t❤♦s❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ kn = k1a
n−1 ❛♥❞

❛ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ a = (kNk/k1)
1/(Nk−1)✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡②

r❡q✉✐r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❡✇❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❉◆❙✳ ❋✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❤❛✈❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t ✐♥ ❑❙ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r s❝❛❧❡s ✇✐t❤ Re3/4 ✇❤❡r❡❛s

✐♥ ❉◆❙ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s Re9/4✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ ✉♥✐t② s❡❡♠s ✐♠♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣s

♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r

❘❡ ✢♦✇s s❤♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✇❛✈❡s♣❛❝❡ ❡①t❡♥t✱ kmin&kmax✱ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜✉t t❤❛t ✐s ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❘❛t❤❡r✱ ✐t ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♠♦❞❡s✱ kN ✱ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥❝✉r ❣r❡❛t❡r ❝♦♠♣✉t❛✲

✹✵An ∧ k̂n &Bn ∧ k̂n
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t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ♦❝❝✉r ❛t ❤✐❣❤❡r

❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ♠❛② ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐❢ ❑❙ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❙❡❝✲

♦♥❞❧②✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤✐s ♠❛r❦❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✱ ❑❙ ❛r❡ st✐❧❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ ♠❛❥♦r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❆s ❋✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮ ❡①♣❧❛✐♥✱ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥✲

❝❡♣ts ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❑❙ ♠♦❞❡❧s ❞❡s♣✐t❡ ❧❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❉◆❙ ❛s

♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡

t♦ s✉♠s ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ✢♦✇✲✜❡❧❞s✳

❇❡✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ t✇♦ ✇❛✈❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✉t s✐♠✐❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❢❡r❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧②

❛♥❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐❣❤ ❧♦❝❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ✇❤❡r❡❛s t✇♦ ✇❛✈❡s t❤❛t ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇✐❧❧ ❢♦r♠ ❛ ✈♦rt❡①✱ ✇✐t❤

✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣✐r❛❧✐♥❣ str❡❛♠❧✐♥❡s ❛♥❞ ❤❡❧✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s str❡❛♠❧✐♥❡s ♦❢ ❛ ❑❙

✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❤❛✈❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡❞❞②✐♥❣✱ str❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ str❡❛♠✐♥❣ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤✱

❛s ▼❛❧❧✐❦ ✫ ❱❛ss✐❧✐❝♦s ✭✶✾✾✾✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

st❛t✐st✐❝s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❑❙ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❉◆❙✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞

♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛② ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❜✉❜❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❜② ❋✉♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ❝✐t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇r♦❛❞✇❡❧❧

✫ ❇r❡✐❞❡♥t❤❛❧ ✭✶✾✽✷✮✱ ▼❛①❡② ✭✶✾✽✼✮ ❛♥❞ ❍✉♥t ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✽✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥s✐❣❤t r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡

♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♥❞❡r ♣r❡❞✐❝ts ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❡♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ❞r♦♣❧❡ts✱

♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❜✉❜❜❧❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ✇✐❧❧

❡✈❡♥t✉❛❧❧② s✉✛❡r ❢r♦♠ ♣r❡♠❛t✉r❡ ✇❡❛r ❢r♦♠ ♣✐tt✐♥❣ ♦r ❝❛✈✐t❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ♥❛♠❡ ❥✉st ❛

❢❡✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❑❙ ✐s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ ✈♦rt❡① t✉❜❡s ❛♥❞ ❤♦rs❡s❤♦❡s✱ ✐t ❞♦❡s ♣❡r♠✐t t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ str✉❝t✉r❡s

✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s✱ s✉❝❤ ❛s ③❡r♦✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ③❡r♦✲str❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥ ❛♥

✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧❡✈❡❧ ✈♦rt❡① t✉❜❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ♣❛r❛♠♦✉♥t t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ st❛t✐st✐❝s✳

✶✳✻ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✲ Pr❡s❡♥t ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t❤❡

◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ s✐♠✉❧✲

t❛♥❡♦✉s❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛tr✐① ❛❧❣❡❜r❛✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

♣❤❛s❡ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♠♦✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠❛② ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐✲st❡♣

❧✐♥❡❛r✱ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛✱ ❊✉❧❡r✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐s ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ■♥ ♦♥❡

✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥

t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✱ ❤❡♥❝❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s st❡❛❞② ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✴❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ♦❢

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✐❢ t❤❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡

✐s s♠❛❧❧✳ ■❢ t❤❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s ❛r❡ ❧❛r❣❡ ♦r ✐❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞✴♦r ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t

✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r✐s❡ ❝❛✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ t❤❡♥ ❛

✺✾



t✇♦✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♠❛ss

❧♦❛❞✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ■❢ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s ✉♥st❡❛❞② t❤❡♥✱ ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇

♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r

✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠ ❝❛♥

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❞♦✇♥str❡❛♠✳

▼♦st❛❢❛ ✭✶✾✾✷✮ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡✛❡❝ts

♦♥ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t✇♦✲✇❛② ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ✇❤❡r❡

t❤❡ s❛✐❞ str✉❝t✉r❡s ♣❧❛② ❛ ❞❡✜♥✐♥❣ r♦❧❡✳ ❚❤❡ ✇❛② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s

❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ♦♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡

♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡

t❡r♠s ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡

❝❛st✳

■❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ s♦❧❡❧② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡

t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛s ❛ ❢♦r❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❧✐❡s✳

■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ♥♦♥✲✐s♦t❤❡r♠❛❧ ✢♦✇s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦

♠♦❞❡❧ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❞❡s✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧

♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❝t✐✈❡

✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ q✉♦t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ♠❛② ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s

❧✐tt❧❡ ♣♦✐♥t ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛ss❡t ❢♦r❝❡ ✇❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡

❢♦r❝❡s ♦♥ ❛ s♣❤❡r❡ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢

t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡s✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♠♦♠❡♥✲

t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡ ♦r s✐♥❦ t❡r♠s✳ ❆t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡

✉♣❞❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛r✐s❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✱ ✐s ❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s tr❡❛t❡❞

✇❤❡♥ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❋♦r ❛ ✇❡❧❧✲r❡s♦❧✈❡❞ ▲❊❙

♦r ❉◆❙ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧

r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✲✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✇✐❧❧

❡♥s✉r❡ t❤❛t t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t st❛rt ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❡①❤✐❜✐t ❛ t✉r❜✉❧❡♥t✲❧✐❦❡

r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡✱ t✉r❜✉❧❡♥t✲❧✐❦❡✱ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❊❙ t❤❡

❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♥❡❡❞❡❞

t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡

❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤♦s❡ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣②

s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞✳

✻✵



❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❋✉❡❧ ■♥❥❡❝t♦r ❘❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❙✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❚r❛♥s♣♦rt ✭❋■❘❙❚✮ ♣r♦❥❡❝t✹✶✱

t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❢✉♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝❧✉s✲

t❡r✐♥❣ ♦❢ s♣r❛②s ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ❛s ❛

♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✐r✲❢✉❡❧ ♠✐①t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♠❜✉st♦r t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❧♦❝❛❧❧②

❧❡❛♥❡r ♦r r✐❝❤❡r ♣♦❝❦❡ts ♦❢ ♠✐①t✉r❡✳ ❖♥❝❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ t❤❡s❡ ❤♦t✲s♣♦ts ❜❡❝♦♠❡ ❛r❡❛s

♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ NOx ❛♥❞ s♦♦t ❡♠✐ss✐♦♥s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❡❛♥ ❜✉r♥ ✐♥❥❡❝t♦rs ❛s ✇❡❧❧

❛s ❤❛✈✐♥❣ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✉st♦r ❧✐♥❡r ❧✐❢❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝② ❞✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡r♠❛❧

❢❛t✐❣✉❡✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❣♦❛❧✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

♦❢ ❝♦♠❜✉st♦rs ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛♥ r❡❣✐♠❡ ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥✲✢✐❣❤t r❡✲❧✐❣❤t ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥✱ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛t♦♠✐③❡rs✱

✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s ❜❡❤✐♥❞

❞r♦♣❧❡t ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣❧❡ts ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥

❛t♦♠✐③❡r ✇♦✉❧❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡

✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② r❡q✉✐r❡s ✐♠♣r♦✈❡❞

♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧s t❤❛t ❝❛♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥

✇❤❛t ✐s t❤♦✉❣❤t ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐❞❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs✳ ■t ✐s t❤✐s ✈❡r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t

♠♦t✐✈❛t❡s t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ❋■❘❙❚

❝♦♥s♦rt✐✉♠ ❝♦♠♣r✐s❡❞ t❤❡ ♠❛❥♦r ❊✉r♦♣❡❛♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ t❤❡

♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥♦✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t

❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❣❛s✲t✉r❜✐♥❡ ❢✉❡❧ ✐♥❥❡❝t♦rs ❛♥❞ ❝♦♠❜✉st♦rs✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❋■❘❙❚ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r②

❛t♦♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❊✉❧❡r✲❊✉❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧

✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❧❛② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r♦❥❡❝t ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s t❛s❦❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ✐♥❥❡❝t♦r✱ ❢✉rt❤❡r

❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ s♣r❛② ❡♠❛♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❡r♦ ❢✉❡❧

✐♥❥❡❝t♦r r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❞r♦♣❧❡t s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s

♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ▼♦♠❡♥t✉♠ r❛t✐♦s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛♥❞ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤♦s❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛♠❡ t♦ ❤❛✈❡

t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t s✐③❡✳

✶✳✼ ❙❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛❞ s❡r✈❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❝❛❧✲

❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♦♥❡✱ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞

♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤✲

♦❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ♥♦t ❛s♣✐r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ r❛t❤❡r ✐t ✇✐❧❧

✹✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✜rst✲❢♣✼♣r♦❥❡❝t✳❡✉

✻✶



✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ♠❡t❤♦❞s ✐♥

❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦❞❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❲❤❛t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡

❘❆◆❙✱ ❛♥❞ ✉♥st❡❛❞②✲❘❆◆❙✱ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❘❆◆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r

❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ ❑❙ ✇✐❧❧

❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❵✉♥r❡s♦❧✈❡❞✬ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t✉r❜✉❧❡♥t s♣❡❝tr✉♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦rt✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s❝❛❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❘❆◆❙ ✇❤✐❧❡ ❑❙ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛s❦❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡

♥❡❛r ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡

❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ s❝❛❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛❜s❡♥t ✐♥ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

✶✳✽ ❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✱ ✜rst ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts

♦❢ ❈❋❉✱ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

s♦❧✈❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥

❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❘❆◆❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞

✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❜✉t ❛r❡ ❛❜s❡♥t ✐♥ ❘❆◆❙✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢

t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▲❊❙ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❡st ❝❛s❡✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡

❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❘❆◆❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡

✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❢❡✇ r❡s✉❧ts

✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦❞❡

❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❣❛s t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠❜✉st♦r ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✢✐❣❤t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛♣t❡r

✻ ✇✐❧❧ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✻✷



✷ ❈❋❉ ❇❛s✐❝s ❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❙♦❧✈❡r ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞ ✭❋❱▼✮ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❈❋❉✳ ■t

s❡r✈❡s ❛s ❛ r❡♠✐♥❞❡r ❢♦r t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t ❧❛t❡r st❛❣❡s ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ s❡ts t❤❡ s❝♦♣❡

❢♦r ❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❝t✐♦♥

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤ ❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s

❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡

s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛r❡ st❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❝✉st♦♠ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r✳

✷✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋❡r③✐❣❡r ✭✶✾✼✼✮✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛r❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ❧❛♠✐♥❛r

✢♦✇s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♥❛t✉r❡ ♦r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r✐s❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❞❡❧✐❜❡r❛t✐♦♥

❛❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❝❡♥t✉r② ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤✳ ▲✉❝❦✐❧②✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♥♦t t♦

❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛❧❧ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ t❤❡♦r② ♦r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ r❛t❤❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣

❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ s❝❛❧❛rs✴♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r

✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✱ s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ t❤♦s❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r②

❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ st✐r ❛♥❞ ♠✐① ❛ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②

❛t r❛t❡s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ❞♦❡s s♦ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s✳

❚❤✐s ❧❛st ❢❡❛t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧②✱ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♦✈❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡✳ ❙♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✴✢♦✇ ❝r❡❛t❡ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s

✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s

t❤r♦✉❣❤ ❢✉rt❤❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞

tr❛♥s♣♦rt st❛❣❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ s❤❡❛r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r

❡❞❞✐❡s✱ ❛s t❤❡ ❡❞❞✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ s✐③❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r ✐♥ t✉r♥✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t② ✉♥t✐❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ❡♥❡r❣② ✐s q✉✐❝❦❧②

❞✐ss✐♣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✈✐s❝♦s✐t② ❛❧♦♥❡✳

❚❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s s❤❡❛r ❛♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s ♦✈❡r❝♦♠❡

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈✐s❝♦s✐t②✱ t❤❛t ✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✈✐s❝♦s✐t② ❝❛♥

♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞❛♠♣❡♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

❛♥ ❡❞❞② ❛s ❛ s♠❛❧❧ r♦✉♥❞ ✈♦rt❡① ✐s ❛ ✉s❡❢✉❧ ♦♥❡ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

✐t ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ tr✉t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❛ ❛ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ❵❡❞❞✐❡s✬ ❛ss✉♠❡ ♠❛♥② s❤❛♣❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈♦rt✐❝❡s✱

❦♥♦✇♥ ❛s ❝❛t✲❡②❡s✱ t♦ ❧♦♥❣ ❤♦rs❡s❤♦❡s ♦r ❤❛✐r♣✐♥s ❛♥❞ ❢r♦♠ t♦r♦✐❞❛❧ r✐♥❣s t♦ s♣❛♥✇✐s❡ r♦❧❧s t❤❛t

❛r❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ st✉❞② t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱

❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ❡✈♦❧✈✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② ❘✐❝❤❛r❞✲

s♦♥ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡② ❧✐♥❦ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛✐r ✐♥ ❛

t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ t♦ ❛ ✈♦rt❡① t✉❜❡ t❤❛t ✐s str❡t❝❤✐♥❣✹✷✳

✹✷❆❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❚❛②❧♦r ✭✶✾✸✺✮

✻✸



✷✳✶✳✶ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▲❡s✐❡✉r ✭✷✵✵✽✮ ❝♦♥✈❡②s ♦♥❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡❀ t❤❡ ❝❤❛♦t✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ✐t ❞❡✈❡❧♦♣s ❞♦✇♥str❡❛♠

q✉✐❝❦❧② r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❧❛t❡r ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ st✉❞② ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t♦ s❛② t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ t❤❡

❝♦♥tr❛r②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❉✐r❡❝t ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❉◆❙✮ ❜✉t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✐t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧✳

❉◆❙ ❛tt❡♠♣t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ✜♥❡ ❡♥♦✉❣❤ ❣r✐❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡

✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧②✳ ❊❛r❧② ♣✐♦♥❡❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❈❋❉✱ ▲❛✉♥❞❡r

✫ ❙♣❛❧❞✐♥❣ ✭✶✾✼✸✮✱ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧✐t② ♦❢ tr②✐♥❣ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ t❡♠♣♦r❛❧❧② ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧❧②

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❝❛❧❡s✳ ❇❛❝❦

t❤❡♥ t❤❡② ✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥st❡❛❞

❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❝❧♦s❡❧② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ r❡❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s✳

▲❡t ✉s ♥♦t ♦✈❡r❧♦♦❦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❉◆❙✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❧✐tt❧❡ ✉s❡ ❢♦r r❡❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✲

✐♥❣ ✢♦✇s ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♥❛♥♦✲s❡❝♦♥❞ ♦r

s♠❛❧❧❡r t✐♠❡ st❡♣s ❛♥❞ ♠✐❝r♦♥ s✐③❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s✱ ✇❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✳ ❚♦❞❛② ❉◆❙ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✉s❡ ✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✢♦✇s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ♦♥ ✢♦✇ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛♥ ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧✐③❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡②

❛r❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♦t❤❡r ❈❋❉ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t r❡❧② ♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋❡r③✐❣❡r ✫

P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐st ✇❤❡r❡ ❉◆❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✿

✕ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

✐♥ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s❀

✕ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ♥♦✐s❡

✕ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

✕ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

✕ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ❞r❛❣ ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡

✷✳✶✳✷ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▲❊❙✮ ❝❛♠❡ ❛❜♦✉t ✐♥ ❛♥ ❡r❛ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ❝❧❡❛r t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r❛t❡ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② t❤♦✉❣❤t✱

♣r✐♠❛r✐❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞❡s✐r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

▲❊❙ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❛♣✐t❛❧✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜rst❧②✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♠♦t✐♦♥s ✐♥ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❛r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡②

❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ ❛s ♥♦t❡❞

❜② ❋❡r③✐❣❡r ✭✶✾✼✼✮ t❤❡ ❧❛r❣❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧②

t❤❛t ♦♥❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

✻✹



❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥✲✢♦✇✱ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞

❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ r♦t❛t❡❞ ♦r r❡✢❡❝t❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ✐s

✐s♦tr♦♣✐❝✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✴str✉❝t✉r❡s s❤❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

✢♦✇s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✹✸✳

❲❤❛t ❡①❛❝t❧② ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s♠❛❧❧ ❡❞❞② ♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♦♥❡ ✐s ♦♣❡♥ t♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡

❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ✐t ✐s ♦❢ ❧✐tt❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡s

✕s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝✉t ♦✛ s❝❛❧❡✕ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s❡♥s✐❜❧❡ ♠❛♥♥❡r ❛s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥② ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢ ♠❛② ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❧❛r❣❡

❛♥❞ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ f̄ & f ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

f = f + f ′

❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❡❞❞✐❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❧t❡r❀

t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

f(x) =

ˆ

G(x, x′)f(x′)dx′

●✭①✱①✬✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜❧t❡r ❦❡r♥❡❧ ✭✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ ❜♦① ♦r ❝✉t✲♦✛ ✜❧t❡r ✐s ♦❢ ❧✐tt❧❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤✱ ∆✳ ❙❝❛❧❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤

✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ s❝❛❧❡s s♠❛❧❧❡r ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡s ✭❙●❙✮ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✹✹✳ ❚❤❡

❦❡r♥❡❧ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st s❛t✐s❢② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✹✺✿

ˆ

G(x, x′)dx′ = 1

❆s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ▲❊❙ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❞❞✐❡s ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱

✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ✭♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✮

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ▲❊❙ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡s✴❝♦❧❧❛♣s❡s t♦ ❛ ❉◆❙✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ②✐❡❧❞s✿

ui(x) =

ˆ

G(x, x′)ui(x
′)dx′

❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♦❜✲

t❛✐♥❡❞✿✹✻

∇ · u = 0

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p

ρ
+∇ · ν

(
∇u+∇uT

)

❚❤✐s ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❛rs ❛ str✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ ✈❡rs✐♦♥

✹✸▲❛t❡r s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② tr✉❡ ❛♥❞ ❛♥ ❙●❙ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s
s❤❡❛r✐♥❣ ✢♦✇s ✐s ♥♦t t❤❛t ❣♦♦❞ ❛t ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s ❛s ♥♦t❡❞ ❜② ❞❡ ❱✐❧❧✐❡rs ✭✷✵✵✼✮

✹✹■t ✐s ✇♦rt❤ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❣r✐❞ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r✱ ∆✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❣r✐❞✴♠❡s❤✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜❧t❡r ✇✐❞t❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

✹✺■t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ✐✳❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ① ❛♥❞ ①✬ ❛r❡ ♥♦t ❢❛r ❛♣❛rt
✹✻❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ∂

∂xj

[

ν
(

∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)]

✻✺



t❤❛t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞✱ ❥✉st ❛s ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② uu 6= u u ❤♦❧❞s✳

❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡①t

❜② ▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✶✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s t❤❛t ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ s♣❡❝✐✜❝ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥

❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✜❡❧❞s✹✼✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣✉r♣♦s❡s ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❡✐t❤❡r

s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ str❡ss✱ τ ✿

τ = uu− u u

❚❤❡ t❡♥s♦r ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✿

❤♦✇❡✈❡r ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐♠♣❧②✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❘❆◆❙✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

✜❧t❡r✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦✿

τ =
(
u u− uu

)
+
(
uu′ − u′u

)
+ u′u′

❉❡ ❱✐❧❧✐❡rs ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✕ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲❡♦♥❛r❞ t❡r♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✱

✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❡❞❞✐❡s ♦♥ t❤❡ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

✕ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝r♦ss✲t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞

✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❡❞❞✐❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥

t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❡❞❞② s✐③❡✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙●❙✲❘❡②♥♦❧❞s str❡ss✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s♠❛❧❧ ❡❞❞✐❡s

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛♠♦♥❣st t❤❡♠s❡❧✈❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡s❡ t❡r♠s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❱r❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✹✮

❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡

✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡♠ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞✳ ■t ✐s

❢❛r ♠♦r❡ t②♣✐❝❛❧ t♦ tr② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛s P❡s♠❛t③♦❣❧♦✉ ✭✷✵✶✹✮

♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✱ ♦r ❛t

t❤❡ ❧❡❛st ♠❛② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❙●❙ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛

str❡ss ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛② ✐t ✐s tr❡❛t❡❞❀ ♣❤②s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢✉①

♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧❡r✲✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ✭❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮✮✳

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❙●❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ✭✶✾✻✸✮ ❛♥❞ ✐s ♥❛♠❡❞

✐♥ ❤✐s ❤♦♥♦r✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❇♦✉ss✐♥❡sq ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❇♦✉ss✐♥❡sq ✭✶✽✼✼✮✮ t❤❛t

❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str❡ss❡s t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②

✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ✐s✿

τ = νt
(
∇ū+∇ūT

)
+

1

3
tr(τ )I = νt

(
2S̄
)
+

1

3
tr(τ )I

♦r ✐♥ ✐♥❞❡① ♥♦t❛t✐♦♥✿

τij = νt

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)
+

1

3
τkkδij

✹✼❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t str❡ss t❡♥s♦r

✻✻



✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ tr(τ ) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙●❙ str❡ss✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ t❡r♠s✴✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

τkk = 1/2 (uxux + uyuy + uzuz)

S̄ = 1/2
(
∇ū+∇ūT

)
= S̄ij = 1/2

(
∂ūi
∂xj

+
∂ūj
∂xi

)

✐s t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦r r❡s♦❧✈❡❞✲s❝❛❧❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r✳ ❇② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❡❞

s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❞✐ss✐♣❛t❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤❡② r❡❝❡✐✈❡✱

❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

νt = (CSGS∆)2 |S̄|

✇❤❡r❡ CSGS ∼ 0.2 ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ✢♦✇s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥st❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ |S̄| ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❡♥s♦r✱

|S̄| =
√

S̄ijS̄ij

❆❧t❤♦✉❣❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ r❡q✉✐r❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❢♦r ✢♦✇s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ s❤❡❛r ❧❛②❡rs ♣r❡s❡♥t s✉❝❤

❛s ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ❛♥❞ str❛t✐✜❡❞ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ✢♦✇s✳ ❉❡ ❱✐❧❧✐❡rs ✭✷✵✵✼✮ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤✐s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥

Pr❛♥❞t❧ ✫ ❲✐❡❣❤❛r❞ts ✭✶✾✹✺✮ ✜♥❞✐♥❣s✱ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❙●❙

str❡ss✱ tr(τ )✱ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛❧✐❣♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ str❛✐♥ r❛t❡✱ S̄✱ ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠

t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇✐t❤♦✉t ✐ts ♠❡r✐ts✱ ❛s

❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t✬s ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ✢♦✇s ✇❤❡r❡

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♥❡❛r

t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✴✇❛❧❧s t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥st❛♥t r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❛♥ ❉r✐❡st ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r②✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

CSGS = CSGS0(1− e−n+/A)2

✇❤❡r❡ CSGS0 ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ A ∼ 25✱ n+ = nuτ/ν ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ uτ =
√

σw/ρ ✐s t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ❛t t❤❡ ✇❛❧❧✱ σw✳ ❚❤❡

❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧ ♦❝❝✉rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s✳

❇❛r❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✸✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✴❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢

t❤❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ♣♦st✉❧❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❞✐❡s t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ ❡✐t❤❡r

s✐❞❡✴❜✐❧❛t❡r❛❧✴ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲♦✛ s❤♦✉❧❞ ❜❡❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ s✉❞❞❡♥❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛

❝✉t✲♦✛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐s♦tr♦♣② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❤♦❧❞✱ t❤❡② ❛♣♣❧② ❛ s❡❝♦♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣

✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♥♦✇ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❙●❙ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

τ = uu− ū ū
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♦r

τij = ui uj − ūi ūj

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t tr❛♥s❢❡rs ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t♦ t❤❡

❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦✉♥❞❛r② ✢♦✇s ❜✉t r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐♠✐♥✐s❤❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

♦❢ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❙●❙ ♠♦❞❡❧s ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ✜rst ♦❢

✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●❡r♠❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❡② ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧②

♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❡r ✜❧t❡r✳ ❙✉❜tr❛❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ✜❧t❡r❡❞ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✜❧t❡r❡❞ ♦♥❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❡♦♥❛r❞

str❡ss t❡r♠✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❙●❙ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦

✜❡❧❞s✱ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦②

❝♦♥st❛♥t ❡st✐♠❛t❡❞✳ ▲✐❧❧② ✭✶✾✾✷✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r P✐♦♠❡❧❧✐ ✭✶✾✾✾✮

❡①t❡♥❞❡❞ ✐t t♦ ✈❛r✐♦✉s ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t

♦✈❡r t❤❡ ❡❛r❧② ❙●❙ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ ❛ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡✱

♥♦✇ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✢♦✇s t❤❛t ♣r♦✈❡❞ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡ ✇❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ tr♦✉❜❧✐♥❣ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ ❙●❙ ✈✐s❝♦s✐t② ❢r❡q✉❡♥t❧② t❛❦❡s ♦♥ ✈❡r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢

❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❝♦♥st❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s✳ P✐♦♠❡❧❧✐ ✭✶✾✾✶✮ ❡①♣❧❛✐♥s ❤♦✇

t❤✐s ❡✛❡❝t ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤✐s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ❙●❙ ♠♦❞❡❧s ❛s t❤✐s ✐s st✐❧❧ ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞

♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r✱ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ✐t s❡r✈❡❞ ❛s ❛♥

❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s ♦❢

t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✶✳✸ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❛♥❞ ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s t♦ ❛❞♦♣t ❛

st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣ts ❖s❜♦r♥❡ ❘❡②♥♦❧❞s✱ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❛ ♠❡❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❜♦✉t t❤❛t ♠❡❛♥✳ ❚❤❡

♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❢♦r ❛

✜①❡❞ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❋♦r st❛t✐♦♥❛r② t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ✜①❡❞

♣♦✐♥t ✐♥ s♣❛❝❡✳

❘❡②♥♦❧❞s ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❢♦r ❛♥② ✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❢✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥t♦ ❛

♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ f ❛♥❞ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ f ′ ❛♥❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✹✽✿

f(x, t) = f(x, t) + f ′(x, t)

f(x, t) = lim
N→∞

1

N

N∑

i=1

fi(x, t)

✹✽❋♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ✐t ✐s t②♣✐❝❛❧ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞❡♥s✐t②✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❋❛✈r❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✿ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❋❛✈r❡
✭✶✾✻✺✮

✻✽



❆♣♣❧②✐♥❣ ❘❡②♥♦❧❞s ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ✇❤❛t ❛r❡ ♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❛s

t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r ❙t♦❦❡s ✭❘❆◆❙✮ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∇ · u = 0

∂u

∂t
+∇ · (uu) = −∇p

ρ
+∇ · ν (∇u)−∇ · u′u′

❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss t❡♥s♦r✱ s♦ ♥❛♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ♠♦t✐♦♥

♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ str❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss

t❡♥s♦r ✐s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧ str❡ss❡s ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛r❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥

✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✉♥❦♥♦✇♥s t❤❛♥ t❤❡r❡

❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡rs tr✐❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜✉t ✐♥ t✉r♥ q✉✐❝❦❧② ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡

s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮✱ ❏❛s❛❦ ✭✶✾✾✻✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✳

❆ ❢❛r ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t t♦ ❛❞♦♣t ❛♥ ❡❞❞②✲✈✐s❝♦s✐t② ♠♦❞❡❧✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❙●❙✳ ❙❛✈✐❧❧ ✭✶✾✽✼✮ ♠❡♥t✐♦♥s ❤♦✇ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡

❇♦✉ss✐♥❡sq ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦r t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②✿

u′u′ = νt
(
∇u+∇uT

)
+

2

3
kI

✇❤❡r❡ ❦ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✿

k = u′·u′/2 = 1/2
(
u′xu′x + u′yu′y + u′zu′z

)

❩❡r♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ Pr❛♥❞t❧✬s ♠✐①✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t②✿

νt = CµqL

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ▲✱ ♠❛② ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ✢♦✇s ❛♥❞ q =
√
2k✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡st✐♠❛t✲

✐♥❣ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ✢♦✇s ❛♥❞ ✐t ✐s r✐❞❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❡rr♦rs

✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡❞ ♦r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✸❉ ✢♦✇s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧

♠♦❞❡❧✹✾✳

❚✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

❚✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❝❛♠❡ ❛❜♦✉t ❛s ❛ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ✶✾✹✶ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ✭❑♦❧✲

♠♦❣♦r♦✈ ✭✶✾✹✶✮✮✳ ✇❤❡r❡ ❢♦❝✉s ✇❛s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛ ❵♠✉❧t✐✲st❡♣✬

❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡str✐❝t✐♥❣ ❚❛②❧♦r✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②

t♦ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ♦♥❧② ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣②✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ✹✴✺ ❧❛✇ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❖❜✉❦❤♦✈✬s s✐✲

✹✾❉❛✈✐❞s♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ q✉♦t✐♥❣ Pr❛♥❞t❧ ✭✶✾✷✼❜✮ ❛♥❞ ❚♦❧❧♠✐❡♥ ✭✶✾✷✻✮ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t Pr❛♥❞t❧✬s ♦r✐❣✐♥❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐♥❣ νt = qL ❛♥❞ q = L ∂u

∂y
✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❡✈❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢r❡❡ s❤❡❛r

✢♦✇s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❜✉t ✇❛s ❧❛t❡r ❞✐s♠✐ss❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛✉t❤♦r✳

✻✾



♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✇♦r❦ ✇❛s ❥✉st ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❯s✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ✺✴✸ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡

t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✺✵✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ✐♠♣❧✐❡s t✇♦ ♠♦r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st

❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❜✉t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐❞❡❛

✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ε✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠✿

νt = Cµ
k2

ε

❛♥❞

ε = ν
〈∣∣∇u′∣∣2

〉

❆♥♦t❤❡r ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞

❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ r❡❧❛t❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ▲✱ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

κ ≈ k3/2

L

❚❤❡ t✇♦✲❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s♦❧✈❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥s ✕♦♥❡ ❢♦r ❦ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r ε✕ ❛♥❞

❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜② ▲❛✉♥❞❡r

✫ ❙♣❛❧❞✐♥❣ ✭✶✾✼✸✮ ❢♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋♦r

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ k − ε ♠♦❞❡❧ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❤✉❣❡❧② ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧

❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱ ✐s ♥♦t t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣❛♥❛❝❡❛✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❧❛❝❦s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❞❡s✐r❡❞✳ ❆

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✢♦✇s ❛♥❞ r❡❣✐♠❡s

✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡s s❡❡ ❏♦♥❡s ✫ ▲❛✉♥❞❡r ✭✶✾✼✷ ✫ ✶✾✼✸✮✱ ❙❤✐❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✮✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❦ ✲ǫ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② ♣♦♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s

✐♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❞✈❡rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❲✐❧❝♦① ✭✶✾✽✽✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✇♦

❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ k−ω ♠♦❞❡❧✳ ❍❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✱

ω✿

ω =
k

νt

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t②✱ vt t♦ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡

k − ε ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t✱ r❛t❤❡r ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ω✱ ♠❛② ❜❡

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ k/ε✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣❡r ✉♥✐t ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✬s

s✉❝❝❡ss ✇❛s s✉♣❡r✐♦r ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡rs❡✲♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t❡❞

❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❝♦♥st❛♥t✲❣r❛❞✐❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ k − ε ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②

t♦ s♣❡❝✐❢②✱ ♣❡r❤❛♣s r❛t❤❡r ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ω ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣

❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ε✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜② ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ k − ω ❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥❧❡t✳

❚❤❡ ❧❛st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ▼❡♥t❡r ✭✶✾✾✸ ✫ ✶✾✾✹✮✱

t❤❡ ❙❙❚✲k − ω ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❞ t❤❡ k − ε ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ s✇✐t❝❤❡❞ t♦

t❤❡ k − ω ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ k − ω ♠♦❞❡❧

✺✵■t ✇❛s ❧❛t❡r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t Pr❛♥❞t❧✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❞❡r✐✈❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ ✶✾✹✺

✼✵



❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❜✉t st✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥♦r♠❛❧ str❛✐♥

s✉❝❤ ❛s st❛❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ③♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s t❤❡ ♦♥❧② ❝❧♦s✉r❡

♠♦❞❡❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❣♦✈❡r♥ ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠✉st ❜❡ ❞✐s✲

❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❲❤❡t❤❡r✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✱ ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ▼❡t❤♦❞ ♦r ❛s ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡

▼❡t❤♦❞ ✭❋❱▼✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♥❡❡❞✳

❚❤✐s st❡♠s ❢r♦♠ ❛ ❝✉❧t✉r❡ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❣r♦✉♣ ❤❛s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❝♦❞❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❤♦✉s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ ❈❋❉ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝❛❞❡s

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❧✐❢❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈❋❉ ❝♦❞❡s✱ t❤✐s ✐s ♥♦✇ ❝❤❛♥❣✐♥❣✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❋❱▼ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❡①❛❝t❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛ ❜r✐❡❢ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❱♦❧✉♠❡ ▼❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛st ✐♥ t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ q✉✐❝❦ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡✴❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡

❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡①t❜♦♦❦s ♦♥ ❈❋❉

♦❢ ❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮✱ ❱❡rst❡❡❣ ✫ ▼❛❧❛❧❛s❡❦❡r❛ ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛♣❡rs ♦❢ ❏❛s❛❦ ✭✶✾✾✻✮✱

❞❡ ❱✐❧❧✐❡rs ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ❲❡❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ ✇❤♦ ✇❡r❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

♦♣❡♥❋❖❆▼ ❝♦❞❡✱ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❜❡♥❡✜ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡ ❝♦❞❡ ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧❡r ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

r❡str✐❝t❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐❝❡♥s❡s ❜✉t r❛t❤❡r ❜② ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ P❡r❤❛♣s ♦♣❡♥❋❖❆▼✬s

❣r❡❛t❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ✐ts ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ♥❛t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡ s❝✐❡♥t✐st✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡

❝♦❞❡ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥ ✐ts tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ❛♥❞ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦ ❧♦♥❣❡r ❛r❡ s♦❧✈❡r r♦✉t✐♥❡s

❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❜s❝✉r❡❞ ❜② ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❝♦❞❡✱ r❛t❤❡r ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈❡ ✐♥t♦ ❛♥❞ ❢r❡❡❧② ♠♦❞✐❢②✱ ❛❞❞

s♦❧✈❡rs✱ r♦✉t✐♥❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❛t ✇✐❧❧✳

✷✳✶✳✹ ●♦✈❡r♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❝❛❧❛r ϕ = f(x, y, z, t)✱ ✢♦✇✐♥❣

t❤r♦✉❣❤ ❛ st❡❛❞② ❞♦♠❛✐♥ ✭✜①❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✮✱ ❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞✐♥❣

s✉r❢❛❝❡s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥✿

ˆ

V

∂ϕ

∂t
dV +

ˆ

S
uϕ · dS+

ˆ

V
CϕdV =

ˆ

S
ν∇ϕ · dS+

ˆ

V
QdV

♦r

ˆ

V

∂ϕ

∂t
dV +

ˆ

V
∇ · (uϕ) · dV +

ˆ

V
CϕdV =

ˆ

V
∇ · (Γ∇ϕ) · dV +

ˆ

V
QdV

✇❤❡r❡ ✉ ✐s t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❈ ✐s s♦♠❡ r❡❛❝t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✱ Γ ✐s t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ ϕ ❛♥❞

◗ r❡♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ▲❍❙ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❛r ϕ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡

✼✶



❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✴❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❖♥

t❤❡ ❘❍❙✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢✉① ❞✉❡ t♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st s♦♠❡ s♦✉r❝❡ ♦r s✐♥❦

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ●r♦✉♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡r♠s t♦❣❡t❤❡r ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ t❡r♠s

♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡s ❤♦✇ ❛♥② ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ ϕ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❱ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢✉①❡s

❛❝r♦ss ✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✿

ˆ

S
(uϕ− ν∇ϕ) · dS =

ˆ

V

(
∂ϕ

∂t
+ Cϕ−Q

)
dV

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠ t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r✱ ♥✱ ♦❢

s♠❛❧❧❡r ❞♦♠❛✐♥s✿

n∑

i=1

[
ˆ

S
(uϕ− ν∇ϕ) · dS−

ˆ

V

(
∂ϕ

∂t
+ Cϕ−Q

)
dV

]
= 0

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❛❧❧ t❤✐s st❛t❡s ✐s t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ϕ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤

❞✐s❝r❡t❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ✐t ✐s

✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ✢✉①❡s t❤r♦✉❣❤ s❤❛r❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢❛❝❡s ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✉t✳

✷✳✶✳✺ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❝❛❧❛r ϕ ✐s ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✈❡r② q✉✐❝❦❧②

t❤❡ ♥❡❡❞ ❛r✐s❡s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❝❛❧❛r ϕ ❛t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ①✱ ❛ ❦♥♦✇♥

❞✐st❛♥❝❡ ∆x ❛✇❛② ♦r ❛t ❛ t✐♠❡ ∆t ❧❛t❡r ♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡

t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ✭ϕP ✮ ❜✉t ✇❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ s♣❛❝❡ ♦♥❡ ♠✉st t❛❦❡ ❛ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

ϕ(x) = ϕP +∆x · (∇ϕ)P +
1

2
(∆x)2 · (∇∇ϕ)P +

1

3!
(∆x)3 · (∇∇∇ϕ)P + ...

...+
1

n!
(∆x)n · (∇...∇ϕ)P

❆♥❞ tr✉♥❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❝❝✉r❛t❡

t♦ t❤❡ ✷♥❞ ♦r❞❡r✿

ϕ(x) = ϕP +∆x · (∇ϕ)P

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s✿

ϕ(t+∆t) = ϕt +∆t

(
∂ϕ

∂t

)t

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❞♦ ♥♦t ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ❜✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s❝❛❧❛r ϕ ❛t t✐♠❡ t✳

❯♣✇✐♥❞ ✫ ❈❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣

❙♦ ❢❛r t❤❡ t❛s❦ ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛

✼✷



r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✺✶✿

(
∂ϕ

∂x

)

xi

= lim
∆x→0

ϕ(xi +∆x)− ϕ(xi)

∆x

◆♦t❡ ❤♦✇ t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s

✈✐s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ♦r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆♥② s✉❝❤ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈❋❉ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✉s✉❛❧❧② ❧✐❡ ♦♥ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♠❛② ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♥♦❞❡ ♦r t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐ts❡❧❢ ♠❛② ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛♥❞ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡

❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❣r✐❞

s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ t✐♠❡ st❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❱❡r② ♦❢t❡♥ t❤❡ ❣r✐❞ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ϕi t❤❛t ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ xi+1 ❛♥❞ xi−1✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✿ f =
|xi+1−xi|
|xi−1−xi| ❛♥❞ ϕi = fϕx+1 + (1 − f)ϕx−1✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱

t❤❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ(x) ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐ ❀ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦♥❡

❝❛♥ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❡❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐✰✶✱ ✐✲✶ ♦r ❜♦t❤ ❛♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡♥ ❦♥♦✇♥ ❛s✱ ❢♦r✇❛r❞✱

❜❛❝❦✇❛r❞ ♦r ❝❡♥tr❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❲❤✐❝❤ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✲

✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❝❤♦s❡♥ ❢❛✈♦rs t❤❡

✉♣str❡❛♠ ♥♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ✉♣✇✐♥❞ s❝❤❡♠❡✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✺✷♦❢ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♠❛♥✐❢❡st t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜✲

❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❲❛r♠✐♥❣ ✫ ❇❡❛♠ ✭✶✾✼✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ▲❊❙ ✳

✷✳✶✳✻ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs

❇❡❢♦r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ s♦♠❡ ♦❢ ●❛✉ss✬s

t❤❡♦r❡♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢r❡❡❧② s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛r❡❛

✐♥t❡❣r❛❧s✿
ˆ

V
(∇ ·B) dV =

ˆ

S
dS.B

ˆ

V
(∇ϕ) dV =

ˆ

S
dSϕ

ˆ

V
(∇B) dV =

ˆ

S
dSB

✺✶❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✉s❡❞ t❤❡ P ✐❞❡♥t✐✜❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✉st
❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❥✉st ❛s ❡❛s✐❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ✈❛❧✉❡ s♦♠❡✇❤❡r❡
♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✴❢❛❝❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✐✱ ❥✱ ❦ ❛♥❞ ❊✱ ◆✱ ❲✱ ❙ ✭❝♦♠♣❛ss ♥♦t❛t✐♦♥✮✳

✺✷❍❡r❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ❜❡✐♥❣ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧✐♠✐ts✳ ❆ ✈♦❧✉♠❡✲
❢r❛❝t✐♦♥ ♦r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✲✶✵✵✪ ❣❧♦❜❛❧❧②✳ ■♥ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t
s♦♠❡ ♣♦✐♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❆❧s♦✱ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦r ❞❡♥s✐t②
♠✉st ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❧② ✶st ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss✳

✼✸



❚❤❡s❡ ❛r❡ ●❛✉ss t❤❡♦r❡♠s ❢♦r t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ s❝❛❧❛rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❍❡r❡ ❞❙ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣

♦✉t✇❛r❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✿

VPxP =

ˆ

V
xdV ↔

ˆ

V
xdV − xP

ˆ

V
dV =

ˆ

V
(x− xp) dV = 0 ↔

ˆ

V
∆xdV = 0

✇❤❡r❡ VP ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✬s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡

✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✮✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❚❛②❧♦r

s❡r✐❡s r❡s✉❧ts ✐♥✿

ˆ

VP

ϕ(x)dV ≅

ˆ

VP

ϕP +∆x · (∇ϕ)P dV =

ˆ

VP

ϕPdV +

ˆ

VP

∆x · (∇ϕ)P dV

❇✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ♠✉st r❡❞✉❝❡ t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ P r❡s✐❞❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛♥❞

∆x = x− xp ✿

ˆ

VP

ϕPdV +

ˆ

VP

(x−xP ) dV · (∇ϕ)P = ϕP

ˆ

VP

dV + 0 = ϕPVP

❆ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✿

ˆ

V
(∇ϕ) dV =

ˆ

S
dSϕ

ˆ

Sj

B · dS =BFC

ˆ

Sj

dS+

ˆ

Sj

∆BdS · (∇B)FC = BFC · SFC

✇❤❡r❡ BFC ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❋❈ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❢❛❝❡✴♣❧❛♥❛r ❝❡♥tr♦✐❞ ❛♥❞ ❙ t❤❡

❛r❡❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ❥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s✿

ˆ

Vp

∇ϕdV =

ˆ

S
ϕdS ↔ ∇ϕ =

1

VP

∑

j

ϕFCSFC

❆♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s✿

ˆ

VP

(∇ ·B) dV =

ˆ

S
dS.B ↔ (∇ ·B)Vp =

∑

j

(
ˆ

Sj

BFC·dSFC

)

↔ ∇ ·B =
1

VP

∑

j

(BFC · SFC)

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥✈♦❦❡❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ϕ ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡

❢❛❝❡✲❝❡♥tr♦✐❞ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✭♥❛♠❡❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ϕ ❛❝r♦ss ❛ ❢❛❝❡✱ t❤❡ ❞✐✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✮ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

●❛✉ss t❤❡♦r❡♠ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭❏❛s❛❦ ✶✾✾✻✮✿ Vp (∇ ·B) =
∑
f

S ·BFC ❚❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② ♥♦✇ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠✿

ˆ

VP

∇ · (uϕ) dV =
∑

j

SFC (uϕ)FC =
∑

j

FϕFC

✼✹



✇❤❡r❡ F = SFCuFC ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡

❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

ϕ✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠✿

ˆ

VP

∇ · (Γ·∇ϕ) dV =
∑

j

SFC (Γ·∇ϕ)FC = Γ
∑

j

SFC∇ϕFC

❋♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❣r✐❞✱ t❤❡ ❢❛❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ϕ ✐s ❡❛s✐❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s SFC∇ϕFC =

SFC
ϕi+1−ϕi−1

xi+1−xi−1
✇❤✐❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❣r✐❞s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ r❡q✉✐r✐♥❣

t❤❡ ❢❛❝❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❡✈❛❧✉✲

❛t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s

s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✜rst ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Qu&Qp ✱✇❤✐❝❤ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

ϕ✱ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✿

Q(ϕ) = Qu +Qp(ϕ)&

ˆ

VP

Q(ϕ)dV = QuVp +QpVpϕp

❚❤❡ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✜♥❛❧

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♠❛② ❜❡

❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ◗ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r tr❡❛t♠❡♥t ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿

n∑

i=1

[
ˆ

S
(uϕ− Γ∇ϕ) · dS−

ˆ

V

(
∂ϕ

∂t
+ Cϕ−Q

)
dV

]
= 0

↔
n∑

i=1




m∑

j=1

(uϕ− Γ∇ϕ) · SFC −
(
∂ϕ

∂t
+ Cϕ−Q

)
VPi


 = 0

✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❡❛❝❤ ❢❛❝❡✱ ❥✱ ♦❢ ❡❛❝❤

❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐✳

✷✳✶✳✼ ❇♦✉♥❞❛r②✲❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❆t t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✴✈♦❧✉♠❡ ❢❛❝❡s ✇✐❧❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ❛ss❡♠❜❧❡❞✳ ❆s s✉❝❤ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦✉♥❞❛r②

❈♦♥❞✐t✐♦♥s✭❇❈✮ ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞

❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ♦r ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ✇❤❡r❡

❛ ✜①❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♦r ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧✴Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

✕ ❉✐r✐❝❤❧❡t✿ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ϕb ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣t ❜✮ t❤❛t ❧✐❡

♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ♦♥ str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

❣r✐❞s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❝✉r✈❡❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡

♥❡❡❞ ❛r✐s❡s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✈❡❝t♦r SFC ✐♥t♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

✼✺



❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ SFCO
❛♥❞ SFCNO

✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡

❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡ t❤❡♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❡q✉❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦ SFC

❜✉t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡ ❝❡♥tr♦✐❞✴❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❛r✐s❡s t♦ ❞❡✜♥❡

t✇♦ ♠♦r❡ ✈❡❝t♦rs✱ ✜rst d ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r t♦ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ dN ✇❤✐❝❤

✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❢❛❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿ dN = SFC d·SFC

|SFC|2 ✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❢r♦♠ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦✿

ˆ

VP

∇ · (uϕ) dV =
∑

j

SFC (uϕ)FC =
∑

j

FϕFC

⇒ (FϕFC)j=b = Fbϕb

✇❤❡r❡ Fb = SFCuFC ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r② ❜❡❝♦♠❡s✿

ˆ

VP

∇ · (Γ · ∇ϕ) dV =
∑

j

SFC (Γ·∇ϕ)FC = Γ
∑

j

SFC∇ϕFC

⇒ (SFC∇ϕFC)j=b = |SFC|
ϕb − ϕp

|dN|
✺✸

✕ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✿ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✱ gb✱ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡✿

gb =
∂ϕ

∂nb
= nb· (∇ϕ)b =

SFC

|SFC|
· (∇ϕ)b

❋♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠s t❤❡ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡

✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞✱ ϕP ✿

ϕb = ϕP + dN · (∇ϕ)b =ϕP + |dN| gb

⇒ (FϕFC)j=b = Fbϕb = Fb (ϕP + |dN| gb)

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ gb✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ❝❡♥t❡r ❛r❡❛ ✈❡❝t♦r

❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t SFC· (∇ϕ)b = |SFC| gb ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✐♥t♦

t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡ r❡s✉❧ts ✐♥✿

⇒ (SFC∇ϕFC)j=b = Γb |SFC| gb

P❤②s✐❝❛❧ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

✕ ■♥❧❡t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍✐rs❝❤ ✭✶✾✾✶✮ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

✉s✉❛❧❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❛② ❜❡ ③❡r♦ ♦r

✺✸♥♦t✐♥❣ t❤❛t dN ‖ SFC✱ t❤❛t ✐s t❤❡② ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r

✼✻



❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳

✕ ❖✉t❧❡t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ✢♦✇s ♥❡❛r t❤❡ ❡①✐t✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞

❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛❢t❡r s❝❛❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥

♠✐♥✉t❡ ✐♥✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❧❡t ❧❡❛❞s t♦ ❧♦ss ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ✐t ✐s

❜❡tt❡r t♦ s❡t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦✉t❧❡t t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳

✕ ❲❛❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ❚❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ❤❡r❡ ❤❡♥❝❡ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞

s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡

t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t

✢♦✇s ❛ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ✐♥ ❘❆◆❙ ✭❛♥❞ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧❡❞ ▲❊❙✮ ❛s s♣❡❝✐✜❝ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞

✕ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s✿ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❦♥♦✇♥ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts t♦

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✐t ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst

❝❡❧❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❢t❡r s❝❛❧✐♥❣✳

✕ P❡r✐♦❞✐❝ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

❧✐♥❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s❀ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡

❝❡❧❧s✴❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✳ ■t ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦

t❤❡ ♦t❤❡r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥✳

✷✳✶✳✽ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❙♦ ❢❛r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✉t ❢♦r

✉♥st❡❛❞② ✢♦✇s✱ ♦r ✇❤❡♥❡✈❡r ∂ϕ
∂t 6= 0✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❛r✐s❡s t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✐♥ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡

st❡❛❞② ✭♥♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ s✐③❡ ✐♥ t✐♠❡✮ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ✈♦❧✉♠❡ t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s✿

ˆ t+∆t

t

[
ˆ

S
(uϕ− Γ∇ϕ) · dS−

ˆ

V

(
∂ϕ

∂t
+Qϕ−Q

)
dV

]
dt = 0

ˆ t+∆t

t




m∑

j=1

(uϕ− Γ∇ϕ) · SFC −
(
∂ϕ

∂t
+Qϕ−Q

)
VPi


 dt = 0

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❧❡❛r❡r ✐❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ✈♦❧✉♠❡

✐♥t❡❣r❛❧s✿

ˆ t+∆t

t

[
∂

∂t

ˆ

V
ϕdV +

ˆ

V
∇ · (uϕ)dV −

ˆ

V
∇ · (Γ∇ϕ) dV

]
dt =

ˆ t+∆t

t

[
ˆ

V
Q(ϕ)dV

]
dt

✼✼



ˆ t+∆t

t


 ∂

∂t

ˆ

V
ϕdV +

∑

j

Fϕj −
∑

j

ΓSFC · ∇ϕj


 dt =

ˆ t+∆t

t
[QuVp +QpVpϕp] dt

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✉♥st❡❛❞② t❡r♠ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❝❝✉r❛❝②

♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❤♦✉❣❤ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡r♠✱ t❤❛t ✐s✱ t♦

❛❝❤✐❡✈❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛❧❧ t❡r♠s ♠✉st ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✳ P❛t❛♥❦❛r

✭✶✾✽✵✮ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❛t ♦❢t❡♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢❛❝❡s ♠❛② ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛

s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥

ϕt+∆t
P − ϕt

P

∆t
Vp +

∑

j

Fϕj −
∑

j

ΓSFC · ∇ϕj = QuVp +QpVpϕ
t
p

❚❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ϕ ✫ ∇ϕ ❛❢t❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t ❧❡❛❞s t♦ ♠❡t❤♦❞s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭❖❉❊✮ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞

t✇♦ ❧❡✈❡❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛♥❞ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞

②✐❡❧❞s s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖❉❊ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡s

t → t+∆t✿

dϕ(t)

dt
= fn(t, ϕ(t)); ϕ(t) = ϕt

ˆ t+∆t

t

dϕ

dt
dt = ϕt+∆t − ϕt =

ˆ t+∆t

t
fn(t, ϕ(t))dt

❊①♣❧✐❝✐t ♦r ❋♦r✇❛r❞ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❛t✿

ϕt+∆t = ϕt + fn(t, ϕt)∆t

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ f ✱ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s✲

❝r❡t✐③❛t✐♦♥ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❡❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡✿

ϕj = fϕt
P + (1− f)ϕt

N and SFC · (∇ϕ)j= |SFC|
ϕt
N − ϕt

P

|dN|

✺✹ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥✿

ϕt+∆t
P = ϕt

P +
∆t

Vp



∑

j

Fϕt
j −

∑

j

ΓSFC · ∇ϕt
j +QuVp +QpVpϕ

t
p




✺✹❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♣♣❧② ❢♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❣r✐❞s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦✿ +dno · (∇ϕ)j ✇❤❡r❡ SFC = dO + dNO

✼✽



❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❵◆✬ r❡❢❡rs t♦ s♦♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r P✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡st ❜❡♥❡✜t ♦❢

t❤✐s ✜rst✲♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ♥❡✇ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦❧❡❧② ❢r♦♠ q✉❛♥t✐t✐❡s

t❤❛t ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ✭❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ ❘❍❙✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♥♥❡r t✐♠❡✲st❡♣

✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤♦✉❣❤ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t t♦ st❛❜✐❧✐t② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❈♦✉r❛♥t

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t② ♥❛♠❡❞ ✐♥ ❤✐s ❤♦♥♦r✱ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡r✱ ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Co = Umeanflow·∆t/∆x

♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ str✐❝t❡r✱ r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❡

r❛t✐♦ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❬✵✳✷✲✵✳✺❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t②✳

■♠♣❧✐❝✐t ♦r ❇❛❝❦✇❛r❞ ❊✉❧❡r

■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❛t ♣♦✐♥t t+∆t ✐s ✉s❡❞✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✿

ϕt+∆t = ϕt + fn(t+∆t, ϕt+∆t)∆t

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s

❛t t❤❡ ♥❡✇ t✐♠❡ st❡♣✿ ϕj = fϕt+∆t
P + (1 − f)ϕt+∆t

N ❛♥❞ SFC · (∇ϕ)j= |SFC| ϕ
t+∆t
N −ϕt+∆t

P
|dN| ✳ ❆s

♦✉t❧✐♥❡❞ ❜② ❍✐rs❝❤ ✭✶✾✾✶✮ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐s st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s r❡q✉✐r❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞

s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❆ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s❝❤❡♠❡✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜② ❏❛s❛❦ ✭✶✾✾✻✮✱ ✐s t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣

♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ st✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❜✉t t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s

❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ 2nd ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ♦✈❡r❛❧❧ 2nd ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡✳

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r s✉❝❤ ❛ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ ❚❛②❧♦r s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛❜♦✉t ϕ(t+∆t) = ϕt+∆t ❛♥❞

ϕ(t−∆t) = ϕt−∆t ✿

ϕ(t) = ϕt = ϕt+∆t − ∂ϕ

∂t
∆t+

1

2

∂2ϕ

∂t2
∆t2 +O(∆t)3

❛♥❞

ϕ(t−∆t) = ϕt−2∆t = ϕt − 2
∂ϕ

∂t
∆t+ 2

∂2ϕ

∂t2
∆t2 +O(∆t)3

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡✱ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❞r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✿

∂ϕ

∂t
=

3/2ϕt − 2ϕt−∆t + 1/2ϕt−2∆t

∆t

✳

3/2ϕt − 2ϕt−∆t + 1/2ϕt−2∆t =
∆t

Vp



∑

j

Fϕt
j −

∑

j

ΓSFC · ∇ϕt
j +QuVp +QpVpϕ

t
p




❘❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ♥♦✇ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ϕ ❛t t✇♦ ♣r✐♦r

t✐♠❡✲st❡♣s✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ϕP & ϕj ❛t ✈❛r✐♦✉s t✐♠❡s ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥♥❡r✲

✼✾



✐t❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

♠❡♠♦r② ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■t ❞♦❡s r❡s✉❧t✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡

❜✉t s❧✐❣❤t❧② ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ✐♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢t❡♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❊✉❧❡r ✐♠♣❧✐❝✐t s❝❤❡♠❡✳

❈r❛♥❦✲◆✐❝❤♦❧s♦♥

■❢ ♦♥❡ ✉s❡s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s ❛t ❛

tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❈r❛♥❦✲◆✐❝❤♦❧s♦♥ s❝❤❡♠❡✿

ϕt+∆t = ϕt +
1

2

[
fn(t, ϕt) + fn(t+∆t, ϕt+∆t)

]
∆t

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❚❛②❧♦r ❙❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s t❤❛t r❡s✉❧t ✐♥ ✜rst ♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛❝②✿ ✺✺

(
∂ϕ

∂t

)
=

ϕt
P − ϕt−1

P

∆t

❛♥❞
ˆ t+∆t

t
ϕ(t)dt =

ϕt
P − ϕt−1

P

2
∆t

❲❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢✉❧❧② ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥✿

ϕt
P − ϕt−1

P

∆t
Vp +

1

2



∑

j

Fϕj −
∑

j

ΓSFC · ∇ϕj



t

− 1

2



∑

j

Fϕj −
∑

j

ΓSFC · ∇ϕj



t−1

=

=
1

2
[QuVp +QpVpϕp]

t − 1

2
[QuVp +QpVpϕp]

t−1

❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍✐rs❝❤ ✭✶✾✾✶✮ ❜✉t

♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❊❙✱

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ❞❡ ❱✐❧❧✐❡rs ✭✷✵✵✼✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r s❝❤❡♠❡❀ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞

❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡♠♦r②

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈r❛♥❦✲◆✐❝❤♦❧s♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ 2nd ♦r❞❡r ❜❛❝❦✇❛r❞

❞✐✛❡r❡♥❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐ts tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ❢♦✉r t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r✳

✷✳✶✳✾ ❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ❙❝❤❡♠❡s✱ ❊rr♦rs ❛♥❞ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙♦❧✉t✐♦♥

❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ♠❛② ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦r ✜tt✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭t❤❡ ◗❯■❈❑

s❝❤❡♠❡ ✜ts ❛ ♣❛r❛❜♦❧❛ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③✐♥❣ ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ ♠❛♥② s✉❝❤ s❝❤❡♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ str❡ss❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛s ❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡

❡rr♦r ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡rr♦r t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❛s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

r❡❞✉❝❡s t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐ts❡❧❢✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡

❛ s♠❛❧❧❡r ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r t❤❛♥ ❛ ❧♦✇❡r ♦r❞❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ t✐♠❡✲st❡♣✱ ✈❡r② ♦❢t❡♥✱ ♠❡t❤♦❞s

♦❢ s✐♠✐❧❛r ♦r❞❡r ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦rs t❤❛t ❞✐✛❡r ❣r♦ss❧②✳ ❚❤❡r❡✐♥ ❧✐❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❤♦✇ s♠❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡✲st❡♣ ♠✉st ❜❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

✺✺✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ϕ ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ st❡♣ t✲♥✱✳✳✱t✲✷✱t✲✶✱t✱t✰✱t✰✷✱✳✳✳✱t✰♥

✽✵



❡rr♦r✳ ❖♥❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡✈❡r❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② s♠❛❧❧❡r t✐♠❡st❡♣s ❛♥❞

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ❛ ♠❡s❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❋♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❏❛s❛❦ ✭✶✾✾✻✮✱ ✇❤❡r❡ ❛♥

❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ♠❛❞❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❛② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❤♦✇ s♠❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣ ♠✉st ❜❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡

st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s

❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ✐ts❡❧❢ ❤❛s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

∣∣∣∣∆t
∂fn(t, ϕ)

∂ϕ

∣∣∣∣ < B

✇❤❡r❡ ❇ t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡rs

s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛t✐s✜❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❙✉❝❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s

s❡r✈❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st t✐♠❡✲st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♥❡❝✲

❡ss❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ st✐✛ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠♦st ❝♦♠♣❧❡①✴❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✢♦✇s ✇❤❡r❡

t❤❡r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s✱ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣

♠✐❣❤t ♣r♦❞✉❝❡ ❛ st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❡ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❢❛st❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r❡❝❧✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ❤❛s t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❆♠❛tr✐① ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮ r❡❞✉❝✐♥❣ s♣❛rs✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♠❛tr✐① ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ 2nd ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡✱ ✐t ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡s

♣❡♥t❛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r ❛ 3rd ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡✳ ❚❤✐s ❜❡❝♦♠❡s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ♦♥ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞

❣r✐❞ ✇❤❡r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛♥❞❡❞ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳

✷✳✶✳✶✵ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞

❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦✇ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❜✉t ♦♥❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s

✇♦r❦✱ s✉✣❝❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❡t❤♦❞s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ tr❡❛t s✉❝❤ ❝❛s❡s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✴♣♦✐♥t ♦❢

t❤❡ ❣r✐❞✴❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Apϕp +

neighbouring∑

nodes

Akϕk = ABCp

❲❤❡r❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ✭✶❉✿ ✲✐✱✰✐ ✴ ❊✱❲✱ ✷❉✿ ✲✐✱✰✐✱✲

❥✱✰❥ ✴ ❊✱❲✱◆✱❙✱ ✸❉✿ ✲✐✱✰✐✱✲❥✱✰❥✱✲❦✱✰❦ ✴ ❊✱❲✱◆✱❙✱❚✱❇✮✳ ❆ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛t ❡✈❡r② ❣r✐❞

♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥✿

A · −→φ =
−−−→
ABC
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❲❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r
−→
φ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❛❧❧ t❤❡ ❣r✐❞ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r

−−−→
ABC ❝♦♥t❛✐♥s

❛❧❧ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤♦s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ❆ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♠❛tr✐①✳ ❙❡♥s✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♥♦❞❡s ✭❛t ❧❡❛st ❢♦r ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞✮ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❜❛♥❞❡❞

❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ✭✐✳❡✳ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ tr✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ♣❡♥t❛✲❞✐❛❣♦♥❛❧✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s r❛r❡❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s

❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✈❡rs ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥t✐♥❣❡♥t ♦♥

t❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❆ ♠❛tr✐① ✭s♣❛rs✐t②✱ s②♠♠❡tr②✱ ♣♦❧②❞✐❛❣♦♥❛❧✲✐t②✱ ❡t❝✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞

t❤r♦✉❣❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ▲♦✇❡r✲❯♣♣❡r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s s♣❡❝✐❢✲

✐❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ♦❢ ❆ ♠❛tr✐❝❡s ✭●❡rr✐ts❡♥ ✭✷✵✵✽✮✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧②

✉s❡❞ ❛r❡ Pr❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ✭❇✐✲✮❈♦♥❥✉❣❛t❡ ●r❛❞✐❡♥t✱ ❉✐❛❣♦♥❛❧ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❈❤♦❧❡s❦②✱ ●❡♦♠❡tr✐❝

❆❧❣❡❜r❛✐❝ ▼✉❧t✐✲●r✐❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s♠♦♦t❤❡rs ✭●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ♣r❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❡❞✐t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ✉s❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡

♠❛tr✐① ❛♥❞ r❛r❡❧② ✇✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ♥♦t❡❞ ❜② ■❛❝❝❛r✐♥♦ ✭✷✵✵✾✮✳

✷✳✶✳✶✶ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♥❞ Pr❡ss✉r❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ s❝❤❡♠❡s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ ❛r❡✿

∂u

∂t
+∇ · (uu)−∇ · (ν∇u) = −∇p

ρ

❛♥❞

∇ · u = 0

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥s ❢♦r ❧♦✇✲♠❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ✢♦✇s ♦r ✢✉✐❞s ♦❢

❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t②✳

❆ ❞✐✣❝✉❧t② ❛r✐s❡s ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞r✐✈❡ t❤❡ ✢♦✇ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥

❢♦r ♣r❡ss✉r❡✳ ❋♦r ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ♦♥❡ ♠❛② ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥

t❤❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✺✻✳ ❚❤❡ ✇❛② ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✐s t♦

❛rr✐✈❡ ❛t ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s s❛t✐s❢② t❤❡

❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ∇·(uu)✳ ❉✐s❝r❡t✐③✐♥❣ t❤✐s t❡r♠ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥

r❡q✉✐r✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡rs t♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① s②st❡♠✳ ❆♥

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✿

ˆ

∇ · (uu)dV =
∑

j

SFC · uj · uj =
∑

j

Fjuj

▼♦♠❡♥t✉♠

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♥ ❡①✐st✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✭✐✳❡✳ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛ ♣r✐♦r t✐♠❡✲st❡♣✮ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✢✉① ✐♥ t❤❡

✺✻❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ♦♥❡ ♠✉st ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡ss✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡
❝❛s❡ ✐♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦r t❤❡ ❣❛✉❣❡ ♣r❡ss✉r❡

✽✷



❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢♦r♠✱ ♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛st ❛s ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r

❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡ ✢✉① ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t❡r♠ ✐s ❧❛❣❣✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞
✺✼✳

∑
SFC · uj · uj =

∑

j

Fjuj ≈

∑
(SFC·u)t−∆t

j ·uj =
∑

j

F t−∆t
j uj = Apup +

∑

k

Akuk

❋♦r st❡❛❞② ✢♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❣❣✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

✜❡❧❞ ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋♦r ✉♥st❡❛❞② ♦r tr❛♥s✐❡♥t ✢♦✇s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥♥❡r

✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡

t❡♠♣♦r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❡❧❧ r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❧❛❣❣✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠

✇❡❧❧ ❢♦✉♥❞❡❞✳

Pr❡ss✉r❡

❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❡r♠ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❤❡r❡ ❢♦❧❧♦✇s ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❘❤✐❡ ✫ ❈❤♦✇

✭✶✾✽✷✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ t❡r♠ r❡♠❛✐♥s ✉♥❞✐s❝r❡t✐③❡❞✳ ❆ s❡♠✐✲❞✐s❝r❡t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦r♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✿

APuP = H−∇p

❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐①✱ Ap✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✲

♠❡♥t✉♠ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❡r♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❝❤❡♠❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②

s✉❜s❝r✐♣ts ✉ ❛♥❞ t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✺✽

AP = AuP +AtP

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❍ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❛tr✐① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦✉r❝❡s

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t t❡r♠s✮ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ♠❛② ❜❡ t❤♦✉❣❤t

♦❢ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s t❡r♠s✿

H =
∑

k

(Auu)k +Aut

❆♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r up ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❜②

Ap✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡ ✈❛❧✉❡ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

uP =
H

AP
− ∇p

AP
✭✶✮

uj =

(
H

AP

)

j

−
(∇p

AP

)

j

✺✼❲❤❡r❡ ❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧ ❝❡♥tr♦✐❞s
✺✽❚✇♦ t❤✐♥❣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡✳ ❋✐rst✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇s t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡❧❧
✈♦❧✉♠❡ t♦ ♣❡r♠✐t ❢❛❝❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s✳

✽✸



❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

∇ · u =
∑

j

SFC · uj
j

= 0

❊q✉❛t✐♦♥ ✶ ♠❛② ♥♦✇ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✿

∇ ·
(∇p

AP

)
= ∇ ·

(
H

AP

)
=
∑

j

(
SFC

H

AP

)

j

❚❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✿

APuP = H−
∑

j

(SFCp)j

∑

j

[
SFC ·

(
1

AP
∇p

)]

j

=
∑[

SFC ·
(

H

AP

)]

j

✭✷✮

❆ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ✢✉① ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✲✈❡❧♦❝✐t②

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥✿

F = (SFCu)j = SFC ·
[(

H

AP

)
−
(

1

AP
∇p

)]

j

✷✳✶✳✶✷ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ Pr❡ss✉r❡ ❛♥❞ ▼♦♠❡♥t✉♠

❚❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡

❛r❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t❀ t❤❡ ✜rst ✐s t♦ tr② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠

❡q✉❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✲✈❡❧♦❝✐t② s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t❤❛t ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ❛r❡ ♦♥❧② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ s②st❡♠s ❛s t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♦✈❡r❤❡❛❞s ❛r❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✉str② ♥♦r♠ t♦❞❛② ❛♥❞ ♠♦st ✇✐❧❧ r❡s❡♠❜❧❡

t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❜② ❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

✕ ❙t❛rt s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✭❛t t✐♠❡ t✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ s♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱

t❤✐s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡ ✭✐❢ ♥♦t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✮

✕ ❈♦♠♣✉t❡ ❍ ❛♥❞ ✐ts ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡

✕ ❙♦❧✈❡ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ ❛t t✐♠❡ t

✕ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✭t❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢r❡❡✮ ❛t t❤❡ ♥❡✇ t✐♠❡ st❡♣ t✰❞t

✕ ❘❡♣❡❛t ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❙■▼P▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ P■❙❖

❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✽✹



❚❤❡ ❙■▼P▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❙■▼P▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛r❡tt♦ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r st❡❛❞②✲st❛t❡

✢♦✇s✳ ❆s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡❝♦♠❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❖♥

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ s✉❜s❡q✉❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡ss✉r❡✲✈❡❧♦❝✐t②

❝♦✉♣❧✐♥❣s ✈❛r② ❧✐tt❧❡✳

✕ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❛ ♣r✐♦r ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦r ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ st❡♣

❢r♦♠ ❛ ❣✉❡ss ✭pguess ♦r pold ✮✳ ✭❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r✲r❡❧❛①❡❞ rfU ∼ 0.8✮✳ ❚❤✐s

st❡♣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣r❡❞✐❝t♦r st❡♣✳

✕ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✭pp✮ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥

❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✕ ❚❤❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✭pp✮✳ ❚✇♦ ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀

✜rst t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❜❡❢♦r❡ st❛rt✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ♦r t♦ s✐♠♣❧② ✉♥❞❡r✲r❡❧❛① t❤❡

♣r❡ss✉r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ pnew = pguess + rfp(p
p − pguess)✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❡❛❞②

st❛t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r t❡r♠s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞

❛❧r❡❛❞②✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❍ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡

✢✉①❡s ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛st st❡♣ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ P■❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■ss❛ ✭✶✾✽✻✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ P■❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r tr❛♥s✐❡♥t ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

t♦ ❙■▼P▲❊ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣✳

✕ ▼♦♠❡♥t✉♠ ♣r❡❞✐❝t♦r st❡♣

✕ Pr❡ss✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❡♣

✕ ❈♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡q✳✷ ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦

❙■▼P▲❊✮ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐s ❝♦rr❡❝t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇✐t❤ ❡q✳✶✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡

❡①♣❧✐❝✐t ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡

✜rst t❡r♠ ✭t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t t❡r♠✮ ♦♥ t❤❡ ❘❍❙ ♦❢ ❡q✳✶ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❢r♦♠

♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s ✭t❤❡ ❍✴Ap t❡r♠✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❍✱

♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s

❛s ♥❡❡❞❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s ♠❡t✳✺✾

❆❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s

❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t✴❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡✲st❡♣ ♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❣✉❡ss✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♥ ✉♣❞❛t❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❝❧♦s✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞

✺✾❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ P■▼P▲❊✱ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦
❋❡r③✐❣❡r ✫ P❡r✐❝ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s✳

✽✺



❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❞② ✈✐s❝♦s✐t② ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛t❡ ✭t❡❝❤♥✐❝❛❧❧② t❤✐s ✐s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❡st✐♠❛t❡ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♣r❡❝✐s✐♦♥✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞

❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳

✷✳✷ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r

❋r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊✉❧❡r✲❊✉❧❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢

♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❛s r✉❧❡❞ ♦✉t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♠❡♥s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❚❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✇❛rr❛♥t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡s✐r❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥t♦

t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧✐♠✐t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞r✐✈✐♥❣

t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ t❤✉s ❤✐♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ♣❛rt✐❝❧❡

♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛rr✐❡r ❣❛s ♣❤❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞

❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❢✉rt❤❡r

♠❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t♦♦❧ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ t❤❛t ✐s ♦♥❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s t❤♦✉❣❤t ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐❞❡❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✐♥❣ ②❡❛rs✳

✷✳✷✳✶ ◆❡❝❡ss❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ♦♣❡♥❋❖❆▼ s♦❧✈❡rs

❚❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✈❡rs✐♦♥s ✶✳✻✲✷✳✷✮ ❧❛❝❦ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

s♦❧✈❡r s♦ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♦♥❡✳ ❋♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s✱ t❤❡ ♦♥❧②

❡①✐st✐♥❣ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ✭✏✐❝♦❯♥❝♦✉♣❧❡❞❑✐♥❡♠❛t✐❝P❛r❝❡❧❋♦❛♠✑✮ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡✈♦❧✈✲

✐♥❣ ♦♥❧② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ st❡❛❞② ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡✐r ❞r❛❣ ❛♥❞ ❛s

s✉❝❤ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s♦❧✈❡r ✇❛s t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡

❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❆s s✉❝❤ t❤✐s s♦❧✈❡r ✇❛s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ❛t ❤❛♥❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛

t✇♦✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❊✉❧❡r✐❛♥✲❙♦❧✈❡r ✭✏r❤♦P✐♠♣❧❡❈♦✉♣❧❡❞❑✐♥❡♠❛t✐❝❋♦❛♠✑✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✉s❡❞ ♣r✐♠❛r✐❧② ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r

t❤❡ s✐♠♣❧❡r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s♦❧✈❡r✱ s✐♠♣❧❡r ❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❝❛s❡✱ t❤✐s s♦❧✈❡r ❝❛♥

❤❛♥❞❧❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲r❡❛❝t✐✈❡ ✢♦✇s✳

❖♣❡♥❋❖❆▼ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❈✰✰ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t✐♦♥

♦❢ ♥❡✇ s♦❧✈❡rs ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❝❡ss✱ t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ s♦❧✈❡r s✉✐t❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐✜❝

♥❡❡❞s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✲

✐❜❧❡ tr❛♥s✐❡♥t s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✭✐✳❡✳ ✏♣✐♠♣❧❡❋♦❛♠✑ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ✏r❤♦P✐♠♣❧❡❋♦❛♠✑✮✱

r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❛❝r♦ss t❤❡ ✜❡❧❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛♥

✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ s♦❧✈❡r❭ ✻✵❛♥❞ ❧✐♥❦✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐❜r❛r✐❡s ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

✻✵❚❤❡s❡ ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ❋❱▼ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡s ✐♠♣❧②✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❙■▼P▲❊ ♦r P■❙❖
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♥❡r✱ ♦✉t❡r ❝♦rr❡❝t♦r st❡♣s ❛♥❞ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝♦rr❡❝t♦rs✳
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♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡✱ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲♠♦❞❡❧s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ r❡❛❝t✐✈❡ ✢♦✇s

✭s✉❝❤ ❛s r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❜r❡❛❦✲✉♣ ✫ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✮ ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤♦s❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❝❧❛ss❡s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❞❡♣✐❝ts ❛ ✢♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡

s♦❧✈❡r✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛s s✐♠♣❧❡

❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t s♦❧✈❡r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t❡st❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲

♦r✐❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❛❧❧♦✇s ❡❛s② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱

s♦❧✈❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r t❤♦s❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷✳✸ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❢♦✉♥❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡

✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❢❡❧❧♦✇ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦❞❡s ✇❡r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞✐s❝✉ss❡❞

♦♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♦♥❧✐♥❡ ❢♦r✉♠✻✶ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐❞ ❞r✐✈❡♥ ❝❛✈✐t② t❡st ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❧✈❡r ✇❛s ❢✉❧❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s✉❜✲♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t

✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ s✉❝❤ ❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✳ ■t ✐s t❤✐s

✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ t❤❛t ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✐ts s❡❧❡❝t✐♦♥

❛♥❞ ✉s❡ ❛s ❛ ❜❛s❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s✳

✻✶✇✇✇✳❝❢❞✲♦♥❧✐♥❡✳❝♦♠✱ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❢♦r✉♠
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Start with the first particle 

Evaluate if the discrete phase 

interacts with an `eddy’
Start the Dispersion Model and return a 

fluctuating velocity for the particle  

YES

NO

Evolve the particle through space 

using only the mean component

Add the fluctuating velocity to the 

mean component and then evolve 

the particle through space

Repeat the process for all the particles in the domain

At  time t=0

Start the PISO loop for the Eulerian phase

Momentum predictor step

Pressure solution

Continuity solution

Correct the momentum equation and repeat 

process for X number of corrector loops

Turbulence Closure Equations

The momentum of the Lagrangian

particles is accounted for in the 

momentum equation of each cell

Repeat the process at a time t+Δt

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋❧♦✇ ❝❤❛rt ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦✲✇❛② ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ✇✐t❤✐♥
♦♣❡♥❋❖❆▼✳ ❋♦r ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r
✹ ✽✽



✸ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❆①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❙✉❞❞❡♥ ❊①♣❛♥✲

s✐♦♥

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t✇♦❢♦❧❞❀ ✜rst t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦

♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ▲❊❙

❞❛t❛ s❡t ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇✐❧❧

❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s♦❧✈❡r ❢♦r ❛♥ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ❧❛tt❡r ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❡st ❝❛s❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢

t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▲❊❙

❞❛t❛ s❡t ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ s❡r✈❡s

❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r♦❧❡✱ ❛s ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡

t❤❛t ♣r♦♠♦t❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♥♦t ❛

❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦❞❡ ♣❡r s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ r❛t❤❡r ✐t ✐s t❤❡ ▲❊❙ ❞❛t❛ s❡t t❤❛t

✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦r♠s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❞❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ t❤❛t ❧❡❛❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✇❤✐❧❡

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ▲❊❙ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❡st ❝❛s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ ✐ts s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ t❡st ❝❛s❡ s❡t✉♣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛

s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❧✈❡r✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ▲❊❙ ❞❛t❛s❡t ✐s ✐ts❡❧❢ ♥♦ s♠❛❧❧ ❡♥❞❡❛✈♦r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st❀

♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛t✐st✐❝s r❡q✉✐r❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡

r❡❛s♦♥ ✇❤② ✉❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts

❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❜❛s❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉❘❆◆❙ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ■t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ t♦

♣r♦✈✐❞❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡❞ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ❢❛r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛♥ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ ❛

✉❘❆◆❙ ♦♥❡✳

✸✳✶ ❚❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡

❚❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ❤❛s ♥♦✇ ❜❡❡♥ s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♦❧✈❡r ♠❛② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❊❙

❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❡st ❝❛s❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐s ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❞❡♥

✢♦✇✳ ❚❤✐s ✢♦✇ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s❀ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ✉s❡❞

✽✾



❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t✉♥❡❞ ♦♥ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s

✭✶✾✽✶✮✱ ❙❤✉❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✸✮✱ ❇✉rr② ✫ ❇❡r❣❡❧❡s ✭✶✾✾✸✮✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ✇✐t❤

✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❢♦r♠❡❞ ❞♦✇♥✲

str❡❛♠ ♦❢ ❛❝t✉❛❧ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❛✐r✲❜❧❛st ❛t♦♠✐③❡rs✳ ❆s t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡❛rs s♦♠❡ s✐♠✐✲

❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✕❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r ♦r ❝❛♥✲❛♥♥✉❧❛r ❝♦♠❜✉st♦r✕ ✇✐t❤ t❤❡

♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✇✐r❧❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❥❡❝t♦r✱ t❤❡② ❡①❤✐❜✐t

s✐♠✐❧❛r tr❛✐ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤ ❘❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦✈❡r ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❢❛❝✐♥❣

st❡♣✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❢❛❝✐♥❣ st❡♣ ❝r❡❛t❡s ❡①t❡r♥❛❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❥❡t

❡①✐t ❛♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛❧❧s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ♦♥ s✉❝❤ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

③♦♥❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥tr②✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ✐♥ t❤❡✐r ❧❛❜♦r❛t♦r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛✐r ✢♦✇

r❛t❡s ❛♥❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡♣♦rt ❜♦t❤ ❣❛s ✢♦✇ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡

✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✹✵ ❛♥❞ ✽✵ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ❛♥❞

❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❣❛s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 104✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡r❡

✐s ❛ ❜r❡❛❞t❤ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✢♦✇s ♦✈❡r ❜❛❝❦✇❛r❞ ❢❛❝✐♥❣ st❡♣s✱

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡♥❡✜t✳

✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❉❡t❛✐❧s ✲ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❞❡♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡ ✇❛s

♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♦❢ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣

❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝❧♦s❡❧②✱ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡s ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ♦❢

s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r ✉s✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛s s✉❝❤ ♣r❛❝t✐❝❡s

t❡♥❞ t♦ s✉❜❞✉❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇s✳

❉❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❢♦r t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉t ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s❡❝t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡

❞♦♠❛✐♥ ♣❡r♠✐ts ✐♠♣r♦✈❡❞ st❛t✐st✐❝s t♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥

t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✱ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱

❞✱ ♦❢ ✶✺♠♠ ❛♥❞ ✺✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤ ❡①✐t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ t✉❜❡ ♦❢

✼✺♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❉✱ ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✻✵✵♠♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t✐♦✱ D/d = 5✳ ❋✐❣✉r❡

✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡

❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ❝♦r♥❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ❝♦r♥❡r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s❡t✉♣ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❣r❛✈✐t② ❛❝t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ t❤❡ ❣❛s ✢♦✇ ✇❛s s❡❡❞❡❞ ✇✐t❤ ❦❛♦❧✐♥ ❢♦r t❤❡

▲❛s❡r ❉♦♣♣❧❡r ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ✭▲❉❱✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

✾✵



❋✐❣✉r❡ ✷✿ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❉✴❞❂✺ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❱✐❡✇❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✳
❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡s ❛r❡ ✶✺♠♠ ✫ ✼✺♠♠ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛♥❞
✺✵✵♠♠ ❛♥❞ ✻✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✾✶



❚❛❜❧❡ ✶✿ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡
♦❢ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮

❙✉❞❞❡♥ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✫ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s

❊①♣❛♥s✐♦♥ ❘❛t✐♦ ✸✳✸✸ ✺
P❛rt✐❝❧❡ ◆♦♠✐♥❛❧ ❙✐③❡ ❈❧❛ss 40µm 80µm 40µm 80µm
❉✐❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

■♥❧❡t ❚✉❜❡✱ ❞ ✶✺ ♠♠
❊①♣❛♥s✐♦♥ ❚✉❜❡✱ ❉ ✺✵ ♠♠ ✼✺ ♠♠

❙t❡♣ ❍❡✐❣❤t✱ ❤ ✶✼✳✺ ♠♠ ✸✵ ♠♠
▲❡♥❣t❤s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

■♥❧❡t ❚✉❜❡✱ li ✺✵✵ ♠♠
❊①♣❛♥s✐♦♥ ❚✉❜❡✱ lo ✻✵✵ ♠♠

❇✉❧❦ ❱❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
■♥❧❡t ❚✉❜❡ ❊①✐t✱ Ui 13.2ms−1 14.2ms−1 14.2ms−1

❊①♣❛♥s✐♦♥ ❚✉❜❡ ❊①✐t✱ Uo 1.19ms−1 1.27ms−1 0.57ms−1

❘❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❞ ✶✸✵✵✵ ✶✹✵✵✵ ✶✹✵✵✵
❉ ✸✾✵✵ ✹✷✵✵ ✷✽✵✵
❤ ✶✺✷✵✵ ✶✻✹✵✵ ✷✽✵✵✵

♣❤❛s❡ ✇❡r❡ ❣❧❛ss ❜❡❛❞s✱ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧ 40µm ❛♥❞ 80µm s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ 37−44µm ❛♥❞ 60−95µm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❜② ❛ s❝r❡✇ ❢❡❡❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❦❛♦❧✐♥ s❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✳ ■♥ ❛♥

❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❡ st❡♣ ❤❡✐❣❤t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❧❡t

❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ r❛❞✐✐✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶

❛❜♦✈❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❡sts✱ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✱

✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦❢ ✺✵♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❛t✐♦

♦❢ D/d = 3.33✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ✇❤❡r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡② r❡❢❡r t♦ t❤❡ D/d = 5

❝❛s❡✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❢♦r t❤❡ D/d = 3.33 ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♠❛✐♥❧②

s❡r✈❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡D/d = 3.33

❣❡♦♠❡tr② ❛r❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❡st✱ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞

❘❆◆❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t✉♣✳

✸✳✸ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✲ ❊✉❧❡r✐❛♥ P❤❛s❡

❚♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ▲❊❙✱ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ st❛♥❞❛r❞ k− ε ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✐st❡❞

✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❢ ✶✳✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❤❡①❛✲❤❡❞r❛❧ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❈❛✉❝❤② ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t

❛♥❞ ❡①✐t✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❡t✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧② ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥✲

✾✷



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❱✐s✐❜❧❡
❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐s t❤❡ ✶✺♠♠ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦❢ ✼✺♠♠
❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ✻✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❋❧♦✇ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ❢r♦♠
❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✶✽♠✴s❪❀ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝
t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✶✵✵✵♠✷✴s✸❪ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②
❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✶✵♠✷✴s✷❪

t✐t✐❡s ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❧❡t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s

✇❛❧❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✸ ❞❡♣✐❝ts ❛ s❧✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❘❆◆❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❛r❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✐♥❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❵✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞✬

❡❞❞② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ✐♥ ♣❛rt

❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥

❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡st❡♣✱ ✐t ✇❛s s❡t t♦ 10µs✱ s✉✣❝✐❡♥t❧②

s♠❛❧❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡r✱ ❈♦✱ ❞✐❞ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✵✳✷ ❛♥②✇❤❡r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤✐❧❡

✾✸



✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s ✐♠♣♦s❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ t❛r❣❡ts r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✸✳✸✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✫ ❙●❙

❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ✇❡r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥

❜❡❢♦r❡ ✜♥❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❈r❛♥❦✲◆✐❝❤♦❧s♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ✸r❞ ♦r❞❡r ❚♦t❛❧

❱❛r✐❛t✐♦♥ ❉✐♠✐♥✐s❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ✷♥❞♦r❞❡r s❝❤❡♠❡s ❢♦r

❛❧❧ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ st❡♣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✇❛s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ s♦❧❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❈♦♥t✐♥✉✐♥❣✱ t❤❡ ❙●❙ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥❡①t✳ ❇♦t❤ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲

❡q✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ t❡st❡❞✳ ❚❤❡s❡ t❡sts s❤♦✇❡❞ ❧✐tt❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛s ❢❛r ❛s t❤❡

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✲❡q✉❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ♦✈❡r t❤❡ ❙♠❛❣♦r✐♥s❦② ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲❣r✐❞ s❝❛❧❡ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦

❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✢♦✇s ♦✈❡r ❜❛❝❦✇❛r❞s ❢❛❝✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞ ✇❡✐rs ✭▼♦♥t❡r❢❛♥♦

✭✷✵✶✶✮✮✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t

s♦❧✈❡r ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛ ❜✐✲❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

P■▼P▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❛ ♠❡r❣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❙❖ ❛♥❞ ❙■▼P▲❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❧t❤♦✉❣❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡st❡♣s✱

t❤✐s ✇❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ P■❙❖ ♠♦❞❡ ❛❧♦♥❡✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❛t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦✉♥t ❜② s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs t❤❡ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ③♦♥❡ ♣♦s✐✲

t✐♦♥ ♣❡rs✐st❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✇❛s ♥♦t ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧♦♥❡✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞

❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❛t ❢❛✉❧t✳ ❊✈✐❞❡♥❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡

❛❝r♦ss ♥❡❛r t❤❡ ❡①✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❧♦s❡r t♦ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ s❤❛♣❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ 1/7 ♣♦✇❡r ❧❛✇✳

✸✳✸✳✷ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s

❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t✱ ❛s ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ✇❛s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✢♦✇ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥

✐♥t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡ ♦r t❤❡r❡ ✇❛s s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

s❝❤❡♠❡s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ▲❊❙ ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛♥

❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♥♦ tr✐✈✐❛❧ ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥❧❡t ❇❈

✇❛s ❛♣♣❛r❡♥t ❢r♦♠ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s t❤❛t s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥

✇❛s ❜❡✐♥❣ ♠✐s❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❡♣ ✐t ❧❛②

❢❛rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦♣❡♥❋❖❆▼

t✉r❜✉❧❡♥t ✐♥❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝✉st♦♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ r❡♣♦s✐t♦r②

❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❉❛✈✐❞s♦♥ ✭✷✵✵✼✮ ✫ P✐s❝❛❣❧✐❛ ✭✷✵✶✶✮✮✳ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❇❈s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✳

❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ tr② t♦ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♣❡rt✉r❜ ♦r ❵tr✐♣✬ t❤❡ ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✢♦✇ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛♠✐♥❛r t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s ✇❛s

✾✹



❞♦♥❡ ❜② s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ t✉❜❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛

③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss st❡♣✻✷ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✐♥❧❡t ❛♥❞ ♦✉t❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ ♣✐♣❡✳ ❆❢t❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✜❢t❡❡♥ ✢♦✇✲t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❡❞✱ t❤❡

st❡♣ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝②❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♠♦r❡ t✐♠❡s ✇❤✐❧st

♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ✐ts ❡♥❞s✳ ❚❤r♦✉❣❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ♣✐♣❡ ✐t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t❧②

t✉r❜✉❧❡♥t ❛♥❞ ✇❛s ♥♦t ❞✐ss✐♣❛t✐♥❣ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇❛s t❤❡ ♠❛♣♣❡❞ ❜❛❝❦ ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❇❈ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛t✐♦♥ 2/3 ❞♦✇♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐♣❡ ❛♥❞

t❤❡ ✐♥❧❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹ s❤♦✇s ❛ s❧✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ t✉❜❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ✈✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ✜rst s♣❛♥✇✐s❡

s❡❝t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

✐♥❧❡t t✉❜❡ ♦❢ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❧❛♥❡s ✇✐t❤✐♥ ✐t✱ s✐♠✐❧❛r❧②

t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❚❛❜♦r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❧♦♥❣ t✉r❜✉❧❡♥t ♣✐♣❡ ✇❛s ❜❡✐♥❣

♠♦❞❡❧❡❞✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ✐♥❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✇❤♦❧❡

❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ♥♦✇ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❥✉st ❞♦✇♥str❡❛♠

♦❢ t❤❡ st❡♣✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤❛❧❢✲✇❛② ❞♦✇♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✳

✸✳✸✳✸ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ▲♦❝❛t✐♦♥s ❆♥❞ ◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ◗✉❛♥t✐t✐❡s

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱

✇❡ s❤♦✉❧❞ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ q✉❛♥t✐t✐❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

❆❧❧ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭❉✮✳ ❋♦r t❤❡

❉✴❞❂✺ ❝❛s❡ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ③✴❉❂✽✱ ❛♥ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ③✴❉❂✻✳✻✼

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❉✴❞❂✸✳✸✸ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ✶✷ ❛♥❞ ✶✵ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❡r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ♦✉t❧❡t t✉❜❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✱ Uo✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤❡r❡

t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❚❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❞♦✇♥str❡❛♠

♦❢ t❤❡ st❡♣ z/D = 0.08, 2.67 & 5.33 ✇❤❡r❡ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st

✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦❜❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✭✐✳❡✳ str❡❛♠✇✐s❡✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜②

♣r♦❜✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧✱ ❛t y/D = 0 & 0.5 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧

s✐♥❝❡✱ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❛♥② ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡r❡✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❧✐❣❤t❧② ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❧❛② ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ①✱②✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ s②st❡♠ ❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠❛❧ ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤

t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❱✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ✐s ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✻✷❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ st❡♣ ✇❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ③❡r♦ t❤✐❝❦♥❡ss
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✇❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤✐♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ st❡♣
✇❛s t♦ ♣❡r♠✐t ❡❛s✐❡r ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ❜❛❝❦ ♦♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡✳

✾✺



❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ str❡❛♠✇✐s❡ s❡❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ✇✐t❤ t❤❡ st❡♣ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳
❉❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ s❤♦✇s t❤❡ ③❡r♦ t❤✐❝❦♥❡ss st❡♣ ♦❢ ✸♠♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❧❡t
♣✐♣❡ t♦ tr✐♣ t❤❡ ✢♦✇✳ ❈♦❧♦r✐♥❣ ✐s ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡ (U/Uo)❛♥❞ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡ ✐s
❬✵✱ ✷✳✺❪✳❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ✶✺♠♠ ❛♥❞ ✺✵✵♠♠
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳

✾✻



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ▲❊❙ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❬✲✸✱ ✸♠✴s❪✳ ❋❧♦✇
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ❇❧✉❡ ❝♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳

✾✼





❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ st❡♣ ❢r♦♠ ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✈✐❡✇✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ✭✽✵✵❦ ❝❡❧❧s✮✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭✶✱✸✵✵❦ ❝❡❧❧s✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞
✭✽✱✽✵✵❦ ❝❡❧❧s✮✳ ■♥❧❡t ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✶✺♠♠ ❛♥❞ ✼✺♠♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✸✳✹ ▼❡s❤ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ t♦♦❧s ✇❡r❡ ♥♦✇ ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s

s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ♥♦✇

❤❛❞ ❜❡❡♥ r❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧ ❝♦✉♥t ❤❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✶✳✸

♠✐❧❧✐♦♥ ❤❡①❛✲❤❡❞r❛❧s✱ t✇♦ ❢✉rt❤❡r ♠❡s❤❡s ✇❡r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❖♥❡ ✇❛s ❝♦❛rs❡r ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

❡✐❣❤t ❤✉♥❞r❡❞ t❤♦✉s❛♥❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛s ✜♥❡r t❤r♦✉❣❤ ❡q✉❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝❡❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ❡✐❣❤t t✐♠❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❡❧❧ ❝♦✉♥t✳ ❚❤❡

r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❛❜✉❧❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✼✲ ✶✶ s❤♦✇ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡

t❤r❡❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❡s❤❡s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡

♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✶✵ s❤♦✇ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤❡s

❛t t❤❡ st❡♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❝❧❡❛r❧② ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ✐s ♠❡s❤ ❣r❛❞✐♥❣ t♦

❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❡❧❧s ❜② t❤❡ ✇❛❧❧s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r

❛♥❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t✉r❜✉❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❆❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ❛r❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢

t❤❡ ♠❡s❤ r✐❣❤t ❛t t❤❡ st❡♣ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡s❤ ❣r❛❞✐♥❣ t❤❛t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②

t❤❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✈✐s✐❜❧❡ ❛❧s♦ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t

❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs t❤❛t ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❜②

✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞✳ ❚❤✐s ❣r✐❞ ❛❧s♦ ❛✐❞s ✐♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss❡s ♣r♦♣❡r❧② ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❢❛st ♠♦✈✐♥❣ ❥❡t ✉♣♦♥ ✐ts ❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡❛r q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✱

✐♥ t✉r♥ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ str❡❛♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❧♦❝✐t②

❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

✾✾



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡
st❡♣✳ ❙❤♦✇♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛❧❧
❤❡①❛✲❤❡❞r❛❧ ❞❡s♣✐t❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣r✐s♠s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡
♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ st❡♣ ❧♦❝❛t✐♦♥
❙❤♦✇♥ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳

❚❛❜❧❡ ✷✿ ▼❡s❤ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❣r✐❞s t❡st❡❞✳✳✳✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡s❤ ❉❡t❛✐❧s

▼❡s❤ ◆❛♠❡ ❈♦❛rs❡ ❙t❛♥❞❛r❞ ❋✐♥❡
◆✉♠❜❡r ♦❢ ❍❡①❛✲❍❡❞r❛❧ ❈❡❧❧s 8.8 x 105 1.33 x 106 8.8 x 106

❆✈❡r❛❣❡ ❈❡❧❧ ❙✐③❡ ✵✳✹✷♠♠ ✵✳✸✶♠♠ ✵✳✷✸♠♠
❆✈❡r❛❣❡ ❈❡❧❧ ❙✐③❡ ❜② ❲❛❧❧ ✵✳✵✼✺♠♠ ✵✳✵✺♠♠ ✵✳✵✷✺♠♠
y+ ✈❛❧✉❡ ❛t t❤❡ ■♥❧❡t ❚✉❜❡ ❲❛❧❧ ✶✯ ✶✳✷ ✶
✯❊♠♣❧♦②✐♥❣ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣

✶✵✵



❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t✱ ❞✐❛♠❡t❡r
✐s ✶✺♠♠✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ♠❡s❤❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t t❤❡ ♦✉t❧❡t✱ ❞✐❛♠❡t❡r
✐s ✼✺♠♠✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞✳

✶✵✶



✸✳✸✳✺ y+ ❆♥❛❧②s✐s

❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ y+ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞♦✇♥str❡❛♠

♦❢ t❤❡ st❡♣✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ ✐♥✈♦❧✈❡s s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❡①✐sts ✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧ ❛♥❞

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❉◆❙✳ ❚❤✐s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss✱ σw✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

t❤❡r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❡①✐sts s♦♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ♥❡①t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✿

σw = µ

(
∂Uz

∂y

)

y=0

P❡r❤❛♣s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♦♥❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦

t❤❡ ✉♣str❡❛♠ t✉❜❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss✱

σw✱ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t✉❜❡ ✇❛❧❧s✳ ❋r♦♠ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣✱ ∆p✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ t❤❡ ✇❛❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ Uτ ✱ ♠❛② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

Uτ =

√
σw
ρ

■♥ t✉r♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✢♦✇✻✸ ❛♥❞

♠❛② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡✿

∑
F = 0 ↔ ∆p

(
πd2

4

)
− σwπd · li = 0 ↔ σw =

∆p · d
4li

❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✭t❡❛❧ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ ❝♦❧♦rs✮ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ z/D = −0.33✱ ❛ s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡ ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡

st❡♣✳ ❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s r❡s✉❧t ✐♥ y+ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✯✱ ✶✳✷ ✫ ✶

❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋r♦♠ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ y+ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤

u+ ✐t ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛♥ ▲❊❙✱ ❤♦✇❡✈❡r

♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s ❡♠♣❧♦② ▲❊❙ ✇❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❥✉st

t❤❛t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ✇❛❧❧

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛❧❧ s❤❡❛r ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡

❜✉t t❤❡ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s str✉❣❣❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❡❣✐♦♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ ❛r❡ s♠❛❧❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ❧♦❣✲❧❛✇ r❡❣✐♦♥ ✭y+ ❬✸✵✲✶✵✵✵❪✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r

❧❡✈❡❧s t❤❡ ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❡❡♠s t♦ s✉❣❣❡st

t❤❛t ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

✸✳✸✳✻ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❱❛❧✉❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡

♠❡s❤❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ t✐♠❡

✻✸❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐❝ ❇❈ ✐♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥ ✐♥✜♥❡t❡❧② ❧♦♥❣ ♣✐♣❡ ✐s ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞✳

✶✵✷



❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❞❡t❛✐❧s ♦❢❀ t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❞❡♣✐❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ y+ ✈❛❧✉❡s ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
♦♣❡♥❋❖❆▼✱ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱✶✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡✱ ✇✐t❤
❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✶✺♠✴s❪✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳

❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❛♥❞ t✇♦ str❡❛♠✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✸✳✸ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r

t❤❡ tr❡♥❞s ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ ♦❜s❡r✈❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❞❛t❛ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣

✐♥ ✐ts❡❧❢❀ ❋✐rst✱ ✐t r❡✈❡❛❧s t♦ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❧② t✉r❜✉❧❡♥t

▲❊❙ ✢♦✇s ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♠♦♥❣st

t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♣❛tt❡r♥s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

✜♥❡r ❣r✐❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡❞❞✐❡s✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❛❢t❡r ❛ s✉✣❝✐❡♥t

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦✇✲t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✲✸✵✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❍❡r❡ ❛ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✉❧❦ ✐♥❧❡t ✈❡❧♦❝✐t② t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡s

✶✹ t♦ ✶✽ s❤♦✇ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ♣r♦❜✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡✳

■t ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ ✈❡❧♦❝✐t②

✇✐t❤ ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♥❡❛r t♦ t❤❡

✇❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❜❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡

✇❛❧❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r✐♥❣

❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ∼ 1mm ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣r♦❜❡ ✐♥ ❛ ▲❉❱ s❡t✉♣ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠s ❛♥❞ t❤❡

❛♥❣❧❡ ❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ♠❛② ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✭❉❆◆❚❊❈ ✷✵✵✻✮✿

dx =
df

cos (θ/2)
, dy = df & dz =

df
sin (θ/2)

✇❤❡r❡ df ❛♥❞ θ ❛r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✶✳✷✺♠♠ ✫

✶✵✸



❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ y+ ✇✐t❤ u+ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t ♣✐♣❡ ❛t ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ z/D = −0.33 ✉♣str❡❛♠ ♦❢
t❤❡ st❡♣ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡
❣✐r❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ✇❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✶✵✹



❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ (y/D = 0)

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧ (y/D = 0.5)

✶✵✺





❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t z/D = 5.33

✷①✷✳✻✹❞❡❣✮✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡❧❧✐♣s♦✐❞❛❧ ♣r♦❜❡ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐t❤ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✶✳✷✺✷♠♠

① ✶✳✷✺♠♠ ① ✷✼✳✷♠♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥ t❤❛t 1.252mm/2 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♥❡✈✐t❛❜❧②

r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ❣❧❛ss t✉❜❡ ✇❛❧❧s✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✺♠♠ ❢r♦♠ t❤❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ✇❛❧❧s ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❡r♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ y/D = 0.493✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡

r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s y/D = 0.5✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡

t❤❛t t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❡❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧

❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r ❜✉t t❤❡ ❝♦❛rs❡st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s ✉s❡❞✳✻✹

❋✐❣✉r❡ ✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛t t❤r❡❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✶✱ ✶✳✺ ✫ ✷♠♠

❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧ ❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ tr❡♥❞s ✐♥ str❡❛♠✇✐s❡

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ❜✉t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱

❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❝❛♣t✉r❡❞ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✻✹❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❛s t♦ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦♥❡ ❝❛♥
♣r♦❜❡ t❤❡ ✢♦✇✳ ❍♦❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t✱ ❢♦r ♠❡s❤❡s ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✜rst ❝❡❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧✳

✶✵✼



❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✭②✴❉✮ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ✶✱ ✶✳✺ ✫ ✷♠♠ ❢r♦♠
t❤❡ ✇❛❧❧

✸✳✸✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❲✐t❤ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts✲❚✐♠❡ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞s t❤❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ t♦

♣❡r❢♦r♠ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥

❧❡t ✉s r❡✐t❡r❛t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞

❛❢t❡r ✷✵✲✸✵ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s

❡①tr❛❝t❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❡ ✢♦✇ ❤❛❞ r❡❛❝❤❡❞ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧❧② st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s♦ t❤❛t ❛♥② tr❛♥s✐❡♥t ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥st❡❛❞✐♥❡ss ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ✢♦✇ ✐ts❡❧❢✱ r❛t❤❡r

t❤❛♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇✳

❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡①✐sts ❛t t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❧s♦

s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ ❜❡t✇❡❡♥ ③✴❉ ❬✵✲✶❪✳ ❆t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✵✺❉ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛t ②✴❉❂✵ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡

❝♦♥t✐♥✉❡s ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ❉ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞s✱

t❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✐s st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷❉ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✳

❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❡✛♦rts ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②

t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ ✜rst s♣❛♥✇✐s❡ st❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s t❤✐s

❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡ st❡♣ t❤❛t ✐t ♠❛② s❛❢❡❧② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ✇✐❧❧ ♥♦t

❧♦♦❦ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❥✉st ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ✉♣str❡❛♠✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡✳ ❆♥❞ t❤❡r❡✐♥ ❧✐❡s

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✜♥❡r t❤❡ ♠❡s❤ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛tt❛✐♥s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❵1/7 ♣♦✇❡r✲❧❛✇✬ ❧✐❦❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t

♣✐♣❡ ✢♦✇✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❝❧✉❡

✶✵✽



❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✭ ②✴❉❂✵✮

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✇❛❧❧ ✭②✴❉❂✵✳✺✮

✶✵✾





❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸

❛s ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❛r ❛

r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ♣✐♣❡ ✢♦✇ ✐♥ r♦✉❣❤ ❛♥❞ s♠♦♦t❤ ✇❛❧❧❡❞ ♣✐♣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆t t❤❡ ♥❡①t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥✱ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦✈❡r❛❧❧

❣♦♦❞✱ ❜❛r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ r✐❣❤t ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛t ②✴❉❂✵ ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s②♠♠❡tr②

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛t ②✴❉❂✲✵✳✺✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡st❡♣s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❢❛❧s❡ ❜✐❛s t♦✇❛r❞s ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡

✢♦✇ ♦r ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✜♥❡r ♠❡s❤✱ ✇✐t❤ ✐ts ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦r❡

s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t❤❛♥ ✇❛s t❤♦✉❣❤t ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s

✇♦✉❧❞ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✐ss✉❡✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❛t st❛t✐♦♥ ③✴❉❂✺✳✸✸✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✹✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❛♥❞ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤❡s s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛t❡❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧✐♥❡s ✇✐t❤✐♥ ❡rr♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♠❛❞❡

❡❛r❧✐❡r st✐❧❧ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣

t❤❡ ❡①t❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r

s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❯▼❡❛♥✳

❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✼ t♦ ✸✶✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✺ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ s❝❛❧❡s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡s❤❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❣r✐❞ t❤❡

r❡s✉❧t ✐s ♥❡❛r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ k−Epsilon ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣r✐❞ ❡①❤✐❜✐ts

s♦♠❡ s♠❛❧❧❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✐s st✐❧❧ ❝❧❡❛r❧②

❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦♥ ❛ ▲❊❙

✢♦✇ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✻✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❵s♠♦♦t❤❡❞✬ ❧✐♥❡s ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

✶✶✶



❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❝♦❧✲
♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✷✵♠✴s❪ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ✜♥❡
♠❡s❤❡s❀ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳

t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠♦r❡ ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❞r❛✇♥✳

❖✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛❧❜❡✐t ✐t ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♠♦♦t❤❡❞✲♦✉t✱ t♦ t❤❡ ✐♥st❛t❛♥❡♦✉s ❞❛t❛ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛s t❤❡② s❤♦✉❧❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t❤❛t t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡

❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❉ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢

t❤❡ st❡♣✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ s❤❡❞ s♦♠❡ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ✜♥❡r

❣r✐❞ ♦✈❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✳ ❆❧s♦ ♦❢ ♥♦t❡ ✐s t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t

❤❛♥❞ s✐❞❡s✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✵✸✶✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t

t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢♦✇✲t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❛t

st❛t✐st✐❝s ❤❛✈❡ ②❡t t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s t❤✐s ✐s ♦❢ ♠✐♥♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡

♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♥♦t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠♦st ❞❡t❛✐❧❡❞ ▲❊❙ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s t❡st

❝❛s❡ r❛t❤❡r✱ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❛t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❧♦st ✇❤❡♥ ❛

✉❘❆◆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳

✸✳✸✳✽ ❙✉❜✲●r✐❞✲❙❝❛❧❡ ❱✐s❝♦s✐t② ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❆♥♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤❡

✜♥❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ r❛t✐♦✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦

✜♥❡r ♦♥❡s ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧

❛s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✷✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ r❛t✐♦s ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t② ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ❛s t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡

r❛t✐♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙●❙ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♥❞ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞

✶✶✷



❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s✬ ❛♥❞ ❘❡②♥♦❧❞s✲❆✈❡r❛❣❡❞ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱
❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡♥ ❬✲✶✱ ✰✶♠❪✱ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡✱ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ✜♥❡
♠❡s❤❡s❀ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ① ✲ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s
♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❛❣❡✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳

✭❛✮ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡
(y/D = 0)

✶✶✸







r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✷ ❛♥❞ ✸✸ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡

s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡

❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛t ✵✳✶❉ ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ t❤❡ s❤❛r♣ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡s❤

❞❡♥s✐t✐❡s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✉❝❤ ✜♥❡r ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❝❤❛♠❜❡r t❤❛t ✇❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❉♦♠❜❛r❞ ✫ ■❛❝❝❛r✐♥♦ ✭✷✵✶✷✮ ♥♦t❡ t❤❛t ❙●❙✲✈✐s❝♦s✐t② t♦

♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② r❛t✐♦s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✽ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❉◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱

❛s s✉❝❤ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ ✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣✉r♣♦s❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✸✷ ❛♥❞ ✸✸

s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ✶✳✸ ♠✐❧❧✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ t♦ ❣❛✐♥ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜♥❡r ❣r✐❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

✸✳✸✳✾ ❱❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s

❙✉♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛♥❞ ❞✐s❛♣♣♦✐♥t✐♥❣❧②✱ ❧✐tt❧❡ ✐♥s✐❣❤t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t❤r❡❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✹ ✫ ✸✺ ❛s t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ❝❧❡❛r tr❡♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✿ ♥♦t❡ t❤❛t ❋✐❣✉r❡ ✸✹ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❛t t✇♦ ✐♥st❛♥ts ✐♥ t✐♠❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✵✳✶s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♠❡♥t t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♠❛❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡②

❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❡♥❞ ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥❡❛r

t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✸✳✸✳✶✵ ❘❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❩♦♥❡ ▲♦❝✐

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✻ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❧♦❝✐ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♥❡❛r t❤❡ st❡♣✱ ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ❛①✐❛❧✴str❡❛♠✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥s ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡

t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ✉s❡❞✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡

❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛①✐❛❧

✈❡❧♦❝✐t② ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❛s t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✱

❛t ❛ ❣r❡❛t❡r r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤✐s ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♥♦t ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡✿ r❛t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ✇❛s

r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ s♣❛t✐❛❧❧②✳ ❆❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t

✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✸✳✸✳✶✶ ❊✉❧❡r✐❛♥ P❤❛s❡ ❙✉♠♠❛r②

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛st s❡✈❡r❛❧ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜❡❛r✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ✜♥❡r

❣r✐❞s✱ ✐t ✇❛s ❞❡❡♠❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✏st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤✑ ✇❛s ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♥❞

t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞❡t❛✐❧ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ✇❛s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ✇❛rr❛♥t ✐ts

✉s❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s s♠❛❧❧ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ ❛r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❙●❙ ✈✐s❝♦s✐t② t♦ ❛❝t✉❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ✇❛s ❞❡❡♠❡❞ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t t♦ ✇❛rr❛♥t ✐ts ✉s❡✳ ❖✈❡r❛❧❧✱

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡

❢❛r ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝✉❧♣r✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

✶✶✻





✭❛✮ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ❛t ②✴❉❂✵

✭❜✮ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✈✐s❝♦s✐t② t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s❝♦s✐t② ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✸✸✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t✉r❜✉❧❡♥t t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s❝♦s✐t②

✶✶✽



✭❛✮ ❚✐♠❡ ✐♥st❛♥t ❆

✭❜✮ ❚✐♠❡ ✐♥st❛♥t ❇

❋✐❣✉r❡ ✸✹✿ ❙♣❛♥✇✐s❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ❆
✫ ❇ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✵✳✶s

✶✶✾



❋✐❣✉r❡ ✸✺✿ ❙♣❛♥✇✐s❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥st❡❛❞② ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛r❡ st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧❧ ❢♦r t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✲ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P❤❛s❡

❲✐t❤ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦ ✇❛s ✐♥ ♣❧❛❝❡

t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ✐♥ ❛♥ ▲❊❙ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

♠❡s❤✳ ❚✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✱ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡ ❝❧❛ss✱ ✇❡r❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸

❜❡❧♦✇✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧②

t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞r❛❣ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t② ✭❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s t❤❡ r❡st

♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❡ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠✐♥✐♠❛❧

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆❧❧ ✐♥tr❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❛❧❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ tr❡❛t❡❞

❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣❧❛❝❡✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐❧❧

❜❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✲❜❡❛❞s ✭♦❢

t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✐③❡✲❝❧❛ss❡s✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❛❧❢✇❛② ❞♦✇♥

t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✢♦✇✲r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛rr✐❡r

♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡✱Ui✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ s♣❛t✐❛❧

✶✷✵



✭❛✮ ❘❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❉✴❞❂✸✳✸✸

✭❜✮ ❘❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❢♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❉✴❞❂✺

❋✐❣✉r❡ ✸✻✿ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

✶✷✶



❚❛❜❧❡ ✸✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ P❤❛s❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ Pr♦♣❡rt✐❡s

P❛rt✐❝❧❡ ❙✐③❡ ❈❧❛ss 40µm 80µm

❯♥✐❢♦r♠ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❘❛♥❣❡ 37− 44µm 60− 95µm
❞❡♥s✐t②✱ ρp 2420 kgm−3 2950 kgm−3

❙t♦❦❡s✐❛♥ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ τp 11.9ms 58.0ms
t❡r♠✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ UT

p 11.1 cms−1 44.8 cms−1

▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙t♦❦❡s ♥♦✳✱ Ste 0.23 1.12
❈❡♥tr✐❢✉❣❡ ❙t♦❦❡s ♥♦✳✱Stc 0.10 0.49
❚r❛♥s✐t ❙t♦❦❡s ♥♦✳✱ Sttr 0.30 1.48
❙●❙ ❙t♦❦❡s ♥♦✳✱ StSGS 21 106

❋❧❛♣♣✐♥❣ ❏❡t ❙t♦❦❡s ♥♦✳✱ St1fl 0.48 2.32

❋❧❛♣♣✐♥❣ ❏❡t ❙t♦❦❡s ♥♦✳✱ St2fl 0.24 1.16

▼❛ss ▲♦❛❞✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶✱ ▼▲✶ ✶✸✪ ✷✸✪
▼❛ss ▲♦❛❞✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷✱ ▼▲✷ ✹✵✪ ✹✵✪

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ✐♥st❛♥❝❡s

✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❡ s❤❡❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

t✉❜❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ❛♥② ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❝❡rt❛✐♥

❧♦❝❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st♦r❡❞ t✐♠❡st❡♣s ❛s t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ q✉✐❝❦❧② ❣❡ts ♦✉t

♦❢ ❤❛♥❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✽ s❤♦✇s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✇♦ str❡❛♠✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛t

t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❧❛♥❡s ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣✻✺ ❝❛s❡✱ ▼▲✶✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡

❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡①✐st ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❧✐♠✐t❡❞

t♦ t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❤❛t ✐s ❛❧s♦ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm ❝❛s❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s

♦❢ ✶✸✪ ❛♥❞ ✷✸✪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐s s♠❛❧❧✱

t❤❡ ❧❛r❣❡r ❞✐❛♠❡t❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 23 ✇❤✐❝❤ ✐s

❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✹✴✺ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✮✳

❆❧s♦ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✜❣✉r❡s ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

③♦♥❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ✭✐♥ t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✮ ❢♦r t❤❡ 80µm

♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②

✐s s♦♠❡✇❤❛t r❡❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✾ s❡r✈❡s t♦ s❤♦✇ ✇❤❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s❡♥s❡✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❝r♦ss t❤❡

t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ③✴❉❂✵✳✵✽✱ ✷✳✻✼ ✫ ✺✳✸✸ ❢♦r ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡

❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t②

♦❜s❡r✈❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ 40µm ✐s ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡

s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡✴t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❡ ✇✐t❤ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡❀ ❢♦r t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ③✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♣r♦❜❡ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t

s❡✈❡r❛❧ ❛①✐❛❧ ♣♦✐♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r ❛❧❧

t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛♥❞ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛①✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡

st❛t✐st✐❝s ♠❛② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇

✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡✱ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st♦r❡❞

✻✺▼❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❤❡r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♠❛ss ✢♦✇✲r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇✲r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✳

✶✷✷



✭❛✮ 40µm P❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼▲✶ ❝❛s❡

✭❜✮ 80µm P❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼▲✶ ❝❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✼✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❢♦r t❤❡ ▼▲✶ ❝❛s❡
❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛t ❛♥ ❡❛r❧②✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❛✮
s❤♦✇s t❤❡ 40µm ❛♥❞ ❙✉❜✲❋✐❣✉r❡ ✭❜✮ t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✶✷✸







t✐♠❡st❡♣s✳

❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❥✉st ❛s

✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ✉♣str❡❛♠ ♦❢

t❤❡ st❡♣ ❛♥❞ ♥♦t ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❵❧❛❣❣✐♥❣✬

❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♦♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✵ ❞❡♣✐❝ts s❛♠♣❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s r❡❝♦r❞❡❞

❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❡①✐t ❥✉st ❜② t❤❡ st❡♣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t

z/D = −0.05✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm s✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ [20, 30] ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡s s❤♦✇ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢

✹✵ ❢♦r t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳✻✻❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts s❛♠♣❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s ❛t t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❡①✐t ❥✉st ❜② t❤❡ st❡♣ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡s ✹✶ ✫ ✹✷ s❤♦✇ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r

♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜✉t ♥♦✇ t✇♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ✜tt❡❞✱

❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❛ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ s♣❧✐♥❡✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✶✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❣♦♦❞

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✇❛s ❜❡✐♥❣ ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐s

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t②

r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s❧✐❣❤t❧② ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❦✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛r♦✉♥❞

③✴❉❂✸✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡

❧❛r❣❡r ❡①tr❡♠✐t✐❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ✹✸ t♦ ✹✽ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ ✶✵ st♦r❡❞ t✐♠❡st❡♣s

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛t t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t ❛①✐❛❧

st❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽✱ ✷✳✻✼ ✫ ✺✳✸✸✳ ❆❧s♦ s❤♦✇♥✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ❛r❡ ❧✐♥✲

❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ r❛❞✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❛t ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ s♦❧❡❧② ❛❝r♦ss ❛ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✐t ✐s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦❧❧❛♣s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥t♦ ❛ ❧✐♥❡✱ ✐♥ ❡✛❡❝t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣

s♣❛t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♦♥❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts

❢r♦♠ ✶✵ t✐♠❡st❡♣s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❛tt❡r ♣❧♦ts ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✲

✐s♦♥ ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r ♣❧♦ts✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t ♠✐❣❤t

♥♦t ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❣✉✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞

✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s✳

❋♦r t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ s❧♦✇❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡

❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s ❛t st❛t✐♦♥ ③✴❉❂✵✳✵✽ ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ 40µm

♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡s ✹✸ ❛♥❞ ✹✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❧❛r❣❡r ❢♦r t❤❡ 80µm

♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❤❛❞ t✐♠❡ t♦ ❞❡❝❡❧❡r❛t❡ ✉♣♦♥ ❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❛❧s♦

♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t st❛t✐♦♥✱ ③✴❉❂✷✳✻✼ ✇❤❡r❡ t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦✇ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛t ❛ s❧♦✇❡r

s♣❡❡❞ t❤❛♥ t❤❡ 80µm ❤❛✈✐♥❣ r❡❛❝t❡❞ ❢❛st❡r t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ s❤❡❞ ♠♦r❡

♦❢ t❤❡✐r ✈❡❧♦❝✐t② ✈✐s✐❜❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✹ ❛♥❞ ✹✼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥

❛t ③✴❉❂✺✳✸✸✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✺ ✫ ✹✻ ❢♦r t❤❡ 40µm ✫ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ tr❡♥❞s

❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ♦✈❡r❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡

✻✻❚❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❤✐st♦❣r❛♠s ❡①t❡♥❞ t♦ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧s✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡✢❡❝t ❡❧❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞♦♠❛✐♥✳

✶✷✻



✭❛✮ ❚♦♣✿ ❙❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊✉✲
❧❡r✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❛①✐❛❧ ✈❡✲
❧♦❝✐t②✳ ❇♦tt♦♠✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ❆①✐❛❧ ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡
s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

✭❜✮ ❍✐st♦❣r❛♠s ❢♦r t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ 40µm ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s✱ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭❝✮ ❍✐st♦❣r❛♠s ❢♦r t❤❡ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ 80µm ▲❛✲
❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s✱ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❋✐❣✉r❡ ✹✵✿ ❉✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ st❡♣✳ ❍✐st♦❣r❛♠s
❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❞♦♠❛✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❛t s❛♠❡
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ③❡r♦s ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❡❧❧s ❜② t❤❡ ✇❛❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞✳ ❆t z/D = −0.05 ✉♣str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥tr❛✲♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲✇❛❧❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧❛st✐❝ ♠❛♥♥❡r

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥♦t❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t♦ t❤❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✇❛❧❧s✳

❚❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢♦r t❤❡

③✴❉ ❂✺✳✸✸ st❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❢❛❝t ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦✈❡r t❤❡ s♣❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐ss✉❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇

❘❡ ♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡✳ ❆ ❢❛❝t t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛♠♣❧✐✜❡❞ ✇❤❡♥ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡s❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ✉s❡ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♥t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❞❡❡♠❡❞ ♠♦r❡

t❤❛♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ✇❛❧❧ ✇✐t❤ ❧♦✇

✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥✈❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ s❧♦✇ s✇❡❡♣✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❜❛❝❦ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✳

✸✳✺ ❚✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s

❋✐❣✉r❡s ✹✾ ✫ ✺✵ s❤♦✇✱ s❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t t✐♠❡

✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ st❛t✐♦♥s ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ♣❧❛♥❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s s❤♦✇♥✳ ❲❤❛t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ❛

s✐♠♣❧❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r

✶✷✼



✭❛✮ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s

✭❜✮ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ s♣❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✹✶✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡
(y/D = 0)

✶✷✽



✭❛✮ ●❛✉ss✐❛♥ ✜t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s

✭❜✮ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ s♣❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛

❋✐❣✉r❡ ✹✷✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛❧❧
(y/D = 0.5)

✶✷✾



✭❛✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✐♥❡❛r ✜t

✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✸✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽

✶✸✵



✭❛✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✐♥❡❛r ✜t

✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✹✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

✶✸✶



✭❛✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✐♥❡❛r ✜t

✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✺✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸

✶✸✷



✭❛✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✐♥❡❛r ✜t

✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✻✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽

✶✸✸



✭❛✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✐♥❡❛r ✜t

✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✼✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

✶✸✹



✭❛✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✐♥❡❛r ✜t

✭❜✮ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❛❝r♦ss t❤❡ st❛t✐♦♥ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✽✿ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸

✶✸✺







❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ✉♣ ✉♥t✐❧ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

st❛t✐♦♥s✳ ❘❛t❤❡r ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r ❛r❡ ❜❡✐♥❣

❛❞✈❡❝t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠✳

❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✶ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠

♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❡♥str♦♣❤②✻✼ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

str✉❝t✉r❡s ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❘♦❣❡rs ✫ ▼♦s❡r ✭✶✾✾✶✮✮✳ ❍♦❧♠❡s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✻✮

st❛t❡ t❤❛t ✲♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✈❛r② s❧♦✇❧②✲ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦

s♦❧❡❧② st✉❞② t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s str❡ss ✭Rij✮ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛s t❤❡s❡ ✇✐❧❧ s❝❛❧❡

t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✢✉① ❞✉❡ t♦ t✉r❜✉❧❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐❞

♥♦t ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❡st ❝❛s❡✱ ♣❡r❤❛♣s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦✈✐s✐♦♥

✐s ♥♦t ♠❡t✳

■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✶✱ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t

t❡♥s♦r✱ ◗✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧✐❡

❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

✈♦rt❡① ❝♦r❡s ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t②✳ ❋♦r ❛ ✸❉ ✢♦✇

✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ui = Aijxj ✱ ❈❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✵✮ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜rst ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢

t❤❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r Aij ❛s ✐ts tr❛❝❡✿

P = Aii

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ◗ ❛s✿

Q =
1

2
[P 2 − SijSji −WijWji]

t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❘ ❛s✿

R =
1

2

[
−P 3 + 3PQ− SijSjkSki − 3WijWjkSki

]

✇❤❡r❡

Sij = (Aij+Aji)/2 &Wij = (Aij−Aji)/2

P♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ◗ ✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈♦rt❡① ❛♥❞ ③❡r♦ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡❣✐♦♥s

♦❢ s❤❡❛r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✢♦✇ ✜❡❧❞ str✉❝t✉r❡s ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣

s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦

❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t

❝❤❛♣t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✺✶

✫ ✺✷ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ✐♥s✐❣❤t ✇❛s ❣❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ♠❡t❤♦❞ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ str♦♥❣ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ♦r st❛t✐♦♥❛r② t✉r❜✉❧❡♥❝❡✿ ❡✈❡♥

s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ■♥

❛♥② ❝❛s❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥t♦✉r ❧❡✈❡❧ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤♦✉❣❤ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡② ❞♦ ♥♦t r❡s♣♦♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✲

✜❡❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦ t❤❛t ❛♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✢♦✇✲✜❡❧❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✐❞❡❛❧✳ ❘❛t❤❡r✱

✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡st❡♣s t♦ ♣❡r♠✐t ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛②

✻✼❊q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t②✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❋r✐s❝❤ ✭✶✾✾✺✮

✶✸✽



♣❡r♠✐t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡ t t♦ s♦♠❡

❊✉❧❡r✐❛♥ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛t ❛ t✐♠❡ t−∆t✳

❚❤❡ ❧❛r❣❡ ❛❞✈❡❝t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱

s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡①♣♦♥❡♥ts✳ ❙♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✭❙❤❛❞❞❡♥ ❡t

❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ✫ ●❛r❝✐❛✲❖❧✐✈❛r❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r

❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲❣❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

✸✳✺✳✶ ❙t♦❦❡s ◆✉♠❜❡rs

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t str✉❝t✉r❡s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ tr♦✉❜❧❡s♦♠❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❛t ♠❛②

❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❙t ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✢♦✇ s❝❛❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✱ ♦♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r

✐s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡❞❞② ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r✱ Ste✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❡♣ ❤❡✐❣❤t✱ ❤✿

Ste =
τp

(h/U0)

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✵✳✷✸ ✫ ✶✳✶✶ ❢♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❜② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ❧❛r❣❡

♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✱ ❞✐s♣❡rs❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r t❤❡

s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ Ste✱ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❆ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s t❤❡

❝❡♥tr✐❢✉❣❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r✱ Stc✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Stc =
ρpd

2
pω

36µf

✇❤❡r❡ ω ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ✈♦rt✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ♥♦t❡✱ ✐s t❤❛t ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡ ❝❡♥tr✐♣❡t❛❧ ❢♦r❝❡ ❵❢❡❧t✬ ❜②

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞r❛❣ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ✐ts s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❞❞②

t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t♦ ❝❡♥tr✐❢✉❣❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s t❤❡ Stc ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② s♠❛❧❧❡r✳ ❯s✐♥❣

❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ②✐❡❧❞s Stc ♦❢ ✵✳✶✵

✫ ✵✳✹✾ ❢♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r Stc ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛

❢✉rt❤❡r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜✉t

❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

Stc ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✉♥✐t② ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣❡r❤❛♣s ❡①♣❡❝t ♠♦r❡

♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r✱ Sttr✱

♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r✱ t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡

r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ③♦♥❡✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s❝❛❧❡✱ Ttr✱ ❢♦r t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲❛tt❛❝❤♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✱ Zr✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❛t ♣♦✐♥t✱ UZr✳

Ttr =
Zr

1/2(Ucentreline + UZr)
& Sttr =

τp
Ttr

✶✸✾



❋✐❣✉r❡ ✺✶✿ ❙❛♠♣❧❡ s❡❝t✐♦♥s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▲❊❙ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r 40µm ▼▲✶ ❝❛s❡✱ ♥❡❛r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
t✉❜❡ ♦✉t❧❡t✱ s❤♦✇✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❞❡♣✐❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ❡♥str♦♣❤② ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✶✵✹s−2❪❀ ◗✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❬✶✵✵✱ ✷①✶✵✸s−2❪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t②
❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✷✺✵s−1❪

✶✹✵



❋✐❣✉r❡ ✺✷✿ ❙❛♠♣❧❡ s❡❝t✐♦♥s t❤♦✉❣❤ t❤❡ ▲❊❙ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦✉t❧❡t ❢♦r t❤❡ 40µm
▼▲✶ ❝❛s❡ ✱ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦✉t❧❡t✳ t❤❡ ✈✐❡✇ s❤♦✇s✱ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱
♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧✐❡ ❝❧♦s❡ t♦ s❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❡♥str♦♣❤②
❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✷①✶✵✺s−2❪ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ ◗ ❛t ✷✳✺①✶✵✹s−2✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡ s❤♦✇s
❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ◗ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✺①✶✵✹s−2❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈♦rt✐❝✐t② ❛t ✶✵✸s−1✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♣❛♥❡ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛♥❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ ✈♦rt✐❝✐t② ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✺①✶✵✸s−1❪ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ ❡♥str♦♣❤② ❛t ✶✵✺s−2✳

✶✹✶



❋♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm✱ t❤❡ Sttr ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✵✳✸✵ ✫ ✶✳✹✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❆ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❙●❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❙●❙ t✐♠❡s❝❛❧❡✱ TSGS ✱ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣

t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❡❧❧ s✐③❡ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ✈❡❧♦❝✐t②✱ U0✳

StSGS =
τp

TSGS

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ StSGS ♦❢ ✷✶ ✫ ✶✵✻ ❢♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❜♦t❤

♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡s r❡s♣♦♥❞ t♦♦ s❧♦✇❧② t♦ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✲✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❙●❙ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡

♦❢ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ✇❛rr❛♥t❡❞✳ ■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡s❡ ✇❤❡r❡ ♥❛♥♦✲s✐③❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s

t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❙●❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✺✳✷ ▲❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t

❆ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t✉r❜✉❧❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡

❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❛t❛ s❡t ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♣❡r❤❛♣s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✵ ✇❤❡r❡

✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ❛ ❢❡✇

❞✐❛♠❡t❡rs✱ ❉✱ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❥❡t ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❧❡t t✉❜❡✳ ❏✉st ❛s t❤❡ ✢♦✇ ♣❛st ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✻✽ ✇✐❧❧ s❤❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ✈♦rt✐❝❡s

♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❢❛s❤✐♦♥ ♦♥ ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✱ s♦ t♦♦ ✇✐❧❧ ❛ ❥❡t ✢❛♣ ❢r♦♠ s✐❞❡

t♦ s✐❞❡ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣ ✭✶✾✻✽✮ ❛♥❞ ❇✐r❦❤♦✛ ✫ ❩❛r❛♥t♦♥❡❧❧♦ ✭✶✾✺✼✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❛t ✈❛r✐♦✉s ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❥❡ts ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r❧②

t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❥❡t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

❜❡✐♥❣ s❤❡❞ ✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝r❡❛t✐♥❣ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡

♣r♦❝❡ss ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦✲✉♣ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ s❤❡❡t ❜② ❛ str❡❛♠ ♦❢ ❤✐❣❤ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❣❛s✱

✭❋✉st❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✈♦rt❡① t❤❛t ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❤❡❡t s❡♥❞✐♥❣ ❞r♦♣❧❡ts ✐♥ ❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜✉t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❣❧❡✱ ❡✈❡r② ♦t❤❡r ✇❛✈❡✳

❋✐❣✉r❡s ✺✸✲✺✺ s❡r✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛t

s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t t✐♠❡ st❡♣s✳ ❱✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ s♥❛♣s❤♦ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✻✲✺✽ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s

❧❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡ss ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡♣✐❝t✐♦♥s

♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✺✸✲✺✺ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♣❡rs✐sts ❢❛rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠

✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ✇❤❡♥ ✜♥❡r ❣r✐❞s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ❧r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t

r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡✐♥❣ s❤❡❞ ✐♥ ❝❧✉st❡rs ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✈♦rt✐❝❡s ✭♦r ♣❡r❤❛♣s ❧❛❣❣✐♥❣ t❤❡♠✮ ✐♥

❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❞✈❡❝t❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♣❡rs✐sts ❛♥❞ ✐s ❝❧❡❛r❧②

✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✵ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❞✐❛♠❡t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡

❧❛r❣❡r ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r t❤❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s❧✐❣❤t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡

❝❡♥tr❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡s❡♥t r❡q✉✐r❡❞ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡

✻✽❆t ❧❡❛st ❢♦r ❝❛s❡s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐♥t❡r❡st❀ t❤❛t ✐s✱ ♥♦t ❢♦r t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ s♦❧❡❧②
✉♥❞❡r ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✶✹✷













❋✐❣✉r❡ ✺✾✿ Pr♦❜❡ ▲♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ tr❛❝❡

❢❛❝t t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ❛ ♣❧❛♥❛r ❥❡t t❤❛t ✇✐❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t❡ s♦❧❡❧② ✐♥ t❤❡ ♦♥❡✱ ✉♥✐q✉❡ ❝r♦ss✲str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇✱ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡ ✐s ❢r❡❡ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t ✐s ❛❧s♦ ❢r❡❡

t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✶ s❤♦✇s s❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛♥❣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣❡rs✐st✐♥❣ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✸✳✺✳✸ ❱♦r♦♥♦✐ ❆♥❛❧②s✐s

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝❧✉st❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts✱ ❛s t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✐✲

t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❝❧✉st❡r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙❛❝❦ ✫ ❯rr✉t✐❛ ✭✶✾✾✾✮ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❱♦r♦♥♦✐

❞✐❛❣r❛♠s ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ s✐t❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ♣❛rt✐✲

❝❧❡✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛r❡ ❞r❛✇♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠

❛♥② ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ s✐t❡✴♣❛rt✐❝❧❡ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♥❡✐❣❤✲

❜♦r✐♥❣ s✐t❡✴♣❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❞❡❧✐♥❡❛t❡s t❤❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♣♦✐♥ts

❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐t❡s✴♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤✐❧❡ ❛ ❱♦r♦♥♦✐ ✈❡rt❡① ♠❛r❦s t❤❡ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡

s✐t❡s✴♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❙❤❛❞✐♥❣✴❝♦❧♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧s ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛r❡❛

✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡s ✻✷ t♦ ✻✼ s❤♦✇ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ t✇♦

♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡s ❛t t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❆♣♣❧②✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥

❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r t❤r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛r❡❛s✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t❧② ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛❧❧ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛r❡❛s t♦ ❜❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐❢ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts

❛r❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❛ r❛♥❞♦♠ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♥❡❛r

●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t✉r♥✱ ❛ ✢♦✇

✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❤♦✉❧❞ st❛rt ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛♥ ❛❧♠♦st ❜✐✲♠♦❞❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛r❡❛s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

✈♦✐❞s s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ❛r❡❛s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❡❛❦ ♥❡❛r t❤❡ t❛✐❧ ❡♥❞ ♦❢

t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧✉st❡rs s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛r❡❛s ♥❡❛r

✶✹✽



✭❛✮ 40µm

✭❜✮ 80µm

❋✐❣✉r❡ ✻✵✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ❥❡t ✢❛♣♣✐♥❣ ♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❛♥ ❡❛r❧②✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞
❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣
♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳

✶✹✾



❋✐❣✉r❡ ✻✶✿ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s 40µm ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❧✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛t ✵✱ ✸✵✱ ✻✵ ✾✵✱ ✶✷✵ ✫ ✶✺✵ ❞❡❣r❡❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦❢ t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡✳ ❋❧♦✇
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳

✶✺✵



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✷✿ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡

t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞

t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❱♦r♦♥♦✐ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡s✳

❲❤❛t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✷ t♦ ✻✼ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s 40µm ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ 80µm✳ ❆t t❤❡ ③✴❉❂✷✳✻✼ ❜✉t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ t❤❡

♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❝❧✉st❡rs✱✇❤♦s❡ ❧❛r❣❡st s❝❛❧❡ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ ♥♦t❡ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✴❝❧✉st❡rs ♣❡rs✐st ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❞♦✇♥str❡❛♠

♦❢ t❤❡ st❡♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡❞❞✐❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ s✐③❡✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❉◆❙

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡s✳

✶✺✶



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✸✿ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡

✶✺✷



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✹✿ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡

✶✺✸



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✺✿ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡

✶✺✹



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✻✿ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡

✶✺✺



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✻✼✿ ❱♦r♦♥♦✐ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛t ③✴❉❂✺✳✸✸ ❢♦r ✻ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡

✶✺✻



✸✳✻ ❙✉♠♠❛r②

❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡

❘❆◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥

t❡st ❝❛s❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤✐s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r✬s ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s❀ ✜rst ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥

♣❤❛s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇✐♥❣ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡

❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❢♦r t❤ ❡♣r❡s❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

③♦♥❡s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❛❣r❡❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r✐❧② ✇✐t❤ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡

❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ✢♦✇✱ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥ ❡✛♦rt ✇❛s

♠❛❞❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞♦♠✐♥❛♥t ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❡♥str♦♣❤②✱

✈♦rt✐❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✷♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✱ ❜✉t t❤✐s ♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s

♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ◆♦ ❝❧❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❱♦r♦♥♦✐

❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡✐r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ r❛❞✐✉s✳ ❚❤✐s ✐s ♠✉❝❤

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞

t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✳

✶✺✼



✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✢♦✇s ❛t ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞

❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ st✐♠✉❧✉s ❢♦r

t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t♦♦❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ◆❛♠❡❧②✱ ♣❛rt✐❝❧❡

♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛♥❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇

s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t②✴✐♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢

♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✢♦✇s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡✛♦rts✳ ❘❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ❛♥❞✴♦r ❤✐❣❤ ✈♦rt✐❝✐t② r❡s✉❧t ✐♥ r❡❣✐♦♥s

✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈♦✐❞s ❛♥❞ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦♦❧s ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

♦❢ ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ✇❤❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡r❡

❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ✇❤❡♥ ♣♦❧❧✉t❛♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s

✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ♠❛② ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

✐s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧✲❛✐r

st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡ ♦❢ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡rr♦rs✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢❛❧❧ s❤♦rt ✐s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣❧❡t ♦r ♣❛rt✐❝❧❡

tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤✐♥ s❤❡❛r ❧❛②❡rs ❛♥❞ ✐♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇❤❡♥

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡r♦s✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✐♥ ✢♦✇s✳

❉✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❉◆❙✮✱ ✇❤✐❧st ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛✲

t✐♦♥s✱ ✐s st✐❧❧ ②❡❛rs ❛✇❛② ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✢♦✇s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❡st

❞✉❡ t♦ ✐ts ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❡✈❡♥ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱

▲❛r❣❡ ❊❞❞② ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭▲❊❙✮ ❤❛✈❡ ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ✐♥❞✉str② ❢♦r t❤❡✐r ♠♦❞✲

❡❧✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛♥❞ ❛r❡ st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡✈❡r②❞❛② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✭✉♥st❡❛❞②✮

❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ✭✭✉✮❘❆◆❙✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❘❆◆❙

❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♠♦❞❡❧s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ❦✲❡♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ♠❛② ❜❡

tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❵❝♦♠♣✉t❡❞✬ ❡❞❞✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞

♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡

✢♦✇ ✜❡❧❞✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ✢♦✇ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❵❝♦♥str✉❝t❡❞✬ ❡❞❞✐❡s✳ ❲❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡

✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭✉✮❘❆◆❙ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❜✉t t❤❡♥

❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❑❙✮ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❡❞❞② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦r❡

r❡❛❧✐st✐❝ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡ ✭❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✮ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✭✉✮❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡

✐♥❞✉str② st❛♥❞❛r❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs✳ ❋✐rst✱

❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❞✐✛❡r ♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❧❡✈❡❧s ❜②

✶✺✽



❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ s♦❧❡❧② ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧

❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ str✉❝t✉r❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐rs ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤

✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s ❜✉t ♥♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡② ✇❤❡r❡ ♦r✐❣♥✐❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ ✕❛s

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✕ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐✉♦✉s ✭❊✉❧❡r✐❛♥✮

♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦r ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✹✳✶ P❛rt✐❝❧❡ P❛✐r ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ■♥ ■s♦tr♦♣✐❝ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❋✐❡❧❞s ❜② ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼♦✲

t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❣♦✈❡r♥s ♣❛rt✐❝❧❡

♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❛t ❤❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱

t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡

●✫■ ❵❇r♦✇♥✐❛♥✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ t♦

t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❵❡❞❞②✬ ✐❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡rs ❛❝t✉❛❧❧② ❛tt❡♠♣t❡❞

t♦ tr❛❝❦ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❵❡❞❞②✬ ✕❛❧❜❡✐t ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡✳

❋♦r t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

▼❛❧❧✐❦ ✫ ❱❛ss✐❧✐❝♦s ✭✶✾✾✾✮ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r s❡❝t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r t❤❡

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞✱ ❑❙ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②

♣r❡❡♥t❡❞ r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✇❡r❡

❛❞❥✉st❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

❞♦♠❛✐♥ (kmin = 2π/L & kmax = 2π/η)✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✇❡r❡

r❡❧❡❛s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡✐♥❣ r❡❧❡❛s❡❞

✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❛s ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ●✫■✲❧✐❦❡

♠♦t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳

❋♦r t❤❡ ●✫■✲❧✐❦❡ ♠♦t✐♦♥✱ ❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤

r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✜❡❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❉◆❙ s♦❧✈❡r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❯♥❧✐❦❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❉◆❙ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ♦♥❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼ ✐s ♥♦t ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♦♥❡✱ r❛t❤❡r ✐t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡s t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s

❡q✉❛t✐♦♥s✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♣❛ss❛❣❡ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠

❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r✲

❛❧❧✴♠❡❛♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✈❛❧✉❡✻✾✳ ❆s s✉❝❤ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t

❜❛s✐s ❢♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ ❛s t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ♠❛② ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

✻✾❚❤✐s ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✿ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❝♦rr❡❝t
❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ❛s ▼❛s❤❛②❡❦ ✫ P❛♥❞②❛ ✭✷✵✵✸✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡
s❝❛❧❡s ❛❧♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❘❛t❤❡r t❤❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ q✉♦t❡❞ t❤❡r❡✐♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❊s✇❛r❛♥ ✫ P♦♣❡ ✭✶✾✽✽✮✱ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝
❢♦r❝✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦✲❖r♥st❡✐♥ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s♣❛❝❡✳

✶✺✾



❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r✱ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❈✰✰ ❝❧❛ss❡s✼✵✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

t❤♦s❡ ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡t✉r♥ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡✲

t✉r♥✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♠❡❛♥

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❊✉❧❡r✐❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥❝❡ ❞r❛❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢♦r❝❡s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t

❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❦✱ ✈❛❧✉❡s r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❛

✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✳ ❲❤❡r❡ t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡st❡♣✱ ❛♥❞

♥♦t ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❚❈❚ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠❡t ✭ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ♥❡❛r t❤❡

❡♥❞✮✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ σ =
√

2k/3 ✳

❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s ❉◆❙✲❧✐❦❡ s♦❧✈❡r ✕t❤❛t ✇♦✉❧❞ t②♣✐❝❛❧❧②

❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡

✜❡❧❞s✕ ❛ ✜♥❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✈❡r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ✜❡❧❞s✱ ❦✱ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ✜❡❧❞s✱ ε✱ ❛t ❡✈❡r② ❝❡❧❧

❢r♦♠ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❝✉❜❡ ✇✐t❤ s✐❞❡s ♦❢

3m✱ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❜♦① ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐✲

♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✇❛❧❧s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❞♦♠❛✐♥✱ r❛t❤❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s ♥♦t ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② ♣❤②s✐❝❛❧

r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❜✉t r❛t❤❡r ♦♥❡ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝✲

t♦r✐❡s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛✐r✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢t❡♥ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❡❛r✐♥❣

❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣r✐s❡❞ 323 ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♦❢

t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡s❤ s✐③❡✱ ❧✱ ✐s ♦♥❧② ❤❛❧❢ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈

❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ η✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❉◆❙ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤♦✇❡✈❡r

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡①t❡♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s

t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② r❡s♦❧✈❡ ❛❧❧ s❝❛❧❡s ❛♥❞ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞✱

❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳

❙❛♠♣❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥ts✱ Ea = 10, 20, 30m2/s2✱

❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡ t✐♠❡st❡♣s ✇❡r❡ s❡t t♦ ❜❡ ❛ t❡♥t❤ ♦❢ ❛

♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ✇✐t❤ ✺ s❡❝♦♥❞s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❈♦✉r❛♥t ♥✉♠❜❡r ❢♦r t❤❡ ❋❱▼ ❞♦♠❛✐♥ r❡♠❛✐♥❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✶ ✳ ❚❤❡ t✇♦ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❡♥s✐t② t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✢✉✐❞ ❛♥❞ ♦❢ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❡✛❡❝✲

t✐✈❡❧② ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❚❤❡

t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡ s❝❛❧❡✱

τ ✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s r❡♠❛✐♥ ❝❧♦s❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②✳

✼✵❋♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ✇♦r❞ ❝❧❛ss ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❈✰✰ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♥♦t ❛ ♣❛rt✐❝❧❡
s✐③❡ ❝❧❛ss✳

✶✻✵



❋✐❣✉r❡ ✻✽ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❧❛♥

✈✐❡✇s ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✾ t♦ ✼✷ ❞❡♣✐❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥ ✈✐❡✇s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡❞✐✉♠✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛❧t❤♦✉❣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤❡r❡

✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❑❙ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞

t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ✈❡❝t♦r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❤♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ②✐❡❧❞

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♥❡✈❡r ②✐❡❧❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦♥❡s✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t

✜❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✢♦✇ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣✉r❡❧② s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛

❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❋❱▼ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❢♦r❝✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

❞♦❡s ♥♦t ❵❞✐❡✲♦✉t✬✳ ❚❤✉s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❑❙ ❛♥❞ t❤❡ ❵●✫■✲❧✐❦❡✬

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡② ❛r❡ ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ P❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t t❤❛t ♠❛② ❜❡

❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♥♦t ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❡✈♦❧✈❡ t❤r♦✉❣❤

s♣❛❝❡ ❜✉t r❛t❤❡r ❤♦✇ t❤❡ ♣❛✐r ❡✈♦❧✈❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✸ s❤♦✇s ❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r

✇✐t❤ tr❛❥❡❝t♦r② ❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥ts✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st s❤♦✉❧❞

♥♦t ❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♥♦r ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡s❡

❛❣❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ♦r ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t

♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❑❙ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st st❡❛❞② ✉♥t✐❧ ✐t ❛❜r✉♣t❧②

✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣r♦✇s ❛t ❛ st❡❛❞② r❛t❡ ❞✉❡

t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉♥t✐❧ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞r✐❢t ✐♥t♦ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥

❛♥❞ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② s❛♠♣❧❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s r❡♠❛✐♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡

t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✉♥t✐❧ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛❧✐❣♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥♥❡r t♦ ❝r❡❛t❡

❛ ❤✐❣❤❧②✲str❛✐♥✐♥❣ r❡❣✐♦♥✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ❡❞❞②✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t♦ s❡♣❛r❛t❡ s✉❞❞❡♥❧②✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡
(〈
∆2
〉)

❜✉t

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❋♦r r❡❛s♦♥s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋♦♦t♥♦t❡ ✻✾ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢♦r❝✐♥❣

❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❱▼ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡♥❞ ✐ts❡❧❢ t♦ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s❤♦rt❡r ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❜♦t❤

t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❋❱▼ ❉◆❙ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡st❡♣s ❛♥❞

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s r❡s✉❧t

✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s st❛②✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t

✐s ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

■♥✐t✐❛❧❧② t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ♠✐s❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡

❧❛r❣❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡❀ ❛s ❤❛❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r

st✐❧❧ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛♥ t❤❛t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❱▼ ❉◆❙✳

■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇❛s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t❤❛t t❤❡

✇❛✈❡s♣❛❝❡ ✇❛s ❜❡✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✭♦r ❋♦✉r✐❡r

✶✻✶



❚❛❜❧❡ ✹✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ■s♦tr♦♣✐❝ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❉♦♠❛✐♥

■s♦tr♦♣✐❝ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❋✐❡❧❞✱ Ea = 20m2/s2

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s✱ U 1m/s
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✱ L 3m
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ν 0.0025m2/s
❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ Re ∼ UL/ν 120

✐♥t❡❣r❛❧ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ l ∼ LRe−1/2 0.27m
❝❡❧❧ s✐③❡✱ ∆x 0.094m
♠❡❛♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✱✼✶ 〈ε̄〉 0.0105m2/s3

❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ η ≡ (ν3/ε)
1/4

0.035m

❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡ s❝❛❧❡✱ τ ≡ (ν/ε)
1/2 0.5 s

❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❛r❡ t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❣r✐❞❧❡ss ♠❡t❤♦❞✮ ✇❤❛t ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t② ✐s t♦

t❤❡ ❋❱▼✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✹✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ t3 ❧❛✇ ✕❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇✕ t♦ ❡♠❡r❣❡✳ ▼✉❧t✐♣❧❡

r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ t❤❡♥

❛✈❡r❛❣❡❞ ❛❢t❡r ✷✱ ✺✱✶✵ ✫ ✺✵ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✺ s❤♦✇s ✇❤❛t t❤❡s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❧♦♦❦

❧✐❦❡ ✐♥ s♣❛❝❡ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ ❢♦r t❤✐s s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣❛rt ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② t♦ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛ ❜♦✇❧ ♦❢ s♣❛❣❤❡tt✐✮✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

♣❛✐rs ❛r❡ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✉r❜✉❧❡♥t ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜✉t ♠✐❣❤t ❜❡

✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛s ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s♣❛❝❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✇❛✈❡♠♦❞❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡r❡ t❤❡ t3 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s

♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t t❡st❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✇♦✉❧❞

r❡q✉✐r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡✲✐t❡r❛t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡

❛ ❉◆❙ st✉❞② ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡❧②

r❡s♦❧✈❡❞✳ ❘❛t❤❡r✱ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢r♦♠ ❉◆❙ ✇❡r❡ ❜♦rr♦✇❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥

❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇❡❞ s❛♠♣❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❵●✫■

❧✐❦❡✬ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ✇♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ s♠❛❧❧❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t r❡s✉❧t

✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❉◆❙✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s ✐s t♦♦ ❝♦st❧②

t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✻✷



✭❛✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ P❧❛♥ ✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✻✽✿ ❉♦♠❛✐♥ ❞❡t❛✐❧s

✹✳✷ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼

❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✭✉✮❘❆◆❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡ t♦ tr❡❛t t❤❡ ❜✉❧❦ ✢♦✇ ❛♥❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❑❙ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✕❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ❆✈❡r❛❣❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✕ ♦♥

t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ s♦♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s

✭✶✾✽✶✮ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭●■✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✭✉✮❘❆◆❙ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✭♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ s❝❛❧❡s✮ ❛♥❞ ♦♥❧②

❢♦r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡✱ ✇✐❧❧ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❑❙ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✇❤❛t ✇❡ ❤♦♣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳

❲❡ ❝❤♦s❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐ts ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✉♥st❡❛❞②

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ s♦❧✈❡r ❢♦r ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢♦✇s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♣❛❝❦❛❣❡✱

❛♥❞ ✉s❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r✐❡♥t❡❞

str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❛✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✱

❛s ✐t ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r✳

❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦❧❧♦✇s ❝❧♦s❡❧② t❤❛t ♦❢ ▼❛❧❧✐❦ ✫ ❱❛ss✐❧✐❝♦s ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ▼❛✐❤②

✫ ◆✐❝♦❧❧❡✉ ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❑❙ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❡r❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②

✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥t ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✜❡❧❞ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s♣❛❝❡

t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✴♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s ❛

✶✻✸



✭❛✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ ❳❨✲♣❧❛♥❡

✭❝✮ ❨❩✲♣❧❛♥❡ ✭❞✮ ❳❩✲♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✻✾✿ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❢♦r Ea = 10m2/s2

✶✻✹



✭❛✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇ ✭❜✮ ❳❨✲♣❧❛♥❡

✭❝✮ ❨❩✲♣❧❛♥❡ ✭❞✮ ❳❩✲♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✼✵✿ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❢♦r Ea = 20m2/s2

✶✻✺



✭❛✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✼✶✿ ❳❨✲♣❧❛♥❡

✭❛✮ ❨❩✲♣❧❛♥❡ ✭❜✮ ❳❩✲♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✼✷✿ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❑❙ ✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❢♦r Ea = 30m2/s2

✶✻✻



✭❛✮ ❢♦r Ea = 10m2
/s2

✭❜✮ ❢♦r Ea = 20m2
/s2

✭❝✮ ❢♦r Ea = 30m2
/s2

❋✐❣✉r❡ ✼✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❜② ❵●✫■✲❧✐❦❡✬ ❛♥❞
❑❙ ♠♦❞❡❧s

✶✻✼



✭❛✮ ❢♦r Ea = 10m2
/s2

✭❜✮ ❢♦r Ea = 20m2
/s2

✭❝✮ ❢♦r Ea = 30m2
/s2

❋✐❣✉r❡ ✼✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧

✶✻✽



❋✐❣✉r❡ ✼✺✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢r♦♠ ❑❙ ❢♦r Ea = 30m2/s2 ❛❢t❡r ✶✱✷✱✺✱✶✵ ✫ ✺✵
r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s

✶✻✾



❧♦❣✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❑❙✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❤②❜r✐❞ ❢♦r♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦r ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✱ t❤❡s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

❢r♦♠ t✉r❜✉❧❡♥t ❧✐❦❡ ✜❡❧❞s t❤❛t ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♥❛♠❡❧②

t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡①t❡♥t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✮ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♦❢

t❤❡ t✇♦ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡

❛❝❝✉r❛t❡ t✉r❜✉❧❡♥t st❛t✐st✐❝s ❜✉t r❛t❤❡r✱ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡

✈❡❧♦❝✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s❤❡❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡

♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ❢♦r

❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❡r❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s ✭✶✾✽✶✮ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡

✉♣❞❛t❡❞ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❙❤✉❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t✐♠❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡✈♦❧✈❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❙

✜❡❧❞ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❞②

t✉r♥♦✈❡r t✐♠❡ ✭♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❚❈❚✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐t t♦ ♠♦✈❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❙ ✜❡❧❞ ❢♦r

❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉❘❆◆❙

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦❣r❡ss ❢♦r ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r ❛

❢❡✇ t✐♠❡✲st❡♣s✼✷ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡❞❞② ✇✐❧❧

✉♥❞❡r❣♦ t❡♥s ♦❢ ❑❙ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✇❛s t♦ ❛❧t❡r t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❑❙✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣❛rt✐❝❧❡ t❤✐s ♣♦s❡❞ s♦♠❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s✱ ❛s ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❡❧❧

✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢❛rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉♥❧❡ss t❤❡

♠♦✈❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ■t ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❝t♦r st❡♣s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥

❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ st✐❧❧

r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❢❛❧s❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧t❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❇② t❤✐s ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡

❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❡❧❧s✱ ❜✉t

♥♦t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❡❧❧s t❤❛t ❧✐❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡

t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ t✐♠❡ st❡♣ t♦ s✉❝❤ ❛ s✐③❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t②

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇♦✉❧❞ r❛✈❡rs❡ ♦♥❧② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝❡❧❧ t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t✐♠❡✳ ❚❤✐s✱

✐♥ t✉r♥✱ ✇♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡❞ ❛♥②✇❤❡r❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t

❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦❧❡❧② ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠♦✈❡ ♦♥❧② t♦ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇❡r❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❤❛❞ ❡♥♦✉❣❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛♠♣✐♥❣ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

❧❛✇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s

✇❡r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧s✳

✼✷◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛❜♦✉t ❑❙ t✐♠❡ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡s❡ ✉s✉❛❧❧② ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉❘❆◆❙ ❜② ❛t
❧❡❛st ❛♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

✶✼✵



■t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ r♦❜✉st ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦❧❡❧② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❑❙ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② t❤❡ ❑❙ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❝❡❧❧✱ ✐t ✇❛s s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ♠♦st ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❡r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐❢ ♥♦t s♠❛❧❧❡r✳ ❖♥❧② ❢♦r ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r② r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✜♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡✈❡r❛❧

❝❡❧❧s ❛✇❛②✳❚❤❡ s♠❛❧❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐s ♥♦t ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠❡t❤♦❞

❜✉t r❛t❤❡r ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ✉❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

●✐✈❡♥ ❛ ❧❛r❣❡r t✐♠❡✲st❡♣✱ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s

✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡

❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ♠✐♥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡

❛❞❛♣t❡❞ t♦ s✉❝❤ ✉s❡✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ s♦❧❡❧② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❡①✐st✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛❧r❡❛❞②

✐♥❝❧✉❞❡ s♦♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞

❛❜♦✈❡✱ ✐t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ♠♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ ♦♥❧② ❛

✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❢✉❧❧②✲❝♦✉♣❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♥♦t t♦

✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❵❢♦r❝❡❞✬ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❛❧t♦❣❡t❤❡r ❛♥② ✐ss✉❡ ♦❢ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❛♥② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳

✹✳✷✳✶ ❱❡rs✐♦♥ ❆

❚❤❡ ✜rst ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦r✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦r

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ▲❊❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s s♣❡❝tr✉♠ ♦♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢

t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ ✐t ✐s ❛ ❵❤❛r❞❝♦❞❡❞✬ ✈❡rs✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ✜❡❧❞ ❛✈❡r❛❣❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡s ❜❡✐♥❣ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❑❙✱ s❝❛❧✐♥❣

✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ■♥t❡♥s✐t② ✭❚■✮ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧✐❡s✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s s✉✐t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s

t♦ t❤❡ ❝♦❞❡✱ t❤❡ ✇❛✈❡♠♦❞❡s ♥❡❡❞ ♦♥❧② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠ ❢♦r ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❋✐❣✉r❡s

✼✻ ✫ ✼✼ ❞❡♣✐❝ts ✢♦✇❝❤❛rts ❢♦r t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ❱❡rs✐♦♥ ❇

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ✉s❡r ✐♥♣✉t

❛t t❤❡ ❝❛s❡✲s❡t✉♣ st❛❣❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡ ■♥t❡♥s✐t② ✐s r❡♠♦✈❡❞✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ s♦❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❇② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤✐s st❡♣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s

✐♠♣r♦✈❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ♦✈❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❑❙✱ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦

✶✼✶



Is the Lagrangian

time step smaller 

than the TCT?

Yes              No

Evaluate the Turbulence 

Correlation Time  (TCT) 

and particle characteristic 

timescale  

Determine min. and max. 

wavenumbers, kmin & kmax, from the 

domain integral scale and the spatial 

mean Kolmogorov length scale 

Construct a KS flowfield, with an energy 

content prescribed from the field average 

value  of  turb. kinetic energy, k.

Decompose the wavespace into the 

chosen number of modes, kn . User 

defined, typically ~ [50-100]

Compare TCT and particle charecteristic time.

determine time spent in KS field and number of 

timesteps in the field:
#1                          >1

Use a  4th order Runge -

Kutta method to evaluate 

particle velocity 

components at 1st point 

along the trajectory

Use a  4th order Runge -Kutta

method to evaluate particle velocity 

components at 1st point along the 

trajectory. Use Adams-Bashforth

method to evaluate the subsequent 

positions and velocities

Use a  4th order Adams-Bashforth method 

with predictor-corrector steps for the pre-

determined number of operations to 

reconstruct the particle trajectory and 

evaluate velocity components at each 

subsequent position

Scale the fluctuating 

velocity components 

by the TI and return

UTurb to openFOAM

Sample Eulerian field 

variables: turb. kinetic 

energy, k, and local 

fluid velocity magnitude 

to determine turbulence 

intensity at that cell

No dispersion model 

applied.

Estimation of particle 

velocity from the 

Eulerian field and 

evolution from 

straightforward  finite 

differencing

approximations.

❋✐❣✉r❡ ✼✻✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❆ ✭❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✮

✶✼✷



Yes              No

No dispersion model 

applied.

Estimation of particle 

velocity from the 

Eulerian field and 

evolution from 

straightforward  finite 

differencing

approximations.

Use a  4th order Runge -

Kutta method to evaluate 

particle velocity at the 1 

components

Use a  4th order Runge -

Kutta method to evaluate 

particle trajectory and 

velocity components and 

use as initial conditions 

for the Adams-Bashforth

method

Sample Eulerian field 

variables to calculate 

turbulence intensity, 

TI, at that cell/location

#1                          >1

Use a  4th order Adams-Bashforth method 

with predictor-corrector steps for the pre-

determined number of operations to 

reconstruct the particle trajectory and 

evaluate velocity components at each 

subsequent position

❋✐❣✉r❡ ✼✼✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❆ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮

✶✼✸



♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✇❛✈❡s♣❛❝❡ r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❑❙

♠❡t❤♦❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡

s♠❛❧❧❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ kmin ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❵❡❞❞②✬ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s

❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✱ kmax ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣②✱ ε✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r r❛♥❣❡ ♦❢

♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✇❤✐❧st ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡q✉✐r✐♥❣

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ✉s❡r ✐♥♣✉t✳ ❋❧♦✇❝❤❛rts ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✼✽ ✫ ✼✾✳✼✸

✹✳✸ P❛rt✐❝❧❡ P❛✐r ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ■s♦tr♦♣✐❝ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❋✐❡❧❞s

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡✱ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s❡♥s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❑❙ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡✱ ②❡t st✐❧❧

❛❝❛❞❡♠✐❝❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ✢♦✇✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛rt✐❝❧❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛t t❤❡

❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s

♠❛❞❡✱ ♥❛♠❡❧② ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❞✐✛❡r ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

✇✐t❤✐♥ ❖♣❡♥❋❖❆▼✳ ❚❤✐s ❡①❡r❝✐s❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛s t❤❡ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st

❝❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡♥❞ ✐ts❡❧❢ t♦ s✉❝❤ ❛ ♣✉r♣♦s❡✳

✹✳✸✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❉✐s♣❡rs✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✲ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤

♦♣❡♥❋❖❆▼

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ s❡r✈❡s t♦ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱

♥♦✇ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛❣❛✐♥st t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

●✫■ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✢✉✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱

t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❞✐✛❡r ✐♥

❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❢♦r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❛①✐✲s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡ ♠❛❦❡ s✉❝❤

❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

■♥ ❋✐❣✉r❡s ✽✷ ✫ ✽✸✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❢♦r ✐♥❡rt✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ 80µm ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ✇❛t❡r✱ ✇✐t❤ ✐♥tr❛✲♣❛rt✐❝❧❡

r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡ s❝❛❧❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐✈❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✶✳

❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❋❱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✇✐t❤

t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♣❡rt❛✐♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉t ✇✐t❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤♦s❡

♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❝❧❛ss ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉♥♠♦❞✐✜❡❞

❢♦r♠❀ t❤❡ ●✫■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥❋❖❆▼ ♠♦❞❡❧✐♥❣

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ✇❤✐❧❡ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♠❛♥♥❡r t♦

✼✸❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦❢ t❤❡ ❆❞❛♠s✲❇❛s❤❢♦rt❤ ✫ ❘✉♥❣❡✲❑✉tt❛ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ▼❛❧✐❦ ✫ ❱❛ss✐❧✐❝♦s
✭✶✾✾✾✮✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❙ t❤❡s❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❵q✉✐❝❦❡r✬
♠❡t❤♦❞s✳

✶✼✹



Is the Lagrangian

time step smaller 

than the TCT?

Yes No

Straightforward  

finite differencing

approximations

Evaluate the Turbulence 

Correlation Time  (TCT) 

and particle characteristic 

timescale  

Sample Eulerian field 

variables: turb. kinetic 

energy, k, and dissipation 

rate, epsilon.

Determine min. and max. 

wavenumbers, kmin & kmax, from the 

char. eddy lengthscale and the 

Kolmogorov length scale at that cell 

Construct a KS flowfield, with an 

energy content prescribed from the local 

value  of  turb. kinetic energy, k.

Decompose the wavespace into the 

chosen number of modes, kn . User 

defined, typically ~ [50-100]

Compare TCT and particle characteristic time.

determine time spent in KS field and number of 

timesteps in the field:

#1                                 >1

Use a  4th order Runge -

Kutta method to evaluate 

particle trajectory and 

fluct. velocity 

components

Use a  4th order Runge -Kutta method 

to evaluate particle trajectory and 

fluct. velocity components and use as 

initial conditions for the Adams-

Bashforth method

Use a  4th order Adams-Bashforth method 

with predictor- corrector steps for the pre-

determined number of operations to 

reconstruct the trajectory and evaluate 

particle fluct. velocity components

Return fluctuating 

velocity components,

UTurb to openFOAM

❋✐❣✉r❡ ✼✽✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❇ ✭❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✮

✶✼✺



Use a  4th order Adams-Bashforth method with 

predictor- corrector steps for the pre-determined 

number of operations to reconstruct the particle 

trajectory and evaluate velocity components at 

each subsequent position

No dispersion model 

applied.

Estimation of particle 

velocity from the 

Eulerian field and 

evolution from 

straightforward  finite 

differencing

approximations.

Yes              No

Use a  4th order Runge -

Kutta method to evaluate 

particle velocity at the 1 

components

#1                          >1

Use a  4th order Runge -Kutta

method to evaluate particle velocity 

components at 1st point along the 

trajectory. Use Adams-Bashforth

method to evaluate the subsequent 

positions and velocities

❋✐❣✉r❡ ✼✾✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r ❑❙ ✈❡rs✐♦♥ ❇ ✭♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮

✶✼✻



t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭❑❙✲❇✮ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ tr❛♥s✐❡♥t ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❊✉❧❡r✐❛♥✲

▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❆s t❤❡ ❉◆❙ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡❡♠❡❞ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡❧②

r❡s♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥t❡①t ❛s t❤❡②

❛tt❡♠♣t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❋❱▼ ❞♦♠❛✐♥ r❡♠❛✐♥s

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣②

❝♦♥t❡♥t ♦❢ Ea = 30m2/s2 ❛♥❞ ♦♥ t❤✐s ♦❝❝❛s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r

t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ s❝r❡❡♥✲s❤♦ts✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✵✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s t♦ ❝♦♥✈✐♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t

♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢♦r❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❉◆❙✲❧✐❦❡ s♦❧✈❡r ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ♦✈❡r t❤❡ s❤♦rt

♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭✺s ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ t✐♠❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✮✳

❚❤✐s ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❵●✫■✬✱ t❤❡ ❑❙ ❛♥❞ ❵♥♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥✬

♠♦❞❡❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐✳❡✳ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r✉♥✳ ❘❛t❤❡r ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤r❡❡ t✐♠❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱

❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡rr♦rs ✇✐❧❧ ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❊✉❧❡r✐❛♥

✜❡❧❞s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ str❡❛♠❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡

✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞❀ t❤❡s❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✶✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s r❡♠❛✐♥ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t❡st❡❞✱ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ s❤♦rt❡r ✐♥tr❛✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✷✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢

t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t✉r❜✉❧❡♥t✴❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❡ ❚❈❚ ✕❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣✕ ✐s s✉❝❤

t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❵❡❞❞✐❡s✬ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇✱ r❛t❤❡r t❤❡② ❛r❡

❜❡✐♥❣ ❛❞✈❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s✉❞❞❡♥❧② ❞✐✈❡r❣❡✱

✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❚❈❚ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ✐♠♣♦s✐♥❣

♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡♥ ♦♥✱ ❛s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❞✐✈❡r❣❡ ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r ♠❛② ❡①♣❡r✐✲

❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❞✐✛❡r✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐♦♥

❛♥❞✴♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❵❡❞❞✐❡s✬✱ ♣r♦♠♣t✐♥❣ ②❡t ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts t♦ ❜❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣❡r

✐♥tr❛✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✸✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡✲

✢❡❝t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥❀ ♥❛♠❡❧② ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❛ts♦❡✈❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r✱

❛s t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❛rr✐❡r ♣❤❛s❡ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❛t t✐♠❡✳

❆ ❢❡✇ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♠❛r❦s ❛r✐s❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦r✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞

❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❑❙ ✐♥t♦ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r

r❡q✉✐r❡❞ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❢ t❤❡s❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡rs✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

✶✼✼



✭❛✮ ❛t ❛ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❥✉st ❛❢t❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥

✭❜✮ ❛❢t❡r 0.5 s

✭❝✮ ❛❢t❡r 1 s

❋✐❣✉r❡ ✽✵✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ●✫■✱ ❑❙ ✫ ♥♦✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♠♦❞❡❧s❀ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❢❛❝❡✱ ❛t s❡✈❡r❛❧ ✐♥st❛♥ts
✐♥ t✐♠❡ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✸ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳

✶✼✽



✭❛✮ ❱✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❨✲♣❧❛♥❡ ✭❜✮ ❱✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❨❩✲♣❧❛♥❡

✭❝✮ ❱✐❡✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❩✲♣❧❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✽✶✿ ❙tr❡❛♠❧✐♥❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞♦♠❛✐♥

✶✼✾



✭❛✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇

✭❜✮ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❨✱ ❨❩ ✫ ❳❩ ♣❧❛♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✽✷✿ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r 80µm ❞✐❛♠❡t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡✳ ❇❧❛❝❦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ r❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✽✵



✭❛✮ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇

✭❜✮ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀ ✈✐❡✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❨✱ ❨❩ ✫ ❳❩ ♣❧❛♥❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✽✸✿ P❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r 80µm ❞✐❛♠❡t❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ t✐♠❡s❝❛❧❡✳ ❇❧❛❝❦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ r❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜❧✉❡ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶✽✶



❞❡t❛✐❧ ❡❛r❧✐❡r ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❢♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳ ❊✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞✱ ❛ ❑❙ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ✭✉✮❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

t✐♠❡st❡♣s ❛r❡ ✈❡r② s❤♦rt✱ s♦ t♦♦ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❙

✜❡❧❞ ✕✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❑❙✲t✐♠❡st❡♣s ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞✕ ✐♥ t✉r♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❑❙

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❚❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ✉s❡❞ ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦♥❧②✱ ❛s t❤❡ ✉♣✲

❞❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✕♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r②✕ st✐❧❧ ❧✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❝❡❧❧ ❢♦r ♠♦st ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❑❙✱ s♠❛❧❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞✱

❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❡①t❡♥ts✱ r❛t❤❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

tr❛❥❡❝t♦r② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❑❙✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❛❞✲

❡q✉❛t❡❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♦r ❛✈❡r❛❛❣❡❞ ❵❡❞❞✐❡s✬ ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐s♦tr♦♣✐❝

t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞s ✕✇❤♦s❡ s✐③❡✱ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊✉❧❡r✐❛♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✕ ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✹✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❆ ♥♦✈❡❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❤❛s

❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❆◆❙ s♦❧✈❡rs

❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ♦♥

t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞

♦r ❛✈❡r❛❣❡❞ ❵❡❞❞②✬ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝

t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞

❡①t❡♥t ♦❢ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❵❡❞❞②✬ ❛s r❡s♦❧✈❡❞

❜② t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇❡❞

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛r❦❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✢♦✇✲✜❡❧❞s✳ ■♥ t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡

♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❞✈❡❝t❡❞ ❛♣❛rt ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r r❡s♦❧✈❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ s❝❛❧❡s ♦❢

t❤❡ ✢♦✇✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s✉❞❞❡♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ ♥♦t❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✐s

♣r✐♠❛r✐❧② t♦ ❵❝♦♠♣❡♥s❛t❡✬ ❢♦r t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦r ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ♦❢ ❛ ✢♦✇✲✜❡❧❞ ❛♥❞

t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡② s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✶✽✷



✺ ❑❙ ✐♥ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❛s t❤❡ ❛①✐s②♠✲

♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛❞❡♥ ✢♦✇ ♦❢ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ t❤❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ♠♦♥♦ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥✲

s✐♦♥ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛✐r ✢♦✇s✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐♥t❡r❡st✐♥❣

✐s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❛♥❞ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡s✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛❞

s✐③❡s✱ ✇✐t❤ ♥♦♠✐♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ 40µm ❛♥❞ 80µm✱ ❛t ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r
(
Re ∼ 104

)
✳ ■♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ✐t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ t❡st ❝❛s❡ ❛s ♣❛st ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❞✐s✲

♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❤❛✈❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞s✱ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ 80µm

♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✲

✐t② ♦❢ t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s

❢♦r♠❡❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❛✐r✲❜❧❛st ❛t♦♠✐③❡rs✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛ ❘❆◆❙

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ ▲❊❙ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✳ ❇♦t❤ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞

❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ s❡♥s❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ♣r❡❞✐❝t ❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛♥❞✴♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✇❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r r❡❛s♦♥s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❡s❤ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤ ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱

✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜❡✐♥❣ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❘❆◆❙ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ ✇❤❛t ♠❛② ❜❡ ❛r❣✉❡❞ ✐s ❛ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❢♦r ❛ ✉✲❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s

t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t ❛s ✐t ❡♥t❡r❡❞ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r

s✐♥❝❡ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✳ ❆

✜♥❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ t✐♠❡st❡♣ ✇❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✳

✺✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ✐t✱

❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ε✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥

✇❤❛t ❤❛s ❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❥❡t ✲ r♦✉♥❞ ❥❡t ❛♥♦♠❛❧②✱ s♦ ♥❛♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡

s♣r❡❛❞✐♥❣ r❛t❡ ✐♥ ♣❧❛♥❛r ❥❡ts ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ r❛t❡

❢♦r ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ ❥❡t ✐s ♠✉❝❤ ♣♦♦r❡r✼✹✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡

❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ❥❡t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐s ♥♦t tr✉❡ ❢♦r ❛♥ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ r♦✉♥❞

❥❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ r❛t❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❥❡t t❤❛t ❵❢❛♥s✲♦✉t✬ ♦✈❡r ❛

❣r❡❛t❡r ❛①✐❛❧✴❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲✐❧❝♦① ✭✷✵✵✻✮ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤✐s t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r✐♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ❝r♦ss✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❦✲❖♠❡❣❛ ♦♥❡s✳ ❍❡ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣❛r❡

t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s ❛❣❛✐♥st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ r❛t❡s ♦❢

r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♣❧❛♥❡ ❥❡ts✳ ❍❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r

✼✹❚❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ r❛t❡ ✐♥ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①ts ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ❞r♦♣s t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✳

✶✽✸



t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❥❡t ♦✈❡r❛❧❧✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ r♦✉♥❞ ❥❡t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♣r❡❛❞✐♥❣ r❛t❡ ✇✐t❤ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧②

♦✛s❡t✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❣r❡❛t❡r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❦✲❖♠❡❣❛ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥❡❛r t❤❡

❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✳ ❲✐❧❝♦①

✭✷✵✵✻✮ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❦✲❖♠❡❣❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢

❝r♦ss✲❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s ❝❧♦s✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤✐s ✐s ♥♦t ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡

♣❧❛♥❡ ❥❡t ❢♦r t❤❡ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✈♦rt❡① str❡t❝❤✐♥❣ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

✢♦✇ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝r♦ss✲❞✐✛✉s✐♦♥ s♠❛❧❧❡r✳ ❍❡ ❞♦❡s ❤♦✇❡✈❡r

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❦✲❖♠❡❣❛ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ ❢r❡❡ str❡❛♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❢♦r ✇❤✐❝❤ ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡

♦❢ ❛♥② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ s✇✐r❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✢♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❛ ❦✲❙❙❚✲❖♠❡❣❛ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡

s♠❛❧❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ♥❡❛r st❛❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛♥❞

r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥♦r♠❛❧ str❛✐♥ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭▼❡♥t❡r ✭✶✾✾✹✮✮✳

❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡

r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❧♦s✉r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦ ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❱❡rst❡❡❣ ✫ ▼❛❧❛❧❛s❡❦✲

❡r❛ ✭✶✾✾✺✮ s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦❞✐ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ▲❛✉♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❘❙▼

♠♦❞❡❧s s✉✛❡r s✐♠✐❧❛r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❛❝❡r❜❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✇✐r❧✐♥❣ ✢♦✇s ♠❛❦✐♥❣

t❤❡♠ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❡✈❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡

♣r❡s❡♥t t❡st ❝❛s❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦✲❖♠❡❣❛ ❛♥❞ t❤❡ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s

❝❤♦s❡♥ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦❢ ❛❧❧ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧s✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●♦s♠❛♥ ✫ ■♦❛♥♥✐❞❡s ✭✶✾✽✶✮

♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ t❤❡ ❡♥s✉✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❢❛✈♦r ♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❛t

t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ❛t ❛ s❧✐❣❤t❧② ❣r❡❛t❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ✇❛s ✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s ♥♦

✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ✉❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s ♦✈❡r t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✲ ✐♥ ❢❛❝t✱ r❛t❤❡r

t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✳

✺✳✷ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉① ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

✐♥s♣❡❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♥❛♣s❤♦ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥

r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✽✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ s❤♦✇s ❡q✉❛✲

t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ s❧✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡❀ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝

❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✽✺ ✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

▲❊❙ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ▼▲✶✳ ❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦✲

❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ ♠♦st ♣❛♥❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞

t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ ♠♦st ♣❛♥❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐s❝❡r♥ ❛ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡

✶✽✹



❋✐❣✉r❡ ✽✹✿ ❙❧✐❝❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❱✐s✐❜❧❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠
✐s t❤❡ ✶✺♠♠ ✐♥❧❡t t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ♦❢ ✼✺♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞
✻✵✵♠♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❋❧♦✇ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡ t♦ t❤❡ t♦♣✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t❀
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❝♦❧♦r❡❞ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ❬✵✱ ✶✽♠✴s❪❀ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢
t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✶✵✵✵♠✷✴s✸❪ ❛♥❞ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❝♦❧♦r❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ❬✵✱ ✶✵♠✷✴s✷❪

✶✽✺



❋✐❣✉r❡ ✽✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❊❙✲❘❆◆❙ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
s❤♦✇♥ ♦♥ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❬✵✱ ✶✺♠✴s❪✳

✶✽✻



r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛❧❢✲✇❛② ❞♦✇♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ❘❆◆❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞✲

❡❧s ❡①❤✐❜✐t ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛t✐❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡

s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❥❡t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ ❛s t❤❛t ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡ ▲❊❙ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t✐♠❡st❡♣ (dt = 10µs)✳ ❉❡s♣✐t❡

t❤❡ ✜♥❡ ♠❡s❤ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛♥❞ s♠❛❧❧ t✐♠❡st❡♣s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✢❛♣♣✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❥❡t ✇❛s ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥✉t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ✈❡r② t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❥❡t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛s t❤❛t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

❛t t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❥❡t✳ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✉♥❤❛♠ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✵✾✮ ✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ s✇✐r❧✐♥❣✲❥❡t ✢♦✇ ✐♥ ❜♦t❤ ✉❘❆◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛♥❞

♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✉❘❆◆❙ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡s❡ ✇❡r❡ ♥♦t

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✽✻ s❤♦✇s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡

t❤❡ st❡♣ ❧♦♦❦✐♥❣ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✱ ▼▲✷✱ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ 40µm ❛♥❞

80µm ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡r✐❡s ♦❢ s❝r❡❡♥✲s❤♦ts ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛♥❞

t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡♣✐❝ts ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ✜❡❧❞ ✇✐t❤

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡r✐❡s ♦❢ s❝r❡❡♥ s❤♦ts s❡r✈❡s t♦ s❤♦✇ t❤❡

s♣❛t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉❧t✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣♦❛❧ ♦❢ ✉❘❆◆❙

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r✱ ❜✉t

t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❛♥ ❛rt✐❢❛❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤❡❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ s✉❝❤ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s❡♥s❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t

t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐s t❤❛t t❤✐s s❡r✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s s♥❛♣s❤♦ts ❛♥❞

♦♥❝❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❛①✐s②♠♠❡tr②✱

✇✐❧❧ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ■t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤✐s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❡♠♣♦r❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛♥❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❡✈❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♠✐ss✐♦♥s✳

❯♣ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛t ❡①❛❝t❧② t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●■

♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡s❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✼ s❤♦✇s t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●■ ❛♥❞ ❑❙ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞♦✇♥str❡❛♠

♦❢ t❤❡ st❡♣ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝✉s ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ ❜❧✉❡ ❝♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✢♦✇ r❡✈❡rs❛❧✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ st❛rt✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r✉♥ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡♥t❡r✐♥❣

✐♥t♦ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛♥❞ tr❛✈❡❧✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ♦♥❡✬s ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❞r❛✇♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞

♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ t❤❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ ✜❣✉r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✽ t♦ ✾✹

✶✽✼



✭❛✮ 40µm ✭❜✮ 80µm

❋✐❣✉r❡ ✽✻✿ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠❀ ▲❊❙✱ ❑❙ ✫ ●■✳ ❉❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳✶✽✽



❋✐❣✉r❡ ✽✼✿ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡✱ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣❤❛s❡
❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳
●✫■ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ❑❙✷ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ✭◆♦t❡✿ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r t♦ ❧✐❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❛r❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❛s
♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤❡r❡✮

✶✽✾



❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙ ❛♥❞ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧✐♣♣❡❞ ♦r r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❛♥❞ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦r❡ tr❛❝t❛❜❧❡❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❛r❡

s❤♦✇♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛❧❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❧❡♥❣t❤ ✭③❂✵✳✸♠✮✳

❋✐❣✉r❡s ✽✽ t♦ ✾✹ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ●■ ❛♥❞ ❑❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡♣✐❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣❛st t❤❡ ❛①✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s✳

❲❤✐❧❡ ❋✐❣✉r❡s ✽✽❛ t♦ ✾✹❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❧♦r❡❞ ❜② ❛ r❛♥❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❧♦ts ✭❋✐❣✉r❡s ✽✽❜ t♦ ✾✹❜✮ ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡

s❤♦✇✐♥❣ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥t❤❡ ❧❛tt❡r ♠❛♥♥❡r✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t❡❞

❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ r❛t❤❡r ✐t ✐s r❡str✐❝t❡❞

t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ t✉r❜✉❧❡♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❡♣✳ ❚❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ♠❛r❦❡❞❧② ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡s tr❛✈❡❧ ❞♦✇♥str❡❛♠✳

❙✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r

❡✈❡r② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣❧♦ts t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ ❝♦❧♦r✐♥❣

✇✐t❤ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s❝❛❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ❝❧✐♣♣❡❞

✐♥ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✇❛②s❀ ❊✐t❤❡r t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❞❛t❛ ✐s ❝❧✐♣♣❡❞ ✐♥ s♦❧❡❧② ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦r ✐t ✐s ❝❧✐♣♣❡❞ ✐♥ ❜♦t❤

t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❛ s♣❛♥✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡

♣❛❣❡✱ ❢✉rt❤❡r r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ❧✐❡ ♦♥ ❛ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r

t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s s❡r✈❡ t♦ s❤♦✇ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ❜✉t

♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡

❑❙ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❣✐♦♥s ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✇❤✐❧❡ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧s ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t

✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❛♥❣❡s ♦❢ ♥❡❛r ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❞❡♣✐❝t✐♥❣

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧

❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❛ ✷❉ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡✮ s❡r✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ (z ∼ [0.20− 0.26m]) ❛♥❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥② ❢❛❧s❡❤♦♦❞ ✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡

❞❛t❛ t❤❛t ♠✐❣❤t ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛t✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ♠❛② ❜❡ ❤❛r❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡

t❤❛t ❧✐❡s ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧ ❜✉t ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s♦ ❢❛r ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧

♣❡r❢♦r♠s ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✺✳✸ ❑❙✲♠♦❞❡❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡

✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ❋✐rst✱ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

❛✛❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱ t♦ ▲❊❙ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✶✾✵



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✽✽✿ ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ u′✱ ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡
●■ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦♥❧②
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳

✶✾✶



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✽✾✿ ① ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t

✶✾✷



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✾✵✿ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t

✶✾✸



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✾✶✿ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t

✶✾✹



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✾✷✿ ① ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳

✶✾✺



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✾✸✿ ②✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳

✶✾✻



✭❛✮ ❈♦❧♦r❡❞ ❜② r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

✭❜✮ ❈♦❧♦r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝t✐② r❛♥❣❡

❋✐❣✉r❡ ✾✹✿ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❢♦r 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳

✶✾✼



❋✐❣✉r❡ ✾✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❀ ❋♦r t❤❡ t✇♦
❜♦①❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤♦s❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳

✺✳✸✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❧❛r✐❢② ❤♦✇ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥✲

tr❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡

s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✺✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s ❞r❛✇♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡ ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❝✉t❡ ♦♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ♦r ✇❤❡♥ ♠❡s❤ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❝❝✉rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣

♣❧❛♥❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥ s♣❛❝❡✳ ■t ✐s ❥✉st ❛s ♠✉❝❤ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ t❡st ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❡❧❧

s♣❛❝✐♥❣ ✐s ✜♥❡r ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

✐♥✈♦❧✈❡s s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①❛❣❣❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❛r❡❧② ❧✐❡ ✐♥ ❛r❡❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t②✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✇❛s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡✈❛❧✲

✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ✫ ❚❛②❧♦r ✭✶✾✽✾✮ ❢♦r t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ▲❛s❡r ❉♦♣♣❧❡r ❱❡❧♦❝✐♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♥❡❛r st❛❣♥❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣

t❤❡ tr❛♥s✐t t✐♠❡✱ τn✱ ♦❢ ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❡ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡

t✐♠❡✱ TS ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❱✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

C(di) =
[(
∑

τn)i/Ts]

V (di)

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞❡① r❡❧❛t❡s t♦ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞②✱ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ✏♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❡✑ ❛♥❞ t❤❡

♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s✐t t✐♠❡s ❛r❡ st♦r❡❞ ❛s t❤❡② ❝r♦ss ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✼✺✳ ❋✐❣✉r❡s ✾✻ ✫ ✾✼ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛♥♥✉❧✐

✼✺❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❇r❛✉♥ ✭✷✵✶✹✮ ♦❢ ❆◆❙❨❙✱ ✐t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❆◆❙❨❙ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s✐❞❡♥❝❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♣❛rt✐❝❧❡
t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡r② ❝❡❧❧ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

✶✾✽



✭❛✮
❛t
③✴❉❂✵✳✵✽

✭❜✮
❛t
③✴❉❂✶✳✸✸

✭❝✮ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✾✻✿ ❙❛♠♣❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s 40µm ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥♥✉❧✐ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮

✭❛✮
❛t
③✴❉❂✵✳✵✽

✭❜✮
❛t
③✴❉❂✶✳✸✸

✭❝✮ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✾✼✿ ❙❛♠♣❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s 80µm ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥♥✉❧✐ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮

✉s❡❞ ❢♦r ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❤♦rt❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✾✽ s❤♦✇s t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥s ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ❛t

③✴❉ ❂ ✵✳✵✽✱ ✶✳✸✸ ✫ ✷✳✻✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✐s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛t t❤❡ st❡♣

❧♦❝❛t✐♦♥✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ ❋✐❣✉r❡s ✾✾ ✫ ✶✵✵ s❤♦✇ s❡❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡

❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s✳

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑❙ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛s t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ▲❊❙

♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡r❀ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ▼▲✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡s ✾✾❜ ✫ ✶✵✵❜✮ ✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ✉s❡❞

❛s ✏♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❜❡s✑ ✇❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✐♥

❋✐❣✉r❡s ✶✵✶ t❤r♦✉❣❤ ✶✵✹✱ ❞❡♣✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❧② ❡①t❡♥❞s ♦✈❡r ❤❛❧❢ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛✳

▼❛ss ▲♦❛❞✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶

❙♦ ❢❛r ♦♥❧② ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ▲❊❙ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦r t❤r❡❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛t ③✴❉❂ ✵✳✵✽✱ ✶✳✸✸ ✫ ✷✳✻✻✳ ❋✐❣✉r❡s

✶✾✾





✭❛✮ ▼▲✶ ✲ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❧✐♣♣❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ♦✉t❧❡t

✭❜✮ ▼▲✷

❋✐❣✉r❡ ✾✾✿ ❊✉❧❡r✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✲ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s✱
s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳
✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮

✷✵✶



✭❛✮ ▼▲✶

✭❜✮ ▼▲✷

❋✐❣✉r❡ ✶✵✵✿ ❊✉❧❡r✐❛♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✲ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✱
s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❋❧♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛❣❡✳
✭◆♦t❡✿ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❤❡r❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮

✷✵✷



✶✵✶ ✫ ✶✵✷✱ ❢♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❤♦✇ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡✱ ▼▲✶✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ✐s

❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r t♦ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮

❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss q✉❛♥t✐t②✳ ◆❡❛r

t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦

✉❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❦✲❊♣s✐❧♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ♣r❡❞✐❝ts t❤❡

✈❡❧♦❝✐t② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡✳ ❆♥ ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛♥s✐t

t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈♦❧✉♠❡ ❜❡✐♥❣ ♦✈❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡ ❝❧❛ss✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s t❤❡

❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞

t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✳

■♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✶ ✫ ✶✵✷✱ ❢♦r t❤❡ 40µm ❛♥❞ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s r❡♣s❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ♦♥❡ ♠♦✈❡s ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛t ❧❡❛st ♣❛rt❧② ❛

r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡

❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ✢♦✇✲t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✱ ❧♦♥❣❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛✈❡r❛❣❡s ❛s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥

③♦♥❡ ✐s tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✉♣str❡❛♠ ❛t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❜✉❧❦

✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❡✈❡♥ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉♥❞❡r

♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛s t❤❡r❡ ✇❡r❡

❢❡✇❡r ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

◆❡❛r t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ✇❛❧❧s ✭②✴❉❂⑤✵✳✺⑤✮ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲

t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✐s ✇❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s t♦ ❛❞❤❡r❡ t♦ t❤❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ✇❛❧❧s✳ ❆s ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡①❛❝t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ t❤❛t st✐❝❦ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ t♦ r❡❜♦✉♥❞ ❡❧❛st✐✲

❝❛❧❧② ♦✛ t❤❡ ✇❛❧❧ ✭❜✐❧❧✐❛r❞✲❜❛❧❧ ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t ❢❛r ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ st❡♣

✭s❡✈❡r❛❧ ✐♥❧❡t ❞✐❛♠❡t❡rs ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✮✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t♦ ♦✈❡r✲♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ✇❛❧❧ r❡❣✐♦♥s

❜✉t t♦ ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t ✐t ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧❛ss s✐③❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❊❙ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❍❛r❞❛❧✉♣❛s

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮✱ ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ●■ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✳

▼❛ss ▲♦❛❞✐♥❣ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷

❋✐❣✉r❡s ✶✵✸ ✫ ✶✵✹ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡✱ ▼▲✷✳ ❚❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s

✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s❡❡♠

t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡s❡♥t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❡rr♦r ❜❛♥❞s ✭❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥♥✉❧✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✮ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♥❡❛r t❤❡ ✇❛❧❧s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❛t ③✴❉❂

✷✵✸



✭❛✮ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽

✭❜✮ ❛t ③✴❉❂✶✳✸✸

✭❝✮ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✶✵✶✿ 40µm✲▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✷✵✹



✭❛✮ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽

✭❜✮ ❛t ③✴❉❂✶✳✸✸

✭❝✮ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✶✵✷✿ 80µm✲▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✷✵✺



✵✳✵✽ ✫ ✶✳✸✸✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ▼▲✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r t❤❛t ❢♦r t❤❡ ▼▲✶ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛t✲

tr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t②

♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛t t❤❡ ❢❛rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts st❛t✐♦♥s

♦✈❡r t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ st❡♣✳ ❆ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲♠✐①❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥str❡❛♠ ✐♥ t❤❡

❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡s

❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❢✉rt❤❡r s♠❛❧❧

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t st❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▲❊❙ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦

♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❧❛ss❡s❀ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢

❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♣r❡❞✐❝t❡❞ s♣❛t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❘❆◆❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡r s♣❛t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✕❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲❊❙ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✕ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳

✺✳✸✳✷ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡❛r❧✐❡r

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r t❤❡

❤✐❣❤❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣ ❝❛s❡✱ ▼▲✷✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✺ t♦ ✶✵✾✳ ❖♥❝❡

❛❣❛✐♥ t❤❡ st✉❞② ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡

(z ∼ [0− 0.3m]) ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ ❜❡ ❜❡tt❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳ ❍❡r❡ ❛ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧s✱ ❑❙✶ ✫ ❑❙✷

❛♥❞ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✉♣ ✉♥t✐❧ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥❧② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✳

■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❇♦t❤ ❑❙✶ ✫ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧s ♣r❡❞✐❝t ❛ ❣r❡❛t❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧❀ t❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❑❙✶ ❛♥❞ ❑❙✷ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧ts

✐♥ ❛♥ ❡✈❡♥ ❣r❡❛t❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❑❙✶ ❜♦t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤❡

r❛♥❣❡ ♦❢ ✇❛✈❡s♣❛❝❡ ❡①t❡♥t ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡♥ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ❦♥♦✇♥

❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧s t❤✐s ✐s ❛ r❡s✉❧t ✭✐✳❡ ❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡✮ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✽✳ ❚❤❡ ❛❜s❝✐ss❛ ❤❡r❡

❤❛s ❜❡❡♥ r❡str✐❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞r❛✇ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❦✉rt♦s✐s ♦❢ ❑❙✷ ✐s ❡✈✐❞❡♥t✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t ✇❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ❵s♣✐❦❡✬ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✐s ♠♦r❡

♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❙✷ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❑❙✶ ♠♦❞❡❧✱ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤❡s❡ st❛t✐st✐❝s

❢r♦♠ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s

✇❤✐❝❤ ❡✐t❤❡r ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛❧❧ ♦r ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛♥ ❵❡❞❞②✬ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②

✷✵✻



✭❛✮ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽

✭❜✮ ❛t ③✴❉❂✶✳✸✸

✭❝✮ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✶✵✸✿ 40µm✲▼▲✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✷✵✼



✭❛✮ ❛t ③✴❉❂✵✳✵✽

✭❜✮ ❛t ③✴❉❂✶✳✸✸

✭❝✮ ❛t ③✴❉❂✷✳✻✼

❋✐❣✉r❡ ✶✵✹✿ 80µm✲▼▲✷ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✷✵✽



❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ♦❢ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧ ❜✉t t❤❡ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞

❣r❡❛t❡r ❦✉rt♦s✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐s ❛ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢❡❛t✉r❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ♣✉r♣♦s❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❆◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵✾✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡

r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❆◆❙ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢✉✐❞ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r②

s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ❘❆◆❙ ❝❛s❡s✳ ❆s ❢❛r ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲❊❙ ✫ ❘❆◆❙ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱

♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ▲❊❙ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❡①❤✐❜✐t ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ ♣❛tt❡r♥✱ ✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❧♦✇❡r ♣❡❛❦ ❜❡✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ✭❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉❘❆◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✮ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡

❢❛r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

♣❛rt✐❝❧❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r

✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t ❛ ❧❡ss ✉♥✐❢♦r♠ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♥❡❛r

t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞

❣r❡❛t❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧❡❞ s❝❛❧❡s❀ t❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛t

❤❛✈❡ ❣r❡❛t❡r ❦✉rt♦s✐s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧❞ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s

✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✕❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✕ ❛❢t❡r t❤❡

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ❧❛st s❡❝t✐♦♥

❤❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ♣♦ss❡ss❡❞ ❜♦t❤

♦❢ t❤❡s❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉rt❤❡r s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧

♦✈❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠♦❞❡❧s✳

✺✳✹ ❙✉♠♠❛r②

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❆◆❙ s♦❧✈❡rs ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡

s✇❡❡♣✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐✲

❝❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡❧②

r❡s♦❧✈❡❞ ✕✇❤❡t❤❡r ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦r ✜❧t❡r❡❞ ♦✉t✕ ✬❡❞❞②✬✱ ✕✇❤♦s❡ s✐③❡✱ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②

❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊✉❧❡r✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✕ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

■♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ▲❊❙ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❈❋❉

❝♦♥t❡①t✱ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❛t❤❡r✱ ❛❞♦♣t✐♥❣❛ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❵t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t✬

❛♣♣r♦❛❝❤✳

◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❞❞r❡ss❡s

t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♠♣r♦✈❡❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♥♦t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦✈❡r t❤❛t ♦❢ t❤❡ ●■ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥

✷✵✾



✭❛✮ ●✫■

✭❜✮ ❑❙✶

✭❝✮ ❑❙✷

❋✐❣✉r❡ ✶✵✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ UTurbx✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳

✷✶✵



✭❛✮ ●✫■

✭❜✮ ❑❙✶

✭❝✮ ❑❙✷

❋✐❣✉r❡ ✶✵✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
UTurby✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳

✷✶✶



✭❛✮ ●✫■

✭❜✮ ❑❙✶

✭❝✮ ❑❙✷

❋✐❣✉r❡ ✶✵✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ UTurbz✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣
✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳

✷✶✷



✭❛✮ UTurbx

✭❜✮ UTurby

✭❝✮ UTurbz

❋✐❣✉r❡ ✶✵✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳

✷✶✸



✭❛✮ Ux

✭❜✮ Uy

✭❝✮ Uz

❋✐❣✉r❡ ✶✵✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❧②✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉✲
❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳

✷✶✹



t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦

t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ s♣♦♥s♦rs ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❈❋❉ ♣❛❝❦❛❣❡ ✇✐t❤ ♣r♦♠✐s✐♥❣

r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t✇♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✭r❡s✉❧ts ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✮✳

✷✶✺



✻ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✫ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✻✳✶ ❙✉♠♠❛r②

✕ ❚❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛✈❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❛r✲

t✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲

t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧

♦♥❡✱ ❢♦r ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛s♣✐r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ❘❛t❤❡r ✐t ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡✱

✐♥ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡♥s❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❛♥

❡✛♦rt t♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦❞❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✕ ❆ ❝✉st♦♠✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ✉♥st❡❛❞② ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡

✢♦✇s s✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ s♦❧✈❡r ✇❛s ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥❋❖❆▼✳ ❚❤❡

s♦❧✈❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s✉❜✲♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t

✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ s✉❝❤ ❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✳ ■t

✐s t❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛❜✐❧✐t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ♦♣❡♥❋❖❆▼ t❤❛t ✇❛s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥

❢♦r ✐ts s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡ ❛s ❛ ❜❛s❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧✳

✕ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ ❘❆◆❙ ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❛s ❡✈❛❧✉✲

❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛①✐s②♠♠❡tr✐❝ s✉❞❞❡♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❡st ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t❡st ❝❛s❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠❡s❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✈❡r✬s ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛❣r❡❡✲

♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡s❀ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✇❤❡r❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ✢♦✇

❢♦r t❤❡ 40µm ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ❜✉t ♥♦t ❢♦r t❤❡ 80µm ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆♥ ❡✛♦rt ✇❛s ♠❛❞❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

❞♦♠✐♥❛♥t ✈♦rt✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❡♥str♦♣❤②✱ ✈♦rt✐❝✐t②

❛♥❞ t❤❡ ✷♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥t t❡♥s♦r✱ ❜✉t t❤✐s ♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s

♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ◆♦ ❝❧❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❱♦r♦♥♦✐ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡❞

t❤❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲str❡❛♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡

❞♦✇♥str❡❛♠✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡ r❛❞✐✉s✳ ❚❤✐s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s r❡✲

♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ❉◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ ❧✐♥❦

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs t♦ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✳✳

✕ ❆ ♥♦✈❡❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥

❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘❆◆❙ s♦❧✈❡rs✱ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✇❡❡♣✐♥❣

✷✶✻



str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡♥ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ s✉❜✲r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❛rt✐✲

❝❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❵❡❞❞②✬ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞

✉s✐♥❣ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ ❡①t❡♥t ♦❢ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤✐s ✜❡❧❞ ❛r❡

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❵❡❞❞②✬✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇❡❞ ❞✐✛❡r✲

❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❛r❦❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✢♦✇✲✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛t✲

tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r

s❡♣❛r❛t❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❛ s✉❞❞❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣❛✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❛❞✈❡❝t❡❞ ❛♣❛rt ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡r✱ r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✳ ■♥

❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❑❙ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s✉❞❞❡♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞

s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t t♦ ♥♦t❡✱ ❛s t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣r✐♠❛r✐❧②

❢♦r t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s ♦❢ ❛ ✢♦✇✲✜❡❧❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

✕ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❘❆◆❙ s✐♠✲

✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✱ ▲❊❙ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r

♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡

✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ t❤❡ ❈❋❉ ❝♦♥t❡①t✱

❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ❛♣✲

♣r♦❛❝❤✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧

❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡

❡♥tr❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ●♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇❛s ♥♦t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦

t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ s♣♦♥s♦rs ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❈❋❉ s♦❢t✇❛r❡

❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛♥ ❛✈✐❛t✐♦♥ ❣❛s✲t✉r❜✐♥❡ ❝♦♠❜✉st♦r ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥

✢✐❣❤t ✇✐t❤ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts✳

✻✳✷ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

✕ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❑❙ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❛s

t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✉s❡ ❛s ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❍❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥

t❤❛t ✐t ❛❞❞r❡ss❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ s❤♦✇s ❣♦♦❞

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦st❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧

♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✕❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✕ ♦❢ t❤❡

✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ t♦

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s

✭t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❑❙✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞

t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥

t❤❛t ✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s❝❛❧❡s✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r
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♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s

♦❢ ❑❙ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣

t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✕s❛② t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞

❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s❝❛❧❡✕ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ❑❙ ✜❡❧❞✳ ❙✉❝❤ ❛♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠✐❣❤t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❘❆◆❙ ♠❡t❤♦❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠❡t❤♦❞✬s ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❞✐❝t

❝❧✉st❡rs✳

✕ ❆ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ♣✉rs✉✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦✉♣❧❡❞ ❊✉❧❡r✐❛♥✲▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❘❆◆❙ s♦❧✈❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥

✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t②✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❑❙ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❙✉❝❤ ❛

✈❡rs✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✈❡r ❜❡✐♥❣ st❛❜❧❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ♠❛ss ❧♦❛❞✐♥❣s✳

❲❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ♥♦✇✱ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❡st ❝❛s❡ ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

❙✉❝❤ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛r❣❡r

❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦❧❧✉t❛♥t ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲s❝❛❧❡ ✢♦✇s✳

✕ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲❊❙ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t

t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❙●❙ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r✐❞

✇❛s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙t♦❦❡s ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✇❛s s♠❛❧❧✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡

❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ t❡st ❝❛s❡ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ s♦✉❣❤t✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

✐t ♥❡❡❞✲♥♦t ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✉s❡ ❛s ❛♥ ❙●❙

♠♦❞❡❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ s❝❛❧❛rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✉♥r❡s♦❧✈❡❞ s❝❛❧❡s✳

✕ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡r t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧ ✇❛s

s♠❛❧❧✱ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✶✵✲✶✺✪ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣❛rt♥❡r✱

✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ❈❋❉ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ♠❛②

❜❡ r♦♦♠ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♦✈❡r❤❡❛❞s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇❛s ♥♦t ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛s s✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡

❡✛♦rts r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ♣❛rt♥❡rs ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❈❋❉

❝♦❞❡✳

✕ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❑❙ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ✇❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦r str❛t✐✜❡❞ ✢♦✇s✱ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣r❡s❝r✐❜✐♥❣ s❡♣❛r❛t❡

t✉r❜✉❧❡♥t ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t

♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✳

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▲❊❙ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs

t❤❛t ✇❡r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ❡♥❞❡❛✈♦r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs

❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ❤♦✇ ❧♦♥❣ t❤❡s❡ ♣❡rs✐st ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✳

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♥❡✳

✷✶✽



❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡

✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛

❘❆◆❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢♦✇ s❝❛❧❡s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❘❆◆❙

✇❤✐❧❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ r❛♥❣❡s✳

❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛② ❜❡ ❛t✲

tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

♣❤❛s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❵s❛♠♣❧❡❞✬ ❜② t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❵♦♥❡ t✐♠❡✬ ❡✈❡♥t

❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❘❛t❤❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞

❵❡❞❞②✬ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❡✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥t ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✜❡❧❞

✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥♦♥✲❝♦st❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡

❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥t ♦❢ s❝❛❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧

❊✉❧❡r✐❛♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠❡❡ts ❛♥ ✉♥❞❡r✲r❡s♦❧✈❡❞ ❵❡❞❞②✬✳ ❚❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❡st ❝❛s❡ ❛♥❞

s❤♦✇❡❞ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② ❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞

r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s✐❞❡♥❝② t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡

✐ss✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦♥ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ♦r ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❱♦r♦♥♦✐ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ▲❊❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t✉❜❡

r❛❞✐✉s✱ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ s✐③❡❞ ❝❧✉st❡rs ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❉◆❙ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❜② t❤❡ ✐♥❞✉s✲

tr✐❛❧ s♣♦♥s♦rs ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ t❡sts ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♦✈❡r❤❡❛❞ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ✉s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳

▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❛s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ tr❛✲

❥❡❝t♦r✐❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❞✉str②✳

❚❤✐s ❧❛st ♣♦✐♥t ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ♠♦❞✲

❡❧s ✇❛s t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛s

❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ t❡st ❝❛s❡ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳

❍❛✈✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧✬s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ❞❡❡♠❡❞

❛ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ❡♥❞❡❛✈♦r t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✱ s✐♥❝❡ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❙✐♠✉❧❛✲

t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣

❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ♣❤❛s❡✳
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❬✶✺✽❪ P✳ ❑✳ ❨❡✉♥❣✱ ✶✾✾✹✱ ❉✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝

t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ❱♦❧✳ ✻✱ ♣✳✸✹✶✻✲✸✹✷✽

✷✷✾



❬✶✺✾❪ P✳❑✳ ❨❡✉♥❣✱ ✷✵✵✷✱ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❚✉r❜✉❧❡♥❝❡✱ ❆♥♥✉✳ ❘❡✈✳ ❋❧✉✐❞✳ ▼❡❝❤✳✱ ❱♦❧✳

✸✹✱ ♣✳✶✶✺✲✶✹✷

❬✶✻✵❪ P✳❑✳ ❨❡✉♥❣ ✫ ❨✳ ❩❤♦✉✱ ✶✾✾✽✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙t✉❞② ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝✐♥❣✱

P❤②s✐❝s ♦❢ ❋❧✉✐❞s✱ ❱♦❧✳ ✶✵✱ ♣✳ ✷✽✾✺✲✷✾✵✾

❬✶✻✶❪ ❙✳ ❨✉✉✱ ◆✳ ❨❛s✉❦♦✉❝❤✐✱ ❨✳ ❍✐r♦s❛✇❛ ✫ ❚✳ ❏♦t❛❦✐✱ ✶✾✼✽✱ P❛rt✐❝❧❡ ❚✉r❜✉❧❡♥t ❉✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛

❞✉st ❧❛❞❡♥ r♦✉♥❞ ❏❡t✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ❏♦✉r♥❛❧ ❱♦❧✳ ✷✹✱ ◆♦✳ ✸✱

♣✳ ✺✵✾✲✺✶✾

❬✶✻✷❪ ▼✳ ❩❡❞❞❛✱ ✷✵✶✹✲◆♦✈❡♠❜❡r✲✷✶✱ Pr✐✈❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❉❡r❜②✱ ❉❡r❜②s❤✐r❡✱ ❯✳❑
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❆ ❙♣❡❝tr❛❧ ▼❡t❤♦❞s

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❞❡❧✈❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❑❙ ✐t ✐s ♣❡r❤❛♣s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦

r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❑❙✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛r② ♣r❡s❡♥t❡❞

❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♠❛❧❣❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡rs ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✜❡❧❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♠♦♥♦❣r❛♣❤s ♦❢ ▼♦♥✐♥

✫ ❨❛❣❧♦♠ ✭✶✾✼✺✮✱ ❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✵✮✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥

❡①❤❛✉st✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛s t❤❛t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛

✈♦❧✉♠❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ r❛t❤❡r t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦r r❡♠✐♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ♦❢ t❤❡

t♦♦❧s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♠♦r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❛❜❧❡✳

■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✢✉✐❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✲✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡♥s❡✲

t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❤❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥ s❤❡❞❞✐♥❣ ❧✐❣❤t ✐♥t♦ t❤✐s ❝❤❛♦t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st

✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦r ✐ts st✉❞② ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥s✐❣❤t

❤❛s ❜❡❡♥ ❣❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦✲♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s✳ ❖❢ t❤❡s❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛✉t♦❝♦r✲

r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢

t❤❡ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♠♦♥❣st

t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥t s❝❛❧❡s✳

■❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ τ ✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛

❢r❡q✉❡♥❝②✱ ω✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✱ r✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r✱ k✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r

✐♥t❡r✈❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✇❛② ♦❢ ✈✐❡✇✐♥❣ t❤✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❣r❡❛t❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥

t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳

❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲

❢♦r♠ ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡❀ t❤❡② ❛r❡ ❧✐st❡❞ ♥♦✇ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❡❛s❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞

❢♦r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤

❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛✲

t✐♦♥s ✐♥t♦ s✐♠♣❧❡r ❛❧❣❡❜r❛✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r

st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❛♥❞♦♠

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss

✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss s♦♠❡✇❤❛t ❜✉t

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s r❡♠❛✐♥s ❧❛r❣❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s ♦r ✐♥t❡❣r❛❧s✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s

✉s❡❞ ❢♦r ♣✉r❡❧② ♣❡r✐♦❞✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✈❛♥✐s❤

❛s t❤❡② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✜♥✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛❧❧ st❛t✐♦♥❛r② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss❡s✼✻❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦r

✜❡❧❞✳ ■t ✐s ❡①❛❝t❧② t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ♦r ✜❡❧❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦r ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ s♣❡❝tr❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼♦♥✐♥ ✫ ❨❛❣❧♦♠

✼✻❇② st❛t✐♦♥❛r② ✇❡ ♠❡❛♥ st❛t✐st✐❝s ❡①❤✐❜✐t t❡♠♣♦r❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t ✐s t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ t✐♠❡ ♦r✐❣✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝❛s❡s ♦❢ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r✐t② s❡❡ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✵❜✮

✷✸✶



✭✶✾✼✺✮ ❝❧❛r✐❢② t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞

✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❲❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❛t ❛ ❧❛t❡r st❛❣❡ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛♥❞ ♥♦♥✲

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜✉t ❢♦r ♥♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤♦s❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ♦r ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤♦s❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t

♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡

❡♥❡r❣② t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛✲

t✐♦♥s✿

Rij(r) ≡ ui(x, t)uj(x+ r, t)

✼✼ ✫

Rij(τ) ≡ ui(x, t)uj(x, t+ τ)

❲❤❡r❡ r ✐s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲

❢♦r♠s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦rs✿

φij(k) =
1

(2π)3

∞̊

−∞

e(−ik·r)Rij(r)dr

φij(ω) =
1

2π

∞̂

−∞

e(−iωτ)Rij(τ)dτ

❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ ❛❧s♦ tr✉❡✱ t❤❛t ✐s✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r ❝❛♥ r❡s✉❧t

❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡♥s♦rs✿

Rij(r) =

∞̊

−∞

e(ik·r)φij (k) dk

Rij(τ) =

∞̂

−∞

e(iωτ)φij(ω)dω

▲✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✬s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ❧✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱

✐✳❡✳

r = (r, 0, 0) , (0, r, 0) or (0, 0, r)

r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♦♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛✱ F11&F22 ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ s♣❡❝tr❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✿

✼✼❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s
√

u2
iu

2
j❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❡♥s♦r ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❡s❡ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s

❙tr❡ss ❢r♦♠ ❘❡②♥♦❧❞s ❛✈❡r❣✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳

✷✸✷



R11(r, 0, 0) =

∞̂

−∞

e(ikr)F11(k1)dk1 =

∞̂

−∞

e(ikr)
∞̈

−∞

φ11(k)dk2dk3

R22(r, 0, 0) =

∞̂

−∞

e(ikr)F22(k1)dk1 =

∞̂

−∞

e(ikr)
∞̈

−∞

φ22(k)dk2dk3

❚❤❡ ♥❡st❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡

✇❛✈❡✲♥✉♠❜❡r s♣❛❝❡ ❜✉t r❛t❤❡r ❢♦r ❛ s♠❛❧❧❡r s❧✐❝❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡✲♥✉♠❜❡r k1
✼✽✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛✈❡✲♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t s✉✲

♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣②

s♣❡❝tr✉♠✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ♦♥❡ ✐ss✉❡ t❤❛t ❜✉r❞❡♥s ❛❧❧

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛❧✐❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①❛s♣❡r❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r

✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛s ♥♦t ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝✲

t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❧❡ss s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t ❛s t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ t❡♥❞s t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❞✐❡s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ t❤♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s ✭s♠❛❧❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ♥♦t❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥

♦♥❡ ❝❛♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✉♥❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ♣✉r❡❧②

✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❝♦s✐♥❡s✮✳ ❘❛t❤❡r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦♥❡ ♠✉st r❡s♦rt t♦ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦❞❞ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ s✐♥❡s

❛♥❞ ❝♦s✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ♦❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❘❡❛❧ ❛♥❞ ❛♥ ■♠❛❣✐♥❛r②

♣❛rt✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✶❉ ♦❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✷✲❛①❡s✱ t❤❡

❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✷❉ ♦❞❞ ✜❡❧❞ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ✹✲❛①❡s ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ✸❉ ✜❡❧❞ ✻✲❛①❡s✼✾✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✐s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦✈❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧s ♦❢ ✇❛✈❡✲♥✉♠❜❡r s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐s ❛ s♣❡❝tr✉♠

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❛t s❝❛❧❛r ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ s❝❛❧❛r r❛❞✐✉s✱ k ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r k✿

|k| =
√
k · k =

√
kiki

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳

✼✽❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ R22 ✇❤✐❝❤ t✉r♥s ♥❡❣❛t✐✈❡✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
③❡r♦✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♥❡t ✢✉① ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♦r t❤❡ ♦t❤❡r✮
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤♦s❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠✉st t✉r♥ ♥❡❣❛t✐✈❡
❡✈❡♥t✉❛❧❧②✳

✼✾❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t ✭❇r❛❝❡✇❡❧❧ ✭✶✾✽✻✮✮✿

✕ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❘❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❘❡❛❧ ❛♥❞ ❡✈❡♥✳

✕ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♦❞❞ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❘❡❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ■♠❛❣✐♥❛r② ❛♥❞ ♦❞❞✳

✷✸✸



❚❤❛t ✐s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s✱ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r✱ φij ✿

φii = φ11 + φ22 + φ33

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(k) =
1

2

‹

φii(k)dS(k)

❲❤❡r❡✱ dS(k)✱ ✐s ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ❛t ❛ r❛❞✐✉s |k|✳ ❆s

t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❛② ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✇❛②s ❛♠♦♥❣st t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥✲

tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❊✭❦✮✱ ❞♦❡s ♥♦t ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡ φii(k)✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♥❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❜❛r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢

✐s♦tr♦♣②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E(k) = k3
d( 1k

dF11
dk )

dk
&

d (F22(k1))

dk1
= −k1

2

d2(F11(k1)

dk21

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❛r❛t✉s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠✲

♣❧✐❝❛t❡❞ ❛t t✐♠❡s✱ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠s ❤❛s t✇♦ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r

r❡s❡❛r❝❤❡rs ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t✉r❜✉❧❡♥❝❡❀ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛✲

t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦♥❝❡ ❝❛st ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡❛s✐❡r t♦ s♦❧✈❡✳ ❖♥❡

s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ r❛♣✐❞❧② ❛♣♣r♦❛❝❤ ③❡r♦ ❛s t❤❡ s❡♣✲

❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤✐❣❤❡r

✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✭♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✮ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳

❆ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s✲

❢♦r♠s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✿

Ui(k)U
∗
i (k

′) = 0 for k 6= k′

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇✲✜❡❧❞ ✐s ❛ ❘❡❛❧ ✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢r❡❡❧② r❡♣❧❛❝❡❞

✇✐t❤ ✐ts ♥❡❣❛t✐✈❡✿

Ui(k)U
∗
i (−k′) = 0 for k 6= −k′

✇❤❡r❡✱ ✯ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ Ui(k) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢

ui(x) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ui(k) =
1

(2π)3

∞̊

−∞

eik·xui(x)dx

❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❑❙✱ t❤❛t t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇ ✜❡❧❞s✳ ❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢

✭✷✵✵✶✮✱ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧t ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ❛❜str❛❝t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♣r♦♦❢ ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✿

✷✸✹



Ui(k)U∗
i (k

′) =
1

(2π)3

∞̊

−∞

eik·xui(x)dx
1

(2π)3

∞̊

−∞

e−ik′·x′ui(x′)dx′

=
1

(2π)6

∞̊

−∞

∞̊

−∞

ei(k·x−k′x′)ui(x)ui(x′)dxdx′

❇② r❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ Rii s✐♥❝❡ r = x− x′

❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r✱ φii✿
✽✵

Ui(k)U∗
i (k

′) =
C

(2π)6

∞̊

−∞

∞̊

−∞

ei(k−k′)·x′
eik·rRii(r)drdx

′

=
C

(2π)3
φii

∞̊

−∞

ei(k−k′)·x′
dx′

❇✉t t❤❡ t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ tr✐♣❧❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿ δ(k− k′) =
∞̋

−∞
ei(k−k′)·x′

s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✱ ❛s t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦ ✇❤❡♥ k 6= −k′✽✶✿

Ui(k)U∗
i (k

′) = δ(k− k′)φii

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡

✢♦✇✲✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①t❡♥❞s

✇✐t❤✐♥ [−∞,+∞] ✉♥❛tt❡♥✉❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❡❞❞② ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦r str✉❝t✉r❡✳ ❉✉r❜✐♥ ✫

P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮✱ ❛ttr✐❜✉t❡ t❤✐s t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s❝r❛♠❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠

♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❞❞✐❡s ❛♥❞

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ s♦ s❤♦✉❧❞ t❤❡

♦✈❡r❛❧❧ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s✱ ✐s t❤❛t ♥♦ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s❤♦✉❧❞ ❜❡

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ s✐③❡ ❡❞❞②✱ t❤❛t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✇❛✈❡✲❧✐❦❡

❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ❘❛t❤❡r✱ ❛s ❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮ ♣♦✐♥t ♦✉t✱ ❡❛❝❤ ❡❞❞② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢

❛s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ♥♦t ❛ ♥❛rr♦✇ ❜✉t ❛ ❜r♦❛❞ s♣✐❦❡✴♣❡❛❦ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♠❛♥②

❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♠❡ ❛s ❛ s✉r♣r✐s❡ ❛s ❛♥ ❡❞❞② ✐s ❢❛r ❢r♦♠ st❛t✐❝✱ ✐♥st❡❛❞ ✐t ✐s

❝♦♥st❛♥t❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛s ✐t ❞♦❡s s♦ ✐t ♠✉st ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡

✐ts s❤❛♣❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ s♣✐❦❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✳

❆s t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛ tr✐✈✐❛❧ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤s

❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤✐s s✉❜❥❡❝t ❛❧♦♥❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts✳

✽✵❈ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ s❡❡ ❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢
✭✷✵✵✶✮

✽✶❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ ✶❉✿
∞́

−∞
δ(x)dx = 1 ❛♥❞ ✐♥ ✸❉✿

∞
´ ´ ´

−∞
δ(x)dx = 1 ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s δ(x) =

lim
a→0

e
−x2

/a2

a
√

π
❛♥❞ δ(x) = δ(x)δ(y)δ(z) = lim

a→0

e
−(x2+y2+z2)/a2

a3π3/2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✷✸✺



❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ✈♦rt❡① t✉❜❡s ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦

❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ ❛ str❛✐♥✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞ t❤❛t ✈❛r✐❡s ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t✇♦ ♦❢ ✐ts ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ❛ ♣❧❛♥❛r

str❛✐♥✲r❛t❡ ✜❡❧❞ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s ❛ ✷①✷ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ✸①✸ ♠❛tr✐①✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

❢♦r ✈♦rt❡① t✉❜❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡❞❞✐❡s ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✐s ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❛♥❞ t♦ ❞r❛✇ ❛♥② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ✢❛✇❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛s t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡✈♦❧✈✐♥❣

str✉❝t✉r❡s ♦r ❢❡❛t✉r❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈♦rt❡① t✉❜❡s ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥

✇❤✐❧st t❤❡ ♦t❤❡r ❧✐❡s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✉t

♥❡❣❛t✐✈❡ str❛✐♥✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ str❛✐♥ t❡♥s♦r ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ✈♦rt❡① t✉❜❡s ❛r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ str❛✐♥ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❤❡❛r ♣r❡s❡♥t✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞✐❝t❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈♦rt❡① t✉❜❡ ✉♥❞❡r

♣♦s✐t✐✈❡ str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ✈♦rt✐❝✐t② ❛s ✐t ❡❧♦♥❣❛t❡s t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡

♠✉st ❜❡ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✈♦rt❡① t✉❜❡ ✉♥❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ str❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❝ts ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t❤✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts r❛t❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈♦rt✐❝✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

dωi

dt
= ωjsij

❆♥❞ ✐❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈♦rt✐❝✐t② ♦❢ ❜♦t❤ t✉❜❡s ✇❛s✱ ω1 = ω2 = ω ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ str❛✐♥ ✐s

❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ s t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈♦rt❡① t✉❜❡s

❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ r❡❞✉❝❡ t♦✽✷✿

dω1

dt
= ω1s11 = ωs &

dω2

dt
= ω2s22 = −ωs

❛♥❞ ✐♥ t✉r♥✿

ω1 = ωest , ω2 = ωe−st & ω2
1 + ω2

2 = 2ω2 cosh 2st

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ st t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦❢

t❤❡ t✉❜❡ ❜❡✐♥❣ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤♦✉❣❤✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈♦rt✐❝✐t②✱ ω1 ♠✉st ❡q✉❛t❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

♦❢ u2 ❛♥❞ u3✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ω2 ♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ u1

❛♥❞ u3✳ ❚❤❡ ♥❡t ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ u2✱ ❛ ♠♦r❡ ❣r❛❞✉❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ u3 ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡

♦❢ u1✳ ■❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ r❛t❡ ♣❡r ✉♥✐t ♠❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

T = s(u22 − u21)

t❤✐s q✉❛♥t✐t② ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡❞❞✐❡s t❡♥❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐❢ ♦♥❡ st❛rts t♦ t❤✐♥❦ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡❞❞✐❡s ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣②

❝❛s❝❛❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t✳ ❇✉t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ st✐❧❧

r❡♠❛✐♥s ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❧② t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❧❛r❣❡r✲s✐③❡❞ ❡❞❞② tr❛♥s❢❡rs s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡

s♠❛❧❧❡r ♦♥❡ ♦r ✐s ✐t ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❡❞❞✐❡s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡s t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡st✐♠❛t❡

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡✳

✽✷◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❘❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈✐s❝✐❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

✷✸✻



❋r♦♠ s✐♠♣❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❝❛❧❡s ♠✉st ❜❡

♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ u/l ✇❤✐❧❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❚❛②❧♦r ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ u/λ✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

♦♥❡ ♠❛② ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡

str❛✐♥ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ✐♥❝r❡❛s❡✳ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✵✮ ✫ ❚❡♥♥❡❦❡s ✫ ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✷✮

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s❝❛❧❡s t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❛t ♦❢ t❤❡

♥❡①t s❝❛❧❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤✱ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✇✐t❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t✇♦✲t❤✐r❞s ❢♦r

t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❞❞② ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r r❡❝❡✐✈❡s ♦♥❡✲s✐①t❤ ❛♥❞

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡✲s✐①t❤ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ②❡t s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢

t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❤❡r❡ ❛s ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ s✉✣❝❡ t♦

s❛②✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣ ❛s t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛s❝❛❞❡s s❤❛♣❡ ❛♥❞

s❧♦♣❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✐s♦tr♦♣②✱ t❤❛t s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s

❝❛♥ r❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ♠✉❝❤ q✉✐❝❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❝❛❧❡ t❤✉s r❡st♦r✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢❛st❡r ❛♥❞

✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡♥s❡ ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝✳

❯♣ ✉♥t✐❧ t❤✐s ♣♦✐♥t t❤✐s s❤♦rt tr❡❛t✐s❡ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s ♦♥❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣② ✇❤✐❝❤

♣❡r♠✐tt❡❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ s❡r✈❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② r❡♠♦✈✐♥❣

❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦ ♦t❤❡r ♠❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ❘❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✜❡❧❞s✱ ✇❤❛t ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ s♦❧❡♥♦✐❞❛❧

✜❡❧❞s✱ ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t ❡♠❡r❣❡s ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❝❛st ✐♥ ❋♦✉r✐❡r

s♣❛❝❡✿

∂iui = ∇ · u = 0

❇✉t ✐♥ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r s❤♦✉❧❞

r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✱ −ik · u✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✿

∂iui = ∂i




∞̊

−∞

Uie
−ik·xdk


 =

∞̊

−∞

− ikiUie
−ik·xdk

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦r✬s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤

t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r✿ kiUi = 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ✇❛✈❡ ♠✉st

❜❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛s ▲✉♠❧❡② ✭✶✾✼✵✮ ♣♦✐♥ts ♦✉t ✐s s✐♠♣❧② ❛ st❛t❡♠❡♥t

t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✜❡❧❞ t❤❡ ✇❛✈❡s ♠✉st ❜❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛r❛❧❧❡❧

t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❝r❡st✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡r❣♦❞✐❝✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛

r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r✱ φij , ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

kiφij = φijkj = 0 ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ Rij ❛♥❞

✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧t✿

∂xi(Rij) = ∂xi [ui(x)uj(x
′)] = [∂xiui(x)]uj(x

′) = 0

✷✸✼



❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧②

∂xj (Rij) = ∂x′
j
[ui(x)uj(x′)] =

[
∂x′

j
uj(x′)

]
ui(x) = 0

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧t t❤❛t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦tr♦♣② ✐s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥

✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r t❤❛♥❦s t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ t❤❛t ♠✉st

❛♣♣❧②✽✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ s♦ t♦♦ ♠✉st t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r✱ φij ✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r✱ ❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ δij ✿

φij = Aδij +Bkikj

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❆ ❛♥❞ ❇ ♠❛② ❜❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r✳

❯s✐♥❣ φijkj = 0 ✐t ♠❛② ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✿

φijkj = [Aδij +Bkikj ] kj = Aki +Bki |k|2 = 0 ↔ A = −B |k|2

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡

♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r✱ φii ✱ ♦✈❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧s ♦❢ r❛❞✐✉s |k|✿

E(|k|) = 2π |k|2 φii(|k|)

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❡♥s♦r

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ E(|k|) ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✐t❤❡r ♠❡❛s✉r❡❞ ♦r ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♣❡❝✐✜❡❞ ✿

φij =
E(|k|)
4π |k|2

(
δij −

kikj

|k|2
)

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡②

❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✇❤✐❝❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s✉♠ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r ♠♦❞❡s ♦❢

r❛♥❞♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ r❛♥❞♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ξ(k) ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r s♣❛❝❡✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

ξi(k) =
√
3eiφk

−−→
η(k)√
dk

❲❤❡r❡ φk ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡✱ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❜❡t✇❡❡♥ [0, 2π] ❛♥❞
−−→
η(k) ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r

✽✸

✕ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ②③ ✲♣❧❛♥❡✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ❛t ① ❛♥❞ ✲①
❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ ✉ s❤♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ✲✉✿

u(x, y)v(x, y) = −u(x′, y)v(x, y) = 0

✕ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t st❛t✐st✐❝s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥ ①②✲♣❧❛♥❡✱ ❢r♦♠ ♣♦✐♥ts ✭✭①✬✱②✬✮ ✫ ✭①✱②✬✮✮ t♦ ✭✭①✬✱②✮ ✫
✭①✱②✮✮ ✿

u(x, y)v(x′, y′) ∝ (x− x′)(y − y′) → u(x, y)v(x′, y′) = −u(x, y′)v(x′, y)

✷✸✽



♦❢ r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❦✱ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

−→η =
(
p, ± cos θ

√
1− p2, ± sin θ

√
1− p2

)

❲❤❡r❡ p& θ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ [−1,+1] & [0, 2π] r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥

r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢♦r ❡❛❝❤
−−→
η(k)✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞

r❛♥❞♦♠ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r r❡s✉❧ts ✐♥✿

ηiηj = 1/3δij

❲❤✐❧❡✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦rs r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ❢♦r k 6= k′✿

ηi (k) ηj (k′) = 0

❚❤❡s❡ ❧❛st ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧❡❛❞ t♦✿

ξi(k)ξj(k′) = δijδ
(
k− k′)

✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ✐♥❞❡❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s♣❡❝✲

tr✉♠ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ UiU∗
j ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t②✱

❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ❛r❡✿

U = k∧−→ξ
√

E(κ)

4πκ4
or Ui = εijlkjξl

√
E(κ)

4πκ4

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s✉❜st✐✲

t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r κ = |k| ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✽✹✳ ❲❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡

❝♦♥✜r♠❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✜❡❧❞ ✐s tr✉❧② ✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✿

Ui(k)U∗
i (k

′) = εilmεjnpklknξmξp

(√
E(κ)

4πκ4

)2

=

= (δijδln − δinδlj)klknδ
(
k− k′) E(κ)

4πκ4
= δ

(
k− k′) E(κ)

4πκ4
(κ2δij − kikj)

❲❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✿

ξi(k)ξj(k′) = δijδ
(
k− k′)

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ s❦❡✇ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦rs✿

εilmεjnp = (δijδln − δinδlj)

✽✹∧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✇❡❞❣❡ ♦r ❡①t❡r✐♦r ♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ εijl ❛ s❦❡✇ s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r✱ t❤❛t ✐s✿ εTijl = −εijl

✷✸✾



❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤

Ui(k)U∗
i (k

′) = δ(k− k′)φii

✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡s✉❧t✿

φij =
E(κ)

4πκ4
(κ2δij − kikj)

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ t❤✐s r❡s✉❧t ❛s ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥

✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✽✺✳

✽✺❉✉r❜✐♥ ✫ P❡tt❡rs♦♥✲❘❡✐❢ ✭✷✵✵✶✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♠❛② ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♥❡ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛s E(κ)

✷✹✵



❇ ❚✐♠❡ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ❢♦r ▲❊❙

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❡✈❡r② s✐♠✉❧❛t❡❞ ✢♦✇ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞

t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② tr✉❡ ✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣

r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ▲❊❙ ✢♦✇s ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ✐s ♠❛ss✐✈❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ t❡❞✐♦✉s

❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❛ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠❡s❤ ❝❛s❡ ✸✵

r❡❝♦r❞s ✇❡r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦♥❡ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t z/D = 2.67✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ t❤❡ ❥❡t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts ✢❛♣♣✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✸✵

s❛♠♣❧❡s✱ ❛✈❡r❛❣❡s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ✷✺✱ ✷✵✱ ✶✺✱ ✶✵ ❛♥❞ ✺ s❛♠♣❧❡s✳ ❊❛❝❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞

❜② r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r s❛♠♣❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t✇✐❝❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✵ ♣♦rtr❛②s ❛❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤❡ str❡❛♠✇✐s❡ ❛♥❞ s♣❛♥✇✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✇❤✐❧❡ ✜❣✉r❡s ✶✶✶ ❛♥❞ ✶✶✷ s❤♦✇ t❤❡ ♠❡❛♥ ❧✐♥❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❣

✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❛♥

✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❤❡r❡✳

❆s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r

t❤❡ ❊✉❧❡r✐❛♥ ♣❤❛s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡

t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❊①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ✜❣✉r❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s

❧✐tt❧❡ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵ s❛♠♣❧❡s✱ ❛s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥

❧✐♥❡s ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛♥❞ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❛r ❢♦r

t❤❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡s ♦❢ ✺ ❛♥❞ ✷✺ s❛♠♣❧❡s✳ ❍❡♥❝❡ ✶✵ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❞❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡

r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✳✽✻

✽✻◆♦t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t ✶✵ s❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ✇✐❞❡r
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❜❛♥❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥❡ ❣r✐❞ ♣r❡❞✐❝ts ❧❛r❣❡r ♦r ♠♦r❡ ❡①tr❡♠❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣r✐❞ ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♠❡s❤✳

✷✹✶



✭❛✮ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ y/D = 0

✭❜✮ ❙♣❛♥✇✐s❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t z/D = 2.67

❋✐❣✉r❡ ✶✶✵✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞

✷✹✷



✭❛✮ ❙tr❡❛♠✇✐s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✭y/D = 0✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s

✭❜✮ ❙♣❛♥✇✐s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t z/D = 2.67 ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✶✿ ❆✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❛♠♣❧❡s

✷✹✸



✭❛✮ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ str❡❛♠✇✐s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ ❝❡♥tr❡❧✐♥❡ ✭y/D = 0✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❛♠♣❧❡s

✭❜✮ ❉❡t❛✐❧ ♦❢ s♣❛♥✇✐s❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❛t z/D = 2.67 ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✷✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛①✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❜♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✷✹✹



❈ ■♥❞✉str✐❛❧ ●❡♦♠❡tr②

❚❤✐s ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙✷ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉s✲

tr✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❉rs ❙✳ ❙t♦✇❡

❛♥❞ ▼✳ ❩❡❞❞❛ ♦❢ ❘♦❧❧s ❘♦②❝❡ ♣❧❝✳ ✇✐t❤ t❤❡ ❑❙✷ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r ♣r♦♣r✐❡t❛r②

❈❋❉ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡✱ P❘❊❈■❙❊✳ ❋✐❣✉r❡s ✶✶✸ ✫ ✶✶✹ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❢r♦♠ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r r✐❝❤ ❜✉r♥ ❛♥♥✉❧❛r ❝♦♠❜✉st♦rs ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✢✐❣❤t✳ ❈❛❧❝✉✲

❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ✉❘❆◆❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❦ ✲❙❙❚✲❖♠❡❣❛ ❝❧♦s✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥

❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✸ s❤♦✇s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉❡❧ ❞r♦♣❧❡ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❛✉t❡r

▼❡❛♥ ❉✐❛♠❡t❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦❧♦r ✐♥ ❛ s♣❛♥✇✐s❡ s❧✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦♦❦✐♥❣ ✉♣str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♠❜✉st♦r ❡①✐t✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧

✐♥t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜✉t ♠♦r❡ ❛❧s♦ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ●✫■ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛s

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❜✉st♦r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ●✫■ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉♥❞❡r✲♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳

❆❧s♦ ♥♦t❡✇♦rt❤②✱ ✐s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲

❞✐❝ts ❣r❡❛t❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✉st♦r t❤❛♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❛t t❤❡

❡♥❡r❣② ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✐ts ✇❛✈❡s♣❛❝❡ ❛r❡ ❜♦t❤

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧♦❝❛❧ ❊✉❧❡r✐❛♥ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥❡ ♠❛② ❛ttr✐❜✉t❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦ t❤❡

s♠❛❧❧❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t✉r♥✱ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ kmin

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r s✐③❡❞ ❡❞❞✐❡s ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r r❛❞✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❛s ✐s

❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❛❞❡r✬s ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ t♦ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝♦♠❜✉st✐♦♥

③♦♥❡ ♥❡❛r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❛s②♠♠❡tr②

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ③♦♥❡ ❞♦✇♥str❡❛♠✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r

♣r❡❞✐❝t❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✉st✐♦♥

r❛t❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❛② ❜❡

❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r r❛t❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♥❡❛r

t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✉st♦r ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡

s✇✐r❧✐♥❣ ❛✐r✢♦✇ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐③❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ✢♦✇ ❡①t❛♥t ✐♥ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦♠❜✉st♦r✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦♥✲❞✐s❝❧♦s✉r❡ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ♣r❡✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ s❤♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❡①❛❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡

❜✉t ❝♦❧❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✻✵✵❑ ❛♥❞ ❤♦t ♦♥❡s ✐♥ ❡①❝❡ss ♦❢ ✷✵✵✵❑✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥✇✐s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❙ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s ❝❧♦s❡❧② t❤❡

✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ tr❡♥❞s ✭♣r♦✜❧❡s✮ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❩❡❞❞❛ ✭✷✵✶✹✮ ♥♦t❡❞

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ s✉❝❤ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❤♦t s♣♦ts ❛s t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇ t❤❡

❡♠✐ss✐♦♥s ♠♦❞❡❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❛❧s♦ t❡st❡❞ ♦♥ ❛ ❧❡❛♥✲❜✉r♥ ❛♥♥✉❧❛r ❝♦♠❜✉s✲

t♦r ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡q✉❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❑❙ ❛♥❞ ●■ ❝♦♠♣✉t❡❞

tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ❣♦♦❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❛t❛✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡

r❡s✉❧ts ♠❛② ♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ❤❛s ②❡t t♦ ❜❡ ❞✐s❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡

♣✉❜❧✐❝✳
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