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Z U S A M M E N F A S S U N G 

Die Methoden der T a x o m e t r i e w e r d e n heute ü b e r a l l da angewendet , wo m a n 
wegen u m f a n g r e i c h e m M a t e r i a l Taxonomie , d . h . die Defini t ion t a x o n o m i s c h e r 
E inhe i t en und i h r e Z u s a m m e n f a s s u n g zu e inem S y s t e m , m i t t e l s e l e k t r o n i s c h e r 
Rechenau toma ten b e t r e i b e n m u s s . Nach e ine r B e s p r e c h u n g des A b s t a n d s b e 
gr i f fes und e ine r Definit ion de r Gruppe w e r d e n die f ak to renana ly t i s che q- und 
r - T e c h n i k d i s k u t i e r t , die Methode des Grad i en t en und die Method of M a x i m u m 
Likel ihood. Den Sch luss b i lde t eine E r ö r t e r u n g d e r auf dem BAYESschen Theo
r e m be ruhenden Methoden . 





I. E I N L E I T U N G 

W ä h r e n d i n d e r Z w a n z i g e r - und D r e i s s i g e r j a h r e n d i e s e s J a h r h u n d e r t s d i e 
G r u n d l a g e n d e r A b s t a n d s b e r e c h n u n g z w i s c h e n P o p u l a t i o n e n d u r c h P E A R S O N 
(1926) und M A H A L A N O B I S (1936) und d ie d e r Z u t e i l u n g e i n e s I n d i v i d u u m s u n b e 
k a n n t e r H e r k u n f t zu e i n e r v o n m e h r e r e n b e k a n n t e n P o p u l a t i o n e n d u r c h F I S H E R 
( I936) g e l e g t w u r d e n , i s t d ie s y s t e m a t i s c h e B e h a n d l u n g d e r Auff indung von 
G r u p p e n in e i n e m M a t e r i a l , d e s s e n G l i e d e r u n g u n b e k a n n t i s t , r e l a t i v n e u e r e n 
D a t u m s . 1953 w e n d e t e S T R O U D (1953) d i e f a k t o r e n a n a l y t i s c h e r - T e c h n i k z u r 
A n a l y s e d e r S y s t e m a t i k v o n K a l o t e r m e s a n , s p ä t e r b e n u t z t e n SOKAL (1958) 
auf d e r e i n e n und D R I V E R und S C H U E S S L E R (1957) auf d e r a n d e r e n S e i t e d i e 
q - T e c h n i k zu d e m g l e i c h e n Z w e c k . W ä h r e n d e s s i c h h i e r u m l i n e a r - a l g e b r a i s c h e 
M e t h o d e n h a n d e l t , v e r s u c h t e n a n d e r e (HILL 1959, S N E A T H 1962, S I L V E S T R I , 
T U R R I , H I L L und G I L A R D I 1962, ^ A N I M O T O 1958) w ä h r e n d d e s s e n A b s t ä n d e 
z w i s c h e n d e n zu k l a s s i f i z i e r e n d e n I n d i v i d u e n zu d e f i n i e r e n und s i e zu G r u p p e n 
b e n a c h b a r t e r z u s a m m e n z u f a s s e n . W ä h r e n d b e i d e n f a k t o r e n a n a l y t i s c h e n M e t h o 
d e n d ie I n d i v i d u e n E l e m e n t e e i n e s n o r m i e r t e n R a u m e s s i n d , g e n ü g t e s h i e r , 
s i e l e d i g l i c h a l s d ie e i n e s m e t r i s c h e n R a u m e s a u f z u f a s s e n . 

D e r Z w e c k d e r v o r l i e g e n d e n B e i t r a g e s i s t , d ie v o n u n s b e n u t z t e n und v o r g e 
s e h e n e n M e t h o d e n s o w i e d ie R e s u l t a t e e i n i g e r p r a k t i s c h e r U n t e r s u c h u n g e n 
v o r z u f ü h r e n . G e w i s s e E r g e b n i s s e (BORKO 1962) z e i g e n , d a s s d ie M e t h o d e n 
a u c h in d e r D o k u m e n t a t i o n v o n W e r t s e i n k ö n n e n . 

II . DIE M E T R I K UND D E R B E G R I F F D E R G R U P P E 

W i r b e t r a c h t e n e i n e M e n g e v o n I n d i v i d u e n , d ie w i r zu G r u p p e n z u s a m m e n 
f a s s e n w o l l e n . D i e s e I n d i v i d u e n b i l d e n E l e m e n t e e i n e s m e t r i s c h e n R a u m e s , 
d. h . e s i s t e i n A b s t a n d d - z w i s c h e n d e m i - t e n und j - t e n I n d i v i d u u m d e f i 
n i e r t . In A n a l o g i e z u m i n t u i t i v e n V e r h a l t e n des S y s t e m a t i k e r s w i r d m a n 
I n d i v i d u e n zu e i n e r G r u p p e z u s a m m e n f a s s e n , d ie u n t e r e i n a n d e r e i n e n g e 
r i n g e r e n A b s t a n d h a b e n a i s zu den I n d i v i d u e n a n d e r e r G r u p p e n . Was in d e r 
k l a s s i s c h e n S y s t e m a t i k o d e r T a x o n o m i e I n t u i t i o n i s t , s o l l 111 d e r n e u e n 
T a x o m e t r i e d u r c h o b j e k t i v e R e c h e n v e r f a h r e n e r s e t z t w e r d e n . Aus d i e s e m 
G r u n d e i s t e s n ö t i g , d e n i n t u i t i v e n A b s t a n d s b e g r i f f d u r c h e i n e n m a t h e m a t i 
s c h e n zu e r s e t z e n . P r a k t i s c h w u r d e h i e r z u b i s h e r so v o r g e g a n g e n , d a s s d ie 
I n d i v i d u e n a l s E l e m e n t e e i n e s n i c h t n o t w e n d i g l i n e a r e n V e k t o r r a u m e s d a r g e 
s t e l l t w u r d e n . In d i e s e m R ä u m e w u r d e n V e r k n ü p f u n g s r e g e l n und e i n e M e t r i k 
d e f i n i e r t , d ie i m a l l g e m e i n e n ( A u s n a h m e : T A N I M O T O 19 58) den ü b l i c h e n 
A x i o m e n des m e t r i s c h e n R a u m e s g e n ü g t . 



Verschiedens te Methoden und Verhahren, die Gruppen aufzufinden, ex is t ie ren . 
Bevor wir sie aber in ih re r Bedeutung untersuchen, haben wir uns zu fragen, 
nach welchen Gesichtspunkten der Mensch die Metrik, das he i ss t mi t te lbar den 
Verwandschaftsbegriff, festlegt. In den häufigen Fäl len typologischer Systeme 
sind die taxonomischen Einheiten Typen, die gewissen Pr inz ip ien genügen, 
wir brauchen nur an botanische Systeme mit Gliederung nach e s sba ren , nicht 
e s sba ren , Land- und Wasserpflanzen usw. zu denken oder an die Wortk lassen 
z. B. im Bantu. Es ist aber bekannt, dass die al lgemeine Tendenz zu na tü r 
lichen Systemen fuhrt, d.h. zu solchen, in denen die Angehörigen der Taxa 
verschiedene Niveaus in genet ischem, spezie l l phylogenetischen Zusammen
hang stehen. Es ist daher nötig, dass in der Taxometr ie Abstände so defi
n ier t werden, dass sie diese genet ischen Zusammenhänge aufdecken. Ein ' 
gutes Beispiel hierfür bildet SWADESHs Bemühen, ein Verwandtschafts mas s 
lexikologischer Ar t für die Klassif iz ierung von Sprachen zu finden. Dieser 
Autor glaubte, in der ' re tent ion r a t e ' , d .h . der P ropor t ion der für zwei 
Sprachen gemeinsamen Wörter , eines gefunden zu haben, welches Funktion 
der Zeit se i t der Trennung d ieser beiden Sprachen is t . Wir wissen heute , 
dass sein Ansatz zu einfach war , um Resul ta te zu l iefern, die die Mehrheit 
der Linguisten befriedigen (vgl. BERGSLUND u. VOGT 1962). Ein we i t e res 
Beispiel ist MAHALANOBIS' ve r a l l geme ine r t e r Abstand, der im Sinne eines 
Diffusionsmodelles i n t e rp re t i e r t werden kann. Im übrigen scheinen Abstände 
recht wil lkürl ich definiert worden zu sein. Die me i s t en auf Abstände beruhen
den Methoden arbei ten auch dann noch, wenn man eine andere Abstandsfunktion 
einführt - die Schwierigkeit liegt aber nicht auf dem Gebiet der Gruppent ren
nung, wenn man eine Abstandsfunktion hat , sondern in de ren sinnvoller F e s t 
setzung. 

Zur Definition einer b rauchbaren Metrik braucht man ein Modell. Wir v e r 
wenden bei unse ren Methoden ein auf dem Diffusionsprinzip beruhendes 
Modell, bei dem die bedingte Verteilung der n iederen taxonomischen Einheiten 
in einer höheren die n-dimensionale Normalver te i lung i s t . In vielen p r ak -
t i schenFä l len l ä s s t sich das Mater ia l so t r a n s f o r m i e r e n , dass mit d i e sem 
Modell gearbei te t werden kann. Wir bedienen uns l i ne a r e r Methoden, die 
nicht auf der direkten Benutzung eines Abstandes beruhen, und haben die. 
Metrik implizi t nur insofern, als wir in e inem n o r m i e r t e n Raum arbe i ten . 

III. FAKTORENANALYTISCHE METHODEN 

Die faktorenanalyt ischen Methoden beruhen auf einer Analyse der Kovar ianz-
oder der Kor re l a t i onsma t r ix . Bei der r -Methode werden die Korre la t ionen 
zwischen den Variablen, bei der q-Methode zwischen den Individuen be rech 
net. Die q-Methode wird in der Taxometr ie hauptsächlich von SOKAL und 
Mitarbe i te rn angewendet (vgl. z . B . ROHLFS u. SOKAL 1961), doch benutz
ten sie auch DRIVER und SCHUESSLER (1957), um kal i fornische Indianers täm-

- 2 -



me zu k l a s s i f i z i e r e n . Die r  M e t h o d e wurde von STROUD (1953) z u e r s t für 
den T e r m i t e n g e n u s K a l o t e r m e s angewandt , ebenso benu tz ten s ie BORKO (1962) 
und wi r s e l b s t . 

Die qMethode hat folgende g e o m e t r i s c h e In t e rp re t a t i on : Die Individuen w e r 
den du rch n  d i m e n s i o n a l e Vektoren x^· r e p r ä s e n t i e r t . D i e s e r V e k t o r r a u m wi rd 
auf die Ebene 

n 

i=l 

χ. = 0 
ι 

p r o j i z i e r t , wobei j e d e m x, ein (n l )  d i m e n s i o n a l e s y, e n t s p r i c h t . Die ge 
nannten K o r r e l a t i o n e n r . . zwischen den Individuen I. und I. , die die E l e 
mente der q  K o r r e l a t i o n s r n a t r i x s ind, s ind die Kos inus der Winkel zwischen 
y. und y . . Bi lden Punkte Gruppen, so s ind in den m e i s t e n F ä l l e n die Winkel 
zwischen "Ihnen k le in , sont g r o s s . E ine d i r ek t e Inspekt ion de r K o r r e l a t i o n s 
koeff iz ienten, wie s ie SOKAL und MICHENER (1958) durchführ ten , e r l aub t das 
Auffinden de r Gruppen . E s i s t j edoch auch mögl ich , e ine HOTELLINGsche 
Haup tachsenana lyse durchzuführen . Nach even tue l l e r Drehung l a s s e n s ich die 
Haupt faktoren a ls t axonomische E inhe i t en i n t e r p r e t i e r e n . . 

Gegen die Methode können Einwände v o r g e b r a c h t w e r d e n . Abb. 1 zeigt e inen 
Fa l l , in d e m nur d r e i s t a t t v i e r Gruppen gefunden würden . 

Abb. 1. F ä l s c h l i c h e Trennung in d r e i Gruppen bei der q Methode . D r e i 
Winkel sind als Be i sp ie le e ingeze ichne t . 

A l l e rd ings l ä s s t s i ch d i e s e r F e h l e r du rch g e s o n d e r t e Untersuchung e ine r 
j eden Gruppe le ich t k o r r i g i e r e n . Drückt man die Vektoren in P o l a r k o o r d i 
na ten a u s , so bedeu te t die Methode, dass nur die Winkel, nicht aber der 
Be t rag a ls Informat ion beha l ten w e r d e n . Hat ten die Vek toren eine n d imen
s ionale N o r m a l v e r t e i l u n g , so haben die Winkel eine a n d e r e Ver te i lung was 
die Verwendung von auf der N o r m a l v e r t e i l u n g be ruhenden Methoden a u s 
s c h l i e s s t . 



Die r Methode bes teht geome t r i s ch in e iner P ro jek t ion der Punkte x, auf 
eine p d imens iona le Hyperebene, wobei j e d e m χ ein Bild y en tspr ich t . 
Die y, sind durch 

gegeben, wobei die Zeilen der pxnMat r ix U', u!, die Lösungen von 

Ru = A, u 

sind, für die die \ · die ρ gros s ten Werte annehmen. R i s t die Kovar ianz
oder Kor re la t ions ma t r ix , je nachdem mit welcher man den Unständen ent
sprechend a rbe i ten möchte . 

Es handelt s ich h ie r um die Pro jek t ion auf die ρ Achsen der g r ö s s t e n Varianz, 
Ist die Binnengruppenkovar ianzmatr ix bis auf einen Faktor die E inh e it s ma t r ix 
und gibt es g Gruppen, so is t für p=g l die Hyperebene durch die g Grup
penschwerpunkte aufgespannt. Die wesent l iche Idee der faktorenanalyt ischen 
Behandlung is t aber die, dass ρ p rak t i sch k le iner als g  1 , unter Umstän
den sogar viel k le iner als g1 i s t . Die von uns verwendeten Methoden b e 
stehen in der Projekt ion auf eine d re id imens iona le Hyperebene , d .h . einen 
dre id imens iona len Raum. Dort werden zunächst v isue l l Gruppen p r o v i s o r i s c h 
getrennt und diese e rneut der Behandlung unterzogen. Dies kann an Beispie len 
veranschaul ich t werden (siehe dor t ) . Ich werde spä te r zeigen, wie die visuel le 
Einteilung objektiviert werden kann, doch v o r e r s t noch auf einen Schri t t zur 
Verbesse rung eingehen. Wie eingangs erwähnt , i s t der MAHALANOBISsche 
Abstand in vielen Fä l l en ein vernünftiges Mc.ss für die Verwandschaf t . Es ist 
daher zweckmäss ig , eine l i nea re T rans fo rma t ion der Var iab len durchzuführen, 
die den Abstand zwischen den Gruppenschwerpunkten zum MAHALANOBISsehen 
Abstand macht . Sei Β die Binnengruppenkovar ianzmat r ix und V die Matr ix ihrei 
n o r m a l i s i e r t e n Eigenvektoren , JL die Diagonalmat r ix der zugehör igen Eigen
wer t e , dann wird bei Nichts ingular i t von L d e r x  r a u m auf s ich se lbs t vermöge 

 1 / 2 
3. 1 x * : = L 7 V'x 

abgebildet . Es ist dann 

I x*  x r I 2 = (x.  x . ) ' V L _ 1 V ' (x.  x.) 
l - i - j | v.J. _ · , ' _ - v_x _ j / 

= (x. - χ . ) ' Β (χ. - χ . ) , \_! -y — v.J. -y 

der MAHALANOBISsche Abstand. Nach d i e se r T rans fo rma t ion wi rd das V e r 
fahren mit den x* wiederhol t . 

Ein Einwand gegen die Methode i s t , dass die v isuel le Beur te i lung eine Beschrän 
kung auf zwei, höchstens d re i Dimensionen ver lang t . Damit kann ein Informa
t ionsver lus t verbunden sein. Durch die im nächs ten Kapitel besch r i ebenen Me
thoden wird d iese r Einwand aber weitgehend ausgescha l t e t . SNEAT'H bemühte 
sich aufgrund der von ihm definier ten Abstände , ein d re id imens iona le s Modell 



zu k o n s t r u i e r e n . E r ü b e r s a h dabei , da s s ein a b s t r a k t e r m e t r i s c h e r Raum 
nur unter gewis sen Bedingungen auf e inen EUKLIDischen a b s t a n d s g e t r e u a b 
gebildet werden kann. Die h i e r be sch r i ebene P ro jek t ion hät te ihm hingegen 
die bes t e Dars te l lung im d re id imens iona l en Raum ge l i e fe r t . 

E in Vor te i l de r P ro j ek t i on i s t , dass sie e r l aub t , Hypothesen über die D i s 
p e r s i o n in den Gruppen v i sue l l zu prüfen, z. B. ob in a l len Gruppen die gleiche 
K o v a r i a n z m a t r i x vor l i eg t , ob A u s r e i s s e r v o r k o m m e n usw. Ich fasse im 
übr igen die fak torenana ly t i sche r  T e c h n i k abe r nur a l s v o r b e r e i t e n d e s Hi l fs 
mi t t e l auf. 

IV. EINE METHODE ZUR GLAT T UNG DER VERTEILUNGEN 

Wie die Beisp ie le gezeigt haben , kommt es be i der v i sue l len Trennung auf 
die Identif ikation von Punkthäufung s Zentren an. Hierfür wurde von SCHNELL 
ein Ver f ah ren entwickel t . Sei eine St ichprobe von Ν Punkten x^ gegeben. Wir 
b e t r a c h t e n die Funkt ion 

f(x, d ): = Σ] e 2 &
¿ R k 

k=l 

die bis auf einen F a k t o r die Summe GAUSZscher Dichten mi t E r w a r t u n g s v e k t o 
r e n x j ^ und K o v a r i a n z m a t r i x ^ I i s t . Sind a l le x^ v e r s c h i e d e n , so ha' f(x, d ) 
für genügend k le ines d genau Ν Maxima, i s t dagegen d genügend g r o s s , so 
nur ein e inz iges . Dazwischen l i egen Werte von d , für die f(x, d ) 1 , 2 , . . . 
Maxima ha t . F ü r gegebenes d ^ we rden die Maxima mi t t e l s d~er Methode des 
Grad ien ten gesucht , ausgehend von j e d e m Punkte x^. Alle x^, von denen aus 
man zum gle ichen Maximum k o m m t , werden a ls zur gle ichen Gruppe gehörig 
be t r ach t e t . Durch geeignete P r o g r a m m i e r u n g kann das Ver fah ren e rheb l ich 
beschleunigt we rden . Is t N, die Zahl der Punkte , k le in , so hat das Ver fah ren 
die Tendenz , E inp unkt g ruppe η zu l i e fe rn oder abe r nur eine Hauptgruppe . Ist 
Ν dagegen g r o s s , so gibt es auch noch bei k l e i n e r e m umfangre i che re Gruppen. 
Dies en t sp r i ch t u n s e r e r intui t iven Auffassung von der in der St ichprobe en tha l 
tenen Information: Is t ihr Umfang kle in , so können wir wenig verb ind l iches über 
Gruppenbildung a u s s a g e n und umgekeh r t . 

Wir haben das Ver f ah ren so ausgebaut , dass z u e r s t die fak torenana ly t i sche 
r Methode auf die g e s a m t e Kova r i anz  oder K o r r e l a t i o n s m a t r i x angewendet 
wi rd , wobei auf eine bis 5 d imens iona le Hyperebene p r o j i z i e r t wi rd , worauf 
mi t t e l s SCHNELLs Methode Punkthäufungen gesucht werden . Eine Gruppe wird 
dabe i durch Verk le ine rung vond2 n 0 c h un te r t e i l t , wenn die Tei le s ich noch a ls 
signifikant v e r s c h i e d e n e r w e i s e n . Al l e rd ings i s t die Tes tme thode mangels 



exakter Verfahren recht Heuristisch; PITMANs Test kann verwendet werden, 
ist aber auch für eine schnelle Rechenänlage rechtaufwendig. Für die nun 
gefundenen Gruppen wird die Binnengruppenkovarianzmatrix berechnet und die 
Transformation (3. 1) durchgeführt, die Projektion wiederholt, SÇHNELLs 
Verfahren angewandt usw. bis Stabilität des Ergebnisses eintritt . 

V. DIE METHODE DER MAXIMALEN LIKELIHOOD 

Im Vorausgehenden sind keine expliziten Annahmen über die Verteilung der 
χ in den einzelnen Gruppen gemacht worden, lediglich implizit, dass die be
dingte Kovarianzmatrix für alle Gruppen gleich ist . Das ist häufig nicht der 
Fall , ausserdem interess ier t man sich häufig für die Angabe einer Wahrschein
lichkeit dafür, dass ein bestimmtes Individuum zu dieser oder jener Gruppe 
gehört. Dies ist nicht möglich ohne eine konkrete Annahme über die Verteilung, 
Wir nehmen daher an, dass die bedingte Dichte von χ in der iten Gruppe 

5. 1 f.(x): = f(x;m., C) : = 75 r-rz— e 
1 _ V " ï " ï 7 (2 ·7Τ) η / 2 | C . | 1 / 2 

^ (xm.) ' C. (xm.) 
2 x  r  1 x  ν 

ist, die totale Dichte für g Gruppen 

5.2 f(x): = ΣΖ a. f. (χ) 
i=l 

mit 

g 
5.3 2 a. = 1, 

i=l 
1 

Das heis st, dass die bedingte Verteilung in der iten Gruppe eine ndimen
sionale Normalverteilung mit Erwartungsvektor m· und Kovarianzmatrix C^ 
ist, die totale Verteilung die Überlagerung derart iger Verteilungen mit den 
Anteilen a¿, d.h. der Wahrscheinlichkeit, dass χ zur iten Gruppe gehört. 
Die Aufgabe lautet, die Parameter von (5.2) zu schätzen. Dafür kann die Me
thode der maximalen Likelihood verwendet werden. "Wir erhalten für die Ele
mente t i r von mi, C^ die Be Stimmung s gleichungen 



blog L à N 

0 = : = ΣΙ log f (îk) 
b t. ht. k=l K 

ir ir 

5.4 = ΣΖ p. (xk) _ L · . & f i (xk) 
k=i f.(xji a t i r 

N Sj 

= H Pi (?k) "ST—
 l o g f

i
 (
^k) 

k=l ir 

mit 

a. f. (x, ) 
ι ι xk' 

5. 5 ρ 
ik  f (χ, ) 

- k ' 

(5. 5) ist die aposterioriWahrscheinlichkeit der Hypothese der iten Gruppe 
bei gegebenem xv , wie sie sich aus dem BAYESschen Theorem ergibt. Eine 
Betrachtung von (5.4) zeigt, dass wir die üblichen Schätzformeln für m^ und Ĉ  
erhalten, jedoch mit Gewichten pi (xk) , d.h. 

1 N 

5.6 m. = — Σ 3 P i ( x k ) x k = : χ. 

1 N ( Λ 
5.7 C. = ΣΖ ¿ρ. (χ.)χ. χ '  ρ . χ. x ! l 

ι ρ. , , \^ι vk' k k ^ ι ι ι ƒ 

wobei 
Ν 

ρ, = ΣΖ ρ, (xk)· 
\ k= i x K 

Die a- berechnen sich unter Berücksichtigung von (5. 3) bei Verwendung des 

LAGRANGE s che η Multiplikators \ gemäss 

0 = τι- = zlr E lQg f K )  x -Ar- έ ai 
Öai ©a. k = 1 k C a . j = 1 j 

Ν 1 Λ 

= fZ Pi (xk) — - Λ. . 
k=l ι 
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D a r a u s e r g i b t s i ch 

\ a . =  P . 

und, d a m i t (5. 3) e r fü l l t i s t , 

\ g 

Λ = ΣΖ P . = : Ρ 

folgl ich 

5. 8 a. = 
P . 

ι 
1 Ρ 

Wie s i ch a u s (5. 5) e r g i b t en tha l t en die Gewich te Pi (x k ) die zu b e s t i m m e n d e n 
P a r a m e t e r , d . h . wi r h a b e n in ( 5 . 6 ) , (5 .7) und (5 .8 ) G le i chungen , die die 
S c h ä t z w e r t e i m p l i z i t en tha l t en . P r a k t i s c h l a s s e n s ie s i ch d a d u r c h l ö s e n , d a s s 
p r o v i s o r i s c h e Gewichte Pi (xk) b e r e c h n e t w e r d e n , die in die Gle ichungen e i n 
g e s e t z t w e r d e n , u m neue W e r t e zu e r h a l t e n , die neue Gewichte e r g e b e n usw . 
K o n v e r g e n z t r i t t nu r e in , wenn die e r s t e n N ä h e r u n g s w e r t e r e l a t i v nahe bei 
den w a h r e n W e r t e n l i e g e n , m a n m u s s a l s o schon zu Anfang r e c h t genaue 
W e r t e h a b e n . Um s ie zu e r h a l t e n , kann m a n die Methoden d e r A b s c h n i t t e 3 
und 4 v e r w e n d e n . P r a k t i s c h e U n t e r s u c h u n g e n , die z u s a m m e n mi t H . F a n g m e y e r 
aufgeführ t w e r d e n , w e r d e n an a n d e r e r S te l le ve rö f f en t l i ch t . 

E i n N a c h t e i l d e s V e r f a h r e n s i s t , d a s s m a n die Hypo these d e r N o r m a l i t ä t d e r 
V e r t e i l u n g e n m a c h e n m u s s . Das i s t j e d o c h n ich t so g r a v i e r e n d , da be i g r o s s e m 
η und r e l a t i v k l e i n e m p , das i s t die D i m e n s i o n d e r H y p e r e b e n e , d u r c h die Projek
t i on e r h a l t e n e n V a r i a b l e n a l s L i n e a r k o m b i n a t i o n e n e ine Tendenz z u r N o r m a l i t ä t 
au fwe i sen . Die K o n v e r g e n z i s t f r a g l i c h , wenn s i ch die G r u p p e n s t a r k ü b e r s c h n e i 
den . 

VI. DAS BAYESSCHE T H E O R E M 

Die in den v o r a n g e g a n g e n e n Kap i t e ln b e s c h r i e b e n e n Methoden s ind m e h r ode r 
w e n i g e r h e u r i s t i s c h und f a s s e n das z u s a m m e n , w a s b is heu te e r a r b e i t e t w u r d e . 
Sie s ind a b e r v o m t h e o r e t i s c h e n Standpunkt n ich t vol l be f r i ed igend . So i s t noch 
ke ine Methode a u s g e a r b e i t e t w o r d e n , die e ine Gruppene in t e i l ung gegen e ine 
a n d e r e zu t e s t e n e r l a u b t u s w . M e i n e s E r a c h t e n s kann h i e r m i t t e l s des BAYES
s c h e n T h e o r e m s un t e r Verwendung e i n e r Nutzenfunkt ion e ine bedeu tende V e r 
b e s s e r u n g e r r e i c h t w e r d e n . Wie i m v o r h e r g e h e n d e n Kap i t e l m u s s m a n die 
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wesen t l i che Annahme m a c h e n , d a s s es s ich bei den N Vek to ren x k um eine 
S t ichprobe hande l t , d . h . d a s s die x k übe rhaup t eine W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r 
tei lung haben . Das i s t s e l b s t v e r s t ä n d l i c h , wenn die M e r k m a l e von Individuum 
zu Individuum schwanken können, z. B . Länge und B r e i t e von Organen usw. 
Ist das " Indiv iduum" a b e r eine t axonomische E inhe i t , so , i s t das begriff l ich 
s c h w i e r i g e r . Die P f l a n z e n a r t I r i s v e r s i c o l o r i s t dann nur eine zufäll ige R e a l i 
sa t ion un te r v i e l en a n d e r e n . Was wir m i t t e l s d e r Methode der m a x i m a l e n L ike l i 
hood oder m i t t e l s des BAYESschen T h e o r e m s w a h r s c h e i n l i c h m a c h e n , sind a l so 
hypo the t i sche t a x o n o m i s c h e E inhe i t en oder lokale Selekt ions op t ima . 

Wir b e t r a c h t e n nun die Menge a l l e r mög l i chen S y s t e m e . Auf d i e s e r se i ein Wahr 
sche in l i chke i t s ma s s de f in ie r t , ebenso ein zwei tes M a s s , der Nutzen . Da die Sys 
t e m e i m F a l l e des Model ies von Abschn i t t 5 du rch die P a r a m e t e r rm, C^, und a i 
und g def in ie r t w e r d e n können, können wir i m EUKLIDischen P a r a m e t e r r a u m 
H den Nutzen a l s Punktfunktion ve rwenden , sowie die W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e . 
Die a  p r i o r i  W a h r s c h e i n l i c h k e i t d e s S y s t è m e s hängt von dem V o r w i s s e n ab , de r 
Nutzen kann gegeben se in du rch den Ums tand , d a s s ein S y s t e m mi t unscha r f g e 
t r enn t en Gruppen für die s p ä t e r e B e s t i m m u n g von Individuen unbekann te r Herkunft 
nicht viel taugt , ob die Definit ion d e r t axonomischen E inhe i t en aufwendig i s t oder 
nicht usw. Sie hängt von Einze l fa l l ab , und es i s t nicht mögl ich , ein a l l g e m e i n 
gü l t iges Rezep t zu geben. 

Sei e in Punkt i m P a r a m e t e r r a u m , de r e i n e m Sys t em e n t s p r i c h t , du rch h b e z e i c h 
net und s e i dP(h) die a  p r i o r i  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g von h, n(h)~ d e r Nut
zen von h . Nach E r h a l t der N Vek to ren x k i s t die I ikel ihood von h nach (5. 2) 

N N 

1 (h; Χ) : = Τ Γ f(xk) = : T T v(h;x ), 
k=l k=l 

wobei X die S t ichprobe i x , , . . . χ l beze i chne t . 

Die a  p o s t e r i o r i  W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g wi rd j e t z t nach d e m BAYES
schen T h e o r e m 

l(h;X)dP(h) 
6. 1 d P * (h;X) : = 

j / l ( h ; X ( d P ( h ) 

Soll d e r Nutzen e ines S y s t e m s S a u s g e r e c h n e t w e r d e n , so m ü s s e n wir uns vor 
Augen ha l t en , d a s s e in definit iv au fges t e l l t e s S y s t e m , mi t d e m wir a r b e i t e n , e in 
I d e a l s y s t e m Sj , n icht e i n e m E l e m e n t h aus H e n t s p r i c h t s o n d e r n e ine r Te i lmenge 
Hj« Dies r ü h r t d a h e r , d a s s v ie le h e in g l e i ch idea le s Sys t em e r g e b e n , z. B . kön
nen die P a r a m e t e r in g e w i s s e n G r e n z e n v a r i i e r e n , ohne das S y s t e m in s e ine r 
B r a u c h b a r k e i t wesen t l i ch zu v e r ä n d e r n . Daher i s t de r r e l a t i ve Nutzen von ST, 
N (ST), du rch 

Γ Η n (h )dP* (h;X) 

N ( S I> = r H n (h )dP* (h;X) 

gegeben. 
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Es ist in te ressant , dass biologische Erkenntnisse die Angabe einer Wahr
scheinlichkeit für die a.i ermöglichen. FISHER, CORBET und WILLIAMS 
(1942) fanden, dass die Zahl r der Ar ten pro Genus (und al lgemein die Zahl 
n iederer taxonomischer Einheiten in höheren) die Verteilung 

w(r): = n 
J log (1 - ^ ) | r 

hat, eine Tatsache, die durch WETTE (1959) eine theoret ische Begründung fand. 
In manchen Fäl len liegt nach WETTE auch eine negative Binomialverteilung vor . 
Anstelle der Likelihood der ai hat man die des P a r a m e t e r s 77 . 

Hinsichtlich der Anwendung der auf dem BAYESschen Theorems gegebenen Me
thoden ist noch nichts geschehen. Einmal ist die Berechnung nicht einfach und 
verlangt kombinatorische Methoden, dann verhinder t die Abneigung vieler Wissen- , 
schaftler gegen das Theorem de ssen Anwendung. Der neuerl iche Durchbruch de s Sub-j 
jektivismus und des Dual ismus, wie er z . B . von CARNAP (1950) und RICHTER 
(I954) verfochten wird, dürfte die Übernahme BAYESscher Methoden bewirken. 
Ich selbst in te rp re t i e re nach RICHTER (6. 1) in der Weise, dass l(h;X) eine von 
einer objektiven Wahrscheinlichkeitsdichte hergelei te te Likelihood, dP eine 
subjektive Wahrscheinlichkeitsvertei lung ist . 



B e i s p i e l : Das Wort " P l a s m a " wurde in 60 F ä l l e n auf se ine Umgebung von Vol l 
w ö r t e r n (mots p l e ins d . h . V e r b e n , Subs tan t ive , Adjekt ive und Adve rb i en ) u n t e r 
sucht , wobei die zehn W ö r t e r vor und die zehn W ö r t e r nach " P l a s m a " u n t e r s u c h t 
wurden , " P l a s m a " in 30 F ä l l e n aus de r Bio logie , in 30 a u s d e r P h y s i k . Die 
W ö r t e r w u r d e n d u r c h Z u s a m m e n l e g e n von Synonymen, F l e x i o n s f o r m e n usw. auf 
199 r e d u z i e r t . J e d e s Wort e r h i e l t e ine N u m m e r ( 1 , 2 . . . , 199), und d e r Vektor 
x k ha t t e die i - t e Komponente g le ich e i n s , wenn das Wort N u m m e r i in d e r U m 
gebung des k - t c n V o r k o m m e n s von " P l a s m a " w a r , a n d e r n f a l l s nu l l . Die R e s u l 
ta te d e r P r o j e k t i o n auf e ine Ebene sind in Abb. 2, für j ede Gruppe in v e r s c h i e 
dene r W e i s e , d a r g e s t e l l t . Man. s i eh t , d a s s e ine v i sue l l e Gruppen t rennung s e h r 
wohl die ech t en Gruppen e r g e b e n h ä t t e . 
W e i t e r e B e i s p i e l e w e r d e n a n a n d e r e Ste l len veröf fen t l i ch t . 
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