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Resumen

Técnicas de Control Basadas en el Dominio Fisico para Sistemas LTI MIMO.

Aplicacion a la Maquina Sincrona.
Publicacién No.
Gilberto Gonzélez Avalos

Universidad Auténoma de Nuevo Leén

Asesor: René Galindo Orozco

En este trabajo de tesis se presentan técnicas, procedimientos y estructuras para control
basadas en el dominio fisico para el andlisis de sistemas LTT MIMO. Estas técnicas se aplican a

sistemas modelados en Bond Graph.

Se presentan procedimientos para la obtencién de las matrices Ay, By, Cp, Dp a partir
del sisterna modelado en el dominio fisico. Esta realizacién de un sistemma modelado en Bond

Graph se obtiene a partir de un grafo de Coates modificado, que se propone.

Lia estabilidad de un sistema modelado en Bond Graph es determinada a partir de la
obtencién grafica del polinomio caracteristico del sistema. Se propone un grafo de estabilidad

de Coates a partir del cual, se encuentran las condiciones de estabilidad del sistema.

Se presenta una estructura y procedimientos para realizar un comtrol por retroali-
mentacién de estado estimado de un sistema modelado en Bond Graph, y se propone la de-
terminacién del modelo matemadtico del sistema y del observador en lazo cerrado. Ademids, se

asignan las ganancias al control y al observador.

El estado estacionario de un sistema modelado en Bond Graph se determina directa-
mente en el dominio ffsico utilizando el modelo en causalidad derivativa del sistema evitando
la obtencién de la matriz inversa de A, del sistema. Asf mismo, se presenta una estructura
que permite la obtencién del error del sistema retroalimentando la salida y aplicando un control

proporcional en el dominio fisico.

Una clase de sistemas no lineales modelados en Bond Graph son linealizados en el

dominio fisico con la aplicacion de la estructura que se presenta.

Finalmente, se estudia y modifica un modelo de una médquina sincrona dada por Di-
etrich para la obtencién del modelo matemético de Anderson. Se proponen modelos reducides
en Bond Graph y la determinacién de las constantes de tiempo. Las técnicas presentadas en el

dominio fisico son aplicadas al modelo en Bond Graph de la mdquina sincrona.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Introduccién

Con el incremento de la complejidad de procesos a ser analizados, el ingeniero de control
moderno, frecuentemente necesita un modelo del sistema a ser controlado. Payter [56] presentd
en 1961 la Teoria de Bond Graph como una metodologia abstracta general para modelar sistemas
fisicos. El marco de referencia de esta teorfa se denomina dominio fistco [57]. Bond Graph es
una poderosa herramienta de representacién de sistemas en el dominio fisico, de la cual una
variedad de modelos matematicos pueden ser derivades [58]. La Teorfa de Bond Graph es una
teoria relativamente nueva en el modelado de sistemas, 1a cual ha tenido gran aceptacién en la
comunidad cientifica y ha logrado evolucionar de tal manera que cada dos anos se presenta la

Conferencia Internacional en Modelado y Simulacién en Bond Graph (ICBGM).

Por otro lado, actualmente existe un incremento en el uso de controladores automaticos
para mejorar el comportamiento de los sistemas dindmicos de control [19], gracias en parte a
la revolucion en la electrdnica que ha propiciado el uso de controladores numéricos inteligentes
aplicados a todo tipo de sistemas de ingenieria [50]. Ademas, con la aparicién del trabajo
multidisciplinario el desarrollo de sistemas autématicos recibié un gran impetu, dado que los

sisternas tipicamente son una mezcla de sistemas eléctricos, hidraulicos, neumadticos y mecénicos.

El incremento en el uso de controladores pone de manifiesto la fuerte relacion que existe
entre el modelado y control de sistemas. La Teoria de Bond Graph se ha aplicado al control
de sistemas en el dominio fisico (3, 22, 57]. Las principales ventajas de estas propuestas son
desarrollar el modelo y el controlador en el dominio fisico, garantizar que el controlador sea real-
izable y encontrar importantes caracteristicas como causalidad, controlabilidad, observabilidad
, pasividad y estabilidad . Esto se logra gracias a que el modelo de Bond Graph y las técnicas

de andlisis preservan informacién y caracterfsticas del sistema fisico utilizando una cantidad



minima sfmbolos [29].

Actualmente se han desarrollado importantes trabajos basados en Bond Graph, por
ejemplo, en Anélisis de Sistemas Lineales [5, 18, 29|, en Perturbaciones Singulares [6, 30|, en
Disefio de Observadores (7, 8, 22}, Reduccién de Modelos [73], en Aplicacion del Segundo Método
de Lyapunov [67] y Desacoplamiento entrada/salida [29].

En la siguiente seccién se presenta la motivacién para desarrollar este trabajo de tesis

y contribuciones de la misma.

1.2 Motivacién y Contribucion de esta Tesis

La motivacion para el desarrollo de este trabajo de tesis se presenta a continuacion.

As{ mismo, se presentan las contribuciones de la. tesis.

1.2.1 Motivacién para Desarrollar esta Tesis.

La busqueda de herramientas nuevas y ttiles para el modelado y control de sisternas

fisicos es la principal motivacién de este trabajo de investigacién.

Asf, se presenta este trabajo de tesis, con la finalidad de aportar algunas herramientas
de control utilizando la Teorfa de Bond Graph y el apoyo de Teorfa de Grafos para despertar el

interés en esta drea de investigaciéon en México.

1.2.2 Contribuciones de esta Tesis

La contribucién principal de esta tesis es Presentar Herramientas Gréficas para Anélisis
de Sistemas Fisicos Lineales Invariantes (LTT) Multi-Entrada Multi-Salida (MIMO), basadas en
la Teorta de Bond Graph y la Teorfa de Grafos [69)].

En el diagrama a bloques de la figura 1.1, se muestran los diferentes estudios realizados
en esta tesis, partiendo de un sistema Ifsico LTI MIMO. A continuacién se dan los principales

alcances de este trabajo de investigacién basados en la figura 1.1:

e Obtencidn de una realizacién en espacio de estado del sistema utilizando la interconexién

de los elementos dados en el grafo correspondiente al sistema.
e Determinaciéon de las condiciones de estabilidad a partir de los grafos propuestos.

e Obtencién de un control por retroalimentacién de estados estimados utilizando Bond
Graph.



e Obtencién de los valores en estado estacionario.

e Obtencidn del error en estado estacionario retroalimentando la salida por medio de un
control proporcional.

e Para una clase de sistemas no lineales modelado en Bond Graph se presenta un proced-

imiento de linealizacién en Bond Graph. Los resultados encontrados en esta tesis pueden
aplicarse al sistema linealizado.

Estructura |yl Grafo Realizacion
de Unidn del Sistema
A

‘ e -
Polinomio Grafo de || Condiciones de
Caracteristico —"Eﬁabilidad Estabilidad

[

\ |

Bond Graph g
del Sistema N -~

Bond Graph - = izacid
//\del Sistenfay Retroalmientacion t_, Realizacion del

: Sistema

1 “ |-~ "observador de Estado Estimado ()bscrvagor
ey i

[
|I | Bond Graphen Valores en Estado
A Causalidad Derivativa Estacionarto

| ,/
|

|| . : —n
: || Bond Graph retroalimentando la Solida) Error en Estado Estacionario
| Ll % > con un Control Proporcional en Lazo Cermrado
L
— Clase d

e —— ‘lase de
Ié’é'{fslgmgn poe Sistema No

14D Lineales

Figura 1.1 Diagrama a bloques de la estructura de la tesis.

Los resultados presentados en esta tesis se obtuvieron con la finalidad de presentar her-
ramientas graficas para encontrar una realizacién de estado, condiciones de estabilidad, retroali-

mentacién de estado estimado y valores y error en estado estacionario de un sistema LTI MIMO
modelado en Bond Graph.

Las estructuras propuestas y grafos propuestos estdn basados en la Estructura de Unién
(5] de un Bond Graph y del grafo de Coates [69] de la Teoria de Grafos. Los resultados graficos
de la figura 1.1 son directos en el sentido de que no requieren las técnicas algebrdicas de sistemas
lineales. Asi mismo, las ventajas principales de estos resultados son: se trabaja en un sélo marco
de referencia (Bond Graph) mediante el cual se puede representar sistemas de diferentes tipos
de energfa (eléctrico, mecdnico, hidrdulico, térmico y magnético) [18], la inversién algebraica
de la matriz Ay se puede evitar al obtener el Bond Graph en causalidad derivativa del sistema
[6, 30]. Las propiedades estructurales de un sistema se preservan en el modelado en Bond Graph

[29]. Ademas, al obtener un control en un modelo representado en Bond Graph garantiza que



sca realizable [57]. Las variables de estado controlables u observables pueden ser determinadas
utilizando trayectorias causales en un Bond Graph [29] y estas trayectorias se utilizan para

linealizar una clase de sistemas no lineales.

En la siguiente seccidn, se presenta el objetivo general de la tesis, incluyendo los obje-

tivos especificos.

1.3 Objetivo de la Tesis

Obtener herramientas y metodologias graficas para el andlisis y sintesis, de sistemas
LTI MIMO en el dominio fisico.

1.3.1 Metas

Las metas del presente trabajo de investigacién son:
e Obtencién grafica de una realizacién en espacio de estado para un sistema LTI MIMO
modelado en Bond Graph, utilizando grafos.

e Determinacién de las condiciones de estabilidad mediante grafos para un sistema LTI
MIMO modelado en Bond Graph

e Diserio de un control por retroalimentacion de estado estimado para un sistema LTT MIMO

en el dominio fisico.

¢ Obtencidn de los valores de estado estacionario de un sistema LTI MIMO modelado en el

dominio fisico.
e Obtencién de modelos simplificados en el dominio fisico de una méquina sincrona.

e Obtencién de las constantes de tiempo de una maquina sincrona modelada en el dominio

fisico.

e Linealizacién de una clase de sistemas no lineales en el dominio fisico y su aplicacién a la

méquina sfncrona.

1.4 Organizaciéon de la Tesis

El presente trabajo de investigacién de tesis consta de 9 capftulos y estd organizado de

la siguiente manera:



+ En el Capitulo 2, se introduce el modelado en el dominio fisico, se estudia la representcién
de cada uno de sus elementos en Bond graph, la causalidad, se da un procedimiento general
para el modelado de sistemas fisicos y se describe la estructura de unién para determinar

el modelado matemadtico en espacio de estado del sistema.

e El Capitulo 3 presenta una representacién de un sistema fisico en una grafo lineal a partir de
su modelo en Bond Graph; con este grafo lineal se proponen procedimientos para obtener
la realizacién (A, Bp, Cp, D) del sistema.

e El Capitulo 4 presenta un procedimiento para determinar las condiciones de estabilidad

de un sistema modelado en Bond Graph.

e El Capitulo 5 presenta un control por retroalimentacién de estado estimado de un sistema
fisico utilizando Bond Graph.

e FEl Capftulo 6 presenta la obtencién de los valores de estado estacionario utilizando Bond

Graph de un sistema en lazo abierto y de un sistema con retroalimentacién proporcional
de la salida.

s En el Capitulo 7, se presenta un esquema y un procedimiento para linealizar una clase de
sistemas no lineales utilizando Bond Graph.

e En el Capitulo 8 se estudia un modelo de una méquina sincrona en Bond Graph, se
proponen algunos modelos reducidos y se da un procedimiento para obtener las constantes

de tiempo de una maquina sincrona.

e En el Capitulo 9 se aplican los resultados y procedimientos de los capitulos 2 al 7 a la

maquina sincrona.
e En el capitulo 10 se presentan las conclusiones generales de la tesis y los trabajos futuros.
En la siguiente seccidn, se presentan los problemas a resolver en esta tesis y las condi-

ciones que se deben satisfacer para que un sistema LTI MIMO, modelado en Bond Graph pueda

ser utilizado en este trabajo.

1.5 Planteamiento del Problema

En esta tesis se presentan un conjunto de herramientas, estructuras y procedimientos
para control de sistemas LTI MIMO en el dominio fisico, basadas en la Estructura de Union.

Los problemas resueltos son:



¢ Control por retroalimentacién de estado estimado.
s Valor de estado estacionario.

e Linealizacién de una clase de sistemas nolineales.

Los problemas resueltos con el apoyo de Teoria de Grifos son:

Obtencién de las matrices Ap, By, Cp, Dy de la realizacion del sistema.
e Estabilidad del sistema en el sentido de Hurwitz.

Para ilustrar su aplicacién estas herramientas son usadas al sistema de una maéquina

sincrona, incluyendo los siguientes resultados de la méquina sfncrona modelada en Bond Graph:

e Modelos simplificados: sin devanados de amortiguamiento, a velocidad constante y ambas

reducciongs.
e Determinacién de las Constantes de tiempo.

En el presente trabajo el sistema £ (t) = Apz (t) + Bpu{t); y(t) = Cpx(t) + Dpu (i)

modelado en Bond Graph satisface lo siguiente:
e Hi.- Las relaciones constitutivas de los elementos que forman las campos de almacenamien-
to F'y disipacién L sen LTI

e H2.- Las propiedades P1 y P2 de para la matriz de Estructura de Unién S se cumplen (ver
seccién 2.6.2) .

e H3.- La asignacion de causalidad integral en el Bond Graph es causalmente correcta (ver

seccion 2.4.5) equivalentemente no existen conflictos de causalidad [5].
Ademsds, para los capitulos 4, 6 y 7 se satisface:

e H4- En un Bond Graph con una causalidad integral asignada, no existen elementos alma-

cenadores de energia en causalidad derivativa, que implica FE = I (ver seccién 2.6.2).

En el siguiente capitulo, se dan los elementos bdsicos de modelado utilizando Bond
Graph.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1 Introduccién

El primer paso en el anilisis de un sistema dindmico, es obtener su modelo. Los
modelos pueden tomar muchas formas distintas, segiin ¢l sistema particular de que se trate y las

circunstancias. Los modelos son normalmente coastruidos para resolver un problema propuesto.

En particular el modelado en Bond Graph representa un enfoque unificado para el
modelado y manipulacién de sistemas dindmicos de ingenierfa [55] que permite obtener sus
ecuaciones de estado y conocer sus propiedades de observabilidad, controlabilidad y dependencia
linea]l de sus elementos [5]; basado en una representacion grifica y la generalizacién de los

conceptos de variable de flujo v esfuerzo.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera: En primer lugar se da una breve
descripcion del modelado en Bond Graph, de sus fundamentos y los componentes que lo forman
para construir un modelo en el dominio fisico. Después se describe un procedimiento para el
modelado de sistemas en Bond Graph el cual se ilustra a ejemplos de un sistema eléctrico, de un
sistema mecédnico y de un sistema hidrdulico. Posteriormente se estudia una metodologia para
obtener el modelo matemadtico de un sistema en Bond Graph utilizando su estructura de unién

y finalmente se plantean los problemas a resolver en este trabajo de investigacion.

2.2 Modelado [18, 19, 31]

Los Modelos son simplificaciones de la realidad. Existen varios tipos de modelos y su
forma depende de su aplicacién, por ejemplo. Modelos fisicos son frecuentemente usados en

ingenierfa cuando no es practico usar sistemas reales. Una idea ceniral que envuelve el estudio



de la dindmica de un sistema real es la de su modelo. Modelos son construcciones simplificadas

y abstractas utilizadas para estudiar y determinar el comportamiento de sistemas.

Cuando la representacién de la dindmica de un sistema se expresa en términos de
operadores y variables se tiene otro tipo de modelo llamado models matemdtico. Este tipo
de modelo es mas abstracto que el modelo fisico y tiene fuertes similitudes con el mismo. Et
modelo matemstico representa solamente propiedades esenciales o primordiales de un fenémeno

de itesés.

A causa de que un modelo es una simplificacién de la realidad, hay una gran cantidad
de trabajo en la construccién de modelos. Un modelo excesivamente complejo y detallado
puede contener parametros “imposibles” de estimar y/o muy diffciles de analizar. Un modelo

excesivamente simplificado no es capaz de exhibir caracteristicas importantes.

En la siguiente seccién, se da la definicién de Bond Graph y una breve resena histérica
del modelado en Bond Graph.

2.3 ;Qué es un Bond Graph?

La herramienta de Bond Graph definida por Paynter (1961) [56], formalizada por
Karnopp (1983) [18], Rosenberg (1990) [19], Thoma (1991) [58] y Breedveld (1984) [59], es-
t4 situada entre el sistema fisico y los modelos mateméticos asociados. Debe ser senalado que
esta técnica no tiene la pretencidn de ser universal. Sin embargo, ha mostrado su eficiencia en
gran ntimero de aplicaciones, para el diseno de sistemas, simulacién y determinacion de las leyes
de control, y de esta manera puede ser ubicada entre los métodos necesarios para la construccién
de modelos [24].

Un Bond Graph es una representacion grafica de un sistema dindmico donde una colec-
cién de componentes interactian unos con otros a través de puertos de energfa. Estos compo-

nentes colocados en el sistema describe cémo fluye la potencia a través del sistema [55].

Bond Graph es un enfoque general que permite construir modelos de sistemas eléctri-
cos, magnéticos, mecdnicos, hidraulicos, neumaticos y térmicos utilizando sélamente un pequeno
conjunto de elementos ideales. Técnicas estdndares expresan los modelos en ecuaciones diferen-

ciales o en esquemas de simulacién por computadora.

A continuacién, se definen los elementos bésicos que componen a un modelo represen-
tado en Bond Graph.



2.4 Componentes Basicos de un Bond Graph [18, 31, 55]

El componente fundamental de un Bond Graph es el bond de energia utilizado para

acoplar los puertos de energia de los componentes del sistema.

El bond es representado por una semifiecha indicando en la direecién de ésta c6mo

fluye la energia entre los puertos al cual estd conectado, como se muestra en la figura 2.1.

Para modelar un sistema, es necesario dividir un sistema en partes méds pequenas que
puedan ser modeladas y estudiadas experimentalmente, y después ensamblarlas al modelo del
sisterna. Asf, las partes principales de un sistema son llamadas subsistemas y las partes no
reducibles son llamadas componentes y basicamente, un subsistema es una parte de un sistema
que es modelado como un sistema en si mismo, donde un componente es modelado como una

entidad.

Los lugares en los cuales los subsistemas pueden ser interconectados, son lugares en
los cuales la energia puede fluir, tales Ilugares son llamados puertos. Los sistemas con un puerto
sencillo es denotado puerto-1, un sistema con dos puertos es llamado puerto-2. Los sistemas

multipuertos son denotados por puertos-n, donde n es el mimero de puertos.

Las variables que describen la unién de dos multipuertos que son conectados son lla-
madas variables de potencia a causa de que el producto de las variables consideradas come

funciones del tiempo es la potencia instantdnea fluyendo entre los dos multipuertos.

Dado que existen interacciones de potencia cuando dos puertos son conectados, es 1itil
clasificar la variedad de variables de potencia en un esquema universal y describir todos los tipos
de multipuerto en un lenguaje comun. Las variables de potencia son llamadas esfuerzo e (t) y
fujo f(t). Estas variables son llamadas variables de bond generalizadas debido a que pueden
ser utilizadas en todos los dominios de energfa. En la figura 2.1 se muestra la representacion de

un bond eon las variables de potencia asociadas.

e(t)
fty /

Figura 2.1 Bond con sus variables de potencia.

Ejemplos de estos pares de variables son voltaje y corriente para un sistema eléctrico,

y fuerza y velocidad para un sistema mecdnico. La relacién de ambas variables estd dada por:
P(t) = e(t)f(t) (2-1)

En sistemas que almacenan energfa es necesario definir variables que representen el es-
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tado del sistema llamadas variables de energie denominadas momento p(t) o esfuerzo acumulado

eo(t) y desplazamiento q(t) o flujo acumulade fu(t), estdn dadas por:
¢
) = et [ erdr (22)
¢
o) = 50 [ fmar (23)

La tabla 2.1 muestra las variables generalizadas para sistemas eléctricos y sistemas
mecanicos traslacionales y la tabla 2.2 para sistemas mecdnicos rotacionales y de sistemas

hidraulicos, utilizadas en el modelade mediante Bond Graph.

Variables General Eléctrico }\/Iecalrufzo
Iraslacional
v (t) F (t)
Hpinerae & Voltaje Fuerza
B 1 (t) V(@)
g | @) Corriente Velocidad
At) Pg (t)
Momento p(t) = fe(t)dt Enlace de Momento
Flujo Rotacional
. _ g(t) z(t)
Desplazamiento | g(t) = f f(£) dt Carga Distancia
Potencia P(t) =e(t) f (@) u(t)#(t) FR)V(L)
y Ep)=[f(p)dp fi(A)dA [V (Pr)dPr
asan s E(g)=[e(g)dg | [edq [F(z)d=z

Tabla 2.1 Variables generalizadas de sistemas eléctricos v sistemas mecénicos traslacionales.

Variables Mecdnico Rotacional | Hidrdulico
Esfuerzo ; S,) l]:;éstj)én

Flujo %ez(ltgcidad ngular gﬁlzial

Momento ﬁ o(fr)lento angular ﬁ’tigml de presién
Desplazamiento ig;ul = zo(ltzmcn

Potencia T (t)w () Fe )V ()

I b

Tabla 2.2 Variables generalizadas de sistemas mecdnicos rotacionales y de sistemas hidraulicos.

2.4.1 Puertos-1 Pasivos

Consideramos elementos ideales, los cuales representan disipacién de potencia y dos for-

mas de almacenamiento de energfa; llamamos a éstos elementos pasivos. Se denominan Puertos-1
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Pasivos a aquellos elementos que intercambian potencia en un puerto o elemento sencillo pasivo.
Las tablas 2.3, 2.4 y 2.5 muestran los elementos de disipacién R, de almacenamiento de flujo
C y de alamcenamiento de esfuerzo I, para sistemas eléctricos, sistemas mecdnicos y sistemas

hidrdulicos.

Relacién | Eléctrico Mec4nico | Hidrsulico
Lineal v(E)=Ri(t) | F#)=bV (t) | AP-(t) = RQ (¢)
No-Lineal | v = (i) F=¢(V) AP = ¢(Q)
Tabla 2.8 Elemento-H.
Relacion | Eléctrico Mecdnico Hidrsulico

Lineal v(t)=¢ Jidt | Ft)=k[Vdt | P.(t) =C [ AQadt
No-Lineal | v(t)=¢lg) | F{t)=¢(z) |5 (1)=el)

Tabla 2.4 Elemento-C.

Relacién | Eléctrico Mecénico Hidraulico
Lineal i()=1Judt | V()= [Fat | Q(t) =1 [ AP.dt
No-Lineal | i(6) = ¢ | VO =¢P)_ | Q) = w(Fp)

Tabla 2.5 Elemento-1.

En la figura 2.2, se muestra e] esquema mneménico llamado tetahedro de estado, en el
cual se observa como se relacionan las variables generalizadas por tres puertos-1 pasivos R, C' y

1.

e(f)
OV
_f( ydt ] ¢ N
q(f)
p(®) k /
\ a
N (-)dt

\l/’

f(ty’
Figura 2.2 Tetahedro de estado.

2.4.2 Puertos-1 Activos o Fuentes

Los elementos que introducen energia al sistema son llamados fuentes. Existen dos tipos
de fuentes, fuente de esfuerzo (voltaje, fuerza o presién) y fuente de flujo (corriente, velocidad
o caudal) denotadas MS, y M Sy respectivamente, cuya representacién se muestra en la figura

2.3, en donde una fuente es un elemento activo sencillo llamado Puerto-1 Activo.
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MSeﬁ' Msf}—7

Figura 2.3 Puertos-1 activos.
2.4.3 Los Elementos Ideales de Puerto-2

Consideramos ahora dos elementos ideales puerto-2, llamados transformador (T'F) y
girador (GY'), que son sistemas lineales que cambian la relacién entre las variables de flujo y

esfuerzo. Caracterizdndose por tener dos puertos, y una relacién lineal entre esfuerzos y flujos.
Los bonds que representan a un transformador T'F y a un girador, GY se muestran en

la figura 2.4, donde n y r son los mddulos del transformador y del girador, respectivamente

& (1) - e2(d) ey €2
10 7 - Y 07t 7

Figura 2.4 Bond Graph de un transformador y de un girador.

Las relaciones de las variables de bond generalizadas para el transformador, T'F', estén

dadas por:
e1(t) = meg(t) (2.4)
A= =) 25)
y para el girador, GY, son:
er(t) = 7faft) (2.6)
AW = el 27)

Estos elementos juegan un papel muy importante para el modelado de la conversién

de potencia de un dominio fisico a otro.

2.4.4 Los Elementos de Unién, Puertos-3

Estos puertos-3 son llamados untones dado que ellos sirven para interconectar tres o
més puertos de energfa dentro de un subsistema. Estos puertos-3 representan una de las ideas
fundamentales del formalismo de Bond Graph, representan en forma de multipuerto los dos tipos

de conexiones en serie y en paralelo.

Considerar la unién de flujo, unién-0 o unién de esfuerzo comun para la conexidn en

paralelo. En la figura 2.5 se muestra la representacién de esta unién.
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) (t)t; (t)

e ea(t)
f07 7 FL0

Figura 2.5 Unién-0.
Las relaciones de interconexioén que describen una unién de flujo estdn dadas por:
e1(t) = es(t) = ex(t) (2.8)
filt) + (1) + fa(t) =0 (2.9)
Estas ecuaciones especifican que en una unién-0, los esfuerzos en todos los bonds son
siempre iguales y la suma algebrdica de los flujos es cero.
El otro elemento de puerto-3, es la union de esfuerzo, union-1 o de flujo comin para
la conexidn en serie, su representacién se muestra en la figura 2.6.
t
ex() f3()

e1® e7()
07 L0

Figura 2.6 Unién-1.
Las relaciones de interconexién para este elemento son:
filt) = fa(t) = fa(t) (2.10)
e1(t) + ez(t) + es(t) = 0 (2.11)
Observese a diferencia de la unién de flujo, la unién de esfuerzo tiene un flujo comin
en los bonds que inciden en la unién y la suma de las variables de esfuerzo en los bonds es cero.

Los puertos de conexién de esfuerzo y flujo pueden extenderse a puertos de 3 o mas

puertos.

2.4.5 Causalidad para los Multipuertos Bdsicos

Para organizar las leyes constitutivas de componentes en conjuntos de ecuaciones difer-
enciales necesitamos definirrealciones de causa y efecto. Las relaciones de causa-efecto para
esfuerzos y flujos son representadas en direcciones opuestas. Una marca en un bond, llamada
trazo causal, indica como e(t) y f(¢) simultdneamente son determinados causalmente en un

bond. Cuatro ejemplos de causalidad se muestran en la figura 2.7.
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Figura 2.7 Causalidad para un bond.

El trazo causal indica un sentido de entrada-salida para e () v f (t) en cada puerto de

los dos componentes juntos. El esfuerzo entra en un bond en el mismo sentido del trazo causal.

Las reglas que se presentan en la Tabla 2.6 se deben cunplir.

Causalidad Necesaria MSs,— MSg——
S -
—TF — —TF—
—AGY— —GY—
Causalidad Restrictiva T l T
|0 { | —0—"A | —0——
— 11— [ 1— 11—t
Causalidad Integral —1 —
Causalidad Denivativa =1 —C
Causalidad Arbitraria —iR F—=r

Tabla 2.6 Consideraciones causales para los multipuertos basicos.

Consideremos dos ejemplos para explicar la importancia de la causalidad. Un modelo
para la unién-0 sin causalidad se muestra en la figura 2.8.

€ z(t)F'-z ()

q® e
[0 517

Figura 2.8 Ejemplo de unién-0 sin causal-
idad.

De la figura 2.8, obtenemos:
e (t) = e2 (t) = e3 (t) (2.12)
@)= falt)-f({)=0 (2.18)

Ahora, con el trazo causal, como se muestra en la figura 2.9, significa que e; (2), entra
en la unién y ez () y es (t) son salidas de la union, efectos de e; (t), asf f1 (t) est4 en el sentido

opuesto y va fuera de la unién, es una salida, y fz(¢) y /3 (¢) son entradas a la unisn.
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ez(t)Fz(t)
i) | eyl) |
O 07

Figura 2.9 Ejemplo de unién-0 con causalidad.

Esto se representa con las ecuaciones de interconexién:

ex(t) = e (?) (2.14)
es(t) = er(t) (2.15)
AW = L@+ fs(t) (2.16)

en una forma bien adaptada para el cdlculo numérico,

Considere ahora al elemento-C. La relacion constitutiva es de f (¢) a e(t) y almacena
flujo, es decir, relaciona e (t) a una variable de flujo acumulada q(t) = [ f(¢)dt. Esto es, si
S (t) es la entrada a un elemento-C como se muestra en la figura 2.10, se integra primero para
encontrar ¢ () y entonces e (¢) es una salida relacionada a g (¢), a esta cansalidad en un elemento
de almacenamiento se le llama causalidad integral, debido a que la integral de la entrada f (¢)

se relaciona con la salida e () , esto es,

e(t)éé / F)dt (217)

e(t)
5 C
fH=q(t)

Figura 2.10 Elemento-C' en causalidad integral.

Invirtiendo la causalidad, mostrada en la figura 2.10, se obtiene la misma relacién {2.17)

pero escrita con derivadas:

& ~de(t) .
Flt)£ C’T (2.18)

a esta causalidad se le llama causalidad derivativa de un elemento de almacenamiento.

e
ﬁl &

)

Figura 2.11 Elemento-C en causalidad derivativa.
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En la tabla 2.7 se muestran los Puertos 1 con la causalidad correspondiente a cada

elemento considerado.

Elemento Forma Causal | Relacion Causal
Fuente de Esfuerzo | MS;—) e(t) = E(D
Fuente de Flujo M St — f)=F})
Resistencia ——R o0 = 05[] —

—R Rty = ¢3[e)
e e = [ ree]

Capacitancia

—iC ftr) =€t—( Dee®)]
Inductanma —l L. 0-1] ”‘e{t)&]
—1 ety =S-[ @ )

Tabla 2.7 Formas Causales para Puertos 1.

Para poder obtener las ecuaciones diferenciales cumpliendo con las reglas de causalidad

de la Tabla 2.6, el siguiente procedimiento debe ser seguido en orden estricto.

Procedimiento 2.1 Asignacién de Causalidad en un multipuerto

1. Considerar cualquier MS, o MSy y asignar su causalidad requerida e inmediatamente
extender las implicaciones causales, usando las restricciones de 0, 1, TF, y GY. (Ver Tabla
2.6)

2. Asignar causalidad integral a los elementos C e I respetando las restricciones de la Tabla
2.6.

3. Escoger cualguier R que no este asignado y dar una causalidad arbitraria a R. Extender
las implicaciones usando 0, 1, TF y GY. (Ver Tabla 2.6)

Se dice que un Bond Graph es Causalmente Correcto, cuando no existe conflicto de

causalidad entre los elementos y las uniones.

En particular debe observarse que la causalidad derivativa de un elemento almacenador

de energia properciona propiedades importantes que se explican en la siguiente seccién.

2.4.6 La Causalidad Derivativa en un Bond Graph.

La causalidad derivativa se presenta cuando un sistema contiene elementos de almace-
namiento de energia que no son dindmicamente independientes, en un asignacién de causalidad
integral predefinida. Esto se presenta por ejemplo, cuando en un sistema eléctrico, se encuentran

dos capacitores en paralelo como se ilustra en la figura 2.12.
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Ey CD Cy— —Cy

Figura 2.12 Ejemplo de un circuito eléctrico en causalidad derivativa.

Se tienen dos posibles esquemas de Bond Graph dependiendo si € se le asigna una
causalidad integral entonces Cs tendrs una causalidad derivativa o viceversa, ambos esquemas

se muestran en la figura 2.13.

R:R 1 C.C 1 RR 1 C.C 1
Ik k, b
) : 5

Figura 2.13 Bond Graph en causalidad derivativa de la figura 2.12.

El ntmero de elementos que almacenan energia en causalidad integral es el mimero de
ecuaciones diferenciales linealmente independientes y el ntimero de elementos almacenadores en

causalidad derivativa es el mimero de ecuaciones diferenciales linealmente dependientes [29].

2.4.7 Bond Activo

Un bond normal tiene dos senales, esfuerzo e (¢) y flujo f(¢). A diferencia, un bond

activo comunica una de las dos sefiales posibles en una séla direccion [19].

Un bond activo se representa por una flecha completa, como se muestra en la figura

2.14, indicando un flujo de senal de potencia cero [18].

A— 8B

Figura 2.14 Bond activo.

Un bond active se utiliza como una sefal en un diagrama a bloques, la cual conecta

un bloque a otro sin consumir energfa [19] como se ilustra en la figura 2.15.
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Figura 2.15 Bond Graph con un bond activo.

El bond activo que entra a MS, indica que E () es modulada por e (¢), asf, E (1) =
Ge, (t), donde G es la ganancia de voltaje.
El bond activo viene de una unién-0, el voltaje eg (1) es el mismo que e1, 2 y €3. Ademss,

el bond activo tiene potencia cero debido a que se considera que la corriente correspondiente a

e (t) es despreciable. La suma de corrientes en la unién-0, se debe tnicamente a i3, 72 e %3-

Los componentes bésicos para el modelado de sisternas fisicos han sido estudiados
en esta seccién, asi, a continuacién se proporciona-un procedimiento para modelar sistemas

eléctricos, mecdnicos e hidrdulices, el cudl se puede extender a otro tipo de sistemas fisicos.

2.5 Procedimiento para el Modelado de Sistemas [58]

En esta seccién, se explica como representar sistemas eléctricos, mecdnicos e hidraulicos

en Bond Graph utilizando un procedimiento de modelado simple y directo.

Procedimiento 2.2 [58]

1. Dibujar una unién-0 para cada punto en el esquema donde las trayectorias paralelas coin-
cidan.

2. Dibujar una unién-1 para cada componente en una trayectoria serie y conectar el compo-
nente apropiado de Bond Graph por un bond en esa unién. La direccién de la semiflecha
en cada bond indica la direccién asumida del flujo de potencia, es decir, a partir de fuentes

y hacia elementos almacenadores y elementos disipadores.

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, nuevamente indicando la direccién de flujo de

potencia.

4. Remover la unién-0 que representa el punte de referencia y remover todos los bonds conec-

tados a esta unién.

5. Simplificar la grafica de acuerdo a las siguientes reglas:
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/1 7 = 7 A /0 7 — 7

A continuacién, el Procedimiento 2.2 se aplica al modelado de sistemas eléctricos,

mecdnicos e hidrdulicos.

2.5.1 Sistemas Eléctricos

El Procedimiento 2.2, es un procedimiento general para obtener el Bond Graph de un

sistema. En el caso de sistemas eléctricos, se realizan las siguientes observaciones:

e En el paso 1, a cada voltaje distinto en el circuito le corresponde una unién-0.

e En el paso 4, el punto de referencia es el nodo de tierra, el cual tiene un voltaje de cero.

A continuacién, se ilustra el procedimiento anterior con un ejemplo de un circuito

eléctrico, mostrado en la figura 2.16.

R, a
a D ]_N\ﬁ c
s
2 Ry
B cli‘: i
sh il

€

Figura 2.16 Ejemplo de un circuito eléctrico.

Los pasos 1, 2, 3 y 4 del Procedimiento 2.2 se ilustran en la figura 2.17.

2 b < RR I:Ll\——oﬁC:CZ
0O 0 O Tl
d => a b c
0 0 ——1——0—=1 70
|
c
; f L
MSe——~ l—'CCI IﬁR:R2

- /Z‘{' l
L"‘* “vﬂ‘v——h—ud

COy—0——11,

Figura 2.17 Procedimiento para obtener e! Bond Graph de un eircuito eléctrico.
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Finalmente, reduciendo, es decir, utilizando el paso 5 del Procedimiento 2.2 y aplicando
la asignacién de causalidad del Procedimiento 2.1 se obtiene el Bond Graph mostrade en la figura

2.18.

R:R1 I:leﬁ 0 |—7C:C2

Mse—ﬁl 1 I 70 JII— /IRRz

R

4
CC; 04—,

4

CC3

Figura 2.18 Bond Graph del ejemplo de un sistema eléctrico.
2.5.2 Sistemas Mecanicos

El procedimiento de modelado para traslacién mecdnica es similar al método de con-
struccién para redes eléctricas en muchos aspectos. Por lo tanto, el método de construccion esté

basado por el Procedimiento 2.2 realizdndose los siguientes cambios:

e En el paso 1, para cada velocidad distinta establecer una unién-1,

e In el paso 2, insertar los elementos de generacién de fuerza de puerto-1 entre el par
apropiado de umiones-1 usando uniones-0. También, anadir inercias a sus respectivas

uniones-1.

e En el paso 4, el nodo particular de tierra es cualguier velocidad cero.

Es importante senalar que gracias a la simetria entre las variables de flujo v de esfuerzo
se tienen dos formas de asignar las variables generalizadas, a variables de un sistema mecénico

las cuales son [55]:

Velocidad V (t) o w(t) ,es andloga al flujo f(t)

o Analogfa Clasica
Fuerza F (t) o 7(t), es andloga al esfuerzo e (t)

Velocidad V' (t) o w(t),es andloga al esfuerzo e (t)

e Analogia de Mobilidad :
Fuerza F (t) o 7(t), es andloga al flujo f (t)
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Historicamente, la analogfa cldsica precede a la analogfa de mobilidad y es la que se ha
adoptado en esta tesis, por ser gréficamente semejante a sus equivalentes eléctricos y por ser la
més utilizada en la bibliograffa de Bond Graph [18, 24, 29, 27, 55, 58].

A continuacién, se aplica el Procedimiento 2.2 con los cambios descritos, para encontrar
el Bond Graph mostrado en la figura 2.19 [55].

F(t)-’—‘ IEI

Figura 2.19 Ejemplo de un Sistema mecdnico.

Aplicando los pasos 1, 2, 3, 4 del Procedimiento 2.2, ohtenemos la figura 2.20.

a b ; F

N C:1Ka R:f
PR }\ b
1 I —0——1 1 —C:1/Ky,

o Lo

NOM b DE NUEV

MSe—— 1——Im

Figura 2.20 Procedimiento para encontrar el Bond Graph de un sistema mecdnico.

Reduciendo la gréfica de la figura 2.20, obtenemos el Bond Graph mostrado en la figura
2.21, con la causalidad aplicada.

MSe—A1— 0—ATF ——A1—ARSf

L

Im C1/Ky B3 I/Kb

Figura 2.21 Bond Graph de un sistema mecénico.
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2.5.3 Sistemas Hidraulicos.

Sistemas hidrdulicos estdn caracterizados por alta presién, baja velocidad de fluido y
los modelos se basan en la hipétesis de que toda la potencia del fluido de interés es el producto

de la presién por el del fluido [55].

Cuando el flujo de vélumen es conservativo y el fluido es cercanamente incomprensible,
los sistemas hidraulicos pueden ser tratados como circuitos, por lo que para obtener el Bond
Graph correspondiente se tiene el Procedimiento 2.2 con los siguientes cambios:

e En el paso 1, para cada presién distinta establecer una union-0.

e En el paso 2, insertar cada elemento entre el pares de uniones-0 apropiadas usando uniones-

1, anadir fuentes de presién y de flujo.

» En el paso 4, definir todas las presiones relativas a una presién de referencia (usualmente

la atmosférica), eliminar la unién-0 de referencia y sus bonds.

En la figura 2.22 se muestra un sistema hidraulice, del cual se obtendra su Bond Graph

g
Vo

CO
Vil 52 R ¢

correspondiente aplicando el Procedimiento 2.2.

X—’ b oe
do ] 0
0}'4— P(atm)
Figura 2.22 Ejemplo de un sistema hidrdulico.

Aplicando los pasos 1, 2, 3 y 4 del Procedimiento 2.2, obtenemos la figura 2.23.
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Figura 2.23 Procedimiento para encontrar el Bond Graph de un sistema hidrdulico.

Reduciendo el Bond Graph de la figura 2.23 y aplicando el andlisis de causalidad del
Procedimiento 2.1, se obtiene el Bond Graph que se muestra en la figura 2.24.

MSgh—TF — —RRg,

Figura 2.24 Bond Graph de un sistema hidraulico.

A partir del modelado de Bond Graph de un sistema fisico, se pueden conocer las
relaciones entre los diferentes elementos que forman el sistema, para obtener de una manera

sistematica el modelo matemético del mismo, lo cual se describe en la siguiente seccién.

2.6 Estructuras de Unién en Sistemas Multipuerto [5, 31]

Considerar algunos tipos de sistemas grandes como campos interconectados, nos da una
estructura dindmica y entonces la generactén, manipulacién y reduccién de muchas ecuaciones

es hecha sisterndticamente para una implementacién exitosa [18].

2.6.1 Vectores Clave o Vectores Significativos

‘En un Bond Graph en forma convencional, todos los bonds pueden ser clasificados en
bonds externos, que conectan a los elementos o puertos R, C, I, MS, y M S;, y en bonds internos
que conectan a 0, 1, TF y GY. Asi mismo, los bonds externos pueden ser clasificados de acuerdo

a su forma de manifestacién de energfa. En la figura 2.25 se muestra el diagrama a bloques de
la Estructura de Unién de un Bond Graph.
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MSe, MS¢
4_‘?‘ u
ﬁd » ‘ Diu
L,C 0,1, TE,GY [ R ’
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Figura 2.25 Digrama a bloques de la Estructura de Uni6én de un Bond Graph.

En la figura 2.25, las variables (MS,, MS;), (L, C) y (R) denotan los campos de
fuente, de almacenamiento y de disipacidn respectivamente, (D) el detector y (0, 1, TF, GY)

la estructura de unién con transformadores, T'F, giradores, GY, uniones-0 y uniones-1.

Los vectores que representan al sistema llamados vecfores clave est4n representados
en la figura 2.25, donde u (t) € R¥ contiene las variables de potencia o los esfuerzos y flujos
impuestos por los elementos de las fuentes en la Estructura de Unién. Los estados z (t) € R
Y x4 () € R™ estdn compuestos de variables de energia, momento generalizado p () en elemen-
tos I y desplazamiento generalizado ¢ (%) en elementos C' en causalidad integral y derivativa
respectivamente; z (£) € R™ y 24 (t) € R™ son variables de co-energia en causalidad integral y
derivativa, respectivamente D, (t) € R y Dout (t) € R™ son una mezela de esfuerzos y flujos que

muestran los intercambios energéticos entre el campo de disipacion y la Estructura de Unidn.

2.6.2 Relaciones de Campo y Ecuacién de Estado.

Las relaciones de campo no lineales de la figura 2.25 de almacenamiento y de disipacién

SOIL.
z{(t) = @p(x) (2.19)
24(t) = ®palza) (2.20)
Do (6] = Oy (D;5) (2.21)
donde:

@ denota una funcién que relaciona cada z; con z; parai =1,..,n.
P rqg denota una funcién que relaciona cada zg4; con xg4; parai=1,...,m.
®; denota una funcién que relaciona cada Dgyy; con Dip; para i =1,.., M 24

El comportamiento de un elemento especifico estd descrito por una ley fisica la cual es
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llamada como su relacion constitutiva. Si las relaciones constitutivas son lineales tenemos:

z(t) = Fz(¥) (2.22)
z3(t) = Fauwa(t) (2.23)
Doi(t) = LDw(3) {2.24)

donde L, F y Fy son matrices reales de dimensién r X v, m X n y m X m, respectivamente.

Las relaciones de la estructura de unién estén dadas por:

= i
Din (t) :‘(’t) (2.25)
v () T4 (1)

2g(t) = —87z() (2.26)

donde la estructura de unién est4 formada por:

S Sz Si3 S
§= 'Sy Su Su /O (2.27)
Sa1 Ssz Szz O

Los elementos de S toman valores dentro del conjunto {0, £1, £n, +r} dondeny
7 son los mdédulos del transformador y girador. La matriz 5§ estd particionada de acuerdo a la

dimensién de sus vectores clave. Las submatrices S;; tienen las siguientes propiedades:

e Pl.- §11 y S92 son matrices cuadradas antisimétricas.

e P2.- 85 es la matriz transpuesta negativa de Ss1 y viceversa.

Las propiedades P1 y P2 estdn basadas en el principio de conservacién de energfa [19].

Un sistema LIT MEMS estd representado en variables de estado por:

&(t) = Apx(t)+ Byu(t) (2.28)
y(t) = Gpz(t)+ Dpu(t)

Relacionando (2.25) y (2.26) con (2.28) obtenemos:

Ap = E™! (S11 + S12MSo) F (2.29)
Bp = E-1 (513 + 512]\4823) (2.30)
Cp = (S31+ S3oMSn)F (2.31)

Dp = S33+ S33MSy3 (2.32)



siendo,

E = I4+8u,FisLF (2.33)
M = (I-LS») 'L (2.34)

Las expresiones (2.28) a (2.34) permiten la obtencion directa del modelo de un sistema

fisico en variables de estado, utilizando la representacién de Bond Graph.

Es importante notar gue un sistema representado en Bond Graph contiene relaciones
causales que determinan propiedades estructurales, como controlabilidad u observabilidad, las

cuales se dan en el Apéndice A.

En ¢l siguiente capitulo, se presenta la representacién de un sistems fisico en una
gréfica lineal a partir de su Bond Graph, asi mismo, se proponen procedimientos para obtener la
representacién en variables de estado del sistema basdndose en su grafica lineal y en propiedades

de Teoria de Grafos.

2.7 Conclusiones

En el presente capitulo, se estudiaron los elementos bdsicos para modelar un sistema

fisico en Bond Graph.

Los procedimlentos dados permiten obtener el Bond Graph para un sistema eléctrico,

un sistema hidrdulico o un sistema mecédnico traslacional o rotacional.

Asl mismo, se estudiaron las diferentes variables, componentes y aplicacién correcta de
la causalidad a los elementos que forman el sistema para tener la Estructura de Unién en Bond
Graph y obtener la representacién en espacio de estado.
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Capitulo 3

Obtencién de la Realizacion LTI

MIMO Utilizando un Grafo Lineal a
partir de su Bond Graph

3.1 Introduccién

El andlisis de un sistema lineal se reduce a la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales simult4neas. Como una alternativa a los métodos convencionales algebraicos de solu-
cidn, es posible obtener una solucién considerando las propiedades de ciertos grafos dirigidos
asociados con el sistema, donde, las variables de las ecuaciones corresponden a los nodos del
grafo, mientras que las relaciones entre ellas aparecen en la forma de conexién de las ramas
dirigidas [69]. Especialmente problemas lineales, dado que en muchos casos los grafos dirigidos
asociados pueden ser obtenidos directamente por inspeccién del sistema fisico sin la necesidad
de formular las ecuaciones asociadas [69]. Los grafos dirigidos ofrecen una estructura visual que

permite obtener y compara las relaciones causales entre algunas variables [69)].

La idea b4sica de asociar un grafo dirigido con un sistema de ecuaciones lineales fue
introducida por Mason en 1953, y el grafo es llamado grafo de senal-flujo [69]. Una representacion
alternativa de las ecuaciones como un grafo dirigido, llamado un grafo de fluje, ha sido descrito
por Coates en 1959 [69].

Un sistema fisico LTI MIMO formado por una diferentes tipos de energia, puede ser
modeladc grédficamente en Bond Graph. Alternativamente, en este capitulo se presenta un
procedimiento para obtener un grafo lineal del sistema fisico. Asi mismo, se presentan proced-

imientos basados en la Teorfa de grafos para la obtencién de las matrices Ap, By, Cp, y D) de
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una representacion en variables de estado del sistema modelado en Bond Graph. En el Apéndice
C, seccién C.1, se da un articulo publicado con los resultados presentados en éste capitulo [35].

La Teoria de grafos lineales ha sido utilizada para encontrar la matriz Coates, su
determinante y polinomio caracterfstico [69]. La aplicacién més importante de Teorfa de grafos
en la ciencia fisica, es su uso en la formulacién y solucién del problema de redes eléctricas
planteado por Kirchoff en 1847 [69].

El presente capitulo estd dividido principalmente en cuatro partes: inicialmente, se
estudian un conjunto de definiciones y propiedades de los grafos lineales; después se presenta
la representacién en un grafo lineal de un sistema ffsico modelado en Bond Graph. La tercera
parte de éste capitulo, consiste en proponer procedimientos para obiener la realizacién en espacio
de estado a partir un grafo lineal del sistema; y posteriormente se aplican en dos ejemplos los

resultados presentados.

3.2 Antecedentes [69]

A continuacién se da una lista de definiciones de los grafos lineales tiles para entender

el contenido de este trabajo.

3.2.1 Conceptos Basicos de Grafos Abstractos

Un Grafo Abstracto G (V, E), o simplemente un grafo G, consiste de un eonjunto V de
elementos llamados nodos junto con un conjunto E de pares no ordenados de la forma (Z,7) o
(4,2), s € V y j € V, llamades Ramas de G. Los nodos + y j son llamados los Puntos Finales de
(4,4) -

Se dice que la rama (2, j) estd conectads entre los nodos i y j, y que (,7) es incidente
con los nodos i y j. Usualmente, un grafo es representado equivalentemente por un diagrama,
en el cual, los nodos son indicados por pequefios efrculos o puntos. La rama (4, §) es una curva

continua o una linea directa, si (z,j) estd en E.

Se extiende el concepto de grafo permitiendo la conexién de un par de nodos por un
conjunto de ramas distintas, indicadas por los simbolos (i, 7); , (¢,3)g 5 --,(¢,7)x; llamadas Ramas
Paralelas de G si k 2 2.

Se admiten ramas para las cuales sus puntos finales son idénticos, tal rama (7,4) es
llamada Lazo-Propio. Si hay dos o mds lazos-propios en un nodo de G, ellos también son

designados como ramas paralelas de G.
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Un grafo G (V, E) se dice ser finito si ambos V' y E son finitos.

Un Subgrafo de un grafo G (V, E) es un grafo G, (V;, E,) en el cual V; y E; son subcon-
juntos de V y E, respectivamente. Si V; v B, es un subconjunto propio, €l subgrafo es llamado
un Subgrafo Propio de (. Si V; =V, el subgrafo es denominado Subgrafo Completo de G. Si V;
6 E; es vacio, el subgrafo es llamado Grafo Nulo.

Un nodo no incidente con cualguier rama es lamado un Nodo Aislado.

Dos subgrafos son llamadas de Remas Disjuntas si no tienen ramas en comun y de

Nodos Disjuntos si no tienen nodos en comun.

Un grafo es Ftiguetado si sus nodos son etiquetados o sus ramas son etiquetadas. Un

Grafo Pesado es un grafo en la cual a todas sus ramas les ha sido asignado un peso.

Una Secuencia de Ramas de Longitud k — 1 en un grafo G es una secuencia finita de

ramas en ( de la forma:

(il,’ig) 1(i27i3) 1“'3(7:‘:;—171.”6) (3'1)
k22

La secuencia de ramas se dice ser Cerrada si t; = tx, y Abierto en cualquier otro caso.
En una secuencia de ramas abierta, el nodo %, es llamada el Nodo Inicial y el nodo ix el Nodo

Terminal.

La secuencia de ramas (3.1) es conectada entre sus nodos inicial y terminal o entre los
nodos i e ig, si parak > 2, (i5-1,%2) ¥ (iz,ir11), 1 < & < k, son ramas sucesivas en la secuencia

de rama.

Si todas las ramas que aparecen en una secuencia de ramas son distintas, la secuencia
de ramas es llamada Tren de Rama. Un tren de rama abilerta, como el mostrado en la ecuacién
(3.1), en el cual todos los nodos 73,4y, ..., i son distintos es llamado una Ruta o Trayectoria de

longitud £ — 1. Un nodo aislado es considerado una trayectoria de longitud cero.

Un tren de ramas cerrado, como el mostrado en la ecuacién (3.1), en el cual todos los
nodos %i,%a, ...,7x_1 son distintos € 1; = 4k, es llamado un Circuito de longitud k — 1. Asi, un

lazo cerrado con un nodo es un circuito de longitud 1.

Un grafo se dice ser un Grafo Conectado si cada par de sus nodos es conectado por

una trayectoria.

El Grado de un nodo 7 de un grafo, denotado por d (z) es el mimero de ramas incidentes

es el nodo 2. Asf, un nodo aislado es un nodo de grado cero.

Un grafo es Grafo Regular de grado k si d (¢) = k para cada nodo 1.
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Un grafo regular de grado 0 es un grafo que consiste de un conjunto de nodos aislados.

En la siguiente seccién, se introducen algunas de las operaciones validas en la teorfa de

grafos.

3.2.2 Operaciones en Grafos

Operaciones definidas en grafos son utiles para expresar la estructura de un grafo en

términos de un conjunto de grafos mas pequenos o més simples.

La Remocidn de un Nodo i a partir de un grafo GG es la operacién que resulta en una
subgrafo, que consiste de todos los nodos de GG excepto ¢ y todas las ramas que no inciden en .
Similarmente, la Remocidn de una Rama (i,7) de G produce el subgrafo que contiene todos los

nodos y ramas de G excepto la rama (i, 7).

Si G1 (W1, By) y G2 (V3, E») son dos subgrafos de un grafo G (V, E), entonces G1 U G2
representa el subgrafo de G, llamado Grafo de Suma, consistente de un conjunto de nodo Vi UVs

y un conjunto de rama Ejy U E5.

El Grafo Interseccion G, M Gy de los subgrafos G y G4 es el subgrafo de G con el
conjunto de nodo V) NV, y el conjunto de rama Ey N Ey.

Sea V; un subconjunto de un conjunto de nodo V' de una subgrafo G. El Subgrafo
Seccional definida por V; y denotado por G [Vs] de G, es el subgrafo cuyo conjunte de nodo es
Vs v cuyo conjunto de rama consiste de todas las ramas de G conectando dos nodos de V.

En otras palabras, G [V;] es el subgrafo obtenido de G por la remocién de todos los

nodos que no estan en V.

Un Grafo Planar es aquella cuyo diagrama puede ser dibujado en un plano tal que dos

ramas no tienen otra interseccién que no sea un nodo.

Si existe un subgrafo no nulo propio Gy, en un grafo conectado G, tal que G, y su
complemento tienen solamente un nodo 7 en comin, entonces el nodo i es llamado Punto de
Corte de G.

Un Grafo No-Separable es un grafo no-nulo que no contiene puntos de corte. Todos los

otros grafos no nulos son considerados como separables.

Para un grafo conectado G, la Distancie entre dos nodos ¢ y j de G, denotada por

d(i,7), estd definida como la longitud de la trayectoria méds corta que los conecta.

Hasta el momento, se han considerado grafos formados por ramas que no tienen direc-

cién. En la siguiente seccién se dan las definiciones de grafos dirigidos, que son més cercanas a
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la relacién de un Bond Graph y un grafo lineal.

3.2.3 Grafos Dirigidos

En muchas aplicaciones, es necesario asaciar con cada rama de un grafo una orientacién
o direccién. En algunas situaciones, la orientacién de las ramas es una orientacién “verdadera”
en el sentido de que el sistema representado por el grafo exhibe algunas propiedades unilaterales.
En otras situaciones, la orientacién utilizada es una “pseudo”-orientacién utilizada en lugar de
un sistema de referencia elaborado. Por ejemplo, en la Teorfa de redes eléctricas las ramas de un
grafo son asignadas a orientactones arbitrarias para representar las referencias de las corrientes

de ramas y voltajes.

Una Grafo Dirigido Abstracto G4 (V, E) o simplemente una Grafo Dirigido Gg, consiste
de un conjunto V de elementos llamados nodos junto con un conjunto F de pares ordenados
de la forma (4,3), lamados las ramas dirigidas de Ga; ¢ es llamado Nodo Inicial y j el Nodo

Terminal.

En un grafo dirigido se permite terier varias ramas distintas con los mismos nodos
iniciales y terminales. Ellas son llamadas Ramas Peralelas de G4. Las ramas paralelas dirigidas
del nodo 7 al nodo j son denotadas por los simbolos (£, 3);5(%,7)s ..., (3,7 ) » & = 2. También, se

admiten ramas con los mismos puntos finales; los cuales son llamados Lazos Propios de Gg4.

Los términos subgrafo, grafo seccional, rango, nulidad, el complemento de una subgrafo
v otras operaciones graficas pueden ser definidos para los grafos dirigidos de manera similar que
para los grafos no dirigidos. Esto es posible debido a que para todo grafo dirigido Gy, existe un
Grafo mo Dirigido Asociade G, cuyos conjuntos de nodo y de rama son los mismos que en Gy,

excepto que las direcciones de las ramas de G son removidas.

Para un grafo dirigido G4, una Secuencie de Rame-Dirigida de longitud & —1 en Gy es

una secuencia de rama en la cual las ramas a lo largo de la secuencia de rama son de la forma:
(ilin) ] (7:2: 7‘3) 3= (ik—lvik) ) k 2 2 ) (3.2)

La secuencia de rama dirigida se dice ser cerrada si i1 = i, y abierta en cualquier otro caso. En

una secuencia de rama-dirigida abierta, 71, es llamado su nodo inicial e i; el nodo terminal.

Un tren de rama-dirigida, dado por la ecuacién (3.2) en el cual todos los nodos

21,42, ..., 1k son distintos es llamado una Trayectoria o Ruta Dirigide de longitud & — 1.

Un tren de rama djrigido cerrado como el dado en (3.2) en el cual todos los nodos

11,42, ..., tg—) son distintos e i; = i, es llamado un Circuito Dirigido de longitud k — 1.

Para un grafo dirigido G4 el mimero d* (¢) de ramas de G4 teniendo como nodo inicial
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a1 es llamado el Grado de Salida del nodo i en Gy, y el nimero d~ (2) de ramas de G4 teniendo
como nodo terminal a 7 es llamado Grade de Llegada del nodo i en Gg.

Si d (z) denota el mimero de ramas de G4 que inciden en el nodo %, entonces

d (1) & d* (3) + d~ (5) (3.3)

Un grafo dirigido es una Grafo Regular dirigido de grado k si d% (i) =d~ (4) = k para

cada nodo 7.

Un grafo dirigido es Fuertemente Conectado si, para todo par de nodos distimtos 4 y 4,

existe una trayectoria dirigida de ¢ a j asf{ como de j a i.

3.2.4 Propiedades de los Grafos Dirigidos

Un Grufo Dirigido Pesado G es un grafo dirigido en el cual a cada rama le ha sido
asignado un peso. Denotamos por f (4, ) al peso asociado con la rama (4,5) de G. Si G5 es un

subgrafo de G, por f(G,) entendemos que:

e £ 11 r69 (3.4)
k=1

donde n es el nimero de ramas de G,.

- Para una matriz cuadrada A = [a;;] de orden n, el Grafo de Coates asociado, denotado
por el simbolo G, (A) o simplemente G, es un grafo dirigido, etiquetado y pesado de n-nodos.
Los nodos son etiquetados por enteros de 1 a n tal que si a;; # 0 existe una rama dirigida del
nodo j al nodo i con un peso asociado @i; parat=1,2,...,ny j=1,2,...,n.

Las “propiedades establecidas en esta seccién, son utilizadas en la siguiente seccién

para proponer un grafo lineal de un sistema representado en Bond Graph con sus vectares clave.

3.3 Obtencién de un Grafo Lineal a partir de su Bond Graph

Un Grafo Lineal es un conjunto de lineas conectadas, que representan simbdlicamente
los elementos del sistema [55]. Asi, la base en la construccién de un grafo lineal de un sistema,
estd basado en la seleccién de una convencién con la cual elementos de un puerto y dos puertos

pueden ser dibujados como segmentos de lfneas simples.

Por otra parte, sabemos que un Bond Graph es un modelo grafico de un sistema
dindmico donde una coleccién de componentes interactian unos con otros a través de puertos de

energia [24]. Esto es, un Bond Graph consiste de subsistemas enlazados por lineas que muestran



33

las conexiones energéticas, permitiendo a través de sus vectores clave obtener informacién para

su representacion en una grafo lineal [29].

A continuacién, se presenta un procedimiento para obfener una representacién de un
grafo lineal obtenida a partir de su Bond Graph. Para lograr un grafo lineal que conserva las

propiedades energéticas y que permite utilizar herramientas de Teorfa de Gréfos.

Considerando un sistema LTI MIMO que satisface las hipétesis H1, H2 y H3, del
(Capfttulo 1, seccién 1.5), y las ecuaciones (2.22) a (2.27), se obtiene la siguiente estructura de la

unién, en la cual las relaciones constitutivas y la interconexién de los elementos estdn definidos

por S”:
. z (t)
(1) Din (8
Dy (f) - S’ ﬂzf) (3-5)
Wit
t
y(t) sa(d)
donde
Siy 812 Sz Sui
§ = | 8y Sy S 0 (3.6)
St S S 0
za(t) = —(S1)z(®) (3.7)
con

1= SuF; 8y = SaF; Sy £ SnF Sy = Sl
to & Sogl; Shp 2 SusLy SY 2 F7'SLF (3.8)

Para un sistema lineal e invariante en el tiempo, suponemos que S' en (3.6) es una
) q

matriz de Coates, la cual se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1 Grafo del sistema planar.
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El grafo lineal de la figura 3.1, representa un grafo dirigido pesado, en la cual se observa
lo siguiente.

s S14 ¥y 57, son las relaciones entre los elementos almacenadores de energfa linealmente

dependientes &4 (t) con los elementos linealmente independientes x (t) , & ().

e La relacién entre x (t) v & () , elementos del campo de almacenamiento estd dada por Sj,

y entre Dy, (t), elementos del campo de disipacién por Sj; v la relacion entre los éstos dos
campos por Sig y -

s Se conoce la influencia de la entrada u(t) en el campo de almacenamiento mediante S3
y/o de disipacién mediante Sg3 o en la salida y (t) de una manera directa.

s Se determina que campos y por lo tanto que elementos intervienen en la salida del sistema.

En resumen, se tiene un grafo lineal con importantes propiedades de conectividad de
sus elementos.

También, de (2.33) y (3.8) obtenemos

E 1= (I -+ 5145/14)_1 (3.9)

Ahora, reduciendo el grafo de la figura 3.1 y utilizando (3.9}, obtenemos el grafo que
se muestra en la figura 3.2, donde :

Sh2Erlg s\ 2\ L\ G £ RN (3.10)

Figura 3.2 Grafo de Coates modificado.

Notar que en el grafo de la figura 3.2, Si1, S12 y Si3 incluyen la interconexién ¥

relaciones constitutivas de los elementos 2 (t) ¥ Douw (t) v la influencia de z4 (t) en & (t) y z ()
a través de E~1.
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La matriz de Coates del grafo de la figura 3.2, estd dada por:

Z(t) 51 S Sis z(t)
Din(@t) | = | S Shy Sz Din (2) (3.11)
y(t) S5 Sz S u(t)

La representacién (3.11) es una estructura mdas compacta del sistema fisico, en la cual,
dz (t)

el término £ (¢) £ , para sistemas LTT no afecta la interconexién de los elementos, Podemos

reescribir la ecuacion (3.11) de la forma,

& (t) z (1)

D) | _g| D (®) (3.12)
y (1) y ()

u(t) u(t)

La matriz S represents una matriz de Coates modificada, doniie la submatriz formada
por £ (¢) y = (t) es diferente a la submatriz de & (¢) y & (¢) por un factor —, donde s es el operador
8

de Laplace, el cual omitimos con el objetivo de obtener directamente las matrices A, y Cp, de
(2.28) en la siguiente seccién.

Algunas caracteristicas importantes del grafo de la figura 3.2 son:

e Es un grafo lineal dirigido que representa la ecuacién matricial (3.11) .

» Es un grafo dirigido, etiquetado y pesado.

o Los nodos matriciales x (t), & (t) y Din (¢) tienen como lazos propios Si1 v 8oz respectiva-
mente.

e El nodo u del grafo dirigido, debe tener un grado de llegada cero, d= {u(t)) = 0.

o El nodo y del grafo dirigido debe tener un grado de salida cero, d* (y (£)) = 0.

Las definiciones de trayectoria dirigida, circuito dirigido, grafo regular dirigido dadas
en la seccién 3.2.3 y secuencia de rama dirigida se aplican en las secciones posteriores para los

procedimientos de obtencién de las matrices Ay, By, Cp v Dp, que son una relizacién de un
sistema fisico LTI

En la siguiente seccién, se presenta un esquema de la representacién de un sistema
fisico LTT MIMO en sus vectores clave, que permite la obtencién simplificada de un grafo lineal

compuesto de dos nodos y de todas las posibles combinaciones de sus campos.
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3.4 Representacién de un Sistema LTI MIMO

En esta seccién, se presenta un anélisis de la representacién gréfica de un sistema LTI
MIMO. En la figura 3.2, se tiene una representacién de un sisiema fisico en un grafo lineal a
partir de su Bond Graph y de su matriz de ]a estructura de unién. A continuacién, se introduce
una forma general de la representacién de un sistema fisico en Bond Graph para estudiar las

propiedades de interconexién, como se muestra en la figura 3.3.

Figura 3.3 Representacién de un sistema multivariable.

Considere el esquema de la figura 3.2 y note que el nodo % () es un vector de estados
en la figura 3.2, lo mismo es cierto para u (t), y (t) v Din (), lo cual se resalta en la figura 3.3.

Asi, el esquerna de la figura 3.3 es una representacién individual de los nodos del grafo lineal de
la figura 3.2.

La interconexién de los nodos en la figura 3.3 es representada por < indicando un
conjunto de ramas que pueden tener doble sentido.

La figura 3.4 representa, la interconexién de dos nodos 7 y 7 de la figura 3.3 con todas
las posibles combinaciones, donde;

P2 (1-8y)" (3.13)

La submatriz P tiene dos casos: Shy = 0 0 Sh; # 0, dependiendo del orden en que se
encuentran los elementos de almacenamiento y disipacién con respecto a la entrada, es decir, si a

partir de la entrada los elementos de almacenamiento estdn antes de los elementos de disipacién
entonces Sy, = 0, en caso contrario Sy 7# 0.
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Figura 3.4 Sistema multivariable de dos nodos.

Sean j £ 1,4 y k £ 1,4, entonces en el grafo de la figura 3.4, se tienen las signientes
transmitancias:

e oj] que es la relacién entre los elementos de las variables de estado zy, ;.
® 711 que es la relacion del camnpo de disipacion (Dyy,), al campo de almacenamiento @, 4.
o B, que es la relacién del campo de almacenamiento z),#; al campo de disipacién (D), -

» Pj; que es la relacién entre los elementos del campo disipativo (Din);.

Las interconexiones de los nodos que se muestran en la figura 3.4, son la informacién
necesaria para proponer, en la siguiente seccién, los procedimientos para la obtencién de una
realizacién de un sistema fisico.

3.5 Obtencién gréfica de las Matrices A,, By, C, v D,

Recuerde al sistema mostrado en la figura 3.2 corresponde a un sistema fisico de n
estados, T elementos disipativos, con p entradas y ¢ salidas. A continuacién, se presenta un
procedimiento para el calculo directo de las matrices Ap, By, Cp ¥ Dy, que son la realizacidn de
un sistema LTT MIMO.

Este método es obtenido a partir del grafo reducido de la figura 3.4, cuya generalizacién
es el esquema de la figura 3.3 y su representacién matricial la figura 3.2.

3.5.1 Obtencién de la Matriz A, a partir de un grafo

Se encuentra la matriz A, considerando solamente las ramas de salida y llegada a los

nodos z(t), & (t) , haciendo circuitos dirigidos para los elementos de la diagonal y trayectorias
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dirigidas para los elementos fuera de la diagonal. El procedimiento para encontrar la matriz A,

es el siguiente:

Procedimiento 3.1

1. Descomponer A en la suma de dos componentes:
Ap = Apy + Apa (3.14)

e La primer componente, A, estd formada por las transmitancias de las ramas de los
nodos z (t) ,  (¢) dando sus elementos fuera de la diagonal y las transmitancias de los
lazos propios de estos nodos, formando sus elementos de la diagonal. Por ejemplo,

para la figura 3.4 tenemos:

11 04

Apr = ' (315)
Qg1 Qg ‘

e La segunda componente, Apq ests formada por las transmitancias de las ramas entre

nodos de z (¢) , & (¢) y nodos de Djy, (t) y estd dada por:

- (Apd)ll (Apd)hf 316
¥ {(Apa)ﬂ (Apd>,-,l | (316)

donde (Apd)u: (A'pd)]?’ ) (Apd)il ¥ (Apd)ii’

2. Encontrar los elementos de la diagonal a través de:

» Empezar en los nodos xp (t), %1 (t) ¥ (Din (t))1. Fijar la rama que llega a x1 (1),
%y (t) de (Dip (¢)),. Construir todas las posibles combinaciones de circuitos dirigidos
a través de la rama fijada, empezando y terminando en 21 (t), @7 (), y satisfaciendo
que:
Un circuito debe tener solamente una rama de Dy, (¢). Si el circuito estd formado por
una rama de entrada y de salida del mismo nodo de Djy (), tendré el lazo propio de
Dy )
Continuar con la siguiente rama que llega al nodo z; (t), &1 (t) respecto a Din (t) ¥
asi sucesivamente, hasta considerar la Ultima rama que llega a z; (t), 4; (t), respecto
a Din (t) .

e Utilizar el procedimiento previo para los préximos nodos de  (t) pere las ramas de

entrada y salida debe ser del nodo actual.
e Cada término de cada elemento de Ayg estd dado por:

Término del elemento (Apq),, = (91) (62) (83)

(3.17)
h=1,2,...,n; k=12 .,7



39

donde:
61 = Transmitancia de la rama h, la cual llega a @5 (t), @y (1) -
6 = Transmitancia del lazo propio de (Din (£));, 0 transmitancia
de la ratna (D, (t)), , la cual conecta (Din (1)), con (Dip (1))gsy -
d3 = Transmitancia de la rama & la cual sale de ay (£) , & (¢) -

Para la figura 3.4, tenemos

(Apd)y; = BuPura + B P + BuPuvii + B Pavn {3.18)
(Apa)y = BiuPuyi +BaPuvs+ BuPava + BuPavy

Encontrar los elementos fuera de la diagonal de la matriz Ay, utilizando el procedimiento
dado en el paso 2, considerando que los términos de los elementos (Ayg),, (h # k), deben
estar formados por trayectorias dirigidas del nodo @, (¢}, #n (t) al nodo zy (3) , Zn (1) .
Para la figura 3.4,

(Apa)y, = BuPuya +BnPuvu+BuPava + B1iPuvu (3.19)
(Apadyy = BaPuvi +BaPrivi +BuPamii + Bulivu

Notar que si la submatriz S, = 0, entonces de (3.13) P = 1.

3.5.2 Obtencién de la Matriz B, a partir de un grafo

Las transmitancias de las ramas de los nodos de u(t) son consideradas en B,. El
Procedimiento para encontrar B, es:

Procedimiento 3.2

1. Descomponer B, en dos componentes,

Bo=| B By ] (3.20)

e La primer componente, By, estd formada por la transmitancia de la rama, la cual

conecta un nodo u (t) con un nodo de x (t) , £ (t) directamente. Por ejemplo, tenemos
para la figura 3.4,

Byr = Ipwo (3.21)
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e La segunda componente, Bpq estd formada por las transmitancias de las ramas las
cuales conectan un nodo de » con un nodo de z(t), & (t) a través del nodo Din (t).

Para la figura 3.4 tenemos,

Bpy = l (de)n (de)h‘ ]
(de)n (BPd)z"i
donde (de)n , (de)li ) (de)il Y (de)ﬁ -

(3.22)

2. Obtener los términos de los elementos de la diagonal de Bpg, haciendo lo signiente:

e Empezando en el nodo, (ug (t)), - Se construiyen todas las trayectorias dirigidas de las
posibles combinaciones de las ramas que conectan ug, (t) con @ (t), 1 (t), a través
de (Din (t)); . Una trayectoria debe tener solamente una rama de Djn (t) y si se tiene
s6lo una rama entre z; (t) , &1 (t) y (Din (t)); , se aplica el lazo propio de (Din (1)),
as{ cada término queda determinado por:

Término del elemento (Bpa), = (1) (12) (13)

(3.28)
b1, 2,vmpry k=8l,2,...p

donde:
7, = Transmitancia de la rama h, la cual llega a & (t) .
1y = Transmitancia del lazo propio de {Din (t)), © transmitancia
de la rama (Din (2)),, la cual conecta (Dis (1)), con (Din (t))gqq -
N3 = Transmitancia de la rama k la cual sale de up, (%).

Por ejemplo, de la figura 3.4, tenemos:
(de)n =P+ BriFir; (de)z‘i = ﬂilPu EE 5;‘-:'3‘-5 (324)

3. Obtener los términos de los elementos que est4n fuera de la diagonal de Bpg, en una forma
similar a sus elementos de la diagonal, considerando que para los términos del elemento
(Bpd)y» tomar el nodo de llegada z (#), &k (t) y el nodo de salida (uq (), ¥y para el
término del elemento (Bpg),, es lo contrario, lo anterior es resumido utilizando (3.23)
para h # k.

Por ejemplo, en la figura 3.4,

(de)li . .Bllpli + ‘Blz’Pii; (de)il = ﬁilpll + ﬂiipil (325)
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3.5.3 Obtencién de la Matriz C, a partir de un grafo
Para encontrar Cp, se consideran las transmitancias de las ramas que llegan a nodos
de y (t) y salen de nodos de z (), = (2).

Procedimiento 3.3

1. Descomponer (), en dos componentes:
Cp=Cpz +Cpy (3.26)

e La primer componente, Cp; estd formada por las transmitancias de las ramas las
cuales conectan un nodo de y (t) con un nodo de # () directamente. Por ejemplo, en

la figura 3.4,
Opa: == I2x2 (327)

e La segunda componente, Cpy estd formada por las transmitancias de las ramas que
conectan un nodo de y (t) con un nodo de 2 (¢),  (#) a través del nodo de D, (1) :
Para la figura 3.4, tenemos:

.. [ (Cpa)yy  {Cpd)y; } (3.28)

(de)u (CPd)izf
donde (Cpd)q7 > RPN 500 W, (Cpa)is-

2. Obtener los términos de los elementos de la diagonal de Cpq :

e Empezar por el nodo y; (). Construir todas las trayectorias dirigidas de todas las
posibles combinaciones de las transmitancias de ramas que conectan y1 (¢) con x4 (t),
&y (t) a través (Din (t)); , satisfaciendo que una trayectoria debe tener solamente una
rama de Dy, (t). Si sélo existe una rama entre z3 (f) , 1 (t) y (Din (£)), , se toma el
lazo propio de (Dyy (1)), - Asf, cada término estd dado por:

Término del elemento (Cpa)y, = (P1) (p3) (£3)

(3.20)
h=1,2,...,0 B=1;2u.7
donde:
p; = Transmitancia de la rama A, la cual llega a g, (2).
p, = Transmitancia del lazo propioc de (Dix (1)), o transmitancia

de la rama (Djy (), la cual conecta (Din, (¢)), con (Din (2))4q

ps = Transmitancia de la rama k la cual sale de xy, (1), @ (t)
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Por ejemplo de la figura 3.4
(de)u = Puyn + P (Cpa)s = PiYe + Para (3.30)

3. Los términos de los elementos fuera de la diagonal de Cpe son obtenidos en el paso 2,
tomando la transmitancia de la rama que sale del nodo zx (t), <4 (£) ¥ que llega del nodo
Yi (t) y los términos del elemento (Cpq)y, , Para b # k. Asi, cada término estd dado por
(3.29) . Por ejemplo, de la figura 3.4,

(de)li = Puivs + Puvas (de).il = Fiv: + Pavia (3.31)

3.5.4 Obtencién de la Matriz D, a partir de un grafo

Las transmitancias de ramas que llegan a nodos de y () y salen de nodos de u (t) son
consideradas en Dp. El procedimiento para encontrar D, es:

Procedimiento 3.4

1. La matriz Dy est4 fomada por dos componentes
D, = [ D,. Dy ] (3.32)

e La primer componente, D, consiste de la transmitancia de rama que conecta un nodo

de y () con un nodo de w (t) directamente. Por ejemplo, en la figura 3.4, Dp, = 0.

o La segunda componente, Dy son las transmitancias de ramas que conectan un nodo
de salida con un nodo de entrada a través de un nodo de Dy, (t) . Para la figura 3.4,

tenemos:

_ (Dpd)u (D-Pd)u 3.33
- [(Dpd)ﬂ (Dpd)ii] .

donde (Dpa)yy > (Dpa)yi» (Dpd)y ¥ (Dpd)y; Se obtienen en el paso 2.

2. Para los términos de los elementos de ]a diagonal de Dpg :

Empezar por el nodo de salida y1 (t) . Construir todas las trayectorias dirigidas de todas
las posibles combinaciones de la transmitancia de ramas entre y; (t) con (uq (£)); a traves
de (Dix (1)), considerando el lazo propio de (Din (1)); , para el resto de las salidas utilizar

el mismo procedimiento. Asf, cada término estd dado por:

Término del elemento (Dpa)pe = (71) (12) (73)

(3.34)
h=1,2,...p; k=12 .,r
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donde:

71 = Transmitancia de la rama h, la cual llega a uy, (¢)
9 = Transmitancia del laza propio de (D, (t)), o transmitancia
de la rama (Din (1)), la cual conecta (Din (1)), con (D (2))5.4

T3 = Transmitancia de la rama k la cual sale de y;, (¢)

Por ejemplo, en la figura 3.4,
(DPG:)]_I = Pll; (D?d)ii = -Pn

3. Obtener los términos de los elementos fuera de la diagonal de Dy4, como se mostré en el
paso 2, considerando que los términos del elemento (Dpa),, , para h # k, es el producto
de las transmitancias de uy (t) a yn (t), de esta forma, cada término estd dado por (3.34).
Por ejemplo, en la figura 3.4,

(Dgpd)1; = Pri; (Dpa)y; = Pa

Es importante notar que con un poco de experiencia y habilidad las matriccs Ay, Bp,
Cp y D, son obtenidas directamente, de una manera simple y rdpida a partir del grafo de Coates
del sistema fisico.

En la siguiente seccién se aplican los procedimientos propuestos en dos ejemplos, a fin

de obtener una realizacién del sistema fisico.

3.6 Ejemplos

A continuacién, se proporcionan dos ejemplos de aplicacién de los pocedimientos pre-

sentados en este capitulo.

3.6.1 Ejemplo de un Sistema Mecanico

Considere el sistema mecénico y su modelo en Bond Graph mostrados en la figura 3.5.
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Cifky  Eam MSe
2 s J:‘
Msp- 0 21— o Eam
I T
MS, 1R2—=Cilg
g |
b

R:b

Figura 3.5 Sistema mecdnico y su modelo en Bond Graph.

Los vectores clave son:

il e o ] v0=h6
s=| 29 et =) 20 |- | 2O =) aw |5 Dt =50

Doys () = t
P12 (t) e1s (t) fro (8) en (t) t Lt) es (t)

donde f (t) denota la velocidad y e (t) la fuerza en cada elemento del sistema mecdnico; g2 (t) y
qo (t) los desplazamientos traslacionales en k; y ko, respectivamente; pg () v p12 (t) los momentos

traslacionales en m y M, respectivamente; fi () la velocidad de entrada, y eq (t) y e (¢) la
fuerzas de gravedad de m y M, respectivamente.

Las relaciones constitutivas para los elementos son:

1 L ;

A ] 3.35
L = b
Fier 10

La representacién del sistema estd dada por (3.11) donde:

_ _1 1
0 - 0 0 0 100
vk 0 —k O | 5| —— lo10 i
Su1o= | : _1 | Sz= i S13 = (3.36)
0 = 0 == 00O
o b b 00 1
0 0 Kk 0 |

¢ 1 -1
S(Ql = S31=\:0 R O 'M:',S'22=S23:S;}2=S33=0

El grafo correspondiente a la ecuacién (3.36) se muestra en la figura 3.6.
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Figura 3.6 Grafo de Coates del sistema mecénico.

Para obtener el modelo dindmico en variables de estado dado por {2.28), utilizamos la
seccion 3.5, notando que de (3.36), S5, = 0, dando P = I de (3.13). Ahora, de (3.15) , tenemos:

o =X o o
m
kK 0 =k O
Apy = g 1 . =] (3.37)
m M
— 0 k2 0 B
De (3.16) tenemos:
0 0 0 0
0 (Adez O (Au)ag
4.5 =
pd 0 0 0/ 0 (3.38)
0 (Ad)em 0 (Ad)a
Para calcular (Apd)g, ¥ (Apa)y, de (3.17) obtenemos:
1
(61)11 =-b (62)11 =1 (63)11 = 7_T_L (3.39)
sustituyendo (3.39) en (3.17) se obtiene:
b
(Apd)gy = e (3.40)
Anilogamente,
1
(s =t (82)yy=1 (83)yy = M (3.41)

sustituyendo (3.41) en (3.17) da:

(Apd) gy = —% (3.42)



Ahora bien, para (A44)q4 de (3.17} tenemos:

1

(51)24 =% (52)24 =] (63)24 = M

sustituyendo (3.43) en (3.17) se obtiene:

b
(Apd)ay = M
Para (Apa),, de (3.17) tenemos:

1
(61)42 =b (62)42 =1 (53)42 = H

sustituyendo (3.49) en (3.17) se tiene:

L]
™

(Apa)gp =

46

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Finalmente, sustituyendo las ecs. (3.40), (3.42), (3.44) y (3.46) en la ecuacién (3.38),

y las ecs. (3.37) y (3.38) en la ec. (3.14), la matriz A, queda determinada por:

(3.47)

(3.48)

(o =L o o]
T b
ky, — —ky —
Ap= T M
0 — | 0/
0 E k ]l_/{’
L m L Vi
La matriz By, es obtenida de (3.20), notando que Bpg = 0 y By = Bpz, la cual esta
dada por:
1 00
010
Bp —
0 00
0 01

La matriz C, estd dada por (3.26), notando que Cpg = 0, es decir,

Finalmente,

(3.49)

(3.50)

Notar qgue en este sistema practimente la mayorfa de los elementos de las matrices son

obtenidos directamente del grafo de Coates.
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3.6.2 Ejemplo de un Sistema Eléctrico

Considere el sistema eléctrico y su modelo en Bond Graph mostrados en la figura 3.7.

Rs Ls C:Cy R:R, C:Cy
AN AN

1 b b

lcl ¢ L3 we Mg o2 1 0oL
R i

Pk

‘ R:R3 Ilg

Figura 3.7 Sistema Eléctrico y su modelo en Bond Graph.

Los vectores clave son:

a2 (t) fa (t) ez (¢) Dy () = [ eq (t) ]

A pg (1) (1) = es (1) 2 = fs(t) ; fs (1) : y (@) =es(t)
a () ho (0 ew®) |7 - [ L@ ] wt=ha0
P (t) en (t) S (2) eg (t)

donde f (t) denota la corriente y e (t) el voltaje en cada elemento, g2 (t) ¥ gy, (t) las cargas eléctri-

cas en Cy y Oy, respectivamente; ps (t) y p11 (¢) los enlaces de flujo en Ls y Lg, respectivamente;
f1(t) 1a fuente de corriente y y (£) la salida de voltaje en Rs.

Las relaciones constitutivas para los elementos son
1 1 1 1
FT ZE[dtags ey 2 AT =
1
L = di i
109 {33’ RQ} (3.52)

La estructura de unién del sistema est4 dada por (3.11), donde:

0o 0o o 0 | 1
-1 = @ 1
00 5 0 e N
Sy = 0 1 04 R E Sp=| 0 H2 ; S13= 0
L5 1 LG 0 0
00 = 0 0 0 0
L i )
r 1
— 0 00 0 =Ry 1
Sy = ¢ -1 s Spp=| 1 ;551—[0_ 0 0 0
0 0 0 = 0 1
| Ls 3
% = 0 —Ry ] ; So3 =533 =0 (3.53)

El grafo respectivo al sistema eléctrico se mnestra en la figura 3.8.
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Figura 3.8 Grafo de Coates de un sistema eléctrico.

Para este caso S # 0, aplicando el Procedimienta dado en la seccién 3.5 se obtiene el

grafo que se muestra en la figura 3.9.

Figura 3.9 Grafo de Coates modificado de un sistema eléctrico.

De la ecuacién, (3.13) obtenermos:

R3 _ —RoRs 1 R3

Pi=—"—""; Pp=—— = Pyy=—2 ;
= Rs + Rs 2 Ro + R3 4l Ro + R3 = R; + Rj (3.54)
Ahora bien, de la ec. (3.15) tenemos:
[0 0 0 ]
00 = o
Cq
Apz = 1 -1 (3.55)
0 — 0 —
Ls . Lg
0 0 —
L Cy ¢ J




También, de (3.16) tenemos:

(Ad)u {Ad)m 0 0
Ay = (Aa)yy (Ad)yz O O
0 1] 0 G
0 0 0 O
Para calcular Apg de (3.17), tenemos:

(61)1 = Rs’ (62)11 = P, (83)1 = G

Sustituyendo la ec. (3.57) en (3.17),
-1
A S N
(Apa)n Cz (R + R3)

Para el elemento (A4p4),, tenemos:
-1 7

(51)12 = ?3’ (‘52)12 = Pig, (53)12 == L_5

Sustituyendo (3.59) en (3.17) se obtiene:
) = T
Aedhs = T+ 73)

Para el elemento (A4,),; tenemos:
1

(61)9; = Ra, (62)9; = Pa1, (63)a1 = —=-

&1
Remplazando (3.61) en (3.17) da:
Ry
A T OANPAT
otdn = 6118 + T

De una manera similar para el elemento (Apg),, tenemos:
1

(61)22 = Ry, (52)22 = Fa, (63)22 -

Ls
y sustituyendo (3.63) en (3.17) da:
___ ToRs
et = 2 s + 7y

49

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.63)

(3.64)

Finalmente, sustituyendo las ecs. (3.58), (3.60), (3.62) y (3.64) en (3.56), y (3.56) en

(3.14), la matriz A, estd dada por:

3 ~1 B —Ry
Co(Ry+ R3) Ls(Ry+ Rs)

Ho —FRo Ry -_1

A,=| Co (R2+Rs) Ls (b21+ b3) 4
0 — 0 —
M i Lg

0 0 —_—

L 04

(3.65)
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La matriz B, se obtiene de (3.20) , notando que Bpy = 0y Bp = By, es decir:

Bo=| * } (3.66)

O3x1

La matriz C, estd dada por (3.26), donde Cy; s

G [ Cil Otes ] (3.67)
La matriz Cpq estd dada por:
Cpe = { (Ca)yy (Cahre (Ca)rs (Calrg ] (3.88)
Los elementos de la matriz Cpg se calculan de (3.29) , donde:
(p1)y1 =Rz, (p2)u=Pn, (p3du= Cil (3.69)
Sustituyendo la ec. (3.69) en la ec. (3.29) se obtiene:
(Cpa)yy = C'l(—_fiR—s) (3.70)
Para el elemento (Cpq);, Obtenemos:
()12 = —R2, (p2)r2 = Paz, (p3)y1 = I%; (3.711)
sustituyendo la ec. (3.71) en (3.29) da:
Coths =L (—12% (3.72)
Asf mismo, tenemos que,
(Cpa)13 =0, (Cpa)y =0 (3.73)
sustituyendo (3.70), (3.72) y (3.73) en (3.68), y (3.67) y (3.68) en (3.26), obtenemos:
o= Cil G (RI:2+ 7)) In (}sz?}zs) bx2 ] L
Finalmente
D, =0 (3.75)

Es importante notar que a través del grafo de Coates modificado se puede determinar
el intercambio energético entre los elementos que forman el sistema fisico. Asi, se conoce visual-
mente como influyen las entradas en el sistema y que elementos intervienen en la salida. Por lo

tanto, se tiene un grafo con una gran cantidad de informacién sobre los intercambios energéticos.

En el préximo capitulo, se presenf:a una forma diferente para determinar la estabilidad
de un sistema LT1 MIMO basado en el grafo de Coates. Su ventaja es la de no requerir el modelo

matematico del sistema en espacio de estado o en funcién de transferencia.
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3.7 Conclusiones

Se present6 un grafo de Coates modificado que representa un Bond Graph y por lo
tanto un sistema fisico LTI MIMO.

Es importante sefialar que a través de esta representacion gréfica es posible determinar

otras propiedades del sistema fisico, como observabilidad, controlabilidad y determinante.

Se presenté un procedimiento gréfico para obtener la representacién de un modelo
dindmico LTT MIMO.

Asi, en éste capitulo se logré una conexién directa de Bond Graph con grafos lineales y

se dan procedimientos para la determinacién de las matrices Ay, By, Cp y Dy del sistema fisico.

0131315

| e
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Capitulo 4

Condiciones de Estabilidad en el
Sentido de Hurwitz para un Sistema
LTI MIMO Utilizando Grafos

Lineales a partir de su Bond Graph

4.1 Introduccién

Uno de las propiedades de cualquier sistema de control es la estabilidad. Un sistema
LTI MIMO es esteble si todos los polos de su funcién de iransferencia se localizan en el semiplano
izquierdo del plano complejo [4] y gracias a las herramientas desarrolladas en el capftulo anterior
dado un modelo en Bond Graph de un sistema, se pueden encontrar los coeficientes del polinomio

caracterfstico usando trayectorias causales 0 una matriz de Coates [69].

Gracias a la representacién matricial es posible obtener el polinomio caracteristico y
en este caso podemos aplicar el Criterio de Hurwitz para conocer la estabilidad del sistema (4].
Este criterio es un método algebrdico tal que para sistemas grandes con muchos pardmetros
representa mucho trabajo, También, para objetivos de control es deseable una metodologfa

préxima a. sistema fisico, es decir, control en el dominio fisico.

Considerando los resultados del capitulo 3, en el cual se tiene representado el sistema
fisico en forma gréfica la determinacién del polinomio caracteristico se puede realizar desde el

Bond Graph o desde el grafo lineal correspondiente.

En este capftulo, se presenta un procedimiento grafico y sencillo para obtener las condi-

ciones de estabilidad del sistema fisice utilizando la Teoria de Gréfos. Esta metodologia no
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requiere conocer la funcién de transferencia del sistema o su realizacion (Ap, By, Cyp, Dp). En
el Apéndice C, seccién C.2, se da un articulo publicado con los resultados presentados en este

capftulo [36].

FEl presente capitulo estd organizado en cuatro partes: en la primera, se estudia el
criterio de Hurwitz. Después se estudia la obtencién del polinomio caracteristico utilizando
metodologias graficas. En la tercera parte, se presenta una nueva forma para determinar las
condiciones de estabilidad utilizando grafos lineales; y finalmente se aplican los procedimientos

propuestos de estabilidad a un sistema fisico en lazo abierto y en lazo cerrado.

4.2 Antecedentes de estabilidad en sistemas lineales

El concepto de estabilidad es extremadamente importante debido a que por lo general

un sistema. es diseniado para ser estable a pesar de incertidumbres y perturbaciones.

Los conceptos de Estabilidad Esterna o Estabilidad Entrade Acotede/Salida Acotada
(BIBO) y de Estebilidad Inierna o Estabilidad en el Sentido de Lyapunov de sistemas LTI
MIMO, se dan en el Apendice B. A continuacién, se introduce el Criterio de Hurwitz.

4.2.1 Criterio de Hurwitz [4, 12, 26]

Si la funcién de transferencia de un sistema es una funcién racional de s, donde s
es €l operador de Laplace, entonces, la estabilidad (BIBO) de un sistema esté completamente
determinada por los pelos de G ().

Si G (s) es wreductible, se llama realizacidn minima, ésto es, si no existe un factor
comiin entre su denominador y su numerador, entonces, los polos de G (s) son iguales a las
rafces del polinomio del denominador de G (s), tanbién llamado Polinomio Caracteristico [68].
La estabilidad BIBO de este sistema estd determinada por las raices del Polinomio Caracteristico
168].

Un polinomio es llamado un Polinomio Hurwitz si todas sus raices tienen parte reale
negativa. Entonces, un sistema es estable BIBO si y sélo si su Polinomio Caracteristico es un
Polinomio Hurwitz [26].

Sin embargo, si el grado del polinomio caracteristico es 3 o mayor, el cdlculo de las raices
no es sencillo, para polinomios caracteristicos dados en forma simbdlica. Ademas, el conocimiento

de la ubicacién exacta de sus raices no es necesario para determinar su estabilidad.

Un método para determinar la estabilidad BIBO sin obtener las raices es e} Criterio
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de Hurwitz es un método para determinar el plano de la ubicacién de los polos de un polinomio

con coefiecientes constantes.
Considere el polinomio caracterfstico,
D(s) = ags™ +a1s™ ! + 028" 2+ .+ Gp16 + @, ap >0 (4.1)
donde los a; €R,7=0,...,n.
Las condiciones necesarias para que el polinomio de la ec. (4.1) no tenga rafces con
parte real positiva, son:
1. Todos los coeficientes del polinomio tienen el mismo signo.

2. Todos los coeficientes e