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Resumen 

Técnicas de Control Basadas en el Dominio Físico para Sistemas LTI M I M O . 

Aplicación a la Máquina Síncrona. 

Publicación No. 

Gilberto González Avalos 

Universidad Autónoma de Nuevo León 

Asesor: René Galindo Orozco 

En este trabajo de tesis se presentan técnicas, procedimientos y estructuras para control 
basadas en el dominio físico para el análisis de sistemas LTI MIMO. Estas técnicas se aplican a 
sistemas modelados en Bond Graph. 

Se presentan procedimientos para la obtención de las matrices Áp, Bp, Cpy D p a partir 
del sistema modelado en el dominio físico. Esta realización de un sistema modelado en Bond 
Graph se obtiene a partir de un grafo de Coates modificado, que se propone. 

La estabilidad de un sistema modelado en Bond Graph es determinada a partir de la 
obtención gráfica del polinomio característico del sistema. Se propone un grafo de estabilidad 
de Coates a partir del cual, se encuentran las condiciones de estabilidad del sistema. 

Se presenta una estructura y procedimientos para realizar un control por retroali-
mentación de estado estimado de un. sistema modelado en Bond Graph, y se propone la de-
terminación del modelo matemático del sistema y del observador en lazo cerrado. Además, se 
asignan las ganancias al control y al observador. 

El estado estacionario de un sistema modelado en Bond Graph se determina directa-
mente en el dominio físico utilizando el modelo en causalidad derivativa del sistema evitando 
la obtención de la matriz inversa de Ap del sistema. Así mismo, se presenta una estructura 
que permite la obtención del error del sistema retroalimentando la salida y aplicando un control 
proporcional en el dominio físico. 

Una clase de sistemas no lineales modelados en Bond Graph son linealizados en el 
dominio físico con la aplicación de la estructura que se presenta. 

Finalmente, se estudia y modifica un modelo de una máquina síncrona dada por Di-
etrich para la obtención del modelo matemático de Anderson. Se proponen modelos reducidos 
en Bond Graph y la determinación de las constantes de tiempo. Las técnicas presentadas en el 
dominio físico son aplicadas al modelo en Bond Graph de la máquina síncrona. 
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Notación 

• diag {ai, 0,2, ..., ap} denota una matriz diagonal p x p cuyos elementos son a¿, i = 1,..., p. 

• 4 x n denota la matriz identidad n x n. 

• Omxn denota una matriz de dimensión rn x n cuyos elementos son todos cero. 

• A¿ (A) denota los eigenvalores de A. 

• == B denota A que está definida por B. 

• AT denota la matriz transpuesta de A. 

• A~l denota la matriz inversa de A. 

Acrónimos 

• LTI, Linear Time Invariant, Lineal e Invariante en el Tiempo. 

• MIMO, Multi-Input Multi-Output, Multi-Entrada Multi-Salida. 

• BIBO, Bounded Input Bouded Output, Entrada Acotada Salida Acotada. 

• pu, por unidad. 



Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Introducción 

Con el incremento de la complejidad de procesos a ser analizados, el ingeniero de control 
moderno, frecuentemente necesita un modelo del sistema a ser controlado. Payter [56] presentó 
en 1961 la Teoría de Bond Graph como una metodología abstracta general para modelar sistemas 
físicos. El marco de referencia de esta teoría se denomina dominio físico [57]. Bond Graph es 
una poderosa herramienta de representación de sistemas en el dominio físico, de la cual una 
variedad de modelos matemáticos pueden ser derivados [58]. La Teoría de Bond Graph es una 
teoría relativamente nueva en el modelado de sistemas, la cual ha tenido gran aceptación en la 
comunidad científica y ha logrado evolucionar de tal manera que cada dos años se presenta la 
Conferencia Internacional en Modelado y Simulación en Bond Graph (ICBGM). 

Por otro lado, actualmente existe un incremento en el uso de controladores automáticos 
para mejorar el comportamiento de los sistemas dinámicos de control [19], gracias en parte a 
la revolución en la electrónica que ha propiciado el uso de controladores numéricos inteligentes 
aplicados a todo tipo de sistemas de ingeniería [50]. Además, con la aparición del trabajo 
multidisciplinario el desarrollo de sistemas autómaticos recibió un gran ímpetu, dado que los 
sistemas típicamente son una mezcla de sistemas eléctricos, hidráulicos, neumáticos y mecánicos. 

El incremento en el uso de controladores pone de manifiesto la fuerte relación que existe 
entre el modelado y control de sistemas. La Teoría de Bond Graph se ha aplicado al control 
de sistemas en el dominio físico [3, 22, 57]. Las principales ventajas de estas propuestas son 
desarrollar el modelo y el controlador en el dominio físico, garantizar que el controlador sea real-
izable y encontrar importantes características como causalidad, controlabilidad, observabilidad 
, pasividad y estabilidad . Esto se logra gracias a que el modelo de Bond Graph y las técnicas 
de análisis preservan información y características del sistema físico utilizando una cantidad 



mínima símbolos [29]. 

Actualmente se han desarrollado importantes trabajos basados en Bond Graph, por 
ejemplo, en Análisis de Sistemas Lineales [5, 18, 29], en Perturbaciones Singulares [6, 30], en 
Diseño de Observadores [7, 8, 22], Reducción de Modelos [73], en Aplicación del Segundo Método 
de Lyapunov [67] y Desacoplamíento entrada/salida [29]. 

En la siguiente sección se presenta la motivación para desarrollar este trabajo de tesis 
y contribuciones de la misma. 

1.2 Motivación y Contribución de esta Tesis 

La motivación para el desarrollo de este trabajo de tesis se presenta a continuación. 
Así mismo, se presentan las contribuciones de la tesis. 

1.2.1 Motivación para Desarrollar esta Tesis. 

La búsqueda de herramientas nuevas y útiles para el modelado y control de sistemas 
físicos es la principal motivación de este trabajo de investigación. 

Así, se presenta este trabajo de tesis, con la finalidad de aportar algunas herramientas 
de control utilizando la Teoría de Bond Graph y el apoyo de Teoría de Grafos para despertar el 
interés en esta área de investigación en México. 

1.2.2 Contribuciones de esta Tesis 

La contribución principal de esta tesis es Presentar Herramientas Gráficas para Análisis 
de Sistemas Físicos Lineales Invariantes (LTI) Multi-Entrada Multi-Salida (MIMO), basadas en 
la Teoría de Bond Graph y la Teoría de Grafos [69]. 

En el diagrama a bloques de la figura 1.1, se muestran los diferentes estudios realizados 
en esta tesis, partiendo de un sistema físico LTI MIMO. A continuación se dan los principales 
alcances de este trabajo de investigación basados en la figura 1.1: 

• Obtención de una realización en espacio de estado del sistema utilizando la interconexión 
de los elementos dados en el grafo correspondiente al sistema. 

• Determinación de las condiciones de estabilidad a partir de los grafos propuestos. 

• Obtención de un control por retroalimentación de estados estimados utilizando Bond 
Graph. 



• Obtención de los valores en estado estacionario. 

• Obtención del error en estado estacionario retroalimentando la salida por medio de un 
control proporcional. 

• Para una clase de sistemas no lineales modelado en Bond Graph se presenta un proced-
imiento de linealización en Bond Graph. Los resultados encontrados en esta tesis pueden 
aplicarse al sistema linealizado. 

Sistema F i s e 
ITI M I M O 

Boni Graph 
del Sistema 

Estructura — f r - ondio 
de Unión 

Realización 
del Sistema 

Pol inomio 
Característico 

Grafo de Condiciones de 
Estabilidad Estabilidad 

A j B o n d Graph 
del Sistema y 

"" Observador 
Retroalmientación 
de Estado Estimado 

Realización del 
Sistema y 
Observador 

B o n d Graph en 
Causalidad Derivativa 

Valores en Estado 
Estacionario 

B o n d Graph retroalimentando la Salida 
con un Control Proporcional 

Error en Estado Estacionario 
en Lazo C e n a d o 

Linealización por 
B o n d Graph 

Figuia 1.1 Diagrama a bloques de \a estructura de la tesis. 

Los resultados presentados en esta tesis se obtuvieron con la finalidad de presentar her-
ramientas gráficas para encontrar una realización de estado, condiciones de estabilidad, retroali-
mentación de estado estimado y valores y error en estado estacionario de un sistema LTI MIMO 
modelado en Bond Graph. 

Las estructuras propuestas y grafos propuestos están basados en la Estructura de Unión 
[5] de un Bond Graph y del grafo de Coates [69] de la Teoría de Grafos. Los resultados gráficos 
de la figura 1.1 son directos en el sentido de que no requieren las técnicas algebráicas de sistemas 
lineales. Así mismo, las ventajas principales de estos resultados son: se trabaja en un sólo marco 
de referencia (Bond Graph) mediante el cual se puede representar sistemas de diferentes tipos 
de energía (eléctrico, mecánico, hidráulico, térmico y magnético) [18], la inversión algebráica 
de la matriz Ap se puede evitar al obtener el Bond Graph en causalidad derivativa del sistema 
[6, 30]. Las propiedades estructurales de un sistema se preservan en el modelado en Bond Graph 
[29]. Además, al obtener un control en un modelo representado en Bond Graph garantiza que 



sea realizable [57]. Las variables de estado controlables u observables pueden ser determinadas 
utilizando trayectorias causales en un Bond Graph [29] y estas trayectorias se utilizan para 
linealizar una clase de sistemas no lineales. 

En la siguiente sección, se presenta el objetivo general de la tesis, incluyendo los obje-
tivos específicos. 

1.3 Objetivo de la Tesis 

Obtener herramientas y metodologías gráficas para el análisis y síntesis, de sistemas 
LTI MIMO en el dominio físico. 

1.3.1 Metas 

Las metas del presente trabajo de investigación son: 

• Obtención gráfica de una realización en espacio de estado para un sistema LTI MIMO 
modelado en Bond Graph, utilizando grafos. 

• Determinación de las condiciones de estabilidad mediante grafos para un sistema LTI 
MIMO modelado en Bond Graph 

• Diseño de un control por retroalimentación de estado estimado para un sistema LTI MIMO 
en el dominio físico. 

• Obtención de los valores de estado estacionario de un sistema LTI MIMO modelado en el 
dominio físico. 

• Obtención de modelos simplificados en el dominio físico de una máquina síncrona. 

• Obtención de las constantes de tiempo de una máquina síncrona modelada en el dominio 
físico. 

• Linealización de una clase de sistemas no lineales en el dominio físico y su aplicación a la 
máquina síncrona. 

1.4 Organización de la Tesis 

El presente trabajo de investigación de tesis consta de 9 capítulos y está organizado de 
la siguiente manera: 



• En el Capitulo 2 , se introduce el modelado en el dominio físico, se estudia la representción 
de cada uno de sus elementos en Bond graph, la causalidad, se da un procedimiento general 
para el modelado de sistemas físicos y se describe la estructura de unión para determinar 
el modelado matemático en espacio de estado del sistema. 

• El Capítulo 3 presenta una representación de un sistema físico en una grafo lineal a partir de 
su modelo en Bond Graph; con este grafo lineal se proponen procedimientos para obtener 
la realización (Ap, Bp, Cp, DP) del sistema. 

• El Capítulo 4 presenta un procedimiento para determinar las condiciones de estabilidad 
de un sistema modelado en Bond Graph. 

• El Capítulo 5 presenta un control por retroalimentación de estado estimado de un sistema 
físico utilizando Bond Graph. 

• El Capítulo 6 presenta la obtención de los valores de estado estacionario utilizando Bond 
Graph de un sistema en lazo abierto y de un sistema con retroalimentación proporcional 
de la salida. 

• En el Capítulo 7, se presenta un esquema y un procedimiento para linealizar una clase de 
sistemas no lineales utilizando Bond Graph. 

• En el Capítulo 8 se estudia un modelo de una máquina síncrona en Bond Graph, se 
proponen algunos modelos reducidos y se da un procedimiento para obtener las constantes 
de tiempo de una máquina síncrona. 

• En el Capítulo 9 se aplican los resultados y procedimientos de los capítulos 2 al 7 a la 
máquina síncrona. 

• En el capítulo 10 se presentan las conclusiones generales de la tesis y los trabajos futuros. 

En la siguiente sección, se presentan los problemas a resolver en esta tesis y las condi-
ciones que se deben satisfacer para que un sistema LTI MIMO, modelado en Bond Graph pueda 
ser utilizado en este trabajo. 

1.5 Planteamiento del Problema 

En esta tesis se presentan un conjunto de herramientas, estructuras y procedimientos 
para control de sistemas LTI MIMO en el dominio físico, basadas en la Estructura de Unión. 
Los problemas resueltos son: 



• Control por retroalimentación de estado estimado. 

• Valor de estado estacionario. 

• Linealización de una clase de sistemas nolineales. 

Los problemas resueltos con el apoyo de Teoría de Gráfos son: 

• Obtención de las matrices Bp, Cp, Dp de la realización del sistema. 

• Estabilidad del sistema en el sentido de Hurwitz. 

Para ilustrar su aplicación estas herramientas son usadas al sistema de una máquina 
síncrona, incluyendo los siguientes resultados de la máquina síncrona modelada en Bond Graph: 

• Modelos simplificados: sin devanados de amortiguamiento, a velocidad constante y ambas 
reducciones. 

• Determinación de las Constantes de tiempo. 

En el presente trabajo el sistema x (í) = Apx (t) + Bpu (t); y (t) = Cpx (t) + Dvu (t) 

modelado en Bond Graph satisface lo siguiente: 

• HL- Las relaciones constitutivas de los elementos que forman los campos de almacenamien-
to F y disipación L son LTI. 

• H2.- Las propiedades P1 y P2 de paxa la matriz de Estructura de Unión S se cumplen (ver 
sección 2.6.2) . 

• H3.- La asignación de causalidad integral en el Bond Graph es causalmente correcta (ver 
sección 2.4.5) equivalentemente no existen conflictos de causalidad [5]. 

Además, para los capítulos 4, 6 y 7 se satisface: 

• H4.- En un Bond Graph con una causalidad integral asignada, no existen elementos alma-
cenadores de energía en causalidad derivativa, que implica E = / (ver sección 2.6.2). 

En el siguiente capítulo, se dan los elementos básicos de modelado utilizando Bond 
Graph. 



Capítulo 2 

Antecedentes 

2.1 Introducción 

El primer paso en el análisis de un sistema dinámico, es obtener su modelo. Los 
modelos pueden tomar muchas formas distintas, según el sistema particular de que se trate y las 
circunstancias. Los modelos son normalmente construidos para resolver un problema propuesto. 

En particular el modelado en Bond Graph representa un enfoque unificado para el 
modelado y manipulación de sistemas dinámicos de ingeniería [55] que permite obtener sus 
ecuaciones de estado y conocer sus propiedades de observabilidad, control abilidad y dependencia 
lineal de sus elementos [5], basado en una representación gráfica y la generalización de los 
conceptos de variable de flujo y esfuerzo. 

Este capítulo está organizado de la siguiente manera: En primer lugar se da una breve 
descripción del modelado en Bond Graph, de sus fundamentos y los componentes que lo forman 
para construir un modelo en el dominio físico. Después se describe un procedimiento para el 
modelado de sistemas en Bond Graph el cual se ilustra a ejemplos de un sistema eléctrico, de un 
sistema mecánico y de un sistema hidráulico. Posteriormente se estudia una metodología para 
obtener el modelo matemático de un sistema en Bond Graph utilizando su estructura de unión 
y finalmente se plantean los problemas a resolver en este trabajo de investigación. 

2.2 Modelado [18, 19, 31] 

Los Modelos son simplificaciones de la realidad. Existen varios tipos de modelos y su 
forma depende de su aplicación, por ejemplo. Modelos físicos son frecuentemente usados en 
ingeniería cuando no es práctico usar sistemas reales. Una idea central que envuelve el estudio 



de la dinámica de un sistema real es la de su modelo. Modelos son construcciones simplificadas 
y abstractas utilizadas para estudiar y determinar el comportamiento de sistemas. 

Cuando la representación de la dinámica de un sistema se expresa en términos de 
operadores y variables se tiene otro tipo de modelo llamado modelo matemático. Este tipo 
de modelo es más abstracto que el modelo físico y tiene fuertes similitudes con el mismo. El 
modelo matemático representa solamente propiedades esenciales o primordiales de un fenómeno 
de interés. 

A causa de que un modelo es una simplificación de la realidad, hay una gran cantidad 
de trabajo en la construcción de modelos. Un modelo excesivamente complejo y detallado 
puede contener párametros "imposibles" de estimar y / o muy difíciles de analizar. Un modelo 
excesivamente simplificado no es capaz de exhibir características importantes. 

En la siguiente sección, se da la definición de Bond Graph y una breve reseña histórica 
del modelado en Bond Graph. 

2.3 ¿Qué es un Bond Graph? 

La herramienta de Bond Graph definida por Paynter (1961) [56], formalizada por 
Karnopp (1983) [18], Rosenberg (1990) [19], Thoma (1991) [58] y Breedveld (1984) [59], es-
tá situada entre el sistema físico y los modelos matemáticos asociados. Debe ser señalado que 
esta técnica no tiene la pretention de ser universal. Sin embargo, ha mostrado su eficiencia en 
gran número de aplicaciones, para el diseño de sistemas, simulación y determinación de las leyes 
de control, y de esta manera puede ser ubicada entre los métodos necesarios para la construcción 
de modelos [24]. 

Un Bond Graph es una representación gráfica de un sistema dinámico donde una colec-
ción de componentes interactúan unos con otros a través de puertos de energía. Estos compo-
nentes colocados en el sistema describe cómo fluye la potencia a través del sistema [55]. 

Bond Graph es un enfoque general que permite construir modelos de sistemas eléctri-
cos, magnéticos, mecánicos, hidráulicos, neumáticos y térmicos utilizando sólamente un pequeño 
conjunto de elementos ideales. Técnicas estándares expresan los modelos en ecuaciones diferen-
ciales o en esquemas de simulación por computadora. 

A continuación, se definen los elementos básicos que componen a un modelo represen-
tado en Bond Graph. 



2.4 Componentes Básicos de un Bond Graph [18, 31, 55] 

El componente fundamental de un Bond Graph es el bond de energía utilizado para 
acoplar los puertos de energía de los componentes del sistema. 

El bond es representado por una semiflecha indicando en la dirección de ésta cómo 
fluye la energía entre los puertos al cual está conectado, como se muestra en la figura 2.1. 

Para modelar un sistema, es necesario dividir un sistema en partes más pequeñas que 
puedan ser modeladas y estudiadas experimentalmente, y después ensamblarlas al modelo del 
sistema. Así, las partes principales de un sistema son llamadas subsistemas y las partes no 
reducibles son llamadas componentes y básicamente, un subsistema es una parte de un sistema 
que es modelado como un sistema en sí mismo, donde un componente es modelado como una 
entidad. 

Los lugares en los cuales los subsistemas pueden ser interconectados, son lugares en 
los cuales la energía puede fluir, tales lugares son llamados puertos. Los sistemas con un puerto 
sencillo es denotado puerto-1, un sistema con dos puertos es llamado puerto-2. Los sistemas 
multipuertos son denotados por puertos-n, donde n es el número de puertos. 

Las variables que describen la unión de dos multipuertos que son conectados son lla-
madas variables de potencia a causa de que el producto de las variables consideradas como 
funciones del tiempo es la potencia instantánea fluyendo entre los dos multipuertos. 

Dado que existen interacciones de potencia cuando dos puertos son conectados, es útil 
clasificar la variedad de variables de potencia en un esquema universal y describir todos los tipos 
de multipuerto en un lenguaje común. Las variables de potencia son llamadas esfuerzo e (í) y 
flujo / (£)• Estas variables son llamadas variables de bond generalizadas debido a que pueden 
ser utilizadas en todos los dominios de energía. En la figura 2.1 se muestra la representación de 
un bond con las variables de potencia asociadas. 

e(t) 
W) 7 

Figura 2.1 Bond con sus variables de potencia. 

Ejemplos de estos pares de variables son voltaje y corriente para un sistema eléctrico, 
y fuerza y velocidad para un sistema mecánico. La relación de ambas variables está dada por: 

P(t)±e(t)f(t) (2.1) 

En sistemas que almacenan energía es necesario definir variables que representen el es-



tado del sistema llamadas variables de energía denominadas momento p(t) o esfuerzo acumulado 

ea(t) y desplazamiento q(t) o flujo acumulado / Q ( í ) , están dadas por: 

p(f) = ea(t)± ^ e(r)dr (2.2) 

q(t) = / a ( É ) 4 y ' / f r ^ r (2.3) 

La tabla 2.1 muestra las variables generalizadas para sistemas eléctricos y sistemas 
mecánicos traslacionales y la tabla 2.2 para sistemas mecánicos rotacionales y de sistemas 
hidráulicos, utilizadas en el modelado mediante Bond Graph. 

Variables General Eléctrico Mecánico 
Traslacional 

Esfuerzo e(t) v(t) 
Voltaje 

F(t) 
Fuerza 

Flujo m 
i (i) 
Corriente 

V(t) 
Velocidad 

Momento p(t) = Je (t) dt 
A (i) 
Enlace de 
Flujo 

PR® 
Momento 
Rotacional 

Desplazamiento II ? (*) 
Carga 

x(t) 
Distancia 

Potencia P(t)=e(t)f(t) v(t)i(t) F(t)V(t) 

Energía E(j>) = ff(p)dp 
E(q) = J e(q)dq 

Ji(\)dX 
f edq 

JV(PR)dPR 

f F (x) dx 

Tabla 2.1 Variables generalizadas de sistemas eléctricos y sistemas mecánicos traslacionales. 

Variables Mecánico Rotacional Hidráulico 

Esfuerzo r(t) 
Par 

Pe (í) 
Presión 

Flujo w(É) 
Velocidad ángular 

(i) 
Caudal 

Momento 
H{t) 
Momento ángular 

Pp{t) 
Integral de presión 

Desplazamiento 0(t) 
Angulo 

V{t) 
Volumen 

Potencia r (É )w( í ) ^ ( t ) y ( i ) 

Energía fu>(H) dH 
fr(0) dB 

!Q(Pp)dPP 

JPe(V)dV 

Tabla 2.2 Variables generalizadas de sistemas mecánicos rotacionales y de sistemas hidráulicos. 

2 .4 .1 Puertos -1 Pasivos 

Consideramos elementos ideales, los cuales representan disipación de potencia y dos for-
mas de almacenamiento de energía; llamamos a éstos elementos pasivos. Se denominan Puertos-1 



Pasivos a aquellos elementos que intercambian potencia en un puerto o elemento sencillo pasivo. 
Las tablas 2.3, 2.4 y 2.5 muestran los elementos de disipación R, de almacenamiento de flujo 
C y de alamcenamiento de esfuerzo I, para sistemas eléctricos, sistemas mecánicos y sistemas 
hidráulicos. 

Relación Eléctrico Mecánico Hidráulico 
Lineal v (í) = Ri (t) F (t) = bV (í) APr(t)=RQ(t) 
No-Lineal v — Íp{í) F = <p(V) A P = fp(Q) 

Tabla 2.3 Elemeatoü 

Relación Eléctrico Mecánico Hidráulico 
Lineal v (t) = £ / idt F(t) = k J Vdt pr (t) = C f AQdt 
No-Lineal v (t) = tp(q) F(t) = ip(x) Pr (t) = <p(V) 

Tabla 2.4 Elemento-C. 

Relación Eléctrico Mecánico Hidráulico 
Lineal i (t) = j- f vdt V(t) = ±jFdt Q{t) = IjAPrdt 
No-Lineal i{t) = <p( X) V(t)=<p(P) Q(t)=v(Pp) 

Tabla 2.5 Elemento-i". 

En la figura 2.2, se muestra el esquema mnemònico llamado tetahedro de estado, en el 
cual se observa como se relacionan las variables generalizadas por tres puertos-1 pasivos R, C y 

Figura 2.2 Tetahedro de estado. 

2 .4 .2 Puertos -1 Activos o Fuentes 

Los elementos que introducen energía al sistema son llamados fuentes. Existen dos tipos 
de fuentes, fuente de esfuerzo (voltaje, fuerza o presión) y fuente de flujo (corriente, velocidad 
o caudal) denotadas MSe y MSf respectivamente, cuya representación se muestra en la figura 
2.3, en donde una fuente es un elemento activo sencillo llamado Puerto-1 Activo. 



MSe j MSf| 7 

Figura 2.3 Puertos-1 activos. 

2.4 .3 Los Elementos Ideales de Puerto-2 

Consideramos ahora dos elementos ideales puerto-2, llamados transformador (TF) y 
girador (GY), que son sistemas lineales que cambian la relación entre las variables de flujo y 
esfuerzo. Caracterizándose por tener dos puertos, y una relación lineal entre esfuerzos y flujos. 

Los bonds que representan a un transformador TF y a un girador, GY se muestran en 
la figura 2.4, donde n y r son los módulos del transformador y del girador, respectivamente 

Figura 2.4 Bond Graph de un transformador y de un girador. 

Las relaciones de las variables de bond generalizadas para el transformador, TF, están 
dadas por: 

e i ( t ) - ne2(t) (2.4) 

f i ( t ) - ¿ / a (t) (2.5) 

y para el girador, GY, son: 

ei{t) = rf2(t) (2.6) 

M í ) = ~e2{t) (2.7) 

Estos elementos juegan un papel muy importante para el modelado de la conversión 
de potencia de un dominio físico a otro. 

2 . 4 . 4 Los Elementos de Unión, Puertos-3 

Estos puertos-3 son llamados uniones dado que ellos sirven para interconectar tres o 
más puertos de energía dentro de un subsistema. Estos puertos-3 representan una de las ideas 
fundamentales del formalismo de Bond Graph, representan en forma de multipuerto los dos tipos 
de conexiones en serie y en paralelo. 

Considerar la unión de flujo, unión-0 o unión de esfuerzo común para la conexión en 
paralelo. En la figura 2.5 se muestra la representación de esta unión. 
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Figura 2.5 Unión-O. 

Las relaciones de interconexión que describen una unión de flujo están dadas por: 

e i ( t ) = e 2 ( í ) = e3 ( í ) (2.8) 

/ l ( í ) + / 2 ( í ) + /3(i) = 0 (2.9) 

Estas ecuaciones especifican que en una unión-0, los esfuerzos en todos los bonds son 

siempre iguales y la suma algebráica de los flujos es cero. 

El otro elemento de puerto-3, es la unión de esfuerzo, unión-1 o de flujo común para 
la conexión en serie, su representación se muestra en la figura 2.6. 

f3(t) 

7 e 2 © 

e3(0 

ei(t) . 

f3(t) 

e2(t) 

Figura 2.6 Unión-1. 

Las relaciones de interconexión para este elemento son: 

/ i ( í ) = /2(É) = /a( i ) (2.10) 

ei ( í ) + e 2 ( í ) + e 3 ( í ) = 0 (2.11) 

Observese a diferencia de la unión de flujo, la unión de esfuerzo tiene un flujo común 

en los bonds que inciden en la unión y la suma de las variables de esfuerzo en los bonds es cero. 

Los puertos de conexión de esfuerzo y flujo pueden extenderse a puertos de 3 o más 
puertos. 

2.4 .5 Causalidad para los Multipuertos Básicos 

Para organizar las leyes constitutivas de componentes en conjuntos de ecuaciones difer-
enciales necesitamos definirrealciones de causa y efecto. Las relaciones de causa-efecto para 
esfuerzos y flujos son representadas en direcciones opuestas. Una marca en un bond, llamada 
trazo causal, indica como e (t) y / (í) simultáneamente son determinados causalmente en un 
bond. Cuatro ejemplos de causalidad se muestran en la figura 2.7. 



e(t) e(f) e(t) e(t) 
A — ^ E r r l B A h = í ^ B A k ^ ^ - B l B 

f(t) f(t) f(t) f(t) 

Figura 2.7 Causalidad para un bond. 

El trazo causal indica un sentido de entrada-salida para e (t) y f (t) en cada puerto de 
los dos componentes juntos. El esfuerzo entra en un bond en el mismo sentido del trazo causal. 

Las reglas que se presentan en la Tabla 2.6 se deben cunplir. 

Causalidad Necesaria MS e 1 MSfl 

1TF 1 

1 GYl 
1 TFl 

1 GY 1 

Causalidad Restrictiva T 
10 1 h -— 0 1 

T 
1 0 ! 

1 
1 1 -

T 
—111 

1 
I l 1 

Causalidad Integral II 1 — C 

Causalidad Derivativa 1 1 IC 

Causalidad Arbitraria IR 1 R 

Tabla 2.6 Consideraciones causales para ios multipuertos básicos. 

Consideremos dos ejemplos para explicar la importancia de la causalidad. Un modelo 
para la unión-0 sin causalidad se muestra en la figura 2.8. 

I\ 
f2(t) 

*3(t) 

e2(t) 
el(t) 

" W 7 u 

Figura 2.8 Ejemplo de unión-0 sin causal-
idad. 

De la figura 2.8, obtenemos: 

ei (t) = e2(t)=e3(t) (2.12) 

/ i ( t ) - / 2 ( í ) - / 3 ( É ) = 0 (2.13) 

Ahora, con el trazo causal, como se muestra en la figura 2.9, significa que ej (t), entra 
en la unión y €2 (t) y e3 (£) son salidas de la unión, efectos de e\ (t), así fi (t) está en el sentido 
opuesto y va fuera de la unión, es una salida, y / z y h son entradas a la unión. 



e 2 ( t ) 

ei(t) 

f 2(t) 

e3(t) 

f l © 71 f 3 ( t ) 

Figura 2.9 Ejemplo de uiiión-0 con causalidad. 

Esto se representa con las ecuaciones de interconexión: 

e 2 ( t ) = ei (i) (2.14) 

e 3 ( í ) - ei (í) (2.15) 

/i(í) - f2(t)+h(t) (2.16) 

en una forma bien adaptada para el cálculo numérico. 

Considere ahora al elemento-C. La relación constitutiva es de f (t) a e (t) y almacena 
flujo, es decir, relaciona e (t) a una variable de flujo acumulada q(t) = f f(t)dt. Esto es, si 
f (t) es la entrada a un elemento-C como se muestra en la figura 2.10, se integra primero para 
encontrar q (í) y entonces e (í) es una salida relacionada a q (¿), a esta causalidad en un elemento 
de almacenamiento se le llama causalidad integral, debido a que la integral de la entrada / (i) 
se relaciona con la salida e (£), esto es, 

Jf(t)dt (2.17) 

C 

f ( t ) = q ( t ) 

Figura 2.10 Elemento-C en causalidad integral. 

Invirtiendo la causalidad, mostrada en la figura 2.10, se obtiene la misma relación (2.17) 
pero escrita con derivadas: 

(2-18) 

a esta causalidad se le llama causalidad derivativa de un elemento de almacenamiento. 

e( t ) 
c 

f ( t ) 

Figura 2.11 Elemento-C en causalidad derivativa. 



En la tabla 2.7 se muestran los Puertos 1 con la causalidad correspondiente a cada 
elemento considerado. 

Elemento Forma Causal Relación Causal 
Fuente de Esfuerzo MSe i e(t) = E(t) 
Fuente de Flujo MSf| 7 11 ti

 

Resistencia 1 7R e(t) = 4>R[f(t)] 
Resistencia 

¿R f[t)= 4.-¿[e(t» 

Capacitancia 1 7C e(t)=<fc[jW] Capacitancia 
¿c fft)=¿[®ce©l 

Inductancia — ¿ I fi:t) = 4>i'[jW)±] Inductancia 
1—71 «Kt)-^^! f©] 

Tabla 2.7 Formas Causales para Puertos 1. 

Para poder obtener las ecuaciones diferenciales cumpliendo con las reglas de causalidad 
de la Tabla 2.6, el siguiente procedimiento debe ser seguido en orden estricto. 

Procedimiento 2.1 Asignación de Causalidad en un multipuerto 

1. Considerar cualquier MSe o MSf y asignar su causalidad requerida e inmediatamente 
extender las implicaciones causales, usando las restricciones de 0,1, TF, y CY. (Ver Tabla 
2.6) 

2. Asignar causalidad integral a los elementos C e / respetando las restricciones de la Tabla 
2 . 6 . 

3. Escoger cualquier R que no este asignado y dar una causalidad arbitraria a R. Extender 
las implicaciones usando 0, 1, TF y GY. (Ver Tabla 2.6) 

Se dice que un Bond Graph es Causalmente Correcto, cuando no existe conflicto de 
causalidad entre los elementos y las uniones. 

En particular debe observarse que la causalidad derivativa de un elemento almacenador 
de energía proporciona propiedades importantes que se explican en la siguiente sección. 

2 .4 .6 L a Causalidad Derivativa en un B o n d Graph. 

La causalidad derivativa se presenta cuando un sistema contiene elementos de almace-
namiento de energía que no son dinámicamente independientes, en un asignación de causalidad 
integral predefinida. Esto se presenta por ejemplo, cuando en un sistema eléctrico, se encuentran 
dos capacitores en paralelo como se ilustra en la figura 2.12. 
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Figura 2.12 Ejemplo de un circuito eléctrico en causalidad derivativa. 

Se tienen dos posibles esquemas de Bond Graph dependiendo si C\ se le asigna una 
causalidad integral entonces Ci tendrá una causalidad derivativa o viceversa, ambos esquemas 
se muestran en la figura 2.13. 
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Figura 2.13 Bond Graph en causalidad derivativa de la figura 2.12. 

El número de elementos que almacenan energía en causalidad integral es el número de 
ecuaciones diferenciales linealmente independientes y el número de elementos almacenadores en 
causalidad derivativa es el número de ecuaciones diferenciales linealmente dependientes [29]. 

2 .4 .7 B o n d Act ivo 

Un bond normal tiene dos señales, esfuerzo e (t) y flujo f (t). A diferencia, un bond 

activo comunica una de las dos señales posibles en una sóla dirección [19]. 

Un bond activo se representa por una flecha completa, como se muestra en la figura 
2.14, indicando un flujo de señal de potencia cero [18]. 

A - > B 
Figura 2.14 Bond activo. 

Un bond activo se utiliza como una señal en un diagrama a bloques, la cual conecta 
un bloque a otro sin consumir energía [19] como se ilustra en la figura 2.15. 
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Figura 2.15 Bond Graph con un bond activo. 

El bond activo que entra a MSe indica que E (t) es modulada por eo ( í ) , así, E (t) = 

Ge0 ( í ) , donde G es la ganancia de voltaje. 

El bond activo viene de unaunión-O, el voltaje eo (í) es el mismo que ei, ei y e^. Además, 
el bond activo tiene potencia cero debido a que se considera que la corriente correspondiente a 
eo (t) es despreciable. La suma de corrientes en la unión-0, se debe únicamente a ¿i, ¿2 e ¿3. 

Los componentes básicos para el modelado de sistemas físicos han sido estudiados 
en esta sección, así, a continuación se proporciona-un procedimiento para modelar sistemas 
eléctricos, mecánicos e hidráulicos, el cuál se puede extender a otro tipo de sistemas físicos. 

2.5 Procedimiento para el Modelado de Sistemas [58] 

En esta sección, se explica como representar sistemas eléctricos, mecánicos e hidráulicos 
en Bond Graph utilizando un procedimiento de modelado simple y directo. 

Procedimiento 2.2 [58] 

1. Dibujar una unión-0 para cada punto en el esquema donde las trayectorias paralelas coin-
cidan. 

2. Dibujar una unión-1 para cada componente en una trayectoria serie y conectar el compo-
nente apropiado de Bond Graph por un bond en esa unión. La dirección de la semiflecha 
en cada bond indica la dirección asumida del flujo de potencia, es decir, a partir de fuentes 
y hacia elementos almacenadores y elementos disipadores. 

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, nuevamente indicando la dirección de flujo de 
potencia. 

4. Remover la unión-0 que representa el punto de referencia y remover todos los bonds conec-
tados a esta unión. 

5. Simplificar la gráfica de acuerdo a las siguientes reglas: 



1 7 0 

A continuación, el Procedimiento 2.2 se aplica al modelado de sistemas eléctricos, 
mecánicos e hidráulicos. 

2.5.1 Sistemas Eléctricos 

El Procedimiento 2.2, es un procedimiento general para obtener el Bond Graph de un 
sistema. En el caso de sistemas eléctricos, se realizan las siguientes observaciones: 

• En el paso 1, a cada voltaje distinto en el circuito le corresponde una unión-0. 

• En el paso 4, el punto de referencia es el nodo de tierra, el cual tiene un voltaje de cero. 

A continuación, se ilustra el procedimiento anterior con un ejemplo de un circuito 
eléctrico, mostrado en la figura 2.16. 

Figura 2.16 Ejemplo de un circuito eléctrico. 

Los pasos 1, 2, 3 y 4 del Procedimiento 2.2 se ilustran en la figura 2.17. 
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Figura 2.17 Procedimiento para obtener el Bond Graph de un circuito eléctrico. 



Finalmente, reduciendo, es decir, utilizando el paso 5 del Procedimiento 2.2 y aplicando 
Ja asignación de causalidad del Procedimiento 2.1 se obtiene el Bond Graph mostrado en la figura 
2.18. 

R : ^ I:Ljk 01 7C:C 2 
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Figura 2.18 Bond Graph del ejemplo de un sistema eléctrico. 

2.5.2 Sistemas Mecánicos 

El procedimiento de modelado para traslación mecánica es similar al método de con-
strucción para redes eléctricas en muchos aspectos. Por lo tanto, el método de construcción está 

basado por el Procedimiento 2.2 realizándose los siguientes cambios: 

• En el paso 1, para cada velocidad distinta establecer una unión-1. 

• En el paso 2, insertar los elementos de generación de fuerza de puerto-1 entre el par 
apropiado de uniones-1 usando uniones-0. También, añadir inercias a sus respectivas 
uniones-1. 

• En el paso 4, el nodo particular de tierra es cualquier velocidad cero. 

Es importante señalar que gracias a la simetría entre las variables de flujo y de esfuerzo 
se tienen dos formas de asignar las variables generalizadas, a variables de un sistema mecánico 
las cuales son [55]: 

{Velocidad V (t) o u> ( t ) , es análoga al flujo / (t) 

Fuerza F(t) o r ( i ) , es análoga al esfuerzo e (£) 

{Velocidad V (í) o tu (t), es análoga al esfuerzo e (£) 
Fuerza F(t) o r (t), es análoga al flujo / (í) 



Históricamente, la analogía clásica precede a la analogía de mobilidad y es la que se ha 
adoptado en esta tesis, por ser gráficamente semejante a sus equivalentes eléctricos y por ser la 
más utilizada en la bibliografía de Bond Graph [18, 24, 29, 27, 55, 58]. 

A continuación, se aplica el Procedimiento 2.2 con los cambios descritos, para encontrar 
el Bond Graph mostrado en la figura 2.19 [55]. 

m 

Figura 2.19 Ejemplo de un Sistema mecánico. 

Aplicando ios pasos 1, 2, 3, 4 del Procedimiento 2.2, obtenemos la figura 2.20. 
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Figura 2.20 Procedimiento para encontrar el Bond Graph de un sistema mecánico. 

Reduciendo la gráfica de la figura 2.20, obtenemos el Bond Graph mostrado en la figura 
2.21, con la causalidad aplicada. 

MS, 11 z 0 t! TF — H 1 7ÍR:f 
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Figura 2.21 Bond Grapli de un sistema mecánico. 



2 .5 .3 Sistemas Hidráulicos. 

Sistemas hidráulicos están caracterizados por alta presión, baja velocidad de fluido y 
los modelos se basan en la hipótesis de que toda la potencia del fluido de interés es el producto 
de la presión por el del fluido [55]. 

los sistemas hidráulicos pueden ser tratados como circuitos, por lo que para obtener el Bond 
Graph correspondiente se tiene el Procedimiento 2.2 con los siguientes cambios: 

• En el paso 1, para cada presión distinta establecer una unión-0. 

• En el paso 2, insertar cada elemento entre el pares de uniones-0 apropiadas usando uniones-
1, añadir fuentes de presión y de flujo. 

• En el paso 4, definir todas las presiones relativas a una presión de referencia (usualmente 
la atmosférica), eliminar la unión-0 de referencia y sus bonds. 

En la figura 2.22 se muestra un sistema hidráulico, del cual se obtendrá su Bond Graph 

Cuando el flujo de vólumen es conservativo y el fluido es cercanamente incomprensible, 

correspondiente aplicando el Procedimiento 2.2. 

- J X c f 

a o t 
y«-

Figura 2.22 Ejemplo de un sistema hidráulico. 

Aplicando los pasos 1, 2, 3 y 4 del Procedimiento 2.2, obtenemos la figura 2.23. 
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Figura 2.23 Procedimiento para encontrar el Bond Graph de un sistema hidráulico. 

Reduciendo el Bond Graph de la figura 2.23 y aplicando el análisis de causalidad del 
Procedimiento 2.1, se obtiene el Bond Graph que se muestra en la figura 2.24. 

R:R f . C:C f I:L f 

MS, 'TF tÜI 7 0 t\ 1 v R ; L 

Figura 2.24 Bond Graph de un sistema hidráulico. 

A partir del modelado de Bond Graph de un sistema físico, se pueden conocer las 
relaciones entre los diferentes elementos que forman el sistema, para obtener de una manera 
sistemática el modelo matemático del mismo, lo cual se describe en la siguiente sección. 

2.6 Estructuras de Unión en Sistemas Multipuerto [5, 31] 

Considerar algunos tipos de sistemas grandes como campos interconectados, nos da una 
estructura dinámica y entonces la generación, manipulación y reducción de muchas ecuaciones 
es hecha sistemáticamente para una implementación exitosa [18]. 

2.6 .1 Vectores Clave o Vectores Significativos 

En un Bond Graph en forma convencional, todos los bonds pueden ser clasificados en 
bonds externos, que conectan a los elementos o puertos R, C, I, MSe y MSf, y en bonds internos 

que conectan a 0, 1, TF y GY. Así mismo, los bonds externos pueden ser clasificados de acuerdo 
a su forma de manifestación de energía. En la figura 2.25 se muestra el diagrama a bloques de 
la Estructura de Unión de un Bond Graph. 



Figura 2.25 Digrama a bloques de la Estructura de Unión de un Bond Graph. 

En la figura 2.25, las variables (MS e , MSf), {L, C) y (i?) denotan los campos de 

fuente, de almacenamiento y de disipación respectivamente, (D) el detector y (0, 1, TF, GY) 

la estructura de unión con transformadores, TF, giradores, GY, uniones-0 y uniones-1. 

Los vectores que representan al sistema llamados vectores clave están representados 
en la figura 2.25, donde u (t) e contiene las variables de potencia o los esfuerzos y flujos 
impuestos por los elementos de las fuentes en la Estructura de Unión. Los estados x (í) e 5ftn 

y x¿ (t) € 9ím están compuestos de variables de energía, momento generalizado p (t) en elemen-
t o s / y desplazamiento generalizado q(t) en elementos C en causalidad integral y derivativa 
respectivamente; 2 (í) G 3ín y Zd (0 € son variables de co-energía en causalidad integral y 
derivativa, respectivamente Din (t) e 0T y Dout (t) € 3ír son una mezcla de esfuerzos y flujos que 
muestran los intercambios energéticos entre el campo de disipación y la Estructura de Unión. 

2.6 .2 Relaciones de C a m p o y Ecuación de Estado. 

Las relaciones de campo no lineales de la figura 2.25 de almacenamiento y de disipación 
son: 

z(t) = $F{x) (2.19) 

zd{t) = $Fd{xd) (2.20) 

Amt(í ) - < M A n ) (2-21) 

donde: 

denota una función que relaciona cada zí con Xi para i = 1..., n. 

<f>Fd denota una función que relaciona cada z¿i con x¿i para i = 1, ...,m. 

<&¿ denota una función que relaciona cada D^ti con Dini para i = 1,..., M 24 

El comportamiento de un elemento específico está descrito por una ley física la cual es 



llamada como su relación constitutiva. Si las relaciones constitutivas son lineales tenemos: 

z{t) = Fx (t) (2.22) 

zd{t) = Fdxd(t) (2.23) 

D^tit) = LDin (t) (2.24) 

donde L, F y Fd son matrices reales de dimensión r x r , n x n y r o x r o , respectivamente. 

Las relaciones de la estructura de unión están dadas por: 

x(t) 

Din (t) 

y (i) 
= s 

z(t) 

Dout (£) 

u(t) 

Xd (í) 

zd{t) = - S f 4 z ( i ) 

donde la estructura de unión está formada por: 

(2.25) 

(2.26) 

Su S 1 2 5 i 3 Su 
s = S21 S22 S23 0 

Ss 1 S32 Szs 0 

(2.27) 

Los elementos de S toman valores dentro del conjunto {0, ± 1 , ± n, ± r } donde n y 

r son los módulos del transformador y girador. La matriz S está particionada de acuerdo a la 
dimensión de sus vectores clave. Las submatrices S¿j tienen las siguientes propiedades: 

• P l . - S n y S22 son matrices cuadradas antisimétricas. 

• P2.- 5i2 es la matriz transpuesta negativa de 521 y viceversa. 

Las propiedades P l y P2 están basadas en el principio de conservación de energía [19]. 

Un sistema LIT MEMS está representado en variables de estado por: 

x (t) = Apx (t) + Bpu (í) 

y(t) = Cpx (í) + Dpu (£) 

Relacionando (2.25) y (2.26) con (2.28) obtenemos: 

= E-1(S11 + S12MS2i)F 

Bp = E~l (5i3 + S12MS2S) 

Cp - (S31+S32MS21)F 

D p = 5 3 3 + 532MS23 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 



siendo 

E = I 4- S\aF¿1SJaF 

M = {I-LS2i)~lL 

(2.33) 

(2.34) 

Las expresiones (2.28) a (2.34) permiten la obtención directa del modelo de un sistema 
físico en variables de estado, utilizando la representación de Bond Graph. 

Es importante notar que un sistema representado en Bond Graph contiene relaciones 
causales que determinan propiedades estructurales, como controlabilidad u observabilidad, las 
cuales se dan en el Apéndice A. 

En el siguiente capítulo, se presenta la representación de un sistema físico en una 
gráfica lineal a partir de su Bond Graph, así mismo, se proponen procedimientos para obtener la 
representación en variables de estado del sistema basándose en su gráfica lineal y en propiedades 
de Teoría de Gráfos. 

2.7 Conclusiones 

En el presente capítulo, se estudiaron los elementos básicos para modelar un sistema 
físico en Bond Graph. 

Los procedimientos dados permiten obtener el Bond Graph para un sistema eléctrico, 
un sistema hidráulico o un sistema mecánico traslacional o rotacional. 

Así mismo, se estudiaron las diferentes variables, componentes y aplicación correcta de 
la causalidad a los elementos que forman el sistema para tener la Estructura de Unión en Bond 
Graph y obtener la representación en espacio de estado. 



Capítulo 3 

Obtención de la Realización LTI 
M I M O Utilizando un Grafo Lineal a 
partir de su Bond Graph 

3.1 Introducción 

El análisis de un sistema lineal se reduce a la solución de un sistema de ecuaciones 
lineales simultáneas. Como una alternativa a los métodos convencionales algebraicos de solu-
ción, es posible obtener una solución considerando las propiedades de ciertos grafos dirigidos 
asociados con el sistema, donde, las variables de las ecuaciones corresponden a los nodos del 
grafo, mientras que las relaciones entre ellas aparecen en la forma de conexión de las ramas 
dirigidas [69]. Especialmente problemas lineales, dado que en muchos casos los grafos dirigidos 
asociados pueden ser obtenidos directamente por inspección del sistema físico sin la necesidad 
de formular las ecuaciones asociadas [69]. Los grafos dirigidos ofrecen una estructura visual que 
permite obtener y compara las relaciones causales entre algunas variables [69]. 

La idea básica de asociar un grafo dirigido con un sistema de ecuaciones lineales fue 
introducida por Masón en 1953, y el grafo es llamado grafo de señal-finjo [69]. Una representación 
alternativa de las ecuaciones como un grafo dirigido, llamado un grafo de flujo, ha sido descrito 
por Coates en 1959 [69], 

Un sistema físico LTI MIMO formado por una diferentes tipos de energía, puede ser 
modelado gráficamente en Bond Graph. Alternativamente, en este capítulo se presenta un 
procedimiento para obtener un grafo lineal del sistema físico. Así mismo, se presentan proced-
imientos basados en la Teoría de gráfos para la obtención de las matrices Ap, Bp, Cp, y Dp de 



una representación en variables de estado del sistema modelado en Bond Graph. En el Apéndice 
C, sección C.l, se da un artículo publicado con los resultados presentados en éste capítulo [35]. 

La Teoría de gráfos lineales ha sido utilizada para encontrar la matriz Coates, su 
determinante y polinomio característico [69]. La aplicación más importante de Teoría de gráfos 
en la ciencia física, es su uso en la formulación y solución del problema de redes eléctricas 
planteado por Kirchoff en 1847 [69]. 

El presente capítulo está dividido principalmente en cuatro partes: inicialmente, se 
estudian un conjunto de definiciones y propiedades de los grafos lineales; después se presenta 
la representación en un grafo lineal de un sistema físico modelado en Bond Graph. La tercera 
parte de éste capítulo, consiste en proponer procedimientos para obtener la realización en espacio 
de estado a partir un grafo lineal del sistema; y posteriormente se aplican en dos ejemplos los 
resultados presentados. 

3.2 Antecedentes [69] 

A continuación se da una lista de definiciones de los grafos lineales útiles para entender 
el contenido de este trabajo. 

3.2.1 Conceptos Básicos de Grafos Abstractos 

Un Grafo Abstracto G {V,E), o simplemente un grafo G, consiste de un conjunto V de 
elementos llamados nodos junto con un conjunto E de pares no ordenados de la forma (i,j) o 
17> j i € V y j € V, llamados Ramas de G. Los nodos i y j son llamados los Puntos Finales de 

Se dice que la rama (¿, j) está conectada entre los nodos i y j, y que (i,j) es incidente 
con los nodos i y j. Usualmente, un grafo es representado equivalentemente por un diagrama, 
en el cual, los nodos son indicados por pequeños círculos o puntos. La rama (i,j) es una curva 
continua o una línea directa, si está en E. 

Se extiende el concepto de grafo permitiendo la conexión de un par de nodos por un 
conjunto de ramas distintas, indicadas por los símbolos (i,j)i, 3)2 1 •••Áhj)k> llamadas Ram.as 

Paralelas de G si k ^ 2. 

Se admiten ramas para las cuales sus puntos finales son idénticos, tal rama (i,i) es 
llamada Lazo-Propio. Si hay dos o más lazos-propios en un nodo de G, ellos también son 
designados como ramas paralelas de G. 



Un grafo G (V, E) se dice ser finito si ambos V y E son finitos. 

Un Subgrafo de un grafo G (V, E) es un grafo Gs (Vs, Es) en el cual Vs y Es son subcon-
juntos de V y E, respectivamente. Si Vs y Es es un subconjunto propio, el subgrafo es llamado 
un Subgrafo Propio de G. Si Vs — V, el subgrafo es denominado Subgrafo Completo de G- Si Vs 

ó Es es vacío, el subgrafo es llamado Grafo Nulo. 

Un nodo no incidente con cualquier rama es llamado un Nodo Aislado. 

Dos subgrafos son llamadas de Ramas Disjuntas si no tienen ramas en común y de 
Nodos Disjuntos si no tienen nodos en común. 

Un grafo es Etiquetado si sus nodos son etiquetados o sus ramas son etiquetadas. Un 
Grafo Pesado es un grafo en la cual a todas sus ramas les ha sido asignado un peso. 

Una Secuencia de Ramas de Longitud k — 1 en un grafo G es una secuencia finita de 
ramas en G de la forma: 

i h M ) ,(¿2>¿3) ,...,(«fc-i,¿fc) (3.1) 

k ^ 2 . 

La secuencia de ramas se dice ser Cerrada si i\ = y Abierta en cualquier otro caso. 
En una secuencia de ramas abierta, el nodo i, es llamada el Nodo Inicial y el nodo ik el Nodo 

Terminal. 

La secuencia de ramas (3.1) es conectada entre sus nodos inicial y terminal o entre los 
nodos ¿i e ¿t, si para k > 2, (¿®-i, ix) y (¿x,¿a;+i), 1 < x < k, son ramas sucesivas en la secuencia 
de rama. 

Si todas las ramas que aparecen en una secuencia de ramas son distintas, la secuencia 
de ramas es llamada Tren de Rama. Un tren de rama abierta, como el mostrado en la ecuación 
(3.1), en el cual todos los nodos ¿i,¿2, ••••,ik son distintos es llamado una Ruta o Trayectoria de 
longitud k — 1. Un nodo aislado es considerado una trayectoria de longitud cero. 

Un tren de ramas cerrado, como el mostrado en la ecuación (3.1), en el cual todos los 
nodos ¿i,¿2, ...,¿fc_i son distintos e i\ — es llamado un Circuito de longitud k — 1. Así, un 
lazo cerrado con un nodo es un circuito de longitud 1. 

Un grafo se dice ser un Grafo Conectado si cada par de sus nodos es conectado por 
una trayectoria. 

El Grado de un nodo i de un grafo, denotado por d (i) es el número de ramas incidentes 
es el nodo i. Así, un nodo aislado es un nodo de grado cero. 

Un grafo es Grafo Regular de grado k si d (i) = k para cada nodo i. 



Un grafo regular de grado 0 es un grafo que consiste de un conjunto de nodos aislados. 

En la siguiente sección, se introducen algunas de las operaciones válidas en la teoría de 
gráfos. 

3.2 .2 Operaciones en Grafos 

Operaciones definidas en grafos son útiles para expresar la estructura de un grafo en 
términos de un conjunto de grafos más pequeños o más simples. 

La Remoción de un Nodo i a partir de un grafo G es la operación que resulta en una 
subgrafo, que consiste de todos los nodos de G excepto i y todas las ramas que no inciden en i. 

Similarmente, la Remoción de una Rama ( i , j ) de G produce el subgrafo que contiene todos los 
nodos y ramas de G excepto la rama (i,j). 

Si G\ (Vi, .Ei) y (?2 (V2, E2) son dos subgrafos de un grafo G (V, E), entonces G\ U G2 

representa el subgrafo de G, llamado Grafo de Suma, consistente de un conjunto de nodo V\ U V2 

y un conjunto de rama E\ U E2. 

El Grafo Intersección G\ n G2 de los subgrafos G\ y G2 es el subgrafo de G con el 
conjunto de nodo V\ n V2 y el conjunto de rama E\ n E2. 

Sea Vs un subconjunto de un conjunto de nodo V de una subgrafo G. El Subgrafo 

Seccional definida por Vs y denotado por G [í^] de G, es el subgrafo cuyo conjunto de nodo es 
Vs y cuyo conjunto de rama consiste de todas las ramas de G conectando dos nodos de Vs. 

En otras palabras, G [Vs] es el subgrafo obtenido de G por la remoción de todos los 
nodos que no están en Vs. 

Un Grafo Planar es aquella cuyo diagrama puede ser dibujado en un plano tal que dos 
ramas no tienen otra intersección que no sea un nodo. 

Si existe un subgrafo no nulo propio Gs, en un grafo conectado G, tal que G¿¡ y su 
complemento tienen solamente un nodo i en común, entonces el nodo i es llamado Punto de 

Corte de G. 

Un Grafo No-Separable es un grafo no-nulo que no contiene puntos de corte. Todos los 
otros grafos no nulos son considerados como separables. 

Para un grafo conectado G, la Distancia entre dos nodos i y j de G, denotada por 
d ( i , j ) , está definida como la longitud de la trayectoria más corta que los conecta. 

Hasta el momento, se han considerado grafos formados por ramas que no tienen direc-
ción. En la siguiente sección se dan las definiciones de grafos dirigidos, que son más cercanas a 



la relación de un Bond Graph y un grafo lineal. 

3.2.3 Grafos Dirigidos 

En muchas aplicaciones, es necesario asociar con cada rama de un grafo una orientación 
o dirección. En algunas situaciones, la orientación de las ramas es una orientación "verdadera" 
en el sentido de que el sistema representado por el grafo exhibe algunas propiedades unilaterales. 
En otras situaciones, la orientación utilizada es una "pseudo"-orientación utilizada en lugar de 
un sistema de referencia elaborado. Por ejemplo, en la Teoría de redes eléctricas las ramas de un 
grafo son asignadas a orientaciones arbitrarias para representar las referencias de las corrientes 
de ramas y voltajes. 

Una Grafo Dirigido Abstracto G¿ (V-, E) o simplemente una Grafo Dirigido G¿, consiste 
de un conjunto V de elementos llamados nodos junto con un conjunto E de pares ordenados 
de la forma j), llamados las ramas dirigidas de G¿\ i es llamado Nodo Inicial y j el Nodo 

Terminal. 

En un grafo dirigido se permite tener varias ramas distintas con los mismos nodos 
iniciales y terminales. Ellas son llamadas Ramas Paralelas de G¿• Las ramas paralelas dirigidas 
del nodo i al nodo j son denotadas por los símbolos {i,j)i, (i,j)2 , j)k > ^ =• 2- También, se 
admiten ramas con los mismos puntos finales; los cuales son llamados Lazos Propios de G¿. 

Los términos subgrafo, grafo seccional, rango, nulidad, el complemento de una subgrafo 
y otras operaciones gráficas pueden ser definidos para los grafos dirigidos de manera similar que 
para los grafos no dirigidos. Esto es posible debido a que para todo grafo dirigido G¿, existe un 
Grafo no Dirigido Asociado Gu cuyos conjuntos de nodo y de rama son los mismos que en G¿, 

excepto que las direcciones de las ramas de G¿ son removidas. 

Para un grafo dirigido G¿, una Secuencia de Rama-Dirigida de longitud k — l en G¿ es 
una secuencia de rama en la cual las ramas a lo largo de la secuencia de rama son de la forma: 

(ñ ,¿2) , (¿2,¿3) >•••, (¿jt_i,«fc), k > 2 (3.2) 

La secuencia de rama dirigida se dice ser cerrada si i\ = ¿fe, y abierta en cualquier otro caso. En 
una secuencia de rama-dirigida abierta, i i , es llamado su nodo inicial e ik el nodo terminal. 

Un tren de rama-dirigida, dado por la ecuación (3-2) en el cual todos los nodos 
¿i,¿2, ¿fc son distintos es llamado una Trayectoria o Ruta Dirigida de longitud k—l. 

Un tren de rama dirigido cerrado como el dado en (3.2) en el cual todos los nodos 
i\Í2-, ••••.i-k-i son distintos e i\ = i^, es llamado un Circuito Dirigido de longitud k — l. 

Para un grafo dirigido G¿ el número d+ (i) de ramas de G¿ teniendo como nodo inicial 



a i es llamado el Grado de Salida del nodo i en G<¿, y el número d (i) de ramas de G¿ teniendo 
como nodo terminal a i es llamado Grado de Llegada del nodo i en G¿-

Si d (i) denota el número de ramas de G¿ que inciden en el nodo i, entonces 

d (i) É: d+ (i) + dT (i) (3.3) 

Un grafo dirigido es una Grajo Regular dirigido de grado k si d+ (i) = d~ (i) ~ k para 
cada nodo i. 

Un grafo dirigido es Fuertemente Conectado si, para todo par de nodos distintos i y j, 

existe una trayectoria dirigida de i a j así como de j a i. 

3.2 .4 Propiedades de los Grafos Dirigidos 

Un Grafo Dirigido Pesado G es un grafo dirigido en el cual a cada rama le ha sido 
asignado un peso. Denotamos por / (i,j) al peso asociado con la rama (i,j) de G. Si Gs es un 
subgrafo de G, por / (Gs) entendemos que: 

f ( G s ) ± f [ f ( i J ) (3.4) 
fc=i 

donde n es el número de ramas de Gs. 

Para una matriz cuadrada A = [a¿j] de orden n, el Grafo de Coates asociado, denotado 
por el símbolo Gc (^4) o simplemente G c , es un grafo dirigido, etiquetado y pesado de n-nodos. 
Los nodos son etiquetados por enteros de 1 a n tal que si a -̂ ^ 0 existe una rama dirigida del 
nodo j al nodo i con un peso asociado a^ para i = 1,2,..., n y j = 1,2, ...,n. 

Las 'propiedades establecidas en esta sección, son utilizadas en la siguiente sección 

para proponer un grafo lineal de un sistema representado en Bond Graph con sus vectores clave. 

3.3 Obtención de un Grafo Lineal a partir de su Bond Graph 

Un Grafo Lineal es un conjunto de líneas conectadas, que representan simbólicamente 
los elementos del sistema [55]. Así, la base en la construcción de un grafo lineal de un sistema, 
está basado en la selección de una convención con la cual elementos de un puerto y dos puertos 
pueden ser dibujados como segmentos de líneas simples. 

Por otra parte, sabemos que un Bond Graph es un modelo gráfico de un sistema 
dinámico donde una colección de componentes interactúan unos con otros a través de puertos de 
energía [24]. Esto es, un Bond Graph consiste de subsistemas enlazados por líneas que muestran 



las conexiones energéticas, permitiendo a través de sus vectores clave obtener información para 
su representación en una grafo lineal [29]. 

A continuación, se presenta un procedimiento para obtener una representación de un 
grafo lineal obtenida a partir de su Bond Graph. Para lograr un grafo lineal que conserva las 
propiedades energéticas y que permite utilizar herramientas de Teoría de Gráfos. 

Considerando un sistema LTI MIMO que satisface las hipótesis Hl , H2 y H3, del 
(Capítulo 1, sección 1.5), y las ecuaciones (2.22) a (2.27), se obtiene la siguiente estructura de la 
unión, en la cual las relaciones constitutivas y la interconexión de los elementos están definidos 
por 5": 

donde 

x(t) 

Din. (£) 

y(t) 

= s' 

x(t) 

Din (i) 
u(t) 

x d ( í ) 

5' = 
S i l S'12 Sis S14 

S'22 S23 0 

^ 3 2 S33 0 

(SU) x(t) 

(3.5) 

(3.6) 

(3-7) 

con 

— Sn^) S'21 — S-21-F', £31 — SnF S'12 — S12L; 

(3-8) 

Para un sistema lineal e invariante en el tiempo, suponemos que S' en (3.6) es una 
matriz de Coates, la cual se muestra en la figura 3.1. 

Figura 3.1 Grafo del sistema planar. 



El grafo lineal de la figura 3.1, representa un grafo dirigido pesado, en la cual se observa 
lo siguiente-. 

• 5'i4 y S'u son las relaciones entre los elementos almacenadores de energía linealmente 
dependientes x¿ (t) con los elementos linealmente independientes x ( f) , x (í). 

• La relación entre x (t) y x (t), elementos del campo de almacenamiento está dada por S[y 
y entre D¿n (t), elementos del campo de disipación por S22 y relación entre los éstos dos 
campos por S'l2 y $21-

• Se conoce la influencia de la entrada u (t) en el campo de almacenamiento mediante S13 
y / o de disipación mediante S23 o en la salida y (t) de una manera directa. 

• Se determina que campos y por lo tanto que elementos intervienen en la salida del sistema. 

En resumen, se tiene un grafo lineal con importantes propiedades de conectividad de 
sus elementos. 

También, de (2.33) y (3.8) obtenemos 

E~l = (I + S^S'u)-1 (3.9) 

Ahora, reduciendo el grafo de la figura 3.1 y utilizando (3.9), obtenemos el grafo que 
se muestra en la figura 3.2, donde 

S n = E - i f f r t ST2 = B - ' S ' ^ STz £ B ' 1 ^ (3.10) 

Figura 3.2 Grafo de Coates modificado. 

Notar que en el grafo de la figura 3.2, Su? Si 2 y S13 incluyen la interconexión y 
relaciones constitutivas de los elementos 2 (t) y D ^ t (t) y la influencia de x¿ (i) en x (t) y x (íj 
a través de E-1. 



La matriz de Coates del grafo de la figura 3.2, está dada por: 

¿ ( i ) ' S u S12 S13 ' x(t) 

Din (i) = "$21 £>22 S2Z Din (t) (3.11) 

y{t) ^31 $32 S33 u(t) 

La representación (3.11) es una estructura más compacta del sistema físico, en la cual, 

, para sistemas LTI no afecta la interconexión de los elementos. Podemos el término x(t) 4 ^ (í) 
dt 

reescribir la ecuación (3.11) de la forma, 

x(t) x(t) 

A n (t) 
= s Din (t) 

y (i) y(t] 
. u(t) 

(3.12) 

La matriz S representa una matriz de Coates modificada, donde la submatriz formada 
por x (t) y x (í) es diferente a la submatriz de x (i) y x (i) por un factor - , donde s es el operador 

s 
de Laplace, el cual omitimos con el objetivo de obtener directamente las matrices Ap y Cp de 
(2.28) en la siguiente sección. 

Algunas características importantes del grafo de la figura 3.2 son: 

• Es un grafo lineal dirigido que representa la ecuación matricial (3.11). 

• Es un grafo dirigido, etiquetado y pesado. 

• Los nodos matriciales x ( í ) , x (t) y D{n (í) tienen como lazos propios Su y S22 respectiva-
mente. 

• El nodo u del grafo dirigido, debe tener un grado de llegada cero, d~ (u (t)) = 0. 

• El nodo y del grafo dirigido debe tener un grado de salida cero, d+ (y (£)) = 0. 

Las definiciones de trayectoria dirigida, circuito dirigido, grafo regular dirigido dadas 
en la sección 3.2.3 y secuencia de rama dirigida se aplican en las secciones posteriores para los 
procedimientos de obtención de las matrices Ap, Bp, Cp y Dp, que son una relización de un 
sistema físico LTI. 

En la siguiente sección, se presenta un esquema de la representación de un sistema 
físico LTI MIMO en sus vectores clave, que permite la obtención simplificada de un grafo lineal 
compuesto de dos nodos y de todas las posibles combinaciones de sus campos. 



3.4 Representación de un Sistema LTI M I M O 

En esta sección, se presenta un análisis de la representación gráfica de un sistema LTI 
MIMO. En la figura 3.2, se tiene una representación de un sistema físico en un grafo lineal a 
partir de su Bond Graph y de su matriz de la estructura de unión. A continuación, se introduce 
una forma general de la representación de un sistema físico en Bond Graph para estudiar las 
propiedades de interconexión, como se muestra en la figura 3.3. 

Considere el esquema de la figura 3.2 y note que el nodo x (i) es un vector de estados 
en la figura 3.2, lo mismo es cierto para u (t) , y (i) y D¿n (¿), lo cual se resalta en la figura 3.3. 
Así, el esquema de la figura 3.3 es una representación individual de los nodos del grafo lineal de 
la figura 3.2. 

La interconexión de los nodos en la figura 3.3 es representada por indicando un 
conjunto de ramas que pueden tener doble sentido. 

La figura 3.4 representa, la interconexión de dos nodos i y j de la figura 3.3 con todas 
las posibles combinaciones, donde: 

p= C-sy-1 (3.13) 

La submatriz P tiene dos casos: S'22 — 0 0 S22 dependiendo del orden en que se 
encuentran los elementos de almacenamiento y disipación con respecto a la entrada, es decir, si a 
partir de la entrada los elementos de almacenamiento están antes de los elementos de disipación 
entonces S'22 = 0, en caso contrario S'22 0-



Sean j = y k = 1 entonces en el grafo de la figura 3.4, se tienen las siguientes 
transmitancias: 

• c*n que es la relación entre los elementos de las variables de estado x\. 

• Tu que es la relación del campo de disipación (D f f l) j al campo de almacenamiento x\,xi. 

• 0jk que es la relación del campo de almacenamiento reí, X\ al campo de disipación (D¿n)1 . 

• Pjk que es la relación entre los elementos del campo disipativo (Din)l. 

Las interconexiones de los nodos que se muestran en la figura 3.4, son la información 
necesaria para proponer, en la siguiente sección, los procedimientos para la obtención de una 
realización de un sistema físico. 

3.5 Obtención gráfica de las Matrices Ap¿ Bp, Cp y Dp 

Recuerde al sistema mostrado en la figura 3.2 corresponde a un sistema físico de n 

estados, r elementos disipativos, con p entradas y q salidas. A continuación, se presenta un 
procedimiento para el cálculo directo de las matrices Ap, Bp, Cp y Dp, que son la realización de 
un sistema LTI MIMO. 

Este método es obtenido a partir del grafo reducido de la figura 3.4, cuya generalización 
es el esquema de la figura 3.3 y su representación matricial la figura 3.2. 

3.5.1 Obtención de la Matriz Ap a partir de un grafo 

Se encuentra la matriz Ap considerando solamente las ramas de salida y llegada a los 
nodos x ( í ) , x (t), haciendo circuitos dirigidos para los elementos de la diagonal y trayectorias 



dirigidas para los elementos fuera de la diagonal. El procedimiento para encontrar la matriz Ap 

es el siguiente: 

Procedimiento 3.1 

1. Descomponer Ap en la suma de dos componentes: 

Ap = Apx+Apd (3.14) 

• La primer componente, Apx está formada por las transmitancias de las ramas de los 
nodos x ( i ) , x (t) dando sus elementos fuera de la diagonal y las transmitancias de los 
lazos propios de estos nodos, formando sus elementos de la diagonal. Por ejemplo, 
para la figura 3.4 tenemos: 

Apx — 
aii <*it 
a¿i au 

(3.15) 

La segunda componente, Apd está formada por las transmitancias de las ramas entre 
nodos de x(t), x (í) y nodos de D¿n (i) y está dada por: 

Api — {Apd) 11 

(AxOil (Apdhi _ 

donde (AFd)n, (A^^, {Apd)a y (Apd)ü. 

(3.16) 

2. Encontrar los elementos de la. diagonal a través de: 

• Empezar en los nodos x\ (£), x\ (í) y (Din (í))i- Fijar la rama que llega a x\ (£), 
¿ i (t) de (D{n (¿))i • Construir todas las posibles combinaciones de circuitos dirigidos 
a través de la rama fijada, empezando y terminando en x\ (í), ¿ i (t), y satisfaciendo 
que: 

Un circuito debe tener solamente una rama de Din (í). Si el circuito está formado por 
una rama de entrada y de salida del mismo nodo de Din (í), tendrá el lazo propio de 
Din (t)-
Continuar con la siguiente rama que llega al nodo Xi (i), ¿i (t) respecto a Din (í) y 
así sucesivamente, hasta considerar la última rama que llega a xj (t), x¡ (t), respecto 
a Din (t). 

• Utilizar el procedimiento previo para los próximos nodos de x (t) pero las ramas de 
entrada y salida debe ser del nodo actual. 

• Cada término de cada elemento de AP¿ está dado por: 

Término del elemento (Apd)hk = (tfi) (¿>2) (63) 
(3.17J 

/ i = l , 2 , . . , n ; fc=l,2,...,r 



donde: 

¿i = Transmitancia de la rama h, la cual llega a Xh ( í ) , ¿h (í) • 

62 = Transmitancia del lazo propio de {Din (í))* o transmitancia 

de la rama (Din(t))k, la cual conecta (Dxn (t))k con (Dw(í))f¡+1-

63 = Transmitancia de la rama k la cual sale de xk ( t ) , ( f ) . 

Para la figura 3.4, tenemos 

PiiPnln + PnPiau + 0ii-P«7it + PuPnlu 

[Apdiü = 0 n Pul a + P n Pula + fiiiPillil + PüPülü 

(3.18) 

3. Encontrar los elementos fuera de la diagonal de la matriz Apd, utilizando el procedimiento 
dado en el paso 2, considerando que los términos de los elementos (Apd)hk (h k), deben 
estar formados por trayectorias dirigidas del nodo rĉ  ( t ) , x^ (t) al nodo x^ ( í ) , Xh (t) • 

Para la figura 3.4, 

3.5.2 Obtención de la Matriz Bv a partir de un grafo 

Las transmitancias de las ramas de los nodos de u( í ) son consideradas en Bp. El 
Procedimiento para encontrar Bp es: 

Procedimiento 3.2 

1. Descomponer Bp en dos componentes, 

• La primer componente, Bpx está formada por la transmitancia de la rama, la cual 
conecta un nodo u (t) con un nodo de x(t), x (t) directamente. Por ejemplo, tenemos 
para la figura 3.4, 

(Apdin PnPitfn + PiiPian + PuPaiH + PiiPnrra 

(Apd)tl = PnPnin + PiiPulu + PaPif! 11 + PaPülu 

(3.19) 

Notar que si la submatriz S'22 = 0, entonces de (3.13) P = I. 

(3.20) 

Bpx — hx2 (3.21) 



La segunda componente, Bpd está formada por las transmitancias de las ramas las 
cuales conectan un nodo de u con un nodo de x (t), x (t) a través del nodo Dtn (i). 
Para la figura 3.4 tenemos, 

Bnr! — (BPd)u (fíjxOii 
(Bpd)n (Bpci).. 

(3.22) 

donde ( S w ) n , (Bpd)li, (Bpd)^ y (Bpd)ü . 

2. Obtener los términos de los elementos de la diagonal de Bpd, haciendo lo siguiente: 

• Empezando en el nodo, (u¿ (¿))i • Se construiyen todas las trayectorias dirigidas de las 
posibles combinaciones de las ramas que conectan udl (t) con xi (t), x\ (i), a través 
de (D i n (t))i • Una trayectoria debe tener solamente una rama de Din (t) y si se tiene 
sólo una rama entre x\ ( t ) , x\ (í) y (Din (t))1, se aplica el lazo propio de (Din ( í ) ) i , 
así cada término queda determinado por: 

Término del elemento (Bpd)hk = (Vi) M (Va) ^ ^ 

h - 1,2, ...,r; k = 1,2, ...,p 

donde: 

t¡y = Transmitancia de la rama h, la cual llega a xh ( t ) . 

r¡2 = Transmitancia del lazo propio de (Din(t))k o transmitancia 

de la rama (Din (t))k > c u a^ conecta (Din (t))k con ( A n (t))k+i • 

773 = Transmitancia de la rama k la cual sale de uok ( t ) . 

Por ejemplo, de la figura 3.4, tenemos: 

(Bpd)u = / 3 n Pn + 0uPi i; (Bpd)ii = ^PH + /3«i>¡ (3.24) 

3. Obtener los términos de los elementos que están fuera de la diagonal de Bpd, en una forma 
similar a sus elementos de la diagonal, considerando que para los términos del elemento 
(Bpd)hk, tomar el nodo de llegada Xk ( í ) , ¿fe (£) y el nodo de salida (ud (t))k y para el 
término del elemento (Bpd)kh es lo contrario, lo anterior es resumido utilizando (3.23) 
para h ^ k. 

Por ejemplo, en la figura 3.4, 

(Bpd)^ = 0 uPu + í3uPu\ (Bpd)iX = ffnPn + PüPn (3.25) 



3.5.3 Obtención de la Matriz Cv a partir de un grafo 

Para encontrar Cp, se consideran las transmitancias de las ramas que llegan a nodos 
de y (í) y salen de nodos de x (t), x (í). 

Procedimiento 3.3 

1. Descomponer C p en dos componentes: 

Cp = Cpx + Cpd (3.26) 

• La primer componente, Cpx está formada por las transmitancias de las ramas las 
cuales conectan un nodo de y (£) con un nodo de x (í) directamente. Por ejemplo, en 
la ñgura 3.4, 

C p x = hx2 (3.27) 

• La segunda componente, CP<¡ está formada por las transmitancias de las ramas que 
conectan un nodo de y (t) con un nodo de x ( i ) , x (i) a través del nodo de Din (t).' 
Para la figura 3.4, tenemos: 

Cpd ~ (3.28) (Cpd)ii (^pcí)ií 
(Cpd)a (Cpd)u 

donde ( C p d ) u , (Cpd)1¿, (Cpd)¿1 y (Cpd)... 

2. Obtener los términos de los elementos de la diagonal de CP¿ : 

• Empezar por el nodo y\ (t). Construir todas las trayectorias dirigidas de todas las 
posibles combinaciones de las transmitancias de ramas que conectan y\ (t) con x\ ( í ) , 
¿ i (i) a través (Din (t))1, satisfaciendo que una trayectoria debe tener solamente una 
rama de Din (t). Si sólo existe una rama entre x\ (t) , ±i (t) y (D¿n ( t ) ) 1 , se toma el 
lazo propio de (Din ( í ) ) j . Así, cada término está dado por: 

Término del elemento (Cpd)^ = (p : ) (p2) (p3) 

h= 1,2,... ,?; k = l,2,...,r 

donde: 

pl = Transmitancia de la rama h, la cual llega a yh ( í ) . 

p2 = Transmitancia del lazo propio de {Dtn{t))k o transmitancia 

de la rama (D i n (t))k , la cual conecta {Din(t))k con ( A n (í))/-+1 

p3 = Transmitancia de la rama k la cual sale de Xh (t), ¿^ (é) 



Por ejemplo de la figura 3.4 

(CpdJj! - Pimi + (Cpdh = Pina + Pula (3-30) 

3. Los términos de los elementos fuera de la diagonal de Cpd son obtenidos en el paso 2, 
tomando la transmitancia de la rama que sale del nodo Xh (¿), ¿a ( í ) y que llega del nodo 
yk (t) y los términos del elemento (CPd)hk > para h / k. Así, cada término está dado por 
(3.29). Por ejemplo, de la figura 3.4, 

(cpd)u = Plilü + P n 7 i l ; (Cpd)^ = Pian + ^1711 (3.31) 

3 .5 .4 Obtención de la Matriz Dp a partir de un grafo 

Las transmitancias de ramas que llegan a nodos de y (t) y salen de nodos de u (t) son 
consideradas en Dp. El procedimiento para encontrar Dp es: 

Procedimiento 3.4 

1. La matriz Dp está fomada por dos componentes 

Dp = Dpx D pd (3.32) 

La primer componente, Dpx consiste de la transmitancia de rama que conecta un nodo 
de y (í) con un nodo de u (í) directamente. Por ejemplo, en la figura 3.4, Dpx = 0. 

La segunda componente, Dp¿ son las transmitancias de ramas que conectan un nodo 
de salida con un nodo de entrada a través de un nodo de D¿n ( i ) . Para la figura 3.4, 
tenemos: 

Dr,d ~ i D pd)n (Dpd)u 

( ¿ W í i (Dvd)a 
(3.33) 

donde {Dpd)n , (Dpd)u , (Dpd)^ y {Dpd)ii se obtienen en el paso 2. 

2. Para los términos de los elementos de la diagonal de Dpd : 

Empezar por el nodo de salida y\ ( i ) . Construir todas las trayectorias dirigidas de todas 
las posibles combinaciones de la transmitancia de ramas entre y\ (i) con {ud ( t ) ) : a través 
de (Din ( 0 ) i considerando el lazo propio de ( A n (¿))i > para el resto de las salidas utilizar 
el mismo procedimiento. Así, cada término está dado por: 

Término del elemento (.DPd)hk = (ti) (T2) ( r 3 ) 

h= 1,2 k = 1,2 , . . . ,r 
(3.34) 



donde: 

Ti = Transmitancia de la rama h, la cual llega a Uh (í) 

T2 = Transmitancia del lazo propio de {Din {t))k o transmitancia 

de la rama (Di„ (í))*., la cual conecta (Din(t))k con {Din(t))k+1 

7-3 = Transmitancia de la rama k la cual sale de yk (¿) 

Por ejemplo, en la figura 3.4, 

(Dpd)n = Pu] {Dpd)ii = Pii 

3. Obtener los términos de los elementos fuera de la diagonal de Dp¿, como se mostró en el 
paso 2, considerando que los términos del elemento {DPd)hk, para h / k, es el producto 
de las transmitancias de Ufe (t) a yh (i), de esta forma, cada término está dado por (3.34). 
Por ejemplo, en la figura 3.4, 

(Dpd)u^Pli; (Dpdjft = Pn 

Es importante notar que con un poco de experiencia y habilidad las matrices Bp, 
Cp y Dp son obtenidas directamente, de una manera simple y rápida a partir del grafo de Coates 
del sistema físico. 

En la siguiente sección se aplican los procedimientos propuestos en dos ejemplos, a fin 
de obtener una realización del sistema físico. 

3.6 Ejemplos 

A continuación, se proporcionan dos ejemplos de aplicación de los pocedimientos pre-
sentados en este capítulo. 

3.6.1 Ejemplo de un Sistema Mecánico 

Considere el sistema mecánico y su modelo en Bond Graph mostrados en la figura 3.5. 
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Figura 3.5 Sistema mecánico y su modelo en Bond Graph.. 

x(t) = 
h(t) 
e4 (i) 

_ e n (t) _ 

y ( í ) = A ( í ) 

Dwt (¿) = ¿8 (i) 

Los vectores clave son: 

/a ( t ) "1 [ ca(t) 
es (i) . z [ t ) = 

A (í) ' 2 e9 (t) 
Cl2(t) J L / l2 (í) . 

donde / (i) denota la velocidad y e (i) la fuerza en cada elemento del sistema mecánico; qi (i) y 
ge (t) los desplazamientos traslacionales en k\ y respectivamente; pe (*) y P12 (¿) l ° s momentos 
traslación ales en ra y M, respectivamente; / i (i) la velocidad de entrada, y e4 (í) y en (¿) la 
fuerzas de gravedad de m y M , respectivamente. 

P6 (i) 
; i ( í ) = 

9 ó ( í ) 

; i ( í ) = 

. P12 (t) . 

Las relaciones constitutivas para los elementos son: 

F = dio* i fc2, ¿ 

L = b 

Fd = 0 

(3.35) 

La representación del sistema está dada por (3.11) donde: 

S 1 2 = 

0 
- 1 
m 

0 0 

S'11 -
kl 

0 

0 
1 
m 

~k2 

0 

0 
- 1 
M 

0 0 k2 0 

521 — S31 — 0 1 0 
m 

- 1 
M 

0 " 1 0 0 " 
- 6 0 1 Q 

; S13 -
0 

; S13 -
0 0 0 

6 _ 0 0 1 

S'22 = 523 — 5*32 = £33 = 0 

(3.36) 

El grafo correspondiente a la ecuación (3.36) se muestra en la figura 3.6. 



-l/M 

Figura 3.6 Grafo de Coates del sistema mecánico. 

Para obtener el modelo dinámico en variables de estado dado por (2.28), utilizamos la 
sección 3.5, notando que de (3.36), Sfó = 0, dando P = I de (3.13). Ahora, de (3.15) , tenemos: 

Ápx — 

0 
- 1 
m 

0 0 

fcl 0 0 

0 
1 

m 0 
- 1 
M 

0 0 0 

(3.37) 

De (3.16) tenemos: 

Apd = 

0 0 0 0 
0 (Ad)22 0 (Ad)24 

0 0 0 0 
u 0 (A*)42 0 (Ad)44 J 

(3.38) 

Para calcular (Apd)22 y (Ap d ) u de (3.17) obtenemos: 

sustituyendo (3.39) en (3.17) se obtiene: 

( A p d } 2 2 " ~m 

(3.39) 

(3.40) 

Análogamente, 

(¿i)4Á=b (¿2)44 = 1 (^3)44 = 

sustituyendo (3.41) en (3.17) da: 

(Apd)44 - ~ ~ 

(3.41) 

(3-42) 



Ahora bien, para (Ad)^ de (3.17) tenemos: 

(^>24 = -b (¿2)34 = 1 (tf3)24 = -
M 

sustituyendo (3.43) en (3.17) se obtiene: 

{Apd)24 - M 

Para ( ^ ¿ ) 4 2 de (3.17) tenemos: 

(«1)42 = 6 (¿2)42 = 1 («53)42 = ra 

sustituyendo (3.45) en (3.17) se tiene: 

m 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

Finalmente, sustituyendo las ees. (3.40), (3.42), (3.44) y (3.46) en la ecuación (3.38), 
y las ees. (3.37) y (3.38) en la ec. (3.14), la matriz Ap queda determinada por: 

Ap — 

0 - 1 
0 

fcl 
m 
1 

-fea 

0 
T 

0 

_ 0 m k2 

b ? 
% 
M J 

(3.47) 

La matriz Bp es obtenida de (3.20), notando que BPd — 0 y Bp = Bpx, la cual está 
dada por: 

BP — 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 

o o 1 

(3.48) 

La matriz Cp está dada por (3.26), notando que Cp¿ = 0, es decir, 

CD = Q — 0 - 1 . 
m M 

(3.49) 

Finalmente, 

D o = 0 (3.50) 

Notar que en este sistema práctimente la mayoría de los elementos de las matrices son 
obtenidos directamente del grafo de Coates. 



3.6 .2 Ejemplo de un Sistema Eléctrico 

Considere el sistema eléctrico y su modelo en Bond Graph mostrados en la figura 3-7. 

i c , 

R3 
w w 

L5 
_fYYV\_ 

C:Ci R:R» 

::C4 MSfl 7 0 7¡ 1 

C:C, 

10 

t O 

í 
R:Ri I:L5 

x(t) = 

Figura 3.7 Sistema Eléctrico y su modelo en Bond Graph. 

Los vectores clave son: 

D i n ( i ) = 

Dout (t) = 

' ® (i) " " A ( t ) ' " e2(t) ' 
P8 (i) 

; ¡fc(¿) = es («) ; *(*) = 
A (t) 

910 (t) 
; ¡fc(¿) = 

Ao (t) 
; *(*) = 

eio (¿) 

. Pll (t) . . ¿ n (¿) . . A i i : * ) . 

e4 (í) 

ACO 
Mi) 
e 6( í ) 

y (t) = eA (t) 

u(t) = f1{t) 

donde / (í) denota la corriente y e (t) el voltaje en cada elemento, q2 (i) y 910 (t) las cargas eléctri-
cas en C\ y C 4 , respectivamente; p% (t) y pn (í) los enlaces de flujo en L5 y Lg, respectivamente; 
fi (i) la fuente de corriente y y (i) la salida de voltaje en 

Las relaciones constitutivas para los elementos son 

1 1 1 1 F = diag 
C\ ' £-5' C41 Lq 
1 

L ~ diag{~,R2 

La estructura de unión del sistema está dada por (3.11), donde: 

0 

(3.51) 

(3.52) 

3 n = 

0 

0 
1 

L¡ 
0 

0 
- 1 
C4 

0 
1 

c¡ 

o 

o 

u 
o 

S12 = 

s'21 
i - o o o 

o — - o o 
¿5 

32 o - r 2 

s'22 — 

; S23 = S33 = 0 

• - 1 -

0 1 
As 

0 
0 0 i?2 

; S13 = 
0 

0 0 0 

0 0 0 

0 ~R2 ' 
; S31 = 

1 
1 

0 ; S31 = c¡ 
¿fe 

0 0 0 0 

(3.53) 

El grafo respectivo al sistema eléctrico se muestra en la figura 3.8. 



Figura 3.8 Grafo de Coates de un sistema eléctrico. 

Para este caso S'22 i1 aplicando el Procedimiento dado en la sección 3.5 se obtiene el 
grafo que se muestra en la figura 3.9. 

Figura 3.9 Grafo de Coates modificado de un sistema eléctrico. 

De la ecuación, (3.13) obtenemos: 

P Rs • p _ P
 1

 P 
11 R2 + R3' 12 R2 + R* 21 ñ2 + iV 22 R2 + R3 

Ahora bien, de la ec. (3.15) tenemos: 

0 0 0 0 
- 1 

0 0 0 0 0 
C¡ 

0 

0 
1 

C¡ 
- 1 

0 0 
L¡ 1 ¿6 

0 0 
i 

0 
c¡ 

0 



También, de (3.16) tenemos: 

Apd = 

(Ad)n (Ad)12 0 0 
(Aa)21 (Ad)22 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

Para calcular Apd de (3.17), tenemos: 

Sustituyendo la ec. (3.57) en (3.17), 
- 1 

C2 {R2 + Rz) 

Para el elemento (Apd)12 tenemos: 
- 1 
Rs 

= Cá2)i2 = -Pl2, (¿3)12 ~ 

Sustituyendo (3.59) en (3.17) se obtiene: 

(-Apd) 12 = 

Para el elemento (Ad)21 tenemos: 

-Ha 
L5 (R2 + R3) 

(¿i)21 = fi2, ( ¿2 ) 2 1 - -P 2 I , (¿3)21 — -pr-

Remplazando (3.61.) en (3.17) da: 

(•Apd) 21 — 
R2 

Ci(R2 + R3) 

De una manera similar para el elemento (Apd)22 tenemos: 

(61)22 = R2, (Ó2)22 = P22, (¿3)32 = —• 
L5 

y sustituyendo (3.63) en (3.17) da: 

{Apd)22 ~ 
R2R3 

l5 (&2 + Ra)' 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

Finalmente, sustituyendo las ees. (3.58), (3.60), (3.62) y (3.64) en (3.56), y (3.56) 
(3.14), la matriz Ap está dada por: 

-1 -R2 

en 

Ap = 

C2{R2 + Rs) L5{R2 + R3) 0 0 
Ri -R2R3 -1 

C2(R2+R3) L5(b2 + h) c4 0 

1 - 1 
M* ° L6 

0 — 0 
c 4 

(3.65) 



La matriz Bp se obtiene de (3.20), notando que Bp¿ — 0 y Bp — Bpx, es decir: 

1 

03xl 
Bp ' 

La matriz Cp está dada por (3.26), donde Cpx es 

Cpx — 
el 0 1 x 3 

La matriz Cp¿ está dada por: 

Cpd — (cd) n (Q) 12 íCd)i3 (Cd)i4 

Los elementos de la matriz Cpd se calculan de (3.29), donde: 

(Pi)ii = (P2 ) i i=p2 i , (03)11 = ^ -

Sustituyendo la ec. (3.69) en la ec. (3.29) se obtiene: 

{ C p d ) 1 1 = CiiRi + Ra) 

Para el elemento (CPd)12 obtenemos: 

M 1 2 = (#2)12 = - ^ 2 , 0 3 ) 11 = y - -

sustituyendo la ec. (3.71) en (3.29) da: 
-R2R3 

{Cpd)l2~ L5(R2 + R3) 

Así mismo, tenemos que, 

( C p d ) 1 3 = 0 , ( C p d ) 1 4 = 0 

sustituyendo (3.70), (3.72) y (3.73) en (3.68), y (3.67) y (3.68) en (3.26), obtenemos: 
1 R2 -R2R3 

Cp — Ci Ci(R2 + R3) L5{R2 + R3) 0 I X 2 

Finalmente 

Dp = 0 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3-71) 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

Es importante notar que a través del grafo de Coates modificado se puede determinar 
el intercambio energético entre los elementos que forman el sistema fisico. Así, se conoce visual-
mente como influyen las entradas en el sistema y que elementos intervienen en la salida. Por lo 
tanto, se tiene un grafo con una gran cantidad de información sobre los intercambios energéticos. 

/ 

En el próximo capítulo, se presenta una forma diferente para determinar la estabilidad 
de un sistema LTI MIMO basado en el grafo de Coates. Su ventaja es la de no requerir el modelo 
matemático del sistema en espacio de estado o en función de transferencia. 



3.7 Conclusiones 

Se presentó un grafo de Coates modificado que representa un Bond Graph y por lo 
tanto un sistema físico LTI MIMO. 

Es importante señalar que a través de esta representación gráfica es posible determinar 
otras propiedades del sistema físico, como observabilidad, controlabilidad y determinante. 

Se presentó un procedimiento gráfico para obtener la representación de un modelo 

dinámico LTI MIMO. 

Así. en éste capítulo se logró una conexión directa de Bond Graph con grafos lineales y 
se dan procedimientos para la determinación de las matrices Ap, Bp, Cp y Dp del sistema físico. 

0131315 



Capítulo 4 

Condiciones de Estabilidad en el 
Sentido de Hurwitz para un Sistema 
LTI MIMO Utilizando Grafos 
Lineales a partir de su Bond Graph 

4.1 Introducción 

Uno de las propiedades de cualquier sistema de control es la estabilidad. Un sistema 
LTI MIMO es estable si todos los polos de su función de transferencia se localizan en el semiplano 
izquierdo del plano complejo [4] y gracias a las herramientas desarrolladas en el capítulo anterior 
dado un modelo en Bond Graph de un sistema, se pueden encontrar los coeficientes del polinomio 
característico usando trayectorias causales o una matriz de Coates [69]. 

Gracias a la representación matricial es posible obtener el polinomio característico y 
en este caso podemos aplicar el Criterio de Hurwitz para conocer la estabilidad del sistema [4]. 
Este criterio es un método algebráico tal que para sistemas grandes con muchos parámetros 
representa mucho trabajo. También, para objetivos de control es deseable una metodología 
próxima al sistema físico, es decir, control en el dominio físico. 

Considerando los resultados del capítulo 3, en el cual se tiene representado el sistema 
físico en forma gráfica la determinación del polinomio característico se puede realizar desde el 
Bond Graph o desde el grafo lineal correspondiente. 

En este capítulo, se presenta un procedimiento gráfico y sencillo para obtener las condi-
ciones de estabilidad del sistema físico utilizando la Teoría de Gráfos. Esta metodología no 



requiere conocer la función de transferencia del sistema o su realización (A p , Bv, Cp, Dp). En 
el Apéndice C, sección C.2, se da un artículo publicado con los resultados presentados en este 
capítulo [36]. 

El presente capítulo está organizado en cuatro partes: en la primera, se estudia el 
criterio de Hurwitz. Después se estudia la obtención del polinomio característico utilizando 
metodologías gráficas. En la tercera parte, se presenta una nueva forma para determinar las 
condiciones de estabilidad utilizando grafos lineales; y finalmente se aplican los procedimientos 
propuestos de estabilidad a un sistema físico en lazo abierto y en lazo cerrado. 

4.2 Antecedentes de estabilidad en sistemas lineales 

El concepto de estabilidad es extremadamente importante debido a que por lo general 
un sistema es diseñado para ser estable a pesar de incertidumbres y perturbaciones. 

Los conceptos de Estabilidad Externa o Estabilidad Entrada Acotada/Salida Acotada 

(BIBO) y de Estabilidad Interna o Estabilidad en el Sentido de Lyapunov de sistemas LTI 
MIMO, se dan en el Apendice B. A continuación, se introduce el Criterio de Hurwitz. 

4.2.1 Criterio de Hurwitz [4, 12, 26] 

Si la función de transferencia de un sistema es una función racional de s, donde s 

es el operador de Laplace, entonces, la estabilidad (BIBO) de un sistema está completamente 
determinada por los polos de G (s). 

Si G (s) es irreductible, se llama realización mínima, ésto es, si no existe un factor 
común entre su denominador y su numerador, entonces, los polos de G (s) son iguales a las 
raíces del polinomio del denominador de G (s), tanbién llamado Polinomio Característico [68]. 
La estabilidad BIBO de este sistema está determinada por las raíces del Polinomio Característico 
[68]. 

Un polinomio es llamado un Polinomio Hurwitz si todas sus raíces tienen parte reale 
negativa. Entonces, un sistema es estable BIBO si y sólo si su Polinomio Característico es un 
Polinomio Hurwitz [26]. 

Sin embargo, si el grado del polinomio característico es 3 o mayor, el cálculo de las raíces 
no es sencillo, para polinomios característicos dados en forma simbólica. Además, el conocimiento 
de la ubicación exacta de sus raíces no es necesario para determinar su estabilidad. 

Un método para determinar la estabilidad BIBO sin obtener las raíces es el Criterio 



de Hurwitz es un método para determinar el plano de la ubicación de los polos de un polinomio 
con coefiecientes constantes. 

Considere el polinomio característico, 

D(s) = a0sn + aisn~l + a2sn~2 + ... + On_is + an, a0 > 0 

donde los ai € i = 0, ...,n. 

(4.1) 

Las condiciones necesarias para que el polinomio de la ec. (4.1) no tenga raíces con 
parte real positiva, son: 

1. Todos los coeficientes del polinomio tienen el mismo signo. 

2. Todos los coeficientes existen. 

Criterio de Hurwitz 

La condición necesaria y suficiente para que todas las raíces de la ecuación (4.1) estén 
en el semiplano izquierdo del plano s es que los Determinantes de Hurwitz, D&, k = 1 , 2 , n 
sean todos positivos. 

Los Determinantes de Hurwitz de (4.1) están definidos por: 

Di = ai; D2 = 
ai a3 

ao 0,1 
(4.2) 

•03 = 

ai as as 
ao Ü2 <24 
0 ai 

; Dn = 

a i ¿ 3 o 5 . • Q 2 n - 1 

ao a 2 a4 • fl2n-2 

0 a i a 3 • • G 2 „ _ 3 

0 a o a 2 . - 0- 2 n - 4 

0 0 0 . an 

donde los coeficientes con índices mayores que n o con índices negativos son reemplazados con 
ceros 

En un primer vistazo, la aplicación de los determinantes de Hurwitz parece ser un 
trabajo formidable para polinomios de alto orden, dado que se requiere una gran cantidad 
de trabajo en la evaluación de los determinantes. Afortunadamente, el proceso simplificado 
de Routh introduciendo un método tabular en lugar de s determinantes de Hurwitz, permite 
encontrar la solución de una manera más rápida. 

En la siguiente sección, se da una forma de determinar el polinomio característico 
utilizando la Teoría de gráfos. 



4.3 Obtención del Polinomio Característico 

La estabilidad de un sistema puede ser determinada conociendo el polinomio carac-
terístico. Este polinomio puede ser encontrado analíticamente o gráficamente utilizando Bond 
Graph o Grafo de Coates, dado en el Capítulo 3, sección 3.3. 

Para continuar el análisis en grafos solamente en este capítulo, en el Apéndice A, sección 
A.5, se explica como obtener el polinomio característico basado en las trayectorias causales de 
un sistema modelado en Bond Graph. 

4 .3 .1 Gráfica de Coates [69] 

Para el análisis de estabilidad sin pérdida de generalidad, se obtiene una subgrafo 
seccional del grafo lineal de la figura 3.4 despreciando las entradas y salidas, la cual se muestra 
en la figura 4.1. 

Figura 4.1 Subgrafo seccional de la matriz de Coates Apc. 

De este grafo lineal se obtiene la matriz del grafo de Coates Apc y su determinante de 
valores propios está dado por: 

det (XI - Apc) - An + E 
k=1 

- f e 

E E t - ^ / M (4-3) 

donde huk son los uth factores-1 en Apc [Vk], Apc [Vfc] es un grafo seccional de k-nodos de Apc y 
Lh es el número de circuitos dirigidos en huk . 

En la próxima sección, se presentan procedimientos para la obtención de las condiciones 
de estabilidad utilizando grafos lineales en un sentido de Hurwitz; los cuales se publicaron en 
un artículo que se da en el Apéndice C, sección C2. 



4.4 Obtención de las Condiciones de Estabilidad 

Considerando un sistema LTI MIMO que satisface Hl, H2 y H3, del Capítulo 1, sección 
1.5. se presenta un procedimiento para obtener un grafo lineal, que representa el polinomio 
característico. Se utiliza para determinar las condiciones de estabilidad usando la matriz de 
Hurwitz, dada en la sección 4.2.1, en una forma gráfica. 

El siguiente Procedimiento propone la construcción de una grafo lineal, denominado 
Grafo de Estabilidad de Coates, GC(D), que representa a la matriz de Hurwitz y al polinomio 
característico. 

Procedimiento 4.1 

1. Sea el polinomio característico, 

a0An + a iA n _ 1 + a2An"2 + ... + a^X0 = 0 (4.4) 

con ao = 1. 

2. El número de nodos del sistema correspondiente es igual al orden del polinomio. Cada 
nodo tiene un lazo propio como se muestra en la figura 4.2. 

Figura 4.2 Lazo propio de un nodo. 

3. Considérese ramas entre nodos diferentes utilizando las figuras 4.3 y 4.4. 

Ramas a la derecha. Inicialmente j = 1, h = 0. 

Para i = j , . . . , k\ donde k = n — 2j + h -1- 1 V¿ < k. 

Si i = k entonces j j + lyh*—h+le incrementamos j mientras j < fc, donde 
x <— y denota que el valor de y es asignado a x. 



Ramas a la izquierda. Inicialmente j = 1, h = 0. 

V i + i 

Figura 4.4 Ramas a la izquierda. 

Para i = 1,..., k\ donde k = n — j — 1 — /i, Vi < k. 

Si i = k entonces j j + 1 y /i /i + 1 e incrementamos j mientras j < k. 

En la Tabla 4.1, se muestran algunos gra£os de estabilidad de Coates, lo cual resume 
el procedimiento 2.1 para algunos casos, comprobando que se genera un grafo lineal con una 
estructura sencilla, como se ilustra a través de algunos ejemplos en la siguiente sección. Note 
que se puede extender gráficamente a más de cuatro nodos. 

Polinomio Característico Grafo de Estabilidad de Coates 

a ^ + a p O 

a 0 X 2 +a 1 X+a 2 =0 - ' C ^ J ^ 3 ' 2 

a ^ + a j ^ + a ^ + a j H ) 

V S 

a0X4+a1X3+a2X2 + a ^ + a 4 = 0 

Tabla 4.1 Grafos de Estabilidad de Coates. 

El grafo Gc (D ) representa un grafo de Coates de la matriz de Hurwitz. Así, se pueden 
dar las condiciones de estabilidad, usando el criterio de Hurwitz de la sección 4.2.1. 

Así, de la Teoría de gráfos, el determinante de Hurwitz Dn está dado por: 

det D = Dn = ( - 1 ) " E ( - i ) " " / (*0 C4-5) 
h 

donde h es un factor-1 en GC(D) y L^ denota el número de circuitos dirigidos en h y / ( h ) 
representa el producto de los pesos asociados con las ramas de h. 



Para encontrar los n determinantes del criterio de Hurwitz, se propone el siguiente 
procedimiento: 

Procedimiento 4.2 

1. Calcular Dn de (4.5). 

2. El determinante Dn_i es obtenido removiendo el nodo n del grafo Gc (-D), y usando (4.5) 
para este subgrafo de Gc (D), que tiene n — 1 nodos. 

3. Remover el nodo n — 1 del subgrafo de Gc (D) del paso 2, y usando (4.5) calculamos Dn-2¡ 
y así sucesivamente hasta obtener Di. 

Los procedimientos presentados se aplican a continuación en dos ejemplos, mostrando 
lo sencillo y directo de los mismos. 

4.5 Ejemplos 

Se presentan ejemplos de aplicación para la obtención de las condiciones de estabilidad 
de un sistema mecánico en lazo abierto y posteriormente en lazo cerrado. 

4.5 .1 Sistema Mecánico en Lazo Abierto 

Considerar el sistema mecánico y su Bond Graph de la figura 3.5, cuya grafo lineal se 
muestra en la figura 3.6. 

De (4.3) el polionomio característico de la matriz Apc está dado por: 

det (XI - Ap c) = A4 + ai A3 + a2A2 + a3A + a4 (4.6) 

A continuación de (4.3) se obtienen los coeficientes de (4.6), utilizando el grafo lineal 
de la figura 3.7. 

Para ai, los factores-1 se muestran en la figura 4.5. 

-b/m 

Figura 4.5 Grafo seccional de un nodo. 



El coeficiente ai es: 

b b 
a i = T 7 m M (4.7) 

Para a2, se utiliza la figura 4.6. 

Figura 4.6 Subgrafo seccional de dos nodos. 

El coeficiente a2 es: 

ki k2 k2 
a2 = 1 1- -rz m m M (4.8) 

Para 03, de la figura 4.7. 

-h/M 

-1/m 

Figura 4.7 Subgrafo seccional de tres nodos. 

El coeficiente 03 es 

a3 = 
k\b 

mM (4.9) 

Finalmente, para 04 se utiliza la figura 4.8. 

-l/M 

%) (J n> 
• l ' m k 2 

Figura 4.8 Subgrafo seccional de cuatro nodos. 

El coeficiente 0.4 es 

ú¡4 — h k 2 

mM (4.10) 

Utilizando el Procedimiento 4.1 de la sección 4.3 se tiene el grafo de Coates de estabil-
idad, para este ejemplo, en la figura 4.9. 



Encontrando los determinantes de Hurwitz por medio del Procedimiento 4.2 de la 

sección 4.3. 

Considere la figura 4.10, D4 está dado por 

Figura 4.10 Subgrafo seccional de cuatro nodos. 

D4 = £111120304 — O3O4 — 0^04 (4-11) 

De la figura 4.11, D3 es 



XD iD 0 

Figura 4.11 Subgrafo seccional de tres no-
dos. 

_D3 = 010203 — a| — afa4 (4-12) 

La figura 4.12, produce D2-

ai 2 

Figura 4.12 Subgrafo seccional de dos 
nodos. 

D i = a i a . 2 - 0 , 3 ( 4 - 1 S ) 

Finalmente, D\ se obtiene de la figura 4.13. 

a l 

Figura 4.13 Subgrafo seccional de un nodo. 

D1 = ai (4.14) 



Sustituyendo de (4.7) a (4.10) en (4.11) a (4.14), obtenemos las condiciones de esta-
bilidad para el sistema físico 

* = 
h2h2 

m2 mM M2 K 

Di = - + ¿ > 0 (4.18) m M v ' 

Este procedimiento gráfico, nos permite conocer el comportamiento del sistema en una 
forma sencilla a través del conocimiento de las condiciones de estabilidad y de los parámetros del 
sistema. Más aún, este procedimiento muestra como los parámetros del sistema son reflejados 
en el sistema físico. 

4.5 .2 Sistema Mecánico en Lazo Cerrado 

Considere el sistema del ejemplo 4.5.1 con una retroalimentación de salida, donde kc 

es la ganancia de retroalimentación. El grafo lineal de lazo cerrado se muestra en la figura 4.14. 

Figura 4.14 Grafo lineal del sistema en lazo cerrado. 

Sin pérdida de generalidad, para el análisis de estabilidad mediante el procedimiento 
gráfico de este capítulo, se suprimen las entradas 64, en y y la retroalimentación de la salida 
se reduce formando trayectorias dirigidas de eg a f2 y de ei2 a f2\ la gráfica simplificada pala la 
obtención del polinomio característico se muestra en la figura 4.15. 



-b/M 

-kc/M 

Figura 4.15 Grafo lineal reducido del sistema de lazo cerrado. 

Considerando la figura 4.15, el polinomio característico, está dado por la expresión 
(4.18), el coeficiente ai está determinado por la figura 4.4 y por la ecuación (4.19). Sin embargo, 
el coeficiente a2 se obtiene de la figura 4.16 : 

ki kl 

-k2 -1/M 

Figura 4.16 Subgrafo seccional de dos nodos. 

Así, a2 es: 

k\ + k2 + kikc k-2 
a2 — H TT 

m M 
(4.19) 

Utilizando la figura 4.17, 

ki b/m, 

•l/m 

Figura 4.17 Sugrafo seccional de tres nodos. 

el coefieciente a3 está dado por: 

0 3 = 

k\b + 2kikcb 
mM 

(4.20) 

Utilizamos la figura 4.18, 



kl k2 kl k2 

q) ; ( " £ ) " " " < * ) fe; 

-l/m -I/M -Kc/ro -I/M 
5 

l/m k2 

se obt ienen 04, 

•kt/M 

Figura 4.18 Subgrafo seccional de dos nodos. 

W 1 + 2 M 
mM 

El grafo de Coates de estabilidad es la misma que para el ejemplo anterior, como 
es mostrada en la figura 4.9, por lo tanto las condiciones de estabilidad están dadas por las 
siguientes expresiones: 

d 2 = J 0 ( 4 2 3 ) \ m2 M2 mM J v y 

B3 = (4.24) 
m2M \ m M J K ' 

_ b2k¡k2 /4fcc3+6fec2 + 7fec + l 6fcc2 + 4A:e3+fcc\ 
Va ~ m*M* V m M ) J 

Este ejemplo muestra que el procedimiento gTáfico propuesto nos permite obtener condi-
ciones para la ganancia del control, que garanticen la estabilidad del sistema en lazo cerrado. 

Al observar que una retroaliment ación de salida puede ser aplicada en un sistema en 
un grafo lineal, se descubre que existe un potencial de la Teoría de Bond Graph para sistemas 
retroalimentados, teniendo un significado fi'sico. 

Por lo que, en el próximo capítulo, se presenta un control directo por retroalimentación 
de estado estimado para sistemas LTI MIMO con un enfoque de Bond Graph, encontrando 
estructuras para el controlador y observador en el dominio físico. 



4.6 Conclusiones 

En este capítulo se propuso una gráfica que representa la matriz de Hurwitz de un 

sistema LTI MIMO. 

Se presentó un procedimiento gráfico para determinar las condiciones de estabilidad en 
un sistema físico LTI MIMO. Esta metodología no requiere conocer la función de transferencia 
o su realización (Ap , Bp, Cp, Dp). 

Los resultados pueden ser aplicados a sistemas físicos en lazo abierto o lazo cerrado. 



Capítulo 5 

Control Directo en Bond Graph por 
Retroalimentación de Estado 
Estimado para Sistemas LTI M I M O 

5.1 Introducción 

En la Teoría de control moderna, algunos diseños están basados en la hipótesis de que 
el vector de estado del sistema a ser controlado está disponible para su medición en el caso de 
retroalimentación de estados[14]. En muchas situaciones prácticas sólamente algunas variables 
de estado son medibles, en estos casos, el vector de estado de un sistema LTI MIMO puede ser 
reconstruido a partir de las mediciones de las entradas y salidas del sistema, por medio de un 
observador de estados, si el sistema es observable [16]. 

El objetivo de control del presente trabajo es obtener un controlador realizable y con-
siderando las características físicas del sistema bajo control. En este capítulo, se presenta un 
control por retroalimentación de estados estimados, así, la extensión de Bond Graph para técni-
cas de control, no sólamente para modelado, permite diseñar el controlador a partir del modelo 
físico, asegurando un controlador realizable [57]. En el Apéndice C, sección C.3, se da un artículo 
publicado con los resultados presentados en este capítulo [34]. 

Nuestra propuesta presenta un control directo por retroalimentación de estado estimado 
para sistemas LTI MIMO en el dominio físico, lo cual implica el diseño de un observador de 
estados en Bond Graph. Entendemos aquí, un Control Directo como la aplicación de una ley de 
control en el dominio físico sin requerir el modelo matemático del sistema en lazo abierto. 

En [20] se muestra un resultado de un observador de estados y una retroalimentación 



de estado estimado en Bond Graph. Sin embargo, no se tiene en un enfoque de la matriz de 
Estructura de Unión y no se realiza ningún estudio del problema de asignación de poios del 
controlador y del observador. 

El presente capítulo, está organizado en cuatro partes fundamentales: en la primera, se 
estudia el observador de Luenberger en lazo abierto y cerrado; después, se presenta un esquema 
de control por retroalimentación de estados estimados en el dominio físico; en. la tercer parte, 
se proponen procedimientos y lemas para obtener las estructuras del sistema y del observador 
en lazo cerrado. Finalmente, se aplica la metodología propuesta de control a dos ejemplos de 
sistemas físicos. 

5.2 Antecedentes de la ley de control 

Frecuentemente, en el diseño de sistemas de control es necesario construir observadores 
de las variables de estado. Si un sistema es lineal, su vector de estado puede ser recostruido por 
las entradas y salidas disponibles del sistema original [14], mediante un observador. Si el sistema 
es observable, un observador produce un estimado del vector de estado o de una combinación 
lineal del vector de estado. 

Una vez que un observador ha sido construido para un sistema lineal, es importante 
considerar el efecto inducido de usar este observador del estado en lugar del llamado valor 
verdadero del estado para una ley de control [14, 57]. 

En la siguiente sección, se explica la teoría general del observador de Luenberger, indi-
cando las propiedades del observador de estado en lazo abierto y del asintótico de estado; 

5.2.1 Observador Asintótico de Luenberger [12, 14, 47, 68] 

El dispositivo que construye una aproximación del vector de estado a partir de la salida 
es llamado un observador de estado. 

Considere el sistema LTI MIMO dado en (2.28), suponemos que las variables de estado 
no son medibles y Ap, Bp, Cp y Dp son completamente conocidas. Entonces, el problema es 
estimar o generar x (t) a partir del conocimiento de la entrada u (i) y la salida y (£). 

Si el sistema es observable y conocemos las matrices Av y Bp, podemos duplicar el 
sistema original y obtenemos el llamado observador en lazo abierto mostrado en la figura 5.1. 



Figura 5.1 Observador de estado en lazo abierto. 

Ahora bien, si el sistema original de la ecuación (2.28) y el observador tienen el mismo 
estado inicial y la misma entrada, la salida x (t) del estimador será igual a x (i) para todo t. 

Así, la pregunta restante es como encontrar el estado inicial xq del sistema y usarlo en 
el observador. Este problema es resuelto, si el sistema de la figura 5.1 es observable, es decir, si 
el sistema (2.28) es observable en ¿o- Un sistema es observable en ¿o, si existe un tiempo finito 
t\ > to, tal que para cualquier estado xo en el tiempo ío, el conocimiento de la entrada Uít<¡¡ t lj 
y la salida y^t0i t l] sobre el intervalo de tiempo [¿o, íi] es suficiente para determinar el estado x q 

[12]. 

Consecuentemente, si el sistema (2.28) es observable, un observador en lazo abierto 

puede ser utilizado para generar el x (i). 

Si se utiliza un observador en lazo abierto el estado inicial debe ser calculado cada vez 
que se use el observador. Así. un estimador en lazo abierto es, en general, no satisfactorio. 

Es importante notar que a pesar de que u(t)yy (£) del sistema (2.28) están disponibles, 
utilizamos sólamente u (í) en el observador en lazo abierto, de tal manera que si ambas u (t) y 
y (t) son utilizadas, el comportamiento del observador puede ser mejorado, tal como se muestra 
el llamado observador asintótico de estado de la figura 5.2. 



La salida del sistema y (t) = Cvx (t)—Dpu (í) es comparada con y (i) = Cvx(t)—DpU (t) 

y su diferencia multiplicada por la ganancia del observador, H € , lo cual es un término de 
corrección. 

El observador de estado asintótico está dado por: 

x (t) = (Ap ~ HCp) x (t) + Hy (t) + Bpu (t) (5.1) 

De (2.28) y (5.1) obtenemos, 

x{t) = (Ap-HCp)x{t) (5.2) 

donde 

£ ( t ) = x ( t ) -x{t) (5.3) 

dado que los eigenvalores de (Ap — HCp) pueden ser seleccionados para tener la convergencia 
del estado estimado al estado real, entonces se controla la dinámica de x (t). 

En la siguiente sección, se muestra que si una ley de control LT1 es realizada con un 
observador, entonces los polos resultantes del sistema no son modificados por el observador. 

5.2.2 Control por retroalimentación de estado estimado [51] 

La construcción de un observador permite que un estado observado x (t) pueda ser 
retro alimentado a la entrada. Evidentemente, la retroalimentación de 2 (i), no es igual a la 
retro alimentación del estado verdadero x (t). Así, es importante considerar si la interacción del 
observador con la retroalimentación, producen los resultados esperados. 



Considérese el sistema LTI MIMO (2.28). La retroalimentación de x(t) estados 

u(t)=w (í) - Kx (t) (5.4) 

donde K € Wxn puede ubicar los eigenvalores de (Ap + BPK) en una posición deseada si 
{Ap, Bp} es controlable [68]. 

Así mismo, un observador de estados con eigenvalores arbitrarios puede ser construido, 
utilizando u (t) y y (£) como entradas si { A p , Cp} es observable [68]. 

Si el estado actual x (t) no está disponible para retroaliment ación, una posible solución 
es natural aplicar la ganancia de retroalimentación K a x(t), ésto es, 

u (í) = w (i) - Kx (í) (5.5) 

lo cual se muestra en la figura 5.3. 

Observador v 

Figura 5.3 Retroalimentación de estado estimado. 

Sustituyendo (5.5) en (2.28), tenemos el sistema en lazo cerrado, 

x (t) = Apx (í) - Apx (t) + Bpw (t) 

y(t) = Cpx (t) — CpX (i) 4- Dpw (t) 

(5.6) 

donde: 

^ BPK 

Cr, 4 Dr,K 

(5.7) 

(5.8) 

De (5.1) y (5.5), el observador asintotico de Luenberger es [14, 68]: 

x(t) - Apx (t) + Bpw (i) + ApX (i) 

y(t) = CpX (t) + Dpw (t) 

(5.9) 



donde: 

A , ± Ap - BPK - HCp 

An = HCr> 

Cn — Cp Cp 

Bp — Bp 5 Dp — Dp 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 

(5.13) 

Si el sistema es observable y controlable, los dos sistemas (5.6) y (5.9) pueden ser 
escritos en la siguiente forma de espacio de estado aumentada: 

x(t) Ap -BPK 1 ' x(t) ' Bp 

x(t) HCp Ap — HCp — BpK x (t) Bp _ 
w(t) (5.14) 

para determinar la ubicación de los eigenvalores de este sistema compuesto, debemos determinar 
las raíces del polinomio característico, el cual, como se muestra en [47], puede ser expresado como: 

det [Xlnxn -Ap + HCP] • det [A -Ap + BpK] = 0 (5.15) 

La ecuación (5.15) indica que los eigenvalores del sistema compuesto son la unión de 
los eigenvalores de un sistema con una matriz Ap — HCP y de otro sistema con una matriz 
Ap — BpK. Como consecuencia, el observador y el controlador no necesitan ser diseñados si-
multáneamente; la ganancia del controlador K puede ser calculada independientemente de la 
ganancia del observador, este resultado es conocido como el Principio de Separación [47]. 

En la próxima sección, se presenta un análisis de la retroalimentación de estado es-
timado x(t), de un sistema físico, utilizando el observador de Luenberger en un enfoque de 
Bond Graph. En el Apéndice C, sección C.3, se da un artículo publicado con los resultados 
presentados en este capítulo. 

5.3 Control Directo en Bond Graph 

Considerando un sistema LTI MIMO que satisface Hl, H2 y H3, del Capítulo 1, sección 
1.5. Además, el sistema es estructuralmente controlable y observable de acuerdo a la propiedad 
A.3 del Apéndice A, sección A.4, se presenta una técnica gráfica directa para un modelo en 
lazo abierto representado en Bond Graph. Se obtiene el modelo del observador y el modelo en 
lazo cerrado en Bond Graph directamente, a partir del modelo en lazo abierto. Suponemos, que 
todos los elementos tienen relaciones constitutivas lineales. 

La figura 5.4 muestra la estructura general propuesta del control por retroalimentación 
de estado estimado en Bond Graph. 



w 

Figura 5.4 Lazo cerrado con observador en diagarma a bloques. 

El objetivo de representar el modelo y el observador en diagramas a bloques es obtener 
el modelo del sistema retroalimentado en términos de la matriz de Estructura de Unión S dada 
por (2.27). Esto nos permite conocer, el cambio de la matriz S debido al observador y a la 
retroalimentación de estado, con el propósito de asignar la ubicación de los polos en el dominio 
físico del sistema de acuerdo a la ganancia del control. 

Los próximos Lemas 5.1 y 5.2 muestran que Ap, Cp, Ap. Ap y Cp del sistema de lazo 
cerrado puede ser obtenidas a partir de las ecuaciones (2.29) a (2.32) utilizando S. 

Se tienen dos casos posibles debido a la ubicación de los elementos en el Bond Graph. 
El primer caso cuando el campo de disipación (R) está localizado antes que el campo de alma-
cenamiento (L ,C ) , y el segundo, en caso contrario. 

Lema 5.1 

Considere el esquema de control de la figura 5.4 y que satisface H1, H2 y H3, del 

Capítulo 1, sección 1.5. Sea la estructura del sistema en lazo cerrado dada por: 

x(t) 

Din (í) 

y (i) 
= s 

z{t) z{t) 

Dput (t) - 5 
Dout (t) 

w{t) 
- 5 

w{t) 

xd (t) Xd (t) 

(5.16) 

donde la estructura de unión del observador reflejada al sistema es: 

S = S21 0 3 ( n + r + g ) x 3 ( n + r + p + m ) 

S i 

(5.17) 

Entonces, 



1) Si el campo de disipación (R) está localizado antes que el campo de almacenamiento 

( L , C ) , es decir, si £21 = O, Su í O y/° $31 0) tenemos, 

Ap = E ' ^ i F (5.18) 

Cp = S31F (5.19) 

2) En caso contrario, si S11 = 531 = O y S21 i1 O, tenemos: 

A? = E ^ S u M S ^ F (5.20) 

Cp = S32MS21F (5.21) 

siendo, 

E = I + SuF^S&F (5.22) 

M = L(I-S22L)~1 (5.23) 

Prueba. Para sistemas LTI, sustituyendo (2.22), (2.23) y (2.26) en la primer línea de 
(5.16), tenemos: 

x (t) = E"1 [Snz (i) + SuD^t (í) + S13w (í) - Snz ( i ) ) (5.24) 

de (2.24) y la segunda línea de (5-16) se obtiene: 

Din (í) = ( I - S22L)-1 (S2iz (t) + S2sw (t) - S 2 1 ? ( t ) ) (5.25) 

Tomando (2.22), (2.24), (2.34) y (5.25) en (5.24), 

x (í) = E'1 [{Su + Si2Ai52i) Ex (t) + (5is + Sl2MS2z) ™ (i)] - E~l + SuMS^i) Fx (í) 

(5.26) 

Comparando (5.6) con (5.26), 

Tp = E~l (¿Ti + SuMS^j F (5.27) 

La ecuación (5.27) prueba ambos casos (5.18) y (5.20). Para obtener (5.19) y (5.21), 
tomando (2.22), (2.24), (5.22) y (5.25) reemplazando en la tercer línea de (5.16) tenemos: 

y (i) = (S31 + 5 3 2 M 5 2 i ) Fx (t) + (S33 + S3 2MS23) «J (í) - (Jhi + 5 s 2 M S ) Fx (t) (5.28) 

comparando (5.6) con (5.28), 

Cp = + S32M!hi) F (5.29) 



la ecuación (5.29) prueba ambos casos (5.19) y (5.21). • 

Note que (5.26) y (5.28) muestran que Ap de (5.27) y Cp de (5.29) son las matrices que 
mapean el observador en el sistema. 

Lema 5.2 

Considerar el esquema de control de la figura 5.4 V satisface H1, H2 y H3, del 

Capítulo 1, sección 1.5. Sea la estructura del observador en lazo cerrado dada por: 

x{t) 

D i n (í) 

m 
= S' 

' J(t) z(t) 
DZt{t) 

w{t) 
+ 5' Dout (t) 

w(t) 

Xd (í) Xd(t) 

(5.30) 

donde la estructura de unión del sistema reflejada al observador es: 

®2{r+q) x4(n+r+p+m) 

Entonces, el modelo del observador en lazo cerrado es: 

Tp = É-1 (sT/ + §12'M'§21 - S21MS21J F 

B¡, = É-1 fá+ -S'21MS^ 

A; = É-1(S[1 + S'12MS2l)F 

Cp = (sTi ' + S V S T / J F 

Dp = S¡í + S¡2M%2 

donde: 

E = I+S^Fj1 [5i4 

M' = l(I-§22 1 

F 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

(5.37) 

(5.38) 

Prueba . Sustituyendo (2.22), (2.23) y (2.26) en la primer línea de (5.30) da 

£ (t) = É-1 [ ^ ( í ) + S¡2DZt (i) + SÍ!« (t) + S í a Z U (í) 4- (s^'w (í) + Sí 3 ) w (í)l (5.39) 

tomando el estimado de (2.24) en (5.30), tenemos: 

K d t ) = ( j - S S ' i ) " 1 ( í h Í F x { t ) + S Í ¡ w ( Í ) ) (5.40) 

sustituyendo el estimado de (2.22), (2.24), (5.24) y (5.40) en (5.39), 

¿ ( £ ) = É ~ l ( § T i ' + S ^ M ' S i í ~ S ' l 2 M S Í i ) F X ( t ) + 

E~l (£3' + s T s ' m ' S ' + S1 2 M5 2 3 ) w (t) + É-1 (Sii + S'12M'S21) Fx (í)(5.41) 



comparando (5.9) y (5.41) tenemos (5.32), (5.33) y (5.34). 

Para obtener (5.35) y (5.36), sustituyendo (2.22), (2.24) y (5.40) en la tercer línea de 
(5.30), obtenemos: 

y (t) = + S ^ V S i ' ) Fx(t) + (sTa' + feM'S') ™ (í) (5.42) 

comparando (5.11) y (5.42) tenemos (5.35) y (5.36). • 

Notar que las matrices Bp y Dp pueden calcularse directamente de (5.12), si se conoce 
Bp y Dp . 

A continuación, se presentan expresiones para las ganancias del controlador y del ob-
servador. 

Teorema 5.1 

Sea un sistema LIT MEMS que satisface H1, H2 y H3, del Capítulo 1, sección 1.5 y 
el esquema de la figw/xi 5-4-

1) Si el campo de disipación (R) está localizado antes que el campo de almacenamiento 
(L, C), es decir, si S21 = 0, Sn 0 y/o S'31 ^ 0, entonces, la ganancia gráfica directa para el 

controlador en el Bond Graph es: 

= EBpKF~l (5.43) 

2) En caso contrario, si Su = S31 = 0 y S21 i=- 0, entonces, la ganancia gráfica directa 

para el controlador S2\ es obtenida igualando los elementos de: 

S12MS21 = E B p K F - 1 (5.44) 

siendo E — I + SuF^1 Sf4. 

Más aún, la ganancia gráfica directa para el observador Su v/° £31 es: 

i r 1 (S'u + S'l2MS2i) F = HC (5.45) 

siendo É = I+SU F-1 ($¿4) F y M = L(I - 522¿)_1 -

Prueba. Las ganancias del control y del observador K y H respectivamente puede 
ser determinadas utilizando el Principio de Separación [47]. La ecuación característica del con-
trolador está dada por: 

det (si - A p - BPK) = 0 (5.46) 

Para el primer caso, de (5.7), (5.18) del Lema 5.1 y (5.46) obtenemos 

det (si-Ap- E - 1 ^ ) = 0 (5.47) 



comparando (5.46) y (5.47) se prueba (5.43). Para el segundo caso, de (5.7), (5.20) del Lema 
5.1 y de la ec. (5.46), tenemos 

det (si - A p - E - 1 S i 2 M S 2 i F ) = 0 (5.48) 

Comparando (5.46) y (5.48) se prueba (5.44). Por otro lado la ecuación característica 
del observador está dado por: 

det ( s i -Ap + HC) = 0 (5.49) 

de (5.11), (5.37) del Lema 5.2 y (5.49) 

det sI-Ap + E'1 (S'N+ S'12MS2i) F = 0 (5.50) 

comparando (5.49) y (5.50) se prueba (5.45). • 

A continuación, se presentan dos procedimientos para encontrar en un enfoque gráfico 
el observador y la retroalimentación de estados estimados, a partir del modelo en Bond Graph 
del sistema físico en lazo abierto. 

Procedimiento 5.1 

A través de este procedimiento se encuentra el observador de estados, considerando 
que se tiene el Bond graph del sistema en lazo abierto. 

1. Se obtiene el observador de estados en Bond Graph, que es una copia del sistema en lazo 
abierto en Bond Graph. 

2. Identificar la(s) salida(s) del sistema y del observador: 

• Si la salida es de esfuerzo, agregar un bond activo de esta salida a un detector de 
esfuerzo, que se conecta a una fuente modulada de esfuerzo mediante otro bond activo. 

• Si la salida es de flujo, agregar un bond activo de esta salida a un detector de flujo, 
que se conecta a una fuente modulada de flujo mediante otro bond activo. 

3. La salida del observador debe ser negativa, así, la salida de la fuente del paso 2, llega a 
una unión-1 para una fuente de flujo y 0 para el caso contrario y después se conecta un 
bond que entra también a esa unión. 

4. La fuente modulada de la salida del sistema del paso 2 y el bond adicional de la salida del 
observador del paso 3 se unen a través de bonds en una unión-0 para fuentes de flujo y en 
una unión-1 para fuentes de esfuerzo. 



5. El número de bonds de salida de la unión del paso 4 es igual al número de variables de 
estado, las cuales son los elementos que almacenan energía en causalidad integral. 

6. Conectar un transformador y / o girador entre el bond de salida del paso 5 y la variable de 
estado respectiva del observador. 

7. Se utiliza un transformador para el paso 7 si la salida del sistema y observador es del 
mismo tipo (esfuerzo o flujo) a la de la variable de estado, y en caso contrario se utiliza 
un girador. 

8. Asignar la causalidad a cada uno de los bonds, de acuerdo al Procedimiento de la sección 
2.4.5, capítulo 2, debiéndose lograr una causalidad correcta en las uniones y no cambiando 
la causalidad en el resto de los elementos que ya tienen asignada una causalidad. 

9. La ganancia gráfica directa del observador está dada por el o los modulos del transformador 
y / o girador y son calculadas por el Teorema 5.1. 

A continuación, se presenta el Procedimiento 5.2 para la obtención de la retroali-

mentación de estado estimado en un enfoque gráfico. 

Procedimiento 5.2 

Este procedimiento da la retroalimentación de estado estimado en el dominio físico, 
dado el modelo del sistema físico en lazo abierto y de su observador en lazo abierto por el 
Procedimiento 5.1. 

1. Si la entrada al sistema y observador está determinada por la señal de salida de un sistema 
previo, la conexión de ambos sistemas se debe realizar de acuerdo a la figura 5.5, en caso 
contrario, se tiene únicamente el bloque de línea punteada de la figura 5.5. 

Figura 5.5 Conexión de la entrada al sistema y observador. 
2. La fuente de entrada al sistema físico y al observador es uno de los dos esquemas de la 

figura 5.6, dependiendo del tipo de fuente de entrada a través de la cual se realiza la 
retroalimentación. 

Figura 5.6 Esquemas de reLroalimenfcación de estado estimado. 



3. La retroalimentación se realiza con transformadore(s) y / o giradore(s), en lo(s) cual(es) 
sa(s) módulo(s) es(son) la(s) ganancia(s) gráfica(s) directa(s) calculada(s) por el Teorema 

4. Las entradas de los transformadores y / o giradores del paso 2, están conectadas con un 
bond a la unión A de la figura 5.6 y cada salida a una fuente modulada de flujo para una 
variable de estado, q de un elemento de almacenamiento / , o de esfuerzo para una variable 
de estado, p de un elemento C. 

5. La fuente del paso 4 se modula utilizando un bond activo que conecta al detector, la 
fuente y el detector debe ser del mismo tipo y este detector se conecta al elemento de 
almacenamiento de energía en causalidad integral del observador de estados. 

En la siguiente sección, se aplican los resultados obtenidos en las secciones previas a 
dos ejemplos, mostrando que el observador y controlador se diseñan directamente en el dominio 
físico. 

5.4 Ejemplos 

A continuación se aplican los Lemas y Teoremas presentados, en dos ejemplos, así como 
la obtención del observador de estados y de la retroalimentación de estados estimados para cada 
uno de ellos. 

5.4.1 Sistema Electromecánico 

5.1. 

Considerar el esquema de motor de CD y su Bond Graph de la figura 5.7. 
R:R R : f 

La Ra s s 

J y-n 

LJ 
f 

M S e — 1 ^—t-GY 

l:La 

n 
3 

2 

I:J 

7 

6 

Figura 5.7 Esquema de un motor de CD y su Bond Graph. 



Los vectores clave son: 

x(t) = 

D i n ( t ) = 

P3 (t) 

P7{t) 

fi® 

fe(t) 

; x{t) = 

; D^ (t) = 

e 3 (t) 

e 7 ( i ) 

e2 (Í) 

e
6
 (i) 

(t) = 
/ 3 ( t ) 
flit) 

y(t) = fe(t) 

' u ( t ) = e i ( t ) 

donde e2 (£) y e3 (t) denotan voltajes: f2 (i) y /3 (¿) corrientes en i?a y La, respectivamente; eg (£) 
y e7 (í) torques; /e (í) y f j (í) velocidades en / y J, respectivamente; pz(t) enlace de flujo en 
La] y p7 (¿) momento rotacional en J. 

Las relaciones constitutivas para los elementos son: 

=
 diag

{h 7 } 
L = diag{Ra, /} 

Fd = 0 

La relación entrada-salida para el girador es: 

" e 4 ( í ) " 0 n 
1 ' e5 (t) " 

. h (0 . * 0 
. n _h(t). 

(5.51) 

(5.52) 

(5.53) 

(5.54) 

Aplicando la propiedad A.3 del Apéndice A, sección A.4, del Bond Graph de la figura 
5.7 las trayectorias causales: 

• Para que los estados sean estructuralmente controlables son: 

I : 1 - 3 } 

I : J ^ { 1 - 3 - 3 - 4 - 5 - 7 } 

• Para que los estados-sean estructuralmente observables son: 

I : { 6 - 7 - 7 - 5 - 4 - 3 } 

1 : J -> {6 - 7} 

El Bond Graph en causalidad derivativa para el motor de CD se muestra en la figura 
5.8. 

R : R , R : f 

t 
M S . -yi 1 - ^ i G Y b ^ J . 

n 
3 

I:L. 
I' 

a 

7 

I:J 

Figura 5.8 Bond Graph en causalidad derivativa de un motor de CD. 



Como los elementos I:La e I:J admiten una causalidad derivativa y el Bond Graph de la 
figura 5.8 es causalmente correcto. Se concluye, que los estados I\La e I:J son estructuralmente 
controlables y observables. 

Aplicando los Procedimientos 5.1 y 5.2 obtenemos el observador y la retroalimentación 
de estado estimado mostrados en la figura 5.9 para el motor C.D. 

R:R 

VKG2 
GY. GY 

*G1 

28 

11 

l ^ M S ^ 

H G1 
R:f 

23 
GY 

16/24 
lG2 1 

t|1 lP>Df-*MSf •N. - V 1« I 26 
30 31/ 

HMSf «-Df V 13 

HMSf<-Df 
32 ¿:La .33 

Figura 5.9 Observador y retroalimentación de estados para el motor de CD. 

En la figura 5.9, Hgi y ÜG2 son los ganancias gráficas para el observador y Kgi Y Kgi 

son las ganancias gráficas para el controlador. 

La estructura de unión para el sistema está dada por (5.16), donde: 

Sil = 
0 -n 1 

= 
0 -n 

i Si.3 = 
0 n 0 

i Si.3 = 
0 

SU = 
Kgi KQ2 

0 0 

53I = 0 1 

S i 2 = —I2X2\ S22 ~ S23 - ^32 - ^33 = S21 = £31 — 0 (5.55) 

La estructura de unión propuesta para el observador está dada por (5.30), donde: 

Si i = 
-KQ 1 ~Kg2 ~ HG\ ~ n 

n -ÜG2 

• <? ' — 1 ^ n — 
0 H g i 

0 HG2 
(5.56) 

£12 — -hx2', S31 = 0 1 ; S22 = S23 — S32 — S33 = S'U = 0 

De (5.53) E^É = J2x2-



Utilizando el primer caso del Lema 5.1, (5.18), (5.51) y (5.55) 

K g i KG2 

La 

0 
J 
o 

(5.57) 

también, dado que S31 = 0 a partir de (5.19) tenemos: 

C p = 0 (5.58) 

Sustituyendo (5.51), (5.52) y (5.54) en (2.29) hasta (2.32), obtenemos la siguiente 
realización del sistema físico en lazo cerrado: 

An — 

Op — 

Ra n 
~La 

_ ¿ 
L a J 

; B p = 

; D p = 0 

(5,59) 

(5.60) 

De (5.57) a (5.60), se obtiene el sistema completo en lazo cerrado, 

e7 (£) 

v(t) = 

Ra 
~Ta 

n 
T a 

o . 

n 
J 
l 
J 

' Pz (*) 
Pr(t) 

P3(t) 

Pr(t) 
+ «29 (t) -

Kgi KQ2 
La J 
o 0 

P3{t) 

. P7 (t) 

(5.61) 

De (5.51), (5.59) y (5.43) la ganancia gráfica directa es: 

S u - Kgi KG-2 
0 0 

K i L a K 2 J 

0 0 (5.62) 

Utilizando el Leroa 5.2, de (5.32). (5.51) y (5.56). obtenemos: 

-Ra Kgi ~n Kg2 H g i 

Ap L a L a 

n 
Ta 

J J J 
rf H g i 

J J 
(5.63) 

De (5.34), (5.55) y (5.56) tenemos: 



Tomando (5.60) y (5.63) en (5.12) da 

Cp — (5.65) 

de (5.9) , (5.63), (5.64) y (5.65) obtenernos el modelo del observador 

el (t) 
e7(t) 

-Ra Kgi 
La La 

n 

—n 
~T 

H q 1 

+ 
0 

L a 

H g i 

ÜG2 
J 

KG2 
J J 

-f H0 2 

J J 

ñ (í) 

Prit) 
(5.66) 

P3 (<) 
P7 (t) 

+ Ô29 (¿) 

f o " ñ (t) ' 
J J _f?(t) _ m = 

De las ees. (5.45), (5.52), (5.56) y (5.60) la ganancia gráfica directa para el observador 
es: 

0 

0 

H g i 

j ° ? 
(5.67) 

Notar que utilizando la metodología propuesta en los Lemas 5.1 y 5.2 obtenemos el 
modelo en lazo cerrado directamente a partir del Bond Graph de lazo abierto incluyendo control 
y observador. 

Las siguientes simulaciones fueron hechas en SIMNON. Los parámetros del modelo son 
La = 0.1, / = 0.1, Ra = 0.5, J = 1.5, n = 3 y e\ = 10. Las ganancias del control para tener un 
coeficiente de amortiguamiento de 0.5 son K\ — 5.94 y = 2. 

Sustituyendo los valores numéricos en (5.62), la ganancia gráfica directa para el con-
trolador es: 

Sil = 
0.594 3 

0 0 
(5.68) 

Los polos de lazo cerrado debido al observador son colocados en p i ¿ = —9.1683 ± 
j'5.2549, de (5.53) tenemos H\ = 13.33 y H2 = 13.33. Sustituyendo los valores numéricos en 
(5.67), la ganancia gráfica directa para el observador es: 

r 0 13.33 
0 13.33 

(5.69) 

Las figuras 5.10 y 5.11 muestran la simulación para este ejemplo. 



Time (seg) 
Figura 5.10 Gráfica del comportamiento de los enlaces de flujo donde: A) Estado del sistema; B) Estado 
estimado. 

Figura 5.11 Gráfica del comportamiento de la salida, donde A) Estado del sistema; B) Estado 
estimado. 

Podemos observar en ambas figuras 5.10 y 5.11 que se satisfacen las condiciones previas 
de diseño para el controlador y observador. 

En el siguiente ejemplo, se considera un sistema hidráulico en el cual, su Bond Graph en 
lazo abierto presenta un elemento aimacenador de energía en causalidad derivativa, así mismo, 
su estructura en lazo cerrado requiere la utilización del segundo caso del Lema 5.1 y Teorema 
5.1. 

5.4 .2 Sistema Hidráulico 

El siguiente sistema hidraúlico es mostrado en la figura 5.12, el cual considera el segundo 
caso de los Lemas. 



R:R2 
\ 

2 

I : L ¿ 

M S f l - ^ - z O ^ T F -^-Á 
m 

4 , 6 

1 

Figura 5.12 Sistema hidraúlico y su Bond Graph. 

Los vectores clave son 

x(t) = Pe (t) 
; ¿ ( i ) = 

e6 (í) 

hit) 
; z(t) = 

Amt (i) - e2 (i) _ y (í) - ei (í) 

Dm(É) = /2 ( t ) ' « ( í ) = / i ( t ) 

e 7 ( í ) 

^d (í) = P5 
; ¿d (í) = e5 (í) 

donde efe ( í ) , /fe ( i ) , fc = 1,2,..., 7 son presiones y flujos respectivamente; ea5 (t) y eaQ (t) son 
momentos de presiones en L* y Lq respectivamente y fa7 (t ) es el flujo de volumen en C-j. 

Las relaciones constitutivas de los elementos son 

F =
 diag

{h h 
L = R 2 

= Ls 

La relación entrada-salida del girador es 

(5.70) 

(5.71) 

(5.72) 

" e3 (t) ' m 0 

0 i 
m . 

e4 (É) " 

_h(t). 

m 0 

0 i 
m . 

_ / 4 ( i ) . 
(5.73) 

Aplicando la propiedad A.3 del Apéndice A, sección A.4, del Bond Graph de la figura 
5.12 las trayectorias causales: 

• Para que los estados sean estructuralmente controlables son: 

I : { 1 - 2 - 2 - 3 - 4 - 6 } 

I : J ^ { 1 - 2 - 3 - 4 - 6 - 6 - 7 } 

• Para que los estados sean estructuralmente observables son: 

I : { 1 - 2 - 2 - 3 - 4 - 6 } 

I : - 2 - 2 - 3 - 4 - 6 - 6 - 7 } 



El Bond Graph en causalidad derivativa del Bond Graph de la figura 5.12 se muestra 
en la figura 5.13. 

R:R2 
\ 

2 

I : L , 

1 MSfl 7O — l \ - s — 7 l ± A 
m 6 

? 

C:C? 

Figura 5.13 Bond Graph en causalidad derivativa de la figura 5.11. 

Como los elementos I:Lq e C:CV admiten una causalidad derivativa y el Bond Graph 
de la figura 5.13 es causalmente correcto. Se concluye, que los estados I:Lq e C\C~i son estruc-
turalmente controlables y observables. 

Aplicando los Procedimientos 5.1 y 5.2 al Bond Graph del sistema de la figura 5.12 se 
obtiene el Bond Graph con retroalimentación de estado estimado de la figura 5.14. 

27 

t 0 ^ T F —- ^ 1 — 

34 

- M S ^ D e l ^ -
lOl 

23 

22 

GY k-
*G2 

Figura 5.14 Observador y retroalimentación de estado para el sistema hidráulico. 

La estructura de unión para el sistema está dado por (5.19), donde 

Sn = 
0 - 1 
1 0 

¿>21 = 

£>21 ~ 

0 
m 

Kci KG2 
'•> Su = 

- 1 

0 

Si3 — S22 = S31 = 533 — S u — S31 = 0; S23 = S32 — 1 

(5.74) 



La estructura de unión para el observador está dada por (5.30) ¿ o n < ¿ e 

Su = 
0 - 1 

1 o 

1 

; Su — 
H g i m 

—Hg2 
; S i a — 

- 1 
0 

; ^ 21 Bei 

&G2 
(5.75) 

Kgi -KG2 m S 2 i — 

De (2.33) tenemos 

; Su = ^22 = Su = S33 = S'n ^ 0; S23' = S32 = 1 

E = E = 
A 0 
0 1 (5.76) 

donde 

Á = & L5 + Lq 
L6 

Utilizando el segundo caso del Lema 5.1, de (5.68) a (5.76) y (5.20), A está dada por 

R 2 K G i R 2 K G 2 

Ap — j t i A L Q 771AC7 

0 0 
(5.77) 

sabemos que ¿31 = 0, así, a partir de (5.21) tenemos 

~ = r - r 2 K g i r 2 K g 2 

P Lq CJ 

Sustituyendo (5.70) a (5.76) en (2.29) a (2.32) obtenemos 

(5.78) 

r R2 1 " r r2 1 
Ap — m2ALG 

1 
A C 7 \Bp = mA Ap — 
0 

\Bp = 
0 

- T6 
0 

R 2 •OILQ 0 ; Dp = R2 

(5.79) 

(5.80) 

Tomando (5.77) a (5.80) en (5.6), obtenemos el sistema físico de control por retraoali-
mentación de estado estimado 

R 2 1 

fao (t) (5-81) 
e6 (£) 
h(t) 

rrfi AL& A Ci 

h 
RIKgi R2KG2 
ttiALQ mAC-j 

0 0 

Pe (í) 

n (t) 
mA 

0 

y(t) = 
r 2 

mL6 

Pe (t) 

q-r{t) 

fe(t) 

[ $ ( t ) J 

+ Rifso (t) -
R2KG1 R2KG2 

U C 7 

P6 (t) 
97 (t) 



De (5.44), (5.70), (5.71), (5.74), (5.76) y (5.79) la ganancia gráfica directa para el 
controlador es: 

K G 1 R 2 K G 2 R 2 

7 7 1 

0 
m 
0 

K x R 2 L ñ K 2 R 2 C 7 

TTl 

0 
ra 
0 

(5.82) 

Utilizando el segundo caso del Lema 5.2, desde (5.70) hasta (5.76) y (5.32) da 

R2 RIKGI R2HG1 1 R2KG2 

Ap — m2ALfi mALfí 
1 | R2HG2 

Le rnLe 

TTILQ AC7 mACj 
0 

(5.83) 

A partir de (5.34), desde (5.70) hasta (5.73) y (5.75) tenemos 

R 2 H G I 

A mLe 
R2HG2 

L6 

0 

0 
(5.84) 

De la ec. (5.35), desde (5.70) hasta (5.73) y (5.75) 

R2 R2KG1 R2KG2 Cp — 
t t i L Q L e C 7 

Sustituyendo (5.83), (5.84) y (5.85) en (5.9), obtenemos el modelo del observador 

R 2 R 2 K g 1 R 2 H G i 1 R 2 K G 2 

(5.85) 

f?(t) 
mALe mALfí tiiLQ 

1 R2Hg2 

R2Hg 1 

y{t) = 

rnLe 
R2H.G2 

mLe 

R2 

L6 mLe 

0 ' P6 (t) 

0 97 (t) 

A C7 mAC7 

0 

ñ{t) 

07 ( t ) 
+ (5.86) 

R2k1 R2K2 

mLe Lq C7 

mA 
0 

Pe(t) 
% (t) 

/30(t) 

+ i?2/30 (i) 

De (5.45), (5.70), (5.74), (5.75), (5.76) y (5.80), la ganancia gráfica directa para el 
observador es 

H G i = A m 

HG2 = H2 

(5.87) 

Los parámetros del modelo son R2 = 5, C7 = 0.5, Lq = 0.1, L$ = 0.01, m = 2 y 
fi = 10. Para tener un coeficiente de amortiguamiento de 0.5, K\ = 1.89 y K2 = 10, la ganancia 
gráfica para el controlador se obtiene de (5.82), 

¿21 = K G 1 K g 2 0.189 5 (5.88) 



Los polos de lazo cerrado debido al observador son colocados en p\y2 = —4.4318 ± 
j 1.7565 de (5.52) tenemos = 0.1 y Ü 2 = 0.1. Sustituyendo los valores numéricos en (5.87), 
la ganancia gráfica directa para el observador es: 

0.011 
0.1 

s ; 2 = (5.89) 

Note que, podemos obtener el modelo de lazo cerrado, sin calcular las matrices AP, 

Bp, Cp y Dp de lazo abierto. Las figuras 5.15 y 5.16 muestran los resultados de la simulación 
numérica para este ejemplo. 

0 0 . 5 1 1 .5 2 
Time (seg) 

Figura 5.15 Gráfica del comportamiento de la presión, donde: A) Estado del sistema; B) Estado 
estimado. 

0 . 5 1 1 . 5 2 
Time (seg) 

Figura 5.16 Gráfica del comportamiento de la salida, donde: A) Salida del sistema; B) Salida estimada. 

Podemos observar que en ambas figuras 5.15 y 5.16 las condiciones de diseño dadas 
anteriormente para el controlador y el observador son satisfechas. 

Continuando con el estudio de las propiedades de un sistema físico, se observa que 
no sólo es útil conocer el comportamiento dinámico sino también su caracterización de estado 
estacionario. 



Así, se presenta en el siguiente capítulo los valores de estado estacionario para un 
sistema físico en un enfoque de Bond Graph y la determinación gráfica directa del error de 
estado estacionario utilizando retroalimentación de la salida y un control proporcional. 

5.5 Conclusiones 

Se presentó una retroalimentación de estado estimado para sistemas LIT MEMS. 

Se propuso una metodología para obtener el sistema completo en lazo cerrado incluyen-
do observador y retroalimentación, directamente a partir del Bond Graph en lazo abierto y de 
las estructuras propuestas. 

La metodología permite considerar diferentes tipos de energía. 

El controlador encontrado es realizable debido al hecho de que se utiliza el dominio 
físico. También, se resolvió el problema del asignación de dinámica garantizando estabilidad y 
asegurando regulación. 



Capítulo 6 

Valores de Estado Estacionario para 
un Sistema Físico LTI M I M O 
utilizando Bond Graph 

6.1 Introducción 

Cualquier sistema de control lineal físico sufre inherentemente un error estacionario 

en respuesta a ciertos tipos de entradas [50]. Un sistema puede no tener error estacionario a 
una entrada escalón, pero el mismo sistema puede presentar error estacionario no nulo a una 
entrada rampa (el único modo en que se puede eliminar éste error es modificando la estructura 
del sistema) [51]. Si un sistema dado ha de presentar o no error estacionario ante determinado 
tipo de entrada, depende del tipo de función del sistema [51]. 

Garantizando estabilidad absoluta, comportamientos importantes del sistema a los 
cuales hay que dar cuidadosa consideración es la estabilidad relativa y el error estacionario 

[4]-

Dado que un sistema físico de control involucra almacenamiento de energía, la salida del 
sistema relacionada con una entrada, no puede seguir a ésta inmediatamente sino que presenta 
una respuesta transitoria antes de poder alcanzar un estado estacionario [51]. La respuesta 
transitoria de un sistema de control frecuentemente presenta oscilaciones amortiguadas antes de 
alcanzar un estado de equilibrio [47]. Si la salida de un sistema en estado estacionario no coincide 
exactamente con la entrada de referencia, se dice que el sistema tiene un error estacionario [4]. 
Este error indica la exactitud del sistema. Al analizar un sistema de control, es importante 
examinar el comportamiento de la respuesta transitoria, tal como el tiempo requerido para 



alcanzar un nuevo estado estacionario y el valor del error al seguir una señal de entrada, así 
como el comportamiento estacionario [33]. 

En este capítulo, se presenta un procedimiento gráfico sencillo y directo para obtener 
el valor de estado estacionario de un sistema físico representado en Bond Graph. Para conseguir 
este objetivo, se requiere calcular e invertir la matriz Ap, de una representación en espacio de 
estado, la cual es invertible para un sistema físico, si satisface las hipótesis Hl , H2 y H3, del 
Capítulo 1, sección 1.5. Se muestra que utilizando la estructura de unión del Bond Graph en 
causalidad derivativa, no es necesario calcular e invertir la matriz Ap. Así mismo, la matriz 
inversa de Ap se puede obtener directamente a partir del Bond Graph Recíproco del sistema [6]. 

En la referencia [59] se tiene la determinación de un conjunto de equilibrio (estado 
estacionario), donde se propone reemplazar los elementos / ' s por fuentes de esfuerzo nulo y 
los elementos C's por fuentes de flujo nulo (lo cual es equivalente a colocarlos en causalidad 
derivativa). 

En el Apéndice C, sección C.4, se da un artículo publicado con los resultados de Valor 
de Estado Estacionario, siendo la contribución la determinación simbólica del equilibrio (estado 
estacionario) a partir de la Estructura de Unión que se presentan en este capítulo [37]. Además, 
en la sección C.6 se da un artículo aceptado sobre error de estado estacionario para un sistema 
físico con un enfoque de Bond Graph que se propone en este mismo capítulo [39]. 

El capítulo, está formado por cuatro secciones principalmente: en la primera, se estudia 
el estado estacionario en variables de estado y en función de transferencia. Después, se propone 
un procedimiento para encontrar los valores de estado estacionario de las variables de estado y 
de la salida en un enfoque de Bond Graph y su aplicación a dos ejemplos. La tercera sección, 
presenta un Lema y un procedimiento para determinar en un Bond Graph la diferencia de la 
salida respecto a la entrada de referencia en estado estacionario aplicándolo a un ejemplo y 
finalmente, se propone un procedimiento en el dominio físico para calcular el error en estado 
estacionario de un sistema físico con retroalimentación de salida y con un control proporcional, 
con su respectivo ejemplo. 

En la siguiente sección, se resume el estudio de estado estacionario en función de 
transferencia y en variables de estado. 

6.2 Antecedentes de estato estacionario 

El comportamiento de estado estacionario es una importante característica de un sis-
tema cuando su respuesta transitorio dinámico ha terminado [4]. Actualmente, algunos equipos 
como, máquinas eléctricas en sistemas eléctricos de potencia requieren conocer los valores de 



estado estacionario para calibración y ajuste de protecciones, etc. 

A continuación, se estudia la determinación de los valores de estado estacionario del 
modelo, así como el error de estado estacionario para un sistema retroalimentado. 

6.2.1 Estado Estacionario 

La respuesta de estado estacionario es útil para conocer el valor que alcanza cada 
variable de estado de un sistema físico en una representación en espacio de estado cuando el 
periodo dinámico ha terminado. Aplicando el Teorema de Valor Final [51] podemos determinar el 
valor de estado de estacionario de la respuesta de un sistema. Así, el error en estado estacionario 
queda determinado, 

ess = lim [e (i)] = lim [s • e (s)] (6.1) (—»co s—»0 

Aplicando (6.1) a (2.28) tenemos: 

X a o = ¿ m [&(*)] = (6.2) 

yss = (Dp-CpAp1Bp)uss (6.3) 

donde: 

uss = lim [s • •u(s)] (6.4) 

De esta manera, utilizando (6.2) y (6.3) podemos calcular el estado estacionario, pero 
necesitaríamos calcular lo cual es laborioso para sistemas de alto orden. 

Si el sistema está representado en función de transferencia, tenemos: 

y ( s ) = G ( s ) < 7 ( s ) (6.5) 

Utilizando el Teorema de Valor Final, obtenemos el valor de estado estacionario de la 
salida dada por: 

yss = lim [y(t)] = lim [sG (s) u (s)] (6.6) £—»oo s—»0 

En la siguiente sección se estudia el error de estado estacionario de un sistema de lazo 
cerrado. 



6.2.2 Sistema en Lazo Cerrado 

En un sistema de control, la señal de error, la cual es la diferencia entre la señal de 
entrada y la señal retroalimentada. En esta sección, se introduce al controlador de modo que 
reduzca esta señal de error y lleve la salida del sistema a un valor deseado. 

Considerando el esquema en lazo cerrado de la figura 6-1. 

Figura 6.1 Sistema ea lazo cerrado. 

La relación entre la salida Y (s) y la entrada U (s) está dada por 

Y(s) = H (5) [I + G (s) H (s) ] _ 1 U (s) 

la relación entre el error E (s) y la entrada es: 

(6.7) 

(6 .8) 

El uso de (6.8) requiere el modelo del sistema G (s) y de la retroalimentación H (s). 

En la siguiente sección se presenta un enfoque gráfico para determinar el estado esta-
cionario de un sistema físico, modelado en Bond Graph. 

6.3 Estado Estacionario de las Variables de Estado y de la Salida 
del Sistema en Bond Graph 

Se puede resolver directamente el problema de obtener A^1 de (6.2) utilizando el modelo 
en Bond Graph en causalidad derivativa del sistema físico. 

Una vez que se tiene el modelo de un sistema físico en Bond Graph en causalidad inte-
gral, se cambia la causalidad de los elementos almacenadores de energía, a causalidad derivativa 
y se ajusta la causalidad de los elementos que disipan energía para que las uniones cumplan con 
las reglas de causalidad dadas en el capítulo 1, a éste procedimiento se le llama asignación de 

causalidad derivativa predefinida o simplemente Bond Graph en causalidad derivativa (29j. 



z(t) 

Dind (£) = 

Vd{t) 

Jn J12 Jiz x{t) 

J21 J22 J23 Doutd (t) 

J31 Jz 2 J33 u(t) 

Suponer que Ap es invertible y se tiene un asignación de causalidad derivativa en el 
modelo de Bond Graph. A partir de (2.25) la estrutura de unión está dada por (29, 30]: 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

(6.16) 

Doutd (í) = L¿Din¿ (t) 

de las ees. (2.28) a (2.34) (6.9) y (6.10) obtenemos: 

z(t) = A^x (i) + B*u (£) 

yd(t) = C*px(t)+D;u(t) 

donde: 

c; = 
DI = 

Siendo, 

Jn + J12NJ21 

J13 + JuNJ23 

JSI + J32NJ21 

J33 + J32NJ23 

N - (I - LdJi2)~l Ld (6.17) 

Las ecuaciones de estado de éste sistema en causalidad integral están dadas por (2.28). 
Entonces, de (2.22), (2.28) (6.11) y (6.12) tenemos: 

¿ i = F A p 1 

B; = -FA;1BP 

C* = CPAP1 

D; = DP — CPA~LBP 

(6.18) 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 

las expresiones previas nos indican la relación existente entre las variables de estado del sistema 
representado en Bond Graph en causalidad integral y en causalidad derivativa. 

A partir de (6.2), (6.3), (6.19) y (6.21) obtenemos el estado estacionario dado por: 

- F - ^ U n (6.22) 

yss = D;u88 ( 6 . 23 ) 

A continuación, se aplican estos resultados de estado estacionario en el dominio físico 
a dos ejemplos. 



6.3.1 Ejemplo de un Sistema Mecánico 

Considerar el sistema mecánico de la figura 3.5, cuyo Bond Graph en causalidad integral 
se muestra en la figura 3.5, así como los vectores clave y relaciones constitutivas se dan en la 
sección 3.6.1. 

El Bond Graph en causalidad derivativa se muestra en la figura 6.2. 

MS* C-JHi I:m 
N 
6 

M S f l / O 
3 , 5 10 7 U I 

4 

MSe 

11 

^ 1 2 
y l h ^ L M 

- H C : 1 / K , 

R:b 

Figura 6.2 Bond graph en causalidad derivativa de la figura 3.5 

A partir de (6.8) la Estructura de Unión para el Bond Graph de la figura 6.2 está dada 
por: 

0 1 0 1 " 0 " 0 - 1 - 1 

- 1 0 0 0 0 
; J13 = 

1 0 0 
Jll = ; J12 - ; J13 = 

0 0 0 1 - 1 0 0 - 1 

- 1 0 - 1 0 0 1 0 0 

(6.24) 

T' 

J21 = ~Jl2'i J22 = J22. = J32 = J33 = 0 

para este ejemplo Dind (í) = A n (t) y Doutd (í) = Dout. (í) Así, de (6.19), B* está dada por: 
0 - 1 - 1 
1 0 0 
0 0 - 1 
1 o o 

(6.25) 

Finalmente, los valores de estado estacionario de las variables de estado se obtienen de 
(6.22) 

x$$— 
m 0 0 

0 0 r 
M 0 0 

Uss (6.26) 



Podemos observar qué, éste es el procedimiento anterior es un procedimiento sencillo 
y directo y no es necesario calcular Ap, Ap y Bp. 

A continuación, se encuentra el modelo dinámico del sistema del ejemplo anterior, con 
el objetivo de verificar en simulación el valor de estado estacionario de (6.26). 

El modelo dinámico de este ejemplo se obtiene de (2.27), donde: 

(6.27) 

" 0 - 1 0 0 0 " 1 0 0 ' 
1 0 - 1 0 - 1 

; 5i3 = 
0 1 0 

Su -
0 0 

; s 1 2 = ; 5i3 = 
0 0 

0 1 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 1 0 0 1 

S21 = —Si-2; 522 — 523 = 532 = 533 = 0 

así, el modelo está dado por (2.28) 

Mt) 

ee (i) 
h(t) 

en ( t ) 

0 
- 1 

0 

ki -fea 
T 

0 0 

1 0 
m k2 

0 

zk 

M -

' 1 0 0 * 

P6(t) + 
0 1 0 

0 0 0 

. P12 ( i) . _ 0 0 1 

hit) 

e 4 ( í ) 
e n (i) 

(6.28) 

Las siguientes simulaciones fueron hechas en SIMNON. Los parámetros del sistema son 
= = 10, m = 3, M = 6 y b = 10. Las entradas de referencia son f\ = 1, = 1 y 

en = 1. Las figuras 6.3 y 6.4, muestran la respuesta estacionaria de las variables de estado del 
sistema. 

1GO 150 200 Tim€(sec.) 

Figura 6.3 Variables de estado: (A) (í); (B) pe(t). 



Timers BC.) w 
100 150 

Time(s«c) 

Figura. 6.4 Variables de estado: (A) qg(t); (B) pu{t). 

Como se esperaba, los valores de estado estacionario son: (t?2)ss = —0.4, (PQ)SS = 3, 

= -0-1 y (P12)ss = 6-

Notar que este procedimiento para obtener el estado estacionario de las variables de 
estado es una herramienta sencilla para análisis. 

6.3.2 Ejemplo de un Sistema Eléctrico 

Considere el sistema eléctrico de la figura 6.5. 

_ / V W 
la 

_ / w \ 

Ó 
Figura 6.5 Ejemplo de un sistema eléctrico. 

El Bond Graph en causalidad integral se muestra en la figura 6.6. 

R i R j I :L j R :R2 I :L 2 

1 
M S e — - Á 1 K ^ O t! 1 i TF 

~~ a 
4 

e f e 

10 

11 

R:R ' 

Figura 6.6 Bond Graph en causalidad integrai. 



Los vectores clave son: 

94 (t) 1 hit) e4 (t) 
x(t) = P5 (t) ; ¿ ( í ) = e5 (í) ; z(É) = h(t) 

_ Pío (t) _ _ e1 0 (t) _ ho (t) 

A n ( í ) = 

e2 (í) 
h(t) 
fn (t) 

Dout (t) = 
Í2(t) 
e7(t) 
en (í) 

u{t)=e1{t) 

' V ( í ) = / n ( í ) 

donde e (i) es voltaje, / (£) es la corriente en cada elemento del sistema eléctrico; ¡qa (¿) es la 
caiga del capacitor en C, y e ^ (t) y eaio (t) son los enlaces de flujo en Li y L<¿, respectivamente. 

Las relaciones constitutivas para los elementos son: 

(6.29) 

L = diag <¡ —, R2, R3 

' e 8 ( t ) 1 a 0 
1 " 69 (í) " 

. M * ) . 0 1 a . 

El Bond Graph en cuasalida derivativa se muestra en la figura 6.7. 

R .R^ I :L 1 R : R 2 I : L 2 

10 

M S e — Á 1 —7 0 1 —7ITF 
a 

11 

_ / 
C:C R : R 3 

Figure 6.7 Bond Graph en causalidad derivativa. 

Los vectores clave Dind y Doutd en causalidad derivativa son: 

Dind (i) = [ e2 (i) f7(t) e n ( ¿ ) ] T ; Dmtd(t)= [ f2(t) e7(t) /n (i) 

de tal manera que, 

L d = dÍa9{bR2>-k} 
(6.30) 



La estructura de unión de la figura 6.6 es, 

J n = 

J22 = 

0 1 0 0 0 0 
- 1 - 1 0 0 ; J12 = 1 0 
a 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 

0 0 i 
- 1 a 

0 — 0 
a 

1 0 
; 2̂3 = 0 ; J31 = - 1 

0 0 

J21 = —^12; «A3 = 0; J33 = 1 

El vector B* está dado por: 

T 

(6.31) 

0 fiï 0 

de (6.21), el valor de estado estacionario de la variable de estado es: 

n T 
¿Ça* — 0 ê 0 'M, 

(6.32) 

(6.33) 

A continuación, se encuentra el modelo dinámico del sistema del ejemplo anterior, con 
el objetivo de verificar en simulación el valor de estado estacionario de (6.33). 

De (2.27) la estructura de unión en causalidad integral es utilizada para obtener el 
siguiente modelo dinámico: 

S11 = 

0 - 1 — 
a 

1 0 0 

i o o l a 

l 0 0 • 1 

; S12 = 0 0 0 ; S23 = 0 
0 0 - 1 0 

S31 = 0 0 1 ; Si 3 = S22 = S32 = S33 = 0 

(6.34) 

El modelo dinámico está dado por: 

- 1 - 1 - 1 
U(t) 

(t) 

€10 (í) 

R i C 

- 1 
l a 
0 

1% ° 

<2X2 
0 

a? Lo 
R* 
l 2 J 

<74 (t) 
" 1 " 

Ti 
Ps(t) + 0 e i (i) 

_ V10 (Í) _ 0 

(6.35) 

Los parámetros del sistema son i?i = 10, R 2 = 5, R3 = 2, Li = 0.1, L 2 = 0.2, C = 0.01 
y a = 10. El parámetro de control es ei = 1. Las figuras 6.8 y 6.9 muestran la respuesta de las 
variables de estado del sistema. 
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Figura 6.8 Variables de estado: (A) (í); (B) ps(í). 
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Tme(sac.) 

Figura 6.9 Variable de estado ^io(í)-

Como se esperaba, los valores de estado estacionario son: (94)33 — 0, (P6)gs = 0.01 y 

(Pio)ss = 0-

El procedimiento gráfico de la sección anterior, se puede extender para la determinación 
del error de estado estacionario en un esquema control en lazo cerrado, lo cual se propone en la 
siguiente sección.. En el Apéndice C, sección C.6, se da un artículo sometido con estos resultados. 

6.4 Error en Estado Estacionario del Sistema Retroalimentado 
con un Control Proporcional en Bond Graph 

La respuesta de estado estacionario es la parte de la respuesta total que permanece 
despues que el transitorio ha terminado. La respuesta de estado estacionario puede variar en 
forma regular, tal como una onda senoidal o una función rampa que se incrementa con el tiempo. 
También, la respuesta en estado estacionario puede cambiar si la configuración del sistema se ha 
modificado, por ejemplo de lazo abierto a lazo cerrado. En la figura 6.10 se muestra un sistema 
en lazo cerrado utilizando un control poporcional. 



Figura 6.10 Sistema en lazo cerrado con un control proporcional. 

De acuerdo a la figura 6.10 y utilizando (6.2) y (6.43) el error en estado estacionario 
en un sistema en lazo cerrado es: 

ess = (J — Dpc 4- CpcAp^Bpc) ws (6.47) 

donde Apc, Bpc, Cpc y Dpc denotan las matrices Ap, Bp-, Cp y Dp en lazo cerrado de la figura 
6.10, siendo: 

Apc — 

Bpc = BpK 

Ap - BpK (I + DpK)-1 Cp 

- i I - (I + DpK)'1 DPK 

Cpc = (I + DPK)~X CP 

Dpc = (1 +DpK)'1 DpK 

(6.48) 

(6.49) 

(6.50) 

(6.51) 

Por otro lado, obteniendo la Estructura de Unión (6.9) del Bond Graph en causalidad 
derivativa que representa el sistema en lazo cerrado de la figura 6.10, tenemos: 

zc(t) Jf1 Jf2 TC J13 
Dindc (t) = 

TC TC J11 " 2 2 J2Z 
y de (t) •^31 ^32 lc 

^33 
Doutdc (í) = LdDindc ( ¿ ) 

xc (t) 

Doutdc (í ) 
w(t) 

(6.52) 

(6.53) 

Seleccionando como salida al error: 

Vác (£) = e (í) 

De (6.12), (6.16), (6.17), (6.52), (6.53) y (6.54) tenemos: 

e(t) = C^xc(t) + D;cw (t) 

donde: 

(6.54) 

(6.55) 

(6.56) 

(6.57) 



siendo 

Nc = (I - LdJ$2) ld (6.58) 

Aplicando eí Teorema del Valor Final [51], el error en estado estacionario es: 

ess = D; cw s s (6.59) 

Se presenta a continuación un procedimiento para obtener el error de estado esta-
cionario de la salida con un control proporcional conectado en cascada con la planta. Este 
procedimiento gráfico se muestra en un diagrama a bloques en la figura 6.11. 

Figura 6.11 Procedimiento gráfico para la obtención del error en estado estacionario en un 
enfoque de Bond Graph. 

A continuación se describe el procedimiento de la figura 6.11. 

Procedimiento 6.1 

1. Obtener el Bond Graph en lazo abierto del sistema físico en causalidad integral. 

2. Añadir la retroalimentación de salida, utilizando un bond activo que conecta la unión 
correspondiente a la salida y un detector de esfuerzo para una salida de esfuerzo, en caso 
contrario es un detector de flujo. 

3. El detector de la salida del paso 2 modula a una fuente del mismo tipo de la entrada del 
sistema a través de un bond activo. 

4. La fuente modulada se conecta a través de un bond a una unión-1, si es una fuente de 
flujo, en caso contrario a una unión-0. 

5. Las variables de entrada del sistema y de la unión del paso 4 fuente modulada del paso 3 
se unen en una unión-1 si son de esfuerzo o en una unión-0 si son de flujo. La dirección 
del bond correspondiente a la unión del paso 4 debe salir de esta nueva unión. 



6. Del paso 5 se tiene un bond de salida de la unión que entra a un transformador, TF, su 
módulo es la ganancia de la retroaliment ación de salida. 

7. El bond de salida del TF llega a una unión-0 para variables de esfuerzo del paso 5, en caso 
contrario es una unión-1. A partir de esta unión, mediante un bond activo se conecta a un 
detector que es del mismo tipo a la entrada del sistema, este detector modula a la entrada 
del sistema a través de un bond activo. 

8. Se aplican las reglas de causalidad dadas en la sección 2.4.5 a los bonds adicionales, no 
debiendo cambiar la causalidad del Bond Graph del paso 1, el Bond Graph completo debe 
ser causalmente correcto. Si existen conflictos de causalidad, esto se resuelve cambiando 
el transformador, TF, por un girador, GY, en el paso 6. 

9. Obtener el Bond Graph en causalidad derivativa en lazo cerrado del sistema. 

10. Encontrar la Estructura de Unión (6.52) para el Bond Graph del paso 9. 

11. El error en estado estacionario del sistema en lazo cerrado está dado por (6.59). 

Es importante señalar que a partir del Bond Graph del sistema en lazo abierto se 
puede obtener la realización (A?, BP, CP, DP) del sistema. A partir de este Bond Graph y 
del Procedimiento 6.1 se obtiene un Bond Graph en causalidad integral en lazo cerrado que 
determina directamente la realización (APC, B^, CPC, DPC). Alternativamente, se puede calcular 
algebráicamente la realización [APC, BPC, CPC, DPC) utilizando (6.48) a (6.51), a partir de la 
realización en lazo abierto. Nótese que el segundo procedimiento involucra más operaciones 
algebráicas que el primero y la inversa del término (7 + DPK) no se calcula algebráicamente. 
Asi mismo, obteniendo el Bond Graph en causalidad derivativa en lazo cerrado, se determinan las 
condiciones de estado estacionario en lazo cerrado del sistema. Este procedimiento no requiere 
la inversión algebráica de AP. Por lo tanto, se demuestra el amplio potencial de la técnica de 
Bond Graph en sistemas para control. 

En la siguiente sección, se aplica el Procedimiento 6.2 a un ejemplo para encontrar el 
error en estado estacionario de un sistema en lazo cerrado. 

6.4.1 Ejemplo de un Motor de C D 

Considere el Bond Graph en causalidad integral en lazo abierto de un motor de C.D., 
el cual se muestra en la figura 5.6. Los vectores clave se dan en la sección 5.4.1. 

Aplicando el Procedimiento 6.2 para una retroalimentación de salida con un control 
proporcional, el cual se muestra en la figura 6.12. 
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Figura 6.12 Bond Graph en lazo cerrado en causalidad integral un motor de CD. 

Obteniendo el Bond Graph correspondiente en causalidad derivativa, se muestra la 
figura 6.13. 
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Figura 6.13 Bond Graph en lazo cerrado modificado en causalidad derivativa de un motor de CD. 

Otra opción del Bond Graph en lazo cerrado en causalidad derivativa dado en la figura 
6.13 para el motor de CD de la figura 6.12, se muestra en figura 6.14, en la cual, la retroal-
imentación, comparación entrada y salida retroalimentada, y la ganancia del controlador se 
realizan por medio de diagramas de bloques en combinación con el modelado del motor de CD 
en Bond Graph. 

R:L J 

l i -
li 

R:f 

Figura 6.14 Bond Graph en lazo cerrado en combinación con diagramas a bloques. 



La figura 6.13 tiene la característica de representar todos los elementos en el dominio 
físico a diferencia de la figura 6.14, en donde algunos elementos están representados en diagrama 
a bloques y otros en Bond Graph. 

Los vectores clave para el Bond Graph de la figura 6.13 están dados en la sección 5.4.1 
y la matriz de Estructura de Unión con salida (6.54) es: 

'12 

0 
- 1 

n + k 

1 
n 
0 

0 1 " T 

• T c — » J 1 3 ~ k 

. n + k . 

II n + k 

0 
( 6 . 6 0 ) 

_ T C _ T C _ r e . re _ JC . JC _ JC . re _ — J21 ~ J22 ~ Jll' J23 ~ J\3> ^32 ^31) J33 ~ — n 

de (6.57) y (6.58) tenemos que, 

DL = 
n2+Raf 

n2 + nk + Raf 

por lo que el error en estado estacionario de (6.59) es: 

Raf rr 
n2 + nk + Raf 

wf 

(6.61) 

(6.62) 

Se puede observar que en (6.62) se conoce la influyencia de los parámetros, así como 
de la ganancia del control en el error en estado estacionario del sistema físico. 

Por lo tanto, se presenta un procedimiento gráfico a través de la Teoría de Bond Graph, 
para la obtención del error en estado estacionario de la salida, en el cual no se requiere conocer 
el modelo del sistema en variables de estado o en función de transferencia. Así mismo, se puede 
observar que es posible determinar la influencia de los parámetros del sistema en el error. 

En el siguiente capítulo, se presenta un esquema de linealización para una clase de 
sistemas nolineales modelados en Bond Graph. 

6.5 Conclusiones 

Se presentó un procedimiento gráfico directo para obtener los valores de estado esta-
cionario de un sistema físico, con una retroalimentación de salida en Bond Graph. 

Se mostró que a partir del Bond Graph en causalidad derivativa se puede obtener A 
de manera gráfica. 

Para la obtención de los valores y del error de estado estacionario se mostró que no se 
requiere conocer la función de transferencia o la realización (Ap , Bp, Cp, Dp). 



Capítulo 7 

Linealización por Bond Graph 

7.1 Introducción 

U n s i s t e m a l i n e a l i z a d o e s ú t i l p a r a c o n o c e r e l c o m p o r t a m i e n t o d e l s i s t e m a c u a n d o e s 

p e r t u r b a d o , t a l q u e e l n u e v o y v i e j o p u n t o s d e e q u i l i b r i o s o n c e r c a n a m e n t e i g u a l e s [47]. L a s 

e c u a c i o n e s d e l s i s t e m a e s t á n l i n e a l i z a d a s a l r e d e d o r d e p u n t o s d e o p e r a c i ó n [52]. L a s n u e v a s 

e c u a c i o n e s l i n e a l e s a s í o b t e n i d a s s o n s u p u e s t a s a s e r v á l i d a s e n u n a r e g i ó n c e r c a n a a l p u n t o d e 

e q u i l i b r i o [53] . 

U n a p r o p i e d a d i m p o r t a n t e d e l a T e o r í a d e B o n d G r a p h e s l a t r a y e c t o r i a c a u s a l [32] , 

a s í , p o d e m o s d e t e r m i n a r p r o p i e d a d e s c o m o o b s e r v a b i l i d a d , c o n t r o l a b i l i d a d o r e l a c i o n e s e n t r e l a s 

v a r i a b l e s d e e s t a d o [29]. L a t r a y e c t o r i a c a u s a l e s u t i l i z a d a e n e s t e c a p í t u l o p a r a d e t e r m i n a r l a s 

r e l a c i o n e s n o l i n e a l e s e n t r e l a s v a r i a b l e s d e e s t a d o , c o n e l fin d e l i n e a l i z a r u n a c l a s e d e s i s t e m a s 

n o l i n e a l e s l l a m a d a a q u í s i s t e m a n o l i n e a l d e p r o d u c t o s d e e s t a d o s . E s t a c l a s e d e s i s t e m a s n o 

l i n e a l e s p u e d e s e r r e p r e s e n t a d a e n B o n d G r a p h [29]. E n e l A p é n d i c e C , s e c c i ó n C . 5 , s e d a u n 

a r t í c u l o s o m e t i d o c o n l o s r e s u l t a d o s q u e s e p r e s e n t a n e n e s t e c a p í t u l o [38] . 

E s t e c a p í t u l o e s t á o r g a n i z a d o d e l a s i g u i e n t e m a n e r a : p r i m e r a m e n t e , s e e s t u d i a l a 

l i n e a l i z a c i ó n a l e b r á i c a d e s i s t e m a s n o l i n e a l e s ; d e s p u e s s e p r e s e n t a u n e s q u e m a l i n e a l i z a d o e n 

B o n d G r a p h q u e u t i l i z a l a e s t r u c t u r a d e u n i ó n ; p o s t e r i o r m e n t e , s e p r o p o n e u n p r o c e d i m i e n t o 

p a r a o b t e n e r l a l i n e a l i z a c i ó n a p a r t i r d e l B o n d G r a p h d a d o y l o s r e s u l t a d o s s e a p l i c a n a u n 

e j e m p l o . 



7.2 Antecedentes [70] 

L o s f e n ó m e n o s q u e o c u r r e n s o n e n g e n e r l a d e n a t u r a l e z a n o l i n e a l , s i n e m b a r g o , p a r a 

p e r t u r b a c i o n e s s o b r e e l e s t a d o n o m i n a l o e s t a d o d e e q u i l i b r i o , a l g u n o s d e l o s s i s t e m a s n o l i n e a l e s 

p u e d e n s e r c o n s i d e r a d o s a s e r l i n e a l e s e n u n r a n g o d e o p e r a c i ó n [27] . 

E n e s t a s e c c i ó n , s e e s t u d i a l a l i n e a l i z a c i ó n c o n v e n c i o n a l d e u n s i s t e m a n o l i n e a l a l q u e 

p u e d e s e r a p l i c a d o la. e x p a n s i ó n e n s e r i e s d e T a y l o r . 

7.2.1 Linealización Algebraica [70] 

U n a e c u a c i ó n d e e s t a d o l i n e a l e s ú t i l c o m o u n a a p r o x i m a c i ó n d e u n a e c u a c i ó n d e e s t a d o 

n o l i n e a l , e n e l s i g u i e n t e s e n t i d o . C o n s i d e r e l a s f u n c i o n e s , 

x(t)=f (x (t), u (t)); x (¿o) = ^o (7.1) 

D o n d e l o s e s t a d o s x (t) £ y l a e n t r a d a u (t) £ 

S e a ( 7 . 1 ) r e s u e l t a p a r a u n a s e ñ a l d e e n t r a d a p a r t i c u l a r l l a m a d a e n t r a d a n o m i n a l u(t) 

y u n e s t a d o i n i c i a l p a r t i c u l a r l l a m a d o e s t a d o i n i c i a l n o m i n a l xq. E s t a s o l u c i ó n ú n i c a n o m i n a l e s 

l l a m a d a f r e c u e n t e m e n t e t r a y e c t o r i a n o m i n a l x ( i ) . 

Jtx (t) = f (x (t), fi ( i ) ) , X ( t o ) = Í o ( 7 . 2 ) 

C o n s i d e r e s e ñ a l e s a l r e d e d o r d e l o s v a l o r e s n o m i n a l e s 

u (t) = u (t) + us (t); x0 = 5 o + xo6 ( 7 . 3 ) 

d o n d e ||xof (¿)|| y ( i ) | | s o n a p r o p i a d a m e n t e p e q u e ñ o s p a r a t > t o -

S u p o n e m o s q u e l a s o l u c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e p e r m a n e c e p r ó x i m a a x (t), e n c a d a y 

e s t á d a d a p o r : 

x ( i ) = í ( i ) + a : $ ( t ) ( 7 . 4 ) 

S u s t i t u y e n d o e e s . ( 7 . 3 ) y ( 7 . 4 ) e n ( 7 . 1 ) t e n e m o s : 

^ (É) + ( f ) = / W + (t), u ( í ) + us ( t ) ) , x (t0) + x6 (t0) = xQ + ( 7 . 5 ) 

S u p o n i e n d o q u e l a s d e r i v a d a s d e / (x ( t ) , u ( i ) ) e x i s t e n , p o d e m o s e x p a n d i r e l l a d o d e r e -

c h o d e ( 7 . 5 ) u t i l i z a n d o s e r i e s d e T a y l o r a l r e d e d o r d e x ( t ) y u ( £ ) , y m a n t e n e r s o l a m e n t e l o s 



= f̂  (*(*)>«(*)) í7-1«) 

t é r m i n o s d e o r d e n 1 . E s t a e s u n a a p r o x i m a c i ó n r a z o n a b l e d a d o q u e ( t)|| y ]\xs ( í )|| s o n 

s u p u e s t a s p e q u e ñ a s p a r a t o d a t. 

E n f o r m a v e c t o r i a l s e t i e n e : 

j x (t) + (t) = / (x(t) ,u (i)) + ^(x(t)1 u (£)) ^ (i) + {x (t) ,U (t)) u6 (t) (7,7) 

& f ^ f'' 
d o n d e — d e n o t a e l J a c o b i a n o , c o n v a l o r e s , i = 1 , . . . , n y j = 1 . . . , n. dx oxj 

C o n s i d e r a n d o ( 7 . 2 ) , l a r e l a c i ó n e n t r e x¿ y u¿ e s d e s c r i t a a p r o x i m a d a m e n t e p o r u n a 

e c u a c i ó n d e e s t a d o L I T d e l a f o r m a : 

X6 (t) = Apg (t) x¿ ( í ) + BpS ( t ) Ug ( t ) ( 7 . 8 ) 

d o n d e As ( í ) y B¿ ( í ) s o n l a s m a t r i c e s d e d e r i v a d a s p a r c i a l e s e v a l u a d a s e n l a t r a y e c t o r i a n o m i n a l 

l a s c u a l e s s o n : 

Aps(t) = § £ ( 2 ( í ) , S ( É ) ) ( 7 - 9 ) 

df 
du 

P a r a l a e c u a c i ó n d e s a l i d a n o l i n e a l , a l a f o r m a 

y(t) = h(x(t),u(t)) ( 7 . 1 1 ) 

L a f u n c i ó n h(x(t) ,u(t)) p u e d e s e r e x p a n d i d a e n s e r i e s d e T a y l o r s o b r e l a t r a y e t o r i a 

n o m i n a l , d o n d e l a d e s c r i p c i ó n a p r o x i m a d a e s d e l a f o r m a : 

Vs (t) = CpS ( i ) xs ( i ) + Dps (t) u6 ( t ) ( 7 . 1 2 ) 

A q u í l a d e s v i a c i ó n d e l a s a l i d a e s t á d a d a p o r : 

y6 (t) = y(t)-y{t); y ( t ) = h{x(t),u ( ¿ ) ) ( 7 . 1 3 ) 

d o n d e : 

C p s i t ) = ( * ) , « ( « ) ) ( 7 . 1 4 ) 

¿>p6(t) = | í ( ¡ r , ( t ) , u ( t ) ) ( 7 . 1 5 ) 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e p r e s e n t a u n e s q u e m a p a r a r e a l i z a r l a l i n e a l i z a c i ó n d e u n a 

c l a s e d e s i s t e m a s n o l i n e a l e s e n e l d o m i n i o físico. E n e l A p é n d i c e C , s e c c i ó n C . 5 , s e d a u n a r t í c u l o 

s o m e t i d o c o n l o s r e s u l t a d o s q u e s e p r e s e n t a n e n e s t e c a p í t u l o . 



7.3 Linealización por Bond Graph 

L a i n f o r m a c i ó n g r á f i c a d e l B o n d G r a p h p u e d e s e r u t i l i z a d a p a r a i d e n t i f i c a r l a s s e c c i o n e s 

n o l i n e a l e s d e u n s i s t e m a f í s i c o . A s í , s e p r e s e n t a u n a t é c n i c a g r á f i c a d i r e c t a p a r a o b t e n e r e l B o n d 

G r a p h l i n e a l i z a d o . 

C o n s i d e r a m o s l a l i n e a l i z a c i ó n d e ( 7 . 1 ) , p o r B o n d G r a p h d e u n s i s t e m a n o l i n e a l d e 

p r o d u c t o s d e e s t a d o s , d o n d e l a p a r t e n o l i n e a l e s t á f o r m a d a p o r : 

xi (t)xj (t ) ,Xi (t)uk{t); i,j = l , . . . , n y f c = 1 ,...,p ( 7 . 1 6 ) 

P r i m e r o s e c o n s i d e r a l a e s t r u c t u r a g e n e r a l d e u n s i s t e m a l i n e a l i z a d o m o s t r a d a e n l a 

figura 7 . 1 , y p o s t e r i o r m e n t e s e d a u n p r o c e d i m i e n t o p a r a o b t e n e r l a l i n e a l i z a c i ó n d e ( 7 . 1 ) r e -

s t r i n g i d o a ( 7 . 1 6 ) , u t i l i z a n d o B o n d G r a p h . 

M S e , M S f 

L , C 

M S e , M S f : x 

u s ü 

* • 

0 

< 
- > 

0 , 1 , T F , G Y 
> 

< 0 , 1 , T F , G Y 
0 

X 8 
z 

0 

X 8 

D o u t D i n 
> * 

R D 

F i g u r a 7 . 1 E s t r u c t u r a g e n e r a l d e u n s i s t e m a l i n e r i z a d o . 

E l o b j e t i v o d e r e p r e s e n t a r ion s i s t e m a l i n e a l i z a d o d e a c u e r d o a l a figura 7 . 1 e s o b t e n e r 

r e l a c i o n e s s i m p l e s p a r a l a e s t r u c t u r a d e u n i ó n m o d i f i c a d a , d e n o t a d a p o r S . E s t o n o s p e r m i t e 

c o n o c e r , e l c a m b i o d e 5 d e b i d o a l a l i n e a l i z a c i ó n . E n e l L e m a s i g u i e n t e s e m u e s t r a c o m o e n c o n t r a r 

l a s m a t r i c e s (Ap¿, Bp¿, Cp¿, DPs)del s i s t e m a l i n e a l i z a d o a p a r t i r d e S. 

Lema 7.1 

Considere el esquema linealizado de la figura 7.1. La estructura del sistema está dada 

por 

x s (t) 

D i n ( i ) 

Vs{t) 

= S 

zs(t) 

Dwt ( í ) 

u6 (i) 

5 ( t ) 

( 7 . 1 7 ) 



donde 

S?1+S% 1 5 l 2 
CX 
^ 1 3 ¿>13 

5 = 5 2 1 5 2 2 523 0 

$31 + ¿>31 5 3 2 
QX 

$33 

( 7 . 1 8 ) 

Los valores de <Sf l s S J 3 , S f j y 5 3 3 son la interconexión de los elementos que no partici-

pan en la trayectoria nominal del sistema, y los valores de S^, S^, S^ y S33 son la trayectoria 

nominal; u¿ (i) es la entrada del sistema y u (t) es la entrada nominal. 

La representación del sistema en variables de estado está dada por: 

Apé = ( S u + ^ 1 1 

+ S 1 2 M S 2 i ) . F + S 1 1 3 ( 7 - 1 9 ) 

B p s = 5 Í 3 + 5 I 2 M 5 2 3 ( 7 . 2 0 ) 

C p s = ( 5 f i + 5 3 0 1 + S 3 2 M 5 2 i ) - F ' + 5313 ( 7 . 2 1 ) 

D p 6 = S ^ + S 3 2 M 5 2 3 ( 7 . 2 2 ) 

donde 

M = (I - LS22)~l L ( 7 . 2 3 ) 

y, S*3 y 533 son tales que se satisface: 

S°13ü(t) = $ { 3 x É ( t ) ( 7 . 2 4 ) 

S § g ü ( t ) = S ¡ 3 x s ( t ) ( 7 . 2 5 ) 

Prueba. P a r a e l s i s t e m a l i n e a l i z a d o d e l a figura 7 . 1 , s u s t i t u y e n d o ( 2 . 2 2 ) e n l a p r i m e r 

l í n e a d e ( 7 . 1 7 ) , t e n e m o s : 

( t ) = ( S f t + S y Fxs (t) + SnDout (t) + S?3uÉ (t) + S ? 3 u (t) ( 7 . 2 6 ) 

D e ( 2 . 2 2 ) y ( 2 . 2 4 ) l a s e g u n d a l í n e a d e ( 7 . 1 7 ) s e o b t i e n e 

Din (t) = ( I - S22L)~1 [SilFxs ( t) + S23U6 (¿)] ( 7 . 2 7 ) 

T o m a n d o ( 2 . 2 4 ) , ( 2 . 3 4 ) , ( 7 . 2 4 ) y ( 7 . 2 7 ) e n ( 7 . 2 6 ) : 

(t) = [(-STi + 5 ? ! + Sl2MS2i) F + S}3] xe ft) + ( S * + S12MS23) u6 (t) ( 7 . 2 8 ) 

C o m p a r a n d o ( 7 . 8 ) c o n ( 7 . 2 8 ) s e v e r i f i c a ( 7 . 1 9 ) y ( 7 . 2 0 ) . 

P o r o t r a p a r t e , t o m a n d o ( 2 . 2 2 ) , ( 2 . 2 4 ) , ( 7 . 2 5 ) y ( 7 . 2 7 ) e n l a t e r c e r l í n e a d e (7.17) 
t e n e m o s : 

ys ( i ) = [ ( S f i + S 3 ° i + S 3 2 M 5 2 1 + S¡3) F + s y ( í ) + ( S f 3 + S 3 2 M S 2 3 ) u8 (t) ( 7 . 2 9 ) 



C o m p a r a n d o ( 7 . 1 2 ) c o n ( 7 . 2 9 ) , p r o b a m o s ( 7 . 2 1 ) y ( 7 . 2 2 ) . • 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e p r o p o n e u n p r o c e d i m i e n t o p a r a l i n e a l i z a r u n s i s t e m a n o 

l i n e a l d e p r o d u c t o s d e e s t a d o s m o d e l a d o e n B o n d G r a p h . 

7.4 Procedimiento para obtener un Bond Graph linealizado 

E l s i g u i e n t e p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o q u e s i r v e p a r a c o n s t r u i r e l B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o 

d e l a f u g u r a 7 . 1 a p a r t i r d e u n s i s t e m a f í s i c o n o l i n e a l d e p r o d u c t o s d e e s t a d o s ( 7 . 1 6 ) . 

Procedimiento 7.1 

C o n s i d e r e q u e e l s i s t e m a s a t i s f a c e l a s h i p ó t e s i s H l , H 2 , H 3 y H 4 d e l C a p í t u l o 1 , s e c c i ó n 

1 . 5 . 

1 . O b t e n e r e l B o n d G r a p h n o l i n e a l d e l s i s t e m a f í s i c o . 

2 . I d e n t i f i c a r e l p r o d u c t o d e d o s v a r i a b l e s d e e s t a d o , m e d i a n t e u n a t r a y e c t o r i a c a u s a l ( v e r 

A p é n d i c e A , s e c c i ó n A 5 ) q u e c o n t e n g a u n t r a n s f o r m a d o r TF o u n g i r a d o r G Y , c u y o m ó d u l o 

e s u n a v a r i a b l e d e e s t a d o d e e n e r g í a o c o e n e r g í a . 

3 . L a t r a y e c t o r i a c a u s a l e m p i e z a a p a r t i r d e u n a v a r i a b l e d e e s t a d o p a s a n d o a t r a v é s d e l TF 

o GY d e l p a s o 2 y t e r m i n a e n o t r a v a r i a b l e d e e s t a d o , e s t a t r a y e c t o r i a c a u s a l d e b e d e p a s a r 

s ó l o u n a v e z p o r c a d a b o n d . 

4 . D a d o q u e l a l i n e a l i z a c i ó n e s a l r e d e d o r d e l a t r a y e c t o r i a n o m i n a l ( x ( t ) , - u ( í ) ) , e l m ó d u l o 

d e c a d a TF y / o GY d e l B o n d G r a p h o r i g i n a l d e l p a s o 1 , s e c a m b i a p o r e l v a l o r d e l a 

t r a y e c t o r i a n o m i n a l d e l a v a r i a b l e d e e s t a d o d e c o e n e r g í a r e s p e c t i v a . 

5 . P o r c a d a t r a y e c t o r i a c a u s a l , s e a ñ a d e n b o n d s c o n l o s e l e m e n t o s q u e f o r m a n p a r t e d e l a 

m i s m a t r a y e c t o r i a . L o s b o n d s a ñ a d i d o s f o r m a n o t r a t r a y e c t o r i a c a u s a l e m p i e z a c o n u n 

e l e m e n t o d e p u e r t o - 1 , e l c u a l r e p r e s e n t a a l a v a r i a b l e d e e s t a d o d e l p a s o 2 , s e s u s t i t u y e 

e s t e e l e m e n t o p o r u n a f u e n t e d e e s f u e r z o s i e l e l e m e n t o d e l a v a r i a b l e d e e s t a d o e s C o p o r 

u n a f u e n t e d e flujo s i e l e l e m e n t o e s J . A c o n t i n u a c i ó n , s e a ñ a d e n b o n d s d e l a t r a y e c t o r i a 

c a u s a l r e s p e c t i v a , h a s t a l l e g a r a l a u n i ó n q u e c o n e c t a a l a o t r a v a r i a b l e d e e s t a d o d e l a 

t r a y e c t o r i a c a u s a l c o n s i d e r a d a . A s í m i s m o , t o m a r e n c u e n t a l o s i g u i e n t e : 

• S i e x i s t e n m á s d e u n a t r a y e c t o r i a c a u s a l p a r a c a d a v a r i a b l e d e e s t a d o s e u n e n e l i n i c i o 

d e e s t a s t r a y e c t o r i a s y l a f u e n t e d e l p a s o 5 a u n a u n i ó n - 1 s i l a f u e n t e e s d e flujo, e n 

c a s o c o n t r a r i o e s u n a u n i ó n - 0 . 



• E l v a l o r d e l a f u e n t e d e l p a s o 5 e s e l d e l a t r a y e c t o r i a n o m i n a l d e la. v a r i a b l e d e e s t a d o 

r e s p e c t i v a . 

• E l m ó d u l o d e l o s TF o GY d e l a t r a y e c t o r i a c a u s a l d e l p a s o 5 e s e l m ó d u l o d e l a 

t r a y e c t o r i a c a u s a l d e l p a s o 2 d e l B o n d G r a p h o r i g i n a l d e l a v a r i a b l e d e e s t a d o d e 

c o e n e r g í a . 

6 . E l m o d e l o m a t e m á t i c o q u e r e p r e s e n t a e l B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o , s e o b t i e n e u t i l i z a n d o e l 

L e m a 7 . 1 . 

7.5 Ejemplo de un Cuerpo Rígido 

C o n s i d e r e e l m o d e l o e n B o n d G r a p h d e u n c u e r p o r í g i d o d e t r e s d i m e n s i o n e s q u e s e 

m u e s t r a e n l a figura 7 . 2 . [58] 

MSe:Sz 

t , 
1 ^ J-I2 

K i . 

1* 
1:1* 

^ M O Y 

T 

— 1 M S e . S y 1 
F i g u r e 7 . 2 B o n d G r a p h d e u n c u e r p o r í g i d o . 

L o s v e c t o r e s c l a v e s o n : 

P2(t) 62 ( t ) h{t) ' e i ( i ) " 

z ( t ) = P 5 ( í ) ; = e s (t) ; z(t) = hit) • u(t) = É6 ( i ) 

_ P9 (t) _ _ e s (t) _ Í9(t) e i o (*) 

( 7 . 3 0 ) 

d o n d e f<¿ ( i ) , / s (i) y fg ( i ) , e2 (t), e s ( t ) y eg (t) s o n l a s v e l o c i d a d e s á n g u l a r e s y l o s p a r e s e n u n 

s i s t e m a d e c o o r d e n a d a s xyz a l o l a r g o d e l o s e j e s p r i n c i p a d e s d e u n c u e r p o r í g i d o [58] , r e s p e c -

t i v a m e n t e ; p2 ( t ) , p s (t) y p 9 ( í ) s o n l o s m o m e n t o s r o t a c i o n a l e s y e\ ( t ) , (t) y e i o (t) s o n l o s 

p a r e s a p l i c a d o s . 

U t i l i z a n d o e l P r o c e d i m i e n t o 7 . 1 t e n e m o s : 

• E l B o n d G r a p h d e l a figura 7 . 2 s a t i s f a c e l a s c o n d i c i o n e s d e l P r o c e d i m i e n t o 7 . 1 . 

• L o s t é r m i n o s n o l i n e a l e s s e i d e n t i f i c a n p o r l a s t r a y e c t o r i a s c a u s a l e s q u e p a s a n a t r a v é s d e 

l o s MGY c o n v a r i a b l e s d e e s t a d o d e c o e n e r g í a ojx ( ¿ ) , <¿y ( i ) y w z ( í ) c ó m o m ó d u l o s . 



L a s t r a y e c t o r i a s c a u s a l e s s o n : 

2 - 3 - 4 — 5 

2 - 1 2 - 1 1 - 9 
P a r a J T 

P a r a L , 
5 - 4 - 3 - 2 

5 - 7 - 8 - 9 

P a r a 7 , 
9 - 1 1 - 1 2 - 2 

" [ 9 - 8 - 7 - 5 

L i n e a l i z a n d o a l r e d e d o r d e (o^Oi ^¡/O» ^ z o ) y c o n s i d e r a n d o ú n i c a m e n t e l a v a r i a b l e d e e s t a d o 

d e 7 X , s e a p l i c a n l o s p a s o s 4 , 5 , 6 , 7 y 8 d e l P r o c e d i m i e n t o 7 . 1 . E l B o n d G r a p h r e s u l t a n t e 

s e m u e s t r a e n l a figura 7 . 3 . 

MSe:Sz 

<yi y . 

V A. ®XO/IX£ 

> / l y 

-a—t. 1 k MSe:Sy 
A- 6 
j 5 

MSf:©xo n 

" Ü ^ N 

F i g u r a 7 . 3 B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o d e l a v a r i a b l e d e e s t a d o d e 7 X . 

A p l i c a n d o e l P r o c e d i m i e n t o 7 . 1 , p a r a l a s v a r i a b l e s d e e s t a d o d e I y e I z , s e o b t i e n e e l 

B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o d e l s i s t e m a q u e s e m u e s t r a e n l a figura 7 . 4 . 

MSf:©. 

coy/iy : 

F i g u r a 7 . 4 B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o d e u n c u e r p o r í g i d o . 



L a r e l a c i ó n c o n s t i t u t i v a e s 

, 1 1 1 F = diag<\ 
¿X 1y ¿2 

( 7 . 3 1 ) 

A p l i c a n d o e l L e m a 7 . 1 , l a e s t r u c t u r a d e u n i ó n p a r a e l s i s t e m a e s t á d a d a p o r : 

—LOz 

í i 

5 a 1 
í i 

0 Uy0 0 
Iz Iy 
0 

Iz 
0 

h U!y0 0 
h h 

0 

- S22 — S23 = S21 = 0 

c o _ 
^ÍS — 

0 

—10, 

h 
0 

W x 

X 

h -Ux 

( 7 . 3 2 ) 

D e ( 7 . 2 4 ) , 

S i 3 — 

0 
"zo uya ' 

0 
ly 
0 

Iz 
Uxo 

Ix "yo 

ly 
0 

Iz 
0 

Ix h 

Iz 
0 

( 7 . 3 3 ) 

O b t e n i e n d o l a r e p r e s e n t a c i ó n d e l s i s t e m a e n l a f o r m a ( 7 . 8 ) , d e ( 7 . 1 9 ) t e n e m o s : 

Ap6 = 

y d e ( 7 . 2 0 ) , 

w*o I J - J 
•ín ±7. 

w yo 

ÜJ ¿o 

— I LO 

1 

h 
0 

1 

Tx 

F ( 7 - 3 4 ) 

BpS = -^3x3 ( 7 . 3 5 ) 

O b s e r v a r q u e , e l P r o c e d i m i e n t o 7 . 1 p e r m i t e l i n e a l i z a r d i r e c t a m e n t e e n f o r m a g r á f i c a u n 

s i s t e m a n o l i n e a l d e p r o d u c t o s d e e s t a d o s m o d e l a d o e n B o n d G r a p h . 

E n e l s i g u i e n t e c a p í t u l o , s e r e a l i z a u n e s t u d i o d e t a l l a d o d e l m o d e l a d o d e l a m á q u i n a 

s í n c r o n a p r e s e n t a d a e n (52 , 5 3 ] , s e u t i l i z a e l m o d e l o d e l a m á q u i n a e n B o n d G r a p h d a d o p o r 

[23], s e m o d i f i c a y o b t e n e r m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s y d i r e c t o s d e l a m á q u i n a e n B o n d G r a p h . A s í 

m i s m o , s e p r e s e n t a u n p r o c e d i m i e n t o b a s a d o e n B o n d G r a p h p a r a d e t e r m i n a r l a s c o n s t a n t e s d e 

t i e m p o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . S e s e l e c c i o n ó , e s t e s i s t e m a ñ ' s i c o , c o m o u n a a p l i c a c i ó n d e c a d a 

u n o d e l o s r e s u l t a d o s p r e s e n t a d o s e n l o s c a p í t u l o s p r e v i o s d e e s t e t r a b a j o d e i n v e s t i g a c i ó n . 



7.6 Conclusiones 

S e p r e s e n t ó u n p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o u t i l i z a n d o B o n d G r a p h p a r a l a l i n e a l i z a c i ó n d e 

s i s t e m a s n o l i n e a l e s d e p r o d u c t o s d e e s t a d o s . 

E l s i s t e m a y l i n e a l i z a c i ó n s o n d e t e r m i n a d o s e n e l d o m i n i o físico. 

E s t a m e t o d o l o g í a n o r e q u i e r e c o n o c e r l a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s o r d i n a r i a s n o l i n e a l e s . 



Capítulo 8 

Modelado de la Máquina Síncrona 
en Bond Graph 

8.1 Introducción 

L o s Generadores síncronos f o r m a n l a p r i n c i p a l f u e n t e d e e n e r g í a e l é c t r i c a e n s i s t e m a s 

d e p o t e n c i a . G r a n d e s c a r g a s e l é c t r i c a s s o n m a n e j a d a s p o r motores síncronos. A l g u n a s v e c e s 

Condensadores síncronos s o n u t i l i z a d o s c o m o u n m e d i o d e p r o v e e r c o m p e n s a c i ó n d e p o t e n c i a 

r e a c t i v a y c o n t r o l d e v o l t a j e . E s t o s d i s p o s i t i v o s o p e r a n b a j o e l m i s m o p r i n c i p i o y s o n c o l e c t i v a -

m e n t e l l a m a d o s máquinas síncronas [ 5 2 ] . 

E l m o d e l a d o y a n á l i s i s d e l a m á q u i n a s í n c r o n a h a s i d o s i e m p r e u n d e s a f í o . E l p r o b l e m a 

h a s i d o t r a t a d o e x t e n s i v a m e n t e d e s d e 1 9 2 0 y 1 9 3 0 [53] y h a s i d o s u j e t o d e a l g u n a s d e l a s m á s r e -

c i e n t e s i n v e s t i g a c i o n e s [52] . E n e s t e c a p í t u l o s e d e s a r r o l l a u n e n f o q u e e s t r u c t u r a d o d e l m o d e l a d o 

d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a u t i l i z a n d o B o n d G r a p h y s e i n c o r p o r a u n a n á l i s i s p a r a l a o b t e n c i ó n 

d e a l g u n o s m o d e l o s r e d u c i d o s d e l a m á q u i n a . 

S e p r o p o n e u n p r o c e d i m i e n t o p a r a o b t e n e r l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o d e u n a m á q u i n a 

s í n c r o n a u t i l i z a n d o m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s d e l a m á q u i n a e n e l d o m i n i o f í s i c o . 

E l p r e s e n t e c a p í t u l o e s t á o r g a n i z a d o d e l a m a n e r a s i g u i e n t e : s e e s t u d i a l a d e s c r i p c i ó n 

m a t e m á t i c a d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . D e s p u é s , s e a n a l i z a y m o d i f i c a e l m o d e l o d e l a m á q u i n a 

s í n c r o n a e n B o n d G r a p h d a d o p o r [23] , c o n e l o b j e t i v o d e o b t e n e r e l m o d e l o m a t e m á t i c o p r o p -

u e s t o p o r [53] . L a s i g u i e n t e s e c c i ó n c o n s i s t e e n o b t e n e r m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s d e l a m á q u i n a 

e n B o n d G r a p h y , finalmente, s e p r e s e n t a u n p r o c e d i m i e n t o p a r a e n c o n t r a r l a s c o n s t a n t e s d e 

t i e m p o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n B o n d G r a p h . 



8.2 Descripción Matemática de la Máquina Síncrona [52, 53] 

E n e l d e s a r r o l l o d e l a s e c u a c i o n e s d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a s e d e b e n s a t i s f a c e r l a s 

s i g u i e n t e s s u p o s o c i o n e s : 

• S I . - L o s d e v a n a d o s d e l e s t a t o r e s t á n s i n u l s o i d a l m e n t e d i s t r i b u i d o s . 

• S 2 . - L a s r a n u r a s d e l e s t a t o r n o c a u s a n v a r i a c i ó n a p r e c i a b l e d e l a s i n d u c t a n c i a s d e l r o t o r 

c o n l a p o s i c i ó n d e l r o t o r . 

• S 3 . - L a m á q u i n a e s d e polos salientes e n e l r o t o r . 

• S 4 . - S e a n a l i z a u n a m á q u i n a d e d o s p o l o s . 

• S 5 . - L a histéresis magnética e s d e s p r e c i a b l e . 

• S 6 . - L o s e f e c t o s d e l a saturación magnética s o n d e s p r e c i a b l e s . 

L a f i g u r a 8 . 1 m u e s t r a u n a r e p r e s e n t a c i ó n e s q u e m á t i c a d e u n m á q u i n a s í n c r o n a . 

E n l a figura 8 . 1 , l o s c i r c u i t o s d e l e s t a t o r c o n s i s t e n d e u n devanado de armadura t r i f á s i c o 

sa — fa, sb — fb y se — f e q u e c o n d u c e n c o r r i e n t e s a l t e r n a n t e s ia, ¿j, e ic. L o s c i r c u i t o s d e l r o t o r 

c o m p r e n d e n d e v a n a d o s d e c a m p o F — F ' , y d e a m o r t i g u a m i e n t o D — D' y Q — Q'. E l d e v a n a d o 

d e c a m p o s e c o n e c t a a u n a f u e n t e d e c o r r i e n t e d i r e c t a . P a r a p r o p ó s i t o s d e a n á l i s i s , l a s c o r r i e n t e s 

e n e l a m o r t i g u a m i e n t o s e s u p o n e n fluyendo e n d o s c o n j u n t o s d e c i r c u i t o s c o r t o c i r c u i t a d o s : u n 

c o n j u n t o c u y o flujo e s t a e n l í n e a c o n e l eje-d y o t r o c o n j u n t o c u y o flujo e s t a a l o l a r g o d e l eje-g. 



8.2=1 Ejes Directo y en Cuadratura 

C o n e l p r o p ó s i t o d e i d e n t i f i c a r c a r a c t e r í s t i c a s d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a , s e d e f i n e n l o s 

d o s e j e s m o s t r a d o s e n l a figura 8 . 1 : 

• E l eje directo, d, a l i n e a d o a l e j e d e l p o l o n o r t e m a g n é t i c o . 

• E l eje de cuadratura, q, s e e n c u e n t r a a 90 g r a d o s e l é c t r i c o s d e l e j e - d 

8.2.2 Representación Esquemática de los Circuitos de una Máquina Síncrona 

E n l a figura 8 . 2 s e m u e s t r a n l o s c i r c u i t o s d e l e s t a t o r y r o t o r d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a . 

F i g u r a 8 . 2 D i a g r a m a e s q u e m á t i c o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a . 

L a n o t a c i ó n d e s u b í n d i c e s q u e s e u t i l i z a e n l a s figuras 8 . 1 y 8 - 2 e s : 

• a, b, c d e n o t a n d e v a n a d o s d e f a s e d e e s t a t o r . A s í , ia ( t ) , ib ( t ) , ic ( t ) d e n o t a n c o r r i e n t e s d e 

f a s e d e l e s t a t o r , va ( t ) , v\, ( í ) , vc ( i ) v o l t a j e s d e f a s e d e l e s t a t o r , r a , r b , r c r e s i s t e n c i a s d e 

f a s e d e l e s t a d o r , y Laa, Lbb, Lee i n d u c t a n c i a s p r o p i a s d e f a s e d e l e s t a t o r . 

• F d e n o t a e l d e v a n a d o d e c a m p o . A s í , ip ( í ) d e n o t a c o r r i e n t e e n F, vp ( í ) : v o l t a j e e n F, 

rp r e s i s t e n c i a d e F y Lp i n d u c t a n c i a p r o p i a d e F. 

• D d e n o t a e l c i r c u i t o d e a m o r t i g u a m i e n t o e n e l e j e - d . A s í , ( t ) d e n o t a c o r r i e n t e e n D, 

vd (t) v o l t a j e e n D, rjy r e s i s t e n c i a de D y Lo i n d u c t a n c i a p r o p i a d e D. 

• Q d e n o t a e l c i r c u i t o d e a m o r t i g u a m i e n t o e n e l e j e - g . A s í , íq (£) d e n o t a l a c o r r i e n t e e n Q, 

vq ( t ) v o l t a j e e n Q, rq r e s i s t e n c i a d e Q y Lq i n d u c t a n c i a p r o p i a d e Q. 



• O ( í ) d e n o t a e l á n g u l o p a r a e l c u a l e l e j e - d a d e l a n t a a l e j e m a g n é t i c o d e l d e v a n a d o d e l a 

f a s e a. 

• ojr (t) d e n o t a l a v e l o c i d a d á n g u l a r d e l r o t o r e n r a d / s e g . 

• ¿o ( t ) d e n o t a l a v e l o c i d a d á n g u l a r d e l c a m p o m a g n é t i c o e n r o t a c i ó n e n r a d / s e g . 

L a m á q u i n a s í n c r o n a d e l a figura 8 . 2 e s t á f o r m a d a p o r 6 d e v a n a d o s m a g n é t i c a m e n t e 

a c o p l a d o s . E l a c o p l a m i e n t o m a g n é t i c o e n t r e l o s d e v a n a d o s e s u n a f u n c i ó n d e l a p o s i c i ó n d e l 

r o t o r 9 ( t ) . E l v o l t a j e i n s t a n t á n e o e n t e r m i n a l e s v ( t ) d e c u a l q u i e r d e v a n a d o e s t á d a d o p o r : 

1 , ( t ) = ± E " » ± E ^ ( « . i ) 

d o n d e A ( í ) e s e l e n l a c e d e flujo, r e s l a r e s i s t e n c i a e n l o s d e v a n a d o s e i ( í ) e s l a c o r r i e n t e e n l o s 

d e v a n a d o s , c o n d i r e c c i o n e s p o s i t i v a s d e l a s c o r r i e n t e s d e l e s t a t o r fluyendo h a c i a a f u e r a d e l a s 

t e r m i n a l e s s i o p e r a c o m o g e n e r a d o r s í n c r o n o . 

8.2.3 Transformación de Park [52] 

U s u a l m e n t e , u n a g r a n s i m p l i f i c a c i ó n e n l a d e s c r i p c i ó n m a t e m á t i c a d e l a m á q u i n a s í n -

c r o n a s e o b t i e n e m e d i a n t e l a t r a n s f o r m a c i ó n d e v a r i a b l e s , l l a m a d a transformación de Park 

[52, 11, 53]. E s t a t r a n s f o r m a c i ó n e x p r e s a l a s v a r i a b l e s d e l e s t a t o r t a l e s c o m o c o r r i e n t e s , v o l t a j e s 

o e n l a c e s d e flujo e n t é r m i n o s d e u n n u e v o c o n j u n t o d e v a r i a b l e s . L a s n u e v a s c a n t i d a d e s s o n 

o b t e n i d a s a p a r t i r d e l a p r o y e c c i ó n d e l a s v a r i a b l e s a c t u a l e s e n l o s t r e s e j e s ; u n a a l o l a r g o d e l 

eje-d, u n a s e g u n d a a l o l a r g o d e l eje-q, y u n a t e r c e r a e n u n e j e e s t a c i o n a r i o . 

E l e f e c t o d e l a t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k e s s i m p l e m e n t e t r a n s f o r m a r t o d a s l a s c a n t i d a d e s 

d e l e s t a t o r a p a r t i r d e l a s f a s e s a, b y c e n o t r a s v a r i a b l e s d e r e f e r e n c i a , l a s c u a l e s s e m u e v e n c o n 

e l r o t o r . S i t e n e m o s t r e s v a r i a b l e s ia (t), ib ( t ) y ic (£) , n e c e s i t a m o s t r e s n u e v a s v a r i a b l e s d e l a 

t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k , d o s p a r a l o s e j e s d y q, l a s c u a l e s s o n p r o p o r c i o n a l e s a l a c o r r i e n t e d e 

s e c u e n c i a c e r o . U n m u l t i p l i c a d o r e s u t i l i z a d o p a r a s i m p l i f i c a r l o s c á l c u l o s n u m é r i c o s . A s í , p o r 

d e f i n i c i ó n 

¿0 dq(t) = PÍabc(t) (8.2) 

d o n d e , 

" ÍQ (Í) 1 ia (í) 

kdq ( ¿ ) = id (t) i abe (*) = ib (t) 

Íq (0 _ _ í c (¿) _ 



y d o n d e l a t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k P , e s t á d e f i n i d a p o r : 

1 / V 2 1 / V 2 1/V2 
e o s 9 ( í ) e o s ( i ) - 27T/3] e o s [0 ( t ) + 2 t t / 3 ] 

s i n f l (£) s i n [9 ( t ) - 2 t t / 3 ] s i n \9 ( t ) + 2 t t / 3 ] 

( 8 . 4 ) 

E n £ = 0 , e l e j e q e s t á l o c a l i z a d o e n u n á n g u l o 8 ( t ) , y e l e j e d e s t á l o c a l i z a d o e n 

0 ( i ) = <5 (£) + 7 t / 2 . E n £ > 0 , e l e j e d e r e f e r e n c i a e s t á l o c a l i z a d o e n u n á n g u l o wr ( t ) t c o n 

r e s p e c t o a l e j e d e l a f a s e a. E l e j e d d e l r o t o r e s t á p o r l o t a n t o l o c a l i z a d o e n : 

9(t) = wr(t)t + 5(t)+ir/2 ( 8 . 5 ) 

d o n d e 6 ( t ) e s e l á n g u l o d e p a r s í n c r o n o e n r a d i a n e s e l é c t r i c o s . 

D a d o q u e l a t r a n s f o r m a c i ó n ( 8 . 4 ) e s ú n i c a , u n a t r a n s f o r m a c i ó n i n v e r s a t a m b i é n e x i s t e 

d a d a p o r : 

d o n d e : 

p-1 =^/2/3 

íabe (í) = P kdq (¿) 

1 / V 2 e o s 9 (£) s i n f ? (£) 

1 / V 2 e o s [9 (£) - 2 t t / 3 ] s i n [ 0 ( £ ) - 2 t t / 3 ] 

1 /y/2 e o s [9 (£) + 271"/3] s i n [9 ( t ) + 2 t t / 3 ] 

(8.6) 

( 8 . 7 ) 

N o t a m o s q u e P _ 1 = PT l o c u a l s i g n i f i c a q u e l a t r a n s f o r m a c i ó n P e s o r t o g o n a l . T e n i e n -

d o P o r t o g o n a l t a m b i é n s i g n i f i c a q u e l a t r a n s f o r m a c i ó n P e s d e p o t e n c i a i n v a r i a n t e , y e n t o n c e s 

s e t i e n e l a m i s m a e x p r e s i ó n d e p o t e n c i a e n t é r m i n o s d e a — b— c ó o — d — q, e s d e c i r , s e t i e n e 

P 0 0 = i ( f ) ¿«he ( t ) = « 2 Í , ( ¿ ) ^ C ; ) ( 8 . 8 ) 

E l m o d e l o e n B o n d G r a p h d e l a m a t r i z d e t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k s e d a e n [23] , e l c u a l 

s e l e d e n o m i n a transformador modulado de desplazamiento. 

8.2 .4 Ecuaciones de Enlace de Flujo [53] 

C o n s i d e r a r l a figura 8 . 1 l a c u a l e s u n a r e d q u e c o n s i s t e d e s e i s b o b i n a s a c o p l a d a s 

m u t u a m e n t e . L a e c u a c i ó n d e e n l a c e d e flujo p a r a e s t o s 6 c i r c u i t o s e s 

A a (t) Laa Lab Lac LAF LaD LaQ ia ( í ) 

A b ( í ) Lba Lbb Lbc LbF LbD LBQ ib ( i ) 

A c ( í ) Lea Lcb Lee LcF LCD LcQ ic (t) 

XF(t) LPA Lfb LFC LFF LFD LFQ iF(t) 

Ad ( t ) LDO. L Db LDC LDF LDD LDQ ÍD ( i ) 

Aq ( i ) LQCI LQb LQC LQF LQD lQQ _ . ¿<2 w . 



A n d e r s o n [ 5 3 ] , m u e s t r a q u e l a m a y o r í a d e l a s i n d u c t a n c i a s e n ( 8 . 9 ) s o n f u n c i o n e s d e l a 

p o s i c i ó n a n g u l a r d e l r o t o r 6 ( í ) . L a d e s c r i p c i ó n f í s i c a d e e s t a s i n d u c t a n c i a s s e d a c o n t i n u a c i ó n : 

1 . I n d u c t a n c i a s P r o p i a s d e l E s t a t o r 

L a s i n d u c t a n c i a s p r o p i a s d e c a d a d e v a n a d o e s t á n d a d a s p o r ; 

Laa = Ls+Lmcos29{t) ( 8 . 1 0 ) 

Lhb = Ls + Lm e o s 2 [9 (£) - 2 t t / 3 ] 

Lee = LS + LM e o s 2 [9 ( i ) 2-7r/3| 

d o n d e LS > LM y a m b o s LS y LM. s o n c o n s t a n t e s . 

2 . I n d u c t a n c i a s P r o p i a s d e l R o t o r 

D e s d e q u e l a s a t u r a c i ó n y e l e f e c t o d e r a n u r a s o n d e s p r e c i a d o s , , t o d a s l a s i n d u c t a n c i a s 

p r o p i a s d e l r o t o r s o n c o n s t a n t e s , l a s c u a l e s s o n : 

LFF R- LP LDD = LD LQQ = LQ ( 8 - 1 1 ) 

d o n d e LP, LP y LQ s o n c o n s t a n t e s . 

3 . I n d u c t a n c i a s M u t u a s d e l E s t a t o r 

L a s i n d u c t a n c i a s m u t u a s e n t r e f a s e s s o n f u n c i o n e s d e 9 ( í ) y s o n s i m é t r i c a s , 

Lab = Lba = -Ms-Lmcos2[9{t)+K/Q\ ( 8 . 1 2 ) 

Lbc = LCb = —Ms — Lm e o s 2 [9 ( t ) — 7 r / 2 ] 

Lea = Lac = -Ms~Lm e o s 2 [9 ( £ ) + 5 t t / 6 ] 

d o n d e | M s \ > Lm-

4 . I n d u c t a n c i a s M u t u a s d e l R o t o r 

L a i n d u c t a n c i a m u t u a e n t r e d e " v a n a d o s F y D e s c o n s t a n t e y t o d o s l o s p a r e s d e d e v a n a d o s 

c o n d e s p l a z a m i e n t o d e 9 0 ° t i e n e n i n d u c t a n c i a m u t u a i g u a l a c e r o 

LFD — LDF = MR LFQ - LQ} = 0 LDQ = LQD — 0 ( 8 . 1 3 ) 

5 . I n d u c t a n c i a s M u t u a s e n t r e E s t a t o r y R o t o r 

L a s i n d u c t a n c i a s m u t u a s e n t r e e s t a t o r y r o t o r , s o n f u n c i o n e s d e l á n g u l o d e l r o t o r 9 ( í ) . 

D e l d e v a n a d o d e f a s e a l d e v a n d o d e c a m p o s e t i e n e : 

LaF - LPA — Mf c o s # ( í ) ( 8 . 1 4 ) 

LbF = Lpb = M f e o s [9 ( í ) — 2 7 r / 3 ] 

LCF = LFC = Mf eos [9 (t) + 2 t t/3] 



s i m i l a r m e n t e , d e l d e v a n a d o d e f a s e a l d e v a n a d o d e a m o r t i g u a m i e n t o D , 

L a D = L D a - M D cos 9 ( t ) 

LbD = LDb = Md cos [9 (t) - 2tt/3] 

Lcd = Lcb = Md cos [9 (t) + 2-71-/3] 

y finalmente, d e l o s d e v a n a d o s d e f a s e a l d e v a n a d o d e a m o r t i g u a m i e n t o Q, 

L a Q = L q o = Mq s i n 0 (t) 

LbQ = L Q b = M q s i n [9 ( i ) - 2 t t / 3 ] 

£c<? = ¿ Q c = MQ s i n [9 (t) + 2 t t / 3 ] 

( 8 . 1 5 ) 

(8.16) 

6 . M o d e l o d e I n d u c t a n c i a s C o m p a c t o 

U t i l i z a n d o u n a n o t a c i ó n s i m p l i f i c a d a , ( 7 . 9 ) p u e d e r e s c r i b i r s e e n e l m o d e l o c o m p a c t o 

Aabe (¿) 

_ AFDQ {t) _ 
( 8 . 1 7 ) 

LaR 1 iabc(t) 
Lüa LRR \ [ ÍFDQ (í) 

d o n d e : L a a d e n o t a u n a m a t r i z c u y o s e l e m e n t o s s o n l a s i n d u c t a n c i a s e s t a t o r - e s t a t o r , LaR, L f t a 

l a s i n d u c t a n c i a s e s t a t o r - r o t o r y L r r l a s i n d u c t a n c i a s r o t o r - r o t o r . 

7 . T r a n s f o r m a c i ó n d e I n d u c t a n c i a s 

S e o b s e r v a q u e ( 8 . 9 ) c o n i n d u c t a n c i a s v a r i a n t e s e n e l t i e m p o p u e d e s e r s i m p l i f i c a d a s r e -

firiendo t o d a s l a s c a n t i d a d e s a l m a r c o d e r e f e r e n c i a d e l r o t o r a t r a v é s d e l a t r a n s f o r m a c i ó n 

d e P a r k ( 8 . 4 ) a p l i c a d a a l a p a r t i c i ó n a — b — c. 

P r e m u l t i p l i c a n d o ( 8 . 9 ) p o r 

e m o s 

P 0 

0 hxs 
d o n d e P e s l a t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k , t e n -

' P 0 1 Aabe (t) 
0 / 3 X 3 _ _ ^FDQ ( t ) 

P 0 

0 J3X 3 

P 0 

0 Í3X3 

Laa LaR 

LRa LRR 

¿abe (t) 

ÍFDQ ( * ) 

p-1 

0 

0 

hx3 

(8.18) 

E f e c c t u a n d o l a o p e r a c i ó n i n d i c a d a e n ( 8 . 1 8 ) , o b t e n e m o s 

A 0 ( i ) L 0 0 0 0 0 0 io (t) 
A d ( í ) 0 Ld 0 MdF Md_o 0 id ( t ) 

A , ( í ) 0 0 L q 0 0 MqQ Íq(t) 
V ( i ) 0 M d F 0 L F MDF 0 iF(t) 

Ad ( i ) 0 MdD 0 MDF L D 
0 ÍD (Í) 

A Q (t) 0 0 MqQ 0 0 LQ iQ W 

( 8 . 1 9 ) 



d o n d e 

L d - L a + M s + ( 3 / 2 ) L m ; M d F = y ^ M p - , M D F = 

L q = L s + M s - ( 3 / 2 ) L m ; L 0 = L 9 - 2 M s ; A f g Q = ^ J 2 M Q 

E n ( 8 . 1 9 ) , X d ( t ) e s e l e n l a c e d e flujo e n u n c i r c u i t o m o v i é n d o s e c o n e l r o t o r y c e n t r a d o 

e n e l e j e . S i m i l a r m e n t e , \ q ( t ) e s c e n t r a d o e n e l e j e q y Ao ( t ) e s c o m p l e t a m e n t e u n c i r c u i t o q u e 

p e r m i t e c o n o c e r s i e l s i s t e m a e s t á d e s b a l a n c e a d o . 

T a m b i é n e s i m p o r t a n t e o b s e r v a r q u e l a m a t r i z d e i n d u c t a n c i a ( 8 . 1 9 ) e s u n a m a t r i z d e 

c o n s t a n t e s . A s í , l a t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k d e p o t e n c i a r e m u e v e l o s c o e f i c i e n t e s v a r i a n t e s e n e l 

t i e m p o d e l a e c u a c i ó n ( 8 . 9 ) . T a m b i é n n o t a m o s q u e l a m a t r i z t r a n s f o r m a d a ( 8 . 1 9 ) e s s i m é t r i c a y 

p o r l o t a n t o e s f í s i c a m e n t e r e a l i z a b l e p o r u n c i r c u i t o e q u i v a l e n t e . 

8.2.5 Ecuaciones de Voltaje 

C o n s i d e r a n d o l o s c i r c u i t o s d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a q u e s e m u e s t r a e n l a figura 8 . 2 , 

p a r a l a s c o n d i c i o n e s i n d i c a d a s p o r l a figura 8 . 2 , l a e c u a c i ó n m a t r i c i a l p a r t i c i o n a d a e s t á d a d a 

p o r : 

Vabc {t) 
_ VFDQ (i) _ 

Rabc ^3x3 
03X3 ÜFDQ 

íabc (í) 

í f d q ( t ) 

+ Aobe (¿) 

AFDQ (Í) 

d o n d e , 

VFDQ (T) = 
VF{t) 

0 2 x 1 

Rabc = diag{ra,rb,rc} 

RFDQ = diag{rF,rD,rQ} 

(8.20) 

(8.21) 

A p l i c a n d o l a t r a n s f o r m a c i ó n d e P a r k a ( 8 . 2 0 ) t e n e m o s : 

Vodg (t) 

VFDQ (T) 

d o n d e 

Rabc ^3x3 

0 3 x 3 RFDQ 

ÍOdq (í) + Aoág (í) 

_ ÍFDQ (í) , _ A FDQ (t) 

pp^xod.it) 

O s x l 

P P ~ l K d q ( i ) = 0 - w ( £ ) X q ( i ) C J ( t ) A d ( í ) 

(8.22) 

( 8 . 2 3 ) 

A n a l i z a n d o p a r a c o n d i c i o n e s b a l a n c e a d a s , s i e n d o l a c o m p o n e n t e d e s e c u e n c i a c e r o i g u a l 

a c e r o , ( 8 . 2 2 ) o b t e n e m o s : 

Rdq Ü3x3 

0 3 x 3 RFDQ 

Vd.it) 

. VFDq (t) 

idq (<) ' S(t) ' 
+ 

_ ÍFDQ (í) _ 0 _ AFDQ (t) 
( 8 . 2 4 ) 

d o n d e , 

Rdq = diag {rd,rq} ; S{t)= (t) Xq (t) u) (t) Xd (i) 
T 



8.2.6 Formulación de Ecuaciones en Espacio de Estado 

R e c o r d a r q u e n u e s t r o o b j e t i v o e s d e r i v a r u n c o n j u n t o d e e c u a c i o n e s q u e d e s c r i b a n l a 

m á q u i n a s í n c r o n a e n l a f o r m a 

x(t) = f [ x ( í ) , u ( í ) , í ] ( 8 . 2 5 ) 

d o n d e x (i) € d e n o t a u n v e c t o r d e v a r i a b l e s d e e s t a d o , u ( i ) € l a s f u n c i o n e s d e e n t r a d a d e l 

s i s t e m a y / [x ( í ) , u ( £ ) , í ] u n c o n j u n t o d e f u n c i o n e s n o l i n e a l e s , r e p r e s e n t a d a s p o r e l p r o d u c t o d e 

a l g u n a s v a r i a b e s d e e s t a d o . 

S i l a s e c u a c i o n e s q u e d e s c r i b e n l a m á q u i n a s í n c r o n a s o n l i n e a l e s , s e r e d u c e a u n s i s t e m a 

d e l a f o r m a ( 2 . 2 8 ) . 

S i n e m b a r g o , ( 8 . 2 5 ) c o n t i e n e e n l a c e s d e flujo y c o r r i e n t e c o m o v a r i a b l e s . E n t o n c e s , 

p o d e m o s o b t e n e r d o s m o d e l o s : 

• U n c o n j u n t o b a s a d o e n c o r r i e n t e s c o m o v a r i a b l e s d e e s t a d o ; 

z (Í)T = [ ID (T) ID (T) ÍF (T) ÍQ (T) iq ( t ) 

• U n c o n j u n t o b a s a d o e n e n l a c e s d e flujo c o m o v a r i a b l e s d e e s t a d o 

a; = [ (t) XD(t) XF(t) AQ(t) Aq(t) 

8.2.7 Formulación de Corriente 

U n m o d e l o b a s a d o e n c o r r i e n t e s c o m o v a r i a b l e s d e e s t a d o t i e n e l a v e n t a j a d e o f r e c e r 

r e l a c i o n e s s i m p l e s e n t r e l o s v o l t a j e s y l a s v a r i a b l e s d e e s t a d o . P o d e m o s r e e m p l a z a r l o s t é r m i n o s 

e n A (t) y Á ( í ) p o r t é r m i n o s e n i ( t ) y 
di{t) 
~dt 

u t i l i z a n d o l a s s i g u i e n t e s e c u a c i o n e s : 

>^dDF(t) - { M d D F ) [ i d D F (£)] (8 .26 ) 

( 8 . 2 7 ) 

d o n d e : 

MdDF = 

MQq á 

Ld Mdo MdF 

MdD Ld MDF 

MdF Mdf LF 

LQ MqQ 

MqQ Lq 

(8.28) 

( 8 . 2 9 ) 



R e s c r i b i e n d o ( 8 . 2 4 ) , p a r a s u s t i t u i r ( 8 . 2 6 ) y ( 8 . 2 7 ) e n ( 8 . 2 4 ) , s e l e c c i o n a n d o l a s c a n t i -

d a d e s b a s e p a r a v o l t a j e , c o r r i e n t e y t i e m p o e n e l s i s t e m a p o r u n i d a d (pu) e i n c o r p o r a n d o t o d a s 

l a s e c u a c i o n e s n o r m a l i z a d a s e n u n a e x p r e s i ó n m a t r i c i a l y c o n s e r v a n d o l a m i s m a n o t a c i ó n p a r a 

l a s v a r i a b l e s e n pu q u e p a r a l a s v a r i a b l e s e n l a b a s e o r i g i n a l , d a d o q u e t o d o s l o s v a l o r e s s o n e n 

pu, e s c r i b i m o s : 

Vd{t) 
vp — 0 
vF(t) 

VQ = 0 

Vq (*) 
d o n d e 

R T D F T-Z 

0 l x 3 ^ 2 x 2 

Ti RQQ 

id (t) 

ÍD (*) 
iF (•t) 

ÍQ {t) 

iq (*) 

+ 
M d D F 

0 2 x 3 

0 3 x 2 

MQq 

d_ 
dt 

id (t) 

íd ( t) 

ÍF (t) 

iQ (t) 

h (í) 

RdDF 

RQ* 

T i 

T2 

diag {:rd,rD,rF} 

diag{rQ,rq} 

-Lü{t)Ld ~Lo(t)MdF -w(t)MdD 

tí (¿) MQQ LO ( í) Lq 

e n pu ( 8 . 3 0 ) 

8.2.8 La Ecuación de Onda Normalizada 

H a y m u c h a s f o r m a s d e e s c r i b i r l a e c u a c i ó n d e o n d a e n l a d i n á m i c a d e u n s i s t e m a d e 

p o t e n c i a , m i e n t r a s q u e e l p a r e s t á c a s i s i e m p r e d a d o e n pu, f r e c u e n t e m e n t e n o e s c l a r o p a r a LO ( t ) 

yt-

E m p e z a m o s c o n LO (£) e n rad/seg., t e n seg. y Ta e n pu t e n e m o s : 

2H dw(t) _ntrdu>(t) „ 
a>B(t) dt ~ ¿ n dtu " J f l W 

( 8 . 3 1 ) 

d o n d e : H d e n o t a l a c o n s t a n t e d e i n e r c i a e n pu, u>b ( í ) l a v e l o c i d a d á n g u l a r b a s e y Ta e l p a r 

a c e l e r a n t e e n pu. S i e n d o tu = loq ( í ) t'i 

S i t y LO ( í ) e s t á n e n pu, e n t o n c e s , 

<ko(t) 
dt = Ta{t) ( 8 . 3 2 ) 

d o n d e 

Ti = 2 Hlüb ( 8 . 3 3 ) 

L o s p a r e s a p l i c a d o s a u n r o t o r d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a s e m u e s t r a n e n l a figura 8 . 3 . 



T. 

(O 

T : 
V 

m 

/V Td-
F i g u r a 8.3 P a r e s a p l i c a d o s a l r o t o r d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a . 

d o n d e Tc (t) d e n o t a e s e l p a r e l e c t r o m a g n é t i c o , T¿ [t) e s e l p a r d e a m o r t i g u a m i e n t o y Tm ( í ) e s 

el p a r m e c á n i c o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . 

D e l a figura 8 . 3 , s e t i e n e e n pu: 

Ta(t)=Tm{t)-Te(t)-Td(t) 

d o n d e : 

( 8 . 3 4 ) 

( 8 . 3 5 ) 

( 8 . 3 6 ) 

Te(t) = id{t)Xd{t)~id(t)\q(t) 

Td(t) = Du(t) 

s i e n d o D l a c o n s t a n t e d e a m o r t i g u a m i e n t o . 

S u s t i t u y e n d o ( 8 . 2 6 ) , ( 8 . 2 7 ) , ( 8 . 3 4 ) a ( 8 . 3 6 ) e n ( 8 . 3 2 ) , t e n e m o s : 

id (í) 

íd (t) 
Tju>{t)=Tm{t) + -Ldiq(t) -MDdiq{t) -MdFiq{t) MqQid(t) Lqid{t) -D %F ^ 

i f l ( í ) 

( 8 . 3 7 ) 

F i n a l m e n t e , p o d e m o s o b t e n e r l a f o r m u l a c i ó n c o m p l e t a d e c o r r i e n t e d e l a m á q u i n a s í n -

c r o n a i n c l u y e n d o l a e c u a c i ó n á n g u l a r d e p o t e n c i a l a c u a l e s 

6{t)=u> (t) ( 8 . 3 8 ) 



T o m a n d o ( 8 . 3 7 ) , ( 8 . 3 8 ) y ( 8 . 3 0 ) e l m o d e l o c o m p l e t o e s t á d a d o p o r : 

d o n d e 

Vd ( í ) 

vD= 0 

vF (t) 
vQ=0 

v g ( í ) 

Tm (í) 
0 

R-dDF T2 

0 l x 3 0 2 x 2 

T.1 

Ts 
R q 5 

T 4 

OÍ X5 

+ 
02 x 5 

0 5 x l 

D 

1 

0 7 x l 

M¿.D.F 0 3 x 2 

0 2 x 3 M Q q 

05 x 2 

Tj 0 

0 1 

d_ 
dt 

TZ = 

TA = 

Láiq MDdiq MdFiq 

-MqQid -Lqid ] 

id (i) 

ÍD (t) 

iF (£) 

^ (í) 

Hit) 

Í ( É ) 

i d ( i ) 

( í ) 

¿
F
 (í) 

¿Q ( í ) 

« f f ( i ) 

w ( t ) 

6 ( t ) 

( 8 . 3 9 ) 

E s t a e c u a c i ó n m a t r i c i a l e s t á e n l a f o r m a ( 8 . 2 5 ) , e s c l a r o q u e e l s i s t e m a e s n o l i n e a l , 

d o n d e l a n o l i n e a l i d a d s e d e b e a l p r o d u c t o d e v a r i a b l e s d e e s t a d o . 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e i n t r o d u c e e l m o d e l a d o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a r e p r e s e n t a d o 

e n B o n d G r a p h . 

8.3 El Modelo de Bond Graph de la Dinámica de la Máquina 
Síncrona 

E n l a p r e s e n t e s e c c i ó n , s e a n a l i z a e l B o n d G r a p h d e l a m á q u i n a s í n c r o n a d a d o p o r [23] , 

m o d i f i c a d o p a r a o b t e n e r e l m o d e l o ( 8 . 3 9 ) . 

S e c o n s i d e r a e l m o d e l o d-q d e l a m á q u i n a s í n c r o n a q u e s e m u e s t r a e n l a figura 8 . 2 q u e 

s a t i s f a c e S i a S 6 . 

E í B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 4 , d i f i e r e r e s p e c t o a l p r e s e n t a d o e n [23] e n l a d i r e c c i ó n 

d e l o s b o n d s 1 4 , 1 5 , 1 7 y 1 9 , y e n e l u s o d e u n a f u e n t e d e v o l t a j e ( e s f u e r z o ) e n e l d e v a n a d o d e 

e x c i t a c i ó n . 



L a s p r i n c i p a l e s c a r a c t e r í s t i c a s d e l m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n B o n d G r a p h s o n : 

S e t i e n e e n v a r i a b l e s d e e n e r g í a t o d o s l o s e l e m e n t o s q u e i n t e r v i e n e n e n l a m á q u i n a . 

L o s s u b s i s t e m a s e l é c t r i c o , m a g n é t i c o y m e c á n i c o s e r e p r e s e n t a n e n u n s ó l o B o n d G r a p h . 

M o d e l o s s i m p l i f i c a d o s s e o b t i e n e n a p a r t i r d e l a e l i m i n a c i ó n d i r e c t a d e b o n d s e n e l B o n d 

G r a p h . 

L a f o r m u l a c i ó n d e c o r r i e n t e o d e e n l a c e d e flujo s e o b t i e n e a p a r t i r d e l m i s m o B o n d G r a p h . 

R:r. 
v 

2 

M S e r V j — j — 1 h 

M S e T m 

16 

M G Y -!2-t11 
18 

15 

5 

1 
.0 

R:D 

M G Y 
14 

i 

13 

1 MSe:V-

11 
1/ 

I:M 

II 

MSe:V„ 

Qq 

•R: 

10 

1 

9 

R:r. 

F i g u r a 8 . 4 B o n d G r a p h d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . 

E n l a figura 8 . 4 , Tm e s e l p a r m e c á n i c o d e e n t r a d a , Tj e s l a i n e r c i a d e f i n i d a e n ( 8 . 3 3 ) , 

D e s e l c o e f i c i e n t e d e a m o r t i g u a m i e n t o d a d o p o r ( 8 . 3 6 ) ; I : M^DF r e p r e s e n t a l o s a c o p l a m i e n t o s 

p r o p i o s y m u t u o s d e l o s d e v a n a d o s e n e l e j e d d e f i n i d o s e n ( 8 . 2 8 ) ; y I : Mqq s o n l o s a c o p l a m i e n t o s 

m a g n é t i c o s p r o p i o s y m u t u o s d e l o s d e v a n a d o s e n e l e j e q d e f i n i d o s e n ( 8 . 2 9 ) . E l d e v a n a d o d e 

a m o r t i g u a m i e n t o e s t á r e p r e s e n t a d o p o r D e n e l e j e d y p o r Q e n e l e j e q, r e s p e c t i v a m e n t e ; e l 

d e v a n a d o d e e x c i t a c i ó n e s F\ y d y q r e p r e s e n t a n l o s d e v a n a d o s d e c o n m u t a c i ó n e n l o s e j e s d y 

q , r e s p e c t i v a m e n t e . 

L o s v e c t o r e s c l a v e d e l B o n d G r a p h d e l a f i g u r a 8 . 4 s o n : 

x{t) = 

P3(í) es (t) m f2(t) 

P4 (í) e 4 ( í ) h(t) Í7(t) 

P5 (*) ; x = e s ( 0 
; * < t ) = 

A ( i ) 
; Din{t) = 

h(t) 
Pío (t) e 1 0 ( í ) 

; * < t ) = 
/ i o ( t ) 

; Din{t) = 
f*(t) 

Pu (t) e n ( í ) fu ( t ) f13 (i) 
P i s ( t ) j _ e i s (£) ha ( í ) Í20 (t) 

Dout{t) = 

u(t) = 

e 2 ( t ) e 7 ( t ) 6g ( t ) e 9 ( í ) ei3 ( t ) e 2 0 ( i ) 

e i (¿) e6 (t) e i 2 (t) e 1 6 (£) 

T 
( 8 . 4 0 ) 



L a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s e s t á n d a d a s p o r : 

L -- diag{rd,rF.rD,TQ,rq,D} 

F " 1 = diagiMdDp^Q^Tj} 

L a m a t r i z d e e s t r u c t u r a d e u n i ó n e s t á d a d a p o r d e ( 2 . 2 5 ) d o n d e : 

( 8 . 4 1 ) 

( 8 . 4 2 ) 

Su = 

S i s = 

0 5 X 5 G ( A ) 

- G F ( \ ) 0 

Q2 0 3 X 2 

0 3 x 2 Qz 

S12 = 

; 5 2 2 = 5 2 3 = o 

Ql 0 3 x 3 

0 3 x 3 — ^ 3 x 3 

( 8 . 4 3 ) 

d o n d e 

" - M i ) " - 1 0 0 1 0 0 0 

G ( A ) = 0 3 x l ; Qi = 0 0 - 1 ; Qi = 0 0 ; Qz ~ 1 0 

A d ( t ) 0 - 1 0 0 1 0 1 

E l m o d e l o l i n e a l d e e n l a c e d e flujo e s t á d a d o p o r ( 2 . 2 8 ) a ( 2 . 3 2 ) . A c o n t i n u a c i ó n s e d a 

l a f o r m u l a c i ó n d e c o r r i e n t e . O b t e n i e n d o l a d e r i v a d a d e ( 2 . 2 2 ) y s u s t i t u y e n d o ( 2 . 2 2 ) e n ( 2 . 2 8 ) s e 

t i e n e e l s i g u i e n t e m o d e l o n o l i n e a l e n t é r m i n o s d e c o - e n e r g í a d a d o p o r : 

¿ ( i ) = f(z(t))+Bpu{t) ( 8 . 4 4 ) 

y{t) = Cpz (i) + Dpu (t) 

d o n d e : 

f (z (t)) = F [ S u ( A ) + S I 2 M S 2 I ] \ B p = F (S13 + S 1 2 M S 2 3 ) ; Cp = S3i + S32MS21 ( 8 . 4 5 ) 

d o n d e 

P a r a e l c a s o l i n e a l , t e n e m o s : 

z(t) = Ápz (t) + Bpu (t) 

y ( t ) = Cpz ( i ) + Dvu ( i ) 

Á p = F [ S n + S l 2 M S 2 i ] 

( 8 . 4 6 ) 

( 8 . 4 7 ) 

M u l t i p l i c a n d o ( 8 . 4 4 ) p o r F ' 1 y u t i l i z a n d o ( 8 . 4 0 ) a ( 8 . 4 3 ) , ( 8 . 4 5 ) y ( 2 . 3 4 ) , o b t e n e m o s : 

e i («) 

0 

(í) 

0 

e 1 2 ( ¿ ) 

e i e ( t ) 

RMS G ( A ) 

-GT ( A ) D 

hit) h(t) 

hit) hit) 

hit) 

fwít) 
», d 

+ MMSJt 
hit) 

fi o (t) 

/n it) fuit) 
A s ( t ) fis (t) 

( 8 . 4 8 ) 



d o n d e 

& M S = diag { R d D F i R Q q } 

M m s = diag { M ¿ d f , - ^ Q g » » 1 1 

S i s e s u s t i t u y e n l a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s d e A ¿ [ t ) y Xq ( t ) d a d a s e n ( 8 . 1 9 ) , l a e c u a c i ó n 

( 8 . 4 8 ) e s i g u a l a ( 8 . 3 9 ) , e x c e p t o p o r l a e c u a c i ó n d e l á n g u l o <5(¿) q u e n o s e e s c r i b e . 

E s i m p o r t a n t e n o t a r q u e s e t i e n e u n a r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a d e l a m á q u i n a s í n c r o n a , 

i n c l u y e n d o i n d u c t a n c i a s p r o p i a s y m u t u a s , y r e s i s t e n c i a s e n c a d a u n o d e l o s d e v a n a d o s . A s í 

m i s m o , l a p a r t e m e c á n i c a e s c o n s i d e r a d a e n e l m i s m o B o n d G r a p h , c o n o c i é n d o s e e l i n t e r c a m b i o 

e n e r g é t i c o e n t r e s u s e l e m e n t o s y d e t e r m i n a n d o e l m o d e l o m a t e m á t i c o d e a c u e r d o a l a e s t r u c t u r a 

d e u n i ó n d e f i n i d a e n e l c a p í t u l o 2 . P o r o t r a p a r t e , l a s h e r r a m i e n t a s p r e s e n t a d a s e n l o s c a p í t u l o s 

3 a l 7 p u e d e s e r a p l i c a d a s a l m o d e l o e n c o n t r a d o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l d o m i n i o fisico. 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e p r e s e n t a l a o b t e n c i ó n d i r e c t a d e m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s d e l a 

m á q u i n a s í n c r o n a e n B o n d G r a p h . 

8.4 Modelos Simplificados de la Máquina Síncrona utilizando 
Bond Graph 

L o s m o d e l o s m a t e m á t i c o y g r á f i c o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a s e o b t u v i e r o n c o n s i d e r a n d o 

l o s c i r c u i t o s d e e s t a t o r , r o t o r y d e v a n a d o d e a m o r t i g u a m i e n t o e n l o s e j e s d y q. E l m o d e l o 

i n c l u y e l a s c o n d i c i o n e s d e l a c a r g a y e l p a r m e c á n i c o . L a s d e s c r i p c i o n e s c o m p l e t a s m a t e m á t i c a s 

d e c a d a e l e m e n t o d e u n s i s t e m a d e p o t e n c i a s o n e x c e s i v a m e n t e c o m p l e j a s y frecuentemente s o n 

u t i l i z a d a s d e s c r i p c i o n e s s i m p l i f i c a d a s e n e l m o d e l a d o d e s i s t e m a s . 

E n e s t a s e c c i ó n , s e p r e s e n t a n a l g u n o s m o d e l o s r e d u c i d o s d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n 

B o n d G r a p h y finalmente s e o b t i e n e e l m o d e l o m a t e m á t i c o d e l s i s t e m a . 

8.4 .1 Sin devanados de amortiguamiento. 

L o s d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a p u e d e n s e r d e s p r e c i a d o s 

s i , s u e f e c t o e n e l t r a n s i t o r i o b a j o e s t u d i o e s l o s u f i c i e n t e p e q u e ñ o c o n r e s p e c t o a l a d i n á m i c a 

d e l s i s t e m a p a r a s e r d e s p r e c i a d o s . E s t o e s p a r t i c u l a r m e n t e c i e r t o e n e s t u d i o s d o n d e e l a m o r -

t i g u a m i e n t o e n t r e m á q u i n a s a c o p l a d a s n o e s d e i n t e r é s . E l m o d e l o d e B o n d G r a p h e n e l c u a l l o s 

d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o s o n d e s p r e c i a d o s , s e l o g r a e l i m i n a n d o l o s b o n d s 4 y 8 p a r a D , y 

9 y 1 0 p a r a Q d e l a figura 8 . 3 , el B o n d G r a p h r e s u l t a n t e s e m u e s t r a e n l a figura 8 . 5 . 
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F i g u r e 8.5 M o d e l o d e B o n d G r a p h m á q u i n a s í n c r o n a d e s p r e c i a n d o d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o . 

L o s v e c t o r e s c l a v e s e o b t i e n e n e l i m i n a n d o P 4 (¿) y p í o ( i ) d e ( 8 . 4 0 ) l o s c u a l e s r e p r e s e n t a n 

l o s d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o , s i e n d o J a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s d a d a s p o r : 

F'1 = diag{LdF,Lq,Tj} 

L ~ diag {RdFq,D} 

d o n d e : 

Ld MdF 

M¿f Lf 

RdFq — diag {rd,rF,rq} 

l a e s t r u c t u r a d e u n i ó n p a r a e l B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 5 e s : 

O s x s Gi(A) 

- G f ( A ) 0 

LdF = 

Su = ; Si2 — — Í 4 X 4 ! Sis = Ì 4 x 4 i S22 = 5*23 = 0 

d o n d e 

G i ( A ) = — A g ( i ) 0 A d ( t ) 

s u s t i t u y e n d o d e ( 8 - 4 9 ) a ( 8 . 5 3 ) e n ( 8 . 4 4 ) , ( 8 . 4 5 ) y u t i l i z a n d o ( 2 . 3 4 ) s e t i e n e : 

e i
 (í) 

e 6 ( i ) I" - R d p g G i ( A ) 

- G T ( A ) —D e i 2 ( í ) 

. e 1 6 ( 0 . 

d o n d e : 

hit) 

hit) 

A i ( í ) 

L /is (*) . 
+ -^dF ^ 2 x 2 

_ 0 2 x 2 Lqj 

d 
dt 

fs(t) 

hit) 

fn (i) 

f i a (*) 

( 8 . 4 9 ) 

( 8 . 5 0 ) 

( 8 . 5 1 ) 

( 8 . 5 2 ) 

( 8 . 5 3 ) 

( 8 . 5 4 ) 

Lqj = diag{Lq,Tj} 

A p a r t i r d e l m o d e l o s i m p l i f i c a d o d a d o p o r ( 8 . 5 4 ) y c o n r e d u c c i o n e s a l g e b r á i c a s p e r t i -

n e n t e s e s p o s i b l e e n c o n t r a r e l m o d e l o c o n o c i d o E'q [52 j . 



8.4.2 A Velocidad Constante 

L a i n v e s t i g a c i ó n d e l f e n ó m e n o e l é c t r i c o t r a n s i t o r i o u s u a l m e n t e e m p i e z a c o n l a s i m p l i -

ficación d e v e l o c i d a d a n g u l a r lot ( t ) c o n s t a n t e , e s t a r e d u c c i ó n s e l o g r a a p l i c a n d o u n a f u e n t e d e 

flujo m e c á n i c a d e n o t a d a p o r Sf : ujq y e l i m i n a n d o l o s b o n d s 1 6 y 1 8 d e l a figura 8 . 4 . A s í . s e 

o b t i e n e e l B o n d G r a p h a v e l o c i d a d c o n s t a n t e q u e s e m u e s t r a e n l a figura 8 . 6 . 
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F i g u r a 8 . 6 B o n d G r a p h a v e l o c i d a d c o n s t a n t e d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . 

L o s v e c t o r e s c l a v e d e l B o n d G r a p h s e o b t i e n e n e l i m i n a n d o Pis ( * ) , e i g ( í ) y fig ( t ) d e 

( 8 . 4 0 ) , y a q u e e l m o m e n t o r o t a c i o n a l s e c o n s i d e r a c o n s t a n t e , y e l v e c t o r u ( t ) e s i n c r e m e n t a d o 

p o r l a f u e n t e d e flujo d e flujo m e c á n i c a . A s í , l a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s s o n : 

L = diag{rd, rF, rp, rq, rg} 

F'1 = diag{MdDF, LQg} 

( 8 . 5 5 ) 

( 8 . 5 6 ) 

L a m a t r i z d e e s t r u c t u r a d e u n i ó n e s t á d a d a p o r : 

5 i 2 = 

- 1 0 0 

0 0 - 1 0 3 ; E 2 

0 - 1 0 

O213 -hx2 

Su ~ Sil = 5 2 3 = 0 

I 5 1 3 — 

1 0 0 

0 0 0 

0 1 0 

0 0 0 

0 

0 

o 

0 0 1 - A d ( i ) 

( 8 - 5 7 ) 



E l s i g u i e n t e m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a a v e l o c i d a d c o n s t a n t e s e o b t i e n e d e s u s t i t u i r 

5 5 ) a ( 8 . 5 7 ) e n ( 8 . 4 5 ) a ( 8 . 4 7 ) c o n ( 2 . 3 4 ) : 

e i ( 0 

0 

e 6 (*) 

0 

ei2 (t) 

RdDF 

O i x S 

—Ljívo -MdDU o —MdF^> o 

+ M¿DF 0 3 X 2 

0 2 x 3 M q q 

A 
dt 

h(t) 

hit) 

hit) 

ho it) 

fu (t) 

-MqQUlQ —LqUJ o 

02x2 

RQQ 

hit) 

hit) 

hit) 

fw it) 

fu it) 

( 8 . 5 8 ) 

E s i m p o r t a n t e n o t a r q u e e l m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a a v e l o c i d a d c o n s t a n t e e s 

u n a m a n e r a s e n c i l l a d e c o n o c e r e l d e s e m p e ñ o a p r o x i m a d o d e l a m á q u i n a , e n u n m o d e l o q u e s e 

c a r a c t e r i z a p o r s e r l i n e a l . 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e d a u n p r o c e d i m i e n t o p a r a e n c o n t r a r l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o 

d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l d o m i o n i o físico. 

8.5 Obtención de las Constantes de Tiempo en Bond Graph 

L a s c a r a c t e r í s t i c a s d e l a m á q u i n a s í n c r o n a d e i n t e r é s s o n l a s i n d u c t a n c i a s e f e c t i v a s 

( o r e a c t a n c i a s ) v i s t a s d e s d e l a s t e r m i n a l e s d e l a m á q u i n a y a s o c i a d a s c o n l a c o r r i e n t e s d e f r e -

c u e n c i a f u n d a m e n t a l d u r a n t e l a s c o n d i c i o n e s d e t r a n s i t o r i o , s u b t r a n s i t o r i o y e s t a d o e s t a c i o n a r i o . 

A d e m á s , a e s t a s i n d u c t a n c i a s , l e s c o r r e s p o n d e n c o n s t a n t e s d e t i e m p o l a s c u a l e s d e t e r m i n a n l a 

r e l a c i ó n d e d e c a i m i e n t o d e c o r r i e n t e s y v o l t a j e s a p a r t i r d e l o s p a r á m e t r o s e s t á n d a r e s d e r e s i s t e n -

c i a s e i n d u c t a n c i a s u t i l i z a d o s e n e s p e c i f i c a r l a s c a r a c t e r í s t i c a s e l é c t r i c a s d e l a m á q u i n a s í n c r o n a 

[ 1 1 ] . 

L a s c o n s t a n t e s q u e d e n o t a l a constante de tiempo transitoria de circuito abierto 
en el eje d, T¿0 es la constante de tiempo subtransitoria de circuito abierto en el eje d, T'd es 

la constante de tiempo transitoria de corto circuito en el eje d y T¿ es la constante de tiempo 
subtransitoria de corto circuito en el eje d, s o n l a s c u a t r o p r i n c i p a l e s constantes de tiempo en el 
eje d, y T g 0 d e n o t a l a c o n s t a n t e d e t i e m p o s u b t r a n s i t o r i a d e c i r c u i t o a b i e r t o e n e l e j e q y T^' e s 

l a c o n s t a n t e d e t i e m p o s u b t r a n s i t o r i a d e c o r t o c i r c u i t o e n e l e j e q d e l a m á q u i n a [52]. 

S e p u e d e d e t e r m i n a r l a s e x p r e s i o n e s a l g e b r á i c a s e x a c t a s p a r a l a s c o n s t a n t e s d e t i e m -

p o . S i n e m b a r g o , t a l e s e x p r e s i o n e s s o n m u y c o m p l e j a s . E x p r e s i o n e s m á s s i m p l e s p u e d e n s e r 



d e s a r r o l l a d a s h a c i e n d o a l g u n a s a p r o x i m a c i o n e s r a z o n a b l e s . 

A h o r a , s e p r e s e n t a u n p r o c e d i m i e n t o e n e l d o m i n i o f í s i c o p a r a o b t e n e r l a s c o n s t a n t e s 

d e t i e m p o e n e l e j e d y q b a s a d o e n e l p r o c e d i m i e n t o d a d o e n [53] . 

Procedimiento 8.1 

1 . E m p e z a m o s c o n e l c i r c u i t o d e e s t a t o r e n c i r c u i t o a b i e r t o i d ( t ) = 0 [ 5 3 ] . 

R e d u c i e n d o e l B o n d G r a p h d e l a m á q u i n a s í n c r o n a , d e l a figura 8 . 6 p a r a c o n s i d e r a r ( t ) =-- 0 

[ 5 3 ] , é s t o s e r e a l i z a e l i m i n a n d o el b o n d 3 , q u e d a n d o e l B o n d G r a p h e n e l e j e d d e l a figura 

8 . 7 . E n d o n d e e l c a m p o I : M¿DF s e r e d u c e a l c a m p o I : MPP. 

6 
M S e . V . - M 

R:r
F 

F i g u r a 8 . 7 B o n d G r a p h p a r a l a c o n s t a n t e d e t i e m p o s u b t r a n s i t o r i a d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . 

A p a r t i r d e l B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 7 , o b t e n e m o s e l m o d e l o d i n á m i c o d e é s t e s i s t e m a 

r e d u c i d o . 

L o s v e c t o r e s c l a v e p a r a e l B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 7 s o n : 

x{t) = 

Din{t) = 

PIIT) 
PS(T) 

fr(t) 

fs(t) 

; ¿ ( í ) = 

; Dout (t) = 

e4(t) 

£5 ( t ) 

e7(t) 

^ ( t ) 

f4(t) 

Mt) 
; z(t) = 

u(t) = ee ( t ) 

L a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s s o n : 

F~l 
Ld MDF 

MDF LF 

L = diag{rD,rF} 

y l a e s t r u c t u r a d e u n i ó n e s : 

^ 1 2 = 
0 - 1 " " 0 " 

i £ 1 3 = 
" 0 " 

- 1 0 
i £ 1 3 = 

1 
; S n — S 2 2 = «S23 = 0 

( 8 . 5 9 ) 

(8.60) 

(8.61) 

d e ( 8 . 5 9 ) a ( 8 . 6 1 ) y d e ( 8 . 4 5 ) a ( 8 . 4 7 ) c o n ( 2 . 3 4 ) , t e n e m o s : 

-rD 0 

0 -rF 

Ld MDF d ' h (¿) " 

MDF LF dt h{t) 
~ hit) ' ' 0 " 

_hit) J 1 
e6(t) (8.62) 



u t i l i z a n d o v a r i a b l e s ù ' s i c a s s e o b t i e n e : 

d ' ID (t) ' - i / 
dt . í f ( Í ) . "M 

-rDLF rpMDF ' ÍD (t) ' 
-J-

-MDp 

r^MuF -rFLD ÍF ( i) LD 
VF ( t ) } ( 8 . 6 3 ) 

d o n d e 

A = LdLf ~ M%f 

2 . N e c e s i t a m o s c a m b i a r l a e s t r u c t u r a d e ( 8 . 6 3 ) , c o n s i d e r a n d o q u e e n t + = 0 [ 5 3 ] , 

VA (¿) = A D ( i ) = 0 

A s í , d e ( 2 . 2 2 ) , ( 8 . 5 9 ) y ( 8 . 6 4 ) t e n e m o s : 

' ÍD (T) ' 1 -MDF 

iF{t) ~ A LD 
A F ( t ) 

p o r l o t a n t o 

Í F { t ) = ^ F Í D { t ) 

3 . F i n a l m e n t e , s u s t i t u y e n d o ( 8 . 6 6 ) e n ( 8 . 6 3 ) y r e d u c i e n d o , o b t e n e m o s : 

'rDLF+rFLD\ -MdFVF (i) d , s , s ( i 
JtlD (t) + iD(t) í -

s i r p > r f y L& Lp [53] 

/ 
jtiD (t)+ÍD(t) 

\ 
TD 

\ 

A 

MdfVf (t) 

L f 

L d - M » f 
Lf / ^ Lp 

L a e c u a c i ó n ( 8 . 6 8 ) m u e s t r a q u e ÍD ( í ) d e c a e c o n u n a c o n s t a n t e d e t i e m p o 

MI 
LD- LDF 

rpt! 
1dQ -

Lp 
ro 

( 8 . 6 4 ) 

( 8 . 6 5 ) 

(8.66) 

( 8 . 6 7 ) 

(8.68) 

( 8 . 6 9 ) 

é s t a e s l a constante de tiempo subtransitoria de circuito abierto en el eje d [53] . 

4 . C u a n d o u n d e v a n a d o d e a m o r t i g u a m i e n t o n o e s c o n s i d e r a d o o d e s p u é s d e d e c a e r l a c o r -

r i e n t e s u b t r a n s i t o r i a . S e p u e d e m o s t r a r q u e l a c o r r i e n t e d e c a m p o e s a f e c t a d a s ó l a m e n t e 

p o r l o s p a r á m e t r o s d e l c i r c u i t o d e c a m p o [ 5 3 ] , t a l c o m o s e m u e s t r a e n l a figura 8 . 8 , e l c u á l 

s e o b t i e n e d e l a f i g u r a 8 . 7 e l i m i n a n d o l o s b o n d s 4 y 8 , d o n d e e l c a m p o I : MDF s e r e d u c e 

a I: LF. 



M S e : V F - N l - M : L f 

1 

F i g u r a 8 .8 B o n d G r a p h p a r a l a c o n s t a n t e d e t i e m p o t r a n s i t o r i o e n e l e j e d. 

L o s v e c t o r e s c l a v e p a r a e l B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 8 s o n : 

x ( i ) = p 5 ( i ) ; x (t) = e 5 ( t ) ; 2 ( i ) = f5 ( i ) ( 8 . 7 0 ) 

Din ( í ) = /? (t); D^ (£) = e 7 ( í ) ; u ( i ) = e 6 ( i ) 

L a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s p a r a e s t e B o n d G r a p h s o n : 

L = r F ; F = ^ ( 8 . 7 1 ) 

y l a m a t r i z d e e s t r u c t u r a d e u n i ó n e s 

S12 = -Sis = - 1 ; Su = S22 = S23 = 0 ( 8 . 7 2 ) 

d e ( 8 . 7 0 ) a ( 8 . 7 2 ) y s u s t i t u y e n d o e n ( 8 . 4 5 ) y ( 8 . 4 7 ) c o n ( 2 . 3 4 ) , e l m o d e l o d i n á m i c o e s : 

L a c o n s t a n t e d e t i e m p o d e e s t e t r a n s i t o r i o e s l a constante de tiempo transitoria de circuito 

abierto en el eje d, r ¿ 0 [53] d e ( 8 . 7 3 ) : 

5 . S e r e a l i z a u n a n á l i s i s s i m i l a r d e l t r a n s i t o r i o e n e l c i r c u i t o d e l e j e q d e u n a m á q u i n a d e p o l o s 

s a l i e n t e s . A s í , d e l B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 6 , h a c i e n d o i<¡ ( i ) = 0 , s e e l i m i n a e l b o n d 1 1 

y c o n s i d e r a n d o l a p a r t e r e s t a n t e e n e l e j e q , o b t e n e m o s e l m o d e l o r e p r e s e n t a d o e n l a figura 

8 . 9 , e n d o n d e e l c a m p o I : Mqq s e r e d u c e a I : Lq. 

r^^hi-ül^L, 
F i g u r e 8.9 B o n d G r a p h d e l a c o n s t a n t e d e t i e m p o s u b t r a n s i t o r i a e n e l e j e q. 

L o s v e c t o r e s c l a v e d e l B o n d G r a p h d e l a figura 8 . 9 s o n : 

r r = p i 0 ; x = ew; z - / i 0 ; Din = / 9 ; D„a = e 9 ( 8 . 7 5 ) 

L a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s s o n : 

L = rQ; F = -y- ( 8 . 7 6 ) 



s i e n d o l a m a t r i z d e e s t r u c t u r a d e u n i ó n d a d a p o r 

S i 2 - - 1 ; S u = S i 3 = S22 = S32 - 0 ( 8 . 7 7 ) 

D e ( 8 . 7 5 ) a ( 8 . 7 7 ) y s u s t i t u y e n d o e n ( 8 . 4 5 ) a ( 8 . 4 7 ) c o n ( 2 . 3 4 ) e l m o d e l o d i n á m i c o e s : 

| / i o ( í ) = ^ / i o ( í ) ( 8 . 7 8 ) 

A s í , l a constante de tiempo de circuito abierto en el eje q e s t á d a d a p o r [53]: 

L 
rQ Ao = r 1 ( 8 - 7 9 ) 

A c o n t i n u a c i ó n , s e d a n e x p r e s i o n e s p a r a d e t e r m i n a r l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o t r a n s i t o -

r i a s d e c o r t o c i r c u i t o e n e l e j e d y q. 

E n [53] m u e s t r a n q u e c u a n d o e l e s t a t o r e s t á e n c o r t o c i r c u i t o , l a c o n s t a n t e d e t i e m p o 

c o r r e s p o n d i e n t e e n e l e j e d e s t á d a d a p o r 

= t ' ^ ( 8 . 8 0 ) 
Ld 

r ' d = r ' ^ ( 8 . 8 1 ) 

d o n d e L¿ y L'd s o n l a s inductancias subtransitorias y transitorias en el eje d r e s p e c t i v a m e n t e 

d a d a s p o r : 

jj, = La M\fLd + MjDLF - 2MdFMdDMDF ( 

M 2 

L'd = L i - Z t e (8.83) 
L f 

p a r a e l e j e q, t e n e m o s : 

Liq 

d o n d e L'L es l a inductancia subtransitoria en el eje q, l a c u a l e s t á d a d a p o r : 1 

M2 

L ' í = L q - - ^ ( 8 . 8 5 ) 
l Q 

E l p r o c e d i m i e n t o a n t e r i o r m u e s t r a l a u t i l i d a d d e l m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a r e p -

r e s e n t a d o e n B o n d G r a p h , e n d o n d e l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o s e r e d u c e a 

l a o b t e n c i ó n d e m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s . 

E n e l s i g u i e n t e c a p í t u l o , s e a p l i c a n a l m o d e l o l i n e a l d e l a m á q u i n a s í n c r o n a , l a s h e r -

r a m i e n t a s g r á f i c a s p r e s e n t a d a s e n l o s c a p í t u l o s d e l 3 a l 7 . 



8.6 Conclusiones 

E l m o d e l o e n B o n d G r a p h d e l a m á q u i n a s í n c r o n a d a d o p o r [23] s e a n a l i z a y m o d i f i c a 

p a r a o b t e n e r e l m o d e l o m a t e m á t i c o d e [53] . 

E l m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n B o n d G r a p h s e m u e s t r a e n u n s ó l o m a r c o d e 

r e f e r e n c i a , e s d e c i r , e n e l d o m i n i o físico. 

S e o b t i e n e n d e u n a m a n e r a s i s t e m á t i c a y d i r e c t a l o s m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s d e l a m á q u i n a 

s í n c r o n a e n B o n d G r a p h , 

S e p r o p o n e u n p r o c e d i m i e n t o p a r a o b t e n e r l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o d e l a m á q u i n a 

s í n c r o n a u t i l i z a n d o m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s d e l a m á q u i n a e n e l d o m i n i o f í s i c o . 



Capítulo 9 

Aplicación de Herramientas Gráficas 
al Análisis de la Máquina Síncrona 

9.1 Introducción 

L a m á q u i n a s í n c r o n a o p e r a c o m o u n g e n e r a d o r d e c o r r i e n t e a l t e r n a i m p u l s a d o p o r u n a 

t u r b i n a y c o n v i e r t e l a e n e r g í a m e c á n i c a e n e l é c t r i c a . E s t a m á q u i n a e s l a p r i n c i p a l f u e n t e d e g e n -

e r a c i ó n d e p o t e n c i a e l é c t r i c a e n e l m u n d o y r e p r e s e n t a e l e l e m e n t o b á s i c o e n e l c o m p o r t a m i e n t o 

d i n á m i c o d e u n s i s t e m a e l é c t r i c o . P o r l o a n t e r i o r , e s m u y i m p o r t a n t e c o n o c e r e l c o m p o r t a m i e n t o 

d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l a n á l i s i s d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o , e s t a d o t r a n s i t o r i o y d e e s t a b i l i d a d 

[53] . 

E n e l p r e s e n t e c a p í t u l o , s e a p l i c a n l a s h e r r a m i e n t a s p r e s e n t a d a s d e l c a p í t u l o 3 a l 7 s o n 

a p l i c a d a s a u n s i s t e m a físico, i n d i c á n d o s e l a s v e n t a j a s d e t r a b a j a r e n e l d o m i n i o físico. P r i m e r -

a m e n t e , s e o b t i e n e u n a g r a f o l i n e a l d e l a m á q u i n a s í n c r o n a , a p a r t i r d e l m o d e l o r e p r e s e n t a d o 

e n B o n d G r a p h e n e l c a p í t u l o ' 8. D e s p u é s , s e o b t i e n e l a r e p r e s e n t a c i ó n e n e s p a c i o d e e s t a d o 

a p l i c a n d o l o s p r o c e d i m i e n t o s p r e s e n t a d o s e n e l c a p í t u l o 3 . P o s t e r i o r m e n t e , s e d e t e r m i n a n l a s 

c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d d e e s t e m o d e l o d e l a m á q u i n a , u t i l i z a n d o l o s r e s u l t a d o s d e l c a p í t u l o 

4 . L o s v a l o r e s d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o d e l a m á q u i n a s e o b t i e n e n a p l i c a n d o l o s r e s u l t a d o s d e l 

c a p í t u l o 6 . T a m b i é n , s e r e a l i z a u n c o n t r o l p o r r e t r o a l i m e n t a c i ó n d e e s t a d o s e s t i m a d o s e n e l 

d o m i n i o físico u t i l i z a n d o l o s r e s u l t a d o s p r e s e n t a d o s e n e l c a p í t u l o 5 y finalmente s e a p l i c a n l o s 

r e s u l t a d o s d e l c a p í t u l o 7 p a r a e n c o n t r a r e l m o d e l o l i n e a l i z a d o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a . 



9.2 Obtención Directa de una Representación en Espacio de Es-
tado 

S e c o n s i d e r a l a m á q u i n a s í n c r o n a d e s c r i t a e n e l c a p í t u l o 8 , a l a v e l o c i d a d c o n s t a n t e y 

d e s p r e c i a n d o l o s d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o . E l B o n d G r a p h s e o b t i e n e a p a r t i r d e l B o n d 

G r a p h d e l a figura 8 . 6 , e l i m i n a n d o s u s b o n d s 4 , 8 , 9 y 1 0 , c ó m o s e m u e s t r a e n l a figura 9 . 1 . 

R:r. MSf©0 

16 
h 
i 

M S e - . V . - r - j U b ^ MGY h ^ - v MGY a 1 

R:r„ 

13 
14 , , 12 

11 

11 
/ 

I:L„ 

•MSe:V. 

MSe:VF 

F i g u r a 9 . 1 M o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a a v e l o c i d a d c o n s t a n t e y s in d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o . 

L o s v e c t o r e s c l a v e d e l B o n d G r a p h d e l a figura 9 . 1 s o n : 

P3 it) « 3 it) hit) 
x(t) = P5 it) ; ¿ ( í ) = e5 Ct) ¡ *it) = hit) 

_ P l l (* ) _ _ e n ( i ) _ fn{t) 

Din{t) = 
hit) 

hit) 

/ l 3 ( t ) 

; D w t ( í ) = 

e 2 ( t ) 

e 7 ( i ) 

e 1 3 ( í ) 

; V it) = 
hit) 

fnit) 
u(t) = 

e l
 (í) 

e 6 ( i ) 

e i 2 ( i ) 

/ie(í) J 
c o n r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s : 

L = diag{rd, rjr, rq) 

F~l = diag{LdF, Lq} 

L a m a t r i z d e E s t r u c t u r a d e U n i ó n e s t á d a d a p o r ( 2 . 2 5 ) d o n d e : 

( 9 . 1 ) 

( 9 . 2 ) 

S i s = ' 3 x 3 T ; S 3 1 = 
1 0 0 

0 0 1 

S u = 5 2 2 — 5 2 3 ~ 5 ^ 2 = 5 3 3 = 0; T = 

; »512 = - Í 3 x 3 

-Xq(t) 0 A d{t) 

( 9 . 3 ) 



C o n s i d e r a n d o = loq c o m o u n a c o n s t a n t e q u e m u l t i p l i c a a l o s e s t a d o s c o r r e s p o n d i -

e n t e s y n o c o m o u n a e n t r a d a , e l v e c t o r n u e v o d e e n t r a d a a h o r a e s : un (t) = e\ (¿) e& (£) e i 2 ( t ) 

A s i m i s m o , s u s t i t u y e n d o Xd (£) = Ldid (¿) + MdFip (t) y A g ( í ) = Lqiq ( t ) e n T, t e n e m o s : 

0 0 -Lqu>0 
0 0 0 

Ldoj0 MdFu> o 0 

; 5 7 3 =- Í 3 x 3 ( 9 . 4 ) 

E n s i s t e m a s e l é c t r i c o s d e p o t e n c i a y e n e s p e c i a l e n m á q u i n a s e l é c t r i c a s e s c o m ú n y m á s 

p r á c t i c o u t i l i z a r l a r e p r e s e n t a c i ó n d e e s p a c i o d e e s t a d o e n t é r m i n o s d e c o - e n e r g í a [53] . A s í , d e 

( 3 . 9 ) = I d a d o q u e 5 U = 0 . E n t o n c e s d e ( 2 . 2 2 ) , ( 2 . 2 4 ) y ( 2 . 2 5 ) , s e t i e n e : 

¿ ( Í ) Su S12 Sy 3 z(t) 
Din ( t ) = S21 S22 S23 Din (t) ( 9 . 5 ) 

v{t) $31 S'^2 S33 Un{t) 

d o n d e 

P a r a e l B o n d G r a p h d e l a figura 9 . 1 , s e t i e n e : 

0 2 x 2 
Su = 

S 1 2 = 

Ldu)oLg 1 MdFiv0Lg 1 

-rdL'd -rFM'dF 

~TdM'dF —rpL'p 

0 l x 2 

-Lgu>oL'd 

- L g ü J o M ' d F 

0 

0 2 x l Sii=F 

S22 = S22 — 0 

d o n d e 

F = diag {L'd^L'1} 

s i e n d o L'dF = L j . = 
M'dp L'p 

( 9 . 6 ) 

( 9 - 7 ) 

( 9 - 4 ) 

O b t e n i e n d o l a g r a f o l i n e a i d e l a figura 9 . 1 , e n t é r m i n o s d e c o - e n e r g í a , d e a c u e r d o a 

( 8 . 4 6 ) s e t i e n e l a figura 9 . 2 . 

T 



• l d ® 0 L ' q 

F i g u r a 9 . 2 G r a f o l i n e a l d e l a m á q u i n a s í n c r o n a d e l a figura 9 . 1 . 

L o s p r o c e d i m i e n t o s p r e s e n t a d o s e n e l c a p í t u l o 3 , p u e d e n s e r a p l i c a d o s a l a f o r m u l a c i ó n 

d e c o - e n e r g í a e n e s p a c i o d e e s t a d o d a d a p o T ( 8 . 4 4 ) , c o n u n a e s t r u c t u r a d e u n i ó n d a d a p o r ( 9 . 6 ) , 

s i n r e q u e r i r m o d i f i c a c i ó n a l g u n a , e x c e p t o l a n o t a c i ó n . E s t o s e d e b e a q u e d i c h o s p r o c e d i m i e n t o s 

p a r t e n d e u n a g r a f o l i n e a l , l a c u a l r e f l e j a l o s c a m b i o s e n l a i n t e r c o n e x i ó n d e l a s r a m a s y l o s 

v a l o r e s d e l a s t r a n s m i t a n c i a s d e l a s r a m a s . 

A s í , u t i l i z a n d o e l p r o c e d i m i e n t o d e l c a p í t u l o 3 , s e c c i ó n 3 . 5 , e n t é r m i n o s d e c o - e n e r g í a 

y n o t a n d o q u e d e ( 9 . 8 ) S'22 = 0 , d a n d o P = I d e ( 3 . 1 3 ) , p o r l o t a n t o s e t i e n e , d e ( 3 . 1 5 ) : 

A p X — 
0 2 x2 

LdLo0La 1 MdFüjQLo 1 

—LquJoL'd 

-Lgiv0M'dF 

0 

( 9 . 9 ) 

d e ( 3 . 1 6 ) t e n e m o s : 

Apd — 

W u 

(Ád)21 (A i ) 22 
0 l x 2 

0 2 x l 

W 33 

( 9 . 1 0 ) 

E n e s t e c a s o , S'22 ~ ^ e n t o n c e s 62 = 1 , d e é s t a m a n e r a , p a r a (Apd) n > 

61 = -rdL'd\ 63 = 1 
( 9 . 1 1 ) 

S u s t i t u y e n d o ( 9 - 1 1 ) e n ( 3 . 1 7 ) , 

(iPd)u = ~rdL'd 
( 9 . 1 2 ) 



P a r a ( Â p d ) 2 2 , 

ÔI = -RFLFL; ¿3 = 1 ( 9 . 1 3 ) 

S u s t i t u y e n d o ( 9 . 1 3 ) e n ( 3 . 1 7 ) 

(ÀPd)2 2 = -TFL'F ( 9 . 1 4 ) 

P a r a { Â ^ ) , 

( 9 . 1 5 ) 

S u s t i t u y e n d o ( 9 . 1 5 ) e n ( 3 . 1 7 ) s e t i e n e : 

- 1 

y p a r a ( À p d ) l 2 , 

s u s t i t u y e n d o ( 9 . 1 7 ) e n ( 3 . 1 7 ) 

y p a r a ( À p d ) 2 1 , 

s u s t i t u y e n d o ( 9 . 1 9 ) e n ( 3 . 1 7 ) d a : 

{Âpd)33 = -rqL, 

61 = -rFM'dF 63 = 1 

( À p d ) l 2 = ~ r F M ' d F 

¿1 = -rdM'dF <53 = 1 

( ^ P d ) 2 l = ~rdMdF 

( 9 . 1 6 ) 

( 9 . 1 7 ) 

( 9 . 1 8 ) 

( 9 . 1 9 ) 

( 9 . 2 0 ) 

S u s t i t u y e n d o ( 9 . 1 2 ) , ( 9 . 1 4 ) , ( 9 . 1 6 ) , ( 9 . 1 8 ) y ( 9 . 2 0 ) e n ( 9 - 1 0 ) y ( 9 - 9 ) y ( 9 . 1 0 ) e n ( 3 . 1 4 ) , 

l a m a t r i z Áp q u e d a d e t e r m i n a d a p o r : 

Àp = F 
~rd 0 -Lquj o 

0 -rF 0 

Ldujo MdFuJo -rq 

( 9 . 2 1 ) 

D e u n a m a n e r a s i m i l a r , t e n e m o s p a r a B p , e n é s t e c a s o , d e ( 3 . 2 2 ) B p ¿ = 0 y d e ( 3 . 2 0 ) 

BP = BPX, l a c u a l e s t á d a d a p o r : 

BP = FI3X 3 ( 9 . 2 2 ) 



L a s a l i d a d e l s i s t e m a s e o b t i e n e d e ( 3 . 2 8 ) , c o n s i d e r a n d o l a m á q u i n a s í n c r o n a c o m o 

g e n e r a d o r , Cp¿ = 0 , p o r l o t a n t o , d e ( 3 . 2 6 ) 

Cp — Cpx — 

1 0 0 

0 0 1 
( 9 . 2 3 ) 

y d e ( 3 . 3 2 ) Dp = 0 . 

E l m o d e l o d i n á m i c o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a a v e l o c i d a d c o n s t a n t e y d e s p r e c i a n d o l o s 

d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o , s e o b t i e n e d e ( 9 . 2 1 ) y ( 9 . 2 2 ) , e l c u á l e s t á d a d o p o r : 

r
d
 0 LqUJ0 

0 r
F
 0 

-LdüJo ~M¿Fuo u 

( 9 . 2 4 ) 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e d e t e r m i n a n l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d p a r a l a m á q u i n a 

s í n c r o n a c o n s i d e r a d a e n é s t a s e c c i ó n , a p l i c a n d o l o s r e s u l t a d o s d e l c a p í t u l o 4 . 

hit) Ld Mdf 0 
d 

dt 

hit) 
e

i it) 

hit) + MDF LF 0 
d 

dt 
hit) - it) 

fn (t) 0 0 Lq 

d 

dt 

fn (i) en (t) 

9.3 Obtención de las Condiciones de Estabilidad Utilizando una 
Gráfica Lineal 

S e c o n s i d e r a l a m á q u i n a s í n c r o n a o p e r a n d o a v e l o c i d a d c o n s t a n t e y s i n c o n s i d e r a r l o s 

d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o , t a l c o m o s e m u e s t r a e n l a figura 9 . 1 . 

L a d e t e r m i n a c i ó n d e l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d d e l a m á q u i n a s í n c r o n a , s e r e a l i z a 

a p l i c a n d o l o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s d e l c a p í t u l o 4 , d e é s t a m a n e r a s e o b t i e n e l a g r á f i c a l i n e a l p a r a 

á n a l i s i s d e e s t a b i l i d a d a p a r t i r d e l a g r á f i c a l i n e a l d e l a figura 9 . 2 s i n c o n s i d e r a r l o s n o d o s d e 

e n t r a d a y d e s a l i d a , n i l a s r a m a s a s o c i a d a s a e l l o s . L a g r á f i c a r e s u l t a n t e s e m u e s t r a e n l a figura 

9 . 3 . 



\ -tdMS I 
} 

•Ld®0L'q 

F i g u r a 9 . 3 G r á f i c a l i n e a l d e l a m á q u i n a s í n c r o n a p a r a á n a l i s i s d e e s t a b i l i d a d . 

D e ( 4 . 3 ) e l p o l i n o m i o c a r a c t e r í s t i c o d e l a g r á f i c a l i n e a l d e l a figura 9 . 3 e s t á d a d o p o r : 

A c o n t i n u a c i ó n , s e o b t i e n e n d e ( 4 . 3 ) l o s c o e f i c e n t e s d e ( 9 . 2 5 ) , u t i l i z a n d o l a g r á f i c a l i n e a l 

d e l a figura 9 . 3 . 

L a figura 9 . 4 m u e s t r a l o s f a c t o r e s - 1 p a r a a i . 

d e t (XI - Ac) = A 3 + a i A 2 + a 2 A -f- a 3 ( 9 . 2 5 ) 

F i g u r a 9 . 4 F a c t o r e s - 1 p a r a a i . 

( 9 . 2 6 ) 

d o n d e 

( 9 . 2 7 ) 

( 9 . 2 8 ) 

( 9 . 2 9 ) 

( 9 . 3 0 ) 

E l c o e f i c i e n t e s e o b t i e n e d e l a figura 9 . 5 , 



. -rcL'-p -UVa 'oLn *FLF rqLq •rdrd f F 

•Lq^L'd 

•rdM(JF Ld« 0 Lq -Lq®oM'dF 

F i g u r a 9 . 5 F a c t o r e s - 1 p a r a a2. 

a 2 = 1 [TdTF + «g + Tq (2> +Ti)]+ MiF : 

F i n a l m e n t e , 0 3 , s e o b t i e n e d e l a figura 9 . 6 , 

F i g u x a 9 . 6 F a c t o r e s - 1 p a r a 0 3 . 

( 9 . 3 1 ) 

n _TdTFTg TF 

~ A X | 
( 9 . 3 2 ) 

U t i l i z a n d o e l P r o c e d i m i e n t o 4 . 1 , s e o b t i e n e l a g r á f i c a d e C o a t e s d e e s t a b i l i d a d , q u e s e 

i l u s t r a e n l a figura 9 . 7 . 

F i g u r a 9 . 7 G r á f i c a d e e s t a b i l i d a d d e C o a t e s . 

L o s d e t e r m i n a n t e s d e H u r w i t z s e e n c u e n t r a n p o r m e d i o d e l P r o c e d i m i e n t o 4 . 2 , a s í , 

u t i l i z a n d o l a figura 9 . 8 , s e e n c u e n t r a D 3 , 

» Qk ^x ;o 
1 3 

2 ) ( 3 

F i g u r a 9 . 8 D e t e r m i n a n t e d e H u r w i t z D 3 . 



D 3 = a3 — <11^2^3 

a s í m i s m o , p a r a D 2 , d e l a figura 9 . 9 s e t i e n e : 

( 9 . 3 3 ) 

1 

2 

F i g u r a 9 . 9 D e t e r m i n a n t e d e H u r w i t z D2. 

Di = a i o 2 — az 

F i n a l m e n t e , p a r a D i d e l a figura 9 . 1 0 s e o b t i e n e : 

( 9 . 3 4 ) 

F i g u r a 9 . 1 0 D e t e r m i n a n t e d e H u r w i t z D i 

Di = ai ( 9 . 3 5 ) 

L a s c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d d e l a m á q u i n a s i n c r o n a c o n s i d e r a d a s o n : 

Td + TF 

A 
+ Ta > 0 ( 9 . 3 6 ) 

(Tj + TF) 
A 

TdTF + u20+Tq (Td + TF) + MdF > T F TdTQ[LdLF + ^ Ì ) + U J l 
A 

( 9 . 3 7 ) 

TF 
Mi 

TdTq ( LdLF H—~ ) + > T.Tq^Lp + ^+tolj ( 'Td+TF 

+ TdTF + c4 + Tq (Td + Tf) + MdF 
(vQMdF\2 

V L¿LF ) 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n s e o b t i e n e n l o s v a l o r e s d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o d e l a s v a r i a b l e s 

d e e s t a d o d e c o - e n e r g í a d e l a m á q u i n a s í n c r o n a a p l i c a n d o l o s r e s u l t a d o s d e l c a p í t u l o 6 . 



9.4 Obtención del Estado Estacionario de la Máquina Síncrona 
utilizando Bond Graph 

C o m o s e e s t u d i ó e n e l c a p í t u l o 6 , u n m o d e l o r e p r e s e n t a d o e n B o n d G r a p h p e r m i t e 

l a o b t e n c i ó n d e l a r e s p u e s t a d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o d e l a s v a r i a b l e s d e e s t a d o d e u n s i s t e m a 

u t i l i z a n d o e l B o n d G r a p h e n c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a . 

E l B o n d G r a p h e n c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a d e l a m á q u i n a s í n c r o n a a v e l o c i d a d c o n s t a n t e 

s e o b t i e n e d e l a figura 8 . 4 , y s e m u e s t r a e n l a figura 9 . 1 1 . 

MSe:V 

R : r 
( 

\ 

2 
-Til 

19 
d i 

3 
/ 

I:M 

-tIR: 

M S e : V c 

M S f : « , 

116 

M G Y 

áD¥X l l tÍR:^ 

R : I . 

i 
-7 MGY 

14 
1 k — MSe:V q 

11 

I:M 
Qq 

10 

1 

y 

R - i , 

F i g u r a . 9 . 1 1 B o n d G r a p h d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a y a v e l o c i d a d c o n s t a n t e . 

L o s v e c t o r e b c l a v e q u e c a m b i a n , r e s p e c t o a ( 8 . 4 0 ) , d i c i o n a l e s p a r a e l B o n d G r a p h e n 

c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a d e l a figura 9 . 1 1 s o n : 

T 
Dind (i) = L e2 (*) e7 (<) es (t) e9 (í) ei3 (t) 

Doutd(t) = [ / 2 ( t ) f7(t) / 8 ( t ) / 9 ( t ) / 1 3 ( t ) 

r w I 1 1 1 1 1 Ld = diagl—, —, —, —, — 
l rd rF rD rQ rq 

( 9 . 3 9 ) 

( 9 - 4 0 ) 

( 9 . 4 1 ) 

L a m a t r i z d e e s t r u c t u r a d e u n i ó n e s : 

1 0 0 0 0 1 0 0 \ ( i ) 

0 0 1 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 ; «^23 — 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 1 - A d(t) 

J12 = 

Jn = 0; J i a --= 0; J22 = 0 ( 9 . 4 2 ) 



S u s t i t u y e n d o l a s e c u a c i o n e s d e ( 9 . 3 9 ) a ( 9 . 4 2 ) e n ( 6 . 1 4 ) , ( 6 . 1 7 ) y ( 6 . 2 2 ) o b t e n e m o s l o s 

v a l o r e s d e e s t a d o - e s t a c i o n a r i o d e l a v a r i a b l e s d e e s t a d o d e c o - e n e r g í a : 

Í3ss 

fiss 

h 

fio 

fl 

ss 

sa 

1 ss 

1 1 . 
— «Isa H Aoss íJo 

Td Td 
0 

1 ss 
r
F 

0 

— 612 ss AdssWo 

( 9 . 4 3 ) 

R e s o l v i e n d o e l s i s t e m a a n t e r i o r ( 9 . 4 3 ) d e e c u a c i o n e s a l g e b r a i c a s p a r a has y fiiss, c o n 

l a s r e l a c i o n e s c o n s t i t u t i v a s p a r a A¿ss = Ldf3ss + MdFhss y Xqss = LgfuSs d e ( 8 . 2 6 ) a ( 8 . 2 9 ) s e 

t i e n e e l e s t a d o e s t a c i o n a r i o : 

ei 9 9rp + LquiQ [ e i 2 s s - <¿oMdFfsss] 

ZXc — 

TdTq + LdLqu) l 
0 

«12ss <¿oLd , ü J o M d j r 
hxs J 5« 

( 9 . 4 4 ) 

E n l a s i g u i e n t e s e c c i ó n , s e o b t i e n e u n c o n t r o l p o r r e t r o a l i m e n t a c i ó n d e e s t a d o s e s t i m a -

d o s a p l i c a n d o l o s r e s u l t a d o s d e l c a p í t u l o 5 . 

9.5 Control de una Máquina Síncrona por Retroalimentación de 
Estados Estimados 

E l o b s e r v a d o r d e e s t a d o s y l a r e t r o a l i m e n t a c i ó n d e e s t a d o s e s t i m a d o s d e u n a m á q u i n a 

s í n c r o n a , d e s p r e c i a n d o l o s d e v a n a d o s d e a m o r t i g u a m i e n t o a v e l o c i d a d c o n s t a n t e , s e o b t i e n e n 

a p l i c a n d o l o s P r o c e d i m i e n t o s 5 . 1 y 5 . 2 , r e s p e c t i v a m e n t e , a p a r t i r d e l B o n d G r a p h d e l a figura 

9 . 1 , r e s u l t a n d o e l B o n d G r a p h d e l a figura 9 . 1 2 . 
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F i g u r a 9 . 1 2 O b s e r v a d o r d e E s t a d o s d e u n a M á q u i n a S í n c r o n a . 

L a e s t r u c t u r a d e u n i ó n p a r a e l s i s t e m a e n l a z o c e r r a d o s e o b t i e n e d e a c u e r d o a l L e m a 

5 . 1 y e s t á d a d a p o r : 

S u 

S 1 2 

0 0 — L q í O 0 

0 0 0 ; S 3 1 = 

L d c o o M d F ^ o 0 

—hx3 ~ ~S\z\ S22 - S23 — S32 = S33 - 0 

1 0 0 

0 0 1 

( 9 . 4 5 ) 

L a e s t r u c t u r a d e u n i ó n d e l o b s e r v a d o r r e f l e j a d a a l s i s t e m a e s : 

; S 2 i - S 3 1 = 0 S u = 

KG\ Kq2 0 
0 0 0 

0 0 KG3 

( 9 . 4 6 ) 

O b t e n i e n d o u n a r e p r e s e n t a c i ó n e n e s p a c i o d e e s t a d o m á s c o n v e n i e n t e p a r a m á q u i n a s 

e l é c t r i c a s , e n t é r m i n o s d e c o - e n e r g í a , s e t i e n e d e ( 2 . 2 2 ) y ( 5 . 6 ) : 

¿ (i) = Ápz (i) - Apxz(t) + Bvw (t) 

y{t) = Ópz{t)~C^z{t) + Dvw{t) 

( 9 . 4 7 ) 



d o n d e 

Áp = FApF-1 ( 9 . 4 8 ) 

Bp = FBp ( 9 . 4 9 ) 

Apz = FApF~l ( 9 . 5 0 ) 

CP = CVF ( 9 . 5 1 ) 

C-pz = CpF'1 ( 9 . 5 2 ) 

u n a r e p r e s e n t a c i ó n a l t e r n a y m u y u t i l i z a d a e n s i s t e m a s e l é c t r i c o s d e p o t e n c i a s e o b t i e n e a p a r t i r 

d e ( 9 . 4 7 ) , s e t i e n e : 

F - 1 ¿ ( í ) = F~lÁpz(t) - F~lA^z (t) + F~lBpw (t) ( 9 . 5 3 ) 

E l t é r m i n o F 1 Apz s e o b t i e n e d e l c a s o 1 d e l L e m a 5 . 1 , d o n d e E = I , e n t o n c e s d e ( 5 . 1 8 ) 

Ap = SnF y ( 9 . 5 0 ) s e o b t i e n e : 

ApZ = F Su ( 9 . 5 4 ) 

a s í m i s m o , Áp y Bp e s t á n d a d a s e n ( 9 . 2 1 ) y ( 9 . 2 2 ) r e s p e c t i v a m e n t e , p o r o t r o l a d o d e l c a s o 1 d e l 

L e m a 5 . 1 Cpz = 0 , y a q u e S 3 1 = 0 , y d e ( 9 . 2 3 ) s e t i e n e Cp, c o n Dp = 0 . P o r l o t a n t o e l m o d e l o 

d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n l a z o c e r r a d o e s t á d a d o p o r : 

Ld MdF 0 
d 
di 

/ s ( í ) 

MdF Lf 0 
d 
di h(t) 

0 0 Lq 

d 
di 

fu(t) 

-fd 
0 

L¿<¿ o 

KGI 

0 

0 

y(t) = 

0 — LgUO 

-rF 0 

MdpUJQ - r q 

Ka 2 0 

0 0 

0 Kos 

h(t) 

h(t) 

fu (t) 

h(t) 

A ( t ) 

A i ( * ) 

( 9 . 5 5 ) 

h(t) e l (t) 

A ( É ) + e6 (i) 

fu (í) _ e i 2 ( t ) 

L a e s t r u c t u r a d e u n i ó n e n l a z o c e r r a d o d e l o b s e r v a d o r s e o b t i e n e d e l L e m a 5 . 2 y e s t á 

d a d a p o r : 

—Kqi - Hgi -Kg2 -Lq<x>0 

Sn = ~HG2 0 0 ; S'u = 

Ld<¿ o Mdpu>o —Kg3 — Haz 

S12 = — ¿ 1 3 = - - ^ 3 x 3 ; S22 = S23 = S32 = S33 — S[2 = 0; ¿ 3 1 = S 3 1 

Hai 0 0 

HG2 0 0 

0 0 HG3 

5 3 1 ( 9 . 5 6 ) 



O b t e n i e n d o l a r e p r e s e n t a c i ó n d e e s p a c i o d e e s t a d o e n t é r m i n o s d e c o - e n e r g í a , d e ( 2 . 2 2 ) 

y ( 5 . 9 ) s e t i e n e : 

z{t) = A^zz{t)+B^w(t)+A^z(t) ( 9 . 5 7 ) 

y{t) = C^zz(t) + DpW (í) 

d o n d e 

Apz = FApF-1 ( 9 . 5 8 ) 

Bpz = FBp ( 9 . 5 9 ) 

Apz = FÁpF-1 ( 9 . 6 0 ) 

Opz = CpF~l ( 9 . 6 1 ) 

U t i l i z a n d o e l L e m a 5 . 2 , d e ( 9 . 4 5 ) , ( 9 . 4 6 ) y ( 9 . 5 6 ) a ( 9 . 6 1 ) , s e o b t i e n e e l m o d e l o d e l 

o b s e r v a d o r e n l a z o c e r r a d o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a : 

Ld MdF 0 h (t) -rd - - KGl - HGl -KG,a -LqÜJ0 

Lf 0 7 s ( t ) = ~rF 0 

0 0 Lq A i ( í ) Ld UJQ M d p i o o -rq - KQ3 - HG3 

y ( t ) = 

HGi 

HG2 

0 

1 o o 

0 0 1 

0 2 x 2 

0 HG3 

' / 3 ( t ) 

h (t) 

/ l l ( í ) 

hit) C l ( i ) 

Mt) + e 6 (£) 

fu (t) _ e n ( í ) 

Mi) 
hit) 
fu (t) 

( 9 . 

E n l a p r ó x i m a s e c c i ó n , s e a p l i c a n l o s r e s u l t a d o s d e l c a p í t u l o 7 p a r a e n c o n t r a r e l m o d e l o 

l i n e a l i z a d o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l d o m i n i o físico. 

9.6 Modelo Lineal de la Máquina Síncrona utilizando Bond Graph 

C u a n d o u n s i s t e m a d e p o t e n c i a e s t á s u j e t o a u n " p e q u ñ o " c a m b i o d e p e q u e ñ a c a r g a , 

t i e n d e a a d q u i r i r u n n u e v o e s t a d o d e o p e r a c i ó n . D u r a n t e l a t r a n s i c i ó n e n t r e e l e s t a d o i n i c i a l y e l 

n u e v o e s t a d o , e l c o m p o r t a m i e n t o d e l s i s t e m a e s o s c i l a t o r i o . S i l o s d o s e s t a d o s s o n t a l e s q u e t o d a s 

l a s v a r i a b l e s d e e s t a d o c a m b i a n s u a v e m e n t e , e l s i s t e m a e s t á o p e r a n d o c e r c a d e l e s t a d o i n i c i a l . E l 

e s t a d o i n i c i a l p u e d e s e r c o n s i d e r a d o c o m o u n a c o n d i c i ó n d e o p e r a c i ó n cuasi-estacionaria p a r a 

e l s i s t e m a [53] . 



P a r a e x a m i n a r e l c o m p o r t a m i e n t o d e l s i s t e m a , c u a n d o e s p e r t u r b a d o t a l q u e e l e s t a d o 

d e e q u i l i b r i o n u e v o y v i e j o s o n c e r c a n a m e n t e i g u a l e s , l a s e c u a c i o n e s d e l s i s t e m a s o n l i n e a l i z a d a s 

s o b r e l a c o n d i c i ó n d e o p e r a c i ó n c u a s i - e s t a c i o n a r i a . 

C o n s i d e r a r e l m o d e l o d e B o n d G r a p h d-g d e l a m á q u i n a s í n c r o n a d e l a figura 8 . 4 , 

d e s p r e c i a n d o e l c o e f i c i e n t e d e a m o r t i g u a m i e n t o D y d e a c u e r d o a l P r o c e d i m i e n t o 7 . 1 , s e o b t i e n e 

e l B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o d e l a m á q u i n a q u e s e m u e s t r a e n l a figura 9 . 1 3 . 
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F i g u r a 9 . 1 3 B o n d G r a p h l i n e a l i z a d o d e l a m á q u i n a s i n c r o n a . 

U t i l i z a n d o e l L e m a 7 . 1 , l a e s t r u c t u r a d e u n i ó n p a r a e l s i s t e m a e s t á d a d o p o r ( 7 . 1 7 ) y 

( 7 . 1 8 ) . E l m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e s t á f o r m a d o p o r s e i s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s d e l a s 

c u a l e s t r e s e c u a c i o n e s s o n l i n e a l e s ( / 4 ( i ) , fe ( t ) y fio ( t ) ) y s ó l o t r e s {fa (t) , f u ( t ) y fis ( t ) ) s e 

l i n e a l i z a n p o r l a s s i g u i e n t e s t r a y e c t o r i a s : 

P a r a I 

P a r a I : 

P a r a I : 

MdDF {3 - 19 - 17 - 18 

M Q q { 1 1 — 1 4 — 1 5 — 1 8 

1 8 - 1 7 - 1 9 - 3 

1 8 — 1 5 — 1 4 - 1 1 
1 

d o n d e : 

• S u = $22 = ¿>23 = 0; P = \ q o 0 0 0 - A , do ( 9 . 6 3 ) 

5 ? 1 = 

05x5 -PT 

P 0 
e x _ 
ò 1 3 — 

Q 02*3 

03a: 1 ¡3x3 

' 1 " 
; Q = 

0 

( 9 . 6 4 ) 



S l 2 

- 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 - 1 0 0 0 0 0 

0 - 1 0 0 0 0 0 0 

0 Q 0 - 1 0 

• — 

0 0 0 

0 0 0 0 - 1 A ¿ ( í ) 0 0 

0 0 0 0 0 0 Aq (t) - A d(t) 

( 9 . 6 5 ) 

E s m u y c o m ú n e n s i s t e m a s e l é c t r i c o s d e p o t e n c i a u s a r l a c o r r i e n t e e l é c t r i c a c o m o v a r i -

a b l e d e e s t a d o y d e m a n e r a e s p e c i a l p a r a m á q u i n a s e l é c t r i c a s l a r e p r e s e n t a c i ó n s i g u i e n t e 

BpSue (t) = -ApgF^zs (t) + F~lz6 (t) n - l . 

D e ( 7 . 2 4 ) y ( 9 . 6 5 ) s e t i e n e , 

«71 -° 1 3 — 

0 0 0 0 —CJQ 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 Q 0 0 

u>o 0 0 0 0 0 

~lqo 0 0 0 ido 0 

D e ( 7 . 1 9 ) , ( 8 . 4 2 ) , ( 9 . 6 3 ) , ( 9 . 6 4 ) , ( 9 . 6 5 ) y ( 9 . 6 7 ) t e n e m o s : 

—RrDF 

Ns 1 

AV6F'1 = 
uqN12 

7 V 3 2 

N15 

0 

d o n d e 

N12 — 
H 2 

0 2 i 2 

; N2i = 0 l í 3 

Hi 

R¿df = diag {rd, rD,rF} ; HQq = diag {rQ,rq} 

LD MDD MDF 

Nz! = i g o i Í ! - J V f , 

MqQ Lq 

"qü^i ~ W 3 2 = N T _ i d o H 2 

y finalmente, d e ( 7 . 2 0 ) , ( 9 . 6 3 ) a ( 9 . 6 5 ) s e o b t i e n e : 

1 0 0 0 

O O O q 

0 1 0 0 

0 0 o o 

0 0 0 o 

0 0 o ! 

Bps = 

( 9 . 6 6 ) 

( 9 . 6 7 ) 

( 9 . 6 8 ) 

; -/V13 = 
Ag0 

; N 2 3 = 
0 

. o 2 a ; 1 _ 
; N 2 3 = ( 9 . 6 9 ) 

( 9 - 7 0 ) 

( 9 . 7 1 ) 

( 9 . 7 2 ) 



N o t a r q u e , d e ( 9 . 6 8 ) y ( 9 . 7 2 ) e l m o d e l o l i n e a l d e l a m á q u i n a s í n c r o n a o b t e n i d o p o r 

B o n d G r a p h e s e l m i s m o q u e e n [57] , s i e n d o u n a m e t o d o l o g í a s e n c i l l a p a r a e s t e t i p o d e s i s t e m a s . 

E n e l s i g u i e n t e c a p í t u l o s e d a n l a s c o n c l u s i o n e s g e n e r a l e s d e e s t e t r a b a j o d e i n v e s t i -

g a c i ó n . 

9.7 Conclusiones 

E n e s t e c a p í t u l o s e a p l i c a r o n l a s h e r r a m i e n t a s g r á f i c a s p r e s e n t a d a s e n l o s c a p í t u l o s 3 

a l 7 s e a p l i c a n a l m o d e l o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l d o m i n i o f í s i c o . 

S e o b t i e n e u n a r e a l i z a c i ó n e n e s p a c i o d e e s t a d o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a m o d e l a d a e n 

B o n d G r a p h a p a r t i r d e s u g r á f i c a l i n e a l . 

S e p r e s e n t a n c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n t é r m i n o s d e l o s 

p a r á m e t r o s d e l a m á q u i n a . 

S e o b t i e n e n l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l d o -

m i n i o f í s i c o . 

S e p r e s e n t a u n c o n t r o l por retroalimentación d e e s t a d o e s t i m a d o d e u n a m á q u i n a s í n -

c r o n a e n B o n d G r a p h . 

S e p r o p o n e u n m o d e l o l i n e a l i z a d o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n B o n d G r a p h . 



Capitulo 10 

Conclusiones y Trabajos Futuros 

10,1 Conclusiones 

L a s c o n c l u s i o n e s g e n e r a l e s d e e s t e t r a b a j o d e i n v e s t i g a c i ó n s o n l a s s i g u i e n t e s : 

• T o d o s l o r e s u l t a d o s d e l a p r e s e n t e t e s i s p e r m i t e n c o n s i d e r a r d i f e r e n t e s t i p o s d e e n e r g í a , 

n o r e q u i e r e n c o n o c e r l a f u n c i ó n d e t r a n s f e r e n c i a o s u r e a l i z a c i ó n ( A p , Bp, Cp> Dp) y l a s 

e x p r e s i o n e s o b t e n i d a s s o n s i m b ó l i c a s , n o n u m é r i c a s . 

• S e p r e s e n t a u n g r a f o d e C o a t e s m o d i f i c a d o q u e r e p r e s e n t a u n B o n d G r a p h , l o c u a l p e r m i t e 

l a a p l i c a c i ó n d e h e r r a m i e n t a s d e T e o r í a d e G r a f o s , t a l e s c o m o c á l c u l o d e d e t e r m i n a n t e , p o l i -

n o m i o c a r a c t e r í s t i c o , i n v e r s a d e m a t r i c e s y r e d u c c i ó n d e g r a f o s . B a s a d o e n e s t e g r a f o s e 

p r e s e n t a u n p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o p a r a l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a s m a t r i c e s (Ap, Bp, Cp, Dp) 

d e u n s i s t e m a L T I M I M O . A d e m á s , s e p r o p o n e l a r e p r e s e n t a c i ó n d e l C r i t e r i o d e H u r w i t z 

m e d i a n t e u n g r a f o . B a s a d o e n e s t e g r a f o s e p r o p o n e u n p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o p a r a d e t e r -

m i n a r l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d d e u n s i s t e m a físico L T I M I M O m o d e l a d o e n B o n d 

G r a p h . E s t o s r e s u l t a d o s p u e d e n s e r a p l i c a d o s a s i s t e m a s f í s i c o s e n l a z o a b i e r t o o l a z o c e r r a -

d o . L a r e a l i z a c i ó n (Ap, Bp, Cp, Dp) m e d i a n t e u n g r a f o d e l s i s t e m a f í s i c o , p e r m i t e c o n o c e r 

l a i n f l u e n c i a d e c a d a e l e m e n t o d e l s i s t e m a e n l a r e a l i z a c i ó n o b t e n i d a y / o u t i l i z a r e s t a i n -

f o r m a c i ó n p a r a d i s e ñ o d e l s i s t e m a . F i n a l m e n t e , l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a b i l i d a d m e d i a n t e e l 

p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o u t i l i z a e l m í n i m o n ú m e r o d e t é r m i n o s p a r a s u c á l c u l o . 

• S e p r e s e n t a u n c o n t r o l p o r r e t r o a l i m e n t a c i ó n d e e s t a d o e s t i m a d o p a r a s i s t e m a s L T I M I M O , 

e s d e c i r , s e p r o p o n e u n a m e t o d o l o g í a p a r a o b t e n e r e l s i s t e m a c o m p l e t o e n l a z o c e r r a d o 

i n c l u y e n d o e l o b s e r v a d o r y r e t r o a l i m e n t a c i ó n d i r e c t a m e n t e a p a r t i r d e l B o n d G r a p h e n 

l a z o a b i e r t o y d e e s t r u c t u r a s p r o p u e s t a s , g a r a n t i z a n d o q u e e l c o n t r o l y e l o b s e r v a d o r s e a n 

f í s i c a m e n t e r e a l i z a b l e s . 



• S e p r e s e n t a u n p r o c e d i m i e n t o g r á f i c o d i r e c t o p a r a o b t e n e r l o s v a l o r e s d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o 

d e l a s s e ñ a l e s d e l e r r o r , d e l e s t a d o y d e l a s a l i d a d e u n s i s t e m a f í s i c o L T I M I M O , e n l a z o 

a b i e r t o o c o n r e t r o a l i m e n t a c i ó n d e s a l i d a e n B o n d G r a p h . 

• S e p r e s e n t a u n p r o c e d i m i e n t o gTáfico u t i l i z a n d o B o n d G r a p h p a r a l a l i n e a l i z a c i ó n d e s i s -

t e m a s n o l i n e a l e s d e p r o d u c t o d e e s t a d o s . E l s i s t e m a y l i n e a l i z a c i ó n s o n d e t e r m i n a d o s e n e l 

d o m i n i o f í s i c o . E s t a m e t o d o l o g í a n o r e q u i e r e c o n o c e r l a s e c u a c i o n e s d i f e r e n c i a l e s o r d i n a r i a s 

n o l i n e a l e s . ' 

• U n m o d e l o e n B o n d G r a p h d e l a m á q u i n a s í n c r o n a d a d o p o r [23] s e a n a l i z a y m o d i f i c a 

p a r a o b t e n e r e l m i s m o m o d e l o m a t e m á t i c o d a d o p o r [ 5 3 ] . A s í , s e o b t i e n e n d e u n a m a n e r a 

s i s t e m á t i c a y d i r e c t a l o s m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n B o n d G r a p h , 

l o g r á n d o s e p r e s e n t a r l a d e t e r m i n a c i ó n d e l a s c o n s t a n t e s d e t i e m p o d e l a m á q u i n a p o r m e d i o 

d e m o d e l o s s i m p l i f i c a d o s e n B o n d G r a p h . 

• L a s h e r r a m i e n t a s g r á f i c a s a n t e r i o r e s s e a p l i c a n a l m o d e l o d e l a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l 

d o m i n i o f í s i c o , e s d e c i r , s e o b t i e n e u n a r e a l i z a c i ó n e n e s p a c i o d e e s t a d o d e u n a m á q u i n a 

s í n c r o n a m o d e l a d a e n B o n d G r a p h a p a r t i r d e s u g r á f i c a l i n e a l . S e p r e s e n t a n c o n d i c i o n e s 

d e e s t a b i l i d a d d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n t é r m i n o s d e l o s p á r a m e t r o s d e l a m á q u i n a . S e 

o b t i e n e n l a s c o n d i c i o n e s d e e s t a d o e s t a c i o n a r i o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n e l d o m i n i o 

físico. S e p r e s e n t a u n c o n t r o l p o r r e t r o a l i m e n t a c i ó n d e e s t a d o e s t i m a d o d e u n a m á q u i n a 

s í n c r o n a e n B o n d G r a p h y s e p r o p o n e u n m o d e l o l i n e a l i z a d o d e u n a m á q u i n a s í n c r o n a e n 

B o n d G r a p h . 

10.2 Trabajos Futuros 

L a h e r r a m i e n t a d e B o n d G r a p h e n e l m o d e l a d o d e s i s t e m a s físicos t i e n e u n a m p l i o 

p o t e n c i a l e n e l d e s a r r o l l o d e l e n t o r n o c i e n t í f i c o d e m o d e l a d o y c o n t r o l . A s í , s e c o n s i d e r a q u e l a 

m e t o d o l o g í a d e B o n d G r a p h p u e d e a p l i c a r s e a l m o d e l a d o y c o n t r o l d e : E q u i p o E l é c t r i c o d e G e n -

e r a d o r e s , L í n e a s d e T r a n s m i s i ó n , I n t e r r u p t o r e s y C a r g a s E l é c t r i c a s , M o d e l a d o d e E l e m e n t o s d e 

E l e c t r ó n i c a d e P o t e n c i a , S i s t e m a s E l é c t r i c o s d e P o t e n c i a , S i s t e m a s S i n g u l a r m e n t e P e r t u r b a d o s , 

S i s t e m a s N o l i n e a l e s , S i s t e m a s c o n I n c e r t i d u m b r e s , R o b o t s y S i s t e m a s S u b a c t u a d o s . 

L o s p r o b l e m a s i n m e d i a t o s a r e s o l v e r s o n : 

• D e t e r m i n a c i ó n d e l o s V a l o r e s d e E s t a d o E s t a c i o n a r i o d e l a s V a r i a b l e s d e E s t a d o m e d i a n t e 

T r a y e c t o r i a s C a u s a l e s e n u n B o n d G r a p h . 

• C o m p o n e n t e s S i m é t r i c a s e n B o n d G r a p h . 



M o d e l a d o d e F a l l a s e n u n S i s t e m a E l é c t r i c o d e P o t e n c i a u t i l i z a n d o B o n d G r a p h . 

D e t e r m i n a c i ó n d e l o s V a l o r e s d e E s t a d o E s t a c i o n a r i o c o n E l e m e n t o s A l m a c e n a d o r e s d e 

E n e r g í a e n C a u s a l i d a d D e r i v a t i v a e n u n B o n d G r a p h . 

D e t e r m i n a c i ó n d e P r o p i e d a d e s d e E n e r g í a d e l a E s t r u c t u r a d e U n i ó n d e u n B o n d G r a p h 

c o n B o n d s A c t i v o s . 

D e t e r m i n a c i ó n d e l E r r o r d e E s t a d o E s t a c i o n a r i o p a r a s i s t e m a s c o n u n C o n t r o l P I D , e n 

C a s c a d a o p o r R e t r o a l i m e n t a c i ó n d e E s t a d o s e n B o n d G r a p h . 

F l u j o s d e C a r g a d e u n s i s t e m a e l é c t r i c o d e p o t e n c i a e n g r á f o s y / o B o n d G r a p h . 

T r a n s f o r m a c i o n e s d e s i m i l a r i d a d e n u n B o n d G r a p h . 

T é c n i c a s d e r e d u c c i ó n d e c i r c u i t o s u t i l i z a n d o B o n d G r a p h . 

C a m b i o s d e e s t r u c t u r a s d e l m o d e l o d e u n s i s t e m a f í s i c o e n B o n d G r a p h . 

O b t e n c i ó n d e p r o p i e d a d e s d e s i s t e m a s l i n e a l e s v a r i a n t e s e n e l t i e m p o e n e l d o m i n i o físico, 

D e t e r m i n a c i ó n d e F u n c i o n e s d e S e n s i b i l i d a d . 
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Apéndice A 

Análisis de las Propiedades 
Estructurales del Modelado en Bond 
Graph 

A . l Introducción [29] 

U n o d e l o s p a s o s m á s d i f í c i l e s d e l m o d e l a d o e s l a i d e n t i f i c a c i ó n d e l o s p a r á m e t r o s . L a s 

p r o p i e d a d e s e s t r u c t u r a l e s s o n a l g u n a s p r o p i e d a d e s q u e s o l a m e n t e d e p e n d e n d e l a a r q u i t e c t u r a 

d e l m o d e l o y d e l t i p o d e f e n ó m e n o físico, t a n i m p o r t a n t e e n l a f a s e d e l m o d e l a d o , y n o e n l o s 

v a l o r e s n u m é r i c o s d e l o s p a r á m e t r o s i n v o l u c r a d o s e n s u s l e y e s c a r a c t e r í s t i c a s . P o r u n e j e m p l o , 

e l p o l i n o m i o p(s) = s 2 [s + ( a i — a o ) j t i e n e d o s z e r o s n u l o s e s t r u c t u r a l m e n t e y u n z e r o n o - n u l o 

e s t r u c t u r a l m e n t e ( e x c e p t o p a r a e l v a l o r n u m é r i c o ai = ag). 

L a E s t r u c t u r a d e U n i ó n d e u n B o n d G r a p h c o n t i e n e i n f o r m a c i ó n e n e r g é t i c a e n l o s t i p o s 

d e e l e m e n t o s , q u e c o n s t i t u y e n a l s i s t e m a , y e n c o m o e l l o s e s t á n i n t e r c o n e c t a d o s , p a r a c u a l q u i e r 

v a l o r n u m é r i c o d e l o s p a r á m e t r o s . 



A.2 Presentación de Herramientas Algebraicas y Gráficas [29] 

A . 2 . 1 Definición de la Estructura de ^ 

C o n s i d e r a r e l s i s t e m a c o n t i n u o L i n e a l I n v a r i a n t e e n e l T i e m p o ( L I T ) d e d i m e n s i ó n 

finita J 2 : 

y í x(t) = Ax(t)+Bu{t)+Ed{t) 

^ [ y(t) = Cx (i) + Du (t) 

d o n d e : A € Mnxn- B € C £ D £ E £ 

Definición A . l . D o s s i s t e m a s = ( A o , S 0 , C o , D o ) y = ( A i , B i , C i , D i ) s o n 

estructuralmente equivalentes o t i e n e n l a m i s m a e s t r u c t u r a s i : 

1 . L a s m a t r i c e s (A, B, C , D) d e a m b o s s i s t e m a s t i e n e n l a m i s m a d i m e n s i ó n . 

2. E x i s t e u n a m a t r i z P con = PAIPT, B2 = PBI, C2 = CIPT y D2 = DI, t a l q u e t o d o s 

l o s v a l o r e s c e r o d e A%, B2, C2 y D2 s o n m a p e a d o s e n l o s v a l o r e s c e r o d e A l CQ y DQ 

y v i c e v e r s a . 

L a e s t r u c t u r a d e e s t á d e f i n i d a p o r l a c l a s e d e e q u i v a l e n c i a [7^] d e s i s t e m a s e s t r u c -

t u r a l m e n t e e q u i v a l e n t e s . R e s u l t a d o s e s t r u c t u r a l e s s o n o b v i a m e n t e s i e m p r e v e r d a d e r o s p a r a l o s 

s i s t e m a s q u e p e r t e n e c e n a l a c l a s e d e e q u i v a l e n c i a [ ^ j , i - e . , q u e t i e n e n l a m i s m a e s t r u c t u r a . 

A . 2 . 2 Controlabilidad/Observabilidad Estructural 

U n s i s t e m a L T I e s completamente controlable en el estado s i y s ó l o s i 

Rango P = Rango [ B , A B , . . . , An~1B] = n ( A . 2 ) 

Definición A .2 . E l s i s t e m a [ A , B] es l l a m a d o estructuralmente controlable en el estado 

si e x i s t e u n s i s t e m a c o m p l e t a m e n t e c o n t r o l a b l e e n e l e s t a d o d e l a m i s m a e s t r u c t u r a . 

Definición A . 3 . E l s i s t e m a [ A , C ] e s l l a m a d o estructuralmente observable en el estado 

si e x i s t e u n s i s t e m a c o m p l e t a m e n t e o b s e r v a b l e e n e l e s t a d o d e l a m i s m a e s t r u c t u r a . 

L a s d e f i n i c i o n e s d a d a s a n t e r i o r m e n t e e s t á n e n u n s e n t i d o c l á s i c o d e s i s t e m a s l i n e a l e s 

[69], s i n e m b a r g o , a c o n t i n u a c i ó n s e d e s c r i b e n p r o p i e d a d e s f u n d a m e n t a l e s d e é s t e t i p o d e s i s t e m a s 

e n u n e n f o q u e d e B o n d G r a p h . 



A.3 Rango Estructural [29] 

U n a d e f i n i c i ó n d e r a n g o p r e c i s a y s u d e t e r m i n a c i ó n d i r e c t a a p a r t i r d e u n B o n d G r a p h 

e s l a s i g u i e n t e : 

Propiedad A . l 

E l orden n d e u n m o d e l o e s i g u a l a l n ú m e r o d e e l e m e n t o s / y C e n c a u s a l i d a d i n t e g r a l 

c u a n d o u n a c a u s a l i d a d i n t e g r a l p r e d e f i n i d a e s a s i g n a d a a l m o d e l o d e B o n d G r a p h . 

Propiedad A.2 

• E l rango-Bond Graph ( R a n g o - B G ) q d e l a m a t r i z A d e e s p a c i o d e e s t a d o d e d u c i d a a p a r t i r 

d e l B o n d G r a p h e s i g u a l a l n ú m e r o d e e l e m e n t o s I y C e n c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a c u a n d o 

u n a c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a p r e d e f i n i d a e s a s i g n a d a a i m o d e l o d e B o n d G r a p h . 

• E l n ú m e r o k = n—q d e modos nulos estructuralmente e s i g u a l a l n ú m e r o d e e l e m e n t o s I y C 

l o s c u a l e s p e r m a n e c e n e n c a u s a l i d a d i n t e g r a l c u a n d o u n a c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a p r e d e f i n i d a 

e s a s i g n a d a a l m o d e l o d e B o n d G r a p h . 

• E l r a n g o - B o n d G r a p h d e l a m a t r i z A e s i g u a l a l r a n g o d e l a m a t r i z [ 5 n , Su] d e f i n i d a e n 

( 2 . 2 5 ) . 

L a p r i m e r p a r t e d e l a P r o p i e d a d A.2 s i g n i f i c a q u e , e l m o d e l o m a t e m á t i c o a s o c i a d o c o n 

e l B o n d G r a p h e s t á d a d o p o r : 

x = A~lx- A^Bu-A^Ed (A.3) 

y = CA-1x-CA71Bu-CA~1Ed + Du 

S i a l g u n o d e l o s e l e m e n t o s I y C n o a c e p t a n u n a a s i g n a c i ó n d e c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a 

s i n c r e a r u n c o n f l i c t o d e c a u s a l i d a d e n l a s u n i o n e s , s i g n i f i c a q u e l a m a t r i z A n o e s i n v e r t i b l e , 

i.e., n o e s d e r a n g o p l e n o . 

E l r a n g o q e s l l a m a d o R a n g o - B G d e b i d o a q u e e s u n r a n g o e s t r u c t u r a l e n e l s e n t i d o 

d e T e o r í a d e G r a f o s [29], s i n e m b a r g o , c o r r e s p o n d e a l r a n g o n u m é r i c o a c a u s a d e q u e t o m a e n 

c u e n t a l a d e p e n d e n c i a d e l p a r á m e t r o a t r a v é s d e l a c a u s a l i d a d . 

L a s e g u n d a p a r t e d e l a P r o p i e d a d A. 2 s e o b t i e n e d e l p o l i n o m i o c a r a c t e r í s t i c o d e l a 

m a t r i z A: 

P(s) = det (sJn ~A)=sk (sq + aq~isq~l + ... + a2s + oq) (A.4) 

E l p u n t o d e v i s t a e s e s t r u c t u r a l d e b i d o a q u e n o s o t r o s d e t e c t a m o s k e s t r u c t u r a l m e n t e 

m o d o s n u l o s p e r o n o e n l o s c a s o s d o n d e a o s e a n u l o . 



A.4 Diseño de la Arquitectura para Medición y Control [29] 

L a d e t e r m i n a c i ó n d e l n ú m e r o , e l t i p o y l a l o c a l i z a c i ó n d e s e n s o r e s y a c t u a d o r e s e n u n 

m o d e l o d e B o n d G r a p h e s t á d i r e c t a m e n t e r e l a c i o n a d o a l a n á l i s i s d e l a s p r o p i e d a d e s d e c o n t r o -

l a d l i d a d y o b s e r v a b i l i d a d . 

E l c a m i n o c l á s i c o n u m é r i c o c o n s i s t e e n c a l c u l a r e l r a n g o n u m é r i c o d e l a m a t r i z d e c o n -

t r o l a b i l i d a d C0 = [B AB ... An~1B] y l a m a t r i z d e o b s e r v a b i l i d a d O j , = CT {CAf ... (CAn~v)T 

d o n d e l a m a t r i c e z C r e a g r u p a l a p a r t e d e l a m a t r i z a s o c i a d a c o n l o m e d i b l e p a r a s e r v a r i a b l e s 

c o n t r o l a d a s y l a m a t r i z a s o c i a d a a s a l i d a s d e i n t e r é s n o m e d i b l e s . E l r a n g o d e e s t a s m a t r i c e s n o 

d e p e n d e d e l o s v a l o r e s n u m é r i c o s d e l o s p a r á m e t r o s y e s c o n s e c u e n t e m e n t e r o b u s t o . 

Propiedad A.3 

P a r a q u e u n m o d e l o d e B o n d G r a p h s e a estructuralmente controlable (o observable) 

d o s c o n d i c i o n e s t i e n e n q u e s e r s a t i s f e c h a s : 

T 

1 . E x i s t e a l m e n o s u n a t r a y e c t o r i a c a u s a l e n l a z a n d o c a d a e l e m e n t o I y C e n c a u s a l i d a d 

i n t e g r a l c o n u n a f u e n t e d e c o n t r o l MSe o MSf ( c o n u n s e n s o r De o D f ) e n e l B o n d G r a p h 

e n c a u s a l i d a d i n t e g r a l p r e d e f i n i d a . 

2 . T o d o s l o s e l e m e n t o s I y C e n c a u s a l i d a d i n t e g r a l e n e l B o n d G r a p h e n c a u s a l i d a d i n t e g r a l 

p r e d e f i n i d a a c e p t a n u n a c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a c u a n d o u n a c a u s a l i d a d d e r i v a t i v a p r e d e f i n i d a 

e s a s i g n a d a e n e l m o d e l o d e B o n d G r a p h . S i n o e s s a t i s f e c h a d i r e c t a m e n t e , u n a d u a l i z a c i ó n 

d e a l g u n a s f u e n t e s MSe o MSf ( d e a l g u n o s s e n s o r e s De o Df) t i e n e q u e h a c e r s e p a r a 

t r a n s f o r m a r l a s c a u s a l i d a d e s i n t e g r a l e s r e m a n e n t e s . 

L a P r o p i e d a d A . 3 , p a r t e 1 , e s l a c o n d i c i ó n d e p o s i b i l i d a d d e r e a l i z a c i ó n d e l a T e o r í a d e 

G r a f o s [291. 

L a P r o p i e d a d A . 3 , p a r t e 2 c o r r e s p o n d e a l a d e t e r m i n a c i ó n d e l r a n g o e s t r u c t u r a l d e l a 

m a t r i z [AB] c o m p u e s t a d e l a m a t r i z A c o n c a t e n a d a c o n l a m a t r i z B. 

S i e l r a n g o - B G [ A ] = n , e n t o n c e s e l r a n g o - B G [AB\ = n p a r a c u a l q u i e r B. S i g n i f i c a q u e 

e l m o d e l o e s c o n t r o l a b l e c o n u n a c t u a d o r s e n c i l l o , l a s e l e c c i ó n y l o c a l i z a c i ó n d e p e n d e s o l a m e n t e 

d e l a p o s i b i l i d a d d e r e a l i z a c i ó n y c o n s i d e r a c i o n e s t e c n o l ó g i c a s . 

S i e l r a n g o - B G [ A ] = n — k, e n t o n c e s e l r a n g o - B G [AB] = n s i B e s s e l e c c i o n a d a d e 

t a l f o r m a q u e s u s c o l u m n a s s e a n l i n e a l m e n t e i n d e p e n d i e n t e s d e l a s c o l u m n a s d e A. S i g n i f i c a 

q u e p a r a e l m o d e l o a s e r c o n t r o l a d o , k a c t u a d o r e s s o n n e c e s a r i o s y e l l o s t i e n e n q u e e s t a r b i e n 

l o c a l i z a d o s , l o c u a l e s p r o b a d o p o r d u a l i z a c i ó n . 



A.5 Trayectoria Causal-Lazo Causal [31, 32] 

U n B o n d G r a p h n o s o l a m e n t e m u e s t r a l a e s t r u c t u r a t o p o l ò g i c a d e u n s i s t e m a s i n o 

t a m b i é n s u o r g a n i z a c i ó n c a u s a l , p u e s i n d i c a l a s r e l a c i o n e s d e c a u s a y e f e c t o , e s t a e s t r u c t u r a 

c a u s a l d a l a n o c i ó n d e Trayectoria Causal, Lazo Causal y Lazo Masón q u e a c o n t i n u a c i ó n s e 

e x p l i c a n : 

• U n a Trayectoria Causal d e u n a e s t r u c t u r a d e u n i ó n e s u n a s e c u e n c i a a l t e r n a n t e d e b o n d s 

y n o d o s t a l q u e : 

1 . P a r a u n a g r á f i c a a c a u s a l , e s d e c i r , u n a g r á f i c a q u e n o t i e n e l a c a u s a l i d a d a p l i c a d a a 

s u s e l e m e n t o s o b o n d s , l a s e c u e n c i a f o r m a u n a c a d e n a s e n c i l l a . 

2 . T o d o s l o s n o d o s e n l a s e c u e n c i a t i e n e n u n a c o m p l e t a y c o r r e c t a c a u s a l i d a d , e s d e c i r , 

s e c u m p l e n l a s c o n d i c i o n e s d e l P r o c e d i m i e n t o 2 . 1 . 

3 . D o s n o d o s d e u n a t r a y e c t o r i a c a u s a l t i e n e n e n e l m i s m o n o d o o r i e n t a c i o n e s c a u s a l e s 

o p u e s t a s . 

• U n Lazo Causal e s u n a t r a y e c t o r i a c a u s a l s e n c i l l a c e r r a d a . 

• U n Lazo Masón e s u n l a z o c a u s a l d e l a s a l i d a d e u n p u e r t o a l a e n t r a d a d e l m i s m o p u e r t o 

s i n t r a z a r e l m i s m o b o n d e n l a m i s m a d i r e c c i ó n m á s d e u n a v e z . 

E l p o l i n o m i o c a r a c t e r í s t i c o e s t á d a d o p o r : 

D(s) = l - ( s ) + W - ( * ) + - ( 4 . 1 4 ) 

j k l 

d o n d e LTk l s ) e s e l p r o d u c t o d e l a s g a n a n c i a s d e l a z o d e l kth c o n j u n t o d e l rth l a z o d e M a s ó n , l o s 

c u a l e s n o s e t o c a n u n o s c o n o t r o s . 

L a L j , j g a n a n c i a d e l jth l a z o d e M a s ó n e s t á d e f i n i d a p o r : 

2 \ 2 

LI3 { s ) É H ( M I O IRf. O I J J[GH ( 4 . 1 5 ) 

j , f c 3 / \ ' h, 

d o n d e no y ni r e p r e s e n t a n e l n ú m e r o t o t a l d e c a m b i o s d e o r i e n t a c i ó n d e l o s b o n d s , r e s p e c t i v a -

m e n t e e n l a s u n i o n e s - 0 , a l s e g u i r a l a v a r i a b l e d e flujo; y e n l a s u n i o n e s - 1 a l s e g u i r a l a v a r i a b l e 

d e e s f u e r z o ; T~T d e n o t a e l p r o d u c t o d e m , ó — y ó — q u e s o n l o s m ó d u l o s d e l o s e l e m e n t o s d e 
j,k Wj rk 

TF y d e GY, l o s c u a l e s s o n i n c l u i d o s e n l a t r a y e c t o r i a c a u s a l , d e p e n d i e n d o d e s u s c a u s a l i d a d e s 

y [ J d e s i g n a e l p r o d u c t o d e g a n a n c i a s d e l o s e l e m e n t o s q u e c o m p o n e n e l l a z o . 
h 



Apéndice B 

Estabilidad de Sistemas LTI M I M O 

B . l Introducción 

S i l a r e s p u e s t a , i m p u l s i o n a l d e u n s i s t e m a e s a b s o l u t a m e n t e i n t e g r a b l e , e n t o n c e s e l 

s i s t e m a e s e s t a b l e B I B O . L a c o n d i c i ó n d e e s t a b i l i d a d e n t é r m i n o s d e f u n c i o n e s d e t r a n s f e r e n c i a 

e s t a m b i é n d a d a e n e s t a s e c c i ó n . S e e s t u d i a n l o s c o n c e p t o s d e equilibrio de estado, estabilidad 

en el sentido de Lyapunov y estabilidad asintótica [68, 12]. 

d o n d e g(t) e s l a r e s p u e s t a i m p u l s i o n a l d e l s i s t e m a . E n u n a d e s c r i p c i ó n d e l a f o r m a (B.l), e l 

p a r e n t r a d a / s a l i d a d e l s i s t e m a s a t i s f a c e l i n e a l i d a d , c a u s a l i d a d y p r o p i e d a d e s d e i n v a r i a n c i a e n 

e l t i e m p o . A d e m á s , s e a s u m e q u e e l s i s t e m a e s t á r e l a j a d o e n t = 0. 

B.2 Estabilidad Externa (Estabilidad BIBO) [12] 

C o n s i d e r a r u n s i s t e m a L T I M I M O c o n l a s i g u i e n t e d e s c r i p c i ó n e n t r a d a / s a l i d a : 

( B . l ) 

Teorema B . l [12] 

Un sistema LTI MIMO relajado en t = 0 y descrito por\ 

( B . 2 ) 

es estable Entrada Acotada/Salida Acotada (BIBO) si y sólo si, 

(B.3) 



para cualquier k. 

L a p r u e b a d e e s t e T e o r e m a s e d a e n [12] . 

Teorema B.2 [12] 

Considerar un LTI MIMO, relajado en t = 0 cuya entrada u(t), y salida y (t) están 

relacioiiadas por: 

si Jo JjG (t) ||di < k < oo para cualquier constante k, entonces se tiene lo siguiente 

1. Si u (t) es una función periódica con periodo T, entonces y (t) tiende a una función per-

iódica con el mismo periodo. 

2. Si u (í) es acotada y tiende a una constante, entonces y (t) tiende a una constante. 

3. Si u(t) es de energía finita, entonces y(t) también es de energía finita. 

L a p r u e b a d e e s t e T e o r e m a s e d a e n [ 1 2 ] . 

B.3 Estabilidad en el Sentido de Lyapunov o Estabilidad Interna 
o Criterio de Estabilidad de Lyapunov [68] 

Estabilidad interna s e r e f i e r e a l a e s t a b i l i d a d d e u n a r e a l i z a c i ó n d e u n s i s t e m a . L a 

r e a l i z a c i ó n d e l s i s t e m a , 

d o n d e A G í ? ' 2 * ' 1 , B € 3tnxp y C € 3?'3 > < n , e s internamente estable o e s t a b l e e n e l sentido de 

Lyapunov s i l a s o l u c i ó n d e 

x = Ax ( t ) + Bu ( t ) y ( í ) = Cx ( í ) ( B . 4 ) 

x = Ax (t) x (í0) = XQ t>t o ( B . 5 ) 

t i e n d e h a c i a c e r o c u a n d o t oo p a r a c u a l q u i e r xq-

E x a m i n a n d o l a s o l u c i ó n e n el d o m i n i o d e l a t r a n s f o r m a d a d e L a p l a c e , 

X {s) = (sí - A)-1 x0 ( B . 6 ) 

y n o t a n d o q u e 

t
k

e~
at

 ~ (s + a)~
k 

( B . 7 ) 



d o n d e < — > d e n o t a l a Transformada de Laplace y s u i n v e r s a ; p o d e m o s v e r q u e l a r e a l i z a c i ó n e s 

e s t a b l e s i y s ó l o s i , 

R e { A , ( A ) } < 0 ( B . 8 ) 

d o n d e { A , ( A ) } s o n l o s e i g e n v a l o r e s d e A. 

L a s e c u a c i o n e s ( S . 6 ) y ( . B . 8 ) i n d i c a n q u e u n a r e a l i z a c i ó n e s t a b l e i n t e r n a m e n t e s i e m p r e 

t i e n e u n a r e s p u e s t a i m p u l s i o n a l q u e s a t i s f a c e l a c o n d i c i ó n ( 4 . 3 ) ; e n o t r a s p a l a b r a s ; t a m b i é n e s 

e x t e r n a m e n t e e s t a b l e . S i n e m b a r g o , l o c o n t r a r i o n o e s c i e r t o . 

Teorema B.3 (Lyapunov) [68] 

Una matriz A es una m a t r i z d e e s t a b i l i d a d , e s decir, R e { A . ¿ ( A ) } < 0 para todos ios 

eigenvalores de A, si y sólo si para cualquier matriz (simétrica) definida positiva Q existe una 

matriz P definida positiva (simétrica) que satisface 

A'P + PA = -Q ( B . 9 ) 

L a p r u e b a d e e s t e T e o r e m a s e d a e n [68]. 

E s t e t e o r e m a e s r a r a m e n t e u t i l i z a d o p a r a v e r i f i c a c i ó n n u m é r i c a d i r e c t a d e e s t a b i l i d a d . 

E n l u g a r d e e s t o , s e t i e n e n l o s s i g u i e n t e s c o r o l a r i o s . 

Corolario 4.1 (Kalman) [68] 

En el Teorema anterior, podemos tomar Q semidefinida positiva, teniendose que x! (t) Qx (í) 

no es idénticamente cero a lo largo de cualquier solución de x (f) = Ax (£). 

L a s b a s e s físicas d e e s t o s r e s u l t a d o s s o n l a s s i g u i e n t e s . L a c a n t i d a d : 

V [x ( t ) ] =x'{t)Px{t) ( B . 1 0 ) 

p u e d e s e r c o n s i d e r a d a c o m o e n e r g í a g e n e r a l i z a d a a s o c i a d a c o n l a r e a l i z a c i ó n . E n u n s i s t e m a 

e s t a b l e l a e n e r g í a d e b e d e c a e r c o n e l t i e m p o , é s t o e s , d e ( B . 5 ) , {B.9) y ( £ . 1 0 ) , 

~V[x (i)] = á/{t)Px{t)+¿(t)Px(t) 
CLL 

= x'(t)[A'P + PÁ\x{t) 

= ~¿{t)Qx{t) ( B . l l ) 

c o n c l u i m o s q u e x (t) 0 c u a n d o t c o . 

C o r o l a r i o 4 . 2 [ 6 8 ] 

Si A es una matriz de estabilidad, entonces la ecuación de Lyapunov 

A'P + PA + Q = 0 

tiene una solución P -única para toda Q. 
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A b s t r a c t 

A p h y s i c a l M u l t i - I n p u t - M u l t i - O u t p u t ( M T M O ) L i n -
e a r T i m e I n v a r i a n t ( L T I ) s y s t e m f o r m e d b y a v a r i e t y o f 
e n e r g y t y p e s a n d m o d e l l e d g r a p h i c a l l y i n B o n d G r a p h 
is c o n s i d e r e d . A s ingle d i r e c t g r a p h i c a l f o r m t o r e p r e -
sent t h i s p h y s i c a l s y s t e m is p r e s e n t e d . T h i s m o d i f i e d 
C o a t e s g r a p h i s b a s e d o n its B o n d G r a p h . It a l l o w s 
t o p r o p o s e a d i r e c t g r a p h i c a l p r o c e d u r e g e t t i n g a s t a t e , 
s p a c e m o d e l . A l s o , t h e c h a r a c t e r i s t i c p o l y n o m i a l is o b -
t a i n e d from t h e p r o p o s e d C o a t e s G r a p h . A n e l e c t r o -
m e c h a n i c a l e x a m p l e is g iven . 

Keywords.-Bond G r a p h , C o a t e s G r a p h , P h y s i c a l 
C o n t r o l , M o d e l l i n g T o o l s 

1 Introduction 
A B o n d G r a p h is a m o d e l o f a d y n a m i c s y s t e m w h e r e 

a c o l l e c t i o n o f c o m p o n e n t s i n t e r a c t w i t h e a c h o t h e r 
t h r o u g h e n e r g y p o r t s . A B o n d G r a p h c o n s i s t s o f s u b -
s y s t e m s l i n k e d b y l ines t o s h o w t h e e n e r g e t i c c o n n e c -
t i o n s . I t c a n represent a v a r i e t y o f e n e r g y t y p e s a n d 
c a n d e s c r i b e h o w t h e p o w e r flows t h r o u g h t h e s y s t e m 
[ 2 , 7 ] . B o n d g r a p h w a s e s t a b l i s h e d b y [1]. T h e i d e a 
w a s d e v e l o p e d h o w a p o w e r f u l t o o l o f m o d e l l i n g [ 2 , 3 ] . 

O n t h e o t h e r h a n d , a l inear g r a p h is a se t o f c o n -
n e c t e d l ines . T h e l ines r e p r e s e n t s y m b o l i c a l l y t h e e l -
e m e n t s o f t h e s y s t e m . T h e l ine s e g m e n t s are c o n v e n -
t i o n a l l y c a l l e d e d g e s a n d t h e e n d o f a se t o f e d g e s is 
t e r m e d a n o d e . T h e G r a p h T h e o r y [7] h a s b e e n u s e d t o 
f i n d t h e C o a t e s M a t r i x , its d e t e r m i n a n t , c h a r a c t e r i s t i c 
p o l y n o m i a l , e t c . 

O u r m a i n m o t i v a t i o n , is t o a p p l y s o m e o f t h e G r a p h 
T h e o r y t e c h n i c s i n a p h y s i c a l M I M O L T I s y s t e m m o d -
e l l ed o n B o n d G r a p h , w i t h t h e o b j e t i v e t o r e a c h a l i n -
ear g r a p h r e p r e s e n t a t i o n . A l s o , a g r a p h m e t h o d o l o g y 
f r o m its B o n d G r a p h t o w a r d t h i s l inear g r a p h t o o b -
t a i n a r e p r e s e n t a t i o n in s t a t e v a r i a b l e s is p r e s e n t e d . 
I n [8] a w o r k t o o b t a i n a l inear g r a p h f r o m its B o n d 
G r a p h h a s d e v e l o p e d , b u t it is c o t r e p r e s e n t e d o n i t s 
k e y v e c t o r s [4| a n d t h e r e f o r e it d o e s n o t a l l o w t o a p -
p l y it t o s o l v e o t h e r p r o b l e m s l ike t h e t a c k l e d o n t h i s 
p a p e r . 

S e c t i o n 2 g i v e s t h e m o d e l l i n g b y B o n d G r a p h o f a 
p h y s i c a l s y s t e m . A p r o c e d u r e t o o b t a i n a g r a p h f r o m 
its B o n d G r a p h w h i c h r e p r e s e n t s a m o d i f i e d C o a t e s 

m a t r i x is p r e s e n t e d in s e c t i o n 3. I n s e c t i o n 4 a g r a p h i -
c a l r e p r e s e n t a t i o n o f a M I M O s y s t e m is f o u n d . S e c t i o n 
5 p r e s e n t s a g r a p h p r o c e d u r e t o find t h e A, B, C a n d 
D m a t r i c e s , t o g e t a s t a t e s p a c e m o d e l . S e c t i o n 6 a p -
p l i e s a resul t o f [7] t o g e t a c h a r a c t e r i s t i c p o l y n o m i a l 
o f t h e s y s t e m f o u n d in s e c t i o n 5. A n e x a m p l e is g i v e n 
i n s e c t i o n 7 . F i n a l l y , s e c t i o n 8 g i v e s o u r c o n c l u s i o n s . 

2 Bond Graph Model [3,4] 
C o n s i d e r a m u l t i p o r t L T I s y s t e m w h i c h h a s t h e k e y 

v e c t o r s o f figure 1. 

F i g . 1. K e y v e c t o r s o f a B o n d G r a p h 

H e r e , ( Se , S f ) , ( L , C ) a n d ( R ) d e n o t e t h e s o u r c e , 
t h e s t o r a g e a n d t h e d i s s i p a t i o n f ie lds , ( D e ) t h e d e t e c -
t o r a n d (0 , T F , G Y ) t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e w i t h 
t r a n s f o r m e r s , T F , a n d g y r a t o r s , G Y . T h e s t a t e i £ Rn 

is c o m p o s e d o f e n e r g y v a r i a b l e s o f e f f o r t , e , a n d flow, 
/ , w i t h i n t e g r a l causa l i ty , id £ Rm d e n o t e s t h e v e c t o r 
f o r e l e m e n t s w i t h d e r i v a t i v e c a u s a l i t y , u £ RP t h e p l a n t 
i n p u t , y £ J?9 t h e p l a n t o u t p u t , z 6 Rn t h e c o - e n e r g y , 
Zd € Rm t h e d e r i v a t i v e c o - e n e r g y a n d D{n e R? a n d 
D e n t € i T a r e a m i x t u r e o f e a n d / s h o w i n g t h e e n -
e r g y e x c h a n g e s b e t w e e n t h e d i s s i p a t i o n field a n d t h e 
j u n c t i o n s t r u c t u r e . T h e r e l a t i o n s o f t h e s t o r a g e a n d 
d i s s i p a t i o n f i e l d s a r e : 

z = Fx (1) 
Dou t = LDin (2) 

i d = F d X d ( 3 ) 

w h e r e L is a d i a g o n a l m a t r i x c o m p o s e d o f R a n d 1 ¡R 

c o e f f i c i e n t s , a n d F a n d Fd a re c o m p o s e d o f 1 ¡L a n d 
l/C c o e f f i c i e n t s . T h e r e l a t i o n s o f t h e j u n c t i o n s t r u c -



t u r e a r e : 

x 
Di y = s 

z 
Dovt 
U 

¿d 
= 

(4) 

5 = (6) 

Zd - - ¿ 1 4 2 ( 5 ) 

w h e r e t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e o f t h e s y s t e m is g i v e n b y ; 

S i i 5 I 2 Siz Sin 
S21 S22 S23 0 
S31 S32 S33 0 

T h e e n t r i e s o f S t a k e t h e v a l u e s i n s i d e t h e se t 
{ 0 , ± 1 , ± m , ± n } w h e r e m a n d n a r e t r a n s f o r m e r 
a n d g y r a t o r m o d u l e s ; S n a n d S22 a r e s q u a r e s k e w -
s y m m e t r i c s u b m a t r i c e s a n d 5 ] 2 a n d S2i a r e s u b m & t r i -
c e s e a c h o t h e r n e g a t i v e t r a n s p o s e . T h e s t a t e e q u a t i o n 
is [5]: 

x = Ax + Bu 
= Cx + Du 

(7) 

w h e r e 

A 
B 
C 
D 

y 

E~l (S11 + SuMS21)F 
E~'(S13 + S12MS2Z) 
{S31+S32MS2i)F 
S33+S32MS23 

being 

E 
M 

= I + SuF.-1 

= {I- LSv 
li-Td ̂ 14 

- 1 

SfcF 
L 

(8) 

(9) 
(10) 

( H ) 

(12) 

( 1 3 ) 

N e x t s e c t i o n p r e s e n t s a l i n e a r g r a p h f o r t h e s y s t e m 
o f f i g u r e 1. 

3 Getting a Graph from a Bond 
Graph 

A p r o c e d u r e t o o b t a i n a g r a p h i c a l r e s p r e s e n t a t i o n 
o f a B o n d G r a p h , w h i c h r e p r e s e n t s a p h y s i c a l s y s t e m 
is p r e s e n t e d . 

F o r a L T I s y s t e m , f r o m ( l ) - ( 6 ) , a j u n c t i o n s t r u c t u r e 
e q u a t i o n is o b t a i n e d ; 

I 

A r 

y 
= s' 

x 
Di, 
u 
id 

(14) 

' S i i S'X2 S13 S14 

S' = S21 '-'22 0 ( 1 5 ) 

'-'31 "332 S33 0 

i d = - ( 1 6 ) 

w h e r e 

S'u = SnF\ S'21 = S21F; S'3i = S3ïF; (17) 
Sia = SnL\ S'22 = S21L-
S32 = S32L\ S'u=Fd S?4F 

L e t s u p p o s e t h a t ( 1 5 ) is a C o a t e s M a t r i x . T h e n , 
it is s h o w n i n figure 2 . A l s o , f r o m ( 1 2 ) a n d ( 1 7 ) w e 
o b t a i n : 

¿ r ^ t r + S u S i o - 1 ( i s ) 

N o w , r e p l a c i n g ( 1 8 ) o n t h e g r a p h o f figure 2 , w e g e t 
t o t h e g r a p h s h o w n i n figure 3. 

F i g . 2 . L i n e a r P l a n a r S y s t e m G r a p h 

F i g u r a 3 . M o d i f i e d C o a t e s G r a p h . 

T h e r e p r e s e n t a t i o n o f t h e g r a p h o f t h e f i g u r e 3 is 
g i v e n b y : 

(19) 
X ' 5 i i Si* Siz ' X 

A n = J22 ¿23 A « 
y . S31 °32 S33 _ U 

w h e r e 

Su = E lS'n;Si2=E 15i2 ; 5i3 = (20) 
T h e r e p r e s e n t a t i o n ( 1 9 ) - ( 2 0 ) i n c l u d e s t h e e f f e c t o f 

t h e e l e m e n t s w i t h d e r i v a t i v e c a u s a l i t y i n t h e e l e m e n t s 
w i t h i n t e g r a l c a u s a l i t y , h a v i n g a s t r u c t u r e m o r e c o m -
p a c t o f t h e p h y s i c a l s y s t e m . 

W e c a n r e w r i t e ( 1 9 ) g i v i n g : 

DL vT }T = S DL y 
(21) 

w h e r e S r e p r e s e n t s a m o d i f i e d C o a t e s M a t r i x [ 7 ] . 
I f x is u s e d i n s t e a d o f a; in ( 1 9 ) o r ( 2 1 ) , t h e e l e -

m e n t s o f t h e first c o l u m n a r e t h e d i f e r e n t b y a f a c t o r 
^ w h e r e s i s t h e L a p l a c e o p e r a t o r . I n w h a t f o l l o w s , w e 
o m i t t h i s f a c t o r b e c a u s e f o r L T I s y s t e m s d o e s n o t a f e c t 
t h e e l e m e n t s i n t e r c o n n e c t i o n a n d f o r g e t t i n g d i r e c t l y 
A a n d C o f ( 7 ) as s h o w n i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n . 

4 Representation of a M I M O 
System 

A n a n a l y s i s o f t h e g r a p h i c a l r e p r e s e n t a t i o n o f a m u l -
t i v a r i a b l e s y s t e m is p r e s e n t e d . l a figure 3 , w e h a v e a 



r e p r e s e n t a t i o n o f a p h y s i c a l s y s t e m o n a g r a p h , f r o m its 
b o n d g r a p h a n d j u n c t i o n s t r u c t u r e m a t r i x . N e x t , w e 
i n t r o d u c e a g e n e r a l f o r m o f t h e p h y s i c a l s y s t e m r e p r e -
s e n t a t i o n i n B o n d G r a p h t o s t u d y t h e i n t e r c o n n e c t i o n 
p r o p e r t i e s a s s h o w n i n figure 4 . 

F i g . 4. R e p r e s e n t a t i o n o f a M I M O s y s t e m . 

C o n s i d e r t h e s c h e m e o f f i g u r e 3, n o t e t h a t t h e n o d e 
x is a s e t o f n o d e s ± l , ¿2, ¿ 3 , . . . , x n ; t h e s a m e is t r u e 
f o r u , y a n d ZD;n a s s h o w n t h e m a t r i x r e p r e s e n t a t i o n 
o f figure 4 . T h e i n t e r c o n n e c t i o n o f t h e n o d e s i n figure 
4 , is r e p r e s e n t e d b y «=> i n d i c a t i n g a set o f e d g e s t h a t 
c a n h a v e d o u b l e s e n s e . 

F i g u r e 5, r e p r e s e n t s t h e i n t e r c o n n e c t i o n b e t w e e n 
t w o n o d e s 1 a n d i o f f i g u r e 4 w i t h all p o s s i b l e c o m -
b i n a t i o n s . I n figure 5, a n , a » a a , an, fin, fa, $ 1 , 
ft», 7 1 1 . 7i»> 7 . i . la- Pn, -Pu, Pn a n d Pa d e n o t e t h e 
e d g e s t r a n s m i t t a n c e s . F r o m ( 1 3 ) , figure 3 a n d 5 , w e 
h a v e : 

(22) 

T h e s u b m a t r i x P h a s t w o cases : S'22 — 0 o r ^ 0 

F i g . 5 M I M O S y s t e m o f t w o n o d e s . 

5 Getting the Matrices A, B, C 
and D 

C o n s i d e r t h a t f i g u r e 3 c o r r e s p o n d s t o a p h y s i c a l s y s -
t e m c f n s t a t e s , r d i s s i p a t i v e e l e m e n t s , w i t h p i n p u t s 
a n d q o u t p u t s . I n t h e f o l l o w i n g , a p r o c e d u r e f o r t h e 
d i r e c t c a l c u l a t i o n o f t h e m a t r i c e s A, B, C a n d D t h a t 
r e p r e s e n t s a M I M O L T I s y s t e m o f ( 7 ) is p r e s e n t e d . 

T h i s m e t h o d is o b t a i n e d from t h e r e d u c e d g r a p h o f 
figure 5 , w h o s e g e n e r a l i z a t i o n is t h e s c h e m e o f figure 4 
a n d t h e m a t r i x r e p r e s e n t a t i o n o f figure 3 . 

5 . 1 G e t t i n g a G r a p h o f t h e M a t r i x A 

T o f i n d A t h e a r r i v i n g a n d l e a v i n g e d g e s f r o m t h e 
n o d e s o f i a n d t h e i r d i r e c t e d c l o s e d p a t h s ( d i r e c t e d 
c i r c u i t s ) a r e c o n s i d e r e d , a s s h o w n i n , 

P r o c e d u r e 1 

1 . D c s c o m p o s e A i n t h e s u m o f t w o c o m p o n e n t s : 

A = AX + Ad (23) 

w h e r e t h e first c o m p o n e n t Ax i s f o r m e d b y t h e 
e d g e s t r a n s m i t t a n c e s b e t w e e n n o d e s o f t h e d i f f e r -
e n t s t a t e s d e r i v a t i v e s g i v i n g t h e i r e l e m e n t s o u t o f 
t h e d i a g o n a l a n d t r a n s m i t t a n c e s o f t h e s e l f - l o o p s 
o f t h e s e n o d e s , f o r m i n g t h e i r d i a g o n a l e l e m e n t s o f 
t h i s m a t r i x , i.e., f o r f i g u r e 5 

4 = 
q u an 
Oiji a a 

(24) 

T h e s e c o n d c o m p o n e n t A d is f o r m e d b y t h e e d g e s 
t r a n s m i t t a n c e s b e t w e e n n o d e s o f x a n d n o d e s o f 

Din 
(40n 
(40« (40« . (25) 

2 . F i n d t h e d i a g o n a l e l e m e n t s o f A d , b y m e a n s o f : 

- B e g i n in t h e n o d e s ¿ 1 a n d ( - D m ) i • F i x t h e 
e d g e t h a t a r r i v e s t o ¿ 1 r e s p e c t i v e t o ( D i n ) 1 . C o n -
s t r u c t al l p o s s i b l e c o m b i n a t i o n s o f d i r e c t e d c i r -
c u i t s t h r o u g h b y t h e h i n g e e d g e , b e g i n n i n g a n d 
finishing i n i j a n d s a t i s f y i n g : 

• A c i r c u i t m u s t h a v e o n l y o n e e d g e o f D { „ . I f t h e 
c i r c u i t is f o r m e d b y a n o u t p u t a n d i n p u t e d g e o f 
t h e s a m e n o d e o f D i n , i t w i l l h a v e t h e s e l f - l o o p o f 
A n -

- C o n t i n u e w i t h t h e f o l l o w i n g e d g e t h a t a r r i v e s 
t o n o d e ¿ 1 r e s p e c t i v e t o D i n , a n d s o o n , u n t i l 
c o n s i d e r t h e l a s t e d g e t h a t a r r i ves t o ¿ 1 r e s p e c t i v e 
t o A n . 

- U s e t h e p r e v i o u s p r o c e d u r e f o r t h e n e x t n o d e s 
o f x b u t t h e i n p u t a n d o u t p u t e d g e s m u s t b e t h e 
a c t u a l n o d e . 

- E a c h t e r m o f e a c h e l e m e n t o f A d , is g i v e n b y : 

T e r m o f t h e 
e l e m e n t ( A d ) h k 

= ( * ) ( & ) ( f c ) (26) 

h = l,2,..,n; k = 1 , 2 , . . , r 

Si 
82 

= T r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e h w h i c h a r r i v e s t o ¿ k 

= T t a n s m i t t a n c e o f t h e s e l f - l o o p o f ( D i „ ) k o r 

t r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e [Din)k w h i c h c o n e c t s 

(Din)k with ( D i n ) k + 1 

— T r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e k w h i c h l e a v e s o f ¿ k 



1. F o r figure 5 , w e h a v e : ( 4 i ) n = A i p n 7 n + 
PnPulu + PnPiilu + PuPulul (Ad)* = 
PnPinn + PiiPiifn + daPiylii + 0iiPnfn 

3 . F i n d t h e e l e m e n t s o u t o f t h e d i a g o n a l o f t h e m a -
t r i x A d , u s i n g t h e p r o c e d u r e g i v i n g i n s t e p 2, b u t 
t h e t e r m s o f t h e e l e m e n t s {Ad)hk (h ^ k), m u s t 
b e f o r m e d b y d i r e c t e d p a t h s f r o m n o d e h t o n o d e 
k. 
F o r t h e figure 5, ( 4 * ) h = P i i P n l n + 0 u P u 7 u + 
PuPiiTa + PuPiitu; = A i ^ i i T n + 

PuPiHii + PiiPufn + 0uPiau 
N o t e t h a t if t h e s u b m a t r i x S'22 = 0 , t h e n P = I a n d 

t h u s ¿2 — 1 

5 . 2 G e t t i n g a G r a p h o f t h e M a t r i x B 

T h e e d g e s t r a n s m i t t a n c e s o f t h e n o d e s o f t h e u axe 
c o n s i d e r e d in B. T h e p r o c e d u r e t o find B is: 

P r o c e d u r e 2 

1. D e s c o m p o s e B in t w o c o m p o n e n t s : 

B= \ Bx Bd 1 ( 2 7 ) 

T h e f irst c o m p o n e n t Bx is f o r m e d b y t h e e d g e 
t r a n s m i t t a n c e w h i c h c o n n e c t s an i n p u t n o d e w i t h 
t h e s t a t e d e r i v a t i v e n o d e d i rec t ly . F o r t h e e x a m -

1 0 

0 1 
p ie , in figure 5 : Bx = 

T h e s e c o n d c o m p o n e n t B d is f o r m e d b y t h e e d g e s 
t r a n s m i t t a n c e s w h i c h c o n n e c t an i n p u t n o d e w i t h 
a n o d e o f x t h r o u g h t h e n o d e o f t h e Din. . F o r 
figure 5 , w e h a v e : 

B d = 
(Bd)n (Bd)u 

(28) 

2. G e t t h e t e r m s o f t h e d i a g o n a l e l e m e n t s o f B d , b y : 
- B e g i n La t h e n o d e , u<a. C o n s t u c t all d i r e c t e d 
p a t h o f t h e p o s s i b l e c o m b i n a t i o n s o f t h e e d g e s 
t r a n s m i t t a n c e s t h a t c o n n e c t u d i w i t h ¿ 1 , t h r o u g h 
b y ( A n ) i , s a t i s f y i n g : 

• A p a t h m u s t h a v e o n l y o n e e d g e o f A n a n d if o n l y 
has an e d g e b e t w e e n ± i a n d ( A n ) l 5 i t has t h e s e l f - l o o p 
o f ( A n ) i i s o e a c h t e r m is g i v e n b y 

T e r m o f t h e 
e l e m e n t ( B d ) h k 

= ( m ) fa) ( % ) (29) 

h - 1,2,.., r] k = 1,2, ,.,p 

Vi 

% 

1. F o r e x a m p l e in figure 5 , w e h a v e (£?<*) n = 

PnPn + 0uP«\ (Bd)ti = 0aPu + foPa 

2. O b t a i n t h e t e r m s o f t h e e l e m e n t s t h a t are o u t o f 
t h e d i a g o n a l o f B d , in a s i m i l a r w a y t h a t f o r t h e i r 
d i a g o n a l e l e m e n t s , b u t f o r t h e t e r m s of e l e m e n t . 
(Bd)hk, t a k e t h e arr iva l n o d e ±k a n d t h e o u t p u t 
n o d e Udk a n d f o r t h e t e r m of e l e m e n t ( i ? d ) f c i l i s 
t h e o p p o s i t e , t h e p r e v i o u s i s r e s u m e d u s i n g ( 2 9 ) 
f o r h ^ k . 

F o r e x a m p l e ill figure 5: [Bd)u ~ ^iiPii +0uPu\ 
{Bd)n = 0nPn + 0»Pn 

5.3 Getting a Graph of the Matrix C 
T o f i n d C , e d g e s t r a n s m i t t a n c e s w h i c h a r r i v e s t o 

n o d e s o f y a n d g o e s o u t o f n o d e s o f x are c o n s i d e r e d , 
a s s h o w n in , 

P r o c e d u r e 3 

1. D e s c o m p o s e C in t w o c o m p o n e n t s : 

C = CX +Cd (30) 

T h e first c o m p o n e n t CX, is f o r m e d b y t h e e d g e s 
t r a n s m i t t a n c e s w h i c h c o n n e c t s a n o u t p u t n o d e 
w i t h n o d e o f x d i r e c t l y . F o r e x a m p l e in f i g u r e 

" 1 0 " 
5: C T = 

0 1 

T h e s e c o n d c o m p o n e n t , CDL is f o r m e d b y t h e 
e d g e s t r a n s m i t t a n c e s w h i c h c o n n e c t a n o u t p u t 
n o d e w i t h a n o d e o f x t h r o u g h t h e n o d e o f Din. 

2. G e t t e r m s o f t h e d i a g o n a l e l e m e n t s o f Cd-

- B e g i n b y t h e first o u t p u t n o d e yi- C o n s t r u c t 
all d i r e c t e d p a t h s o f t h e p o s s i b l e c o m b i n a t i o n s o f 
t h e e d g e s t r a n s m i t t a n c e s t h a t c o n n e c t s y\ w i t h ¿ i 
t h r o u g h ( D i n ) 1 , s a t i s f y i n g : 

• A p a t h m u s t h a v e o n l y o n e e d g e o f A n a n d i f 
o n l y ex i s t s a e d g e b e t w e e n ¿ i a n d ( A n ) i , i t t a k e 
t h e s e l f - l o o p o f ( A » » ) i a n d s o o n , w i t h t h e r e s t o f 
o u t p u t s . T h u s , e a c h t e r m is g i v e n b y : 

T e r m o f t h e 
e l e m e n t { C d ) h u - (Pi)(fr)(P2) ( 3 1 ) 

— T r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e h w h i c h arr ives t o x / , 

— T r a n s m i t t a n c e o f t h e s e l f - l o o p o f ( A n ) * , o r 

t r a n s m i t t a n c e o f t h e edge which c o n n e c t s 

( A n ) , t o ( A n ) f c + i 

= T r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e k t h a t g o e s o u t o f u o k 

h = 1,2, ...,q; k = 1,2,..., r 

p i = T r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e h w h i c h a r r i v e s t o yh 

P2 = T r a n s m i t t a n c e o f t h e s e l f - l o o p o f ( A « ) f c o r 

t r a n s m i t t a n c e w h i c h c o n n e c t s e d g e 

( A n ) f c t o e d g e ( A n ) f c + i 

p3 = T r a n s m i t t a n c e o f t h e e d g e k t h a t l e a v e s o f ih 

1. F o r e x a m p l e i n figure 5: ( C d ) n = P u 7 u + -P» i7 i » ; 
( C d ) t i = Puia + Pii-yn 



T h e s y s t e m r e p r e s e n t a t i o n is o b t a i n e d f r o m ( 1 9 ) : 

0 0 0 

ki 0 -k2 0 

0 i 0 
Sii = 

c' _ 
•-'21 ~ 

0 0 h. 0 
0 - 0 -a 
o l o - I 

_1_ M 

' 0 

- b 
S12 — 

0 

b 
S^ 2 = 0 

5^2 = 0 

( 3 7 ) 
T h e g r a p h r e s p e c t i v e t o t h e e q u a t i o n ( 3 7 ) is s h o w n 

in f i g u r e 8 . 

< S k 

-1/M \\ 

•\!m/\ I'm 

/ ^ r1/m b/M 
/ -b\ J 

\ W ) 

-l/MJ J 1 

© f 

\ j i t n •Muy ^ 
" F i g . 8 . C o a t e s G r a p h o f t h e e x a m p l e . 

T h e d y n a m i c m o d e l in s t a t e v a r i a b l e s is g i v e n b y 
( 7 ) , w e u s e s e c t i o n V , n o t i n g t h a t f r o m ( 3 7 ) , S'22 = 0, 
g i v i n g P = I. N o w , f r o m ( 2 4 ) , w e h a v e : 

0 0 

0 
0 i 

A„ = 

0 

- f e Ti 

o 2 

0 

k2 0 

( 3 8 ) 

P r o m ( 2 5 ) w e h a v e : 

0 0 0 0 

0 ( A d ) n 0 0 

0 0 0 0 

0 o o (Ad)ti J 

( 3 9 ) 

T o g e t [ A d ) z 2 a 1 1 ^ ( 4 ) « f r o m ( 2 6 ) w e o b t a i n : 

(<5i)2 2 = - i > ; ( 5 2 ) 2 2 = l ; ( ¿ 3 ) 2 2 = ~ ( 4 0 ) 

s u s t i t u t i n g ( 4 0 ) i n t o ( 26 ) g i v e s : 

( 4 ) 2 2 = - - ( 4 1 ) m 
A n a l o g o u s l y : 

(«1)44 = i>i = = f 4 2 ) 

s u s t i t u t i n g ( 4 2 ) in ( 26 ) g i v e s : 

So , f r o m ( 2 3 ) , ( 3 8 ) , ( 3 9 ) , ( 4 1 ) , a n d ( 4 3 ) , A is g i v e n 
b y : 

A = 

0 0 1 "I £ 
0 -L" 

0 2 
0 

k2 

1 
i 
M J 

( 4 4 ) 

F r o m ( 2 7 ) B is o b t a i n e d , n o t i n g t h a t Bd = 0 a n d 
B = BX: 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 
0 0 1 

B = ( 4 5 ) 

N o t i n g t h a t Cd = 0 , from ( 3 0 ) C is g i v e n b y : 

C = [ 0 £ L rn 

F i n a l l y , 

0 

D = 0 

( 4 6 ) 

( 4 7 ) 

N o t e t h a t w i t h a l i t t l e o f e x p e r i e n c e a n d s k i l l A, B, 

C, a n d D a r e o b t a i n e d d i r e c t l y , e a s y a n d q u i c l y f r o m 
t h e C o a t e s G r a p h , a s s h o w n i n t h e p r e v i o u s e x a m p l e . 
T h e s a m e is t r u e in g e n e r a l \i E — I a n d S22 — 0 -

8 Conclusions 
A g r a p h from B o n d G r a p h t h a t r e p r e s e n t s a p h y s -

i c a l s y s t e m o n k e y v e c t o r s , is o b t a i n e d . A g r a p h i c a l 
p r o c e d u r e t o o b t a i n t h e s t a t e s p a c e r e p r e s e n t a t i o n o f 
a d y n a m i c M I M O L T I m o d e l is p r e s e n t e d . 
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HURWITZ STABILITY CONDITIONS FOR A LTI 
SYSTEM: A BOND GRAPH APPROACH 
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A b s t r a c t . A direct graphical procedure to know the stability condit ions for a physical 
Linear T i m e Invariant (LTI) system is presented. It is based on the B o n d Graph model of 
the physical system and on a linear graph of the characteristic po lynomial o f the system. T h e 
proposed linear graph represents a Coates matrix and a Hurwitz matrix . It is shown, that 
using the Hurwitz criterion the stability conditions can b e obtained directly f rom this linear 
graph. This methodology is applied for open and closed loop systems through the examples 
given. 

K e y W o r d s . Bond Graph, Coates Graph, Hurwitz Matr ix , Physical Control , Modell ing 
Too l s , Stability. 

1 Introduction 
O n e of the most basic requirements of any con-

trol system is stability. A LTI system is stable if 
all the poles of its transfer function or its realization 
( A , B, C, D) lie in the left half p lane[ l ) . For these 
requirement the system model is needed. Thus, Bond 
G r a p h methodo logy is applied to find the model . 

B o n d Graph deals with a graphical approach to sys-
tem modell ing, the essentia] feature of the B o n d Graph 
approach is the representation of energetic interactions 
between systems a n d / o r system components by a sin-
gle line. It can represent many energy types and de-
scribes how the power flows through the system[2, 31. 

Moreover, given a Bond Graph model o f a system, 
we can find the coefficients of the characteristic po ly -
nomial using causal paths [5] or a Coates m a t r i x [ l l ] . 

Section II resumes the Bond Graph modell ing of a 
physical system. A procedure t o obtain a graph f r o m 
its B o n d Graph which represents a modif ied Coates 
matrix is given in section III. T h e methodo l ogy to o b -
tain the characteristic polynomial using causal paths 
Or a Coates graph is described in section IV. In sec-
tion V we present a graphical procedure to get a lin-
ear graph of the characteristic polynomial . T h e linear 
gTaph represents a Coates matrix of the Hurwitz m a -
trix. Stability condit ions for a physical system are 
presented. Examples are given in sect ion VI. Finally, 
section VII gives our c o n c l u s i o n . 

2 Bond Graph Model [3,5,6] 
Consider a mult iport LTI system which has the key 

vectors of figure 1. 

If we have the characteristic polynomial o f the sys-
tem we can apply the Routh-Hurwitz criterion t o know 
the system stability, but this criterion is an algebraic 
method that for large systems with many parameters 
become an abstract and difficult task. Also, for con-
trol object ives it is desirable a methodo logy closer to 
the physical system, i.e., for control in the physical 
domain. 

So, we present an easy and direct graphical proce-
dure to get the stability conditions of the physical sys-
tem using graph theory. This methodo logy does not 
need to know the transfer function or its realization 
(A, B, C, D). 

¡ S e , S f 
i l i ' 

L, C f ¡ 0 , ! , T F , G Y 
! Z 

D o u L 

T5iî i 
V 

D e 

Figure 1. K e y vectors of a Bond Graph 

Here, (Se, S f ) , ( L , C ) and ( R ) denote the source, 
the storage and the dissipation fields, (De) the detec -
tor and (0, 1, T F , G Y ) the junct ion structure with 
transformers, T F , and gyrators, G Y . 
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The state x € Rn is composed of energy variables of 
effort, e, and flow, / , with integral causality, it S P? 
the plant input, y € Rq the plant output, z 6 R n the 
co-energy and A n € Rr and D r o l € R r are a mix-
ture of e and / showing the energy exchanges between 
the dissipation field and the junction structure. 

The relations of the storage and dissipation fields 

z = Fx 

D^t = LDi 
( 1 ) 

(2) 

where L is a diagonal matrix composed of R and 1 / R 
coefficients, and F is composed of 1 j L and 1 / C coef-
ficients. 

The relation of the junction structure is: 

X z 
A « = S D*UT 

. Y u 
(3) 

where the junction structure of the system is given 
by: 

S l l 6'12 S\-i 

S — S<2\ S22 S23 (4) 

S s 1 S-i2 S3 3 

The entries of 5 take the values inside the set 
{ 0 , ± l , ± r o , ± r } where m and r are transformer 
and gyrator modules; S n and 522 are square skew-
symmetric submatrices a/id S12 and S21 «re subma-
trices each other negative transpose. 

The linear graph and the Coates Matrix of [11] for 
the system of figure 1 is summarized in the next sec-
tion. 

3 Getting the Graph from 
Bond Graph [10] 

Consider the scheme of figure 1. The procedure to 
obtain the graphical representation of a Bond Graph, 
is summarized for integral causality. 

Eroro ( l ) - (4) : 

X x 
D „ = S' A n (5) 

. y u 

'su S'y S » " 
S' = s2l s 2 2 S'23 (6) 

. SS, •s" °32 S33 

where 

S ' n = S 1 1 i 7 ; S-2! = 5 2 I F ; S ^ = S 3 1 F (7) 

2 = S\iL\ Sw = S22U S'u = SwL 

Let suppose that S' is a Coates matrix .The graph-
ical representation of (5) is shown in figure 2. 

Figure 2. Linear Planar System Graph. 

We can rewrite (5) as: 

i X 

A n = s Din 
U u 

y . y 
(8) 

The matrix S represents a modified Coates matrix 
[11] . If x is used instead of x in (8) the elements of the 
first column are different by a factor j , where s is the 
Laplace operator. We omit this factor because for LTI 
systems does not affect the elements interconnection. 

Next, we show how to get the characteristic poly-
nomial using a linear graph or a Bond Graph of a 
physical system. 

4 Getting the Characteristic 
Polynomial 

The stability of a system can be determined knowing 
the characteristic polynomial. This polynomial can be 
found analytically or graphically using Bond Graphs 
or Coates Graphs. 

4 . 2 C o a t e s G r a p h [ l l ] 

Without loss generality, we obtain a sectional sub-
graph with Coates matrix Ac of the linear graph of 
figure 2 neglecting the inputs and outputs. So, we ob-
tain the linear graph and the Coates matrix Ac and 
the determinant is given by [8j: 

det (XI — Ac) = A n + 2 X" S E ( - l ) 
LAc[V«]" 

u 
/(At. 

(9) 
where huk are the 1-factors in Ac [Vfc], Ac (141 is 
a sectional subgraph of k-nodes of Ac and Lh is the 
number of directed circuits in . 

4 . 2 C a u s a l P a t h - C a u s a l L o o p [5] 

A Bond Graph shows not only the topological struc-
ture of a system but also its causal organization, by 
pointing out the cause and effect relations, this causal 
structure gives the notion of causal path. A junc-
tion structure causal path is an alternating sequence 



of bonds and nodes such that: a) for the acausal graph, 
the sequence forms a single chain, b ) all nodes in the 
sequence have complete and correct causality, c ) t w o 
nodes from a causal path have at the same node o p -
posite causal orientations. A causal l oop is a c losed 
single path. A Mason loop is a causal loop from the 
output of a port back to the input of the same port , 
without tracing the same bond in the same direction 
more than once . 

T h e characteristic polynomial is given by : 

r > ( s ) = 1 - s LL3 (¿0 + £ L-IK ( s ) - £ L-M ( s ) + ... 
j k I 

( 1 0 ) 
where L T k ( s ) is the product o f the loop gains of V ' set 
o f T Mason loop« which does not touch one to another. 
The L i j ( s ) l o op gain of the j " 1 Mason loop is defined 
by; 

2 2 

£*(«) = (-l)no+r" n (rnj 6 —) (rk 6-) u 
j,k\ mi) \ rkj g 

(11) ' 
where no and Tij represent the total number of changes 
of orientations for the bonds, respectively at the 0-
junctions while fol lowing the flow variable, and at the 
1-junctions whilo following the effort variable; IT de -

notes the product of rrij, and r*., that are the 
modules of the TF and GY elements which are in-
cluded in the causal path, depending on their causal-
ities and II designs the product of gains of e lements 

¡7 
composing the loop. 

Next section presents a graphical procedure to get 
the stability condit ions of a system. 

5 Getting the Stability Con-
ditions 

A procedure to get a linear graph which represents 
the characteristic polynomial is presented. It is used t o 
get the stability conditions using the Hurwitz matrix 
in a graphical way. 

To construct the stability Coates graph Gc (D), we 
present the following: 

Procedure A . 
1.- Consider that the characteristic po lynomial is 

given by: 

a 0 A " + a i A n " 1 + a2\n~2 + ... + a n A ° = 0 ( 1 2 ) 

where ao = 1 

2.- T h e number of nodes is equal to the po lynomia l 
order. Construction each node a self-loop as shown in 
6gure 3; 

3.- Construct edges between different nodes using 
the Following figures 4 and 5. 

A ) Edges to the right. Initially j = 1 h = 0 

For i = j,..., k; where k = n~2j + h + l V i < k 
If i = k then j *— j + 1 and h h + 1 and we 

increase i until j < k, where x <— y denotes that the 
y value is assigned to x. 

B) Edges to the left. Initially j = 1 , h = 0 . 

3 n - i + 1 

Figure 5. Edges t o the left . 

For i - 1 , . . . , k; where k = n — j — 1 — /i V i < k 
If i = k then j j + 1 and h «— h + 1 and we 

increase i until j < k. • 

As shown by the following examples the previous 
procedure generates a linear graph which has a single 
structure. 

T h e graph GC(D) represents a Coates graph of the 
Hurwitz matrix . Therefore, we can give the stability 
conditions, using Hurwit2 Criterion ( I j T h e necessary 
and sufficient condition that all roots of ( 12 ) lie in the 
left half plane is that the Hurwita determinants D k , 
k — 1 , 2 , . . . , n , must all b e positive. 

So, from graph t h e o r y ( l l ) the Hurwitz determinant 
D„ is given by: 

d e t D = Dn = ( - 1 ) " £ { - l ) U f(h) ( 1 3 ) 
h 

where h is a 1-factor in GC(D) and L/, denotes the 
number of directed circuits in h and f(h) represents 
the product o f the weights associated with the edges 
of h. 

In according to H u n v i t 2 criterion, w e have t o get n 
determinants, so, we propose the fol lowing procedure : 



Procedure B. 
1.- Calculate Dn from ( 1 3 ) . 

2.- The determinant A i - i is obtained from the 
graph Gc {&)• removing the 7j-node and using (13) 
with T i — l , then from the graph Gc (D) . 

3.- Removing the n and n — 1 nodes, and using (13) 
we calculate - C n - 2 and son on, to reach D\. • 

6 Examples 
Example I. 

Consider the mechanical system of figure 6. 

M 

2 < 
I 1 nt Ï 

The junction structure of the system is given by 
( 4 ) , where 

" 0 - 1 0 0 

1 0 - 1 0 

0 1 0 - 1 

0 0 1 0 
0 

Su = 

Su = -SÏ: = 

533 = 0 

S l 3 = 

- 1 

0 

1 

Sti — STA — S-12 — I •J'22 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 

_ 0 0 1 _ 

The linear graph of the system is shown in figure 8 

; S31 = S21 

Figure 6. Mechanical system of example 1 

In figure 7, we show the Bond Graph 01 this system. 

-1" / V". vin 

. _ -.-mi ' Kj / ; 
Se 
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I 1 

,S 

Figure 7. Bond graph of the example 1. 

The key vectors are: 
u 
Sag 

fag 
e„ 

z — 

a 11 

h 
e4 

' h 

; x ~ e« h ; x ~ 
h 

; z = 
eg 

. ht . 

\y = fa An = h\ Dout = 

where / is the velocity and e is the force in each el-
ement of the mechanical system; / a j and / 0 a are the 
translational displacements in k\ and k2 respectively; 

Figure 8. Linear Graph of the example 1. 

From (9) the characteristic polynomial is: 

dec ( A / - Ac) = A4 + a i A 3 + a 2 A 2 + a 3 A + a 4 (15) 

The following coefficients are obtained from (9 ) us-
ing figure 8. For a.\ the 1-factore are shown in figure 
9. 

-him 

Figure 9. Sectional Subgraph of 1-node. 

+ - (16) 
m M 

For use figure 10 

M respectively ; / ; is the input velocity and a and 
eji.are the gravity force under m and M respectively. 

The constitutive relations fox the elements are: 

e-2 
h 
ey 

fl2 
eg = 

h 0 0 

0 X m 0 

0 0 k 
0 0 0 

bh 

1 M j 

2Q6 

fag 
e<3l2 _ 

(14) 

Ì 5 • 
• I m lis i- , 

Figure 10. Sectional Subgraph of 2-nodes. 

ki k2 k2 
a 2 = — H + — 

m m M 

For û a use figure 11 
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Figure 11. Sectional Subgraph of 3-no des. 

M 
o 3 = 

Finally a.4 use figure 12 

k| 

(£CT 

mM 
(18) 

J i * > 1 % ) 

Figure 12. Sectional Subgraph of 4 nodes. 

kik-2 
a 4 = mM (19) 

Using the procedure A given on section V, we have 
the stability Coates graph of figure 13. 

j. 

I 

•4 

u L , / 

Figure 13. Stability Cao tes graph. 

We can find the Hurwiiz Determinants from Proce-
dure B. 

Consider figure 14, is given by 

; x v , v . . / - >4 
/ / i ; I V '> 

: ; . \ i 4 1 

/'i ' v-- TO v'-VX. 
i" "'V '" "\ '•j'-i 

% 1 . / i 

Figure 14 Sectional Subgraph of 4-nodes. 

D i = a i a 2 a a a 4 - o^a4 - a f a f (20) 

From figure 15, D3 is: 

! J i ; 2 1 • \ 
/"\ i / 

I. 
" . . . > 

£ 3 = a 1 a 2 a 3 - a 3 - o f a 4 (21) 

Figure 16, yields D2 

3 3 

Í 2 

1 

Figure 16. Sectional Subgraph of 2-nodes. 

D 2 = a i O i ~ a 3 (22) 

Finally, D\ is obtained from figure 17. 

1 

Figure 17. Sectional Subgraph of 1-node. 

D ! = 0 l (23) 

Substituting (16) to (19) in (20) to (23) we have 
the stability conditions for the physical system: 

*K\K2 
m 4 A f a 

(24) 

D3 
r, 

= — 7 T 7 > ° MÁM (25) 

D2 
6(fei + * a ) ! 

m2 

2 bh¿ 
mM 

bk2 

+ M2 
> 0 (26) 

D i 
b b 

= — + 7 7 > 0 
m. M 

(27) 

This graphical procedure, allow us to know the per-
formance of the system in a single form through the 
acknowledge of the stability conditions and system pa-
rameters. Moreover, this procedure show how the sys-
tem parameters are reflected in the physical system. 

, I ; 

Figure 15. Sectional Subgraph of 3-nodes. 

Example 2. 

Consider an output feedback where kc is the feed-
back gain, for the system of example 1. The linear 
graph of the closed loop is shown in Figure 18. 
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Figure 18. Linear graph of the closed loop system. 

Reducing the graph of figure 18, we have figure 19. 

•kc'M 

Figure 19. Linear graph reduced of the closed loop 
system. 

The characteristic polynomial for this example is 
given by (15), and its coefficients are obtained in the 
same way as for example 1. So, the coefficients are 
obtained using section IV: 

a i = 

o.j = 

a 3 = 

a 4 = 

b b 
— + 7 7 
m M 
fel + fc2 + fci feg 

m 
k i b + 2 k i k a b 

mM 
kj + k-2 + 2 kjk2kc 

mM 

M 

The stability Coates graph is shown in figure 13 and 
from (20) to (23) we have the stability conditions: 

D\ = + i m M 

D2 = 6 

> 0 

ki -h k-i + k\kc k-2 . k2 - kikc + 

D, = 
k'ib2 

D* = -

m2 hi 

m2 M2 ' mM 

1 + 3 kc + 2k* _ kc + 2k% 

m M 
1 -h 7 k c + 4 P + 6A? 

> 0 

> 0 

This example shows that, the proposed graphical 
procedure lets to get the conditions for the controller 
gain, guaranteeing stability in the closed loop system. 

7 Conclusions 
A graph that represents the Hurwjtz matrix of a 

LTI system is proposed. A graphical procedure to 
determine the stability conditions in a physical LTI 
system is presented. This methodology does not re-
quire to know the transfer function or its realization 
( A B, C, D). The results can be applied to open 
or closed loop systems. 
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Direct Control in Bond Graph by State Estimated 
Feedback for M I M O LTI Systems 

G o r i 2 ä l e z - A . G i l b e r t o 1 - 2 * R - G a l i n d o 1 t 

1 U n i v e r s i t y o f N u e v o L e o n , D e p a r t m e n t o f E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g 

6 6 4 5 1 S a i l N i c o l a d e l o s G a r z a , N X - , M e x i c o . ( + 5 2 ) 8 3 2 9 4 0 2 0 E x t . 5 7 7 3 F a x ( + 5 2 ) 8 3 7 6 4 5 1 4 

2 U n i v e r s i t y o f M i c h o a c a n , F a c u l t y o f E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g 

5 8 0 3 0 , M o r e l i a , M i c h o a c a n , M e x i c o ( + 5 2 ) 3 2 6 5 7 7 6 

Abstract. A s t a t e e s t i m a t e d f e e d b a c k b a s e d o n B o n d 
G r a p h s f o r M u i t i v a r i a b l e L i n e a r T i m e I n v a r i a n t ( L T I ) 
S y s t e m s i s p r o p o s e d . A d i r e c t g r a p h i c a l t e c h n i q u e 
( B o n d G r a p h ) t o o b t a i n t h e c l o s e d l o o p s y s t e m i n s t a t e 
v a r i a b l e s u s i n g t h e o p e n l o o p g r a p h i s p r e s e n t e d . S t r u c -
t u r e s f o r t h e c o n t r o l l e r a n d t h e o b s e r v e r d i r e c t l y i n 
c l o s e d l o o p a r e p r e s e n t e d . T h e r e f o r e , t h e c o n t r o l i n 
t h e p h y s i c a l o r i n t h e B o n d G r a p h d o m a i n s i s r e a l i z e d . 
T h e d y n a m i c a s s i g n m e n t p r o b l s m i s s o l v e d a n d e x a m -
p l e s a r e g i v e n . 

X f l y i u o n i s . - B o n d G r a p h , S t a t e F e e d b a c k , O b s e r v e r , 
D y n a m i c A s s i g n m e n t , D i r e c t g r a p h C o n t r o l 

I . I N T R O D U C T I O N 

A B o n d G r a p h is a m o d e l o f a d y n a m i c s y s t e m w h e r e 
a c o l l e c t i o n o f c o m p o n e n t s i n t e r a c t w i t h e a c h o t h e r 
t h r o u g h e n e r g y p o r t s . T h e s e c o m p o n e n t s a r e p l a c e d 
i n t h e s y s t e m w h i c h e x c h a n g e s e n e r g y . A B o n d G r a p h 
c o n s i s t s o f s u b s y s t e m s l i n k e d b y l i n e s t o s h o w t h e e n -
e r g e t i c c o n n e c t i o n s . A B o n d G r a p h c a n r e p r e s e n t a 
v a r i e t y o f e n e r g y t y p e s a n d d e s c r i b e s hcrw t h e p o w e r 
f l o w s t h r o u g h t h e s y s t e m [ 1 0 , 1 1 , 1 2 ] . 
B o n d G r a p h w a s e s t a b l i s h e d b y [1], T h e i d e a w a s d e -
v e l o p e d b y [2] a n d [3] h o w a p o w e r f u l t o o l o f m o d e l l i n g . 
C o n t r o l a p p l i c a t i o n s i n B o n d G r a p h s p e c i a l l y a n o t h e r 
a p p r o a c h f o r s t a t e f e e d b a c k w i t h o b s e r v e r c a n b e f o u n d 
i n ( 4 , 5 ) . A l s o , i n [11 ] a n o n b a s e d j o i n j u n c t i o n s t r u c -
t u r e a p p r o a c h c a n b e f o u n d . 

T h e c o n t r o l o b j e c t i v e i s t o g e t a r e a l i z a b l e c o n t r o l l e r 
a n d t o c o n s i d e r t h e p h y s i c a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s -
t e m u n d e r c o n t r o l . S o , t h e e x t e n s i o n o f B o n d G r a p h 
f o r c o n t r o l t e c h n i q u e s , n o t o n l y f o r m o d e l l i n g , a l l o w s 
t o d e s i g n t h e c o n t r o l f r o m t h e p h y s i c a l m o d e l , a s s u r i n g 
a r e a l i z a b l e c o n t r o l l e r . 

T h e m a i n k e y p o i n t s o f t h e B o n d G r a p h m e t h o d o l o g y 
a r e : a m o d e l c o n t a i n i n g t h e e n e r g e t i c j u n c t i o n s t r u c -
t u r e , i.e., t h e s y s t e m a r c h i t e c t u r e ; d i f f e r e n t e n e r g y d o -
m a i n s a r e c o v e r e d a n d t h e c o u p l i n g o f s u b s y s t e m s a r e 

"g i l rn i chga@yahoo . com.mx 
f rgalindoQgRma.fime.uanI mx 

a l l o w e d ; t h e c a u s e t o e f f e c t r e l a t i o n s o f e a c h e l e m e n t 
a r e o b t a i n e d g r a p h i c a l l y ; a n d t h e s t a t e v a r i a b l e s h a v e 
a p h y s i c a l m e a n i n g . 

S e c t i o n I I g i v e s t h e B o n d G r a p h m o d e l o f a p h y s i c a l 
s y s t e m u s i n g t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e . T h e s t a t e e s t i -
m a t e d f e e d b a c k c o n t r o l i s d e s c r i b e d i n s e c t i o n H I [S]. 
T h e c l o s e d l o o p s t a t e s p a c e a n d o b s e r v e r m o d e l s a r e o b -
t a i n e d i n S e c t i o n I V , u s i n g t h e i n f o r m a t i o n o f t h e o p e n 
i o o p j u n c t i o n s t r u c t u r e . T h e s e m o d e l s a r e o b t a i n e d d i -
r e c t l y f r o m o p e n l o o p B o n d G r a p h m o d e l . A l s o , ax. 
e q u i v a l e n c e t o t h e t r a d i t i o n a l s t a t e e s t i m a t e d f e e d b a c k 
is g i v e n w h i c h a l l o w s t o s o l v e t h e d y n a m i c a s s i g n m e n t 
p r o b l e m . S e c t i o n V p r o p o s e s t h e d i r e c t g a i n s d e s i g n 
i n t h e B o n d G r a p h f o r t h e c o n t r o l l e r a n d t h e o b s e r v e r . 
T h e o b t a i n e d r e s u l t s a r e a p p l i e d i n s e c t i o n V I , f o r a n 
e l e c t r i c a l s y s t e m . F i n a l l y , c o n c l u s i o n s a r e g i v e n i n s e c -
t i o n V I I . 

I I . B O N D G R A P H M O D E L [ 3 , 6 , 7 ] 

C o n s i d e r t h e m u l t i p o r t L T I s y s t e m s c h e m e w h i c h h a s 
t h e k e y v e c t o r s o f figure 1. 

F i g u r e 1 . K e y v e c t o r s o f a B o n d G r a p h 

I n figure 1 , ( S e , S f ) , ( L , C ) a n d ( R ) d e n o t e t h e s o u r c e 
t h e s t o r a g e a n d t h e d i s s i p a t i o n fields, ( D e ) t h e d e t e c t o r 
a n d ( 0 , 1 , T F , G Y ) t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e w i t h t r a n s -
f o r m e r s , T F , a n d g y r a t o r s , G Y . 

T h e s t a t e x £ 3 ? " a n d xd 6 5 ? 1 " a r e c o m p o s e d o f e n e r g y 

v a r i a b l e s f o r e f f o r t , e, a n d flow, / , w i t h i n t e g r a l a n d 

0-7803-7386-3/02/317.00 © 2002 IEEE 1183 
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d e r i v a t i v e c a u s a l i t y r e s p e c t i v e l y , u ç 3?p d e n o t e s t h e 
p l a n t i n p u t , y e ï ^ t h e p l a n t o u t p u t , z e t h e c o -
e n e r g y , Zd e Dîm t h e d e r i v a t i v e c o - e n e r g y a n d € 
a n d D o u t € a r e a. m i x t u r e o f e a n d / s h o w i n g t h e 
e n e r g y e x c h a n g e s b e t w e e n t h e d i s s i p a t i o n field a n d t h e 
j u n c t i o n s t r u c t u r e . 

T h e r e l a t i o n s o f t h e s t o r a g e a n d d i s s i p a t i o n fields a r e : 

z = Fx 
Dnt = LDin 

za ~ FdXd 

T h e r e l a t i o n s o f t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e are : 

x 
Dir, 
V 

= S 

z 
Dout 
u 
id 

( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

^ = (5) 

w h e r e t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e o f t h e s y s t e m is g i v e n b y : 

' Sn s12 sl3 Su 

S = S21 522 £23 0 (6) 

S u S y i S33 0 

T h e e n t r i e s o f S t a k e va lues i n s i d e t h e s e t 
{ 0 , ± l , ± m , ± n } w h e r e m a n d n are t r a n s f o r m e r 
a n d g y r a t o r m o d u l e s ; 5 u a n d S22 are s q u a r e s k e w -
s y m m e t r i c m a t r i c e s a n d S12 a n d ¿ 2 1 are m a t r i c e s e a c h 
o t h e r n e g a t i v e t r a n s p o s e . T h e s t a t e e q u a t i o n is [ 8 , 9 ] : 

= Ax+ Bu 

= Cx +Du 

w h e r e 

A 

B 

C 

D 

11 + S12MS21) F 
E'1 (S13 + S12MS2S) 
(S31 + S32MS21) F 
S 3 3 + S w M S n 

b e i n g 

E =* I + SuF^tftF 

M (I - L522)"1 L 

(7) 

(8) 

0 ) 

(10) 
( 1 1 ) 

(12) 

( 1 3 ) 

N e x t s e c t i o n g ives t h e c o n t r o l b y s t a t e e s t i m a t e d f e e d -
b a c k [8|. T h i s s c h e m e is u s e d i n s e c t i o n I V f o r t h e B o n d 
G r a p h a p p r o a c h . 

I I I . C O N T R O L BY S T A T E E S T I M A T E D F E E D B A C K 

O n c e t h e m o d e l in s t a t e v a r i a b l e s is h a d , t h e c o n t r o l 
l a w b y s t a t e f e e d b a c k c a n b e a p p l i e d . H o w e v e r , o f t e n 
x is n o t e a s y t o k n o w o r t o m e a s u r e . S o , a s o l u t i o n i s 
t o u s e an o b s e r v e r as s h o w n i n figure 2 

F i g u r e 2 . C l o s e d l o o p e s t i m a t o r 

T h e c o n t r o l l a w b y s t a t e e s t i m a t e d f e e d b a c k is : 

u = -Kx + w ( 1 4 ) 

w h e r e w g S ' ' d e n o t e s t h e i n p u t r e f e r e n c e , K t h e f e e d -

b a c k g a i n a n d x € 9 i n t h e e s t i m a t e d s t a t e . 

F r o m ( 1 4 ) a n d ( 7 ) , t h e c l o s e d l o o p s y s t e m is: 

w h e r e 

x = Ax - Ax + B v j 

y = Gx - Cx + Dw 

A = BK 
C = DK 

T h e a s y m p t o t i c o b s e r v e r o f L u r e i t b e r is [8]: 

i ~ Ax + Bu + H(y - y) 
y = Cx + Du 

w h e r e H is t h e o b s e r v e r g a i n . 

S u b s t i t u t i n g ( 1 4 ) in to ( 1 8 ) y i e l d s : 

x = A& + Bw + Ax 

y - Cx + Dw 

( 1 5 ) 

(16) 

( 1 7 ) 

(18) 

w h e r e 

Â = A-BK-BG 
À = HC 

C = C-C-, 5 = 5; D = D 

( 1 9 ) 

(20) 

(21) 

(22) 

I n s e c t i o n I V , w o g e t ( 1 5 ) a n d ( 1 9 ) d i r e c t l y o p e n l o o p 
B o n d G r a p h m o d e l . 

I V . C O N T R O L BY B O N D GRAPH 

A d i r e c t g r a p h i c a l t e c h n i q u e f o r a n o p e n l o o p m o d e l 
r e p r e s e n t e d b y B o n d G r a p h is p r e s e n t e d . T h e c l o s e d 
l o o p a n d t h e o b s e r v e r B o n d G r a p h m o d e l s a r e o b t a i n e d 
d i r e c t l y f r o m t h e o p e n l o o p m o d e l . W e a s s u m e t h a t a l l 
t h e e l e m e n t s h a v e l inear c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s . 
T h e c o n t r o l g e n e r a l s t r u c t u r e f o r s t a t e e s t i m a t e d f e e d -
b a c k i n B o n d G r a p h is s h o w n in figure 3. 
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F i g u r e 3 . C l o s e d l o o p w i t h o b s e r v e r i n B o n d G r a p h 

T h e o b j e c t i v e t o r e p r e s e n t t h e m o d e l a n d t h e o b s e r v e r 
in b l o c k d i a g r a m s i s t o o b t a i n t h e f e e d b a c k s y s t e m 
m o d e l f r o m S i n ( 4 ) . T h i s let u s t o k n o w , t h e c h a n g e o f 
S d u e t o t h e o b s e r v e r a n d t h e s t a t e f e e d b a c k , w i t h t h e 
p u r p o s e t o a s s i g n t h e p o l e p l a c e m e n t s o f t h e s y s t e m in 
a c c o r d i n g t o t h e c o n t r o l g a i n . N e x t L e m m a s 1 a n d 2 
s h o w t h a t A, C, A, A a n d C o f t h e c l o s e d l o o p s y s t e m 
c a n b e o b t a i n e d f r o m e q u a t i o n s ( 8 ) t o ( 1 1 ) u s i n g S. 
T h e r e a r e t w o c a s e s d u e t o t h e e l e m e n t s p l a c e i n t h e 
B o n d G r a p h . T h e first c a s e w h e n t h e d i s s i p a t i o n field 
( R ) is l o c a t e d b e f o r e t h e s t o r a g e field ( L , C ) , o t h e r w i s e 
is t h e s e c o n d c a s e . 
L e m m a 1 

Consider the control scheme of figure 3. The structure 
of the closed loop system is given by: 

( 2 3 ) 

where the junction structure of the. observer reflected to 

the system is: 

z z 
X 
Din = 5 Dout -S Dout X 
Din VJ w . y . y 

. i d 

S = 
S n 0 0 0 

¿ 2 1 0 0 0 

. S3i 0 0 0 . 

1) U = 0 , 5 n ^ 0 and/or £31 i* 0, then, 

Â = E-^SuF 
C = S3ïF 

2) If Su = £31 = 0 and §21 ^ 0, then, 

Â = E^SvMSziF 
C = S&MêaïF 

b e i n g 

E = I+ShF^S&F 
M = L{I-S2ILT1 

( 2 4 ) 

( 2 5 ) 

(26) 

( 2 7 ) 

(28) 

( 2 9 ) 

Proof. F o r L T I s y s t e m s , s u b s t i t u t i n g ( 1 ) , ( 3 ) , ( 5 ) i n t o 
t h e first l ine o f ( 2 3 ) , w e h a v e : 

' i = E-1 ( S u z + SnDmt + Si3w - S i i i ) ( 3 0 ) 

f r o m ( 2 ) a n d t h e s e c o n d l ine o f ( 2 3 ) , a n d f r o m ( 2 ) g i v e s : 

Din = (/ - SvL)-* (Snz + S23w ~ $2ii) (31) 

t a k i n g ( 1 ) , ( 2 ) , ( 1 3 ) a n d ( 3 1 ) i n t o ( 3 0 ) : 

i = E ' l [ f S i i + S 1 2 M S 2 1 ) F 2 + ( S i 3 - l - S i 2 M S ^ ) ^ 

-E-1 (Sn + S12MS21) Fx (32) 

C o m p a r i n g w i t h ( 1 5 ) w i t h ( 3 2 ) 

A = B-1 ( S u + S i a M & j ) F ( 3 3 ) 

E q u a t i o n ( 3 3 ) p r o v e s b o t h cases ( 2 5 ) a n d ( 2 7 ) . 

T o g e t ( 2 6 ) a n d ( 2 8 ) , t a k i n g ( 1 ) , ( 2 ) , ( 2 9 ) a n d ( 3 1 ) i n t o 

t h e t h i r d l ine o f ( 2 3 ) w e h a v e : 

y = (£31 + S22MS11) Fx + {S33, + SZ2MS2Z) w 

~[S31+S32MS^FX . (34) 

C o m p a r i n g ( 1 5 ) w i t h ( 3 4 ) : 

C = ( S z 1 + S 3 2 M S 2 I ) F ( 3 5 ) 

E q u a t i o n ( 3 5 ) p r o v e s b o t h cases ( 2 6 ) a n d ( 2 8 ) . • 

N o t e t h a t ( 3 2 ) a n d ( 3 4 ) s h o w t h a t A o f ( 3 3 ) a n d C o f 

( 3 5 ) a r e t h e m a t r i c e s w h i c h m a p s t h e o b s e r v e r i n t o t h e 

s y s t e m 

L e m m a 2 

Consider the control scheme of figure S. The structure 
of the observer is given by: 

x 
Din y 

z z 

5 ' 
Dont + S' Dmt 
w VJ 

. i d . 

( 3 6 ) 

where the junction structure of the system reflected to 

the observer is: 

5 i 2 0 0 ' 

S'= 0 0 0 0 ( 3 7 ) 

0 0 0 0 

The observer model is: 

Â = S " 1 ( s ^ + S[2M'S'21 - S ; 2 M S 2 I ) F(38) 

B = È - 1 { s ' l z ^ S ' n M ' S ' 2 Z + S ' n M S 2 % ) ( 3 9 ) 

Â = Ê^1 ( S j j + 5i2M52i) F ( 4 0 ) 

Ô = ( S ' ^ S ^ M ' S ' ^ F ( 4 1 ) 

D = S^ + S'22M'S'23 (42) 



E = ( 4 3 ) 

M' = Lfj-S'^iy1 ( 4 4 ) 

Proof. S u b s t i t u t i n g ( 1 ) , ( 3 ) a n d ( 5 ) i n t o t h e f irst l i n e 
o f ( 3 6 ) , g i v e s : 

i = E - 1 + S [ 2 D m i + + 

E-'iS'^z + S^D^ + S^w) 

t a k i n g t h e e s t i m a t e d o f ( 2 ) i n t o ( 3 6 ) , w e h a v e : 

( 4 5 ) 

bin = (/ - S'22L)~\S^Fx + fr23w) (46) 

s u b s t i t u t i n g t h e e s t i m a t e d o f ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 0 ) a n d ( 4 5 ) 
i n t o ( 4 4 ) : 

i = e[~1S'u+S'12M'S'21-S'12MS2i}Fx + 

B'1 (S[3+S'12M + SUMS23) VJ + 

E-1iS'n+S'12M'S21)Fx (47) 

c o m p a r i n g ( 1 9 ) a n d ( 4 7 ) w e h a v e ( 3 8 ) , ( 3 9 ) a n d ( 4 0 ) . 

T o g e t ( 4 1 ) a n d ( 4 2 ) , s u b s t i t u t i n g ( 1 ) , ( 2 ) a n d ( 4 6 ) i n t o 

the t h i r d l i n e o f ( 3 6 ) , w e g e t : 

V = (¿si + S'32M'S'21) Fx + (g32M'S'2Z S'2Z) v> 
( 4 8 ) 

c o m p a r i n g ( 1 9 ) a n d ( 4 8 ) , w e g e t ( 4 1 ) a n d ( 4 2 ) . • 

N o t e t h a t t h e m a t r i c e s B a n d D c a n c a l c u l a t e d i r e c t l y 

from ( 2 2 ) . 

V . GAINS DESIGN 

N e x t , e x p r e s s i o n s f o r t h e c o n t r o l l e r a n d o b s e r v e r g a i n s 

are p r e s e n t e d . 

T h e o r e m 1 

Let a Muitivariable LTI system with linear constitutives 
relations in the control scheme of the figure 3. 
I) If Si\ = 0, S n ^ 0 and/or S3 1 ^ 0, then, the 
direct-graph gain for the controller in the Bond, graph 
is given by: 

Sn = EBKF-1 (49) 

B) If S11 = ¿31 = 0 and ^ ± 0, then, the direct-
graph gain for the controller S21 is obtained equating 
the elements of: 

S12MS21 = EBKF —1 ( 5 0 ) 

Moreover, the direct-graph gain for the observer ] 
a n d / o r a n d / o r is given by: 

being E = I + SuF^SftF, & = I + S'14F^ (s'u) F 

and M = L (I - S22L)~l 

Proof. T h e c o n t r o l a n d t h e o b s e r v e r K a n d H g a i n s 
c a n b e d e t e r m i n e d u s i n g t h e s e p a r a t i o n p r i n c i p l e (8, 9 ] , 
i.e., t h e s t a t e f e e d b a c k a n d t h e s t a t e e s t i m a t o r d e s i g n s 
c a n b e c a r r i e d o u t i n d e p e n d e n t l y . T h e c h a r a c t e r i s t i c 
e q u a t i o n [8, 9) o f ( 1 6 ) is g i v e n b y : 

d e t {si - A - BK) = 0 ( 5 2 ) 

F o r t h e first c a s e , f r o m ( 2 5 ) o f L e m m a 1 a n d ( 5 2 ) w e 
g e t : 

det ( s i - A -E'^nF) = 0 (53) 

C o m p a r i n g ( 5 2 ) a n d ( 5 3 ) p r o v e s ( 4 9 ) . F o r t h e s e c o n d 
c a s e , from ( 2 7 ) o f L e m m a 1 a n d ( 5 2 ) , w e h a v e : 

d e t ( s i - A - E ^ S i 2 M S 2 i F ) = 0 ( 5 4 ) 

C o m p a r i n g ( 5 2 ) a n d ( 5 4 ) u s i n g ( 4 9 ) p r o v e s ( 5 0 ) . O n 
t h e o t h e r h a n d , f o r t h e o b s e r v e r o f ( 1 8 ) w e o b t a i n : 

d e t (si — A + HC) = 0 ( 5 5 ) 

T h e r e f o r e , from ( 2 1 ) , ( 4 0 ) o f L e m m a 2 a n d ( 5 5 ) : 

det [sJ - A + B~l (S'u + S'nMS21) f ] = 0 (56) 

C o m p a r i n g ( 5 5 ) a n d ( 5 6 ) p r o v e s ( 5 1 ) . • 

W e c a n d e t e r m i n e t h e c o n t r o l a n d o b s e r v e r g a i n s s e -

l e c t i n g H u r t w i t z p o l y n o m i a l s f o r ( 5 3 ) , ( 5 4 ) a n d ( 5 6 ) 

r e s p e c t i v e l y . 

V I . E X A M P L E 

C o n s i d e r t h e D C m o t o r s c h e m e , a n d i t s B o n d G r a p h 
•which a r e s h o w n i n figure 4 . 

F i g u r e 4 . D C m o t o T s c h e m e a n d i ts B o n d g r a p h . 

T h e k e y v e c t o r s a r e : 

c*7 

u = e i ; D i n = 

h 
h 

h 
h 

\ d^t — e2 

eg 

E~l (S'^ + S[2MS2].) F=HC ( 5 1 ) 

w h e r e a n d e3 d e n o t e v o l t a g e s ; f2 a n d f z c u r r e n t s i n 
La a n d Ra r e s p e c t i v e l y ; e6 a n d ¿7 t o r q u e s ; fe a n d fi 
s p e e d s in J a n d F r e s p e c t i v e l y ; e^ flux l i n k a g e i n La; 
a n d &ai r o t a t i o n a l m o m e n t u m i n J . 



T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r t h e e l e m e n t s a r e : 

e 0 3 
e a 7 

h 

Fd = 0 

T h e i n p u t - o u t p u t r e l a t i o n f o r t h e g y r a t o r is : 

' h 
. & . 

= 

r 1 
t: 
0 

0 

J . 
e2 ' Ra 0 ' 

„ eG
 . 0 / . 

e 4 ' 0 n " ' e5 ' 

. / « . A . . 

( 5 7 ) 

(58) 

(59) 

(60) 

C o n s i d e r t h e s y s t e m B o n d G r a p h w i t h e s t i m a t e d s t a t e 
f e e d b a c k o f figure 3 w h i c h is s h o w n in figure 5 f o r t h e 
D C m o t o r . 

Se 

Rs 

•I 
4)1 

.1 
La 

GY 
Î 

' I 

I 

•Sff-

GY 

GY 

29 î 
1 ^—lo 

F i g u r e 5. O b s e r v e r a n d s t a t e f e e d b a c k f o r t h e D C 
m o t o r 

T h e j u n c t i o n s t r u c t u r e f o r t h e s y s t e m is g i v e n b y ( 2 3 ) , 
w h e r e : 

S u = 

Sia = 

Sn = 

0 -n 

n 0 ; — -SZ = 
- 1 0 
0 - 1 

; S31 = [ 0 1 ] 

0 0 
(61) 

b e i n g KG 1 a n d KGI t h e d i r e c t g r a p h c o n t r o l g a i n s a n d 

522 ~ S-2Z ~ pZ2 = S12 = S13 ~ Ssi = S-22 = 
S21 = Sz\ — S 3 2 — Siz — 0 . 

T h e j u n c t i o n s t r u c t u r e f o r t h e o b s e r v e r is g i v e n b y ( 3 6 ) , 

w h e r e : 

S i , = 

S13 ~ 

S n = 

. q' _ _ Ò/T _ 
î o 1 2 — o 2 i — 

- 1 0 
0 - 1 

0 H a i 

0 Hg2 

b e i n g Hqi a n d H c 2 t h e d i r e c t g r a p h o b s e r v e r g a i n s 
a n d S 2 2 — S23 = S32 — S33 — S ' 1 2 = — S21 — 
S'22 — $23 = S31 — S32 — S33 = 0. 
U s i n g t h e first c a s e o f L e m m a 1 , f r o m ( 2 5 ) , ( 2 6 ) , ( 5 7 ) , 
a n d (61) 

Kg, Km 
A = 0 0 

A l s o , s i n c e S31 •= 0 f r o m ( 2 6 ) w e h a v e : 

<7 = 0 

(63) 

( 6 4 ) 

S u b s t i t u t i n g ( 5 7 ) , ( 5 8 ) a n d ( 6 1 ) i n ( 8 ) t o ( 1 3 ) w e o b -
t a i n : 

A = 

C = 

-&L —Z 

t A 
0 ) ] ; D = 0 

( 6 5 ) 

(66) 

F r o m ( 6 3 ) t o ( 6 6 ) a n d ( 1 5 ) , t h e c l o s e d l o o p c o n t r o l 
p h y s i c a l s y s t e m is o b t a i n e d : 

Ê3 
e? t 0 

j j e a 7 
+ e 2 9 

r K s x 2. 
La J 

0 0 

6a3 

êoT 

V = [ M l eo3 

Za7 ( 6 7 ) 

U s i n g t h e first c a s e o f L e m m a 2, f r o m ( 3 8 ) , ( 4 0 ) , ( 4 1 ) 
( 5 7 ) , ( 6 2 ) a n d ( 6 5 ) w e g e t : 

A -

•Rl _ Kg\ _n _ Kqz _ Hc.\ L. Ln J J J jn_ _L - « C 2 La J J 
(68) 

S u b s t i t u t i n g S n f r o m ( 5 7 ) a n d ( 6 2 ) i n t o ( 4 0 ) o b t a i n s : 

A = 

H, 
_ 0 

T a k i n g ( 6 4 ) a n d ( 6 6 ) i n t o ( 2 2 ) g i v e s : 

( 6 9 ) 

(70) 

F r o m ( 6 5 ) , ( 6 6 ) , ( 6 8 ) , ( 6 9 ) a n d ( 1 8 ) w e o b t a i n t h e o b -
s e r v e r m o d e l : 

r 
63 

. è r . 

Ra. _ K g 1 _ n _ K g i _ Mg\ 
XV La J J J 1. / He-,. J J êo7 

+ 0 Sai 
0 ^ ¿ i 

e a 3 
e 0 7 

+ 1 
629 

V = [0 7 
2o3 

êo7 

N o t e t h a t u s i n g t h e m e t h o d o l o g y p r o p o s e d i n L e m m a s 
(62) 1 a n d 2 , w e o b t a i n t h e c l o s e d l o o p m o d e l d i r e c t l y f r o m 



t h e o p e n l o o p b o n d g r a p h i n c l u d i n g c o n t r o l a n d o b -
server . 

T h e m o d e l p a r a m e t e r s a r e La = 0 .1 , f — 0 . 1 , Ra = 0 .5 , 
J — 1 .5 , n = 3 a n d e\ = 10. T h e c o n t r o l g a i n s t o h a v e 
a d a m p i n g c o e f f i c i e n t o f 0 .5 are K\ = 5 .94 a n d = 2. 
F r o m T h e o r e m 1 t h e d i r e c t g a i n f o r t h e c o n t r o l l e r is : 

= 
0 . 5 9 4 3 
0 0 

( 7 2 ) 

T h e c l o s e d l o o p p o l e s d u e t o t h e o b s e r v e r a r e p l a c e d in 
ph2 = — 9 . 1 6 8 3 ± j ' 5 . 2 5 4 9 , f r o m ( 5 5 ) w e h a v e H\ = 1 3 . 3 3 
a n d H i = 13 .33 . F r o m T h e o r e m t h e d i r e c t g a i n f o r t h e 
o b s e r v e r Ì3: 

" 0 1 3 . 3 3 
0 1 3 . 3 3 5 í i - ( 7 3 ) 

F i g u r e s 6 a n d 7 s h o w t h e s i m u l a t i o n f o r t h i s e x a m p l e . 

D.5 1 
Time (seg) 

F i g u r e 6 . G r a p h o f t h e flux l i n k a g e b e h a v i o r w h e r e A ) 
s y s t e m s t a t e ; B ) e s t i m a t e d s t a t e . 

14 

12 

10 

8 

» E 

4 

A 
— - B 

0 . 5 1 
Tima (sag) 

1.5 

F i g u r e 7 . G r a p h o f t h e o u t p u t b e h a v i o r w h e r e A ) 
s y s t e m o u t p u t ; B ) e s t i m a t e d o u t p u t . 

W e c a n o b s e r v e in b o t h figures 6 a n d 7 t h a t t h e p r e v i o u s 
des ign c o n d i t i o n s f o r t h e c o n t r o l l e r a n d t h e o b s e r v e r a r e 
sat is f ied . 

V I I . CONCLUSIONS 

A s t a t e e s t i m a t e d f e e d b a c k i s p r e s e n t e d f o r L T I 
M I M O s y s t e m s . T h e c l o s e d l o o p m o d e l o f t h e c o n t r o l 
a n d t h e o b s e r v e r a r e o b t a i n e d d i r e c t l y f r o m t h e o p e n 
l o o p B o n d g r a p h a n d t h e p r o p o s e d s t r u c t u r e s . T h e 
m e t h o d o l o g y Jet c o n s i d e r d i f f e r e n t k i n d s o f e n e r g i e s . 
T h e c o n t r o l l e r is r e a l i z a b l e d u e t o t h e f a c t t h a t t h e 
p h y s i c a l d o m a i n i s c o n s i d e r e d . A l s o , t h e d y n a m i c as -
s i g n m e n t p r o b l e m i s s o l v e d g u a r a n t e e i n g s t a b i l i t y a n d 
a s s u r i n g r e g u l a t i o n . 
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-STEADY-STATE VALUES FOR A PHYSICAL SYSTEM 
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Abstract . A single and direct graphical procedure to get the steady state value of a physical 
system represented in Bond Graph is presented. To get this objetive an inverse matrix 
is requiered. However, we show that using the junction structure of the Bond Graph in 
derivative causality of the system, this inverse matrix is not required. 

K e y Words . Bond Graph, Coates Graph, Physical Control, Modelling Tools, Steady State. 

1 Introduction 
The Bond Graph technique is an energy based 

modelling approach, unifying symbology for phenom-
ena from different physical domains. Bond Graph is a 
directed graph whose nodes represent subsystems and 
its arrows, the transfer of energy between the subsys-
tems. Bond Graph was established by [l]. The idea 
was developed by |2] and [3j how a powerful tool of 
modelling. 

The use of Bond Graph provides structured ap-
proach to system dynamics modelling. The Bond 
Graph language is used to abstract physical systems 
into basic elements that represent localized dynamic 
properties of a small part of the system. 

The steady-state performance is an important char-
acteristic of a system when its dynamic period has 
finished. Actually, some equipments in electrical ma-
chines or in power electrical systems requires to know 
the steady state values for calibration. 

Nevertheless, the steady state value of the state 
variables require to calculate and to invert the matrix 
A, which is almost allways invertible for a physical 
system. As shown it is not necessary, if we obtain the 
Bond Graph in derivative causality of the system. So, 
we can get the response in steady state directly. 

This graph methodology from Bond Graph for a 
MIMO-LTI physical system can be incorporated to 
analyze or design control strategies in the physical do-
main, guaranteeing to get a realizable controller. 

Section II gives the modelling by Bond Graph of a 
physical system; section i l l presents a procedure to 

obtain the steady state value of the system. Two ex-
amples are given in section IV. Finally, section V gives 
our conclusions. 

2 Bond Graph Model [3,6,7] 
Consider a multiport linear system which has the 

key vectors of figure 1. 

Figure 1. Key vectors of a Bond Graph 

Here, ( Se, Sf), (L,C) and (R) mean the source, the 
storage and the dissipation fields, (De) the detector 
and (0, I, TF, GY) the junction structure with trans-
formers, TF, and gyrators, GY. 

The state X € Rn is composed of energy vari-
ables for effort, e, and flow, / , with integral causality, 
u € the plant input, y € Rq the plant output, 
2 g Rn the coenergy, and Din € Rr and £>oll( G Rr 

are a mixture of e and / showing the energy exchanges 
between the dissipation field and the junction struc-
ture. 

The relations of the storage and dissipation fields 
are; 

2 = Fx 
A m i = LDi 

(1) 

(2) 
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where L is a diagonal matrix composed o f R. and If R. 
coefficients, and F is composed of 1 / L and I / O coef-
ficients. 

The relation of the junction structure is: 

X z 

An Doui 

. y J u 
( 3 ) 

where the junct ion structure of the system is given 
by : 

iS n S 1 2 S y i 

S21 S22 S23 (4) 

•S31 S32 S33 

The entries of S take the values inside the set 
{ Q , ± l , ± m , ± t } where m. and r are transformer 
and gyrator modules; S\\ and S22 are square skew-
symmetric submatrices and S12 and S21 are submatri-
ces each other negative transpose. The state equation 

where 

being 

x = Ax + Bu 

y = Cx + Du 

A = (Su+S12MS21)F 

B = [Sn + SnMS-n) 

C = {S^ + S-mMS^F 
D = S33 + SnMSw 

M = (I - LS'n)~l t 

(5) 

(6) 

(7 ) 

(8) 

(9) 

(10) 

Next, we introduce a new approach to get the steady 
state of the state variables of the system. 

3 Steady-State 
The response of the steady state is useful to know 

the value that reachs each state variable of the physical 
system when the dynamic period has finished. So, (5 ) 
doing x = 0] we have 

model (13). From ( 3 ) the junction structure is given 
by; 

z ' hi J12 Jl3 ' X 

A n d — hi J22 h z Dcutd 
Vd h 1 h i hz U 

D outd = LdDind (12) 

where the entries of J have the same properties that S. 
The storage elements in (12) have a derivative causal-
ity. So, Dind and Dovtd are defined of the same 
manner that D%n and Dout, but they depend on the 
causality assigment for the storage elements and that 
junctions must have a correct causality assigment. 

From ( 5 ) to (10) and (12) we obtain 

z 

Vd 

= A'x + B'u 

- C'x + D"u 

where 

being 

A" = J11 4- J12N-hi 

B' = JIS + J12NJ23 

C * - J 3 i + J s 2 N J 2 l 

D* = J33 + J32NJ22 

N = (I - LdJ.n)'X Id 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

The state output equations of this system in integral 
causality are given by (5). It follows, from (1) , (5) and 
(13) that: 

A* 

B" 

C* 

= F A * 1 

= -FA~iB 

= CA~: 

D' = D - CA~lB 

(19) 

(20) 
(21) 

(22) 

From ( 2 0 ) , (22) and (11) , we obtain the steady 
state 

x B 3 

Via 
= F~1B*u 

= D'u 

(23) 

= -A~lBu (11) 

y„ = {D-CA-'B) u 

So, using ( I I ) we can calculate the steady state, 
but we need A~l and it is not easy to get for some 
high order systems. 

We can use the Bond Graph in derivative causality 
to solve directly the problem ot get <4 - 1 . 

Suppose that ( A~x is invertible) and a derivative 
causality assigment is performed on the Bond Graph 

4 Examples 
Example 1. 

Consider the mechanical system of the figure 2. 

d z / d t 

Figiìte 2. Mechanical system of example 1 



In Figure 3, we have the Bond Graph in integral 
causality. — 

kl m Ss 

11 

S f H p v 0 — — i 1 0 

Se 

7 

1 I 7k2 

Figure 3. Bond Graph in integral causality. 

The key vectors are: 
/ a j 

Sa s 

f a g 

e<M2 

f l 

' h e2 

; i = 
e6 

h 
. ei'2 . 

; z = h 
e 9 

. hi . 

«11 

; y fa Din — / » ; Dout = es 

where / is velocity and e is force in each element of 
the mechanical system; / 0 2 and / Q a are translational 
displacement in and k2 respectively; e 0 6 and e(112 

are translational momentums m and M respectively ; 
fx is the input velocity and and e j j are the gravity 
forces under m and M respectively. 

From (12) the junction structure for the Bond 
Graph of figure 4 is given by: 

0 1 0 1 

- 1 0 0 0 

0 0 0 1 
- 1 0 - 1 0 

" 0 

Jn = 

J]2 — —JTi — 
0 

- 1 

0 

0 - 1 - 1 

1 0 0 

0 0 - 1 
1 0 0 

J22 — J23 — Q 

For this example Dind = Din and Douid ~ D0-ut. 
So, from (20) B" is given by: 

B'= 
0 - 1 - 1 

1 0 0 

0 0 - 1 
1 0 0 

(25) 

Finally, the steady state value of the state variables 
is getting from (23) 

m 0 

0 0 

M 0 

1 • 
kl ' h 
1 e4 
hi e n 

(26) 

The constitutives relations ( 1 ) , (2) for the elements 
are: 

e 2 " A* 0 0 0 /(12 

h 0 J . 
m 0 0 

£9 0 0 k 2 0 /a« 

/12 . 0 0 0 1 
M . . e<»l2 

e 8 = i>/8 (24) 

The Bond Graph in derivative causality is shown in 
Figure 4. 

kl 

Sf V 0 
- L , 5 

"7 1 

Se 

10 

11 

3 - -

4 

Se 

7 0 1 -

i L 

-71 12 
• M 

7 

vL 9 

1 d k 2 

Figure 4. Bond graph in derivative ca.usa.Uty. 

We can observe that, this is a single and direct pro -
cedure and it is not necessary to calculate A, Aand 
B. 

The dynamic model of this example can be obtained 
from (4) 

0 - 1 0 0 

1 0 - 1 0 

0 1 0 - 1 

0 0 1 0 

' 0 ' 1 0 0 ' 

- 1 ; — 0 1 0 

0 
; — 

0 0 0 

1 j 0 0 1 

Sn = 

S i-j — — — 

¿ V i = Srj = Sz2 = S'j'j = 0 

So, the model is given by (5) : 

-I - k 

•k 0 

m * 

; £ 3 1 — S21 

' h " ' 0 
ee ki 
h 0 
e 12 0 

0 

M J_ 

£ M J 

e a s 

/ay 

_ e a n 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 

0 0 1 

/ l 

É4 

e n 

( 2 7 ) 



With the system parameters ky — 5, ¿2 = 10, 
m = 3, M = 6, 6 = 10, /1 = 1, e 4 = 1 and e u = 1 
the response of the state variables of the system are 
given by figures 5 to 8. 

Figure 5. State variable fa2. 

Figure 8. State variable en 1 2 , 

Note that the steady slate values are: = —0.5, 
sae = 3, fae — - 0 . 1 and e0l2 = 6, as expected. 

We can observe that, this procedure to get the 
steady state of the state variables is an easy tool for 
system analysis. 

Example 2. 
Consider the electrical system of figure 9. 

Figure 6. State variable e o s . 

Figure 7. State variable fQy. 

Figure 9. Electrical system of the example 2. 

The Bond Graph in integral causality is shown in 
Figure 1.0. 

R . R 

\ \ 

2 5 

L . 

10 

Se 
T i l 1 TF-

a 

11 

C 

Figure 10. Bond Graph in integral causality. 

The key vectors are: 
fat ' u e 4 

x ; i = es ; z = h 
e i i o eiu . fio . 

" = e i ; y = hi 
' h 

Din = fl ; Dout — ej 
hi e u 



where e is voltage and / is current in each element of 
the electrcial system; fa4 is the capacitor charge in C 
and ea„ and e O l 0 are the fluxes linkages in L\ and 
respectively. 

The constitutive relations for the elements are: 

(28) 

e4 r 1 

c 0 0 ' 

H = 0 1 
L, 0 

/ i o . 0 0 1 
Lì -

H • 1 
P-1 0 0 " es 

e* = 0 R2 0 FI 
e i o _ 0 0 H 3 . . FN 

es a 0 r ê9 

. h 0 a . i>. 
The Bond Graph in derivative causality is shown in 

figure 11. 

R, L", 

\ \ \ \ 

2 5 7 L0 

S e "j 7l 1 7 0 1 ~g ?l TF 1 

' h 
h ; Doutd — 

. e U -

Jn = 

The junction structure of figure 11 is:_ 
0 1 0 " 

- 1 0 0 

0 0 0 
" 0 0 0 

1 0 - i 

0 0 1 

' 1 ' 

; J'£i — 0 

0 

J12 = — JÌZ = 0 

0 0 0 
0 0 1 

0 - 4 0 

The vectorB* is given by: 

B* = 
0 

1 

0 
(29) 

Prom (23) , the steady state value of the state vari-
ables is 

0 
i n 
fli 
0 

Cl (30) 

FVom (4) the junction structure in integral causal-
ity of this example is obtained. It is used to get the 
dynamic model : 

£ 
C R3 

Figure 11. Bond Graph in derivative causality. 

The key vectors A n d and D ^ l t i in derivative 
causality are: 

D m -

Sn = 

S-a = 0 

- 1 

0 

0 
S l 3 — $32 - £33 == 

" 1 0 0 ' 1 ' 

S12 = = 0 0 0 i 523 — 0 

L o - i - 1 . 0 

S31 = [ 0 0 1 ] 
The dynamic model is given by: 

u 
0 5 — 

e 1 0 

R\C 
I 
oC' 

1 • 
A , 
0 

0 

0 

e i 

l . , aLj 
fa 

' / a , ' 

. e Q io . 

( 3 1 ) 

The system parameters are R\ = 10, Ri ~ 5 , 
= 2, h = 0.1, L 2 = 0.2, C = 0.01, a = 10 

and ei = 1, the response of the state variables of the 
system are shown in figure 12 ,13 and 14. 

0.5 1 

Tim«is«c ) 
I.s 

Figure 12. State variable fa 

Figure 13. State variable e o s -



Figure 14. State variable e, 

We can use this procedure to get the steady state of 
other variables, for instance, output and steady state 
error to analyse the performance in an open or closed 
loop control scheme. 

5 Conclusions 
A direct graphical procedure to obtain the steady 

state values of a physical system is presented. This 
methodology lets to consider different kinds of ener-
gies. 
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Linearization in Bond Graph 
G o n z á l e z - A . G i l b e r t o 1 ' 2 * J . D e L e o n 1 * 

• " U n i v e r s i t y o f N u e v o L e o n , D e p a r t m e n t o f E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g 

6 6 4 5 1 S a n N i c o l á s d e l o s G a r z a , N . L . , M e x i c o . 

2 U n i v e r s i t y o f M i c h o a c a n , F a c u l t y o f E l e c t r i c a l E n g i n e e r i n g 

5 8 0 3 0 , M o r e l i a , M i c h o a c a n , M e x i c o 

Abstract. A g r a p h i c a l p r o c e d u r e t o o b t a i n t h e l in -
e a r i z a t i o n o f a c l a s s o f n o n l i n e a r p h y s i c a l s y s t e m , d e -
s i g n e d h e r e l ike n o n l i n e a r s y s t e m o f s t a t e s p r o d u c t , 
u s i n g B o n d G r a p h is p r o p o s e d . A d i r e c t s t r u c t u r e 
f o r t h e l i n e a r i z e d B o n d G r a p h is p r e s e n t e d . T h e r e -
f o r e , t h e s y s t e m a n d l i n e a r i z a t i o n a r e d e t e r m i n e d in-
t h e p h y s i c a l d o m a i n . E x a m p l e s o f a s y n c h r o n o u s 
m a c h i n e a n d a r i g i d b o d y a r e g i v e n . 

Keywords-Bond G r a p h , N o n l i n e a r s y s t e m s , L i n -
e a r i z a t i o n , S y n c h r o n o u s M a c h i n e . 

I . I N T R O D U C T I O N 

T h e B o n d G r a p h is a n u s e f u l a n d i m p o r t a n t t o o l 
f o r p h y s i c a l s y s t e m m o d e l l i n g . T h i s is b a s e d o n 
p o w e r r e p r e s e n t a t i o n , it e n a b l e s t h e d e s c r i p t i o n o f 
t h e s y s t e m t h r o u g h e n e r g y s t o r a g e a n d d i s s i p a t i v e 
e l e m e n t s . 

A B o n d G r a p h c a n r e p r e s e n t a v a r i e t y o f e n e r g y 
t y p e s , w h o s e j u n c t i o n s t r u c t u r e c a n g i v e a v a l u a b l e 
i n f o r m a t i o n o f t h e p r o p e r t i e s o f t h e p h y s i c a l s y s t e m . 

[1.31 
A n i m p o r t a n t p r o p e r t y o f t h e B o n d G r a p h t h e -

o r y is t h e c a u s a l p a t h , s o , w e c a n d e t e r m i n e o b s e r v -
a b i l i t y , c o n t r o l a b i l i t y o r t h e r e l a t i o n b e t w e e n s t a t e 
v a r i a b l e s t o l i n e a r i z e a c l a s s o f n o n l i n e a r s y s t e m d e -
s i g n e d h e r e n o n l i n e a r s y s t e m o f s t a t e s p r o d u c t , t h a t 
c a n b e r e p r e s e n t e d i n B o n d G r a p h . 

A l i n e a l i z e d s y s t e m is u s e f u l t o k n o w t h e b e h a v -
i o r o f t h e s y s t e m w h e n i t is p e r t u r b e d s u c h t h a t t h e 
n e w a n d o l d e q u i l i b r i u m p o i n t s are n e a r l y e q u a l , t h e 
s y s t e m e q u a t i o n s are l i n e a r i z e d a r o u n d t h e o p e r a t -
i n g p o i n t s . T h e n e w l i n e a r e q u a t i o n s s o d e r i v e d a r e 
a s s u m e d t o b e v a l i d in a r e g i o n n e a r t h e e q u i l i b r i u n 
p o i n t . [4] 

T h e r e are s e v e r a l a p p l i c a t i o n s o f l i n e a r i z e d s y s -
t e m s f o r e x a m p l e s m a l l - s i g n a l s t a b i l i t y [4] t h a t is t h e 

a b i l i t y o f t h e p o w e r s y s t e m t o m a i n t a i n s y n c h r o n i s m 
w h e n s u b j e c t e d t o s m a l l d i s t u r b a n c e s . I n t h i s c o n -
t e x t , a d i s t u r b a n c e is c o n s i d e r e d t o b e s m a l l i f t h e 
e q u a t i o n s t h a t d e s c r i b e t h e r e s p o n s e o f t h e s y s t e m 
c a n b e l i n e a r i z e d f o r t h e p u r p o s e o f a n a l y s i s [6] . 

W e p r o p o s e a s c h e m e a n d p r o c e d u r e t o o b t a i n a 
l i n e a r i z a t i o n t h r o u g h B o n d G r a p h f o r a n o n l i n e a r 
s y s t e m o f s t a t e s p r o d u c t . It is b a s e d o n a n e w B u n d 
G r a p h w h i c h r e p r e s e n t s t h e l i n e a r i z a t i o n o f t h e s y s -
t e m in a p h y s i c a l d o m a i n . 

S e c t i o n I I g i v e s t h e B o n d G r a p h m o d e l o f a p h y s -
i c a l s y s t e m . S e c t i o n I I I s u m a r i z e s t h e a l g e b r a i c l i n -
e a r i z a t i o n o f n o n l i n e a r s y s t e m s . A s c h e m e o f l i n -
e a r i z e d B o n d G r a p h u s i n g t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e i s 
p r e s e n t e d in s e c t i o n I V . A p r o c e d u r e t o g e t t h e l i n -
e a r i z a t i o n f r o m t h e a g i v e n B o n d G r a p h is p r o p o s e d 
i n s e c t i o n V . E x a m p l e s o f a s y n c h r o n o u s m a c h i n e 
a n d a r i g i d b o d y i l ú s t r a t e t h e p r o c e d u r e in s e c t i o n 
V I . F i n a l l y , s e c t i o n V I I g i v e s o u r c o n c l u s i o n s . 

I I . B O N D G R A P H M O D E L [ 3 , 7 ] 

C o n s i d e r t h e s c h e m e o f a m u l t i p o r t L T I s y s t e m 
w h i c h h a s t h e k e y v e c t o r s o f figure 1. 

;Se, Sf 

L , C * 0, 1 , T F , G Y 
D p m 

Din 

De 

" gihnichgaSiyahoo.com .mx 
tdrjleon'Shot mail. com. mx 

F i g u r e 1. K e y v e c t o r s o f a B o n d G r a p h 

I n figure 1 , (Se, S f ) . (L, C) a n d (R) d e n o t e t h e 
s o u r c e t h e s t o r a g e a n d t h e d i s s i p a t i o n fields, (De) 

t h e d e t e c t o r a n d ( 0 , 1. TF, GY) t h e j u n c t i o n s t r u c -
t u r e w i t h t r a n s f o r m e r s . TF, a n d g y r a t o r s , GY. 



T h e s t a t e x € is c o m p o s e d o f e n e r g y e n -
a b l e s f o r e f f o r t , e , a n d flow, / , w i t h i n t e g r a l c a u s a l -
i ty , u € 5ftp d e n o t e s t h e p l a n t i n p u t , y € 92* t h e 
p l a n t o u t p u t , z e 5? " t h e c o - e n e r g y , a n d Oin e M r 

a n d Dout € 3?r a re a m i x t u r e o f e a n d / s h o w i n g t h e 
e n e r g y e x c h a n g e s b e t w e e n t h e d i s s i p a t i o n field a n d 
t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e . 

T h e r e l a t i o n s o f t h e s t o r a g e a n d d i s s i p a t i o n fields 
a r e : 

z = Fx (1) 
Dout = LDiTi (2) 

T h e r e l a t i o n s o f t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e a r e : 

( 3 ) 

w h e r e t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e o f t h e s y s t e m is g i v e n 
b y : 

511 S\2 *5i3 

5 = 521 522 5 2 3 ( 4 ) 
531 532 533 

T h e e n t r i e s o f 5 t a k e v a l u e s i n s i d e t h e s e t 
{ 0 , ± 1 , ± m , ± r a } w h e r e m a n d n a r e t r a n s f o r m e r 
a n d g y r a t o r m o d u l e s ; 5 n a n d S 2 2 a r e s q u a r e s k e w -
s y m m e t r i c m a t r i c e s a n d 5 i 2 a n d 521 a r e m a t r i c e s 
e a c h o t h e r n e g a t i v e t r a n s p o s e . T h e s t a t e e q u a t i o n 
is [ 8 , 9 ] : 

x = Ax + Bu ( 5 ) 

y = Cx + Du 

X z 
A n = s Dout 

. y u 

w h e r e 

b e i n g 

A = ( 5 H + 5 i 2 M 5 2 I ) F ( 6 ) 

B = (S13+S12MS23) (V) 

C - ( 5 3 i + 5 3 2 M 5 2 1 ) F ( 8 ) 

D = 5 3 3 + 5 3 2 M 5 2 3 ( 9 ) 

M = ( I - L S 2 2 r 1 L (10) 

N e x t s e c t i o n s u m a r i z e s t h e a l g e b r a i c l i n e a r i s a t i o n 
t e c h n i q u e [2]. T h i s a n a l y s i s is u s e d in s e c t i o n I V f o r 
t h e B o n d G r a p h a p p r o a c h . 

I I I . L I N E A R I Z A T I O N [2] 

A l i n e a r s t a t e e q u a t i o n is u s e f u l a s a n a p p r o x i m a -
t i o n o f a n o n l i n e a r s t a t e e q u a t i o n i n t h e f o l l o w i n g 
s e n s e . C o n s i d e r 

w h e r e t h e s t a t e x e a n d t h e i n p u t u € 0 i p . 
L e t ( 1 1 ) b e s o l v e d f o r a p a r t i c u l a r i n p u t s i g n a l 

c a l l e d t h e n o m i n a l i n p u t v. a n d a p a r t i c u l a r i n i t i a l 
s t a t e c a l l e d t h e n o m i n a l i n i t i a l s t a t e £ q t o o b t a i n 
a u n i q u e n o m i n a l s o l u t i o n , o f t e n c a l l e d a n o m i n a l 
t r a y e c t o r y i . C o n s i d e r 

l i = ù + Us 

Xo = ¿ o + 

(12) 
( 1 3 ) 

w h e r e ||xos|| a n d ||u<5|| a r e a p p r o p r i a t e l y s m a l l f o r 
t > to -

W e a s s u m e t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g s o l u t i o n r e -
m a i n s c l o s e t o x , a t e a c h t, a n d is g i v e n b y 

x = x + Xs 

s u b s t i t u t i n g ( 1 2 ) a n d ( 1 4 ) i n ( 1 1 ) w e h a v e 

( 1 4 ) 

d , d 
— = f (X + xg,u + us) x(t0)+xs (¿0) =X0+I06 

( 1 5 ) 

A s s u m i n g t h a t t h e d e r i v a t i v e s o f ( 1 1 ) e x i s t , w e c a n 
e x p a n d t h e r i g h t s i d e u s i n g T a y l o r s e r i e s a r o u n d x 
a n d u , a n d t h e n r e t a i n o n l y t h e t e r m s t h r o u g h o f 1. 
T h i s i s a r e a s o n a b l e a p p r o x i m a t i o n s i n c e Ug a n d 
are a s s u m e d t o b e s m a l l f o r a l l t. 

F o r t h e ith c o m p o n e n t r e t a i n i n g t h e first o r d e r 
terms, , a n d m o m e n t a r i l y d r o p p i n g i - a r g u m e n t s f o r 
s i m p l i c i t y , w e c a n w r i t e 

fi ( x + xs,u + us) = fi (x,fi) +(x,u)®i,+...+ 
( M ) x 5 „ + ( £ . 5 ) + ... + ( i , f i ) (16) 

p e r f o r m i n g in v e c t o r m a t r i x f o r m g i v e s 

d - d -v df df r , .. - x + - x , = / ( x , u ) + ^ ( x , u ) x 5 + - ( x , u ) 

w h e r e t h e n o t a t i o n ^ d e n o t e s t h e J a c o b i a n , a m a -

t r i x w i t h i , j - e n t r y 

S i n c e 

x = f{x,u), x (io) = ¿ 0 (18) 

t h e r e l a t i o n b e t w e e n x$ a n d us is a p p r o x i m a t e l y d e -
s c r i b e d b y a l i n e a r t i m e i n v a r i a n t s t a t e e q u a t i o n o f 
t h e f o r m 

xs = Agxs + Bsus (19) 

w h e r e As a n d B s a r e t h e m a t r i c e s o r p a r t i a l d e r i v a -
t i v e s e v a l u a t e d o n t h e n o m i n a l t r a j e c t o r y , w h i c h a r e 

x = f(x,u) x ( i 0 ) = x 0 (11) 

A , = g c i . f i ) (20) 

(21) 



I f t h e r e is a n o n l i n e a r o u t p u t e q u a t i o n , w e h a v e 

y(t) = h(x,u) ( 2 2 ) 

t h e f u c t i o n h(x,u) c a n b e e x p a n d e d a r o u n d t h e 
n o m i n a l t r a j e c t o r y , w h e r e t h e a p p r o x i m a t e d e s c r i p -
t i o n i s 

y à — C$x s + Dsug 

h e r e t h e d e v i a t i o n o u t p u t is g i v e n b y 

ys = y-y y = h{i,ü) 

w h e r e 

c , - § £ ( * , « ) 

( 2 3 ) 

( 2 4 ) 

(25) 

(26) 

In t h i s d e v e l o p m e n t a n o m i n a l s o l u t i o n is a s s u m e d 
t o e x i s t f o r all i > t o , s o t h a t t h e l i n e a r i z a t i o n m a k e s -
s e n s e as a n a p p r o x i m a t i o n . 

I V . L I N E A R I Z A T I O N BY B O N D G R A P H 

B o n d G r a p h r e p r e s e n t s a p h y s i c a l s t r u c t u r e d e n o t -
i n g p o w e r e x c h a n g e in t h e p h y s i c a l s y s t e m . T h e r e -
f o r e , it is p o s s i b l e t o c o d e o n t h e g r a p h i t s m a t h e -
m a t i c a l s t r u c t u r e , s o , w e c a n g e t a s t r u c t u r e s h o w -
i n g t h e c a u s a l r e l a t i o n s h i p s a m o n g t h e s i g n a l s o n t h e 
s y s t e m . 

T h e g r a p h i c a l i n f o r m a t i o n o f t h e B o n d G r a p h c a n 
b e u s e d t o i d e n t i f y t h e n o n l i n e a r s e c t i o n s o f a p h y s -
i c a l s y s t e m . S o , a d i r e c t g r a p h i c a l t e c h n i q u e t o o b -
t a i n t h e l i n e a r i z e d B o n d G r a p h is p r e s e n t e d . W e 
c o n s i d e r t h e l i n e a r i z a t i o n b y B o n d G r a p h o f a n o n -
l i n e a r s y s t e m o f s t a t e s p r o d u c t ( 1 1 ) , w h e r e t h e n o n -
l i n e a r p a r t is f o r m e d b y 

i i X j , X i U k \ i j i j ) i , j = 1 , . . . , n a n d k ~ 1 , . . . , p 
( 2 7 ) 

T h e g e n e r a l s t r u c t u r e f o r l i n e a r i z a t i o n o f ( 1 1 ) u s -
i n g B o n d G r a p h , w i t h t h e p r e v i o u s c o n d i t i o n , is 
s h o w n in figure 2 . 

T h e o b j e t i v e t o r e p r e s e n t t h e l i n e a r i z a t i o n o f t h e 
p h y s i c a l n o n - l i n e a r s y s t e m i n a c c o r d i n g o f figure 2 
is t o g e t s i n g l e r e l a t i o n s o n t h e m o d i f i e d j u n c t i o n 
s t r u c t u r e m a t r i x , S . T h i s l e t u s t o k n o w , t h e c h a n g e 
o f S d u e t o t h e l i n e r i z a t i o n . N e x t L e m m a s h o v / s h o w 
t o find t h e m a t r i c e s o f t h e l i n e a r i z e d s y s t e m from S . 

Lemma 
Consider the linearized scheme of figure 2. The 

structure of the system is given by 

where 

S = 
>11 

xs 
Din 

Vs 

S a i 

= 5 

5*22 

•$32 

ZS 
D o u t 

y-6 
ù 

(28) 

*S'i3 S , 
S' 23 

>33 

13 
0 

^33 
( 2 9 ) 

The entries of Sfy, Sf3, S: 31 and S33 are the in-
terconection of the elements that does not participate 
on the nominal trayectory of the system. The entries 
of , 5 ' ¡3, and S^ are on the nominal trajec-
tory, is the input system and u is the nominal 
input. 

The representation of the system in state variables 
is given by 

As = 

BS = 

C5 = 
DS = 

such that 

(Su + Su + S12MS21 + S}3) F (30) 

S f 3 + S12MS23 (31) 

( S f x + Sh 4- S32MS21 + 5 ] 3 ) F (32) 

Sf, + SZ2MS2Z (33) 

S°13ù = 

3 Ü = 

Sl2xs 
S33XS 

(34) 

(35) 

where we select the entries of the matrices SJ3 and 
¿33 to satisfy (34) and (35) respectively, being 

M = (/ - LS-22) L (36) 

F i g u r e 2. G e n e r a l s t r u c t u r e o f a s y s t e m l i n e a r i z e d . 

Proof. F o r l i n e a r i z e d s y s t e m o f t h e figure 2 , s u b s t i -
t u t i n g ( 1 ) i n t o t h e first l i n e o f ( 2 8 ) , w e h a v e 

is = {SI\ + Fxs + S12Dout + Sf3us + S°l2u0 

(37) 
f r o m ( 1 ) a n d ( 2 ) t h e s e c o n d l ine o f ( 2 8 ) g i v e s 

Din = ( / - S^L)'1 (S-ZIFXS + S23u6) (38) 

t a k i n g ( 1 0 ) , ( 3 4 ) a n d ( 3 8 ) i n t o ( 3 7 ) : 

is - ( S ^ + S i i + S u A i S a + S j j ) ^ 

+ ( 5 f 3 + S i 2 M S 2 z ) u s ( 3 9 ) 



C o m p a r i n g ( 1 9 ) w i t h ( 3 9 ) w e p r 0 V e ( 3 0 ) a n d ( 3 1 ) 
u s i n g ( 3 4 ) a n d ( 3 6 ) -

O t h e r w i s e , t a k i n g ( 1 ) , ( 3 5 ) a n d ( 3 8 ) i n t o t h e t h i r d 
l ine o f ( 2 8 ) w e h a v e 

V5 = { S S i + S $ i + S 3 2 M S 2 1 + S i z ) F x s 

+ ( 5 ^ 3 + S 3 2 M S 2 S ) u s ( 4 0 ) 

C o m p a r i n g ( 2 3 ) w i t h ( 4 0 ) , w e p r o v e ( 3 2 ) a n d ( 3 3 ) . 

V . P R O C E D U R E T O OBTAIN THE L I N E A R I Z E D 
B O N D G R A P H 

W e p r e s e n t a g r a p h i c a l p r o c e d u r e t o c o n s t r u c t 
t h e l i n e a r i z e d B o a d G r a p h from a n o n - l i n e a r B o n d 
g r a p h o f a p h y s i c a l s y s t e m , c o n s i d e r i n g t h a t t h e s y s -
t e m s a t i s f i e s t h e c o n d i t i o n s o f t h e p r e v i o u s L e m m a . 

Procedure A 
1 - O b t a i n t h e n o n - l i n e a r B o n d G r a p h o f t h e p h y s -

i c a l s y s t e m . 
2 . - I d e n t i f y t h e n o n - l i n e a r s e c t i o n s . T h e y a r e i n 

T r a n s f o r m e r s , TF a n d / o r G y r á t o r s , GY w i t h s t a t e s 
v a r i a b l e s m o d u l e s . 

3 . - R e c o g n i z e t h e i n f l u e n c e a r e a o f the. TF a n d / o r 
GY o f s t e p 2 , f o l l o w i n g c a u s a ] p a t h s , f r o m e a c h s t a t e 
v a r i a b l e t h r o u g h TF a n d / o r GY r e s p e c t i v e l y , w h i c h 
is g i v e n b y ( 2 7 ) . 

4 . - T h e l i n e a r i z a t i o n i s a r o u n d o f t h e n o m i n a l t r a -
j e c t o r y . 

5 . - T h e TF a n d / o r GY m o d u l e s o f s t e p 2 w i l l 
b e t h e n o m i n a l t r a j e c t o r y f o r t h e s t a t e s v a r i a b l e s 
r e s p e c t i v e l y . 

6 . - I n c l u d e b o n d s in a c c o r d i n g o f s t e p 3 w h e r e 
e a c h c a u s a l p a t h b e g i n s f r o m t h e e l e m e n t o f p o r t - 1 
o f t h e s t a t e s v a r i a b l e s o f s t e p 2 a n d th is e l e m e n t is 
c h a n g e d b y a n e f f o r t s o u r c e i f t h e e l e m e n t is C o r b y 
a flow s o u r c e i f t h e e l e m e n t is I . 

7 . - T h e v a l u e o f t h e s o u r c e o f s t e p 6 is t h e n o m i n a l 
t r a j e c t o r y o f s t a t e v a r i a b l e . 

8 . - T h e TF o r GY m o d u l e a d d i t i o n a l o f t h e 
c a u s a l p a t h o f s t e p 6 i s t h e o r i g i n a l o f t h e B o n d 
G r a p h o f s t e p 2 . 

V I . E X A M P L E 

Example 1. 
C o n s i d e r t h e d-<? m o d e l o f t h e s y n c h r o n o u s m a -

c h i n e . T h e m o d e l m a c h i n e h a s sa l i ent p o l e s , t h e 
e x c i t i n g w i n d i n g is p l a c e d o n t h e d i r e c t a x i s . A n 
a m o r t i s s e u r w i n d i n g is r e p r e s e n t e d b y t w o s h o r t c i r -
c u i t w i n d i n g , o n e o n t h e d - a x i s a n d t h e o t h e r o n t h e 
g - a x i s . 

T h e a s s u m p t i o n s o f t h e m o d e l are : ( 1 ) t h e m a -
c h i n e has a t w o p o l e c h a r a c t e r ; ( 2 ) t h e a r m a t u r e 

w i n d i n g s a, b, c a r e s i n u s o i d a l l y d i s t r i b u t e d a r o u n d 
t h e c i r c u n f e r e n c e o f t h e r o t o r -

T h e B o n d G r a p h m o d e l o f t h e s y n c h r o n o u s m a -
c h i n e is s h o w n i n figure 3 . T h i s m o d e l is s i m i l a r t o 
[ 5 ] , t h e d i f f e r e n c e is t h e e x c i t i n g w i n d i n g a n d t h e 
d i r e c t i o n o f s o m e b o n d s . 

Ï Se: Tin R:r„ 

S e : V d " T ^ l f ^ M G Y ~ 

16 

JDF 

I 
Se:V-

13 
IS ' 14 "J-. 12 MGY t\ 1 h Se:Vq 

11 

U 

I : M Q ( 

I'0 

1 } 
F i g u r e 3 . B o n d G r a p h m o d e l o f t h e s y n c h r o n o u s 

m a c h i n e . 

T h e k e y v e c t o r s a r e 

x' — 

x' — 

z 
m 

a l 
U T 

T — 

[ ®Q4 Coa 

[ e 3 &4 e5 do en eis ] 
[ h fi h fit, fu fis ] 

[ $2 h h h / l 3 ] 

[ e2 e 7 es e 9 e i 3 ] 

[ e i e s «12 «i6 ] 

' ® 1 8 

w h e r e e^, fk, k = 1,..., 13 d e n o t e v o l t a g e s a n d c u r -
r e n t s r e s p e c t i v e l y ; e i 6 a n d e 1 8 t o r q u e s ; f i e a n d / i s 
s p e e d s i n Tm a n d JT r e s p e c t i v e l y ; e¿3, e04 a n d ea¡ 

are t h e fluxes l i n k a g e i n I : M¿DF f o r m e d b y m u -
t u a l s a n d se l f i n d u c t a n c e s on d , D a n d F, r e s p e c -
t i v e l y ; e a i 0 a n d e Q , , a r e t h e fluxes l i n k a g e i n I : MQ<¡ 

f o r m e d b y m u t u a l s a n d se l f i n d u c t a n c e s o n Q a n d 
q, r e s p e c t i v e l y ; a n d eaxs is t h e r o t a t i o n a l m o m e n -
t u m in Jr• T h e d a m p e r w i n d i n g is r e p r e s e n t e d b y 
D a n d Q o n t h e d a n d q a x i s , r e s p e c t i v e l y : t h e e x c i t -
i n g w i n d i n g is r e p r e s e n t e d b y F\ a n d finally, d a n d q 

r e p r e s e n t t h e c o n m u t a d o r w i n d i n g o n t h e t h e d a n d 
q a x i s , r e s p e c t i v e l y . 

I n a c c o r d i n g w i t h t h e p r o c e d u r e o f s e c t i o n V , w e 
c a n get t h e l i n e a r i z e d B o n d G r a p h r e p r e s e n t e d i n 
t h e figure 4 . 
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I t is v e r y c o m m o n i n e l e c t r i c a l p o w e r s y s t e m s t o 
u s e t h e e l e c t r i c a l c u r r e n t l i k e s t a t e v a r i a b l e o f t h i s 
w a y , t a k i n g t h e d e r i v a t i v e o f ( 1 ) a n d ( 1 9 ) , w e h a v e 

¿fi = ( - F V l i - F - 1 ) + {FBs)us ( 4 9 ) 

a l s o , f o r e l e c t r i c a l m a c h i n e s t h e f o l l o o w i n g f o r m , is 
r e c o m e n d e d 

B 6 U S = - A s F - x z s + F - l z s ( 5 0 ) 

U s i n g t h e l e m m a o f s e c t i o n I V , f r o m ( 3 4 ) a n d ( 4 2 ) 
t o ( 4 5 ) w e h a v e 

10 f tr„ 

F i g u r e 4 . L i n e a r i z e d B o n d g r a p h o f t h e 
s y n c h r o n o u s m a c h i n e . 

T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r t h e e l e m e n t s a r e d e -

f i n e d b y [ i ] 

L = d i a g { r d , r F , r D , r Q , r 9 } ( 4 1 > 

w h e r e 

MdDF 0 0 
F ' 1 = 0 MQ, 0 ( 4 2 ) 

0 0 Jr 

M DO F 

M Q q 

L d M d D 

MdD Ld 

MdF Mdf 

L Q M Q q 

M d F 

M D F 

I F 

M q , L* 

(43) 

( 4 4 ) 

T h e j u n c t i o n s t r u c t u r e f o r t h e s y s t e m is g i v e n b y 
( 2 8 ) a n d ( 2 9 ) w h e r e 

S f i — £ 2 2 — S22 = 0 

P - [ \ 0 0 0 0 - A * ] 

( 4 5 ) 

o o __ o u — 0 5 x 5 

P 

~PT 

0 

— 
1 ' 

II 
»2 0 

Osxl 

0 2 x3 

' 3 x 3 

5 ' i 2 = 

-1 0 0 
0 0 -1 02x3 
0 -1 0 

' - 1 0 
Û3X3 0 -1 

0 0 

S l 3 — 

Û4X4 
u>o 

. Otxl 
[ - U / 0 0 l x 4 

0 i x 3 —'¿du 

0 6 > 

'•Jo 

(51) 

from ( 3 0 ) , ( 4 1 ) t o ( 4 8 ) w e o b t a i n 

[ - f t r D F W o N i l 

A s F - 1 = - u 0 N 2 l - R ç q - N 2 Z ( 5 2 ) 

~ i d o N Z 2 0 

w h e r e 

RdDF = diag {rd,rD,rF} ; Hq9 = diag {rQ,rq} 

X 
N 1 2 = 

N2x = 

H2 

0 ^ x 2 

0ix3 
H i 

i V 1 3 = 

i v 2 3 = 

•Qu 
0 o x l 

0 

Ado 

J?i ={ Ld M d D M d F } H 2 = [ M q Q Lq ] 
Nv = i T O i f i - N& N32 = N j 3 - i^H2 

a n d finally, f r o m ( 3 1 ) , ( 4 2 ) t o ( 4 5 ) w e o b t a i n 

L o l ° 2 X 3 

f 1 1 

^ 2 x 1 
B s = 

0 2 x 2 
( 5 3 ) 

L [ 0 i x 3 1 1 J 

( 4 6 ) 

N o t e t h a t , f r o m ( 5 0 ) , ( 5 2 ) a n d ( 5 3 ) t h e l i n e a r 
m o d e l o f t h e s y n c h r o n o u s m a c h i n e o b t a i n e d b y B o n d 
G r a p h is t h e s a m e t h a t [4] , b e i n g a s i m p l e m e t h o d -
o l o g y in t h i s k i n d o f s y s t e m s . 

Example 2. 
C o n s i d e r a B o n d G r a p h r e p r e s e n t a t i o n o f t h r e e -

d i m e n s i o n a l r i g i d b o d y [8] s h o w n in figure 5 . 

ç o _ 
" 1 3 — 

[ 0 0 ] 

0
3
x3 

[A d 0 0 1 
L [ 0 A , ~ X d 

4 7 ) 

( 4 8 ) J? 
M O V 

T J i 

F i g u r e 5 . B o n d G r a p h o f a r i g i d b o d y . 
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w h e r e / 2 , fs a n d / g , e 2 , a n d are t h e a n g u -
l a r v e l o c i t i e s a n d t o r q u e s i n a b o d y - f i x e d c o o r d i n a t e 
s y s t e m a l o n g t h e p r i n c i p a l a x e s , r e s p e c t i v e l y ; e a 2 , 
eas a n d e 0 9 a r e r o t a t i o n a l s m o m e n t u m s a n d e i , eg 
a n d e i o a r e t h e a p p l i e d t o r q u e s . 

U s i n g t h e p r o c e d u r e o f s e c t i o n V , w e g e t t h e l in -
e a r i z e d B o n d G r a p h r e p r e s e n t e d in figure 6 . 

Sf: o>2 

. . T 
Se:Sz 

M T k 

^ i \ «V<¿ 

2f ta„ 

Se:Sx , U r-j 

yo 

<»7.0 

MÜY 

•V» 
V / 

fi m ^ l — V 
it 

X . 

! >4 . MCJY 
V COy 

F i g u r e 6 . B o n d G r a p h L i n e a r i z e d o f t h r e e -
d i m e n s i o n a l r i g i d b o d y . 

T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n is 

m , , 1 1 1 
F = dia9<Vl¡'Z 

( 5 4 ) 

T h e j u n c t i o n s t r u c t u r e f o r t h e s y s t e m is g i v e n b y 
( 2 8 ) a n d ( 2 9 ) w h e r e 

= *?i2 = S22 = S25 = S21 = 0 

q0 _ ù n - Zi£L 

13 — 

0 

-i^lL 
u 

i . 

0 

0 

UJZ 

¡y 

0 
U f f 

UJ J 

IT 
0 

( 5 5 ) 

( 5 6 ) 

( 5 7 ) 

F r o m ( 3 4 ) , 

^13 ! 

0 ¡V 
"-y 

0 0 I, 
fjUL 
/x h 0 

( 5 8 ) 

O b t a i n i n g t h e r e p r e s e n t a t i o n o f t h e s y s t e m o f t h e 
f o r m ( 5 0 ) , f r o m ( 3 0 ) , w e h a v e 

A6F~l = <jJr.n -r- — T-

W„„ I f - T-

\'v I. 
0 -

-, 

a n d from ( 3 0 ) , 

Be = [ ex e6 e10 ]' 

( 5 9 ) 

(60) 

W e o b s e r v e t h a t , a n o n l i n e a r s y s t e m o f s t a t e s 
p r o d u c t r e p r e s e n t e d i n a B o n d G r a p h m o d e l is l in -
e a r i z e d in a f o r m g r a p h i c a l d i r e c t l y . 

V I I . C O N C L U S I O N S 

A d i r e c t g r a h i c a l p r o c e d u r e u s i n g B o n d G r a p h 
f o r l i n e a r i z a t i o n o f a n o n l i n e a r p h y s i c a l s y s t e m o f 
s t a t e s p r o d u c t is p r e s e n t e d . T h e s y s t e m a n d l in -
e a r i z a t i o n a r e d e t e r m i n e d i n t h e p h y s i c a l d o m a i n . 
T h i s m e t h o d o l o g y d o e s n o t r e q u i r e t o k n o w n o n l i n -
e a r o r d i n a r y d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s . 
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Steady-State Error for a Physical System with Bond 
Graph Approach 

G o n z a l e z - A . G i l b e r t o 1 ' 2 * J . D e L e o n 1 * R . G a l i n d o 1 * 

University of Nuevo Leon, Department of Electrical Engineering 
66451 San Nicolas de los Garza, N.L., Mexico. 

2 University of ¡Viichoacan, Faculty of Electrical Engineering 
58030, Morelia, Michoacan, Mexico 

Abstract. A g r a p h i c a l p r o c e d u r e t o o b t a i n t h e 
s t e a d y - s t a t e e r r o r i n a c l o s e d l o o p s y s t e m u s i n g a 
p r o p o r t i o n a l c o n t r o l l a w in t h e p h y s i c a l d o m a i n is 
p r o p o s e d . T o g e t t h i s o b j e c t i v e a l e m m a a n d a p r o - - , 
c e d u r e t o c a l c u l a t e t h e d i f f e r e n c e i n s t e a d y - s t a t e o f 
a p h y s i c a l s y s t e m u s i n g t h e B o n d G r a p h in d e r i v a -
t i v e c a u s a l i t y is p r e s e n t e d . T h e n , t h e p r o p o r t i o n a l 
c o n t r o l l a w is a p p l i e d in B o n d G r a p h , t h e r e f o r e , a 
c o n t r o l i n t h e p h y s i c a l d o m a i n is r e a l i z e d . W e s h o w 
t h a t i t is n o t n e c e s s a r y t o find t h e i n v e r s e m a t r i x A 

w h e n t h e d e r i v a t i v e c a u s a l i t y is u s e d . 

Keywords-Bond G r a p h , S t e a d y - S t a t e , P r o p o r -
t i o n a l C o n t r o l , P h y s i c a l C o n t r o l . 

I . I N T R O D U C T I O N 

T h e B o n d G r a p h t e c h n i q u e is a n e n e r g y b a s e d 
m o d e l l i n g a p p r o a c h , u n i f y i n g s y m b o l o g y f o r p h e -
n o m e n a f r o m d i f f e r e n t p h y s i c a l d o m a i n s . B o n d 
G r a p h is a d i r e c t e d g r a p h w h o s e n o d e s r e p r e s e n t 
s u b s y s t e m s a n d its a r r o w s , t h e t r a n s f e r o f e n e r g y 
b e t w e e n t h e s u b s y s t e m s . B o n d G r a p h w a s e s t a b -
l i s h e d b y [ 1 ] . T h e i d e a w a s d e v e l o p e d b y [2] a n d [3] 
h o w a p o w e r f u l t o o l o f m o d e l l i n g . 

T h e d y n a m i c o f a p h y s i c a l s y s t e m c o n s i d e r s t h e 
e l e m e n t s t h a t s t o r a g e e n e r g y , w h e n t h e d y n a m i c p e -
r i o d h a s finished, w e h a v e c o n d i t i o n s o f s t e a d y - s t a t e 
o f t h e s y s t e m . I n a c o n t r o l s y s t e m , it is c o m m o n 
t h a t t h e o u t p u t c a n n o t r e a c h t h e r e f e r e n c e i n p u t 
o f t h e s y s t e m a n d it is v e r y i m p o r t a n t t o k n o w t h i s 
d i f f e r e n c e c a l l e d s t e a d y - s t a t e e r r o r . 

N e v e r t h e l e s s , t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r r e q u i r e t o c a l -
c u l a t e a n d t o i n v e r t t h e m a t r i x A , w h e n t h e s y s -
t e m is r e p r e s e n t e d i n a r e a l i z a t i o n (^4, B, C, D). A s 
s h o w n it is n o n e c e s s a r y , if w e o b t a i n t h e B o n d 

G r a p h i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y o f t h e s y s t e m . S o , 
w e c a n g e t t h e r e s p o n s e i n s t e a d y - s t a t e d i r e c t l y 
[9, 1 0 , 11] -

T h e r e f o r e , a g r a p h i c a l p r o c e d u r e t o o b t a i n t h e 
s t e a d y - s t a t e e r r o r o f a s y s t e m in t h e p h y s i c a l d o -
m a i n w i t h a p r o p o r t i o n a l c o n t r o l is p r e s e n t e d . 

I n [ 1 1 ] , w e find s o m e r e s u l t s a b o u t s t e a d y - s t a t e 
v a l u e s u s i n g B o n d G r a p h i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y i n 
a o p e n l o o p s y s t e m . A l s o , i n [ 1 2 ] , a c o n t r o l i n B o n d 
G r a p h u s i n g s t a t e e s t i m a t e d f e e d b a c k is g i v e n . 

S e c t i o n I I g i v e s t h e B o n d G r a p h m o d e l o f a p h y s -
i c a l s y s t e m . S e c t i o n I I I r e s u m e s t h e s t e a d y - s t a t e i n 
t h e p h y s i c a l d o m a i n . A l e m m a a n d a p r o c e d u r e t o 
o b t a i n t h e i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e o f a o p e n l o o p 
s y s t e m is p r o p o s e d i n s e c t i o n I V . T h e s t e a d y - s t a t e 
e r r o r in a c l o s e d l o o p s y s t e m u s i n g a p r o p o r t i o n a l 
c o n t r o l i n B o n d G r a p h is p r e s e n t e d i n s e c t i o n V . 
T h e o b t a i n e d r e s u l t s a r e a p p l i e d in s e c t i o n V I . F i -
n a l l y , s e c t i o n V I I I g i v e s o u r c o n c l u s i o n s . 

I I . B O N D G R A P H M O D E L [ 3 , 5 ] 

C o n s i d e r t h e f o l l o w i n g s c h e m e o f a m u l t i p o r t L T I 
s y s t e m w h i c h h a s t h e k e y v e c t o r s o f figure 1. 
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F i g u r e 1. K e y v e c t o r s o f a B o n d G r a p h 

I n figure 1, {Se, S f ) , [L, C) a n d ( R ) d e n o t e t h e 
s o u r c e , t h e s t o r a g e a n d t h e d i s s i p a t i o n f i e l d s , (De) 

t h e d e t e c t o r a n d ( 0 , 1 , TF, GY) t h e j u n c t i o n s t r u c -
t u r e w i t h t r a n s f o r m e r s , TF, a n d g y r a t o r s , GY. 
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T h e s t a t e x € 5R71 is c o m p o s e d o f e n e r g y v a r i -
a b l e s f o r e f f o r t , e , a n d flow, / , w i t h i n t e g r a l c a u s a l -
ity, u £ 9?p d e n o t e s t h e p l a n t i n p u t , y € S 9 t h e 
p l a n t o u t p u t , z 6 R * t h e c o - e n e r g y , a n d D i n € 3? r 

a n d Dout € a r e a m i x t u r e o f e a n d / s h o w i n g t h e 
e n e r g y e x c h a n g e s b e t w e e n t h e d i s s i p a t i o n field a n d 
t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e . 

T h e r e l a t i o n s o f t h e s t o r a g e a n d t h e d i s s i p a t i o n 
fields a r e : 

z = Fx 

Dout = LDtT 

( 1 ) 

(2) 

X Z 

An = 5 D out 
. y u 

a n d t h e r e l a t i o n s o f t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e a r e g i v e n 
b y : 

(3) 

w h e r e t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e o f t h e s y s t e m o f t h e 
f o r m : 

S\x S\2 5 i3 

S = S2x S22 S23 ( 4 ) 
£31 S32 ^33 

T h e e n t r i e s o f S t a k e v a l u e s i n s i d e t h e s e t 
{ 0 , ± 1 , ± m , ± n } w h e r e m a n d n are t r a n s f o r m e r 
a n d g y r a t o r m o d u l e s ; Sxx a n d S22 a re s q u a r e s k e w -
s y m m e t r i c m a t r i c e s a n d S 1 2 a n d S21 are m a t r i c e s 
e a c h o t h e r n e g a t i v e t r a n s p o s e . T h e s t a t e e q u a t i o n 
o f t h e s y s t e m is [ 8 , 9 ] : 

w h e r e 

A 

B 

C 
D 

x = Ax + Bu 

y = Cx + Du 

= (Sn + Sx2MS2x)F 
= (S1S + S 1 2 M S 2 3) 

= (S3x + S32MS2i)F 

= 533 + S32A/S23 

, - 1 

( 5 ) 

(6) 

(7) 
(8) 

(9) 

(10) 
b e i n g 

M = ( I - L S 2 2 ) " 1 £ 

N e x t s e c t i o n a n a n a l y s e s o f t h e s t e a d y - s t a t e o f t h e 

s y s t e m u s i n g a B o n d G r a p h in d e r i v a t i v e c a u s a l i t y 

wil l b e g i v e n . 

I I I . S T E A D Y - S T A T E [11] 

T h e i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e i n s t e a d y s t a t e c a n 
b e c a l c u l a t e d u s i n g ( 5 ) , t a k i n g x = 0 , w e h a v e : 

x „ -A 1Bu„ 

y„ = (D-CA-lB) 
(11) 
(12) 

from ( 1 1 ) a n d ( 1 2 ) w e g e t 

- V.. = {/-£> + CA~1B) uss (13) 

T h e e q u a t i o n ( 1 3 ) g i v e s t h e i n p u t - o u t p u t i n 
s t e a d y - s t a t e f o r a n o p e n l o o p s y s t e m r e p r e s e n t e d i n 
s p a c e s t a t e , b u t w e n e e d A~l a n d it is n o t e a s y t o 
g e t f o r s o m e h i g h o r d e r s y s t e m s . 

W e c a n u s e t h e B o n d G r a p h i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y 
t o s o l v e d i r e c t l y t h e p r o b l e m t o o b t a i n A - 1 . 

S u p p o s e t h a t A is i n v e r t i b l e a n d a d e r i v a t i v e 
c a u s a l i t y a s s i g n m e n t is p e r f o r m e d o n t h e B o n d 
G r a p h m o d e l [9, 1 0 ] . F r o m ( 3 ) t h e j u n c t i o n s t r u c -
t u r e is g i v e n b y : 

|" J11 Jl2 
1 J21 J22 

J21 J32 
LdDind (14) 

w h e r e t h e e n t r i e s o f J h a v e t h e s a m e p r o p e r t i e s 
a s S. T h e s t o r a g e e l e m e n t s i n ( 1 4 ) h a v e a d e r i v a -
t i v e c a u s a l i t y . S o , A n d a n d D o u t d a r e d e f i n e d o f 
t h e s a m e m a n n e r a s D { n a n d P o u t , t h e y d i f f e r s i n 
w h i c h t h e y d e p e n d o n t h e c a u s a l i t y a s s i g n m e n t f o r 
t h e s t o r a g e e l e m e n t s a n d t h a t t h e i r j u n c t i o n s m u s t 
h a v e a c o r r e c t c a u s a l i t y a s s i g n m e n t . 

F t o m ( 5 ) t o ( 1 0 ) a n d ( 1 4 ) , w e o b t a i n : 

2 = A'x + B'u ( 1 5 ) 

= C*x + D'u 

z 
And 
Vd 

Doutd = 

JlZ 
J2Z J33 

X 

Doutd 
u 

w h e r e : 

b e i n g , 

Vd 

A" = Jxi + J12ÌVJ21 

B* = J13 + J12NJ23 
C* = J3i + /32JVJ21 
D* - J33 + J32NJ22. 

N = (I - LdJT2)~l Ld 

(16) 

( 1 7 ) 

(18) 

(19) 

(20) 
T h e o u t p u t s t a t e e q u a t i o n s o f t h i s s y s t e m in i n t e -

g r a l c a u s a l i t y a r e g i v e n b y ( 5 ) . It f o l l o w s , f r o m ( 1 ) , 
( 5 ) a n d ( 1 5 ) t h a t : 

A* = FA"1 ( 2 1 ) 

B' = -FA~lB (22) 

C" = OA'1 (23) 
D* = D-CA~lB (24) 

F r o m ( 1 9 ) , ( 2 1 ) , ( 1 1 ) a n d ( 1 2 ) , w e o b t a i n t h e 
s t e a d y s t a t e : 

- F~lB*uas (25) 

= D*uas 

X$s 

Vis 
N e x t s e c t i o n , w e p r o p o s e a L e m m a t o g e t t h e 

i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e i n s t e a d y - s t a t e o f a s y s t e m . 



I V . I N P U T - O U T P U T D I F F E R E N C E IN 
S T E A D Y - S T A T E 

T o g e t i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e in s t e a d y s t a t e o f a 
s y s t e m , w e p r o p o s e t h e f o l l o w i n g L e m m a . 

L e m m a 1 
Consider a LTI system represented in a Bond 

Graph in according of figure 1. Let a junction struc-

ture in derivative causality for steady-state condi-

tions of the following form: 

z 

Vind = 

. y* 

Ju 
J21 
J31 

Jl2 J\3 
J22 J22 
J2,2 J 3 . 3 — I 

X 

Dovtd 
U 

( 2 6 ) 

Then, the input-output difference in steady-state is 

u3, - y3i ~ -D*uS3 ( 2 7 ) 

where 

D* — D* — I ( 2 8 ) 

Proof. T a k i n g t h e s e c o n d l ine o f ( 2 8 ) a n d u s i n g 

( 1 4 ) , w e h a v e : 

A nd = (I — feLd) (J21Ì+ J23U} 
f r o m t h e t h i r d l i n e o f ( 2 5 ) , ( 1 4 ) a n d ( 1 9 ) , 

( 2 9 ) 

Vd = ( J 3 1 + J 3 2 J V J 2 1 ) ± + (J33 ~ I + J32NJ23) 
( 3 0 ) 

s o , 
yd = C*i + D'u ( 3 1 ) 

w h e r e C* = J31 + J 3 2 W J 2 1 a n d D" = J33 + JZ2NJ23 

b e i n g D* = J 3 3 + J32NJ23. 

T h e i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e in s t e a d y s t a t e is : 

«S3 - » . . = ( / - U + CA~lB) u3S ( 3 2 ) 

u s i n g ( 2 4 ) i n ( 3 2 ) , w e h a v e : 

u„ ~yas = -(D* -I)u.,, (33) 
f r o m ( 2 8 ) a n d ( 3 3 ) w e p r o v e ( 2 7 ) . • 

T h e r e f o r e , w e p r e s e n t a s i m p l e a n d d i r e c t p r o c e -
d u r e t o o b t a i n t h e s t e a d y - s t a t e e r ror f r o m t h e B o n d 
g r a p h i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y o f t h e p h y s i c a l s y s t e m , 
w h i c h is s h o w n in f i g u r e 2 . 

AcitioQjIs Boods D' 

Bûnd Graph in Bond Grspii io Modified Bood Graph 
Open Loop in > Open Loop in io Open Loop in 
Integrai Causality Derivative Csusslity Derivative Causality 

Get (he Steady-State Oct J and D* 
lEnoi 

F i g u r e 2 S c h e m e o f p r o c e d u r e t o g e t t h e s t e a d y 
s t a t e e r r o r . 

P r o c e d u r e 1 
1 . - G e t t h e B o n d G r a p h in o p e n l o o p p h y s i c a l 

s y s t e m i n i n t e g r a l c a u s a l i t y . 
2 . - G e t t h e B o n d G r a p h in d e r i v a t i v e c a u s a l i t y 

from t h e B o n d G r a p h o f s t e p 1. 

3 . - I n c l u d e t h e m a t r i x J33, t h e n e g a t i v e u n i t m a -
t r i x , — I , o f t h e f o l l o w i n g m a n n e r : 

a ) T h e n e g a t i v e u n i t m a t r i x is a d i a g o n a l m a -
t r i x . s o , e a c h o u t p u t is c o n n e c t e d w i t h t h e r e s p e c -
t i v e i n p u t . I f t h e i n p u t i s a n e f f o r t s o u r c e , w e u s e 
a 0 - j u n c t i o n b e t w e e n t h e i n p u t a n d o u t p u t , i n o t h e r 
c a s e , w e u s e a 1 - j u n c t i o n . 

b ) Is o b t a i n e d a n e f f o r t o u t p u t u s i n g a n a c t i v e 
b o n d o f t h e e f f o r t s o u r c e , i n o t h e r c a s e a flow s o u r c e 
is o b t a i n e d a flow o u t p u t . 

c ) T h e b o n d o f t h e s o u r c e f r o m b ) a c o n n e c t s t o 
1 - j u n c t i o n if it is e f f o r t s o u r c e , in o t h e r c a s e , u s e a 
0 - j u n c t i o n . 

d ) F r o m a ) a n d c ) , t h e j u n c t i o n s a r e c o n n e c t e d 
t h r o u g h a TF, i f t h e i n p u t a n d o u t p u t a r e t h e s a m e 
k i n d o f v a r i a b l e , i n o t h e r c a s e , u s e a GY. I n b o t h 
c a s e s t h e m o d u l e is - 1 . 

e ) T h e d e t e c t o r o u t p u t s i g n a l i s t a k e d f r o m t h e 
j u n c t i o n o f a ) . 

f ) U s i n g t h e m o d i f i e d B o n d G r a p h , f r o m ( 2 7 ) 
w i t h ( 1 9 ) , ( 2 0 ) , ( 2 6 ) a n d ( 2 8 ) . w e o b t a i n t h e i n p u t -
o u t p u t d i f f e r e n c e in s t e a d y - s t a t e . 

N e x t , w e i n t r o d u c e a p r o c e d u r e t o o b t a i n t h e 
s t e a d y - s t a t e e r r o r i n a c l o s e d - l o o p s y s t e m w i t h a 
p r o p o r t i o n a l c o n t r o l Jaw i n t h e p h y s i c a l d o m a i n . 

V . S T E A D Y - S T A T E E R R O R IN A C L O S E D L O O P 
S Y S T E M USING A P R O P O R T I O N A L C O N T R O L 

C o n s i d e r t h e c l o s e d - l o o p s y s t e m o f figure 3 . 

W ^ - s e i I U 
i > K 

x = A x + B u 

y C x + D u 

L 
-1 

F i g u r e 3 T h e c l o s e d - l o o p s y s t e m . 

I n a c c o r d i n g w i t h figure 3 a n d u s i n g ( 1 1 ) a n d ( 1 3 ) , 
t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r in c l o s e d - l o o p s y s t e m , i s g i v e n 
b y : 

e « = [I - D c + CcAZlBc) wss ( 3 4 ) 

w h e r e Ac, Bc, Ce a n d Dc d e n o t e t h e m a t r i c e s A, B, 

C a n d D in c l o s e d l o o p o f figure 3 . 
U s i n g t h e p r e v i o u s p r o c e d u r e 

= -D*wu ( 3 5 ) 



w h e r e : 

b e i n g , 

D* = D* — I 

D" = DC- CzAT'B, 

( 3 6 ) 

( 3 7 ) 

U s i n g ( 2 6 ) , ( 2 7 ) a n d ( 2 8 ) f o r t h e B o n d G r a p h 
in c l o s e d l o o p s y s t e m , ( 3 5 ) t o ( 3 7 ) c a n b e o b t a i n e d 
d i r e c t l y , 

S o , w e p r e s e n t a p r o c e d u r e t o o b t a i n d i r e c t l y t h e 
s t e a d y - s t a t e e r r o r in c l o s e d l o o p s y s t e m u s i n g t h e 
B o n d G r a p h m o d e l i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y o f t h e 
p h y s i c a l s y s t e m , w h i c h is g i v e n o n t h e s c h e m e o f 
t h e f i g u r e 4 . 

F i g u r e 4 S c h e m e t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r i n c l o s e d 

l o o p u s i n g B o n d G r a p h . 

P r o c e d u r e 2 

1 . - G e t t h e B o n d G r a p h o f t h e o p e n l o o p p h y s i c a l 
s y s t e m i n i n t e g r a l c a u s a l i t y . 

2 . - I n c l u d e t h e o u t p u t f e e d b a c k u s i n g a n a c t i v e 
b o n d b e t w e e n t h e flow o u t p u t a n d a 1 - j u n c t i o n , i f 
t h e o u t p u t o f t h e s y s t e m i s e f f o r t u s e s a 0 - j u n c t i o n . 

3 . - If t h e o u t p u t a n d i n p u t a r e d i f f e r e n t k i n d s o f 
v a r i a b l e s t h e o u t p u t a f t e r t h e j u n c t i o n o f s t e p 2 c o n -
n e c t s a GY w i t h m o d u l e o f 1. 

4 . - T h e i n p u t o f t h e s y s t e m c o n n e c t s w i t h t h e o u t -
p u t o f s t e p 3 u s i n g a 1 j u n c t i o n , if t h e v a r i a b l e s a r e 
f l o w s i n o t h e r c a s e u s e a 0 - j u n c t i o n . 

5 . - F r o m s t e p s 3 a n d 4 , i f t h e v a r i a b l e is t h e s a m e 
k i n d t o i n p u t o f t h e s y s t e m , c o n n e c t s t h e o u t p u t o f 
s t e p 4 t o TF, i n o t h e r c a s e u s e a GY\ t h e m o d u l e o f 
TF o r GY is t h e g a i n o f t h e o u t p u t f e e d b a c k . 

6 . - T h e o u t p u t o f T F o r GY f r o m s t e p 5 , c o n n e c t s 
t o i n p u t o f t h e B o n d G r a p h o f s t e p 1. 

7 . - T h e f o l l o w i n g s t e p s c o n s i s t t o a p p l y t h e p r o -
c e d u r e 1 , t o o b t a i n f i r s t t h e B o r . d G r a p h in c l o s e d 
l o o p in d e r i v a t i v e c a u s a l i t y , t o i n c l u d e b o n d s t o h a v e 
( 3 6 ) , t h e n g e t t i n g t h e m a t r i x J , a n d finally, f r o m 
( 3 5 ) t o c a l c u l a t e t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r i n c l o s e d l o o p 
s y s t e m in t h e p h y s i c a l d o m a i n . 

O n t h e n e x t s e c t i o n , a n e x a m p l e is s o l v e d a p p l y i n g 
t h e p r o c e d u r e s p r e s e n t e d i n t h i s s e c t i o n . 

V I . E X A M P L E 

C o n s i d e r a C D m o t o r a n d i ts B o n d G r a p h s h o w n i n 
figure 5 . 

1 
7 Sj——A 1 tGY — ; l 1 f——yR:f 

I' " i' 
I:L, IJ F i g u r e 5 . C D m o t o r a n d i t s B o n d G r a p h . 

T h e k e y v e c t o r s a r e : 

e3 1 
' h ' ; x -

. J 
; 2 = 

. fi . 

i D o ut — . V = / s î 
eg u = e\ 

CQ7 

h 
h 

w h e r e e 2 a n d es d e n o t e v o l t a g e s ; ¡ 2 a n d / 3 c u r r e n t s 
in La a n d Ra r e s p e c t i v e l y , eg a n d e-j t o r q u e s ; / § a n d 
fy s p e e d s i n J a n d F r e s p e c t i v e l y ; e Q 3 flux l i n k a g e 
in La\ a n d e a ? r o t a t i o n a l m o m e n t u m in J. 

T h e c o n s t i t u t i v e r e l a t i o n s f o r t h e e l e m e n t s a r e : 

( 3 8 ) 

( 3 9 ) 

(40) 

" I 
0 

h ' La 
0 

£ 0 3 

fi . 
0 

2 
0 

J 

<22 * Ra 0 " ' h 
e e 0 / h 

T h e i n p u t - o u t p u t f o r t h e g y r a t o r is: 

0 n = ' i 0 
n 

es 
h 

T h e B o n d G r a p h i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y is s h o w n 

in figure 6 . 

^ G Y ^ - r l 
n 

: J 

•e 1 /i 

I: 

•De 

R:f 

F i g u r e 6 . B o n d G r a p h in d e r i v a t i v e c a u s a l i t y f o r 
t h e C D m o t o r . 

A p p l y i n g t h e p r o c e d u r e g i v e n in t h e s c h e m e o f fig-
u r e 2 , w e o b t a i n t h e m o d i f i e d B o n d G r a p h i n d e r i v a -
t i v e c a u s a l i t y w h i c h is s h o w n in figure 7 . 



F i g u r e 7. M o d i f i e d B o n d G r a p h in d e r i v a t i v e 
c a u s a l i t y o f t h e D C m o t o r . 

O b t a i n i n g t h e i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e f o r t h e s y s -
t e m , w e r e q u i r e t h e j u n c t i o n s t r u c t u r e m a t r i x , J, 

f r o m t h e B o n d G r a p h o f figure 7 , w e h a v e : 

• 1 
0 

n 
1 

0 
TL 

• 1 " r 

n 
0 

; Ji3 = 

J31 = 

Jll "" Jl2 = J21 = ¿22] ¿23 — J\3 

Jzi ~ J32 
J3Z ~ — 

n 
( 4 1 ) 

o b s e r v e t h a t f r o m t h e figures 6 a n d 7 , — L, f r o m 
( 1 9 ) , ( 2 0 ) , ( 3 9 ) a n d ( 4 1 ) w e o b t a i n : 

D* = -
n2 + Raf-n 

n 2 -f Raf 

f r o m ( 2 7 ) a n d ( 2 8 ) t h e i n p u t - o u t p u t d i f f e r e n c e is 

n2 + Raf - n 

( 4 2 ) 

u 3 9 - Vs, = n2 + RJ ( 4 3 ) 

U s i n g t h e p r o c e d u r e o f figure 4 , t h e B o n d G r a p h 
i n c l o s e d l o o p w i t h p r o p o r t i o n a l c o n t r o l i a w s h o w s 
Vn f i g u r e E. 

F i g u r e 8 B o n d G r a p h in c l o s e d l o o p in i n t e g r a ! 
c a u s a l i t y . 

T h e B o n d G r a p h i n d e r i v a t i v e c a u s a l i t y w i t h D * — 
I in c l o s e d l o o p i s s h o w n i n figure 9 . 

Sf 

11 

1 ^ 0 1 

10 

l:J 
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1 7 

1 ^ - v J G Y ^ - v . 
L_15 
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-1 

F i g u r e 9 . M o d i f i e d B o n d G r a p h i n c l o s e d l o o p in 
d e r i v a t i v e c a u s a l i t y . 

T h e j u n c t i o n s t r u c t u r e m a t r i x f o r t h e B o n d G r a p h 

o f figure 9 is: 

J11 = 

Jzi 

Ju 

0 

1 

n + <t 

1 

n •+• k 
0 

0 

; Jiz = k 
n + k 

J z i - J32 

J33 ~ 
( 4 4 ) 

n + k 
~ J\2 — J21 — J22\ J\Z = J2Z', 

From (19), (20), (27), (28), (34), and (36) 

= n2 + Raf 
k n2 + nk+Raf 

t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r is o b t a i n e d f r o m ( 3 5 ) , 

n2+R«f e.» — n2 +nk + Raf 

( 4 5 ) 

( 4 6 ) 

N o t e , t h a t in ( 4 6 ) w e k n o w t h e b e h a v i o r o f t h e 
p a r a m e t e r s o f t h e s y s t e m a n d t h e c o n t r o l g a i n i n 
t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r i n t h e c l o s e d l o o p s y s t e m . 

T h e r e f o r e , w e p r e s e n t a g r a p h i c a l p r o c e d u r e t o 
o b t a i n t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r i n a c l o s e d l o o p s y s t e m , 
w h i c h d o e s n o t r e q u i r e t o k n o w t h e m o d e l o f t h e 
s y s t e m . 

V I I . C O N C L U S I O N S 

A d i r e c t g r a p h i c a l p r o c e d u r e u s i n g B o n d G r a p h t o 
o b t a i n t h e s t e a d y - s t a t e e r r o r f o r a c l o s e d l o o p p h y s -
i ca l s y s t e m w i t h a p r o p o r t i o n a l c o n t r o l l a w is p r e -
s e n t e d . T h i s m e t h o d o l o g y d o e s n o t r e q u i r e t o k n o w 
t h e t r a n s f e r f u n c t i o n o r i ts r e a l i z a t i o n (A, B, C, D) 

a n d l e t s t o c o n s i d e r d i f f e r e n t k i n d s o f e n e r g i e s . 
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