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Resumen: Repasamos brevemente un modelo
simple de caminata aleatoria para modelar el
comportamiento colectivo de muchas particulas y el
problema asociado con la causalidad de la ecuacion
de difusion obtenida en el limite difusivo.
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Introduccion

En sistemas formados por muchas particulas, las
interacciones entre los agentes involucrados y el
medio ambiente originan dindmicas colectivas a
partir de la cual emergen patrones que no son
resultado de la simple suma de su comportamiento
individual. Este es el paradigma de la no linealidad.
Dada la imposibilidad de representar en forma
exacta las mismas condiciones iniciales y de obtener
con certeza absoluta la trayectoria seguida por cada
agente y la futilidad, llegado el caso, de contar con
todas y cada una de las ecuaciones diferenciales que
describen la dindmica de todo el sistema (aun si
fuera posible reconstruir la trayectoria exacta de
cada particula, dicha trayectoria jamas volveria a
repetirse, haciendo imposible cualquier prediccion),
es imperioso utilizar modelos probabilisticos para
obtener informacion valiosa acerca de las
propiedades 'y el comportamiento  global,
macroscopico, del sistema.

Caminata aleatoria simple

Sin duda, uno de los modelos estocasticos no
triviales mas simples para modelar fendmenos de
transporte es la llamada caminata aleatoria simple
[1]. En dicho modelo, una particula se desplaza en
una red unidimensional formada por sitios 0 nodos
igualmente espaciados. Inicialmente la particula se
encuentra en algun sitio de la red y en cada unidad
de tiempo se desplaza a cualquiera de sus sitios
vecinos: al de la derecha con probabilidad a y al de

la izquierda con probabilidad b . La probabilidad de
localizar a la particula en el sitio |, después de

Nn+1 pasos o unidades de tiempo, satisface la
relacién de recurrencia o ecuacion maestra
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FIGURA 1. Una caminata aleatoria simple: En un
instante dado de tiempo una particula se puede

desplazar al sitio j—l—l con probabilidad a o al sitio

j —Lcon probabilidad b .
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Pra(1) =ap, (i =1)+bp,(j +1) )

La ecuacion (1) representa un proceso que
evoluciona en el tiempo de acuerdo con una
dinamica Markoviana: predecir el estado futuro de
un sistema sélo depende de su estado actual.

Limite difusivo

Si la distancia entre los nodos de la red es AXYy el
tiempo entre saltos es At la ecuacion discreta (1),
se puede transformar en una ecuacién diferencial
parcial en tiempo y espacio continuos mediante las
relaciones de escalamiento t=nAt,x= JAX y

P,..(J £1) = P(t + At, x£ Ax) . Un desarrollo de

P en serie de Taylor hasta primer orden en ty hasta
segundo orden en X transforma (1) en la ecuacién
de difusion con “drift”

X(r)

Figura 2. Una simulacion de 100 caminatas aleatorias

simétricas, a=0b=0.5, con 10000 pasos cada una.
Observe como el centro de la distribucion permanece
en cero y el grado de dispersion es del orden de

o ~~/10000 =100. La dispersion o fluctuacion de la
posicion final x(n) final del promedio en un proceso

de difusién tipico es o =~ v/n o bien o = \/f .

OP(t, x) _ b O°P(t, x) _V6P(t, X)

)
ot oX oX
donde el coeficiente de difusién D'y la constante V
estan dados por pD = lim (Aax)* y
At,AX—0 2At

V=|imm‘m0(a—b)%- Si a>bse tendrd un

movimiento colectivo global a la derecha. A un
tiempo dado, la constante Des una medida de la
intensidad de las fluctuaciones o dispersion de la
particula con respecto al punto inicial de partida, de
hecho, suponiendo como distribucion inicial una
delta de Dirac P(0,x)=45(x) (la particula con

probabilidad 1 se encuentra inicialmente en x =0)
la solucion de (1), en un sistema de referencia

inercial que se mueva a la derecha con la velocidad
V, es la densidad de probabilidad Gaussiana

P(t,X) = ——_gi0t &)

NanDt

con media y varianza dadas por (X)=0 vy
o? = 2Dt, respectivamente.

Difusion relativista

A pesar de que (2) y (3) en la practica han sido, y
continGan siéndolo, extensamente utilizadas como
modelos mateméticos para explicar una enorme
diversidad de situaciones fenomenoldgicas (desde la
conduccidn de calor [2]

X
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Figura 3. Grafica de la solucién Gaussiana (3) con
D =1en dos instantes de tiempo, t=2(con el
maximo mas grande en el origen)y t =5.

y el transporte de electrones [3], hasta la difusion de
moléculas en membranas biolégicas [4]), desde un
punto de vista formal, tedrico, presentan varias
inconsistencias. Una de ellas, de gran interés en
fisica, es la no compatibilidad con los postulados de
la relatividad especial: Una ecuacién parabodlica
como (2), y por consiguiente el proceso aleatorio
microscopico subyacente (1) que la origina, permite
soluciones Gaussianas que no tienen soporte
compacto y por lo tanto dejan la puerta abierta a
movimientos superluminicos. Ademas, la ecuacién
no es invariante en la forma ante transformaciones
de Lorentz. Es decir, un observador inercial S, en

el sistema de coordenadas (t,xy,z), que se mueve

con velocidad constante V a la derecha, a lo largo
del eje X, del observador inercial S, en el sistema
de coordenadas (t,X,Y,z), al reescribir (3) en su
propio sistema , para modelar y obtener las
propiedades de una dindmica difusiva, estard en
desacuerdo con lo descrito por el observador S.Y
ello por lo siguiente: las mediciones de los dos
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observadores inerciales estan conectadas mediante
las ecuaciones de transformacion de Lorentz

Xo' =7(% = Xp)

XII =7 (X=X) @
y=Y

L =1

Figura 4. Dos sistemas de referencia inerciales en
movimiento relativo con velocidad V alo largo del eje

comin X—X .

con el factor de Lorentz definido como
y=0aQ-p8)"? y el “boost” a la
derecha # =V /c. De acuerdo con (2) y (4), el

observador S’ describira una “difusion”
completamente diferente
. . -

i—va—P.: D{VZP' +(;/—1)a Pz }—

ot OX OX (5)
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Lo anterior es un ejemplo de la inconsistencia en la
forma de un modelo de transporte parabdlico, como
el representado por la ecuacion de difusién. En
situaciones  tedrico-experimentales, como las
encontradas en fisica de altas energias y fisica de
plasmas, donde las velocidades de las particulas ya
no justifican la aproximacion Galileana, es
pertinente buscar un marco de modelamiento teérico
libre de inconsistencias que incorpore las
correcciones relativistas. En un modelo de caminata
aleatoria relativista se tiene que tomar en cuenta el
hecho de que ahora la particula esta constrefiida a
moverse en el interior del cono de luz relativista
como consecuencia de que no puede superar la
velocidad de la luz, asi, su densidad de probabilidad
asociada debe de tener un soporte compacto en el
interior de una esfera de radio C.

Conclusiones

Existen algunos modelos aleatorios de transporte
relativista relativamente recientes [5], [6], [7] sin
embargo el problema de modelar sistemas de
muchos cuerpos, con dinamicas aleatorias y/o
caoticas, que ademas tomen en cuenta los postulados
de la relatividad especial sigue siendo un problema
abierto, fundamental, de amplio interés en fisica y
atractivo desde el punto de vista matematico y
computacional.

ct o

Figura 5. Una particula en caminata aleatoria en el
interior del cono de luz relativista en el plano Ct —X.

Las fronteras de la caja son Cl =Xy Ct =—X. Los
estados accesibles de la particula se encuentran en el

interior de la esfera x* + y® +z° < ct?
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