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Resumen

Esta tesis se centra en estudiar la desigualdad de Poincaré mejorada con pesos y
aplicaciones del Analisis Armoénico a las ecuaciones diferenciales.

En primer lugar obtenemos un teorema general que nos provee condiciones que deben
cumplir dos pesos para que valga la desigualdad de Poincaré mejorada

1o = pawlliz @ < ClldVel| )

para un dominio €2 acotado y de John. Gracias a este teorema podemos proveer varios
ejemplos de pesos que no estan en la clase de Muckenhoupt A,, en el caso particular de
w = v, para los cuales vale la desigualdad anterior.

Para obtener aplicaciones a las ecuaciones diferenciales estudiamos la descomposicion
de una funcién de promedio cero como suma de funciones soportadas en cubos y de
promedio cero. Esta descomposicién esta relacionada con la desigualdad de Poincaré
mejorada y nos resultara til para obtener la resolubilidad de la divergencia en espacios
de Sobolev con pesos y asi también para probar la desigualdad de Fefferman-Stein con
pesos, en ambos casos para una clase de pesos mas general que la A,,.

Damos un teorema general para que valga la resolubilidad de la divergencia en espacios
de Sobolev.

Por altimo estudiamos estimaciones a priori de soluciones de sistemas uniformemente
elipticos en espacios con pesos A,. Damos una prueba més simple de la ya obtenida. Para
ello necesitamos utilizar la desigualdad de Fefferman-Stein y una estimacién puntual que
involucra la funciéon maximal sharp y la funcién maximal de Hardy-Littlewood. Ademaés
obtenemos como depende del peso la constante de las estimaciones a priori y probamos
que esta constante es sharp. En la linea de los sistemas elipticos obtenemos estimaciones
a priori con dos pesos. En el caso particular del problema de Dirichlet para potencias del
laplaciano damos una condicién necesaria sobre el peso para que valgan las estimaciones
a priori.






Introduccion

Estimaciones en normas con pesos para operadores clasicos como la funcién maxi-
mal de Hardy-Littlewood, las integrales singulares de Calderén-Zygmund y las integrales
fraccionarias han sido estudiadas en numerosos trabajos en los tdltimos cincuenta anos.
Algunos de estos trabajos son [S3, SW| para pesos tipo |z|* y [M, MW] para una clase
mas general de pesos. En particular en [M]|, Muckenhoupt caracteriza los pesos para los
cuales el operador maximal de Hardy-Littlewood es continuo en una dimension, esta clase
de pesos es la llamada A,. Luego, Coifman y Fefferman [CF| generalizan el resultado de
Muckenhoupt para cualquier dimension. Tiempo después se obtiene que la condiciéon A,
es necesaria y suficiente para la continuidad de las transformadas de Hilbert y las trans-
formadas de Riesz (ver [GCREF]). De hecho, en [S1] el autor generaliza este resultado para
ciertos operadores integrales singulares de tipo convolucion.

En muchas aplicaciones, particularmente en el anilisis de ecuaciones diferenciales
parciales, aparecen las desigualdades con pesos. Muchas de estas desigualdades fueron
probadas para pesos A,, dado que para obtenerlas se utilizan operadores como la maximal
de Hardy-Littlewood o integrales singulares.

Para ejemplificar, utilizando la integral fraccionaria se obtiene la desigualdad de Poin-
caré mejorada y utilizando operadores integrales singulares de Calderon-Zygmund se ob-
tienen la resolubilidad de la divergencia en espacios de Sobolev (ver [DD, S, ADM]) y
las estimaciones a priori de soluciones de sistemas elipticos en el sentido del trabajo cla-
sico |[ADN]. Estos operadores nos permiten obtener resultados en normas LP asi como
en normas con pesos A,. En esta tesis obtenemos generalizaciones de algunos de estos
resultados en espacios con pesos mas generales que la clase A,.

En la primera parte de la tesis estudiaremos la desigualdad de Poincaré mejorada y
sus aplicaciones. Dado un dominio €2 acotado, la desigualdad de Poincaré mejorada esta
dada por

e = waller@) < ClldVel|Lr o) (0.0.1)

donde ¢q = ﬁ Jo ¢, d(x) es la distancia de z al borde de Q y C' es una constante que
depende so6lo de p y de ). Esta desigualdad fue obtenida bajo distintas hipotesis del
dominio Q. Por ejemplo, en [BS], usando argumentos de compacidad, los autores prueban
(0.0.1) para dominios Lipschitz. Luego, en [H1| el autor obtiene la desigualdad (0.0.1) en
dominios de John utilizando una técnica més constructiva basada en una descomposicion
de Whitney del dominio. Los dominios de John se consideran por primera vez en [J], y son
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llamados de este modo por Martio y Sarvas en [MS]. En pocas palabras un dominio es de
John si es posible conectar dos puntos cualesquiera del dominio sin acercarse demasiado
al borde. Esta clase contiene a los dominios Lipschitz pero es mucho mas grande. Por
ejemplo, dominios con cuspides internas son dominios de John. Una prueba diferente de
(0.0.1) en el caso de dominios de John fue obtenida en [DD]|, donde los autores utilizan
el operador maximal de Hardy-Littlewood.

Una pregunta natural es si es posible extender la desigualdad (0.0.1) en normas con
pesos, es decir

o — vawllr @ < ClldVel| L@ (0.0.2)

donde ¢q ., = ﬁ fQ ow. En [DD] se prueba que esta desigualdad es valida para dominios
de John si w € A,. En esta tesis obtenemos (0.0.2) para una clase mas general que
la clase A,. Este resultado se obtiene como consecuencia de un teorema general que
provee condiciones para un par de pesos (w,v) para que valga la desigualdad de Poincaré
mejorada con dos pesos

1o = vawllr @ < ClldVellLr @) (0.0.3)

En el caso w = v obtenemos esta desigualdad para una clase de pesos introducidos en
[FKS|. Los autores obtienen la desigualdad clasica con pesos

e < OVl

||| LR(®) (0.0.4)

donde w € A,, © es una bola y ¢ vale cero en el borde de la bola. Ademés en [FKS|
se prueba la desigualdad (0.0.4) en el caso en que  es una bola en dimension n > 3,
p=2y w(z) =Jf(x)""% donde Jf es el valor absoluto del jacobiano de una aplicacion
cuasi-conforme. Como un caso particular, los autores obtienen la desigualdad (0.0.4) para
pesos w(z) = |z|* con a > 0. Notemos que w ¢ Ay si @ > n. En esta tesis mostramos
que (0.0.2) y consecuentemente (0.0.4) son validas para los pesos considerados en [FKS|,
y més en general, para un dominio Q acotado y de John y w(z) = Jf(z)'"=, 1 < p < n.

Como aplicacion de los resultados que obtenemos, probamos (0.0.2) para pesos del tipo
|z|* con o > 0 sin utilizar aplicaciones cuasi-conformes y para 1 < p < 0o, obteniendo
asi una prueba distinta y sin restricciones de p.

Las desigualdades del tipo Poincaré son validas en dominios muy generales si son
validas en bolas o cubos contenidos en el dominio. De hecho esto fue probado en [C, H2]
utilizando argumentos del trabajo [IN]. Por ejemplo, la desigualdad (0.0.4) fue probada
en [C] para pesos en la clase A, y en dominios que satisfacen la condicion de la cadena de
Boman. En el caso de dominios acotados esta condicion es equivalente a la condicion de
John (ver [BKL]). En [H2| se prueba la desigualdad (0.0.4) para una clase més general
de pesos.
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En pocas palabras, nuestro primer resultado dice que la desigualdad de Poincaré
mejorada (0.0.3) es valida para dominios de John si la desigualdad de Poincaré clasica

lellze @) < ClIVEll g (0.0.5)

vale en cubos ) , w y v son integrables en () y w es un peso doblante. El argumento
que utilizamos para obtener esta prueba esta contenido esencialmente en [C, H2, IN]. Si
bien obtenemos la version en normas con dos pesos, nos centraremos en el caso de un
peso, esto es w = v. En este caso obtenemos varios ejemplos de pesos para los cuales
vale (0.0.2), entre ellos pesos en la clase Al(Q). Esta clase contiene a la clase A,. La
definicion es analoga a la de A, pero considerando cubos cuyo didmetro es menor que su
distancia al borde.

Por otro lado obtenemos la desigualdad de Poincaré mejorada en L. () para una
subclase de pesos de AP¢(Q) . Para ello utilizamos una féormula de representacion que nos
permite escribir a una funcién en términos de una integral que involucra a su gradien-
te. Esta representacion se puede encontrar en [ADM]|. Luego, utlizando argumentos del
trabajo [DMRT| se prueba la desigualdad para estos mismos pesos pero en LP ().

Luego de obtener generalizaciones de la desigualdad de Poincaré mejorada con pesos
analizamos su relacion con una descomposicion de una funcion f de promedio cero como
suma de funciones soportadas en cubos con la misma propiedad, es decir, estudiamos si

es posible escribirla como
F=>_1

Hf”lzg](g) R Z Hfj| iﬁ,(g)

donde las f; son funciones de integral cero y soportadas en cubos. Obtenemos que si vale

con

/
la desigualdad de Poincaré mejorada en L, (€2) entonces vale la descomposicion en LE (€2).
En consecuencia obtenemos la descomposicién para una clase de pesos muy general.

Esta descomposiciéon es importante pues tiene varias aplicaciones. En este trabajo
estudiamos como aplicaciones la resolubilidad de la divergencia en espacios de Sobolev
con pesos v la desigualdad de Fefferman-Stein.

En [ADM] se obtuvo la resolubilidad de la divergencia en dominios de John en espacios
de Sobolev. Mas especificamente los autores obtienen que dada f € LP()) existe u €

Wy P(Q) tal que

u=70 en  0f) (0.0.6)

ullwir@) < |If]lr@)-
Los autores dan una prueba constructiva y la solucién u estd dada por un operador
integral actuando en f. Para probar la estimacion en W'P(Q) se utliza la teoria de
integrales singulares de Calder6n-Zygmund y la funcion maximal de Hardy-Littlewood.
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Luego en [DMRT] se estudia el problema (0.0.6) para dominios generales. En este
trabajo se obtiene la resolubilidad de (0.0.6) con la estimacion

1Dullzz, @) < Cllfllzr@

donde w es un peso que depende del dominio €2. Los autores también obtienen una
descomposicion para funciones de integral cero. De hecho, esto nos motivo a extender
este resultado en espacios con pesos.

A partir de las ideas presentadas en [DMRT] generalizamos los resultados obtenidos
alli para pesos en Aj.

Como segunda aplicacion de la descomposicion tenemos la desigualdad de Fefferman-
Stein en espacios con pesos que no estan necesariamente en A,. En el trabajo clasico
[F'S| los autores estudian la caracterizacion de los espacios de Hardy. Para ello utilizan la
desigualdad

M Sllze < ClIM f]|1o (0.0.7)

donde M es el operador maximal de Hardy-Littlewood y M# es la maximal sharp que
se introduce para definir los espacios BMO. Como consecuencia de (0.0.7) se obtiene

1l zr < ClIMT f] L (0.0.8)

esta desigualdad es la llamada desigualdad de Fefferman-Stein. Siguiendo la demostracion
dada en [FS] se puede ver que la desigualdad (0.0.8) puede obtenerse en norma con pesos
A,, esto es

[ fllre, < C||M#f||L{’u- (0.0.9)

Esta desigualdad es una herramienta fundamental para probar la continuidad de los
operadores integrales singulares en LP .

Luego en |[DRS] se estudia una version local de la desigualdad (0.0.9) en un dominio
acotado de John. Para ello se introduce la siguiente maximal sharp

M f(z) = sup ﬁ /Q - fol

Q:0QCQ)

donde o > 1 y se prueba
112z @) < CHMé,afHLg(Q)- (0.0.10)

Basandonos en las ideas de [DRS] obtenemos la desigualdad anterior para pesos w en la
clase A¢(Q2) integrables de modo que vale la descomposicion en el espacio dual L’;}/,(Q).
La idea primero es probar la desigualdad (0.0.10) en cubos utilizando una desomposicion
local de Calderéon-Zygmund. Con local nos referimos a la descomposicion clésica pero
ahora en un cubo en vez de en R".
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Recordemos que si vale la desigualdad de Poincaré mejorada en LP (€2) entonces vale

la descomposicién en Lg/(ﬂ). Con esto obtenemos como ejemplos para los cuales vale la
desigualdad de Fefferman-Stein los pesos potencia |z|* con a > 0y d(z)? con 8 > —1.

Como ya comentamos antes, muchas desigualdades con pesos se estudian en el anélisis
de ecuaciones diferenciales. En la tltima parte de esta tesis estudiamos las estimaciones a
priori en normas con pesos de soluciones de sistema de ecuaciones uniformemente elipticos.
Para ejemplificar consideremos el caso del potencial newtoniano de una funciéon regular
de soporte compacto, o sea, dada f se define

u(z) = cn/R W),

n |z —y|n?

donde para simplifiar consideramos n > 3. Con la constante ¢, elegida adecuadamente u
resulta ser solucion de —Au = f en R™. Un resultado clésico es la validez de la siguiente
estimacion

lullw2s < C[|f]|e (0.0.11)

para 1 < p < oo. Esta estimacion es una consecuencia de la continuidad de los operadores
integrales singulares de Calder6n-Zygmund.

Por otra parte en el trabajo clasico [ADN] los autores demuestran que una estimacion
como (0.0.11) es también valida para el problema de Dirichlet

—Au=f en
(0.0.12)
u=20 en Of)

donde €2 es un dominio acotado con borde suficientemente suave, donde ahora las normas
se toman en los espacios definidos sobre (2. Mas atn, los autores demuestran estimaciones
andlogas para sistemas elipticos muy generales también utilizando la teoria de Calderén-
Zygmund. En vista de los resultados de continuidad de operadores integrales singulares
de Calderon-Zygmund con pesos A, surge estudiar las estimaciones a priori con pesos A,
para soluciones de problemas de contorno elipticos.

En [DST1, DST2| se obtienen resultados en esta direcciéon para soluciones de —A 'y
(—A)™, es decir se obtiene la desigualdad

ullzme gy < Cllfll@ (0.0.13)

donde m = 1 en el caso de —A. Las demostraciones de estos trabajos utilizan muchas
estimaciones de la funcion de Green asociada a la ecuacion (ver [K]). Sin embargo ob-
tenemos una demostracion alternativa mas sencilla para cualquier operador eliptico de
[ADN]. Para ello generalizamos las técnicas que se utilizan para probar la continuidad con
pesos de las integrales singulares en R™ a un dominio acotado. La primera herramienta
que utilizamos es la siguiente estimaciéon puntual para cualquier s > 1



X1V INTRODUCCION

ME(T () < (M| f]P(z))*

donde T'f representa el operador de derivadas de la solucién del mismo orden que el
operador eliptico y Mg es la maximal sharp restringida a cubos contenidos en €). La
segunda herramienta que utilizamos es la desigualdad de Fefferman-Stein (0.0.10).

Ademas obtenemos como depende del peso la constante de (0.0.13) y mostramos que
esta constante es 6ptima en cierto sentido

En la linea de las estimaciones a priori (0.0.13), obtenemos estimaciones con dos pesos
utilizando la continuidad de los operadores integrales singulares y el operador maximal
de Hardy-Littlewood con dos pesos.

Ademas estudiamos el problema (0.0.12) para el caso en que f es una funcion radial ,
2 = B1(0) y w es un peso radial y obtenemos estimaciones a priori si el peso cumple cierta
condicion. Para ello calculamos explicitamente la solucion y a partir de ella obtenemos
la estimacion a priori aplicando la desigualdad de Hardy con dos pesos. De aqui resulta
la condicion que debe cumplir el peso. Como caso particular, obtenemos pesos potencia
que no estan en A,.

Como tltimo resultado de esta tesis obtenemos una condicion necesaria para que
valgan las estimaciones a priori para el problema de Dirichlet para el operador (—A)™
donde m € N. De hecho obtenemos que si vale la estimacion a priori con pesos

HUHWEJW’(Q) < O[5,

entonces el peso debe estar en la clase Agj’C(Q). Para obtener este resultado nos basamos en
la técnica utilizada en [GCRF, S1] para obtener la condicion necesaria para la continuidad
de las tranformadas de Riesz y ciertos operadores integrales singulares de tipo convolucion
en LP.
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Dado ©Q C R™ abierto, sea C5°(Q2) el conjunto de funciones infinitamente derivables
con soporte compacto en 2. Denotamos supp f al soporte de una funcion f. Consideramos

1/p
LP(Q) = {f medibles : || f||rr(q) = </Q | f(x)? dx> < oo}

Para u,v € L} (Q), decimos que v es la a— derivada débil de u si para toda p € C5°(Q)

loc
/uDO‘goz (—1)O‘|/v<p
Q Q

se tiene que
donde o = (ay, ag, ..., an) € Z1, |a| = X7 @; y la derivada de orden « esta dada por

a ., Qo o
Dy =0y .0

Cuando no sea necesario aclarar la dependecia de x notaremos D® := Dg.

Consideraremos una descomposicion de Whitney de un dominio abierto acotado €2 C
R”(ver [S2]). Esto es existe una familia de cubos W = {Q}, cuyos interiores son disjuntos,
y una constante N > 0 tal que,

L Q=UR=UQ"
2. cpdiam(Q) < dist(Q,09Q) < cadiam(Q)

3. 2 Xe* < Nxa
donde Q* es cierto cubo expandido de @) v ¢; ¥ ¢5 son constantes de modo que ¢; puede

elegirse mayor que 1. Ademas los cubos * se pueden elegir de modo que también cumplen
la propiedad 2.

Diremos que un cubo ) C €2 es de tipo Whitney si

diam(Q) ~ dist(Q, 0%2).
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De aqui en adelante usaremos la notacion A ~ B para indicar que existen constantes
positivas C y Cs tales que C1A < B < (5 A. Ademéas C' denotara una constante general
que puede cambiar en una secuencia de desigualdades.

En muchos de los resultados que obtendremos en este trabajo consideraremos los
llamados dominios de John.

Definicién 0.0.14. Sea s > 1 un parametro fijo. Decimos que €2 es s-John si podemos
elegir un punto de referencia xy de modo que existe una constante C'y para cada y existe
una curva rectificable y(y) cuya imagen estad contenida en {2 que conecta y con xy y
satisface la siguiente estimacion

d(y(t,y)) > Ct°. (0.0.15)

donde d(v(t,y)) denota la distancia del punto y(¢,y) al borde 9Q. Si s = 1 diremos
simplemente que €2 es un dominio de John. Observemos que podemos parametrizar (¢, y)
por su longitud de arco y tenemos que v(0,y) = y v v(l(v(y)),y) = xo, donde I(y(y))
denota la longitud de la curva y(y). Ademéas observemos que

d(zo) = d(v(I(v(v)),y)) = Cl(v(y))*

con los cual tenemos que las longitudes {(y(y)) estan acotadas.

En el caso en que €2 es un dominio de John uno puede elegir una descomposiciéon de
Whitney con las siguientes propiedades (ver [H1, DRS]|). Existe un cubo Qf (llamado
cubo central) tal que puede ser conectado con cada cubo@* de la descomposicion por una
cadena finita de cubos, @, @7, ..., @F = Q*, tal que paracada 7 =0,1,...,5s — 1

Q" C NQ;
y existe un cubo R; tal que

R; CQiNQj, y QUQ, CNR;.

Un operador fundamental en el Analisis Armonico es el operador maximal de Hardy-
Littlewood definido por

Q>z

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) C R™ que contienen a x. Recordemos
el siguiente resultado de continuidad para M:

1
Mf(x) = sup@/Qf(y) dy (0.0.16)

Teorema 0.0.17. M es de tipo débil (1,1) y de tipo fuerte (p,p), es decir existen cons-
tantes Cy y C, tales que

sup [ {z : Mf(z) >t} | < Cif[ [

t>0

Ml < Cpllfl]zr-
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Otro resultado més general que vale para M es el siguiente

Teorema 0.0.18. (/CF, Lemma 1]) Sea p una medida positiva en R™ tal que 1(2Q) <
Cu(Q) para todo cubo Q. Definimos la siguiente mazimal

M, f(z) = sup —— / ) duly)

Qaz M
Luego

/ (M, f(2))? du(x) < C / F@)P du(z)

para todo 1 < p < oo.

Decimos que una funcion w es un peso, si es medible y ademas w > 0 en casi todo
punto. Dado un conjunto £ C R™ notaremos w( fE x) dz. Diremos que un peso
w es doblante si existe una constante C' que depende s6lo de w tal que w(2Q) < Cw(Q)
para todo @) cubo de R". El espacio L (Q2) es el espacio de funciones medibles en (2 tales

que
1/p
[ f1] ez, @) == (/Q | f(2)]Pw(z) dx)

. Definimos la norma tipo débil (p,o0) con peso w de la siguiente manera

111z = suptw ({z € R : |f ()] > )"
>

El espacio de Sobolev con pesos se define como
Whe(Q) == {f € L. : D*f € L~ () Vo con |a| < k}

con
1/p

1A lwtry = | D2 1D Iz g

la|<k
Definicién 0.0.19. Dado un peso w definido en R™ diremos que w € A; si
Muw(z) < Cw(x) (0.0.20)

en casi todo punto. Por otro lado, diremos que w € A, con p > 1 si se satisface

(%ﬂ/@w) (ﬁ/@w—pil)p_l <C (0.0.21)

para todo cubo @ C R™. Observemos que la condicion (0.0.21) es equivalente si reempla-
zamos cubos por bolas en R". Por tltimo definimos la clase A := -, 4.

Definimos la constante A; como la menor constante tal que vale (0.0.20) y la notamos
[w] 4, . Definimos la constante A, como la menor constante tal que vale 0.0.21 y la notamos
[w] 4, Por ultimo definimos la constante [w]a,, = supg —&y o f o M(xqw)
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Sea p’ el exponente dual de p, es decir % + ]% = 1. Podemos enunciar las siguientes
propiedades de los pesos A,.

Proposicién 0.0.22. 1. A, C A, siq <p.

1
2. Siw € Ay entonces w -1 € Ay
3. S1wi,we € Ay entonces wlwg_l €A,

4. Propiedad de Hélder inversa: St w € A, para algin p > 1, entonces existe € > 0
(que depende de w) tal que para todo cubo Q

<|51’/Qw(x)l+ed:p)lis < o(r;'/Qw(x) dx)

5. Siw € A, entonces existe € > 0 (que depende de w) tal que w € A,_..
6. Siwe A, 1<p< oo ezistec >0 tal que w'*e € A,.

7. Si f € L},,0 <6 < 1, entonces w(x) = (Mf(x))° € Ay con constante Ay, que
depende de 8. Reciprocamente, si w € A, entonces existen f € Lj,., 0 <§ <1y
k€ L con k™' € L™ tales que w(z) = k(z)(Mf(x))°.

La clase de pesos A, fue introducida por Muckenhoupt en [M]. Esta clase surgio
cuando el autor se propuso caracterizar los pesos para los cuales vale la continuidad de
la maximal de Hardy-Littlewood en norma con pesos. De hecho tenemos el siguiente
resultado

Teorema 0.0.23. Sea 1 < p < 00 y w un peso. Entonces w € A, si y solo si existe una
constante C que depende sdlo de p y w tal que ||[Mfl|pz < C||f]|z.

Otros operadores de gran interés son los operadores integrales singulares y la integral
fraccionaria. De hecho, fue probada la continuidad de estos operadores en LP (€)) para
w € A, con 1l < p < oo (ver [S3], [CF]|, [SW] y [MW]) . Recordemos que la integral

fraccionaria se define como
Jy
Lf) = [ W,
R

e
donde 0 < a < n.

A lo largo del trabajo citaremos los siguientes resultados de continuidad en norma
con pesos para estos operadores:

Teorema 0.0.24. (/Du, Theorem 7.11]) Sea T un operador integral singular tal que si
fe () yax ¢ supp(f) estd dado por

Tf(x)=:[ K(z,y)f(y)dy

Rn
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con K un nicleo que satisface las siquientes propiedades

K(z,y)| < —— 0.0.25
K< S (0.0.25)
5
y—=z -
|K(x,y) — K(z,2)|] < C’W silx —y| > 2y — 2|, (0.0.26)
0
r—w ,
|K(z,y) — K(w,y)| < C’W silx —y| > 2lx —w|. (0.0.27)

Entonces el operador T es continuo en LE (2).

Teorema 0.0.28. ([SaW]) Sea 1 < p < co. Sean w y v dos pesos para los cuales eziste

r>1,
o 1 pr 1 , p'r
o () (o)
@ (ar /, al /s

[Hafllre, < ClIflze

Observacion 0.0.29. En particular si w = v recuperamos el resultado de continuidad de
la integral fraccionaria con pesos A,.

entonces vale que,

Ahora para los operadores del Teorema 0.0.24 se estudié en numerosos trabajos cémo
depende la norma en L% en términos de la constante [w]4, . En primer lugar se estudio
esto para p = 2. Se conjetur6 el siguiente resultado

Teorema 0.0.30. S7 w € Ay entonces

TNz, < c(n, T)[w]a,.

Se mostr6 con contraejemplos sencillos en el caso de la transformada de Hilbert y las
transformadas de Riesz que no puede mejorarse la potencia de [w]4,. Para la maximal de
Hardy-Littlewood se probé el Teorema 0.0.30 en [Bu]. De hecho en este trabajo el autor
prueba que si p > 1 entonces

1

M Flle, < Co(p[w]a,)rT. (0.0.31)

1
e~ [wlh (0.0.32)

w

IMF

Luego se obtuvo el Teorema 0.0.30 para las trasformadas de Hilbert y Riesz (ver [P1] y
[P2]). Finalmente Hytonen en [H| probd este resultado para los operadores de Calderén-
Zygmund. Luego para p > 1 se obtuvo la siguiente version para A, usando una version
cualitativa del Teorema de Extrapolacion de Rubio de Francia
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Teorema 0.0.33. Si T es un operador de Calderon-Zygmund como en el Teorema 0.0.24

entonces
méx(1,

1
1)
T flle) < Crlwly, "l flln @)

P

Este tltimo teorema se demostré también para el operador maximal asociado a T,
que lo notaremos 7™ y se define de la siguiente manera

T* f(x) := sup

e>0

[ Ko

Teniendo en cuenta que [w]a < ¢,[w]a,, en [HP] se obtienen mejoras de la constantes
para el caso de M y T. En primer lugar se prueba que

D=

M|z, < Cop'([w]a, [w']a) (0.0.34)

y por otro lado

1
1T 1s, < calw]s max([w]?, w]y?). (0.0.35)









Capitulo 1

Desigualdad de Poincaré mejorada

En esta seccion presentaremos condiciones suficientes para un par de pesos (w, v) para
que valga la desigualdad de Poincaré mejorada

e — vawllew < ClldVe| pe) (1.0.1)

1
donde pq ., = —/ pw y d(x) es la distancia del punto x al borde 0.
w(2) Jo

1.1. Teorema General

La mayor parte de resultados de esta seccién pueden encontrarse en nuestro trabajo
[ACD]. Comenzamos enunciando el siguiente lema que nos serd tutil para el teorema
general.

Lema 1.1.1. (/StW, Lemma 2.3]) Sea V = {Q} una familia arbitraria de cubos en R".
Siw es un peso doblante, 1 < p < oo, N > 1 y Ag nimeros reales no negativos, luego

<C

LY,

" Aoxal) (1.1.2)

Qev

> Agxwg()

Qev

LY,

donde la constante C depende solo de n, N, p y w.

Demostracion. El caso p = 1 se sigue inmediatamente usando que w es doblante. Si
l<p<ooseape L{’U' y positiva, con :z% + i = 1. Observemos que

/ > AoxveWemuwly)dy = Y Ag / o(y)w(y) dy
- . o
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1
w(NQ)

1
= CZQ:AQ/QW/NQ o(y)w(y) dyw(z) dx

C A Mypo(x)w(x) dr
gQ/Q p(@)w(z)d

IA

C Apw w(y) d
EQ: Quw(Q@) /NQso(y) (y) dy

IN

= C’/nZAQXQchp(x)w(x) dx
Q

IN

Cl12_ Aoxa M@l gny
Q

LY (R™)

C1D - Agxa ol L (g
Q

LY (R™)

IN

donde usamos dualidad, que w es doblante y la continuidad de M, definida por

1
Muple) =i 2y

dada en el Teorema 0.0.18. O

/ p(y)w(y) dy.
Q

Ahora enunciamos el resultado principal de esta seccién.

Teorema 1.1.3. Sea Q2 un dominio acotado y de John yw y v dos pesos tal que w € L'(Q)
y es doblante. Ademds supongamos que

le — eaullis @) < Cdiam(Q)Vel Lz (1.1.4)

para toda ¢ € CY(Q) y todo cubo Q C Q2 de tipo Whitney, donde C' es una constante que
no depende del cubo. Luego, para 1 < p < oo y toda v € C*(Q),

I = vawlin@ < ClldVel g

donde la constante depende sélo de Q, w, v y p.

Demostracion. Sea W = {Q} una descomposicién de Whitney de las que se consideran
en los Preliminares para el caso de dominios de John. Observemos que

méx (@), w(Q)} < Co(@) N Q) (1.1.5)

j=0,1,...,5. Como w € L'(Q) es suficiente probar que

¢ — wqzwllin ) < CldVel pq)
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donde @)f es el cubo central. Tenemos
[ le@)-popupute) ds
Q

<y /|so o wlPwla) de + 27 /|on ~ o Pu(z) d.
QeWw QEW

Para estimar la primer suma usamos (1.1.4) y que los cubos @* son de tipo Whitney,

Z/ lo(z) — oo wlPw(x) de < Z Cdiam(Q*)p/* IVo(z)[Po(z) de

Qew Qew

<o Y [ Ive@pdwpe) de

Qew
= C/ |Vo(z)[Pd(x)Pv(z) da
Q
donde usamos para la altima desigualdad > x¢o- < Nxao.

Ahora, estimamos la segunda suma. Tenemos que

s—1

P50 — Porwl <D 1Perw — Por,, wl (1.1.6)
=0

usando nuevamente que) | yo« < Nxq, la desigualdad triangular , (1.1.4) y que los cubos
()} son de tipo Whitney, obtenemos

1
Po*.w — Po* ,wp:T/ Corw — Por - wlfw(y) dy
va; % w(Q-ﬂQj+1) Q;mQ}‘H’ “ Gl )

J+1

a7 [ Voo d
Q%
Como Q* C NQ?, para 0 < a < s tenemos que
X
P50 = Par.,wl Xor ( CZ NQ /Q Voo (y)Pd(y)Pu(y) dy

y por lo tanto,

s—1 /j+1 -
X (e}
|Pasw — Parwlxor (z <CZ(Z i )) /Q |w<y>|pd<y>pv<y>dy>

<03 @ (o [ TePdrew an)

(1.1.7)



12 Desigualdad de Poincaré mejorada

luego,

3 /Q aw — ParwlPw@) dr < 3 /Q P05 — 00 wlPxo- (@)u() d

QeEW QeEW
<03 [ 13 (o [, Tewraorew ) " @)

sc/

usando ahora (1.1.2) y > po Xr(7) < Nxqo(z) obtenemos que

3 /Q P03 — 0o wlPw(®) de

QewW

p

w(z) dx

p

! w(z) dz

> (W /R Vely)Pdly)o(y) dy);XNR*(x)

Rew

p

<C w(x) d

> (w(z*) /R Ve)lrdy) v(y) dy>;XR*(:C)

ReWw

SC/nZ

ReWw

Rn

(w(_lR*) /R* Vo (y)|Pd(y)Pv(y) dy) g (2)w(z) dv

~CY [ @@ ds [ Vet dy

ReWw

:cz/

Vo(y)[Pd(y)'v(y) dy < C / [Vo(y)[Pd(y) v(y) dy
Rew Y B* Q
concluyendo la prueba. O]

Observacion 1.1.8. Se puede ver en la demostracion que la condiciéon w doblante puede
reemplazarse por doblante en cubos de Whitney.

Como consecuencia obtenemos la siguiente versiéon con un peso

Teorema 1.1.9. Sea Q un dominio acotado y de John y w un peso tal que w € L'(Q),
doblante y

le = Paullis @) < Cdiam(@)IVel o) (1.1.10)

para toda ¢ € C1(Q) y todo cubo Q C Q de tipo Whitney, donde C' es una constante que
no depende del cubo. Luego, para 1 < p < oo y toda ¢ € C*(Q),

e — vowllr@ < CldVel w

donde la constante depende sdlo de €2, w y p.

1.2. Ejemplos

Ejemplo 1.2.1. Como ejemplo del Teorema 1.1.3 se tiene los pares de pesos (w,v) € A,
es decir
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ot mep ) G [

para todo cubo Q.

Para ver esto, notemos que en el Teorema 2 de [Ha| se prueba que el tipo débil implica
el fuerte, i.e, si 4 y v son dos medidas positivas de Borel y v absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue, entonces para todo 0 < p < oo las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. Para cada funciéon de Lipschitz ¢ con soporte compacto en €2
supil{lel > ) < ( [ 9eav)
t>0 Q

2. Para cada funcién Lipschitz ¢ con soporte compacto en ()

[lepausc, [ volrav
Q Q

En nuestro caso v = v(z) dx, p = w(x)dzr y Q = Q. Tenemos que

o = vol < L([Velxe)(z) < diam(Q)M(IVelxq)(x)

luego se sigue que
1
e = pollin=(q) < diam(Q)[|IM([Velxollly=) < diam(Q)lw,v]} [Vl

1
donde usamos que [[M||zpee & [w,v]}  (ver [Jo]). Por la equivalencia anterior tenemos
que

1
e — wallz @) < Cudiam(Q)w, v]} [[Vellrzq)-
Con lo cual tenemos la desigualdad en cubos para aplicar el Teorema 1.1.3.

Observacion 1.2.2. Se sabe que (1.1.10) vale para pesos A, (esto fue probado en [FKS]).
Mas atn en (|C|,Theorem 2.14) Chua da una condicion suficiente més general. De hecho,
el autor prueba que (1.1.10) vale para cualquier peso doblante w que satisface la siguiente
condicion : existe r > 1 tal que para todo cubo )y C R”,

N A\ 1 = o
sup Q1 (\@|/ ) <|Q\/Q“’ ) B

El autor no provee una expresion explicita para la constante en (1.1.10) pero puede
ser obtenida usando un argumento de reescale estandar.
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1.2.1. Pesos A(Q)

Asi como se ha estudiado la clase de pesos A, también se introdujo una clase mas
general de pesos que contiene a dicha clase. Dado un dominio abierto {2 definimos la clase
Aloc(€2) de la siguiente manera. En primer lugar, si < 1 diremos que w € A“?(2) para

1<p<oosi
1 1 o\
(i fw) Gar o) =c (129

para todo cubo @ tal que diam(Q) < pdist(Q,02). En [HSV] se prueba que las clases
AleeP(Q)) son independientes de . En vista de esto, denotaremos AX(Q) a la clase de
pesos que cumplen la condicién anterior para algiin 5 < 1. A los cubos () tales que existe
una constante 5 < 1 tal que diam(Q) < Bdist(Q, 9N) los llamaremos admisibles.

Diremos que w € Al*°(Q) si Mgqpcw(z) < Cw(z), en casi todo punto z € 2, donde

definimos
Mloc,ﬂw( = Sup =7 /
@3z |Q)

donde el supremo se toma sobre todo cubo () admisible.

Por iltimo, se define la clase AL(Q) := |J,5, AX(Q).

Observacion 1.2.4. En la definicién podemos considerar bolas admisibles en vez de cubos,
es decir bolas B tal que para algiin 5 < 1 se tiene que 2r < Bdist(B,012), donde r es el
radio de B. En algunas ocasiones consideraremos por simplicidad bolas en vez de cubos.

Se tiene el siguiente resultado

Proposicion 1.2.5. Sea w un peso. Entonces w € Al*(Q) si y slo si

p L p’l,U T
(fo)' < w(Q)/Qf d (1.2.6)

para toda [ no negativa y todo cubo Q tal que diam(Q) < Bdist(Q,IN) para f < 1 fijo.

Demostracion. Para ver esto, asumamos primero que w € Aﬁfc(Q), luego

1
fQ:@/Qf(I)d ’Q|/prw v, (1.2.7)

Aplicando la desigualdad de Hoélder con exponentes p y p’ se sigue que

(o <11 ( | o) ( / w) < oty [ (12,9
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Por otro lado supongamos que vale (1.2.6). Consideremos f = w*ﬁ, luego fPw = w T,

Si / w71 es finito se sigue inmediatamente la condicion AY*(2). En caso contrario,
Q

reemplazamos f por (w + 5)_ﬁ para € > 0. Como

1

/Q(IUJFE)_”ll Z/Q(wﬂLﬁ)_l_”ll(ers) S/Q(ere)_le<oo

entonces

() G o) 2

tomando limite para ¢ — 0 concluimos que w € A,,. O

Estos pesos heredan todas las propiedades de los pesos A, que hemos enunciado en
la Proposicion 0.0.22. Se prob6é en [HSV| que M. es continua en LP () si y solo
si w € AéDC(Q), con 1 < p < oo. Una pregunta natural es si se podran extender las
desigualdades clasicas del Anélisis Armonico para estos pesos. Pero estd extension no
es valida, por ejemplo no es cierto que vale la desigualdad de Poincaré mejorada con
estos pesos. Consideremos w(z) = d(z)* y © un dominio abierto y acotado que contiene
al origen entonces w € AéOC(Q) para todo @ € R (lo probaremos en el ejemplo 1.2.17).
Ahora tomando ¢ igual a uno en un entorno de 0 se tiene que no existe una constante C'
para la cual la desigualdad

lellze,@) < ClldVe|

Li()

sea valida si a« < —n. En efecto, el lado derecho es finito, mientras que el lado izquierdo
no.

Sin embargo veremos que si ademas requerimos que el peso sea integrable en {2 se tiene
la desigualdad de Poincaré mejorada (1.0.1). Observemos que si w € ALOC(Q) entonces es
doblante en cubos admisibles. Con lo cual bastara estudiar la desigualdad (1.1.10) para
aplicar el Teorema 1.1.9. Para ello, necesitamos extender un peso en ALOC(Q) a todo R”
de modo que la extension pertenezca a la clase A, y asi poder utilazar la teoria conocida
para esta clase de pesos. Vale destacar que el Teorema 1.1.9 vale si pedimos que w sea
doblante y la desigualdad (1.1.10) en ambos casos considerando cubos admisibles, sélo
basta observar que la descomposicion de Whitney puede elegirse de modo que los cubos
y sus expandidos sean admisibles.

Lema 1.2.9. Sea w € AfDOC(Q), con 1 <p<ooyQ un dominio acotado. Fijado un cubo
Q C 2 admisible existe un peso w tal que wlg =w y w € Ay(R") y [w]a, < co[w]awe(),
donde ¢, es una constante que depende solo de la dimension.

Demostracion. Fijado w y @, sin perdida de generalidad podemos asumir que el vértice
mas bajo izquierdo de @ es el origen. Sea () el cubo centrado en el origen de lado 2I(Q).



16 Desigualdad de Poincaré mejorada

Definimos @ = w en Q. Extendemos @ a Q simétricamente con respecto a los ejes
coordenados y al origen. Finalmente extendemos w a todo R™ periodicamente con periodo
21(Q) en cada variable.

Sea W C R™ un cubo, debemos probar que

(IW|/ ) (IWl/ ) = (1.2.10)

donde la constante no depende del cubo. Separamos en dos casos |W| > |Q| y [W]| < |Q|.

Si |W| > |Q|, entonces W esta en a lo mas N = <2Z(W)> cubos trasladados de @,

con lo cual

(L)) = ) ()
s () () ()

() Gafy) =

Si [W| < |Q|, entonces W C Uf\il Q;, donde los (Q; son cubos trasladados de Q y
N < 2" Sea @, tal que [W N Q;,| > ¢n|Q4,l, luego por definicién de w se tiene que

IN

IN

IN

entonces

(L) () e (L) (L)

Ahora, sea K un cubo tal que I[(K) = (W) tal que W N Q,;, C K C Q;,, luego tenemos

s (L) (o) = G o) G L)

Notemos que algtun trasladado de K esta contenido en () con lo cual usando la definicion
de w y que w € Aé"c(Q) tenemos lo que queriamos probar. O
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Lema 1.2.11. Seaw € A, con 1 < p < 0o y Qo cubo unitario. Entonces vale la desigual-
dad 1.1.10 con la siguiente constante
_1
||§0 - @Qo,wHLﬁ(Qo) < Cnp[w]ﬁl: ||V90||L5(Qo) (1'2'12)

donde Cy, es una constante que depende sdlo de p y n.

Demostracion. Podemos suponer que g, = 0. Se tiene que diam(Qy) = /n, entonces

o)) < Cn / _Vela)

dx
le—yl<ym 1T — Y|

luego aplicando el argumento clasico de las coronas
\Y = \Y
[ me,, s Vel ,,
jo—yl<va 1€ = Y] = Jomtern) yr<lo—y <2k ym [T — Y

o0 1
< Cp2 kot ——— / V()| da
kz_; (Vn279)" Jio—yi<a-vym

< CM(IVe(y))).

Con lo cual

_1
ol 220 < Crplw]z, [Vl Lz Qo

1

donde usamos que ||[M]|r < Cnp[w]jjf1 (ver desigualdad 0.0.31). O

Observacion 1.2.13. Usando la mejora 0.0.34 se puede mejorar la constante de la desigual-
dad anterior de la siguiente manera

1
1o — ©qowllrr @) < Cup([w]a, [w']a ) [[Vell e qo)-

Corolario 1.2.14. Sea () un cubo y w € A, con 1 < p < oo entonces vale la desigualdad
1.1.10 )
e = paullrn@) < Crpdiam(Q)[w] 3 "|IVellLz )

donde C,, es una constante que depende solo de p y n.

Demostracion. Consideremos )y cubo unitario de modo que @ = AQo, donde A = (Q).
Entonces si x € QQ tenemos que x = Ay, con y € (Jy. Luego con este cambio de variables,

/ () — pou/’w(x)de = / [p(AY) — pQul"A'w(Ay) dy
Q

0

= /Q [oA(Y) — ©Q.uwl" A" wa(y) dy
0
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donde pr(y) = p(A\y) ¥ waly) = w(Ay). En primer lugar veamos que wy € A,. Sea
W C R™ un cubo, luego

(o1 [ 00) (o [ @) = ([ wton) (b [ wesinacn) ™

= (v Lo 0) (v fy o)

como w € A, se tiene que wy € A, y [wy]a, = [w]a,. Entonces usando el lema anterior

1

[oa(y) — voulfwr(y)dy < A"Cpplwall) Vr(y)|” dy
Qo Qo

= Cluli N /Q V() Pu(z) dr

= Cupdiam(@ ol [ V() i) do

Ahora utilizando los resultados anteriores tenemos el siguiente

Teorema 1.2.15. Sea Q C R" un dominio acotado de John. Sea w € Aé"c(Q) yw €
LY(Q), entonces vale la desigualdad de Poincaré mejorada (1.0.1).

Demostracion. Vamos a aplicar el Teorema 1.1.9. Recordemos que w es doblante en cubos
admisibles por estar en AZ’C(Q). Fijamos un cubo @) admisible y sea w como en el Lema
1.2.9, luego vale la desigualdad

1
2@ < Cuplw]} " diam(Q)|| Vel

o — ©q,al L2(Q)-

Usando que w = w en Q y que [0]4, < ¢,[w]a10e(0) , tenemos (1.1.10). O

Observacion 1.2.16. Se puede ver probando primero el tipo débil que la constante se
puede mejorar, en el sentido del exponente. Segiin el Ejemplo 1.2.1 considerando w = v
tenemos que

[ = wollrr @) < Crdiam(Q)[w ]i IVolle
donde usamos la equivalencia de la norma (0.0.32).

Ejemplo 1.2.17. Si consideramos w(z) = d(x)* entonces este peso pertenece a A“(Q)
para todo a. En efecto, si @) es un cubo tal que diam(Q) < vdist(Q,0S2), se tiene que si
z,y € Q entonces d(y) < (y+ 1)d(z) y d(x) < (v + 1)d(y). Con lo cual

(F}N/Qd( rar) (g |0 )) =¢

Por otro lado w debe ser integrable y por lo tanto o« > —1.



1.2 Ejemplos 19

1.2.2. Otros ejemplos con un peso

La idea de esta secciéon es dar algunos ejemplos de pesos que satisfacen las condiciones
del Teorema 1.1.9. Generalmente, no resulta facil encontrar ejemplos de pesos que no estén
en la clase A, que satisfacen las condiciones del Teorema 1.1.9.

Ejemplo 1.2.18. Consideremos pesos de la siguiente forma

w(z) = (1+ |z)) 51_[ {Hlx—az ]%v(:c) (1.2.19)

donde § > 0, v; > 0, {a;};*, son puntos en R™, a; # a; sii # j, y v € A,. Estos pesos
pertenecen a A, (ver [StW]) pero, en general, no pertenecen a A,. Ademés fue probado
en [CW] que satisfacen la desigualdad (1.1.10).

Ejemplo 1.2.20. Sea T" un subconjunto cerrado de 9 y dr(z) la distancia de z a T.
Definimos w(z) = dr(z)®, para o > 0. Es facil probar la desigualdad (1.1.10) utilizando
la desigualdad de Poincaré clasica sin pesos. De hecho, si ) es un cubo de tipo Whitney
tenemos que, para =,y € @,

dr(y) <[z —y| +dr(z) < diam(Q) + dr(z) = d(z) + dr(z) < Cdr(z),
y entonces w se comporta como constante en ().

Una aplicaciéon interesante se obtiene considerando un dominio de John acotado €2
tal que 0 € Q. Consideremos Q := Q\ {0} y w como antes con I' = {0}, tenemos que
dp(x) = |z|. Luego, w esta en L'(Q) y es doblante. Por lo tanto, aplicando el Teorema,
1.1.9 en obtenemos, para 1 < p < oo,

/ 0(x) — g e P2l di < © / V()] dist(z, OQ)? da
Q Q

pero podemos reemplazar Q por Q en las integrales de arriba, y usando que dist(z, 8(2) <
d(x), obtenemos
lp = Paeeller @ < ClldVele (1.2.21)

H”

Luego usaremos esta desigualdad para a > —n (el caso —n < a < 0 es conocido dado
que para estos valores de « el peso |z|* estd en A,).

FEjemplo 1.2.22. La desigualdad de Poincaré con pesos (1.2.21) en bolas fue probada para
p =2y n >3 por Fabes, Kenig y Serapioni en [FKS| utilizando un argumento diferente.
De hecho, los autores prueban en este trabajo que el peso w(z) = |z|*, para a > 0,
pertenece a una clase general de pesos introducida en dicho trabajo, para la cual vale la
desigualdad de Poincaré con pesos en bolas (como muestra este ejemplo, estos pesos no
estan necesariamente en A,). Se puede reemplazar bolas por cubos en la desigualdad que
obtienen los autores y consecuentemente aplicar este resultado para obtener el Teorema
1.1.9 para la clase introducida en [FKS].

En esta tesis extendemos los resultados obtenidos en esta linea para cualquier n > 2y
p < n. El argumento que utilizamos para obtener esta extension es mas simple dado que
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so0lo estamos interesados en obtener la desigualdad de Poincaré mientras que en [FKS]
los autores prueban desigualdades de tipo Sobolev-Poincaré.

Sea f : R™ — R™ una aplicacion cuasi-conforme, esto es, f es un homeomorfismo, las
componentes f; de f tienen derivadas distribucionales en L"(2), y existe una constante
M > 0 tal que, en casi todo punto,

mﬂm:<zxg%ﬂ> < MJf(z)n (1.2.23)

1,J

donde Df es la matriz formada por las derivadas de f y Jf es el valor absoluto del
determinante de Df.

Lema 1.2.24. Dado p tal que 1 < p < n, definimos w(z) = Jf(x)'"%. Eriste una
constante C tal que para todo cubo Q y toda ¢ € C1(Q)

@ < Cdiam(Q)||Ve

I = vQu |22.(0) (1.2.25)

Demostracion. Como w € L'(Q) es suficiente probar la desigualdad (1.2.25) reemplazan-
do g por una constante cg. La idea principal de la prueba es reducir la desigualdad
de Poincaré con pesos a la desigualdad de Poincaré sin pesos via el cambio de variables

y = f().

Observemos que

diam(Q) = C|Q

1/n 1/n
n=C( [ dz) =cC T ydy)
(fae) =c(/ arwm)

Luego, usando la desigualdad de Holder con exponentes nL_p y su dual % tenemos que,

/ o(z) — colPu(z) di = / (po ) (y) — calP TS ()% dy
Q f(Q)

p b

<( / o ) ~cal” )" ( / A w)’

P

< caiam(Qy ( / o ) —cal” )"

donde usamos la notaciéon estandar para el exponente de Sobolev-Poincaré p+ = :;fp.

Ahora, se sigue de la condicion (1.2.23) para f~!, que
| Weorhwra<c [ [wowpue i
(@) Q

y por lo tanto, es suficiente probar

(/f@) oo ™)) — cal” dy)pl* <C ( /f A fl><y>|p)’“ (1.2.26)
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Pero f(Q) es un dominio de John, y la desigualdad de Sobolev-Poincaré (1.2.26) para
este tipo de dominios fue probada en |B|. Méas atin, la constante C' en (1.2.26) depende
solo de n y de la constante de John de f(Q) (esto esta probado, por ejemplo, en [DD])
con lo cual, de acuerdo al Lema 2.3 en [HK, Page 539|, depende solo de n y la constante
A, de Jf. Finalmente, fue probado en |G| que la constante A, de Jf depende sélo
de M y n (para esta ultima observacion recordemos que estamos asumiendo que f es
cuasi-conforme en R"). O

Consecuentemente obtenemos el siguiente resultado

Teorema 1.2.27. Sea Q un dominio acotado y de John y w(x) = Jf(z)" "=, 1 <p <n,
con f:R"™ — R"™ una aplicacion cuasi-conforme. Luego vale la siguiente desiqualdad

e — vawllz g < ClldIVelllyw

Demostracion. Se sabe de los resultados de [G] que w € A, y por lo tanto, w es doblante.
Ademas por (1.2.25), podemos aplicar el Teorema 1.1.9 y obtener el resultado buscado.
m

Observacion 1.2.28. Siguiendo el trabajo [FKS], dado § > —1, podemos considerar f(z) =
|z|Px Sea « tal que 8 = ~%. Obtenemos (1.2.21) con 1 < p < n (para més detalles ver
[FKS] ).

Queremos generalizar el Teorema 1.2.27 al caso p > n. Para esto necesitamos el
siguiente lema.

Lema 1.2.29. Sea 1 < p < 00. Luego la desigualdad de Poincaré mejorada en LP ()
vale st y solo si existe una constante C' > 0 con la siguiente propiedad: para todos los
subconjuntos medibles E C Q con w(E) > Jw(Q) y para toda ¢ € LE(Q) que se anula en
E se tiene

ol ) < clldIVelll @)
Demostracion. Sea E C Q, y ¢ € WiP(Q) tal que se anula en E y w(E) > sw(Q).

Queremos ver que a
el e ) < ClldIVolll e @)

w(E)|pawl” = /E |o(x) = poul"w(z)de < /Q |o(x) = pauwl"w(z) de
C

/ 0(2) [V () Puo(z) de
Q

IN

con lo cual

[un

1 \»
00l £ € (5 ) 190laco
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luego

3=

Helle ey < lle = vawllie @) + vaw|lw(€2)

< (C + Cdiam(FE) (%) p) dIVeolll e, @)

< ClldIVelllzy@

Ahora supongamos que ¢ € L (). Queremos probar la desigualdad de Poincaré
mejorada.

Sea
u(t) =w ({z € Q,p(x) < t})

1 es no decreciente, continua a derecha y satisface

lm p(t) =0y lm p(t) = w(Q),

t——o0

Por el teorema de Bolzano existe A € R tal que si definimos E) := {x € Q,p(z) > A} v
F\ = {z € Q: ¢(z) <A} se tiene que w(E)) = 1w(Q) y w(F)\) = w(Q) Tenemos que
(p—A)+ € LP (). Como (¢ — A)4|r, = 0 tenemos que

160 = Nllzgee) < CAIVlllg @)

Anélogamente, como (¢ — \)_|g, =0

(e = M-Il < ClAIVelll o)
y entonces obtenemos

(e = M2z < ClldIVelllz @)
Ahora,

e = pawlln@ < lle =A@ + 1A = vawll@ < ClAVEllly @ + 1A = eawllzy -

Entonces basta probar que [[A — ¢q.wl|i2 @) < Clld|Voll|rr @),

(i o)

1 1 %
i _\P
W) (w(Q)/Q“O dex)
< C||d|V<P|||L‘ZU(Q)

=

IA

1A = auwll@ = w7 A = pou| < w(@)

IA

y entonces obtenemos la desigualdad deseada. O
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Usando el lema anterior también obtenemos tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.2.30. Sea py < n, p>n yw(r) = Jf(a:)l’%o, donde f es una aplicacion
cuasi-conforme. Luego tenemos que

/ () — pauPulz) dr < C / V() Pu(z) de
Q Q

Demostracion. Por el lema 1.2.29 basta probar que para cada ¢ que se anula en E C ()
con w(E) > 3w(Q) tenemos ||¢||1n ) < ClldIVelll s, -

[t ae = [ (je@l#)" 5@ do

c / d(2)V o ()P f () d

IN

< C/QISO(QJ)I”_”OId(ﬂf)Vﬂ:ﬂ)lp‘)lJf(x)ll_? dx

P—Po Po

< C</Q|90($)|p<]f($) ‘p’?dl‘) ,, </Q|dv‘ﬁ’(“")|p‘]f(x) _pf)p

donde usamos que la desigualdad de Poincaré vale para |<p\% en LP2(€2) por el teorema

1.2.24 y que dado que ](p\% se anula en E podemos aplicar el lema anterior. O]

1.2.3. Pesos A°(Q)

En esta seccion veremos que para una sublcase de pesos en A¢(Q) vale la desigualdad
de Poincaré mejorada en el espacio L} (Q), donde € es un dominio acotado de John. Luego
veremos que si vale esta desigualdad en L. (Q) entonces vale la desigualdad de Poincaré
mejorada en el espacio L? (€2) basandonos en los argumentos del trabajo [DMRT].

Teorema 1.2.31. Sea w € A°(Q) y w € LY(Q). Si para cada par de constantes ci, ¢y
eriste una constante cs que depende solo del dominio de modo que

1
d(x)"

/ w(y) dy < czw(x) (1.2.32)
crd(z)<|z—y|<cad(z)

entonces vale la desigualdad de Poincaré mejorada (1.0.1) en L. ()

Demostracion. Sea ¢ € C§°(€2) luego se tiene que

Vo)l

lp(y)| < C =
o—yl<Md(z) [T — Y[
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donde C' es una constante que depende del dominio (para una prueba de esto ver [DD]).
Multiplicando por w e integrando sobre {2 obtenemos que:

/’@ )w(y dy<C// V(e )|1 (y) dx dy.
lz—y|<Md(z) |I - y|n

Cambiamos el orden de integracion y entonces,

w M xz X
[rewmma<c [ [ v

Ahora consideremos la integral en la variable y,

w(y > w(y
[ =3 | 0
lz—y|<Md(z [z =yl om0 ¥ Md(2)2= D) <|z—y|<Md(z)2~F |z -y

Pero si consideramos la clase de bolas tal que diam(B) < fdist(B,082), con 8 < 1 se
tiene que existe k() tal que para k > k(3), Bpro-rq(z)(7) pertenece a esta clase de bolas.
Luego,

N w(y) > 1 /
oy < w(y)dy
k=k(B) /Md(w)?(’“l)éw—yISMd(:r)2’“ |z —y[* :Zk:) (Md(x)2-(+1)n= |z—y|<Md(z)2~
S Z 2 n+12 leocQw( )
S C ( )Mloc,Qw( )
< Cd(z)w(x)

donde en la tltima desigualdad usamos que el peso esta en AP¢(Q). Ahora resta acotar
la parte de la suma para k < k()

k(B)

/ w(y)_1 Q< C w(y)_1 dy
0 J Md(x)2~ D) <|z—y|<Md(z)2—* |z —y|" crd(z)<|z—y|<cod(x) |z —y["
< c / wly)
crd(z)<|z—y|<cad(z) d(l‘)

1
e
d<x>n—1 crd(z)<|z—y|<cad(x)

donde ¢ y ¢p son constantes que dependen del dominio. Luego sabemos por la hipotesis
(1.2.32) que existe una constante cg tal que,

1 /
w(y) dy < czw(z)
d(x)n crd(z)<|z—y|<cad(z)

entonces tenemos que la suma anterior esta acotada por Cw(z)d(z). Luego juntando las
dos desigualdades para cada suma se tiene que

/Q o(y)wly) dy < C / Vo(a)|d(a)w(z) d
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Observacion 1.2.33. Observemos que la condicion w € L'(€)) es necesaria para que tenga
sentido ¢q 4.

Ejemplo 1.2.34. Consideremos el peso w(z) = d(x)®, o € R. Este peso esta en la clase
Ale(Q) y satisface la condicion (1.2.32). En efecto, observemos que si @ es un cubo tal
que diam(Q) < fdist(Q,00) y x,y € Q) entonces:

» Sia>0,dy) <(B+1)d(x).

» Sia<0,d(z) <(1+05)dy).

con lo cual

1
sup —/ d(y)*dy < Cd(x)“.
zE€Q |Q| Q

Ademas usando las desigualdades anteriores se sigue también que w satisface la condicion
(1.2.32). Sin embargo para que esté definido ¢q ,, debe ser w € L'(Q) y entonces se tiene
que o > —1.

Ejemplo 1.2.35. Sea F' un subconjunto cerrado de 0f). Definimos w(z) = dist(z, F)?,
a € R. Luego se puede ver de manera similar al ejemplo anterior que w € A¢(Q) y
satisface la condicion (1.2.32). Ademés este peso pertenece a L'(Q) si a > —1.

De la desigualdad de Poincaré en L} () a la desigualdad en L? ()

En esta seccion veremos que a partir de la desigualdad que obtuvimos en L1 ()
con w € Al¢(Q) y satisfaciendo la condicion (1.2.32) podemos probar la desigualdad
de Poincaré mejorada en L2 (€2). Las ideas para obtener este resultado estan contenidas
esencialmente en el trabajo [DMRT].

Veremos primero que la desigualdad de Poincaré mejorada en L} (Q2) implica la de-
sigualdad en L2 ()

Proposicion 1.2.36. Sea w un peso en L'(Q2). Asumamos que vale la desigualdad de
Poincaré mejorada en L!(Q). Luego si 1 < p < oo wale la desigualdad de Poincaré en

Ly ()

Demostracion. Utilizaremos el Lema 1.2.29. Sea E un conjunto tal que w(E) > tw(Q) y
supongamos que ¢ se anula en E. Aplicamos la desigualdad en L. (92) a [P, que también
se anula en F,

/Q (@) Pulz)de < / 0(2) |V o (@) () dz

= C/Qd(l’)IsO(fE)Ip_llvw(x)lw(x);w(w);dw
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< o( [ @veapt dx) ([ e@ru ar)

basta pasar dividiendo el segundo factor para obtener la desigualdad buscada. O]

=

Finalmente obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.37. Sea w € AY*(Q) e integrable en Q que satisface la condicion 1.2.32.
Entonces si o € LP (),

e = ol @ < clldVellle

Demostracion. Al comienzo de esta seccion vimos que vale la desigualdad de Poincaré en
LL(Q) si w satisface las hipotesis del teorema. Luego la desigualdad se sigue inmediata-
mente del lema anterior. O

Ejemplo 1.2.38. Utilizando el teorema anterior volvemos a obtener la desigualdad (1.0.1)
para el peso w(z) = d(x)*, a > —1.



Capitulo 2

Descomposicion de funciones de
integral cero y aplicaciones

La desigualad de Poincaré mejorada (1.0.1) tiene varias aplicaciones. En particular,
fue probado en [DMRT], que esta relacionada con una descomposicion para funciones de
integral cero en un dominio {2 como suma de funciones localmente soportadas con la mis-
ma propiedad. Una aplicacion interesante de esta descomposicion es la resolubilidad de la
divergencia en espacios de Sobolev (ver [DMRT, DRS]). Otra aplicacion es la desigualdad
de Fefferman-Stein, es decir la mayoracion de la norma de una funcién por la norma de
la maximal sharp de la funcién en norma con pesos.

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera parte extendemos los argumen-
tos dados en [DMRT] para obtener soluciones de la divergencia en espacios de Sobolev
con pesos para ciertos pesos que no estan necesariamente en A,. En la segunda parte
obtendremos la desigualdad de Fefferman-Stein local para pesos méas generales que A,,.

Empezaremos estudiando la descomposicion antes mencionada.

1

Recordemos que w' := w™ 71 y que, si w' € L'(Q) luego LE(Q) C L'(Q) y por lo
tanto el espacio

Lo@ = {ren@: [7-o}

esta bien definido. El siguiente lema es una generalizacion de los resultados obtenidos en
[DMRT].

Lema 2.0.1. Sea Q@ C R" un dominio acotado de John, y 1 < p < oo, {Q;} una
descomposicion de Whitney de () y {Q;} cubos expandidos de Q;. Sea {¢;} la particion
usual de la unidad asociada con la descomposicion (ver por ejemplo [S2]). Dado un peso
w tal que w' € LY(Q), consideremos las siguientes propiedades,

(1) [l hull o < C VA

/
LP,(Q)
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Vhe LV, (Q)NCHQ)  tal que Vhe L

dar’ w’

Q)"

(2) Si g € Ly, o(Q) eviste u € Lf_, (Q)" tal que

/ u-Vh= / gh Vh € LZ,(Q) NCY Q) tal que Vhe L, ("  (2.0.2)
0 Q

dp/w
H u(]

(8) Si g€ L, ,(Q) existe una descomposicion

gzzgj
j

<C PO - 2.0.3
e < Clsllizco (203)

con g; € L, 4(Q), supp g; C Q5, y

[ Z ”91‘”121;@;) :
J

Luego,
(1) & (2) = (3).

Demostracion. (1) = (2): Sea S C L

dr' w’

(€)™ el subespacio dado por

S = {v el”, (" :v=Vh conhe L (Q) mcl(Q)},

dr' w'

y sea L(Vh) = /gh. Como /g = 0, £ define un funcional lineal en S. Mas aun, se
Q Q
sigue de (1) que

[L(Vh)| =

| o= o) | < C ol I = Hel
< Clalg o 1AIVA 0

Por el teorema de Hahn-Banach £ puede extenderse como un funcional lineal continuo
definido en L? , ()", y por lo tanto, por dualidad existe u € L_, (Q)" tal que

dar’ w'
u
Evz/u~v y H—
0= .

en particular, tomando v = Vh € S, obtenemos (2).

< Cllgll iz, 0

L)
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(2)=(1): Sea h € L¥,(Q2) N C*(Q) tal que Vh € Ldp, ()™, Luego,

||h — thw'HLP’ @) = sup /(h - thw/>gw/ = sup / h(g - gQﬂU/)’LU/ (204)
w’ Q Q

loll o s loll 7 1
pero, como (g — go.u)w' € L, ((§2) con
(g = gow)W'l| @) = llg — gsz,w/Hqu,(Q) < CHQHLZ,(Q)
(Q)" tal que

sabemos por (2) que existe v € L_,

Juevh= [ bg = g
Q Q

< C H(g go,w’ )w HLP Q) < CHQHLZ,(Q)'

satisface

Hd‘ LE(Q)

Por lo tanto,

| Mo =o' = [ eV < WD, 0|51, o) < CIAITAI 0 c0

y reemplazando en (2.0.4) obtenemos (1).

(2) = (3) Dada g € L}, ;(Q) sea v € L_, (€2)" como en (2). Observemos que, en

particular, podemos tomar h € C§°(Q2) en (2.0.2), y por lo tanto, div u = g en ). Luego,
definimos

g; = div (¢ju)

y entonces, tenemos que
g= divu= div (quﬁj) = Z div (pju) = Zgj
J J J

Como supp ¢; C ()} tenemos que supp g; € Q7 y [ g; = 0. Mas ann, por la superposicion
finita de los cubos de la descomposicion de Whitney tenemos que

D <CY g @)

y luego
9117y o < OZ 195123

donde la constante C' depende s6lo de p y n.
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Para probar la otra desigualdad usamos que ||¢;]|;. < 1y [|Vo;|l,~ < C/d;, donde
d; es la distancia de @), a 2. Luego,

otz = [ JosPw = [ 1 div (@u)Pw
@ <
:/ Vo -u+ ¢; divulPw

so(/@

VoillPwt [ o] di u|pw>
j @

u||P
C H—’ + 11915 o
<o ([3l,.q, *Nozar

y entonces, usando nuevamente la superposicion finita de los cubos ()7, se sigue de (2.0.3)

que
Z ||93||LP @) <C ||9||I£,1;U(Q) :

O

Observacion 2.0.5. En algunos casos las tres condiciones son equivalentes, por ejemplo si
w € A,. Lo que se requiere para probar (3) = (2) es la resolubilidad de la divergencia en
los cubos de Whitney.

2.1. Resolubilidad de la divergencia en espacios de So-
bolev con pesos

Como una consencuencia del Lema 2.0.1 y la desigulada de Poincaré mejorada que
obtuvimos antes obtenemos un resultado general que provee condiciones suficientes para
la resolubilidad de la divergencia en espacios de Sobolev con pesos. En pocas palabras, la
ecuacion de la divergencia puede resolverse en espacios de Sobolev con pesos en dominios
de John si puede resolverse en cubos.

Luego obtenemos algunos ejemplos de pesos que no estan necesariamente en la clase
A, para los cuales vale la resolubilidad de la divergencia.

Ademas damos una generalizacion de los resultados de [DMRT] a espacios de Sobolev
con pesos en la clase Aj.

Dado un dominio Q y pesos wy y wy, tales que L2 (Q) C L;, (), definimos
Wyl () ={v: Q= R" : ve Lt (Q), |Dv| € L (Q)},

con su norma natural y

Wormoas: (2) = C5°(Q) N W, (2)
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Teorema 2.1.1. Dado Q CR" y 1 < p < 0o. Sea wy y wy pesos con wy,wj € L'(Q) y
tales que la desigualdad

Q) <C HdWh\ ”Lg/ Q)

w1

vale para todo h € Lp/ (Q) NCY(Q). Asumamos que, para toda g € Ly, ((Q) y todo cubo
de tipo Whitney QQ C Q existe u € Wy woy (@) que satisface

divu=g enQ

lullzz, @) + 1Dullz, @) < Cllglizs, @

donde la constante C es independiente del cubo Q. Luego, para toda g € L, () existe
ue Wy ooy (§2) tal que
divu=g en§

lullzz, @ + 1 Dullzs, @ < Cllgllzz, @

Demostracion. Primero observemos que wqy € L'(Q2) implica que L?, () € L'(Q2), y por
lo tanto, existen derivadas en el sentido distribucional de funciones en L, (€2) y entonces el
espacio WLp (Q2) estéa bien definido. Ahora, como wj € L'(2), podemos aplicar el Lema

wo, w1

2.0.1, y entonces, dada g € L}, ((2) la descomponemos como g = > g; como en (3) del
mismo lema. Por nuestra h1potes1s para cada j, existe u; € W, P o (@) satisfaciendo

. _ *
div u; = g; en @}

lwsllzg, @) + 1Dusll oz, 0 < Cllgillig, -

Luego, definiendo u = Zj uj, tenemos que div u = g. Més ain,
a0+ 1Dl )= | Zuj<x>\”wo<x> ot [ |32 Duf
j
< CZ/ s (@) o) + | Dy (@) wn ()}
<€ [ ool wia)ds < Ol

wy(x) dz

]

Observacion 2.1.2. Notemos que en el teorema anterior puede reemplazarse la resolubili-
dad en cubos por las resolubilidad en bolas.
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2.1.1. Ejemplos

Como ejemplo, veremos que el Teorema 2.1.1 puede aplicarse para resolver la resolu-
bilidad de la divergencia con pesos en Aij’c(Q) y pesos potencia.

Caso Al>(Q)

Sea w € A? (Q) tal que w' € L'(Q), donde © es un dominio de John acotado. Fijado
un cubo ) C 2 admisible por el lema 1.2.9 existe un peso w tal que w|g = w , w € A,(R")
y []a, < cn[w]aeo). Como w' € L'(Q) y w' € Al%(2) entonces vale la desigualdad de
Poincaré mejorada (1.0.1). Con lo cual para poder aplicar el Teorem 2.1.1 bastara probar
la resolubilidad en cubos.

Lema 2.1.3. Sea Q C Q un cubo de tipo Whitney. Dada f € L2 (Q), 1 < p < oo, eziste

u tal que
divu=f en Q : )
x(1 214
1 Dul| 1z @) < Clw ]Azoc(g” 7= 1l

Demostracion. En primer lugar vamos a considerar el cubo unitario, notémoslo @), (basta
considerar un cubo fijo contenido en €2, podemos suponer que es el unitario). Sea w €
A,(R™), luego tenemos que por el trabajo [S| dada f € L2(Q;) con integral cero en Q;
existe u tal que

diva = f
1Dl |12 @1y < CouC(@)| ]z @)

1,1
Ahora veamos que C(0) < [w ]j:x( 71 Citando nuevamente [S] se puede ver que

o0,
ox;
con ||T|| < ||T*|| , T* el operador maximal de un operador 7" que cumple las propiedades

del Teorema 0.0.24 y T es un operador con niicleo en L. Por el Teorema 0.0.33 se tiene
que

(2.1.5)

=Tif + Tof

max

T2 fll2@0) < Carmlila, HfHLP(@l

Ahora a partir de lo que sabemos para el cubo unitario probémoslo para un cubo
cualquiera Q C €. Sea x = Ay con y € Q1 y x € Q. Definimos f(y) = N'f(x) y
w(y) = w(\y), donde w esta definido como en el Lema 1.2.9. Vimos en el Corolario
1.2.14 que w € A, y [w]a, = [W]a,. Luego tenemos que existe @ solucién de (2.1.5).
Ahora definamos u(z) := A'""a(§), se tiene que div,u = f. Por otro lado,

/Q Do) P (x) do — /Q XD (T) Pale) de
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_ / N Dyii(y) [P (y) A" dy

_,max

(Lp%)p —n r3 ~ n
< Colaly 7 [ pamdy
méx(1,L1)p i
= Colal} " [ (st dr
Ahora usando que w|g = w y que [0]4, < C, [w]Aéoc(Q) tenemos el lema probado. ]

Tenemos en consecuencia el siguiente teorema.
Teorema 2.1.6. Sea w € Al°(Q), dada f € LE(Q) existe u tal que
divu=f

méax(1,

1
-=1)
HDU’HL}Z;(Q) S C[w]Aéoc(Q)p ' HfHqu(Q)

La demostracion sale inmediatamente aplicando el Teorema 2.1.1

Caso pesos potencia

Teorema 2.1.7. Sea 2 C R" un dominio acotado y de John tal que 0 € 2, 1 < p < o0,
y—oo<~vy<n(p—1). Sige Ll ,(Q) existe u € Wol’p (Q) tal que

|7,0 SJal7 |

divu=g en§

Y

HUHszl.,(Q) + ||DU||Lfm(Q) < C||9||Lfm(n) (2.1.8)
Demostracion. Primero observemos que , si w(z) = |z|7, luego w' = |z|"771 € L'(Q),
y de las hipotesis ——*5 > —n. En particular foh(Q) C LY(Q) y entonces foho(Q) y
Wol’\ih 2> (2) estdn bien definidos.

Ahora, si —n <y < n(p —1), el peso |z|” estd en A,, y por lo tanto, el resultado fue
probado en [DRS, Page 103|. Aunque los autores de este trabajo solo prueban la cota
para el segundo término del lado izquierdo de (2.1.8), la estimacién para el otro término
se sigue inmediatamente por la desigualdad de Poincaré con pesos (la cual es valida para
pesos en la clase A,).

Por otro lado, para el caso v < —n, procedemos con en el Ejemplo 1.2.20 e intro-
ducimos € = Q\ {0}. Es facil ver que, si ¢ € C5°(Q) N L, (), luego ¢(0) = 0, y
entonces,

Wir Q) =WP ().

0, |z[, [ 0, |z[, [
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Por lo tanto, podemos concluir la prueba aplicando el Teorema 2.1.1 en €. De hecho,
las hipotesis de ese teorema sobre la existencia de soluciones en cubos de tipo Whitney
se verifican facilmente dado que el peso restringido a estos cubos se comporta como
constante (ver detalles en Ejemplo 1.2.20). O]

Veremos que el Teorema 2.1.7 con 1 < p < n puede mejorarse reemplazando el término
HUHLf (@) en (2.1.8) por el término |lull,» (). Para hacer esto usaremos una técnica
@ |z|Y—P

basada en cambio de variables via aplicaciones cuasi-conformes.

Vale destacar que no pueden mejorarse las cotas de las derivadas de u, en general si
¢ € G (9),
1ol @ £CIVEllr (o)

|z|Y—P [z|Y
de hecho, si —n < v < —n+py ¢ es igual a uno en un entorno de 0, el lado derecho es
finito mientras que el lado izquierdo no.

Para —oo < v < —n el resultado del siguiente teorema puede mejorarse utilizando
el mismo argumento del Teorema 2.1.1, y en consecuencia, el caso de interés es para
—n < v < n(p — 1). Sin embargo, como el argumento es independiente del valor de 7,
escribimos la prueba en el caso general.

Teorema 2.1.9. Sea Q C R™ un dominio acotado y de John tal que 0 € Q, 1 <p<n, y
—o0o <y <n(p—1). Dada g € LV ., (Q) existe u € WP (Q) tal que

||7,0 0,|z[7=P, |27

divu=g en§

lullzr @)+ HDUHLT’mw(Q) < CHgHLﬁm(Q)

|z|Y—P

Demostracion. Observemos al igual que en el Teorema 2.1.7 que los espacios Lf’m‘770(9) y
WP (Q) estan bien definidos.

Definimos w;(z) = [z|" y tenemos que wj(z) = |z|* con o = —-2 > —n y entonces,
en vista del Ejemplo 1.2.20, vale la desigualdad de Poincaré mejorada con pesos

1 = P

@ S ClldVhll g -
u71 ’LL)1

Por lo tanto, el resultado serd una consecuencia del Teorema 2.1.1, si probamos la re-
solubilidad de la divergencia en cubos. Probaremos esto en el siguiente lema para bolas
por simplicidad de las cuentas pero el resultado se sigue también para cubos. Lo haremos
para una clase de pesos més general que incluira el caso de estas potencias. O

Consideremos un peso w(z) = |z|?w(x) con wy en A, y 8 variando en cierto rango
a determinar. Consideremos la aplicacion cuasi-conforme y = f(x) = |z|%¢, a > =1y
Jf el valor absoluto del Jacobiano de la matriz diferencial. Definimos los pesos vy(z) =
Tf (@) PP (@) y vi(z) = Jf(x) Pw(@).
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Lema 2.1.10. Sea B una bola , vy y vy definidos como antes con (a«+ 1)p —an < § <
an(p —1). Dada g € L} (B) emste u € Wi (B) tal que

0,V1

divu=genB

ullzz, ) + || Dot (2.1.11)

LY (B ) < CHQHL’U’l(B)

Demostracion. Definimos h(y) = g(z)Jf~(f(z)). Luego, h € Ly op10(f(B)). El peso wo
[t e A, (Ver [CW]). Ademas como f(B) es un dominio de John se tiene la resolubilidad
de la divergencia (Ver [DRS]), o sea, existe v € I/V‘y| rwof-1wos-1,0(f(B)) tal que

divv=h en f(B) (2.1.12)

/ Du(y)P(wo [ dy<c/ WP(wo F)(y) dy,
f(B)

Luego usando la transformada de Piola (ver [DL| para su definicion) definimos

u(@) = Jf(x)DfH(f(x))o(f (). (2.1.13)

Se puede ver facilmente que
divu=g

Observar que si cambiamos variables y = f(x), obtenemos que

/ h@)P(wo F)(y) dy = / 9(2)T F(@)PT f@) 7T f(@)w(z) d
f(B) B

+/B lg(@)IP T f ()" Pw(z) do = /B |g(2)]Pv1(z) da

Ahora, llamemos @ = w o f~! luego

[ et da
< /f(B) 1D, [Dyffl(y)(t]ffl(y))fl} (Df () () Pa(y)J f (y)? dz

] 1P T ) D) )P i)
=1+1I

Como f y f~! son cuasi-conformes tenemos que
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Dy f M)l < CUF )"
(D )7 = 1D (@) < CTf (@)™ = CU M)

Pero se tiene que,
an—1

[DJf(2)] < Cla|™ ™ = [y| =1,

Jfy) <Clyl™= y  Jf(@) = (Jf ()™ < Clyla+ (2.1.14)
Entonces
nm<c | bl dy,
1@

Ahora tenemos que,

ID2FM )l < Clyl™ =5y IDL(F7 W) < Clylo,

con lo cual obtenemos que

I 3/ D )| [P )| @) (T~ ()P io(y) dy
e

< ¢ WP dy
f(Q)

Por otro lado se puede ver que,

\mmwms(/ wwwwwmm@)
f(B)

Con lo cual basta probar que

| ey <c [ bl dy
f(B) f(B)

y utilizando la continuidad de la integral fraccionaria con dos pesos (Teorema 0.0.28)
tenemos que esto vale si se cumple que existe un r > 1 tal que

1

1 1 e o L I r
sgp!QI" (@/Qm W (y)dy) (!QI/Qw (y)dy> (2.1.15)

es finito, donde @) es una bola contenida en B.

Para verificar si se satisface (2.1.15) cambiamos variables. Para el primer término
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1 1
1 / o o 1 et o
a furewan)” = (& [ e @ o)
(|Q| Q Q1 /10
1 / (a+1)pr+ )’}T
— . :L, [0 TN 7" da,;
<\Q! f*l(Q)| : @)
1 a TN s T‘ pf,
_ (@ /f_l(Q) |x’ +1)pr+an+ ( )daf;)

@ = [ray= [ sp@de [
Q F~HQ) S

donde f71(Q) = S. Luego tenemos que

1 >
(@ /Q [y 0" (y) dy)

Por otro lado

Q

S

1 =+

r pr
W/ wipj(ff)|l'|om dl’)
slzlomde Jr-1q)

1
1 _mB -5 o'r
— - @ p—1 an P d
( fsma" — /S &7 2]y 7 () x)

PETrany, T () d:c) N

Tiene que cumplirse que

—(a+1)pr+an+pr>0

O sea
—(a+1)p+an+ >0
entonces
B> (a+1)p—an
Ademas
p—1

1
pr
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entonces es suficiente pedir que % < an. Ahora bien, para que haya un rango de
[ tiene que pasar que: (o + 1)p — an < an(p — 1) , reescribimos esto y nos queda
alp—n—n(p—1)) < —posea ap(l —n) < —p y entonces o > —=.

Ahora para acotar |Q|= (I,)(I3) consideramos dos casos : (1) Q = Br(0) y (2) Q =
Br(yo) con yo # 0

Caso (1): Es facil ver que f~1(Q) = B__1_(0). Luego

Ra+1

— T+ prvrns A SR r -
=CR (R priar 3 B 1 ©] 5 1 (0)w0($)dl’)

Ra+1 Ra+1

an ___ fr 4 n 1 P »r
a+1 a+1)(p—1 « L — P
(R 1 (-1 o fB 4 (o)wo (x)dx

a+1

_C< I \fBL wy(z )dx) (|B i(0)|f3 i (O)w(:pl(x)dac>
R

Ro+1 +1 Ro+1

Como sabemos que wy € A, tenemos por la propiedad (6) de la Proposicion 0.0.22 que
existe r > 1 tal que wj € A, . Con lo cual eligiendo este r tenemos A < oo.

Caso (2): Consideremos dos tipos de bolas: Si |yo| < 2R tenemos que Bg(yo) € Bsg(0)
luego

1 1
1 wr 1 - w7
|BR<yo>|i( |y|-f’w<y>dy) (— w-wy)dy)
|BR( )| BR(yo |BR(yO)| BR(’yo)
1 1
1 1 pr 1 r p'r
< C|B3r(0)|n R d _ v p-1 d
< B (o [ @) (o [ i)

Entonces reducimos esto al caso (1).

Si |yo| > 2R, tenemos que |y| > |yo| — |y — yo| > 3R — R = 2R. Luego

1
1 —pr AT P a—T_ v'r
Bal (e [ )" (g [ o way)
Br(yo) Br(yo)

1
pr T P’T
< RR™ (—1 / w"(y) dy) (—1 / w1 (y) dy)
|Br(yo)l Br(vo) |Br(yo)l Br(vo)

< 00

donde aplicando el Lema 2.3 de [CW| tenemos que @ = wo f~! € A, y entonces existe
r > 1 tal que w" € A,,. O
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Con este lema obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.16. Sea 2 C R"™ un dominio de John, 1 < p < oco. Como antes f(x) =
2|z, con a > —1 w(x) = |z|[Pwy(x), con wy(x) € A, , (a+1)p—an<B<an(p—1)y

vo(w) = Jf(a)' P wmw(z) yvi(x) = I f () Pw(z).

Dada g € L} (), existe u € Wy, . (Q) tal que

»V0,V1

divu=g enf)

lullzz, @) + [ Dullzz @) < Cllgllzz, @)

Demostracion. Observar que por el Lema 2.1.10 tenemos la resolubilidad de la divergencia
en bolas y por la Observacion 2.1.2 podemos aplicar el Teorema 2.1.1. Un caso particular
resulta si wy = 1. Luego, vo(z) ~ |z|*™ P77 v v (z) ~ |#|*"" ™, con lo cual si v =
an(1 — p), teniendo en cuenta que o > —1, llegamos a que v < (p — 1)n. ]

2.1.2. Resolubilidad de la divergencia en dominios acotados ge-
nerales

En esta seccién daremos una condicién sobre un dominio €2 para obtener la resolubi-
lidad de la divergencia en espacios con pesos Aj.

Resolubilidad de la divergencia en L™

Sea 2 C R™ un dominio acotado y v un peso en la clase A;. En esta secciéon veremos

que bajo ciertas condiciones del dominio existe un peso W(x) € L}(Q2) tal que si / € L™
v

y / f =0, entonces existe u solucion de
Q

(2.1.17)

divu= fen
u.v =0 en 02

con

f

v

U
— <C
HW’UHLOO -

LOO

Como mencionamos en la introduccion, la idea es generalizar los resultados obtenidos
en el trabajo [DMRT].
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Definicién 2.1.18. Dada una curva rectificable v definida en [0, 1] tal que v(0) =y y
~(1) = z, notamos () a la longitud de dicha curva. Definimos

dista(y, x) = inf l(y).
donde el infimo se toma sobre todas las curvas rectificables tales que v(0) =y y y(1) = =.

Si elegimos xy un punto de referencia denotamos do(y) a dista(y, zo).

Para poder construir una solucién de (2.1.17) necesitamos elegir adecuadamente una
familia de curvas que conectan a cada punto de 2 con xy. Para ello fijamos una des-
composicion de Whitney de €, {Q,} Denotamos x; y [; al centro y longitud del cubo @),
respectivamente. Elegimos curvas 7; que conectan z; con o de modo que [(7;) < 2dq(x;).
Cuando ; interseca a () reemplazamos v; N Q) por el segmento que une los puntos ex-
tremos. En particular llamamos [z;, Z;] el segmento v; N Q;. Vamos a seguir nombrando
a esta curva ;. Observar que no se aumento6 la longitud de la curva y se satisface que

l(’}/] U Br(m)) <Cr

para todo z € Q y r < %d(x), donde C' depende sélo de la dimensién. Ahora definimos
las curvas 7(y) que conectan y con xy. Fijado y puede pertenecer a més de un cubo de
Whitney pero elegimos uno. Esto es, sea j tal que y € @),;. Ahora conectamos y con ; con
un segmento y luego ; con zy con la curva ;. A la curva resultante la vamos a llamar
v(y). Es claro que conecta y con zy y a cada punto lo notaremos (¢, y) con t € [0, 1]. Por
construccion de las curvas (y) tenemos las siguientes propiedas:

(a) Para todo y € O, t € [0,1], ¥(t,y) € 2, ¥(0,y) =y, (1, y) = 0.
(b)(t,y) — v(t,y) es medible y v(y) es rectificable.

(c) Existe C' > 0, que solo depende de la dimension, tal que para todo x,y € Q y para
todo r < 1d(z)
[(v(y) N B,(x)) < Cr

[(v(y)) < Cda(y).

(d) Para todo € > 0 suficientemente chico, existe ¢ > 0 tal que para todo y € Q,

YY) € Qs
donde Qg = {z € Q,d(z) > s}.

Ahora que tenemos la familia de curvas definida, enunciamos el siguiente resultado.
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Teorema 2.1.19. Sea Q un dominio acotado. Sea v € A°¢(Q) tal que para cierta cons-
tante o« > 0 (a determinar)

7
v(y)dy < Cou(x
d(2)" J oyl L2 d@) W )

donde C' depende de Q El problema (2.1.17) tiene solucion en Q si y sdlo si dg € LL(Q).

Demostracion. Supongamos que (2.1.17) tiene solucion en . Por dualidad y el Lema
1.2.29, resolver (2.1.17) es equivalente a lo siguiente: si g € L1(Q) y K C Q un conjunto
compacto de medida no nula tal que g se anula alli entonces

gllzi@) < CIIW|Vgll|Ly@)-

Usando esta equivalencia vamos a probar que dg € L!(2). Para esto consideremos
f(x) = (da(x) — ro)+, donde 7y es el radio de una bola fija centrada en xy contenida en
Q. Sean z,y € ) suficientemente cerca, luego vale que |dg(y) — do(z)| < |y — x|, entonces
|V f(z)| <1 en casi todo punto. Con lo cual,

/ |f(x)|v(z)dx < / CW(z)|Vf(z)|lv(x)de < C/ W(z)v(z)de < 4o00.
Q Q Q

Por lo tanto dg € LL(Q2). Ahora para completar la prueba asumimos que dg € L1(Q) vy
vamos a construir una solucion de (2.1.17). O

Definimos ahora un peso w definido en €2 (que depende implicitamente de la familia
7) por

v(y) dy

w(r) =

[{yeﬂrdistn(v(y)wKéd(x)}
llamaremos D, = {y € Q : dista(y(y),z) < 3d(z)}.
-1

Lema 2.1.20. Definimos el peso W (x) = d(z)w(z) / v(y)dy | , donde Baw (7)
Bd(z) (:E) 2

es la bola de centro x y radio @. Luego W € LL(Q).

Demostracion. Utilizamos la siguiente notacion / v(y) dy = v(Baw (x)). Sea y tal

2
B@ (2)
que existe ty que satisface distq(v(to,y),z) < @, esto es lo mismo que |y(tg,y) — x| <
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@. Luego tenemos que |y(t,y) — x| < 3d(z) , siempre que |y(t,y) — y(to, y)| < 1d(z).

Esto implica que:

dz) < 4l(y(y) N Bige (vt y)))
1
< 4/0 Y& YL )l < 2aa) A
y por lo tanto,
/W(x)v(x)d:p = /d(m)w(az) (v(B@(:c)))ilv(x)dx
Q Q
< [ [ I 000 (1B () ol o

// (x)/o (M) -al< 2dta (v(B@(:c)))_l dt dy dx

consideremos la integral respecto de z y la acotamos,

-1
/Ql|»y(t,y)—x<zd(x)v($) <"U(BM(93))> dx

2

Observemos que las medidas con respecto a v de By(yt))(7(t,y)) ¥ Baw (v) son compa-
2
rables. En efecto, sea w € 01,

3
V(ty) —wl < o —w[+ |yt y) — 2] < o —w] + d(2)
entonces d(7(t,y)) < 1d(z). Por otro lado,
3
v —w| < |z =yt y)[+ 1t y) —w] < Jd(@) + 1 (Ey) - vl
luego 1d(z) < d(v(t,y)). Ademas

B%d('y(t,y))(’y(t?y)) - Bld(x)(ﬂf)

4

%d(w)B("B) - B4d('y(t,y)) (V(tv y))

Usando esto y que v es doblante tenemos que,

/ v(z)dz < / v(z)dz < C v(z)dz
B%d(,y(tyy»(')/(tvy)) B%d(z)(x) B@ (z)

con lo cual,

IN

[ ttr-asat(e) (xBun @) do < [ 1 asannle) de (vBracopnOE0)

v(z) dx <“<B%d<v<t,y»(7(t7 y)))) ;

IN

B(v(y,t),3d(v(y:1)))
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< O,

donde usamos nuevamente que v es doblante. En definitiva,

[wer@ar < [ [ hwolane i

e / (v ())o(y) dy
< C/ng(y)v(y) dy < oo.

]

Ahora pasamos a construir la solucion de (2.1.17). Por una traslacion y una dilatacion
de €2, podemos asumir que o = 0 y d(0) = 15. Elegimos una funcion x € C§°(Q)

soportada en By(0) y tal que [ x(z)dx = 1. Para cada y € Q, sea 7(y) el menor ¢t > 0

Q
tal que y(t,y) € 0B1,,)(y) (si no existe tal ¢, elegimos 7(y) = 1). Definimos la funcion

%
t— p(t,y) parat € [0, ] dada por:

aly =~ y)| st t<7(y)
p(t,y) = (2.1.21)
wdy(ty) st t>7(y)
2 d(v(r(¥).w))

donde v = =500 Luego a < £ y por construccion tenemos que p(t,y) < 2d(v(t, y)),
de modo que y(t,y) + p(t,y)z € Q para cada t € [0,1] y z € B1(0). En efecto, si t < 7(y),

luego |y —v(t,y)| < 3d(y), lo que implica que p(t,y) < $d(y) y d(y) < 2d(y(t,y)). Sea
v € C°(R"), y € Qy z € By(0). Tenemos que,

o) — plz) = - / Gt ) + Pt 9)2) Vol (b ) + plt,y)2) dt

multiplicando por x(z) e integrando tenemos que
1
o)~ [ox==[ [ G0 +500 90000+ ot ) de
B1(0) Jo

Como / f =0, esto implica que,

/ fo=- / / ) / )Gt ) + 5t 9)2) Vo1t ) + plt,)2)x(2) di dz dy

cambiando z por x = y(t,y) + p(t,y)z, esto queda

/Qfsoz—/Q/Q/OIf(y)VsO(x)G(fr,y)d:rdy
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donde definimos el niicleo GG de la siguiente manera

e =t y) z—7(,y) 1
e = [ (e e B0 ()

Gracias a la condicion del soporte en x, tenemos que

para que el integrando sea no nulo. Luego G(z,y) esta bien definido para = # y.

Lema 2.1.22. FEuxiste una constante C' > 0, que depende de ) y de los caminos vy, tal
que para todo x € )

(mewww@sowumm

Demostracion. De acuerdo a la definicion de p escribimos,

G(w,y) = G1($’y> + G2<x>y)

Gﬂmy%:/ﬂw(%uw+fW@W)@_7@y»)X<m—v@w)) | "

ly —(t,y)| aly =~y y)l ) aly — (@, y)"

_ [ - r—y(ty)] (15 —(ty)) 15"
s = [ [0+ e vt it (Bl ) amm

— t
Primero, estimamos / |G1(z,y)|v(y) dy. Como x (L(y,)) es 1o nulo tenemos
Q

aly —(t,y)]
que,

IN

(I+a)ly —~(t,y)l
1+Oéd(y>

2
d(x)

|z —y

IN

1+«
l1—«

IN

lz —y(t,y)| < aly—7(ty)

(0%
|z — 9

IN

11—«

obtenemos que,

7(y)
Gi(ay)| < CA A ) Lot e oyt il — 3]
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< Clz—y|[™"l(v(y) N B_a_jz—y(z))
como « < £ se tiene que 12|z — y| < 3d(z). Aplicando la propiedad (3)
G2, y)| < Clo =y

y luego,

/ Gi(z,y)u(y) dy < / & — " o(y) dy
Q |z —y|<FE2d(z)

l—«

< / |z —y| 7" o(y) dy
=0 2*(’“*1)ﬁ—zd(x)g\mnyQ—kﬁ—gd(m)
= 1
< C) 27" d(x) / v(y) dy
% (szi_zd(l"))n |z —y| <2k 1E2 4 (z)
1
= Cd(l’)a—/ v(y) dy
(FE5d(@)" Jioyi< )
- 1
T 2~ "D () / v(y) dy
; (2"“}f—§d(x))” jo—y|<2-k 12 g (g)
1
< C’d(m)ﬁ/ v(y) dy + Cd(x) Mipequ(x)
(Fad(x)) lz—y|< 2 d(x)
< Cd(x)v(z) < CW(x)v(x

donde usamos que v € AP<(Q), —d(;)n J

-1

v
lz—y|<1E2d(x)

y que w(z) / v(y) dy > 1 en el altimo paso.
B (z)

d(x)
2

Ahora estimamos / |G2(z,y)|v(y) dy. Por un lado
Q

1
1
G <C y(t,y)|1 ——dt.
’ 2(I7y>| = [(y) |’Y< 7y)| \:c—'y(t,y)|<1—15d('y(t,y)) d(v(t,y))"
.. . . . d(x) . . .
En el dominio de integracion, el cociente m estd acotado por arriba y por abajo
Y Y

por % y por %. Esto implica que,
Gafr,y)| < Cd(a)™1(1(y) N By g (&)

y por la propiedad (c)
|Ga(,y)| < Cd(z)™"

uniformemente en x e y y Ga(x, .) esta soportoda en el conjunto {y dist(y(y), z) < —}
Luego
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[ Gy < caw e [ o) dy
Q {y:dist('y(y),x)<$z>}

-1

1
< cdpta | [ 0@ / L
< CW(x)Migequ(x) < CW (z)v(x)

Ahora verifiquemos que la u propuesta es solucién y que vale la estimacion que bus-
camos.

Teorema 2.1.23. Sea u(z) = / G(z,y)f(y) dy, entonces resuelve (2.1.17)
Q

Demostracion.
@) < [ G W)
/
< [iceanpwa|l|
< CW(z)v(zx) %LOO
|u(z)] /
y entonces —W(x)v(x) <C ol

Ahora veamos que u es solucion, se tiene que

/QuV@:—/Qfso

para toda ¢ € C§°(f2), dado que podemos aplicar Fubini por el lema anterior y por el
lema (2.1.20). Definimos

Ey(Q) = {g € L,(Q) : W|Vg| € L,()} .

Sea g € E!Q), para ¢ > 0 chico definimos f. = flgo. y u.(z) = /G(x,y)fe(y) dy
Q
entonces tenemos que u.(x) — u(x) para todo z € Q y

LOO

ol <!

Por la propiedad (d) existe 6 > 0 tal que supp u. C €5. Més aun existe C'(0) de modo
que
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1

C(5) < W(x)v(x) < C(6) para todo z € Q

/Qus-ng —/Qfsg

y entonces usando la acotacion de arriba y el teorema de convergencia dominada tenemos

que,
/u.ng —/fg
Q Q

Luego se tiene que

Resolubilidad de la divergencia en L2(02)

Una pregunta natural, es si podemos extender el resultado anterior para f € LP2(().
Esto es, queremos probar que existe una soluciéon del problema

(2.1.24)

divu = f en Q
u.v =0 en 0f)

con la estimacion

u
— <C
[ s < M1z
Veremos que bajo ciertas condiciones del dominio se tiene la resolubilidad de (2.1.24).
Para ver esto hay que utilizar que la existencia de solucion de (2.1.24) es equivalente a la

desigualdad de Poincaré con pesos

19— g0l 0y < CIIW IVl iy ()

donde g € E%(Q) = {g o iji,/ W () Vu(z) [PV (z) de < oo}. No haremos la prueba
Q

de esta equivalencia puesto que sale de manera andloga a la equivalencia (1) < (2) del
Lema 2.0.1. Luego de esto, se puede ver repitiendo las ideas de la Proposicion 1.2.36 que
si vale la desigualdad de Poincaré (Py) vale (P, ). Entonces tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.1.25. Sea 1 < p < o0 y Q C R" un dominio acotado. Asumamos que
do € Ly(Q). Luego, si f € L ((Q) con v € Ay, eziste una funcidn u a valores vectoriales
tal que

divu=f en
w.v =0 en 02

que satisface la estimacion

u
— <C
HW‘ Ly — 17

donde C > 0 sdlo depende de Q2 y de la eleccion de caminos 7.

L3 ()
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Demostracion. Como v € Ay y dg € L1(Q) por el Teorema 2.1.19 tenemos una solucion
de (2.1.17). Pero sabemos que esto es equivalente a la desigualdad de Poincaré (P;). Con

lo cual tenemos la desigualdad (P,) y por lo tanto tenemos la resolubilidad del problema
(2.1.24). O

Estudiaremos como se comporta la funcion W en el caso de un dominio s-John.

Ejemplo 2.1.26. Recordemos que en Preliminares definimos los dominios s- John. Para
estos dominios es posible elegir la familia de curvas v(y) de modo que no so6lo se cumple
(a)-(d) si no también

d(y(1,y)) =2 C7°

para todo 7 € [0,1((y))], donde 7 es la longitud de arco y I(y(y)) es la longitud total del
camino y(y). Ademas vimos que las longitudes de las curvas estan acotadas. Con lo cual
dq es una funciéon acotada y por lo tanto dg € L1(£2). Entonces tenemos la resolubilidad
de (2.1.17) y (2.1.24). Con esta eleccion de las curvas tenemos que

W) < d()o (B, (@) v <Bd<2z>(ac)>_1 | (2.1.27)

En efecto, sean x,y € Q tal que distq(y(y),z) < 5d(x). Entonces existe 7 € [0,1(v(y))]

que verifica,

1
2

1
(r) — 2l < (@)

y en Consecuencia,

78 < Od(v(r,y)) < Cd(x).
Ademés,
< |y =7yl + h(ry) — =l
< 7+ gd(e) < Cd(a)}

<
|

=5
N

luego y € BCd(x)%(x), con lo cual
Pero

W (@) = d)e@) (v(Bun () < d@)o(Buy, 1 () (o(Ban (@)

Resolubilidad de la divergencia en espacios de Sobolev con pesos

Por la seccion anterior sabemos que dado un peso v € A; si dg € L1(Q) entonces vale
la desigualad (P,)

11 ey S NIWIVAL g (2.1.28)
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donde f € Lﬁl,O(Q). Vamos a introducir un peso constante en los cubos de la descom-

posicion de Whitney. Fijemos un cubo Q;, si x € @} definimos W(w) de la siguiente
manera B
W(z) := sup W(y).

yeQ;

Es claro que W (z) < W(z) con lo cual podemos reemplazar W por W en la desigualdad
(2.1.28). Esta desigualdad nos sera de utilidad para probar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.29. Sea Q un dominio acotado tal que do € LL(SY), donde v € A;. Luego
dada f € LP(Q) existe u € WP (Q) tal que

oW=P,0
divu= f en
Du
— < Cllfllzz
‘ Wiz )

Demostracion. Siguiendo la demostracion del Lema 2.0.1 se puede ver que la desigualdad
(2.1.28), reemplazando W por W, implica la descomposicion de f como suma de funciones
Jf; soportadas en cubos Q7 con integral cero de modo que

Z/ 152" = Z /If )Pu(z (2.1.30)

Ahora bien como v € A; para cada f; existe una funcion u; € W;g(@j) tal que div u = f;
y ||DujHLg(Q;) < C’||fj||Lg(Q;). Ahora definamos u =}, u;, es claro que div u = f.

Por otro lado

| Du()?

IN

| Du; () [”
oS [ @ < Iz

IN

donde usamos que W es constante en @} y la desigualdad (2.1.30). [
Observacion 2.1.31. En el caso de un dominio €2 s- John podemos reemplazar en el resul-
- —1
tado anterior W por d(x)v <B0d(1)% (x)) v (BM)(I)> . En efecto, por el Ejemplo 2.1.26
-1
tenemos que W(z) < d(x)v (BCd(x)%(x)> v (BM (x)) . Luego se tiene la desigualdad
—1
(2.1.28) reemplazando W por d(x)v <BCd(I)% (x)) v (BM (a:)) . Ademés es facil ver que
este peso es constante en cubos de Whitney. Para ver esto, basta observar que si () es un

cubo de tipo Whitney y z,y € @Q entonces |z —y| < Cpd(z) y d(z) = d(y). Con lo cual
podemos repetir todos los argumentos de la demostracion anterior.
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2.2. Desigualdad de Fefferman-Stein

Definimos la funcién maximal sharp

1
# — q _

Q>3x

Una desigualdad fundamental para el estudio de la continuidad de los operadores
integrales singulares en LP con w € A, es la llamada desigualdad de Fefferman-Stein:

/ Maf(@)Pulz) < C / M () Pu(a) (2.2.1)
donde |
Myf(x) = su — d
R /Q )l dy

es la funcion maximal diddica. Como consecuencia se obtiene
[lr@Pu) < [ 1m? @l

Como ya mencionamos en la introduccion esta desigualdad fue generalizada en [DRS]
para dominios () acotados y de John. Los autores introducen las siguientes maximales
para o > 1

Moo f(z) = sup ﬁ /Q W) dy,

Q3x:0QC

ME, f(z) = sup ﬁ /Q ) — ol dy.

Q3x:0QC

donde fp = . Ademas fijado un cubo @) se definen las maximales restringidas al
Q
Q

1
Q)
cubo

1
Ma,fx) = s oo [ 5]y

# - i _ d
M )= s o [ 15)~ foldy

y se obtienen los siguientes resultados de [DRS].

Lema 2.2.2. Sea Qo C R" un cubo , 1 < p < oo, w € Ay y f € L'(Qy). Si M#0,1f €
LP (Qo) entonces

1 p
[ Mansru<c [ Mg, e (g7 [ 111)

Como consecuencia de este lema los autores obtienen el siguiente teorema.
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Teorema 2.2.3. Sea Q) C Q un dominio acotado y de John. Sea 1 < p < oo, w € A,
fer, (Q)yo>1. 5 Mﬁof € L2 (), luego

loc

Lf = fallee, o) < ClIME , fllz o

Para obtener este resultado los autores utilizaron la descomposicion de funciones en
LP (Q) y el lema anterior. En este trabajo obtenemos una generalizaciéon de este resultado,
es decir que lo extendemos a una clase més general de pesos. Para esto también utilizamos
la descomposicion y generalizamos el lema anterior (Ver [DRS]).

Definimos la funciéon maximal sharp local

ME f(x) = sup ﬁ /Q () — fold

zEQC

donde el supremo se toma sobre todo los cubos tales que diam(Q) < ~vdist(Q,02) para
algin v < 1 fijo.

Lema 2.2.4. (Lemma 3,[I]) Sea Qo C R"™, diam(Qy) < ~ydist(Qo, 0Q), para algin v < 1.
Si f € LY(Qo), para cada o > |flg, existen cubos Q5 € Qo, j €N tal que

1
Q5] Jae

(a) a < lf| <2 a.

(b) Sia > B > |flq,, luego cada cubo QF es un subconjunto de la familia {Qf 1j € N}.

(¢) |f| < aen Qo {UQ?‘}
(@) J@5 € IMauf > a}

(e) {Mq,f > 5"a} c | J5Q¢

Observacion 2.2.5. Los cubos () pueden elegirse de modo que los cubos 5@ también
sean admisibles. Para construir estos cubos definimos inductivamente las familias My,
k =0,1,..., de subcubos abiertos de Qo. En primer lugar My = {Qo}. Ahora supongamos
que M}, es una familia dada, entonces subdividimos cada cubo en 2™ cubos iguales. Estos
cubos subdivididos forman la familia M. Sea M = |J, M}, luego los cubos de M son
disjuntos o bien uno esta contenido en el otro. Ademas cualquier cubo Q € M inicia de
manera unica la sucesiéon creciente de cubos de M tal que
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Q=QCQ-1C ..CQ:1C (2.2.6)
donde Qs € My s =0,1,..1 y |Qs| = 27°"|Qy].

Ahora a partir de esta familia de cubos construiremos los cubos Q. Sea Q € M
1 1
arbitrario, luego Q) € {QJO‘} siy solosi a < —/ lfly
Q1 Jq Qs Jo.
Se puede ver que se satisfacen las propiedades del Lema 2.2.4.

Lema 2.2.7. Sea Qy CQ, 1 <p<oo, we A%(Q), y f € LYQy). Si Mgof € L2 (Qo),
luego Mg, f € LP(Qo) y

Ifl<a,s=0,1,...01—1

/ Mo, flPwde < C ]./\/lgoﬂpw dx + Cw(Qy) <L |f] dx)p

Qo |Q0‘ Qo

Demostracion. Como w € A;S. (), w es doblante se tiene que w(5Q) < cow(Q). Mostra-
remos que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que,

w({Mg,f > 5"a}) < cquw ({M#Of > 504}) + coew ({ Mg, f > 27""'a})

para toda f € L'(Qo) vy todo a > 2" f| .. La constante ¢ depende de €, n y w. Usando
el lema anterior y que w es doblante, basta probar que

Zw(Q?‘) <w <{Mgof > 504}) +ew ({Mg,f >27"""a}).

Fijemos Q € {Q;ﬁ*n*l 1j € N}, como w € AY(Q) existe e5 > 0 tal que si E C Q y
|E| < €9|Q] luego w(E) < 5w(Q) donde g9 sélo depende de € y w. Por (a) del lema

anterior se tiene que |f|g < SR |f|dz > «, y esto implica que

Q] /Q;‘

1
|QF ]

(6] (6]
|f = 1fleldz = / flde—|flgza—3 =3
Q5 Qs

1
|QF

para todo j € N. Multiplicando por |Q$| y sumando sobre todos los )} contenidos en @Q

tenemos que
S 1@t o [ 15 flelr

Q5 CQ

Ahora consideremos dos casos:

|Q| / ‘f |f’Q‘dx < _62

Luego Z Q5| < &2|Q]. Por eleccion de e, Z w(QF) < ew(Q), donde usamos
Q5 CQ QsCQ
que los Qf son disjuntos.
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1
2. @/ lf = |floldz > %52- Esto significa que Mgof(x) > da para todo x € Q,
Q

. €9 . 7# ot _
donde 0 = Ok En particular, ) C {MQof > 5a} y Q;Qw(Qj) <w(@)=wl@nN

{ME, 1> 0a}).

Juntando este resultado obtenemos,

S (@) <w(@n {Mgof > 5a}) + ew(Q).

QrcQ

Como a > 2"t f|o, vemos que sumando en la tiltima estimacion sobre los cubos disjuntos
Q e {Q?‘Q‘"‘l 1] € N} todos los cubos de {Q;’ 1] € N} estan contados exactamente una,
vez y asi tenemos lo que queriamos probar. Ahora,

I :/ (Mo, fPw(z)de = p/ trtw({r € Qo : Mg, f| > t})dt
Qo 0

= p5" /000(5”u)p_1w({$ € Qo: | Mg, f| > udb"}) du

IA

pd" /00(5”u)plcow({x € Qo : Mo, f* > du})du
0
+ pd” /00(5”u)p_1005w({x € Qo: Mg, f>2"""u})du
0

f(@)[Pw(z) dx

A
(@
3
he]
(%Y
=
T
S
S
o
O
o

= 7 () [Pw(x) de
—C/QO|MOf()| (2)d

+ coepS”/ (5"2" P tw({x € Qo : Moy f > t})2" T dt
0
= [I+11I.

Vamos a acotar 11,

IIT = pbicee / 2"t s (52 )P ({z € Qo 1 Mg, f > 5"s}) ds
0

_ ¢ / oI5 (5 ) (€ Qo s My f > 5s)) ds
|

flag

|f|Q0
+ C’/ 25T (52" )P lyw({x € Qo : Mg, f > 5"s}) ds
0

— A+B
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pero B < |f| |f|Q0 w(Qo) = cw(Qo)]fVéO. Por otro lado

A = coe2 P / Mo, fIPw da = coe2"FIPT

0

con lo cual eligiendo ¢ tal que 1 — ¢pe2*YP > (0 obtenemos que
I < Cw(Qo)lf15, +c/ | MG, f|Pw de.

O

Lema 2.2.8. Sea QQy C Q, tal que diam(Qo) < ~dist(Qq, L) para algin v < 1. Sea
w e A(Q) y f € L{(Qo). Si MP, f € LE(Qo), luego f € L2 1(Qo) y

1122 ooy < ClIME 1l oo

donde la constante depende sdlo de p y w.

Demostracion. Como f= |f|ldy < /\/lgof(m) para todo x € )y. Entonces

=0,
Qo |Q0’
elevando a la p e integrando respecto de w(a:)dx:

w(@) (15 Qo\f\dﬂf) < [ MG fPua) s

y entonces usando el lema anterior,
/ (Mo, flPw(z) de < C'/ |M#0f|pwdx.
0 0

Como |f| < Mg, f para casi todo x € @y se obtiene la desigualdad deseada. O

Teorema 2.2.9. Sea w € A(Q) y w € L*(Q). Supongamos que vale la descomposicion
en LP,(Q). Entonces tenemos que vale la desigualdad de Fefferman-Stein

1f = fallzzg) < ClIME .o fllin@) (2.2.10)

Demostracion. Sea h € LZ, 0(£2), entonces podemos descomponerla en suma de funciones
h; soportadas en cubos Q7 tal que,

1/p
(Z”hHm ) ~ Clklly, (o

>0

Mas aiin, sélo finitos sumandos son no nulos. Observemos que / fh esta bien definida.

Ademas solo finitos h; son no nulos y / h; dx = 0, entonces tenemos que:

®
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J=tam= [ =3[ fu - ;/@z(f—f@)hi
< ZHf—sz
CZ M f 122

< O Ixe: Mol

1/p 1/p
(Z HXQfMic,Q.ﬂ iﬁ(Q)) <Z HhiHLZ,O(Q:))

< CHMl#oc,QfHLfU(Q)HM|Lp//O(Q)

ERCHLLCL AR

IN

h/’L / *
ey, @0

i

/

IN

donde usamos la superposicion finita de los cubos QF y que Mg*f(a:) < XQ;M?SC’Q]‘(:E).
Con lo cual,

/(f — fa)h < C||Mtc,ﬂf||Lfv(Q)||h||Lp,/ o)

y entonces por dualidad,

I1f = fallre @ < C’|Mic,9f\|L€J(Q)
O

Ejemplo 2.2.11. Como ejemplos de pesos para los cuales vale el Teorema 2.2.9 tenemos
los pesos potencias positivas. En efecto, sabemos que estos pesos estan en la clase A%¢(Q).
Ademas la desigualdad de Poincaré mejorada vale para cualquier potencia positiva y apli-
cando el Lema 2.0.1 tenemos que vale la descomposicién con cualquier potencia negativa
y entonces podemos aplicar el teorema anterior para cualquier potencia positiva.






Capitulo 3

Estimaciones a priori

En este capitulo obtendremos estimaciones a priori de soluciones de sistemas elipticos
generales en espacios de Sobolev con pesos en la clase A,. Si bien estas estimaciones ya
fueron obtenidas en [DST1] y [DST2]|, daremos una demostracién mas simple. Més atn,
daremos como depende del peso la constante de las estimaciones a priori. Ademas para el
caso de la ecuacion de Poisson estudiaremos el caso radial en la bola unitaria. También
proponemos dos condiciones suficientes para que valgan las estimaciones a priori con dos
pesos para un problema eliptico general. Por altimo, obtendremos una condicién necesaria
para un peso para que valgan las estimaciones a priori de la ecuacion de Poisson en el
caso del laplaciano o potencias del laplaciano. Una parte de lo obtenido en este capitulo
se encuentra en [CD]

3.1. Operadores elipticos generales
Consideremos el siguiente sistema

Lu = fen

donde 2 C R™ es un dominio acotado, £ es un operador definido en €2, uniformemente
eliptico en el sentido de [ADN] de la forma:

L= > agx)D]

0<|8|<2m

y los operadores B; son operadores diferenciales de orden m; < 2m — 1 definidos de la

siguiente manera
Bj = Z bja(lC)Dg

|| <my
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donde los operadores B; satisfacen la condicion de complementaria del trabajo [ADN].
Ademaés asumiremos las condiciones dadas en |K]|, si ¢y := max;(2m — m;),

Ao € CUTHQ) | bje € CPTHON) (3.1.2)
con 3
0> by, for n>3
L=gte on s (3.1.3)
0y >2(0y+1), for n=2
y
o0 € chraml, (3.1.4)

Bajo estas condiciones existe la funciéon de Green G y la solucion u esta dada por

u(z) = / Gl 9) 1 (y) dy. (3.15)

Usaremos las siguientes estimaciones de la funcion G que fueron probadas en [K]

Teorema 3.1.6. Para |y| =2m y 0 < a < 1, bajo las hipdtesis (3.1.2), (3.1.8) y (3.1.4)
existen constantes que depende de L, B;, ) y n tal que

m Si2m —n— |y — |1 <0
| DY DG, y)| < Cla —ym 7m0l
Si2m —n—|y|— |y >0
| D} DG (z,y)| < C.
Si2m —n—|n|—|pl=0
| D1 DPG(x,y)| < Cllog |z — y|.
w Sid=2m—n—|n|—|n,0<a<l
| DY DG (x1,y) — DI DY G2, y)| < C'lay — 25| (I:m —y[ o+ e — yl““)
para \ < 0.
|D)' DG (x1,y) — D} D)G(xs,y)| < C
para A > 0.
| D2 Dy G, yn) = DI DG, )| < Clys = el (o =™ + o — o)
para A < 0.
|D) DY G(x,y1) — D' DG (x,12)| < C

para A > 0.
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La constante C' puede variar en cada desigualdad.

Para obtener las estimaciones a priori la parte més dificil es acotar D7u para |y| = 2m.
Luego comenzaremos estimando primero las derivadas de orden inferior.

Lema 3.1.7. Si u es solucion de (3.1.1) entonces
|DMu(z)] < CM ()

donde |y| < 2m — 1 y la constante C' depende sdlo de 2, n y de L.

Demostracion. Observemos que si v es tal que |y <2m —1

Du(z) = / DIG(x, ) f(y) dy

Veamos que

|DMu(z)] < CM[f(x)

Para ver esto, separamos en dos casos:

I.2m—n—|y|#0

2.2m—n—|y| =0

En el caso (1) tenemos dos posibilidades: Si 2m —n — || < 0 se tiene que:
IDIG(x,y)| < Clo =y

Entonces

Dhu(z)| < / Cl -y | £ ()] dy

Ahora si § = diam(£2) entonces

1<c DY | LT
N le—yl<o |z — y|n72m+hl o J 27D 6<|e—y|<2ks [T — yl”’2m+h\

- 1
= CZ (62— (k+1) yn—2m-+]3] /|J:—y|<2k5 |f ()] dy

k=0
< CMf(x) Z 9 (k+1)(2m—n—|7)|
k=0

= OMf(x)
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dado que la serie es convergente.

Por otro lado, si 2m —n — |y| > 0, se tiene
D) <€ [ 15wl dy < CMf(@)
Q

En el caso (2) se tiene que

|D3G(2,y)| < Cllog |z —y]|
pero usando que |log |z — y|| <

las coronas como en el caso anterior y obtener que |DJu(x)| < CMf(z).

Lema 3.1.8. Si u es solucidn de (3.1.1) y |y| = 2m entonces

Du(e) = v [ DIG.) () dy-+ (o) (o)

Demostracion. Sea ¢ € C5°(£2),

(00 [ D2c@answans) = - [ ([ peciniin) oo

- /(/Dmy >d)f<y>dy
-

donde |a] = 2m — 1y Ho(y :/Dany
O

Clz — y|*™™. Ahora sea Q. := QN {|r — y| > &}, entonces

— s Y « 5 — Y
Ho) = (= [ DG et [ D6t o= ac)
= hm (I+11).

Analicemos la integral (II). Sumando y restando ¢(y)

o 5@ o . fi_yz‘
= /If | DUGE DI e /6 DGO ~ o)
= ¢(y)H1(y) + Hacd(y)

Pero h’r% H, . (y)¢(y) < 400 en efecto
E—

Y Z_:1771
|H(y)| < C € —yl' M dE = C—= = C.
|e—yl=e €

< ﬁ’ donde € < n, se puede utilizar el argumento de
r—y

O

¢(z)dr < oo dado que |DSG(x,y)| <

dg
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Por lo tanto h’rr(l] H (y)o(y) < c(y)o(y), donde
E—>

& — Vi
= lim DYG(E, y d
C(y) El—>0 eyl=e (6 ) ’é- _ ’ 5

Mas atn llamando z = £ — y se puede ver que ¢ no depende de y.

Por otro lado,

o) < [ IDGEwlole) ol

< C - 1€ = yI" "I VEllclé — yl d§ = C|IV] | — 0
e

con lo cual HI% Hs . ¢(y) = 0. En definitiva, llegamos a lo que queriamos probar. O
E—r

Observemos que con este resultado si queremos acotar la norma en L () de DJu
para |y| = 2m tenemos que la norma del segundo término se acota facilmente. Con lo
cual, resta acotar la norma del primer término. Para esto necesitaremos algunos lemas.
Como primer paso definimos el siguiente operador integral singular

,(2) = [ DIG(a.y) () dy, donde | € C3(9),
Lema 3.1.9. Para todo s > 1 se tiene que
ME(T, f)(x) < CMIFI)Y* ()

donde ./\/lg es la mazximal sharp restringida a €.

Demostracion. Extendemos a f como cero fuera de 2. Sea () C €2 un cubo tal que xz € Q)
y @ un expandido de ) por un factor 2. Escribimos f = fi + fo, con fi = fxo- ¥
elegimos a = T fo(x). Entonces,

o L iw =y < / T 11y |dy+|Q| T, faly) — T, folo)] dy
= (1) + (29).

Por un lado como s > 1, sabemos por [ADN]

(i) < (r;/gmfmy)rs dy)l < (|Q|/|f1 ) dy)i

@
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Por otro lado

(@) = ﬁ/QIwaz(y)—waQ(:c)my (3.1.10)
— ﬁ/@‘/DgG(y,Z)fz(z) dz—/DgG(x,z)fg(z) dz| dy  (3.1.11)

: . —DIG(x, 2 | dz
@/Q/(Q*)C‘Dw(;(y’z) DYG(x,2)| | f2(2)] dzdy (3.1.12)

IN

acotando la diferencia de adentro de la integral
[D}G(y, 2) = D}G(x,2)| < C'ly — | (ly — 27" " + |z — 2| 7"

con 0 < o < 1. Si usamos que |y — z| & |z — z| y que |z — z| > (3) [(Q) acotar (it) se
reduce a acotar la siguiente integral:

el / / iC(z|>“+a dz dy.

Tenemos que,

m < [ ﬂp«f)“%dz
- cer = /2k1<Q><|x—z|<2k+1Z(Q> % *
< U 3 gy |
_ cx(@)agjl pe el N UCIES
< o kil 2R MF(x) < CMF(x) < CM(F) ()

Ahora veremos que el operador T, es continuo en L2 (€2)

Proposicién 3.1.13. Si1 <p < ooy f € C°(Q) entonces ||T, fl|rz ) < Cllfllee @)

S 1
Demostracion. Notemos T, f := @/ T, f(z)|, tenemos que
Q
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/|T7f—m‘pw(x)dx < C’/ ‘Mg(Tfyf)‘pw(x)dx (3.1.14)
Q Q
< C’/Q(M|f|s)i(x)w(x) dx (3.1.15)

donde en la primera desigualdad usamos el Teorema 2.2.9 y en la segunda la estimacion
puntual del Lema 3.1.9 para s > 1. Pero sabemos que existe s que depende de w tal que
P

l<s<pywEe Ag y usando la continuidad de M en L obtenemos de 3.1.14

/\va( ~ T w da:<C’/]f

Ahora,

[ s@r e < [ 7@ - T5 @+ [ [T} 0 da

< ¢ [1r@r v / 77 o) de )

con lo cual nos falta acotar el altimo término. Pero,

/\T FINw da:—/ w(z)dx [T, f|"

como el peso w es localmente integrable se tiene que

/Qw(x) dr < o0

T < ClfIEy - (3.1.16)

luego es suficiente probar que

Por [ADN] se tiene que 7., f € L® para todo s > 1. Luego, tomando 1 < s < p y usando
la desigualdad de Hélder primero con s y luego con £, obtenemos

77 < (i [ msr )
< c(,—é, / |f<ac>\5dac)l
1

@ =

VAN
N
=
—

Py

)

S

=

=
N————

S
N
2|~
S~
=3
8
S~—
ﬁI
lcn

QL

8
~~

3
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eligiendo s tal que w € Ar se tiene que el ultimo término es finito, y por lo tanto, se tiene
(3.1.16).

]

Teorema 3.1.17. Asumamos las hipdtesis (3.1.2), (3.1.3) y (3.1.4). Luego, si 1 < p <
oo, w e A,y fell(), eriste una constante C' que depende de L, B;, 2, n y w tal que

HU’HWE]""”(Q) <C HfHLPw(Q)

Demostracion. La demostracion es inmediata aplicando el Lema 3.1.7, la continuidad de
la maximal de Hardy-Littlewood en L? (Q2) (Teorema 0.0.23 ) y la Proposicion 3.1.13. [

3.1.1. Teorema A, para las estimaciones a priori

Es posible obtener como depende de [w]4, la constante C' de la estimacion a priori
(3.1.28). Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.18. Sea w € A, entonces vale que

max

()
waey < Clwly "7 llis @)

||l

donde C depende de p y n.

Demostracion. Por el lema 2.3 de [DST1] se tiene que

|Du(z)| < CMf(x) (3.1.19)

si |y <2m—1y
| DYu(z)| < C(T" f(x) + Mf(x) + f(z)) (3.1.20)
si |y] = 2m, donde T* es el operador maximal de un operador de Calderén-Zygmund.

Entonces, aplicando la desigualdad 0.0.31 para la maximal de Hardy-Littlewood y el
Teorema 0.0.33 para el operador T, tenemos que

max

(1,54)
lullwzr@y < Clwly, "Vl
donde la constante C' s6lo depende de p , de n y de T. O

Observacion 3.1.21. Vale destacar que es necesario utilizar el Lema 2.3 de [DST1], pues
no pudimos hallar la constante siguiendo nuestra demostracion.
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Ahora bien, ademaés es posible probar que el exponente de [w]4, es sharp en la de-
sigualdad (3.1.1). Para ello necesitamos un resultado del trabajo [LPR] e introducir las
siguientes definiciones: dado un operador T" acotado en L” definimos

Qo 1= sup {a >0:Ve >0, limsup(p — 1) °||T||r» = oo} (3.1.22)
p—1
y
- : tm sup L Llze
Ar i=sup{ A >0:Ve>0,limsup —— =00 o (3.1.23)
p—oo PTF

Con estas definiciones podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.24. Sea T un operador (no necesariamente lineal). Supongamos que para
algin 1 < p < oo y para todo w € A, tenemos la desigualdad

IT]].z, < Clul,

Luego [ > max (AT, a—T>

p—1

Ahora veamos como utilizar este teorema para probar que el exponente max <1, p%l)

es sharp. Llamemos [ al exponente sharp para el cual

lullzr ) < Clold, lIfllos ).

Por la desigualdad (3.1.1) tenemos que [ < méx (17 ﬁ) Por otro lado por el Teorema

3.1.24 se tiene que § > max </\T, %), donde en nuestro caso T es el operador dado por

u o sus derivadas. Por ejemplo, consideremos el operador D7u donde |y| = 2m . Ahora
notemos ao, ¥ Agm a (3.1.22) y (3.1.23) respectivamente en el caso de nuestro operador.
Luego para calcular ag,, y Mgy, debemos estudiar las normas ||D7ul|» cuando p — 1y
p — 00. Recordemos que por [DST1, Lema2.3| tenemos las desigualdad (3.1.20). Luego,
utilizando esta desigualdad es inmediato que el operador DVu es de tipo débil (1,1) y
continuo en L2. Utilizando el Teorema de interpolacioéon de Marcinkiewicz se tiene que
para 1l <p <2

p
(p—1)(2-p)

Por otro lado tenemos que T f(x) < M (T f)(x) y usando que M esta acotada indepen-
dientemente de p cuando p — oo se tiene que

1
P 1
|1D7ul| s 52( ) ||f||Lp%E||f||Lp cuando p — 1.

[D7ul|» < Cpl|f]|» cuando p — oo

Resta ver que ||DYul|z» > C’IﬁHfHLp cuando p — 1y ||D"ul|» > Cpl|f||rr cuando

p — oo. Para ello daremos en cada caso un ejemplo. Recordemos el Ejemplo 3.2.4 de la
seccion anterior
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Au = f en B(0)
) 3.1.25
a_z = 0 en 0B, (0) (8.1.25)

donde consideramos en este caso fs = X[oﬁ]f% para ¢ suficientemente chico. Notar que
|| fsllzr = 1 Luego u(x) = uo(|z|) = uo(r), es tal que

)
(1 — n)r_”— si r>90
0?u n 3.1.26)
2z = ) | o
- si r <.
n
Sid< % entonces
2, |P 1
s<|z|<1 dr? 6 p—1

con lo cual podemos concluir que || D?ul|» > O

Por otro lado, sea n = 2 y como antes r = |z|. Consideremos el problema

dxy
u=0en 0B;(0).
Luego u = zylogr y entonces g%gy = logr + v donde v es una funcién acotada. Por un

lado tenemos que

Do

1 27 ‘
||f||§p(31(0)) = 5/ cos? fsin? 6 df <
0

Por otro lado,
0%u
00y

con lo cual se sigue que Cpl||f||zr < ||D?ul|z» cuando p — oo.

1
m27r/ rlog? rdr ~p cuando p — oo
0

Ahora usando que ||D7Vu||» = IﬁHfHLP cuando p — 1y |[D7u||z» = pl|f]||z» cuando
p — 00 tenemos que por su definicion as,, = A9, = 1 y entonces se sigue que § =

max (1, L>
o

- ) obteniendo asi el exponente sharp de (3.1.28).

3.1.2. Estimaciones a priori con dos pesos

Sea (w,v) un par de pesos definidos en R™, Q@ C R™ un abierto acotado. Queremos
dar una condicién suficiente para que valga la siguiente estimacion
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[ullyzr) < Clfllp@ (3.1.28)

donde u es solucion de (3.1.1) y C' es una constante que depende de p, n, w, v y el dominio
Q.

Definicién 3.1.29. Sean (w,v) dos pesos. Diremos que (w,v) € A, si

sup <| il / w(r) da;> " (ﬁ /Q v/ (1) dx)l/p/ < o0

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q@ CR" y 1 < p < o0.

Daremos una condicion suficiente para que valga la estimacion (3.1.28). Esta condicion
fue introducida por Neugebauer en |N].
Teorema 3.1.30. (Theorem 3 [N]) Dado un par de pesos (w,v), exviste w € A, con

aw <w < cou sty solo si existe r > 1 tal que (W™, V") € A,,.

Con este resultado obtenemos una condicién suficiente para la continuidad de los
operadores integrales singulares y el operador maximal de Hardy-Littlewood con dos
pesos.

Teorema 3.1.31. Si (w,v) son tales que existe w € A, tal que cyw < w < cyv, el
operador mazimal de Hardy-Littlewood M : LY — LY T : LP — LP un operador integral
singular como en el Teorema 0.0.24 y T, : LY — LY son conlinuos.

Demostracion. Veamos el caso de M, para Ty T, sale de manera andloga.

(/IMf(:c)I”w(x) d:c>1/p < (/|Mf(x)|p@dx)l/p

< (/ |f(2)]F w( dx) continuidad de M con pesos A,

o(forsins)”

Teorema 3.1.32. Sea u solucion del problema (3.1.1). Supongamos que (w,v) es un par
de pesos tal que (w",v") € A, para algin r > 1. Luego vale

IN

]

”unimm(Q) <C HfHLg(Q)
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Demostracion. Sabemos que si (w",v") € A, la maximal M y el operador T, son opera-
dores continuos. Vimos que

|DYu(z)] < CM ()

para [y| <2m—1y
DVu(z) =T, f(x) + c(z) f(z)

si |y = 2m. Ademéas w < Cv por el teorema de diferenciacion de la integral y entonces
obtenemos la estimacion a priori.

]

Observacion 3.1.33. Existe otra condicion, introducida por Fujii en [F], que es suficiente
para la continuidad de M y de T™ , donde T" es un operador integral singular de Calderon-
Zygmund como en el Teorema 0.0.24. Diremos que (w,v) satisfacen la condicion W), si
existen a € (0,1), By Cp € (0,00) tal que para cada cubo @) y para todos los subconjuntos
EyFdeQcon ENF =0y |F|>alQ| se tiene que

/E w(z) dz (’712‘ / . o7 (1) d:z:)p < Gy (%)B /F o () dz < o0

donde 1 < p < 00 y ¢(n, ) es una constante mayor que 1 dependiendo sblo de n y a, que
es creciente con respecto a a. Es facil ver que si (w,v) € W, entonces (w,v) € A,. Fujii
probd que si 1 < p < 0o y(w, v) satisface la condicion W, entonces

1T f]

wt, < Cllfllze y [IMF

w

1y, <Ol Sy

donde la constante depende de Cy, a, 3, p, y n. En el caso en que L= —A o (—A)™ se

tiene que valen las estimaciones a priori con un par de pesos (w,v) € W,. En efecto, por
ejemplo en el caso de £ = —A usamos que

u(a)| + | Dayu(z)] < CMf(x)

| Dy u(a)| < {T*f(x) + M[(x) + | f(2)]}

donde T* f(x) = sup

e>0
definicion de la misma ver la proxima seccion).

/ Dyo,I'(x —y) f(y)dy| y T es la solucién fundamental (para
|lz—y|>€

Cabe destacar que en [F| se construye un par de pesos (w,v) que satisfacen la con-
.., . ) , .
dicion W, pero sin embargo w y v'™? no estan en A,. Es decir que podremos obtener
estimaciones a priori con dos pesos que no estan necesariamente en A,.
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3.2. Estimaciones a priori con pesos para la ecuaciéon
de Poisson

Consideramos el problema

Au=f en
(3.2.1)
u=0 en 0N

donde 2 es un dominio acotado tal que su borde 92 es un borde C* y w € A,. Vimos
que la solucion de este problema esta dada por

ule) = [ Gla.) ) dy.
Q
En este caso G(z,y) puede escribirse de la siguiente manera

donde I' es la solucién fundamental del Laplaciano,

+loglz|™t  si n=2

I'(z) =
n(n—12)wn lz|>™ si n=3
y h(z,y) satisface para cada y € {2
Ayh(z,y) =0 si x€EQ
(3.2.2)
hz,y) =—-T(z,y) si z €N
y si Py, Q) es el nucleo de Poisson h(x,y) esta dada por
e.y) S | o P Q) dS(@ (323)
x,y) = — Y, 2.
(n = 2wy Joq [z — Q"2

donde w,, denota el area de la esfera unitaria de R” y dS la medida de superficie en 0.
Por lo que vimos antes tenemos que vale la estimacion

lullwzr @) < ClIfln@

donde la constante depende s6lo de p, n y del peso w. Obtendremos algunos resultados
en la linea de las estimaciones a priori para esta ecuaciéon particular.
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3.2.1. Ejemplo radial

Sea f una funcion radial, es decir f(z) = fo(|z]). Paran > 1 consideremos la ecuacion,

Au = f en B(0)

0 3.2.4

G_:j = 0en 0B;(0) ( )
Luego existe solucion radial de esta ecuacion. Si llamamos u(x) = wuy(|z]), la ecuacion
anterior nos queda

n—1
ug(r) + up(r) = fo(r).
Ahora para hallar la soluciéon llamamos u; = v. Con lo cual nos queda la siguiente
ecuacion,
, n—1
v'(r) + . v(r) = fo(r)

y la solucion a esta ecuacion es

o) =y [l

Luego u y sus derivadas tienen la siguiente expresion,

u(z) = /0 ' Snl_l /0 T dt ds

Doute) =% [ piope

Xy

Dyou(z) = {(1—71)7“_” /0 "t dt + f(r)}

r2

1-n ttn—l dt ﬂ _ )
o o322
—nx;x; 0 " e ;T
= ( Tn+2j +7“_:‘>/(; fo(t)t 1dt+r—2]fo(7’)

Primero supongamos que tenemos un peso w(z) radial. Observar que para estimar

/ | Do u()[Pw(z) do
B1(0)

basta estimar

p
w(r)r"fl dr.

/

1 T
— / fot)t"*dt
™ Jo
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lo que es igual a,

/

p 1
W) P g < / o) PP P () Py gy
0

/ ' fot)t"dt
0

— /O|f0(r)|pr"1w(r)dr
= [ @) ds
B;1(0)

donde usamos la desigualdad de Hardy que vale si y sélo si el peso cumple,

1 1/p r )
sup (/ w(t)tn-p-1 dr) </ w(t) it dt)
0<r<1 \Jr 0

Luego si el peso satisface la condicion anterior, tenemos la estimaciéon para las deri-
vadas segundas.

Ahora obtenemos una estimacion para las derivadas primeras,

1 :Up T p
[ pau@pe@ds = ¢ [ 20 ae e
B1(0) o ™ |Jo
1 r p
< C'/ p=mp / FOH w(r)rm?
0 0

1
< C/ |7’”_1f0(7“)|pw(r)r("_1)(1_p)d?“
0

= [ ety ar
~ [ Js@Puds
B1(0)

como aplicamos nuevamente la desigualdad de Hardy para que valga la desigualdad an-
terior necesitamos que el peso cumpla la siguiente condicién

1 r p—1
sup (/ w(t)t—H-p) dt> (/ w(t)_z»llt”_l) < 00.
o<r<1 r 0

Por ltimo, obtenemos una estimacién para la norma de u

/31(0) u(z)Pw(z) de = /01 /OT Snl_1 /OS (-t dtds

P
r"_lw(r) dr
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1

0/01 i /0 fo(@)t"tdt
= /01 /Orfo(t)t"_ldt

< /0 | fo(r)[Pr™ w(r) dr

p
r"_lw(r) dr

IN

p
r(”_l)(l_p)w(r) dr

la desigualdad anterior vale si el peso cumple,

1 r p—1
sup (/ w(t)tr—H-r) dt) </ w(t)‘pilt“) < 0.
o<r<1 \Jr 0
1 T 1 n—1 p—l
sup (/ w(t)t" ! dt) (/ w(t)_p—ltl—P) < 00.
o<r<1 \Jr 0

pues aplicamos la desigualdad de Hardy dos veces.

Para obtener las estimaciones a priori en este caso hemos aplicado la desigualdad de
Hardy con dos pesos. El resultado general es el siguiente

Lema 3.2.5. (Theorem 5, [KMP]) Si 1 < p < oo, luego la desigualdad

/ab (/:f(t) dt)pw(x) dr < C’/abf(l«)pq}(x) .

vale para toda funcion medible f >0 en (a,b) si y sdlo si

s (o) ([ oty ) <o

Ejemplo 3.2.6. Probemos la desigualdad de Hardy para el caso de un peso potencia en el

intervalo (0, 1). Es decir, consideremos w(t) = t*. Sea F(x) = / f(t)dt, con f positivs,

0
vearos que

1 1
/ F(x)Px®dr < C/ f(x)Pz*tP dx
0 0

1
donde / f(t)dt =0 Por un lado tenemos que por integraciéon por partes
0

a+1l 1 a+1

T
a+1

T
a+1

dx

/0 Pt de = Fla)? _ /0 R )

0

Analizamos cada término. Por un lado F'(1) = 0, con lo cual basta ver qué pasa con
lim F ()2, Observemos que,

Flop = ( | s dt)p < ( [ sy dt) ( [ dt)p_l
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< Cl,fafl (/l“ f(t)ptoz+P dt)
0

Entonces si a < —1 se tiene que,

1
F(x)Pztt < C'/ f(x)Pz*tP dx
0

luego,

1 - C 1 i 1 1 papl/p 1 - 1/p
/OF(a:)x dx§a+1/0f(a:)m+dx+a—+1(/o f(m)a:+> (/0 F(x)Px d:zc)

pero,
1 5 1 o 1 1
(/ f(x)Pxt? dm) (/ F(x)Pz® dx) < - (/ f(m)pwaﬂ’)
0 0 P \Jo
1 1
+ - (/ F(z)Px” dx)
p 0
con lo cual,
1 ! 1 !
] - —— F(z)Px®dz | < )Pt dx
(= 7rm) ([ o) = g [ s
1 /1
— | f(x)Px*Pdx
a1 Jy 10
y como 1 — ——— > 0 tenemos lo que queriamos probar.
pla+1)
Ejemplo 3.2.7. Ahora aplicamos esto para obtener estimaciones a priori para el proble-
ma (3.2.4). Consideremos w(x) = |z|* Determinaremos para qué rango de « tenemos

estimaciones a priori con este peso potencia. En primer lugar observemos que

1 r 1 S p
/ ()Pl de = / / L / Fo#mL dt ds| 1 dy
B1(0) 0 0o S 0
1 1 r p
< C / - / fo®)t"tdt| rmttete gy
o |7 Jo

p

rn71+a+p+(1fn)p+p dr

1
0

1
< C’/ ‘fo(r)rnfl‘prn71+a+p+(1*n)p+p dr
0

/ ' fo®)t"tdt
0

1
e / Folr)fprmies2 — / @) Plal?
0 B;1(0)

si « satisface las siguientes dos condiciones
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n—1l+a<-1 (3.2.8)
n—1l+a+p+(l-n)p<-1 (3.2.9)

en efecto, aplicamos dos veces la desigualdad de Hardy para el caso de pesos potencia
como en el ejemplo. Ahora

1 pr
[ Dauta)elde = ¢ [ 2
B1(0) o TP

rotr=lqr

/Or fot)t"™ '

1| pr )
= C/ /fo(t)t"_1 patn—1+1-n)p .
0 0
< C/|f0(7“)7’”_1]Pra+n—1+(1—n)p+p dr
1
- C/ | fo(r)[Pr(n— Lt A=mptatn=1tp g,
0
1
- C/ | fo(r)[Protn—ite
0
= [ U@l
B1(0)
si se cumple
onotrlonps (3.2.10)

pues, usamos la desigualad de Hardy con pesos potencia.

Por ultimo

— fo(t)t" " dt

1
1
[ Dl de< [
B1(0) o |T

con lo cual basta acotar el primer término. Si usamos la desigualdad de Hardy del ejemplo
tenemos que

L
o |T

n

p
s [ @l
B1(0)

p
fo(t)tn_l dt TOH-n—l dr S / |f0 |pr(n 1)pro¢+n(1 p)—1+p dr

- / folr)prie = / (@) Pl do
B (0)

a+n(l—p)—1<-1 (3.2.11)

donde

en conclusion es suficiente considerar o < —n.
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3.3. Condicion necesaria para la estimaciones a priori

para el problema de Dirichlet con potencias del
laplaciano

Consideremos el siguiente problema de Dirichlet homogéneo

(=A)"u=f en Q
(3.3.1)

(2)Yu=0 en 92 0<j<m-—1

luego
ua) = [ Gt dy

donde G,,(x,y) es la funcion de Green del operador (—A)™ en Q que puede escribirse de
la siguiente manera G,,(z,y) = I'(x — y) + h(z,y) y ' es la solucion fundamental dada
por

Comn|T|*™ "0 impar o n par n > 2m
(3.3.2)
Cmn |z og | 7] n par n < 2m
y h(z,y) satisface la ecuacion
(—A)"h(z,y) =0 x €
| | (3.3.3)
(%)jh(l‘,y):—(%)jf(x—y) reQ 0<j<m—1
para cada y € €). Tenemos que
m—1 P j
h(z,y) = — K;(y, P) (—) (P —x)dS (3.3.4)
jz_; o0 ov

donde Kj(y, P) son los nicleos de Poisson y dS denota la medida de superficie en Q.

Sabemos por el Lema 3.1.8 que si u es solucion de (3.3.1) y |y| = 2m entonces

DYu(z) = T, f(z) + c(x) f(x)

donde
T, f(z) = / DG () f () dy

y ¢ es una funcién acotada. Sea T'f(x) = T, f(z) + c(z) f(x). Si suponemos que valen las
estimaciones a priori con un peso w para la ecuaciéon (3.3.1) entonces el operador T es
continuo en L2 () y por lo tanto T, también. Ahora bien, veremos que w € AX¢(€).
Observemos que el operador T, puede escribirse de la siguiente manera
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T,f(x) = lim DT (e — y)f(y) dy + / Deh(a,y)f(y) = T1f () + Tof (2)

e—0 \:v—y\>e

Por simplicidad consideraremos el caso en que n es impar o n par con n < 2m. Luego
observaremos que también vale en el caso restante.

Observacion 3.3.5. Para obtener la demostracion del teorema nos basamos en la Seccion
4.6 proposicion 7 de [S1]. En esta seccion se consideran operadores del tipo Tf = f x K
donde se cumplen las siguientes condiciones

T fllz2@eny < ClIflle2@ny-

|K(2)] < Cla| ™.

| Dy, K ()| < Clae| ™7

Existe C,, > 0 y ug vector unitario tal que
K ()| = Chl[™"

donde z = tug para t € R\ {0}.

|K(r(u+v) — K(ru)| < 3|K(ru)| para todo r € R\ {0} y |v] < 2.

En la Proposicion 7 el autor prueba que una condicidon necesaria para que esta clase de
operadores sean continuos en L es que el peso w pertenezca a la clase A,. Veremos que
el operador T3 es tal que cumple las condiciones anteriores. Otro ejemplo de operadores
de este tipo son las tranformadas de Riesz n- dimensionales.

Lema 3.3.6. Si |y| = 2m tenemos que

1. Eziste ug € R™ con |ug| = 1 y una constante Cy de modo que para todo nimero t
positivo se tiene que

DT (tug)| > Cot ™.

2. Existe ty tal que si u = tug y |v| < 2 entonces para todo nimero r no nulo vale la
siquiente desigualdad

[DP(r(u +v)) ~ D*T(ru)| < 5[ DT(ru)
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Demostracion. Observemos que como DI es homogénea de grado —n y no nula existe
up € R™ con |ug| = 1 de modo que |DT'(ug)| = Cy > 0. Por lo tanto,

|DVT(tuo)| = t~"| DT (up)| = Cot ™.

Ahora, para probar (2) basta notar que por homogeneidad podemos considerar r = 1.
Sea v € R™ tal que |v] < klu| con k < 1 a elegir. Luego para algin punto intermedio &
entre u y u + v se tiene que

|D'T(u+v) = DT (u)| < [VDT(E)[[o] < Cul€|™u]
y usando que |u| < 2(¢|, |[v| < k|u| y (1) obtenemos

|ID'T(u+v) — D'T'(u)] < Ciklu]™ < %]DVF(TU)\.
0

Consecuentemente es suficiente elegir £ de modo que %)k < % Ahora como |v| < 2, si

2

= se satisface la hipotesis |v| < k|u| y asi obtenemos (2). O

elegimos ty =

Por dltimo enunciamos el siguiente lema que utilizaremos para probar la condicién
necesaria.

Lema 3.3.7. ([DST2], Proposition 3.3) Eriste una constante C' que depende sdlo de n
tal que

|Dh(z,y)| < Cd(x)™"

para |r —y| < d(zx)

Ahora probamos el resultado principal de esta seccion

Teorema 3.3.8. Sea w un peso y supongamos que vale la estimacion a priori

ullwzme gy < Cllfl|o@ (3.3.9)

entonces w € A(Q).

Demostracion. Basta probar que, si para cada v tal que |y| = 2m

T fllze) < Cllfllz @

entonces w € Ag’c(ﬂ). Recordemos que esto es equivalente a probar la desigualdad

() Gafe e e

en bolas admisibles, i.e. bolas B tal que 2r < fdist(B,0f2) para algtin § < 1. Fijamos
entonces una bola B = B(Z,r) admisible, con  a determinar. Consideremos ahora la
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bola B = B(Z + ru,r), con u = toug como en el Lema 3.3.6. Veamos que se puede elegir
B de modo que B’ también sea admisible. Sea x € B’y z € 90 luego © = T + ru + ra’
con |z'| <1

v —2| = |[Z+ru+rd’ —2|
> |7 —z| —rju+a|
> dist(B,00) — rlu + 2|
> 1 u+ 2|
> —2r—rlu+x
g
1t 1
> 2r| = — ot .
6] 2
Luego tomando [ tal que % — (to—;l) > 1,ie B < to% se tiene que 2r < adist(B’,00)
donde + = % — (otD)
« 2

Ahora sea x € B’ e y € By consideremos f € C§°(B) positiva. Veremos que D'T'(ru)
tiene signo constante. Tenemos que z =z +ru+rz’ e y =z +ry con |2, |y'| <1 con
lo cual z —y = ru+rv con |v| = |2’ —y/| < 2. Por (2) del Lema 3.3.6 tenemos que si
DT (ru) > 0,

1 3
§D7F(ru) <D'T(x—vy) < §D7F(ru). (3.3.11)
De manera similar, si D'T'(ru) < 0 se tiene que
3 1
§D7F(TU)D"’F(x —y) < §D7I’(Tu). (3.3.12)

Consecuentemente, tomando f € C5°(B) positiva, tenemos que

rﬂﬂmwaéuwwx—wv@ww

Maés atun usando (3.3.11), (3.3.12) y la propiedad (1) del Lema 3.3.6,

12f@) 2 5 [ 10Tl dy = Cotrta) ™ [ 1)y = ot

donde la constante C depende sélo de ty, Cy y n. Por otro lado para acotar |15 f(x)| vamos
a utilizar el Lema 3.3.7, pero para ello debemos ver que |z — y| < d(z). Observemos que

v =yl = fru+r@@ —y) < r(jul+ 2" = y]) <rlto+2) < %d(l‘)(to +2)

2
2to+3°

luego necesitamos que §(fp +2) < 1, equivalentemente 3 < Ahora tenemos que



3.3 Condicién necesaria para la estimaciones a priori para el problema de Dirichlet con
potencias del laplaciano 79

Tof(2)] < / D h(z, )| f(y) dy < / Cd(z) " f(y) dy

= Cy(diamB'") /f
= Cy(diamB)~ /f
= " fp

donde la constante C' es la constante del Lema 3.3.7 y C5 depende de ny C.

Juntando las dos desigualdades concluimos que

T f(z)] > (C1 — Coa™) fB

1
to+1
SIS

pero para que C; — Chya™ > 0, basta tomar [ < . Pero teniendo en cuenta las

\/
S\H

Ca
1
- : p 2 1
otras restricciones de f elegimos § < min | 5=, o (C2)71l> y obtenemos |T'f(z)| >

Cfp, para x € B'. Luego, aplicando la continuidad de T,

| Ctruwar<c [ mi@pue) < [ 1@

< C/ fP(z)w(x) dz
B
y en consecuencia

(fB)Pw(B") < C’/ f(x)Pw(x) dz. (3.3.13)

B
Intercambiando los roles de B y B’ y tomando f soportada en B’ se puede ver que

(fe)Pw(B) <C | f(x)’w(zx)dx. (3.3.14)

Bl

si Cp — Cy8™ > 0. Pero esta desigualdad se sigue por nuestra eleccion de 8 (o > ). Por
un pasaje al limite la desigualdades (3.3.13) y (3.3.14) pueden extenderse para cualquier
funcion f no negativa soportada en B (o B’ respectivamente). Tomando f = yp en
(3.3.14) obtenemos que

w(B) < Cw(B"). (3.3.15)

Usando esto en (3.3.13) se tiene que
(fo)"w(B) < C / F(o)Pwl() dr.
B

y aplicando la Proposicion 1.2.5 concluimos que w € Aé"c(Q).






Bibliografia

|ACD]

[ADM]

|ADN]

[BS]

[BKL]|

[CD]

[CKN]

[CF]

[CUMP]

AcosTA, G. ; CEJAS, M.E. ; DURAN, R., Improved Poincaré inequalities
and solutions of the divergence in weighted norms ANN. ACCAD. SCI.
FENN. MATH. 42, 2017, 1-16.

AcostA, G. ; DURAN, R. ; MUSCHIETTI, M. A., Solutions of the diver-
gence operator on John domains, MATH. METH. APPL. Scl. (MMAS) 29
(4), (2006), 387-400.

AGMON, S.; DoucLis, A. ; NIRENBERG, L., Estimates near the boun-

dary for solutions of elliptic partial differential equations satisfying general
boundary conditions. I, COMM. PURE APPL. MATH 12 (1959), 623-727.

BoAs, H. B.; STRAUBE, E. J., Integral inequalities of Hardy and Poincare
type, PROC. AMER. MATH. SOC. 103 (1988), 172-176.

BoJARSKI, B., Remarks on Sobolev imbedding inequalities, IN LECTURE
NOTES IN MATH. 1351, 52-68, SPRINGER-VERLAG, BERLIN (1989).

BUCKLEY S., Estimates for operator norms on weighted spaces and reverse
Jensen inequalities, TRANS. AMER.MATH. SOC., 340 (1993), NO. 1, 53-
272.

BUCKLEY S.; KOSKELA P.; Lu G., Boman equals John, XVITH ROLF
NEVANLINNA COLLOQUIUM (JOENSUU, 1995), DE GRUYTER, BERLIN
(1996), 91-99.

CEeJAS, M. E. ; DURAN, R, Weighted a priori estimates for elliptic equa-
tions, ENVIADO A STUDIA MATHEMATICA.

CAFFARELLI, L.; KOHN, R; NIRENBERG, L., First order interpolation
inequalities with weights, COMPOSITIO MATH. 53 (1984), 259-275.

CorFrMAN, R. ; FEFFERMAN, C., Weighted norm inequalities for maxi-
mal functions and singular integrals, STUDIA MATHEMATICA 51.3 (1974),
241-250.

CRruUz-URIBE, D.; MARTELL, J.M.; PEREZ C., Sharp two-weight inequa-

lities for singular integrals, with applications to the Hilbert transform and
the Sarason conjecture, ADV. MATH. 216 2 (2007), 647-676.



82

BIBLIOGRAFIA

[CUMP2]

[CW]

€]

[DD]

[DL]

[DRS]

(D]
[DM]

[DMRT]

IDST1|

IDST2]

[FKS]

[FS]

CRUZ-URIBE, D.; MARTELL, J.M.; PEREzZ C., Weights, Extrapolation
and the Theory of Rubio de Francia, OPERATOR THEORY ADVANCES AND
APPLICATIONS 215 (2011).

CHANILLO, S.; WHEEDEN, R., Poincaré inequalities for a class of non-A,
weights, INDIANA UNIV. MATH. J. 41 (1992), 605-623.

CHUA SENG-KEE, Weighted Sobolev inequalities on domains satisfying the
chain condition, PROC. AMER. MATH. SOC. 117 (1993), 449-457.

DRELICHMAN, 1. ; DURAN, R., Improved Poincaré inequality with
weights, JOURNAL OF MATHEMATICAL ANALYSIS AND APPLICATIONS
347 (2008), 286-293.

DURAN, R; LOPEZ GARCIA, F. Solution of the divergence and Korn
inequalities on domains with and external cusp, ANN. ACAD. SCI. FENN.
MATH 35 (2010), 421-438.

DIENING, L. ; RUZICKA, M. ; SCHUMACHER, K., A decomposition techni-
que for John domains, ANN. ACAD. Sc1. FENN. MATH 35 (2010), 87-114.

DUOANDIKOETXEA, J. Fourier analysis, AMER. MATH. SOC. 29 (2001).

DURAN, R. ; MUSCHIETTI, M. A., An explicit right inverse of the diver-

gence operator which is continuous in weighted norms, STUDIA MATHE-
MATICA 148(3), 207-219, 2001.

DURAN, R. ; MUSCHIETTI, M. A. ; Russ, E. ;TCHAMITCHIAN. P, Di-
vergence operator and Poincaré inequalities on arbitrary bounded domains,
COMPLEX VARIABLES AND ELLIPTIC EQUATIONS: AN INTERNATIONAL
JOURNAL 55(8) (2010), 795-816.

DURAN, R. ; SANMARTINO, M ; ToscHI, M., Weighted a priori estimates
for Poisson equation, INDIANA UNIVERSITY MATH. JOURNAL. 57, 3463-
3478, 2008.

DURAN, R. ; SANMARTINO, M ; ToscHI, M., Weighted a priori estimates
for the solution of the homogeneous Dirichlet problem for the powers of the
Laplacian Operator ANALYSIS IN THEORY AND APPLICATIONS, 26(4),
339-349, 2010.

FaBes, E.B.; KENIG, C.E.; SERAPIONI, R.P., The local regularity of
solutions of degenerate elliptic equations, COMM. PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUuUATIONS 7:1 (1982), 77-116.

FEFFERMAN, C; STEIN, E. M.; H? spaces in several variables, ACTA
MATH 129 (1972), 3-4, 137-193.

Fuii, N., A condition for a two-weight norm inequality for singular inte-
gral operators, STUDIAMATH. 98 (1991), 175-190



BIBLIOGRAFIA 83

(Gl

|GCRF|

Gl

[Hal

[HSV]

[HK]

[H1]

[H2]

[HP]

[HPR|

[HLP|

[HL]

[HLM]

GALDI, G., An Introduction to the Mathematical Theory of the Navier-
Stokes Equations, SPRINGER (1994), NEW YORK.

GARCIA-CUERVA, J.; RUBIO DE FRANCIA, J. L., Weighted norm inequa-
lities and related topics, NORTH-HOLLAND PUBLISHING CO. NOTAS DE
MATEMATICA 116 (1985).

GEHRING, F.W., The LP-integrability of the partial derivatives of a quasi-
conformal mapping, ACTA MATHEMATICA 130 (1973), 266-277.

HaJLASzZ, P. Sobolev inequalities, truncation method, and John domains,
REPORT. UNIV. JYVASKYLA 83 (2001), 109-126.

HARBOURE, E.; SALINAS, O.; VIVIANI, B., Local maximal function and
weights in a general setting, MATH. ANN. 358 (2014), NO. 3-4, 609-628.

HEINONEN, J.; KOSKELA, P., A, -condition for the jacobian of a quasi-
conformal mapping, PROC. AMER. MATH. SOC. 120 (1994), 535-543.

HURRI-SYRJANEN, R., An improved Poincaré inequality, PROC. AMER.
MATH. Soc. 120, (1994), 213-222.

HURRI-SYRJANEN, R., A weighted Poincaré inequality with a doubling
weight, PROC. AMER. MATH. SOC. 126, (1998), 545-552.

HYTONEN, T The sharp weighted bound for general Calderon-Zygmund
operators, ANN. OF MATH. 175 (2012), 1473-1506.

HYTONEN, T AND PEREZ, C, Sharp weighted bounds involving A,
ANALYSIS AND PDE 6 (2013), 777-818.

HYTONEN, T ; PEREZ, C AND RELA, E., Sharp Reverse Hélder property
for A weights on spaces of homogeneous type, JOURNAL OF FUNCTIONAL
ANALYSIS 263, (2012) 3883-3899.

HYTONEN, T ; LACEY, M AND PEREZ, C, Sharp weighted bounds for
the q— wvariation of singular integrals, BULLETIN LONDON MATH. SOC.
V. 45 (2013) 529-540.

HYTONEN, T.; LACEY, M., The A, — Ay inequality for general Caldercn-
Zygmund operators, INDIANA UNIV. MATH. J. 61 (2012), NO.6, 2041-
2092.

HYTONEN, T.; LACEY, M.; MARTIKAINEN, H.; ORPONEN, T.; REGUE-
RA, M.; SAWYER, E.; URIARTE-TUERO, 1. Weak and strong type estimates
for mazimal truncations of Calderdn-Zygmund operators on A, weighted
spaces, J. ANAL. MATH. 118 (2012), No. 1, 177-220.

IWANIEC, T., On Ly-integrability in PDEs and quasiregular mappings for
large exponents, ANN. ACAD. SCI. FENN. SER. A T MATH. 7 (1982), NO.
2, 301-322.



84 BIBLIOGRAFIA

[IN] IWANIEC, T ; NOLDER, C. A., Hardy-Littlewood inequality for quasireqular
mappings in certain domains in R™, ANN. ACAD. Sci. FENN. SER. A 1
MATH. 10 (1985), 267-282.

[J] Joun, F., Rotation and strain, COMM. PURE APPL. MATH. 14 (1961),
391-413.

[JO] JOURNE, J, Calderén-Zygmund operators, Pseudo-Differential Operators
and the Cauchy integral of Calderon LECTURE NOTES IN MATHEMATICS,
SPRINGER, 994, (983)

[KMP]| KUFNER, A. ; MALIGRANDA, L.; PERSSON, L. E. The Hardy inequality-
About its history and some related results, RESEARCH REPORT, LULEA
UNIVERSITY OF TECHNOLOGY, LULEA, (2006).

[K] KRASOVSKIL, J.P | Isolation of the singularity in Green’s function, (RUS-
SIAN) Izv.AKAD. NAUK SSSR SER. MAT. 31 (1967) 977-1010.

[LPR] LuqQue, T.; PEREz, C.; RELA, E., Optimal exponents in weighted esti-
mates without examples, MATH. RES. LETT. 22 (2015), NO. 1, 183-201.

[MS] MARTIO, O.; SARVAS, J., Injectivity theorems in plane and space, ANN.
AcAD. Sci. FENN. MATH SER. A 1. MATH. 4(1979), 383-401.

IM] MUCKENHOUPT, B. Weighted norme inequalities for the Hardy-Littlewood
mazximal function, TRANS. AMER. MATH. Soc., VoL 165 (1972), 207-
226.

MW]| MUCKENHOUPT, B. ; WHEEDEN, R., Weighted norm inequalities for frac-
tional integrals, TRANS. AMER. MATH. SoC. 192 (1974), 261-274.

[N] NEUGEBAUER, C. J., Inserting Ap-weights, PROC. AMER. MATH. SOC.
87 (1983), 644-648.

[PR] PEREZ, C. AND RELA, E., A new quantitative two weight theorem for
the Hardy-Littlewood mazximal operator, PROC. AMER. MATH. SOC., 143,
FEBRUARY (2015), 641-655.

[P1] PETERMICHL, S, The sharp bound for the Hilbert transform on weigh-
ted Lebesgue spaces in terms of the classical Ap characteristic, AMER. J.
MATH. 129 (2007), NO. 5, 1355-1375.

[P2] PETERMICHL, S, The sharp weighted bound for the Riesz transforms,
PROC. AMER. MATH. Soc. 136 (2008), NO. 4, 1237-1249.

[S] SCHUMACHER, K, Solutions to the equation div u = f in weighted Sobolev

spaces, TECHNICAL REPORT 2511, FB MATHEMATIK, TU DARMSTADT,
2007.



BIBLIOGRAFIA 85

[S1]

52]

[S3]

[SAW]

[SW]

[STW]

STEIN, E. M., Harmonic Analysis: Real variable-methods, ortogonality,
and oscillatory integrals, PRINCETON UNIV. PRESS, 1993.

STEIN, E. M., Singular integrals and differentiability properties of fun-
ctions, PRINCETON UNIV. PRESS, 1970.

STEIN, E. M., Note on singular integrals, PROC. AMER. MATH. SoOC. 8
(1957), 250-254.

SAWYER, E. ; WHEEDEN, R. L., Weighted inequalities for fractional inte-
grals on Euclidean and homogeneous spaces, AMER. J. MATH. 114 (1992),
NO. 4, 813-874

STEIN, E. M.; WEIss, G., Fractional integrals on n-dimensional Fuclidean
space, J. MATH. MECH. 7 (1958), 503-514.

STROMBERG, J.; WHEEDEN, R., Fractional integrals on weighted H? and
L? spaces, TRANS. AMER. MATH. SocC. 287 (1985), NO. 1, 293-321.



