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Resumen

En esta Tesis Doctoral se desarrollan herramientas geométricas desde el marco tedrico de la
geometria diferencial y de la teoria de la informaciéon para estudiar el caos cudntico y de esta for-
ma dar una vision més completa del mismo. Para ello, en primer lugar estudiamos los fenémenos
caracteristicos del caos cudntico y de sus correspondientes escalas temporales en términos de
valores medios cudnticos. Esto permitié obtener a una caracterizacién asintdtica de fenémenos
del caos cuédntico expresada por: 1) la jerarquia ergédica cudntica (abreviadamente QEH, del
inglés Quantum Ergodic Hierarchy), 2) una versién cuéntica del Teorema de Descomposicion
Espectral de Sistemas Dindmicos (abreviadamente QSDT, del inglés Quantum Spectrum De-
composition Theorem), 3) la granulosidad fundamental, 4) una condicién de caos en el limite
clésico basada en el teorema de Pesin y 5) una derivacién de los ensambles Gaussianos desde el
nivel mizing de la QEH. Estos resultados constituyen una primera parte de la presente Tesis,
que enumeramos a continuacién.

= Con la QEH se logré extender la jerarquia ergddica clasica a sistemas cudnticos donde
cada uno de los niveles de caoticidad (ergdédico, mizing, Kolmogorov y Bernoulli) quedaron
caracterizados por condiciones asintéticas sobre los valores medios cuanticos. Entre otras
cosas, se pudieron caracterizar los fenomenos de dephasing y localizacién exponencial del
rotor pateado en términos del nivel mizing de QEH.

s Admitiendo la aplicacién del Teorema de Descomposicién Espectral de Sistemas Dindmi-
cos al limite clasico de un sistema cuantico dado, se obtuvo una versiéon cuantica dando
como resultado, entre otras cosas, un estudio del espectro de los sistemas cuanticos per-
tenecientes a los niveles ergddicos y mizing de QEH. Por otra parte, su aplicacién a un
billar de microondas provisto de un Hamiltoniano efectivo con espectro finito de autovalo-
res complejos, permitié caracterizar sus transiciones cadticas como funcién de su nimero
de antenas.

» Utilizando las correlaciones del nivel mizing de QEH bajo la hipéteis de que el limite débil
constituye el estado representativo del sistema cudntico para tiempos grandes, y asumiendo
que la probabilidad de los elementos matriciales del Hamiltoniano puede expresarse como
la traza de cierto proyector sobre el limite débil, se obtuvieron los ensambles Gaussianos
en términos de valores medios cudnticos en el limite clasico.

= Con el objetivo de compatibilizar el Principio de Incertidumbre y el Principio de Co-
rrespondencia con la emergencia del caos en el limite cldsico, definimos la granulosidad
fundamental a partir del estudio de la evolucién de celdas en el espacio de fases como
el andlogo clasico de un punto que se mueve. Esta compatibilidad quedd expresada en
términos del rango temporal de la granulosidad fundamental. A partir de las ecuaciones



de movimiento de celdas arbitrarias, en base a dicho rango se obtuvieron las escalas tem-
porales caracteristicas del caos cuantico, es decir el tiempo de Heisenberg y el tiempo de
Ehrenfest.

» Teniendo en cuenta el teorema de Pesin que relaciona los coeficientes de Lyapunov del
sistema clasico con su entropia de Kolmogorov—Sinai, se obtuvo una condicién semiclésica
en términos de valores medios cuanticos para la existencia de caos en el limite clésico.
Se aplicé dicha condicién al modelo de Gamow provisto de un Hamiltoniano efectivo
dando como resultado una dindmica cadtica en su limite cldsico con la evolucién temporal
invertida. A partir de este resultado se obtuvo, con la ayuda conjunta del teorema de Pesin
y del tiempo de Kolmogorov—Sinai, el exponente de Lyapunov del modelo de Gamow en
funcién de los polos del Hamiltoniano efectivo.

A partir de estas investigaciones de indole asintética, en la segunda parte de esta Tesis se
estudiaron e identificaron posibles medidas de caoticidad relevantes sobre variedades estadisticas
dentro del formalismo de la aproximacién de informacién geometrodindmica al caos (IGAC) el
cual utiliza el concepto de distancia entre distribuciones, en particular la dada por la métrica
de Fisher—Rao. Dicho estudio condujo a los siguientes resultados.

= Se obtuvo una caracterizacion de los ensambles Gaussianos como un caso particular de
un modelo correlacionado estadistico para el caso limite en el que la covarianza entre las
variables microscépicas tiende a cero. A su vez, esta caracterizacién geométrica derivé en
una extension geométrico—informacional de la jerarquia ergddica, denominada jerarquia
ergddica geometrodindmica informacional (abreviadamente IGEH, del inglés information
geometrodynamical ergodic hierarchy).

= Se aplicé el formalismo geométrico—informacional IGAC a sistemas bipartitos lo cual per-
mitié estudiar la estructura métrica de la variedad estadistica del sistema total y la de
sus subsistemas. Se caracterizaron las dinamicas de los sistemas bipartitos y de sus sub-
sistemas a partir de sus escalares de curvatura y utilizando familias de distribuciones
correlacionadas bivariantes.

= Por tdltimo, se definié una medida de distinguibilidad para la familia de distribuciones
bivariantes del modelo 2D que permitié definir una cota para las correlaciones de la
IGEH. Se utilizé dicha cota para ilustrar la transicién termodindmica de un ensamble de
pares de osciladores acoplados inmersos en un bano térmico en términos del nivel mizing
informacional de la IGEH.

Consideramos que estos estudios constituyen un conjunto de caracterizaciones asintéticas y
geométricas de la dindmica cadtica, tanto clasica como cudntica, que se encuentran interconec-
tadas entre si y que permiten dar una visién mas amplia del caos cuantico desde el punto de
vista tedrico.



Capitulo 1

Introduccion

Comenzamos realizando un repaso de las nociones y conceptos del caos cldsico y cuantico,
como asi también de los formalismos utilizados a lo largo de esta Tesis Doctoral.

1.1. Caos clasico

En mecénica clésica se define el caos o comportamiento cadtico como aquel comportamiento
determinista tipicamente aperidédico con la caracteristica de ser muy sensible a las condiciones
iniciales. Este concepto destruye la imagen determinista de la fisica clasica y muestra que las
trayectorias de las ecuaciones de movimiento son en algin sentido aleatorias e impredecibles.
FEl mecanismo para esta propiedad sorprendente de la mecéanica clasica esta relacionado con la
inestabilidad exponencial local presente en el movimiento [1]. La estabilidad local del movimiento
esta caracterizada por el maximo coeficiente de Lyapunov, definido como el limite

1
A= lim —

lt|—o0 ||

log d(t)

donde d(t) es la distancia al tiempo ¢ entre dos trayectorias con condiciones iniciales cercanas
entre si y se considera d(0) = 1. Entonces, la inestabilidad exponencial del movimiento significa
que que el maximo exponente de Lyapunov A es positivo. La predicciéon del movimiento de
la trayectoria para un tiempo suficientemente corto puede ser caracterizada por el parametro
aleatorio [2]

hlt|
T =
| log pl

donde p es la precisién del registro de la trayectoria y h es la denominada entropia de Kolmogorov—
Sinai. La prediccién es posible en el intervalo finito de “determinismo temporal” r < 1, mientras
que r > 1 corresponde a la region de aleatoriedad asintética en cuyo rango temporal casi todas
las trayectorias son impredecibles. Cabe senalar que la condicién h > 0 es suficiente para que
ocurra el movimiento cadtico.

Desde el lado de los fundamentos del caos clasico las siguientes aproximaciones se encuentran
vinculadas entre si: la complejidad algoritmica [3], los exponentes de Lyapunov Ai [4, 5] y
la jerarquia ergédica clasica [6, 7]. Esta ultima clasifica distintos niveles de caos a partir del
decaimiento de un tipo de correlaciones entre subconjuntos del espacio de fases permitiendo de
este modo una descripcion estadistica del caos en el limite asintético. Asimismo, el teorema de
Brudno relaciona la complejidad algoritmica con la entropia de Kolmogorov-Sinai h mientras

10
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exponentes de Lyapunov

teorema de Brudn teorema de Pesin

complejidad algoritmica  jerarquia ergddica clédsica

Figura 1.1: La pirdmide cadtica es un diagrama de las relaciones entre la jerarquia ergddica
clésica, los exponentes de Lyapunov y la complejidad algoritmica, por medio de los teoremas de
Pesin y de Brudno.

que el teorema de Pesin relaciona la jerarquia ergddica céasica con los exponentes de Lyapunov.
Las relaciones entre estos indicadores cadticos se ilustra en la pirdmide cadtica de la Fig. 1.

Es importante destacar que la inestabilidad exponencial implica un espectro continuo, y ésto
a su vez trae como consecuencia un decaimiento de las correlaciones de tal forma que la medida
de la interseccion entre dos conjuntos del espacio de fase alejados entre si temporalmente tiende
al producto de la medida entre dichos conjuntos para tiempos grandes. Esta propiedad llamada
mizing, constituye uno de los niveles de la jerarquia ergddica, y es la que permite una descripcion
estadistica de la dindmica, la cual se tratard con detalles en el Capitulo 2. El punto clave es que
mixing establece la independencia estadistica de diferentes partes suficientemente separadas en
el tiempo de una trayectoria dindmica. Esta es la principal razén de la aplicacion de la teoria
de probabilidad en fisica cldsica que nos permite el cdlculo de caracteristicas estadisticas tales
como difusion, relajacién, funciones de distribucion, etc.

Por consiguiente, la aplicacién de la teoria de probabilidad en la dindmica clasica nos per-
mite reemplazar la descripcién en términos de trayectorias por otra equivalente en términos de
funciones distribucion, las cuales si no son singulares, representan no una unica trayectoria sino
un continuo de ellas. Por otra parte, la funcién distribucién satisface una ecuacién de Liouville
lineal. En términos de distribuciones, la propiedad mizing implica la aproximacién a un estado
estacionario en el limite asintético de tiempos grandes para toda distribucién inicial suave. Este
proceso es denominado relajacion estadistica y serd frecuentemente utilizado en el desarrollo de
los capitulos de la presente Tesis.

Para deshacerse de su complicada estructura, la distribuciéon debe ser de “grano grueso”,
es decir, debe ser promediada sobre algin dominio del espacio de fases. La evolucién de la
distribucién de grano grueso es descripta por una ecuacién cinética, esto es, por una ecuacién
de difusién. Més atn, la distribucién de grano grueso converge a un estado estacionario suave (en
el sentido de la diferenciabilidad) que es constante. Cabe senalar que esta operacién de grano
grueso serda fundamental para la caracterizacién de las escalas temporales del caos cuantico
que se desarrolla en el Capitulo 3. Finalizamos esta secciéon remarcando las dos propiedades
fundamentales de la mecédnica cldsica que son necesarias para que la dindmica cadtica ocurra:
(i) un espectro continuo, y (ii) un espacio de fases continuo.

1.2. Caos cuantico

El problema del caos cuantico surgié alrededor de los ‘70s a partir de los intentos de com-
prender los fenémenos del caos clasico en términos de la mecanica cudntica en el limite clasico. Si
bien ain en la actualidad no existe un consenso en la comunidad cientifica sobre una definicion
rigurosa del caos ciiantico, se suele aceptar como el estudio de los aspectos mecano-cuanticos de
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los sistemas cudnticos que admiten una descripcién clasica cadtica [1, 8, 9, 10]. Es decir, aquellos
sistemas cuanticos cuyo comportamiento cuando la constante de Planck es despreciable frente
a otras cantidades (limite cldsico) pueden ser caracterizados por los indicadores del caos clasico
que mencionamos anteriormente como los coeficientes de Lyapunov, la complejidad algoritmica,
etc [11, 12].

Investigaciones preliminares pusieron en evidencia una dificultad muy profunda en el hecho
de que las condiciones mencionadas anteriormente para la dindmica cadtica clasica, el tener
un espectro continuo y un espacio de fases continuo, son violadas por la mecénica cudntica: la
condicién (i) es violada debido a la naturaleza discreta del espectro cuantico y la condicién (ii)
es violada debido a que el Principio de Incertidumbre establece un espacio de fases cudntico
discretizado en celdas de tamano minimo dadas por AzAp 2 h (por cada grado de libertad). La
situacién se vuelve aiin més critica al considerar el Principio de Correspondencia que establece
la emergencia de todos los fendmenos cldsicos sin excepcién, en particular el caos clasico, en el
limite clasico de la mecanica cuantica. Surgié entonces la idea de que una manera de reconciliar
el espectro discreto con el Principio de Correspondencia es la introducciéon de algunas escalas
temporales caracteristicas del movimiento cuantico. El punto clave fue identificar que la dis-
tincién entre los espectros discreto y continuo no es ambigua solamente en el limite asintdtico
t — oo. Esta idea fue sugerida por experimentos numeéricos en caos cuantico en los cuales se
utilizé6 un modelo muy simple y emblemdtico en la literatura, el rotor pateado [1].

De esta forma, se identificaron los aspectos dindmicos del caos cuantico dentro del dominio
temporal. Se logré caracterizar al caos cuantico como una propiedad de la evolucién temporal
asintotica que ocurre, dentro de una escala de tiempo t* determinada por la densidad de estados
p= % que expresa una derivada discretizada entre niveles de energia adyacentes. En efecto,
escribiendo una solucién completamente general de la ecuaciéon de Schrédinger dependiente del
tiempo W(z,t) = >, cn exp(—iE—gt)\I/(ac) uno ve que la naturaleza cuasi-periédica de la evolu-
cién temporal se muestra, en promedio, cuando la diferencia de dos fases adyacentes crece en
27, esto es t* = 27whp. Esta escala temporal es denominada tiempo de Heisenberg y luego de
t* la evolucion temporal es dominada por las fluctuaciones cudnticas. Entonces el caos cudntico
genuino es sélo posible dentro de una escala t < t* donde fendémenos con una descripcion se-
miclédsica son posibles tales como la relajacién, la sensibilidad exponencial, etc. Sin embargo, no
todos los fendmenos cadticos pueden ser observados en mecanica cuantica hasta un tiempo t*,
existen muchos de corta vida. Por ejemplo la sensibilidad exponencial a las condiciones iniciales
sélo puede ser simulada hasta el tiempo de Ehrenfest tp = M donde Ay es el volumen del
espacio de fases explorado por una trayectoria clasica cadtica y A es el exponente de Lyapunov
clasico midiendo la tasa de divergencia exponencial dz(t) ~ exp(At)dx(0) de trayectorias cerca-
nas clasicas. Hasta el tiempo tg, paquetes de onda Gaussianos centrados en trayectorias clasicas
pueden ser utilizados para una descripcién semicldsica del movimiento cudntico [13]. El tiempo
de Heisenberg t* y el tiempo de Ehrenfest tg son las dos escalas temporales caracteristicas
dle caos cudntico. Otro aspecto importante de la dependencia temporal del caos cudntico es el
eco de Loschmidt o decaimiento de la fidelidad [14]. La fidelidad ha sido propuesta por Peres
[15] como una analogia natural en mecdnica cudntica de los coeficientes de Lyapunov y de la
sensibilidad a las condiciones iniciales, como

F(t) = [(To(t)|We())]” = {2(0)|Uo(~t)Ue(t)[ ¥ (0))[? (1.1)

donde |Uy(t)) = Up(t)|¥(0)), |¥-(t)) = U(t)|¥(0)), € es un pardmetro positivo chico, y Up(t),
U:(t) son la evolucién temporal no perturbada y perturbada respectivamente. La primera igual-
dad (fidelidad) de (1.1) puede ser interpretada como la probabilidad de que dos evoluciones
cudnticas cercanas finalicen en el mismo estado mientras que la segunda igualdad (eco de
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Loschmidt) es la probabilidad de que el estado evolucionado hacia adelante por la evolucién
perturbada compuesto con la reversién temporal por la evolucién sin perturbar para la mis-
ma cantidad de tiempo, finalice en el mismo estado inicial. La fidelidad es una medida de la
estabilidad del movimiento cuantico. El formalismo del eco de Loschmidt puede ser conectado
intimamente con la teorfa de la decoherencia en sistemas cudnticos abiertos [14].

Asi como es importante considerar los aspectos dindmicos del caos cudntico el dominio tem-
poral, también se destacan los aspectos estacionarios en el dominio de la energia. Desde los ‘50s,
ha sido reconocido por Wigner [16] y luego por Dyson [17], que muchas caracteristicas de los
niveles de energia de niicleos complejos o resonancias de vida media larga pueden ser descriptos
por un modelo estadistico de matrices aleatorias. La idea de Wigner fue que para un sistema
cuantico suficientemente complicado con muchos grados de libertad como un nicleo pesado, uno
puede considerar que los elementos matriciales del Hamiltoniano en una base arbitraria estan
distribuidos al azar. Este modelo di6 origen a la teoria de matrices aleatorias la cual predice
que la distribucién estadistica de los espaciamientos entre niveles de energia adyacentes obedece
distribuciones universales que s6lo dependen de ciertas propiedades de simetria. A comienzos
de los ‘80s comenzd a acumularse evidencia numérica dando cuenta de que, el espectro de sis-
temas muy simples pero no integrables y clasicamente caoticos, también exhibian fluctuaciones
universales de niveles de energia descriptas por la teoria de matrices aleatorias, a través de los
ensambles Gaussianos. Estos ensambles modelan el comportamiento cadtico de sistemas cuanti-
cos partiendo de la hipétesis de una determinada correlaciéon entre los elementos matriciales H;;
del Hamiltoniano H del sistema ctantico.

Las dos condiciones para la distribucién de probabilidad P(H;y, ..., Hyy) de los elementos
matriciales H;; que definen los ensambles Gaussianos son [8, pags. 73-74]

P(Hy, Hya, ..., Hyn) = P(H11)P(Hy2) - P(Hyn) (condicién de aleatoriedad) (1.2)

P(Hy1,His,...,Hyy) = P(Hy, Hi2, ..., Hyy) (condicion de invarianza)  (1.3)

donde H' es obtenido a partir de H por medio de una transformacién ortogonal, unitaria 6
simpléctica de acuerdo a que el ensamble Gaussiano sea ortogonal (GOE), unitario (GUE) 6
simpléctico (GSE), respectivamente. La ecuacién (1.3) expresa la invarianza de P(Hiy, ..., Hyn)
frente a una transformacién ortogonal, unitaria o simpléctica. La ecuacién (1.2) nos dice que
en el régimen completamente cadtico de un sistema cudntico caético los detalles de la interac-
cién no son relevantes de tal manera que podemos reemplazar los elementos matriciales de su
Hamiltoniano por una matriz cuyos elementos no estan correlacionados entre si. La observacion
de que “correlaciones espectrales de corto alcance de sistemas cudnticos que son fuertemente
cadticos en el limite cldsico, obedecen leyes universales de fluctuacion que estin dadas por en-
sambles de matrices al azar sin parametros libres” ha sido reconocida como la conjetura de caos
cuantico y a pesar de no haber sido rigurosamente probada, sigue siendo uno de los resultados
més importantes y establecidos en el campo [18]. Uno de los modelos paradigmaticos estandares
donde la conjetura de caos cuantico ha sido demostrada de forma ma&s convincente es el billar
cuantico. El problema de Schrédinger estacionario para una particula de masa m moviéndose
libremente dentro de un dominio planar (mesa de billar) D y colisionando con las paredes esta
descripto por la bien conocida ecuaciéon de Helmholtz para la funcién de onda de la particula

V2 (z,y) + k2T (z,y) =0 (1.4)

con condiciones de Dirichlet ¥|sp = 0, siendo 9D la frontera de D, y teniendo un conjunto

. . , }LZ 2
discreto de soluciones {k,, ¥, : n = 1,2,...} con las autoenergias E, = L27]7€1n Se demuestra
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numéricamente que, por ejemplo, para dominios circulares el sistema es integrable mientras
que para dominios tipo cardioide (propuesto por Robnik [19]) el comportamiento es totalmente
cadtico.

Vemos entonces que los aspectos dindmicos y estacionarios del caos cudntico surgen en prin-
cipio independientemente unos de los otros pero estan intimamente relacionados y caracterizan
a todos los fenémenos del caos cuantico. Esta interrelacion se vera con detalle en el Capitulo
3 donde se trata la granulosidad fundamental de la mecénica cudntica como una manera de
compatibilizar el Principio de Correspondencia con el caos en el limite clasico.

1.3. Sistemas dinamicos, teoria de densidades y operadores de
Markov

Los sistemas dindmicos son uno de los objetos mas extendidamente estudiados en la Fisica
asi como en la Matemadtica [10, 11, 12, 20]. En el contexto de la teoria de la medida, un sistema
dindmico se define como la cuaterna (X, ¥, u, 7) donde X es un conjunto (tipicamente el espacio
de fases en mecanica cldsica), ¥ es una o—4&lgebra sobre X, p es una medida finita sobre X, y
el mapa 7 : X — X es una transformacién que preserva la medida. La interpretacién fisica de
esta definicién es que un sistema dinamico establece una regla que describe la dependencia de
un punto, representando el estado del sistema, en un espacio geométrico (el espacio de fases).
Esta regla es determinista en el sentido de que, para un dado intervalo de tiempo, el estado del
sistema sélo sigue una tunica trayectoria.

Desde sus origenes en la mecanica Newtoniana hasta su posterior definicion matematica,
se ha ndesarrollado numerosas herramientas tanto tedricas como précticas en el ambito de
los sistemas dindmicos. Algunas de ellas que cabe senalar por su relevancia son los mapas
discretos, la teoria de bifurcaciones, nudos topoldgicos, etc. Estas aproximaciones dan diferentes
descripciones locales y globales de los sistemas dindmicos. Sin embargo, en la mayoria de los casos
lo mas importante resulta ser el comportamiento asintotico del sistema como ya mencionamos en
el caos clésico. Més atin, un caso de gran interés es el estudio de la aproximacion al equilibrio de
un sistema dinamico donde podemos utilizar las herramientas de la teoria del caos cldsico. Aqui
es donde aparece naturalmente la descripcion estadistica del sistema, que mateméaticamente nos
lleva al concepto de funcién de distribucién (definida como densidad, matematicamente) de un
sistema fisico, indispensable cuando éste posee un alto nimero de grados de libertad.

Para poder utilizar estas herramientas es necesario establecer el formalismo de los sistemas
dindmicos. Adoptaremos la definicién de sistemas dinamicos dada en el contexto de la teoria de
la medida [6, 7] ya que nos permitird conectar cantidades escritas en términos de medidas por
medio de valores medios de operadores cuanticos, como veremos mas en el Capitulo 2. Cabe
senalar que ésta definicién de sistemas dindmicos es equivalente a la dada en el contexto de
flujos de campos vectoriales y ecuaciones diferenciales [12, 20].

Comenzamos recordando los elementos matematicos de teoria de los sistemas dindmicos en
el marco de la teoria de la medida que utilizaremos a lo largo de ésta Tesis, basado en [6, 7].
Dado un conjunto X, ¥ es una o-dlgebra de subconjuntos de X si se satisface:

(1) X eXx
(i) A, BeY = A\Bex
(tit) (Bi) e X = U;B; € ¥ (donde i es un indice numerable)

Una funcién p es una medida de probabilidad sobre X si se cumple:
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(1) p:3—[0,1]y p(X) =1

(it) Para toda familia numerable (B;) € ¥ tal que B; N B, = 0 si j # k se tiene p(U;B;) =

> 1(Bi)

Un espacio medible es toda terna de la forma (X, X, ). Dado un espacio medible (X, 3, 1), un
automorfismo T que preserva la medida p es una funcién T : X — X, que satisface

VAeY: u(T1A) = u(A) (1.5)

Entonces se dice que la familia de transformaciones 7 = {T; : X — X }4cr que satisfacen (1.5)
y las siguientes propiedades

(i) To(z) = x para todo = € X,
(1) T (Tia(2)) = Thy11,(x) para todo & € X y 1,13 € R,
(7i7) el mapa (t,x) — Ty(z) de R x X en X es continuo,

es un grupo de automorfismos que preservan la medida y lo llamaremos una ley dindmica T.
En el caso general, se requiere que 7 sélo sea un semigrupo, como es el caso de los sistemas
semidinamicos. En sistemas dindmicos 7 es un grupo, y por lo tanto los sistemas dindmicos se
consideran inversibles mientras que los sistemas semidindmicos podrian no serlo. Decimos que
la cuaterna (X, 3, u, 7) es un sistema dindmico.

El concepto de densidad es una nocién central. Dado un sistema dindmico (X, %, u,7) y
DX, %, p) ={f e LYX,Z,n): f>0; ||f|l =1}, decimos que toda funcién f € D(X,%, ju, )
es una densidad.

Senalamos que en mecanica cldsica lo usual es tomar X como el espacio de fases I', ¥ = P(T")
como el conjunto de partes del espacio de fases, i como la medida de Lebesgue y T; como la
evolucién temporal dada por las ecuaciones de Hamilton.

Para un sistema clasico S con un estado inicial dado por una densidad sabemos que su
evolucién temporal estd determinada por la ecuacion de Liouville. Excepto en casos sencillos,
sabemos que esta ecuacién no tiene solucién exacta y, por lo tanto, nos vemos obligados a utilizar
otra estrategia para estudiar la evolucion del sistema. En este sentido, los operadores de Markov
son muy utiles debido a que permiten deducir propiedades globales asintéticas de la densidades.
Bajo ciertas hipotesis sobre los operadores de Markov se pueden obtener condiciones para la
existencia de una densidad de equilibrio f,, que corresponde fisicamente a la aproximacion
al equilibrio del sistema. La aproximacién al equilibrio en el limite asintético por medio de
los operadores de Markov constituird el vinculo entre limite clasico y la versién cuantica del
teorema de descomposicion espectral para sistemas dindmicos, que serd estudiado en el Capitulo
2. Presentamos una breve revisién de los propiedades basicas de los operadores de Markov
necesarias para el desarrollo de los resultados de esta Tesis.

Dado un espacio medible (X, 3, 1) un operador lineal P : L' — L! se llama un operador de
Markov si satisface para toda f € L', f >0

(i) Pf>0
(i) [IPfI =]

De (ii) se sigue que P es mondtono, esto es, si f,g € L' con f > g entonces Pf > Pg.
Sean (X, ¥, u) una o-dlgebra y f € L'. Si P es un operador de Markov entonces
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@) 1PfIl < |If]] (contractividad)
(i) [Pf(z)] < P|f(z)] VeeX

La nocién de punto fijo de un operador de Markov es fundamental para establecer la apro-
ximacion al equilibrio de una densidad.

Sea P un operador de Markov. Si f € L' con Pf = f entonces f se llama un punto fijo de
P. De la misma forma, toda f € D(X, 3, u) que cumple Pf = f se llama densidad estacionaria
de P.

Una familia de automorfismos {7} };cr representando la evolucién temporal de cualquier
sistema dindmico permite definir una clase especial de operadores de Markov llamada operadores
de Frobenius-Perron.

Dado un espacio medible (X, X, u) vy T : X — X un automorfismo no singular (o sea,
w(T~1(A)) = 0 para todo A € ¥ tal que uu(A) = 0) el tinico operador P : L' — L! definido para
todo A € ¥ por la ecuacién

/Pf x)dr = /T_I(A)f(af),u(x)da: (1.6)

se llama operador de Frobenius—Perron correspondiente a T'.

De (1.6) vemos que el operador de Frobenius-Perron es lineal y posee las siguientes propie-
dades.

Sea T un automorfismo. Si P y P, son los operadores de Frobenius-Perron correspondientes
a T y T™ respectivamente, entonces se tiene

Z) fX Pf(x)ﬂ(dx) = fX f(x)lu«(dx
(15) P,=P"™ siendo P"=Po---0P

n veces
El adjunto del operador de Frobenius-Perron cumple un rol importante en la descripcién de la
evolucién de las funciones definidas en el espacio de fases y esta dado por la siguiente definicién.
Dado un espacio medible (X,3,u) vy T : X — X un automorfismo no singular, el inico
operador U : L>® — L* definido para todo f € L™ por

Uf(x) = f(T(x)) (1.7)

se llama operador de Koopman correspondiente a T'. De (1.7) vemos que el operador de Koopman
es lineal y satisface las siguientes propiedades.

Sea T un automorfismo. Si U y U, son los operadores de Koopman de T'y T" respectiva-
mente, entonces para todo f € L', g € L™, n € Ny se tiene

(@) [1Ufllzee < N fllzee
(i) U, =U" siendo U"=Uo---0U
N—_———
(112) (Pnf,g >=<f,U >
donde (f,g) = [ f( u(dx) para todo f € L', g € L.

Con éstas definiciones podemos establecer los niveles de la jerarquia ergddica en términos
de densidades y operadores de Markov. Sea (X, 3, 1) un espacio medible normalizado (es decir,
wX) =1), T : X - X un automorfismo y P, U los operadores de Frobenius-Perron y de
Koopman de 7. Entonces, para todo par f € L', g € L™ se tiene
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(i) T es ergddico < limn_mo% ZZ:O<Pkf, g) = limn_mo% Yool Ukg) = (f,1)(1,9)
(1) T es mizing < limp—oo(P"f,9) = limp—oo(f, Ung) = (f, 1)(1, g)
(1i1) T es exacto < limp_oo||[P"f — (f,1)]| =0
A partir de estas definiciones se sigue que
exacto — mizing — ergodico (1.8)

Cabe senalar que estos niveles son sustancialmente diferentes entre si. Por dltimo, introduci-
mos la nocién de operador constrictivo que permite asegurar la existencia de una densidad de
equilibrio. Un operador de Markov P se llama constrictivo si existe un conjunto precompacto
F C L' tal que para todo f € D(X, %, p):

lim d(P"f,F) =0 (1.9)
n—oo
siendo d(P" f,F) = infye 7 || P" f — g la distancia entre el conjunto F y P"f.
De esta definicién se puede demostrar que todo operador de Markov constrictivo posee una
densidad estacionaria [7, pag. 90].

Teorema 1.1 (Existencia de densidades de equilibrio) Sea (X, %, u) un espacio medible nor-
malizado, y P : L' — L' un operador de Markov constrictivo. Entonces P posee una densidad
estacionaria, esto es, existe una densidad f, € L' tal que Pfy = f.

La existencia de densidades de equilibrio puede ser relevante para la obtencién de posibles
marcos tedricos del caos cuantico. Por ejemplo, en el billar cudntico la afirmacién de ergodicidad
cudntica es equivalente a la afirmacion de equidistribucién de la densidad de probabilidad de
los autoestados.

1.4. Formalismo cuantico

Dado un sistema cuantico con N 4 1 grados de libertad provisto de un espacio de Hilbert
‘H denotaremos el algebra cuantica de observables por A, definido matematicamente como el
anillo de operadores (con la suma y producto usual) A H — H tales que At = A para todo
A € A donde Af es el conjugado hermitico de A.

Los estados cudnticos estan representados por el cono positivo de matrices densidad que
estén en el dual de A, denotado por A, estoes N = {pe A : p(I) =1, p(AAT) >0v Aec A}
donde I es el operador identidad en A.

La accion ﬁ(fl) de un estado p sobre un observable A es el valor medio de A en p que esta
dado por Tr(pA) siendo Tr(...) la operacién de traza sobre un operador. A lo largo de esta Tesis

Doctoral también usaremos la notacién usual (A); para los valores medios.

Si A € A entonces la transformada de Wigner de A es la funcién de distribucién definida
sobre R2N+1) dada por [21]

1 ~ 2; PA
Wilg,p) = PNT /RN+1<q+ AlA|g— A)e” = dA (1.10)
donde ¢,p, A € RN+,

El conjunto de todas las distribuciones A, = {Wj;(q,p) : A € A} se llama algebra cua-
siclasica. Dado un estado puro py = [¢) (1|, su transformada de Wigner W puede ser negativa,
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con lo cual A; no es un dlgebra clasica. Por esta razén, p(q,p) = Wj(q, p) se dice que es una
distribucién de cuasiprobabilidad siendo p € N cualquier matriz densidad del sistema cuéntico.
Dado A € A se define el simbolo de Weyl de A como [21]

Walan) = [ {a+a]Alg- 2 an (111)
RN+1
Dados dos operadores fl, Be A podemos introducir el producto estrella [22]

—~ — —~ 1h =\ — —~
Wilg,p) * Wg(q,p) = Wjs(q,p) exp <—Z2 0 qw® ab) Ws(q,p) = Wjs(a,p) (1.12)

siendo w® el tensor métrico de R(V+1)

(1.12) que

. Del desarrollo en serie de la exponencial se deduce de

Wigla,p) = Wila,p)Wp(q,p) + O(R) (1.13)
El contenido fisico del algebra cuasiclasica A, esta dado por el corchete de Moyal definido como

1 —~ —~ —~ —~
ﬁ(WA*WB _WB*WA)

A su vez, de (1.10), (1.11) y (1.14) se deduce que el corchete de Moyal es la transformada de
Wigner del conmutador cuantico, esto es

{Wgy WB}MB =

- 1
Wi Witus = - Wi g

La relaciéon entre las dlgebras clasica A, compuesta por todas las funciones f : R2NHD 5y R
con la suma y producto usual de funciones, y la cuasiclasica 4, estd determinada por

{f.9}mp = {f.9}pp + O(h?)

siendo f, ¢ : R2N+1) s R dos funciones cualesquiera donde

N~ (9f 99 Of g
{f.9tps = Z 90 On. O D0
i—1 4; ODi Di 04;
es el corchete de Poisson.
La transformada de Wigner y su inversa definen un isomorfismo entre el dlgebra cudntica A
y el dlgebra cuasiclasica A,

A— A, , A— A

El mapa asi definido se llama mapa de Weyl-Wigner—Moyal. En el limite cldsico se tiene que
A, tiende a A, debido a que cuando i — 0 el producto estrella tiende al producto usual entre
funciones (como puede verse de (1.12)) y el corchete de Moyal tiende al de Poisson, siendo £ el
parametro de deformacion de la cuantizacién.

Dado el producto escalar (f,g) = [pav+1) f(a:2)g(q, p) dgdp entre dos funciones
f,g : RZN+D 3 R una propiedad relevante de la transformada de Wigner es [21]

Tr(AB) = (W4, Wp) (1.14)
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siendo /1, B dos operadores cualesquiera del dlgebra cuantica. La ecuacién (1.14) nos dice que
el valor medio de un observable O en el estado p puede ser calculado en el dlgebra cudntica A
como la traza de pO 6 bien en la cuasiclasica 4, como la integral sobre R2N+1) del producto

W;(a,p)Wp(q,p).
Si I(q,p) es la funcién identidad de R2V+1 | de la definicién del simbolo de Weyl (1.11) se
en

deduce que Wf(q,p) = I(q,p) y por lo tanto, dado un estado p, poniendo A=pyB=1
(1.14) se tiene

Tr(pl) = (W, Ty) = 1
que no es otra cosa que la normalizacién de p.

1.4.1. Limite clasico y limite débil

El limite clasico es el estudio de los sistemas cuanticos cuando la constante de Planck puede
despreciarse frente a otras magnitudes relevantes, en cuyo caso el comportamiento del sistema
puede ser predicho por las leyes de la mecanica clasica. Con el objetivo de compatibilizar las
predicciones de la mecdnica cudntica a nivel microscopico con las de la mecanica clasica a
nivel macroscépico, en un trabajo fundacional de 1920, Niels Bohr introdujo el Principio de
Correspondencia [23]: “el comportamiento de los sistemas descriptos por la mecdnica cudntica
reproduce el predicho por la fisica cldsica en el limite de numeros cudnticos grandes”. En otras
palabras, el Principio de Correspondencia establece la transicién de las magnitudes cuanticas a
las de sus andlogos clasicos a medida que los valores de la constante de Planck se aproximan a
cero.

Existen varios formalismos para estudiar el limite clésico [24, 25, 26, 27, 28]. En particular, el
limite débil es uno de ellos y es el que utilizaremos a lo largo de esta Tesis que, entre otras cosas,
permite tratar a los observables como los objetos centrales y a los estados como funcionales de
éstos [28, 29, 30]. Una de sus principales caracteristicas es que establece un tipo especifico de
correlaciéon que da una imagen intuitiva del proceso de relajacion de un sistema cuantico, es
decir de su aproximacién al equilibrio en el limite asintético. La definicion formal del limite
débil es la siguiente.

Dado un sistema cuéntico, si p € N es un estado inicial y p(t) el estado al tiempo ¢, decimos
que p. € N es el limite débil de p si se verifica

Ifm (0)5) = (0), (1.15)

para todo observable O € A. La ecuacién (1.15) expresa que p, tiene el significado de una
especie de promedio de “grano grueso’de p sobre el conjunto de observables A donde el valor
medio (O),() tiende al valor constante (0);, para tiempos grandes. Considerando que el valor

medio (O) ) contiene informacién sobre las correlaciones cuanticas de p al tiempo ¢, entonces

es razonable asumir que (O);, representa las correlaciones de p cuando t — oo, es decir en el
limite asintético. En este sentido decimos que el limite débil p, es, un “estado de equilibrio”,
dado que las correlaciones de p estan contenidas en p, en el limite asintético.

1.4.2. Formulacion del limite clasico en términos del limite débil

El contenido del limite débil como aproximacién al limite clasico se pone en evidencia al
escribir explicitamente el valor medio de un observable O en un estado p(t) a tiempo .
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Sea S un sistema cuéntico con un Hamiltoniano hermitico H. Sea {|a)} su base de auto-
vectores, llamados autoestados. Los autovalores {E,} constituyen el espectro cudntico y son las
energias del sistema, que en este caso son reales en virtud de la hermiticidad de H. Dependien-
do del sistema cudntico que se trate, el espectro cudntico puede llegar a ser discreto, continuo,
complejo o una combinacién de éstos. Se tiene el conjunto de relaciones

Hla) = Egla) , (alH = (a|E,
(alb) = Oqp (ortonormalidad)

=3, a)al (completitud) (1.16)

que caracterizan completamente a la base de autoestados y donde estamos asumiendo que no
hay degeneracion, es decir que todos los autovalores son distintos. Cabe senalar que de (1.16)
se deduce que los estados p, = |a){a| son puros, es decir que p? = p, para todo a. Podemos
expandir el estado p en la base {|a)}

p= ZZpab\a) (0| con  pap = (a|p|b) (1.17)
a b

El estado p al tiempo t esté dado por el operador de evolucién U (t) = e~ . Esto es,

pt) =U0pU )" = e "% pe' v (1.18)
De (1.16), (1.17) y (1.18) se tiene
(Ea—Ep)t

P =" pae ™ |a)(d] (1.19)
a b

De igual forma que p, dado un observable O podemos expandirlo en la base {]a)}

O=> "> Ouwla)(d|  con Og = (alO|b) (1.20)
a b

Haciendo el producto pO, de (1.19) y (1.20) obtenemos

pHO=3">" (Z p()ob) ja) (b (1.21)
a b c

Tomando la traza de j(t)O y usando (1.21) se obtiene el valor medio de O en el estado j al
tiempo t

<O>ﬁ(t) =>.p+2np()
ZD = Za paaoaa

_; (Ba=Bp)t

2 onp(®) =D 0sb Db PabOra€™ T (1.22)
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La ecuacién (1.22) expresa que el valor medio (O) 5(t) Posee dos tipos de términos, los diago-

nales denotados por ), que son constantes, y los no diagonales denotados por ) p(t) cuya
(Bq—Ep)t
depedencia temporal esta en funcion de los factores oscilatorios e & "~ En otras palabras,

> np(t) expresa las interferencias cudnticas entre los estados de la base {|a)}, o sea es la parte
puramente cuéntica de (O) (1)

Ademads, dado que los coeficientes p,, = (a|pla) son no negativos y suman uno ya que
Y aPaa = Tr(p) = 1, se sigue que ), tiene la estructura de un valor medio cldsico. Mds atin,
definiendo el estado p. = >, paala)(al, que es una mezcla de los estados puros |a)(a|, podemos

reescribir ), como

> =0 (1.23)

De (1.22) y (1.23) resulta

Px = Za Paala){al

(Eq—Ep)t

2np(l) =202 bz PabOba€™ " (1.24)

La ecuacién (1.24) representa la base del formalismo de limite cldsico en el lenguaje del limite
débil. De la definicién (1.15) y (1.24) se concluye que el limite débil del estado p existe si y sélo
si la parte no diagonal )\ (t) puede hacerse arbitrariamente pequena en el limite asintético,
es decir la cancelacion de las interferencias cuanticas, que es una forma de establecer el limite
clésico a través de los valores medios cudnticos. Dado que el espectro de la mayoria de los
sistemas cuanticos de interés es discreto, una forma de llevar a cabo ésto es imponiendo que A
sea mucho mas pequenia que la diferencia entre niveles de energia adyacentes. De esta manera
se puede aproximar el espectro por un continuo y la sumatoria )y (t) puede reescribirse en
términos de integrales

(Ba—Ep)t

Svp®) = [ [p(a,b)Ob,a)e™ 7 dadb  si ¥ Eo, Ey: BBl 1 (1.25)

Asumiendo ciertas condiciones de regularidad sobre la funcién p(a, b)O(b, a) (por €j. que sea un
elemento del espacio L?(R?)) podemos aplicar el lema de Riemann-Lebesgue. Luego, tomando
el limite asintdtico en (1.25) resulta

L (Ba—Ep)t
lim ) (¢) = lim //p(a, b)O(b,a)e™ & dadb=0 (1.26)

Aplicaremos el formalismo del limite débil para estudiar del comportamiento asintético de los
sistemas cuanticos cadticos, que se tratard en los siguientes capitulos. Primeramente, debemos
senalar la relacién entre el comportamiento cadtico de un sistema de acuerdo al nimero de
constantes de movimiento. Dado un sistema cuédntico S se define su limite clasico, que denotamos
por S¢;, como el andlogo clasico de S en el limite i — 0. En el caso general S podria tener mas
grados de libertad que constantes de movimiento. En cualquier caso, el teorema de Caratheodory
establece que, un sistema cldsico descripto por un Hamiltoniano H(gq,p) con N + 1 grados de
libertad posee N + 1 constantes “locales” de movimiento.
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Mas precisamente, un sistema clasico, en particular S.;, posee N + 1 constantes de movi-
miento locales si su Hamiltoniano es una constante definida sobre el espacio de fases y si existen
N constantes de movimiento {O;(q, p)}i=1,....~n satisfaciendo

{H(a,9),0i(a.0)} P =) op; 00, 0¢; Op;
J J J J

=1

sobre un dominio maximal Dy C I' alrededor de todo punto ¢ = (¢,p) € I'. En particular,
cuando todos los dominios Dy son iguales a I, el limite cldsico S, se dice integrable. En otro
caso, S¢ se dice no integrable.

Ahora recordamos las etapas para recuperar la mecanica clasica en Sy a partir del limite
débil aplicado sobre S [31].

(7) En la primera etapa la parte no diagonal de los valores medios cudnticos (%), que
es la que contiene las correlaciones cuanticas de p(t), permanece no nula a lo largo de la
evolucién cuantica. Mientras tanto, la parte diagonal (O> . admite una interpretaciéon por
ignorancia, o sea posee una estructura de valor medio estadistico clasico.

(7i) En la segunda etapa se aplica el limite débil para obtener el limite cldsico dentro de los
intervalos de las escalas temporales del caos cudntico t < 7 = 7(h) con el objetivo de
compatibilizar el Principio de Correspondencia y el caos, como veremos en el Capitulo 3.
El limite débil de p(t) es obtenido de la descomposicién <O>ﬁ(t) = <OA),3* + > (t) donde
>(t) — 0 para t — oo. La densidad de equilibrio es obtenida a partir de p.(q,p) =
W;,(q,p) que es la parte independiente del tiempo de la funcién de Wigner p(q,p,t) =
Wiw(a,p) = p«(q,p) + f(q,p,t) donde f(q,p,t) manifiesta los efectos cudnticos en el
espacio de fases.

(7i7) En la tercera y tultima etapa, la densidad de equilibrio p.(gq,p) se expresa como una
descomposicién de trayectorias clasicas 7(q,p) = 10 + wt, 0;(q,p) = 60 + pit (donde i
denota los dominios maximales Dy, ) sobre las hipersuperficies H(q,p) = w, Pir(q,p) = pir
con I =1,...,N. Por lo tanto, se obtienen las trayectorias cldsicas y la mecénica clasica
es recuperada a partir de la mecanica cuantica.

Podemos ilustrar los pasos (i), (i7), (iii) en el siguiente esquema

mecdnica cudntica — mecdnica cldsica estadistica — mecdnica cldsica
h#£0, t <o h—=0,t—o00,t<7T=1(h) p«(q,p) esta descompuesta
<O)ﬁ(t) = (O>ﬁ* + Z(t) p(t) — py (limite débil) en trayectorias clasicas
ND
donde Z(t) contiene p«(q,p) = W;,(q,p) H(q,p) =w, Pi(q,p) =pi
ND

las correlaciones cuanticas
(1.28)

Estos pasos proveen un método para estudiar el limite cldsico en fendmenos como la relajacién
estadistica y la decoherencia en sistemas cerrados y abiertos [28, 29, 30], y en el caos cudntico
[31, 32, 33, 34, 35, 36].
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1.5. Aproximaciéon geometrodinamica informacional al caos

Hemos visto que el estudio del caos cuantico involucra el proceso del limite clasico, buscando
a que comportamiento cadtico tienden las magnitudes cudnticas, valores medios, distribuciones
de Wigner, etc. a medida que la constante de Planck se aproxima a cero. Asimismo, el compor-
tamiento cadtico se identifica por medio de caracterizaciones asintéticas como las mencionadas
anteriormente, como por ejemplo la jerarquia ergddica y los exponentes de Lyapunov. Es decir
que a primera vista, el caos cudntico involucra una doble tarea tanto en el limite clasico de
cantidades cudnticas como en la utilizacién de indicadores asintéticos de caos. En ese sentido,
lo ideal seria encontrar un tnico formalismo que diese cuenta de ambos limites, tanto el clasico
como el asintético.

Una aproximacién que retne estas caracteristicas es considerar que el conocimiento de nues-
tro sistema esta dado por una distribucién de probabilidad de las variables de interés del sistema
(que definen el microespacio) junto con los valores medios y correlaciones entre ellas (los cuales
definen el macroespacio). Luego, la dindmica del sistema se deduce a partir de la geometria del
macroespacio utilizando ecuaciones geodésicas, escalares geométricos, etc. La idea clave es que
las correlaciones entre elementos del macroespacio permiten codificar el limite cldsico, mientras
que el limite asintético esta representado por la evolucién de toda magnitud geométrica a lo
largo de las geodésicas, como se explicard con mas detalle en los Capitulos 4 y 5.

Este es precisamente el formalismo de la aproximacién geometrodindmica al caos (IGAC)
[37, 38, 39, 40] (del inglés, Information Geometrodynamical Approach to Chaos) que utilizare-
mos en los Capitulos 4 y 5 de esta Tesis como caracterizacion geométrica del caos cuantico y
complementaria a las dadas en los Capitulos 2 y 3.

IGAC constituye una aplicacién del formalismo denominado Dindmica Entrépica (Entro-
pic Dynamics, en inglés) el cual resulta de la combinacién de inferencia inductiva (métodos de
méxima entropia MazEnt) con geometria de informacién (IG) [41]. ED es una aproximacion
construida sobre variedades estadisticas Mg cuyos elementos son distribuciones de probabi-
lidad {P(X|©)} que estdn uno a uno con un conjunto {O} de variables macroscépicas que
parametrizan convenientemente los puntos sobre Mg. El conjunto {©} se denomina el espacio
de parametrizacién y se denota Dg. Una vez definidos estos objetos, en este caso la variedad
estadistica Mg y las variables macroscépicas {©}, los pasos para la construccién de una forma
de dinamica entrépica son los siguientes:

e Se selecciona un conjunto de microestados {xr} con k = 1,...,[ que caracteriza al sistema,
denominado microespacio [-dimensional. Los microestados podrian ser interactuantes en-
tre si 0 no, o bien podrian no contener informacion relevante para la dindmica micréscopica,
lo importante es que a partir de éstos se pueden inferir predicciones “macroscépicas” del
sistema.

e Una vez definido el microespacio se seleccciona el macroespacio que contiene la informacion
relevante de los microestados. El macroespacio esta definido entonces por 2! restricciones
de informacion, por ejemplo los valores de expectacion py, y varianzas oy de las variables
{z1}, y ademds de estas restricciones los microestados zj deben satisfacer la condicién de
normalizacién. Por ejemplo, podriamos asumir que los microestados zj, estan distribuidos
de manera independiente py(xg|pk, ok).

e Una vez que los microestados xj y las restricciones de informacién g, o han sido se-
leccionados, y para el caso de variables independientes, se definen las distribuciones de
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probabilidad p(X|©) = I _ px(zk |k, ok) que codifican la informacién relevante dispo-
nible del sistema siendo X = (z1,..., ;) un vector microscépico (-dimensional y © =
(41, .., 11,01, ..,07) un vector macroscopico 2/-dimensional. Es decir, los conjuntos { X'}
y {©} definen el microespacio y el macroespacio del sistema respectivamente. La variedad
estadistica se define como el conjunto Mg = {p(X|0) : p(X|0) = L _, pr(zk |1k, ok)}-

e Luego se dota a Mg de una estructura métrica, mas precisamente la dada por la métrica
de Fisher-Rao [41]
9w () = /pr(X\@)@M log p(X]©)0, log p(X|O) (1.29)

donde p,v =1,...,2ly 0, = %. Esta métrica define una manera de distinguir macro-
estados de Mg.

Cabe mencionar que ED puede ser derivado del principio de minima accién estandar (del tipo
Jacobi). La ecuaciones goedésicas de las macrovariables estan dadas por las siguientes ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas de segundo orden y no lineales

20N | dOr eV
— 1.
dr? modr dr 0 (1.30)

siendo 7 un coeficiente que parametriza las curvas geodésicas. Estas ecuaciones describen una
dindmica reversible cuya solucién es la trayectoria entre un macroestado inicial ©(¢al) v yp
macroestado final ©/74)) Dada la métrica informacional de Fisher-Rao, la estrategia principal
es aplicar los métodos estdndares de la geometria diferencial Riemanniana para estudiar la
estructura geométrico-informacional de la variedad Mg subyacente a la dindmica entrépica.
Entre éstos se incluyen los coeficientes de la conexién I'),, el tensor de Ricci R, el tensor
de Riemann R,,,,, curvaturas seccionales K¢y , escalar de curvatura Ry, tensor de Weyl
Wwpo, vectores de Killing £# y vectores de Jacobi J#. La razén de porque estas cantidades
geomeétricas permiten caracterizar al caos es la siguiente. El caos es identificado por la ocurrencia
de dos fenémenos: 1) fuerte dependencia sobre las condiciones iniciales y divergencia exponencial
de la intensidad del vector de Jacobi, es decir, el estiramiento de las trayectorias dindamicas;
y 2) compacidad de la variedad del espacio de configuracion, es decir, el plegamiento de las
trayectorias dindmicas. La negatividad del escalar de Ricci Ry es una condicién suficiente
(pero no necesaria) para la inestabilidad local del flujo geodésico, constituyendo un criterio
fuerte de inestabilidad local. Y debido a que el escalar de Ricci es la suma de todas las curvaturas
seccionales K ¢4 , entonces los signos de K, son de importancia basica para la caracterizacién
propia del caos. Otra herramienta poderosa para estudiar la estabilidad e inestabilidad de un
flujo geodésico es la ecuacién de Jacobi-Levi-Civita (JLC), la cual describe de qué forma las
geodésicas cercanas se dispersan y relaciona la estabilidad e inestabilidad de un flujo geodésico
con las propiedades de curvatura de la variedad.

Finalmente, se puede ver que el régimen asintético de evolucion difusiva describiendo un cre-
cimiento exponencial medio de los elementos de volumen sobre Mg proporciona otro indicador
de caoticidad dinamica.



Capitulo 2

Caracterizaciones asintoticas

El comportamiento asintético es uno de los aspectos mas importantes a considerar en el
estudio de los sistemas dindmicos [6, 7, 10, 11, 12]. Entre otras cosas, para determinar si un
sistema dindmico es cadtico se deben considerar tiempos grandes para comprobar el alejamiento
exponencial de trayectorias con condiciones iniciales préximas entre si. Es por ello que en el limite
asintético existen diversos indicadores de caoticidad tales como los coeficientes de Lyapunov, la
entropia de Kolmogorov—Sinai, la complejidad algoritmica, etc., que como mencionamos en la
introduccion, se encuentran relacionados entre si.

En este capitulo, presentamos el estudio de los sistemas dindmicos utilizando caracterizacio-
nes asintéticas del caos clasico dadas en términos de correlaciones entre subconjuntos del espacio
de fases, de donde se derivan por ejemplo las nociones de ergodicidad y mizing. Comenzamos
describiendo la la jerarquia ergddica clasica, que nos permitira definir una extensiéon cudntica
de la misma para caracterizar fendmenos del caos cuantico.

2.1. La jerarquia ergddica clasica

La jerarquia ergddica clasica clasifica el nivel cadtico de un sistema dindmico en términos
de un tipo de correlaciones entre subconjuntos del espacio de fases. Dado un sistema dinamico
(', 3, p, 7), se puede definir la siguiente correlacién C(A, B) entre dos subconjuntos A, B C T":

C(A, B) = u(AN B) — p(A)u(B) (2.1)

Si el espacio de fases I' estd4 normalizado, es decir u(I') = 1, se puede interpretar al niimero real
no negativo pu(A) como la probabilidad de hallar al sistema en un punto del espacio de fases
dentro de A. En tal caso, C(A, B) da la diferencia entre la probabilidad de AN By el producto
de las probabilidades de A y de B. Entonces, en esta interpretacién probabilistica, la correlacién
C(A, B) mide cuan “independientes”son los subconjuntos A y B. Esto se ve al considerar dos
subconjuntos A, B C I" tales que C(A4, B) = 0, en cuyo caso se tiene u(AN B) = pu(A)u(B), es
decir que A y B son independientes.

Dados A, B C T, a partir de la correlaciéon C(A, B) y de la transformacién T; (6 en forma
discreta T}) que lleva el sistema dindmico desde el instante tp = 0 hasta el tiempo ¢ (6 bien
despies del k—ésimo paso temporal), se definen los cuatro niveles de la jerarquia ergddica clésica
de la siguiente manera. Se dice que la transformacion T; es

e ergodica si

1 T
lim — T,A, B) dt = 2.2
ngoT/O C(TyA,B) dt =0 (2:2)

25
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o equivalentemente, de manera discreta, si

n—1

, 1
Jim ~ > C(TyA,B) =0 (2.3)
k=0
o Mixing si
lim C(T;A,B) =0 (2.4)
T—oo

o equivalentemente, de manera discreta, si

lim C(T,,A,B) =0 (2.5)
n—oo
e Kolmogorov si para todo entero r, para todo Ag, A1,..., A, C Ty para todo € > 0 existe
un entero ng > 0 tal que si n > ng se tiene para todo B € oy, (A1, ..., A;)
|C(Ao, B)| <€ (2.6)
siendo 0, (A1, ..., A,) la minima o—4lgebra generada por {T*A; :k>n;i=1,...,7}.
e Bernoulli si
C(T:A,B) =0 (2.7)

para todo t € R.

Podemos ver que estos niveles exhiben diferentes tipos de decaimiento de la correlacién C(T; A, B)
desde el nivel mas débil, el ergddico, hasta el el mas fuerte, el Bernoulli. Es decir, se tiene

Ergodico D Mixing O Kolmogorov D Bernoulli

siendo las inclusiones estrictas. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1 Consideremos I" = [0,1] x [0,1], ¥ la o— dlgebra de Borel de [0,1] x [0, 1], p
la medida de Lebesgue de R? y 7 la familia de transformaciones dadas por iteraciones de
S(z,y) = (V24 x,v/3 + ). Entonces, en virtud de que la transformacién S(z,y) es ergédica
el sistema dindmico resulta ergédico [7, pag. 63]. En la Fig. 2.1. se ilustra el efecto de S(z,y)
sobre una distribucién al azar de 1000 puntos en el cuadrado [0, 7] X [0, 75]. Notamos como la
distribucién de puntos se mueve recorriendo todo el espacio de fases, conservando su forma y
sin dispersarse.

Ejemplo 2.2 Consideremos I' = [0,1] x [0,1], ¥ la o—élgebra de Borel de [0,1] x [0,1], u
la medida de Lebesgue de R? y 7 la familia de transformaciones dadas por iteraciones de
T(x,y) = (x 4+ y,z + 2y). Entonces, en virtud de que la transformacién T'(z,y) es mizing el
sistema dindmico resulta mizing [7, pag. 64]. En la Fig. 2.2. se ilustra el efecto de T'(z,y) sobre
una distribucién al azar de 1000 puntos del cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Notemos como la distribucién
de puntos se estira en la direccién de la recta y = %:c difundiéndose a lo largo de todo el cuadrado
[0,1] x [0, 1].
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Figura 2.1: Tteraciones sucesivas de la transformacién ergédica S(z,y) del Ejemplo 2.1 sobre

una distribucién al azar de 1000 puntos en [0, 5] x [0, 15].
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Figura 2.2: Iteraciones sucesivas de la transformacién mixing 7'(z,y) del Ejemplo 2.2 sobre una

distribucién al azar de 1000 puntos en [0, 15] x [0, £].

2.2. La jerarquia ergddica cuantica (QEH)

En los trabajos que dieron lugar a esta Tesis Doctoral se aborda el caos cuantico desde el
punto de vista de la definicién de Michael Berry [42], la cual tiene como hipétesis ad hoc la
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existencia del limite clasico mediante la siguiente definicion:
“Un sistema cudntico es cadtico si su limite cldsico es caotico”.

Esta caologia cudntica como ha sido denominada originalmente por Berry, es lo que posterior-
mente pasé a llamarse “caos cuantico”.

Considerando que hay ejemplos de sistemas cudnticos que exhiben caos y no poseen analo-
go cldsico (como por ejemplo un espin en interaccién con un bano de un nimero grande N
de espines y con las constantes de acoplamientos g; entre el espin y el bano distribuidas al
azar) en principio podria pensarse que esta definicién restringe bastante su grado de aplicacién
a los fenémenos del caos cuantico. No obstante, una gran familia de sistemas cudnticos, los
denominados “clasicamente cadticos” son suficientes para testear y verificar la mayoria de las
caracterizaciones del caos cuantico que existen en la literatura, es decir, la aproximacion se-
micldsica WKB, la teoria de matrices aleatorias, los billares cuanticos, la teoria de Floquet, etc.
Precisamente, los sistemas cudnticos clasicamente cadticos son aquellos que poseen un analogo
clasico cadtico y por lo tanto permiten la aplicacién de la definicién de Berry.

Teniendo en cuenta a esta familia de sistemas cudnticos y a la jerarquia ergddica cldsica como
caracterizacién del caos clasico, el paso siguiente es investigar que informacién se puede obtener
sobre un sistema cuantico que posee limite clasico al aplicarle el formalismo de la jerarquia
ergédica. Realizamos una traduccion a lenguaje cuantico de los cuatro niveles de la jerarquia
ergbddica clasica descripta en la seccion anterior. El resultado obtenido es la jerarquia ergddica
cuantica consistente de cuatro niveles: ergédico, mizing, Kolmogorov y Bernoulli cuanticos. Asi
como la jerarquia ergddica clasica clasifica el nivel de caoticidad de acuerdo a correlaciones entre
subconjuntos del espacio de fases, de forma analoga la jerarquia ergddica cudntica caracteriza
el caos de un sistema cuantico de acuerdo a correlaciones entre estados y observables. Todo
el desarrollo de esta seccién estd basado en el trabajo [32]. Veamos primero como obtener los
niveles de la jerarquia ergddica cuantica.

2.2.1. Formalismo

Comenzamos con la observacion importante de que la correlacién de la jerarquia ergddica
clasica dada por la férmula C(A, B) = u(AN B) — u(A)u(B), puede también expresarse de
manera equivalente en diferentes formalismos matematicos. Este punto es clave para pasar de
la jerarquia ergddica clésica a su versién cudntica. Emplearemos los siguientes tres tipos de
lenguaje para la correlacién C(A, B).

(i) En el lenguaje de conjuntos medibles, como

C(A,B) = p(AN B) — u(A)u(B) (2.8)

(77) en el lenguaje de las distribuciones, como

C(f,9) = (f.9) = (f, 1r){g, 1) (2.9)
donde 1r es la identidad sobre I';
(7i1) y en lenguaje cudntico, como
C(A, B) = Tr(AB) — h¥N 1 Tr(A)Tr(B) (2.10)

donde fl, B son operadores.
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Veamos la relacién entre los lenguajes (), (i) y (¢i).
(¢) y (it): Por definicién se tiene que pu(A) = [ 14(g,p)dgdp, por lo tanto de acuerdo a la
ec. (2.8) nos queda

C(A,B) = [ 1ans(q,p)dgdp — [ 1a(q, p)dqdp [ 1p(q, p)dgdp
= [r1a(q,p)1B(q, p)dgdp — [+ 1a(q,p)dqdp [ 1B(q, p)dqdp (2.11)

Sean f, g dos distribuciones sobre I', entonces podemos desarrollarlas en términos de funciones
caracteristicas, es decir

f(g:p) = >, aila,(q,p) (2.12)
9(a,p) = >_;bi1p,(q,p)

donde {A;},{B;} son particiones numerables del espacio de fases I'. Entonces, aplicando la
expresion C(A, B) de (2.11) para cada A;, Bj, multiplicando a ambos miembros por a;b; y
sumando sobre los indices 7 y j se tiene

3022 C(Ai, By) = [ 2 aila(a,p) X2 bile, (¢, p)dgdp

— Jp 22iaila, (g, p)dgdp [ 37,0515, (g, p)dgdp (2.13)
Luego, de (2.12) se tiene
322 C(A, By) = [1 f( ,p)dgdp — [ f(q,p)dqdp [;. 9(q,p)dgdp
= <f7 > (f,1r){g, 1r) (2.14)

Es decir que hemos recuperado la correlaciéon C(f, g).

(1) y (ii): Sean A, B dos observables y consideremos flg,p) = Wjilq,p), 9(q,p) = Wg(q,p).
En particular, por la ec. (2.9) se tiene

C(W;,Wp) fp W (q,p)dgdp — [ W (g, p)dadp [ W 5(q, p)dgdp =
oW ( )dqdp ANFL [ W i(q, p)dadp [ W (g, p)dqdp (2.15)

Luego, por la propiedad (1.14) de la transformada de Wigner, (2.15) se puede expresar como
C(W 4, Wg) = Tr(AB) — N+ Te(A)Te(B) := C(A, B) (2.16)

(i7i) y (i): Sean A, B C T'. Consideremos los operadores A, B tales que Wilq,p) = 1a(q,p)

y Wg(q,p) = 15(q,p)/RN*. Es decir que Wé(q,p) = 15(q,p). Entonces (2.10) y la propiedad
(1.14) de la transformada de Wigner resulta

C(A, B) = Tr(AB) — WNTITe(A)Tr(B) = (W3, Wa) — INYUW 4, 1p) (Wg, 1p) =
(1a,15) — (14, 10)(1B,1r) = (1 anp, Ir) — (14,1p)(1p, 1) = (2.17)
n(ANB) = p(A)u(B)

Por lo tanto los lenguajes (7),(i7) y (i#i) son intercambiables.

Consideremos el operador de Frobenius—Perron P; del Capitulo 1, seccién 1.3. En general
existen varias distribuciones f, que son puntos fijos de P, o sea P.f. = f., interpretadas
fisicamente como distribuciones de equilibrio. En el caso de un sistema ergddico existe una
unica f, [7, pag. 45], y por lo tanto consideraremos que estamos en esta situacién. Dado que en
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teorfa ergdédica sélo se consideran medidas p que son invariantes (es decir u(S=1(A)) = u(A)
para todo A € ¥ y alguna funcién S : X — X, [7, pag. 45]) y en virtud de que f, es un punto
fijo de P;, de la definicién del operador de Frobenius—Perron se puede demostrar que la medida
s dada por

p«(A) = /A f«(a,p)dqdp (2.18)

es invariante bajo las transformaciones T}, [7, pag. 46]. Si pensamos a f.(q,p) como la densidad
de puntos que ocupa el sistema en el espacio de fases en el limite asintético, entonces fi (g, p) no es
otra cosa que la densidad de la ecuacién de Liouville, cuya evolucién se expresa matematicamente
por medio del teorema de Liouville [4, 5, 10, 11]

df. _ 0f.
dt ot
df*

siendo { , }pp el corchete de Poisson y %= = 0 se interpreta como una situacién de equilibrio
estadistico del sistema donde los volimenes del espacio de fase no cambian con el tiempo. Todo
esto motiva la siguiente definicién de una correlacién Cy (A, B) por medio de ..

Cu(A, B) = 1(AN B) - u (A (B) (2.19)

+{fs.,H}pp=0

Dados un estado p al tiempo ¢t y un observable O, y a partir de C,(A, B), se busca una corre-
lacién cusntica C(p(t), O) entre p(t) y O. Utilizando (2.19) y propiedades de la transformacién
de Wigner se obtiene la correlacién de la jerarquia ergédica cuédntica (cuya demostracién se
encuentra en el Apéndice)

C(p(t),0) = (0) 1) — (0, (2.20)
siendo p, el estado cudntico representativo del equilibrio tal que W5, (q,p) = f«(q,p).
Luego, reemplazando la correlacién C(T;A, B) por C(p(t),0) en cada uno de los niveles

de la jerarquia ergddica cldsica obtenemos los niveles de la jerarquia ergddica cudntica. Siendo
p(t) = U(t)pU(t)t el estado p al tiempo ¢ se dice que el operador de evolucién cudntico U(t) es

e ergddico cudntico si

.1 Ao\ A _
Th_r}réof ; C(p(t),0) dt =0 (2.21)

n—1
1 A
Jim. nkE_OC(p(k)’O) =0 (2.22)

A~

donde p(k) = p(t = k) = U(k)pU (k)" es el estado inicial j despues de k pasos temporales
discretizados, y el operador U (k) es cualquier operador unitario que represente la evolucion

temporal cudntica. En general, tendremos que U (k) = e~ th siendo H el Hamiltoniano
del sistema cudntico y {t;} una discretizacién temporal arbitraria.

e mizing cudntico si

lim C(j(t),0) =0 (2.23)

t—o00

o equivalentemente de manera discreta si

lim C(p(n),0) =0 (2.24)

n—o0
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~

e Kolmogorov cudntico si para todo conjunto de observables 01, Og, ...,04, ...y para todo
m; € Ny se tiene

o0 [e.9]

nh—>Holo H (N +15)) pntmy) = . lim (1 +m5)) pntma) (2.25)

e Bernoulli cuantico si

C(pt),0)=0 VteR (2.26)
A estos niveles debemos agregar la condicién de mo integrabilidad del Hamiltoniano H del
sistema, cudntico en cuestion. De otro modo se tendria que el oscilador arménico cudntico uni-
dimensional seria ergddico cudntico, lo cual carece de sentido en virtud de que su limite clasico
(el oscilador cldsico unidimensional) no es ergédico.

Es pertinente hacer las siguientes observaciones respecto a los niveles de la jerarquia ergodica
cuéantica:

(a) Las correlaciones de la jerarquia ergddica clasica entre subconjuntos del espacio de fa-
ses se traducen en correlaciones entre observables y estados para la jerarquia ergddica
cuantica. Analogamente a la jerarquia ergddica cldsica, su versiéon cuantica también es
una caracterizacién asintotica, es decir a tiempos grandes.

(b) De acuerdo a la definicién de limite débil dada en la introduccién, se puede ver que
corresponde al estado p, de la definicion del nivel mizing cuantico.

(c¢) El nivel Kolmogorov cuantico implica una condicién sobre un conjunto de observables en
virtud de la presencia de la oc—dlgebra dada por la definicién del nivel de Kolmogorov
cldsico. La demostracién en detalle se encuentra en el Apéndice.

(d) Al igual que con la jerarquia ergddica clésica, se tienen las siguientes inclusiones para el
caso cuantico

Ergodico cuantico D Mixing cuantico D Kolmogorov cuantico D Bernoulli cuantico

donde nuevamente las inclusiones son estrictas.

2.2.2. Ejemplo: el rotor pateado

Aplicaremos los niveles de la jerarquia ergédica cuantica para caracterizar fenémenos del caos
cudntico. Para ello consideramos un ejemplo emblematico de la literatura: el rotor pateado.

El rotor pateado es uno de los sistemas cadticos mas estudiados en la literatura [1, 8, 9]. Entre
otras cosas, el rotor pateado expresa de manera simple la fisica del caos cuando es descripta por
un Hamiltoniano del tipo Hy + AH’, donde Hj es la parte no perturbada y AH’ representa una
perturbacién dependiente de un parametro continuo A que tipicamente rompe la integrabilidad
de Hj. Clasicamente, al variar el parametro A se observa la transicién de diferentes regimenes de
la dinamica del sistema. Pasando del régimen regular e integrable A = 0 hasta un valor critico
A¢, caracteristico del sistema, donde habitualmente las regiones de estabilidad del espacio de
fases se retuercen y estiran dando lugar al surgimiento de un mar cadtico. A partir de valores
mas grandes que el valor critico, es decir A >> A, el espacio de fases se encuentra cubierto casi en
su totalidad por el mar cadtico con la presencia de sélo algunas pocas islas de estabilidad. Este



32 CAPITULO 2. CARACTERIZACIONES ASINTOTICAS

es el régimen conocido como totalmente cadtico. Por otra parte, la dindmica de muchos sistemas
cudnticos clasicamente cadticos puede ser mapeada en la del rotor pateado. El Hamiltoniano
cudntico del rotor pateado estd dado por [8, pag. 145]

H=1L%+ \cosf Z d(t —nr) (2.27)
neN

y describe la rotacion libre en un angulo 6 de un péndulo de momento angular L, pateado a
intervalos de periodo 7 por un potencial gravitacional de fuerza X\, donde el momento de inercia
ha sido normalizado. Para la descripcién mecano—cuantica necesitamos el operador de evolucién
temporal el cual, de acuerdo a la periodicidad temporal del potencial, esta dado por el operador
de Floquet

A

F=emireoso—gy7L? (2.28)
A diferencia del operador de evolucién temporal U(t) = e~ %t, dado por el Hamiltoniano, se dice
que el operador F da una descripcién estroboscopica del sistema. En este caso la evolucién se
encuentra discretizada en intervalos temporales dados por pasos finitos igualmente espaciados,
es decir tg = 0,11 = 7,89 = 27,...,t, =n7,....

Es conveniente utilizar la base de autofunciones de F, la cual denotaremos por {|k)}. Si p
es un estado arbitrario entonces podemos expresarlo en la base {|k)}, cuyos autovalores {e~ %}
son las fases de Floquet [8, pag. 137], como

p="> prrl k)R + D i |) (K] (2:29)
k

kK K £k

i

Para poder obtener el estado después de N intervalos, correspondiente al tiempo ¢t = N,
debemos aplicar sucesivamente N veces el operdor F sobre p. De esta forma nos queda

pNT) = FNp(ENN = 3 i PV ) RI(FDN + 3 S i EN R (K[ (FT)N
= 35 iR (R 4 2z Do orrre™ N OO o) (K| (2.30)

donde la primer y segunda sumas de (2.30) contienen los términos diagonales y no diagonales
de p(NT).

Veamos ahora cémo caracterizar los regimenes del rotor pateado utilizando los niveles de
la jerarquia ergédica. Comenzamos por el caso A < 1 que corresponde a un comportamiento
pseudointegrable y regular. En este régimen la dindmica es casi idéntica a la del péndulo libre
y, por lo tanto, al ser el sistema integrable la jerarquia ergédica cldsica no puede aplicarse.

Cuando A ~ A, siendo A, = 0,9716... el valor critico, el sistema se vuelve no integrable
y su comportamiento es estocastico y difusivo. En este régimen se dice que el espacio de fases
es mixto debido a la presencia de zonas regulares coexistiendo con un mar cadtico, siendo el
sistema no integrable. Si se eligen condiciones iniciales que se encuentren en el mar cadtico,
el rotor eventualmente explorard todo el espacio de fases accesible. La no integrabilidad en
este régimen nos permite aplicar el andlisis del nivel ergddico cuantico. Dado que la evolucion
temporal dada por F es discreta, es conveniente utilizar la definicién discretizada (2.22) del
nivel ergédico cudntico. Sea O un observable, entonces usando la (2.30), el valor medio de O en
p en el instante N7 se escribe

(0)p(Nr) = Xk Pk O+ Xpoair Lo € N %) s Opge (2.31)
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siendo Oy = (k|O|K'). La sumatoria doble en (O) s(Nr) corresponde a los términos de interfe-
rencia cuantica, mientras que la primera sumatoria es la parte “clasica”del valor medio ya que
admite una interpretacién por ignorancia como un valor medio estadistico clasico. De (2.31) se
sigue que

im0 § itg (O)par) = g pkOkt + MmN o0 5 Y150 Cpprr Doz =) pry O

=k Prk Ok + MmN o0 & i g oo €U =% iy O = (2.32)
) N (=) A
>k PrkOkke + D g spr Dk 2k Pkt Okt (th—>oo %%) = > 1 PekOrk = (O),

—iN (S =) -
donde usamos que limpy_, o0 %% — 0 para todo k # k' y que p. = S, prlk) (K.

Entonces, la ecuacién (2.32) expresa que el rotor pateado es ergédico cuantico para valores del
parametro A ~ A.. En este caso se dice que p. es el limite de Césaro del estado p ya que p,
representa el estado de equilibrio “en promedio temporal”. Equivalentemente, decimos que p
“tiende” en promedio temporal a p..

Cuando A > 5 el régimen se vuelve totalmente cadtico y la localizacion exponencial es el
fenémeno caracteristico que tiene lugar. En efecto, en este caso la distribucién cudntica esperada
fn(L) del valor medio cuadratico del momento angular (L2) después de N patadas estd dada
por [8, pag. 149]

In(L) = et (2.33)

Esta localizacién exponencial implica que para un nimero de patadas N < [ estamos en el rango
de difusién clasica mientras que para N > l; estamos en el régimen totalmente cadtico. Para
N > I, las fases e *N(@=%) ogcilan tan rdpido que solo los términos con k = k' sobreviven
en (2.31), fenémeno también conocido como dephasing o desfase que constituye una de las
peculiaridades del caos cuantico. Esto significa que

My o0 (O) pnr) = o PkOrie = (O) 5, (2.34)

con py = 3y, prk|k) (k|-

De acuerdo a la versién discreta de la definicién del nivel mizing cudntico, la ec. (2.34)
expresa que el rotor pateado es mizing cudntico para A > 5. Como resultado del régimen
totalmente cadtico se produce un dephasing donde el estado p decohere a su limite débil p, con
un valor medio de estructura clésica dado por <O>ﬁ* => 1 PkkOkk-

Mas ain, podemos estimar el tiempo de decoherencia tp. Dado que las fases e V(P —%w)
oscilan rapidamente si N > [; entonces la parte no diagonal de los valores medios tienden a
cancelarse a partir de un tiempo t = N7 > 7l;. De aqui que se pueda hacer la estimacién
tp ~ 7ls en funcién del parametro caracteristico macroscépico del sistema 7 y del ancho de la
localizacion [.

Finalmente, como <O>ﬁ(NT) ~ > 1 PrkOpr = cte. para N >> [ es decir para t > tp, entonces
por la definiciéon del nivel de Bernoulli cuantico vemos que el rotor pateado pasa de mizing
cudntico a ser Bernoulli cudntico en el intervalo temporal ¢ > tp.

De esta forma hemos caracterizado las transiciones de fase cadticas del rotor pateado, junto
con sus respectivos fenémenos de difusion estocastica y localizacién exponencial, en términos de
los niveles ergddico, mizing y Bernoulli de la jerarquia ergddica cudntica. Esta caracterizacion
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se resume en el siguiente esquema.

A K1 = régimen integrable y regular = no se aplica la QEH

A~ A.=0,9716... = régimen no integrable, —> ergddico cuantico

di fusivo — estocastico

A> 5 — régimen no integrable — mixing cudntico (2.35)

y totalmente cadtico Bernoulli cuantico para t ~tp = 7l

2.3. Ensambles Gaussianos a partir del nivel mixing cuantico

Hemos visto que el nivel de mizing cuantico corresponde a un tipo especifico de correlacién
entre observables y estados dado por (2.23) para evoluciones continuas y por (2.24) para las
discretas. Dado que el nivel mizing cuantico implica el limite débil entonces uno podria pre-
guntarse: jCual es la diferencia entre el limite débil que expresa una relajacion en los valores
medios y el nivel de mixing cudntico de la jerarquia ergdédica cudntica? Para ello, en [36] he-
mos establecido los siguientes resultados que en conjunto permiten dar una respuesta, cuyas
demostraciones se dan en el Apéndice.

Lema 2.3 Sea f. una distribucion normalizada que ademds es un punto fijo del operador de

Frobenius-Perron P; y consideremos las funciones caracteristicas 14,,14,,...,14, : I' = R
siendo A1, Aa, ..., A, subconjuntos del espacio de fases T'. Si la dinamica en T' es mizing en-
tonces

/Ff*lA1 elg, = </F f*1A1> (/F f*lAn> (2.36)

Este lema expresa que en una dindmica mixing y para una distribucién que es un punto fijo del
operador de Frobenius-Perron, el valor medio de un producto de funciones puede ser factorizado
como el producto de los valores medios correspondientes a cada una de las funciones. Asimismo,
esta propiedad de factorizacién puede ser extendida para el caso cudntico. Introducimos para
ello algunos resultado previos, en el contexto del nivel mizing cuantico.

Lema 2.4 FEl limite débil p, es un punto fijo del operador de evolucion U, = e~ siendo H
el Hamiltoniano del sistema cudntico, es decir Ut,?)*UtT = Px-

El lema 2.4 da una justificacién del estado p. como representativo del equilibrio. Un caso
particular del lema 2.3 ocurre cuando f, es la transformada de Wigner del estado p., como se
indica en el siguiente corolario.

Corolario 2.5 Si la dindmica en el espacio de fases es mizing entonces la transformacion de
Wigner W5, (q,p) de p« es un punto fijo del operador de Frobenius—Perron P; asociado con la
evolucion cldasica Ty dada por las ecuaciones de Hamilton.

Juntando los lemas 2.3, 2.4 y el corolario 2.5 se obtiene el siguiente teorema que constituye
una caracterizacién de las correlaciones de un producto de observables dentro del nivel mizing
cuantico.
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Teorema 2.6 Consideremos un sistema cudntico que satisface el nivel mixing cudntico. Sean
01,09,...,0, observables. Entonces cuando h — 0 se tiene

A~

(0102 - Op)jp. = (01)5,(02)5. -+ (On); (2.37)

%

Este teorema es la expresion de las correlaciones del nivel mizing cudntico de un producto de
observables en el limite clasico: la propiedad de factorizacién describe la forma de las correla-
ciones del estado de equilibrio p, del nivel mizing cudntico. La factorizacién (2.37) expresa una
especie de no correlacion entre los observables Ol, Og, e O,, en el limite clésico i — 0.

Ahora veremos cémo esta propiedad es clave para obtener la distribucién aleatoria de los
elementos matriciales del Hamiltoniano de un sistema cuantico cadtico, o sea los ensambles
Gaussianos. La sorprendente capacidad predictiva de tales ensambles podria deberse a la sim-
plicidad de las hipétesis. Todo el desarrollo de esta seccién estd basado en el trabajo [36].

Comencemos por establecer la conexion entre los ensambles Gaussianos y el nivel mizing
cudntico de la jerarquia ergddica cudntica. Para realizar esto, consideraremos un sistema cuénti-
co S que satisface el nivel mizing cuantico cuyo Hamiltoniano se asume desconocido y de di-
mensién finita V. Nos focalizaremos sélo en las propiedades asintéticas para tiempos grandes
de S. Por lo tanto, dado un estado inicial p suponemos que el comportamiento de S a tiempos
grandes esta dado por el limite débil p, de p, representativo del equilibrio del sistema.

Recordemos que los ensambles Gaussianos son el conjunto de matrices cuadradas de N x N
cuyos elementos H;; estdn distribuidos de acuerdo a las siguientes ecuaciones:

P(HH,ng, . ,HNN) = P(HH)P(H12) s P(HNN) (238)

P(HY,,Hs,...,Hyy) = P(H11,Hi2, ..., HyN) (2.39)

donde (2.38) expresa la distribucién al azar de los H;; que implica una no—correlaciéon en-
tre ellos, y (2.39) expresa la invarianza de P(Hy1, Hy2,..., Hyy) frente a una transformacion
(Hi1, Hio,...,HnN) — (H{y, Hly, ..., Hy ) ortogonal, unitaria o simpléctica que define si el
ensamble Gaussiano es ortogonal, unitario o simpléctico respectivamente.

Motivados por la regla de Born y teniendo en cuenta que el limite débil p,. es el estado
representativo del sistema para tiempos grandes entonces es 16gico pensar que p, también debe
contener informacién acerca de las correlaciones entre los elementos H;; en el limite asintético
de tiempos grandes. Podemos justificar esta consideracion a partir de lo siguiente.

Es un hecho bien conocido que el caos cuantico sélo puede darse dindmicamente dentro de
sus escalas temporales caracteristicas (7 oc A~ en el caso regular y 7 o« —logh en el caso
cadtico) donde fenémenos tipicos con una descripcién semicldsica tales como la relajacién, la
inestabilidad exponencial, etc son posibles. Estos fenémenos constituyen parte de los aspectos
dindmicos del caos cudntico en el dominio temporal. Sin embargo, en el dominio temporal la
universalidad de las leyes de fluctuacion de niveles predichas por los ensambles Gaussianos
también se manifiesta. Esto muestra la intima relacién entre los dos puntos de vista del caos
cudntico, los aspectos estacionarios en el dominio de la energia y los dindmicos en el dominio
temporal. Mds precisamente, el rango temporal de validez de aplicacion de la teoria de matrices
aleatorias se encuentra hasta el tiempo de Ehrenfest 75 o< — log h. Teniendo en cuenta esto, es
razonable considerar que las probabilidades P(H;;) puedan pensarse en el limite clasico y en el
limite asintético de tiempos grandes a partir de la siguiente propuesta 6 hipétesis.

= Las probabilidades P(H;;) de la distribucién de probabilidad de los ensambles Gaussianos
(Ecs. (2.38) y (2.39)) pueden ser calculadas en el estado de equilibrio p. por medio de la
regla de Born como P(H;j) = (#;;);, donde 7;; son proyectores para todo 4,5 = 1,..., N.
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Matematicamente no es dificil imaginar un operador que deba satisfacer ésta hipétesis, al menos
en el limite clasico h — 0.

Dado que Tr(p,1) = Jrdqdp p.(q,p) =1, p«(q,p) > 0y 0 < P(H;;) < 1siendo I el operador
identidad, entonces existe un subconjunto F;; C I' tal que

/ dqdp p«(q,p) = /qudp p+(¢,p)1E;;(q,p) = P(Hij)

E;j

Ahora bien, el operador buscado 7;; debe cumplir Wﬁij(q,p) = 1g,,(¢,p), entonces por (1.14)
se tiene

(Fig)p. = Wpe, Wa;) = (p«(a:p): 1B, (g, p)) = /qudp p«(¢,P)1E;;(q,p) = P(Hyj)

Ademas, de (1.13) resulta

Wiz (¢,p) = Wi, (a4, p) * Wr, (¢:0) = 15, (0, p) 1, (g,p) + O(h) =

1g,;(q,p) + O(h) = Wx,.(¢,p) + O(h)
Luego, en el limite clasico A — 0 tenemos
Wfrfj (0,p) = Wa,, (g,p) = 0

Y recordando que el simbolo de Weyl es un mapa lineal biyectivo concluimos que en el limite
clasico, m;; resulta un proyector, o sea

775 =
El paso siguiente es expresar la probabilidad de todos los elementos matriciales
Hyy, Hya,...,Hyy, denotada por P(Hyy, Hio,...,HyyN), en términos de p, y los proyectores

#ij. Dado que cada 7;; permite obtener P(H;;) entonces es natural considerar que
P(Hi1, Hig,y ..., Hyn) = (T2 - TNN) p, (2.40)

El orden del producto es indistinto ya que los 7;; conmutan en el limite cldsico. En ese caso,
podemos usar el teorema 2.6 en (2.40) y obtenemos

P(Hyy,Hia,...,HNN) = (711) 5. (T12)p. - (ANN)p. = P(H11)P(Hy2) - - P(Hyn) (2.41)

que no es otra cosa que la condiciéon de distribucién al azar de los ensambles Gaussianos dada
por (2.38).

La condicién de invarianza se obtiene de la siguiente forma. Consideremos dos bases {|a;) },
y {|b;) ;\/:1 del espacio de Hilbert del sistema cudntico con |b;) = Ulaz) para todo k =1,..., N
donde U es una transformacién ortogonal, unitaria o simpléctica. Sean H y H’ el Hamiltoniano
del sistema cudntico en las bases {|a;)}¥; v {|b;) §~V:1 respectivamente. Sean 7y y 7, los
conjuntos de proyectores que satisfacen la hipétesis escritos en las bases {|a;)}Y; v {|b;) ;\le‘
Entonces se tiene

(2.42)
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siendo U1 el operador transpuesto, el complejo conjugado 6 el dual de U, segin U sea una
transformacion ortogonal, unitaria o simpléctica respectivamente. Dado que el Hamiltoniano
transformado es H' = UHU' entonces es claro que

P(Hy) = (f)p,. ¥ ki1=1,..,N (2.43)
siendo p, = Up, Ut el estado p, dado en la base {]bj>}§vzl Por lo tanto, tenemos

P(Hiy, Hiy, ... Hyy) = (R1# iy, = (U700 Um0 - UitynO7)
= (07?117%12‘ . -ﬁ'NNUVT)ﬁ; = TT(ﬁ;Uﬁ’Hﬁ'm -"ﬁ'NNUT) = TT(UT[);Uﬁ'Hﬁ'lg'”ﬁ'NN)
=Tr(peumie---nN) = (fuufie - ANN) p. = P(Hi1, Hia, ..., HyN) (2.44)

que es la condicién de invarianza (2.39).

2.4. Descomposicién espectral de sistemas dinamicos

Como describimos anteriormente, la jerarquia ergddica clésica clasifica el caos a partir del
decaimiento de las correlaciones entre subconjuntos del espacio de fases de manera asintética.
También mencionamos que este hecho estd de acuerdo con que el caos “genuino”’sélo puede
darse a tiempos grandes para el cual existen indicadores tipicos tales como los exponentes de
Lyapunov que expresan la inestabilidad exponencial del sistema.

En este seccion se describe otra caracterizacion asintdtica del caos a partir del teorema
de descomposicion espectral de sistemas dindmicos (SDT, spectral decomposition theorem) que
expresa la evolucién temporal de cualquier densidad como una suma de funciones caracteristicas
donde la cantidad de términos de dicha descomposicién da cuenta de la ergodicidad y mixing
del sistema. Por medio del SDT se obtendra una versiéon cudntica que permitird extender los
conceptos de ergodicidad y mizing al caso cuantico, relacionarlos con los niveles de la jerarquia
ergddica cuantica y también dar una clasificacién del espectro cudntico en dichos casos. A
continuacién describimos el teorema de descomposicion espectral de sistemas dindmicos en su
versién clasica. Todo el desarrollo de esta seccién estd basado en el trabajo [34].

2.4.1. El teorema de descomposicion espectral de sistemas dinamicos

Con los preliminares matematicos de teoria de densidades y operadores de Markov dados en
la introduccién, podemos presentar el teorema de descomposicion espectral de sistemas dinami-
cos [7, pag. 88].

Teorema de descomposicién espectral (SDT1) (version I) Sea P un operador de Mar-
kov constrictivo. Entonces existen un entero r, dos familias de funciones no negativas g; €
D(X,%,pn) yki € L™ coni=1,...,7, y un operador Q : L* — L' tal que para toda densidad
f €LY, Pf puede ser escrita como

Pf(x) =Y Xi(Hgi(x) + Qf () (2.45)
i=1
siendo

(/) = /X F@)ki(@)du() = (F(z), ki(2)), (2.46)

donde las funciones g; y el operador Q) tienen las siguientes propiedades:
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(1) gi(z)gj(x) =0 para todo i # j, es decir, las funciones g; poseen soportes disjuntos;

(i) Para cada entero i existe un tnico entero a(i) tal que Pg; = go(;). Ademds, a(i) = a(j)
si i # j y por lo tanto el operador P actiia como una permutacion entre las funciones g;;

(zi1) ||P"Qf|| — 0 cuando n — oo.

Asumiendo que la evolucién temporal dada por la familia de transformaciones {7} posee
un operador de Frobenius-Perron constrictivo, entonces la ecuaciéon (2.45) describe la evolucién
temporal discretizada de cualquier densidad f. La misma esta expresada por un término que
oscila entre las funciones g; més otro, denotado por @ f, que tiende a cero para tiempos grandes y
que estd asociado con el proceso de relajacion como veremos a continuacién. Usando la propiedad
(7i) del SDT en la ec. (2.45) se obtiene

ZA )gar (i) (@) + P Qf (z) ZA-n (z) + Qnf(z)

donde Q. f(x) = P"1Qf(x) y a~"(i) es la permutacién inversa de a"(4).

Cuando el espacio medible I' es normalizable (o sea, u(I') = 1) y el operador de Markov P
posee una densidad estacionaria constante fi (si P es el operador de Frobenius-Perron esto es
equivalente a que s sea invariante [7, pag. 46]) el teorema de descomposicién espectral adopta
la siguiente forma [7, pag. 90].

Teorema de descomposiciéon espectral (SDT2) (versién II) Sean (I',X, pn) un espacio
medible normalizado y P : L' — L' un operador de Markov constrictivo. Si P posee una
densidad estacionaria entonces la representacion de P™f para toda f € L' adopta la forma
stmple

P f(x Z Aa—n(iy(F)Ta,(z) + Qnf(z) (2.47)

donde {A1, Ag, ..., A} es una particion de T, siendo

(2.48)
p(A;) = pn(Aj)  si j=a"(i) para algin n

Escrito en esta versiéon I1, el teorema de descomposicién espectral permite caracterizar los
niveles de la jerarquia ergddica clasica por medio de la permutacién «. Este es el contenido del
siguiente teorema [7, pag. 92-94].

El Teorema de descomposicién espectral y la jerarquia ergédica: Sean (I', 3, u) un
espacio medible normalizado y P : L' — L' un operador de Markov constrictivo. Entonces

(a) P es ergddico siy sélo si la permutacion a es ciclica.
(b) Si en la descomposicion dada por (2.47) se tiene r = 1, entonces P es exacto.

(¢) Si P es mizing, entonces r =1 en la descomposicion de (2.47).



2.4. Descomposicion espectral de sistemas dinamicos 39

Notemos que bajo las hipétesis de este teorema se tiene que P mixing implica P exacto, y
dado que P exacto implica P mixing se sigue que P es mixing si y solo si 7 = 1. Por lo tanto,
el teorema da una condicién necesaria y suficiente para que P sea mixing, es decir para que la
descomposicién (2.47) posea un solo término.

Dado un sistema dindmico (I", ¥, u, 7) hemos visto que la constrictividad de un operador de
Markov y la normalizacién del espacio medible I' son suficientes para garantizar la existencia
de una densidad estacionaria y por lo tanto, para obtener una representaciéon de la evolucién
temporal de cualquier densidad por medio del SDT, cuya interpretacion fisica es la siguiente.
Si el Hamiltoniano clasico es tal que el operador de Frobenius—Perron asociado a la evolucion
temporal 7' dada por las ecuaciones de Hamilton admite una densidad de equilibrio f, (es decir,
Pf. = f«), entonces en el limite asintético (n — oo) cualquier densidad f que caracterice el
estado inicial del sistema oscilard entre funciones caracteristicas 14,(z) mds un término Q,, f(z)
tendiendo a cero.

2.4.2. Una version cuantica del teorema de tescomposicién espectral de sis-
temas dindmicos (QSDT)

La motivacién original que surgié para la busqueda de una versién cuantica del Teorema
de descomposicién espectral descripto, estuvo basada en una caracterizacién alternativa de los
sistemas cuanticos cadticos, ademds de la que proviene de QEH.

En ese sentido y para mantener un amplio grado de generalidad de los sistemas cuanticos
cadticos, que en muchos casos son descriptos por medio de sistemas abiertos, supondremos que
el dlgebra cuantica A contiene observables no necesariamente hermiticos. Esta relajacion de la
condicién de hermiticidad esta motivada por las siguientes razones.

= El interés en el estudio de Hamiltonianos no hermiticos relacionados con la interpretacién
de fenémenos de transporte, resonancia nuclear, tipicos de los sistemas abiertos.

= En sistemas de scattering uno puede considerar resonancias cuanticas, es decir estados
cuasiestacionarios, en vez de soluciones de scattering [43]. Estas resonancias, cuyos auto-
valores poseen parte imaginaria no nula, juegan un rol en los sistemas abiertos similar al
de los autoestados en los sistemas cerrados.

s Cualquier medida sobre un sistema ondulatorio cambia drasticamente sus propiedades
convirtiendo niveles de energia discretos en resonancias que pueden ser descriptas por un
Hamiltoniano no hermitico [44, 45, 46].

= Con el propédsito de tener en cuenta evoluciones temporales no unitarias que aparecen en
la descripcién de sistemas cuanticos abiertos, la introduccién de observables no hermiticos
se convierte en algo natural y fundamental desde el punto de vista tedrico.

= Los operadores no hermiticos son frecuentemente usados para representar matemética-
mente a potenciales que describen procesos de ionizacion o disociacién en sistemas cuanti-
cos abiertos, causando que el sistema se divida en subsistemas no interactuantes que se
mueven libremente [46].

= El valor de expectacién complejo de un observable no hermitico O dado por <O> =4 el

puede ser fisicamente interpretado postulando que el médulo |A| y la fase o son canti-

dades medibles [46].
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Presentaremos una versiéon cudntica del SDT cuyas conclusiones seran validas para sistemas
cudnticos abiertos y cerrados [34]. Es interesante sefialar una aproximacién entrépica del caos
cudntico relativa a los sistemas cudnticos abiertos que considera [47]: “la aproxzimacion de conec-
tar el caos con la impredicibilidad de los resultados obtenidos a partir del proceso de medicion
es el camino correcto en el caso cudntico”. Es decir que desde la aproximacion entrépica el caos
en los sistemas cudnticos sélo puede darse genuinamente como consecuencia del azar intrinseco
de los resultados de la medicién cuantica, y por ende, suscribe los mismos a la presencia de un
entorno con el cual se produzcan estas mediciones. Senalamos que el punto de vista que nosotros
adoptaremos es de cardcter mas general, incluyendo la posibilidad de caos cuantico tanto en
sistemas abiertos como cerrados, que lo podemos resumir en el siguiente esquema.

sistemas cuanticos cerrados — observables hermiticos — caos cuantico “intrinseco”

sistemas cuanticos abiertos — observables no hermiticos — caos cudntico “genuino”’

Este esquema muestra la relacién entre los operadores hermiticos (no hermiticos) y las evolu-
ciones unitarias (no unitarias) en el contexto de los sistemas cerrados (abiertos).

La aproximacion entropica se encuentra respaldada sobre la base de la interaccién del sistema
cudntico con su ambiente, dando como resultado (y bajo ciertos regimenes) una dindmica caética
como puede verse en sistemas de muchos espines, billares cuanticos de microondas, etc. Por otro
lado, sistemas cadticos cerrados como el billar de Sinai presentan una manifestaciéon del caos
cuantico, el dephasing, como resultado de una decoherencia dindmica producto de la evolucién
cadtica de un paquete de ondas planas coherente inicial [48].

Teniendo en cuenta estas consideraciones previas, dado un sistema cuantico S y su limi-
te clasico S, para obtener una versién cuantica del teorema de descomposicion espectral de
sistemas dindmicos asumiremos la siguiente hipdtesis:

Si U, representa el operador de evolucion de S entonces la correspondiente evolucion cldsica
Ti de S posee un operador de Frobenius—Perron constrictivo P;.

Esta hipotesis nos permite garantizar la existencia de una densidad de equilibrio f, y en
consecuencia, la aplicacion de SDT sobre S, a partir del cual obtenemos la siguiente versién
cuéntica cuya demostracién se encuentra en el Apéndice.

Teorema 2.7 (Versién cudntica del teorema de descomposicién espectral-QSDT)
Sean p un estado y O un observable. Entonces existen estados p1,p2,- .., pr; observables

A~

01,04,...,0,; una permutacion o : {1,...,r} — {1,...,r} y po € A’ tales que
(O)smy =D Aa=rn()(D)(0)p, + (O)jyn—1) (2.49)
i=1

siendo p(n) = U(n)pU(n)t con U(n) un operador de evolucion temporal discreto, y
Xi(p) = (04)p. Ademds, p1,p2, ..., pr Y po poseen las siguientes propiedades:

(7) Los estados p1,pa,- .., pr son ortogonales con la norma Hilbert-Schmidt, es decir
Tr(pip;) = 0 st i # j. Mas aun, se tiene la siguiente descomposicion de la identidad

T T

) ) 1

1= g a;p; con a; >0 y g G =N (2.50)
i=1 i=1



2.4. Descomposicion espectral de sistemas dinamicos 41

(13) Para cada entero i existe un unico entero a(i) tal que <O>UT;32-U = <OA),3Q(Z.> con (i) # a(j)
st 1 # j. Es decir que el operador de evolucion permuta los estados p1, pa, .. ., pr-

(7i1) <O>ﬁ0(n—1) — 0 cuando n — oo.

Si ahora combinamos SDT y QSDT obtenemos la siguiente caracterizacién de los niveles
de la jerarquia ergédica cudntica y también una posible extensién cudntica del nivel exacto en
términos de la descomposicién dada por (2.49).

Teorema 2.8 (La jerarquia ergédica cuantica en términos del QSDT) Sea S un siste-
ma cudntico con limite cldsico, que denotamos por Sg. Supongamos que U es un operador de
evolucion temporal discretizado cuyo andlogo cldsico T, que representa la evolucion temporal de
Se, posee un operador de Frobenius-Perron que es de Markov y constrictivo. Entonces

(a) U es ergddico cudntico <= la permutacion o es ciclica.
(b) Si en la descomposicion de (2.49) se tiene r =1 = U es ezacto cudntico.
(¢) SiU es mizing cudntico = r =1 en la descomposicién (2.49).

Analogamente a su versién relativa a la jerarquia ergddica clasica, se tiene que U es exacto
cudntico <= U es mixing cudntico <= r = 1.

2.4.3. QSDT Yy el espectro cuantico

Ademsds de dar una caracterizacién de los valores medios de los niveles ergddico cuantico y
mixing de la jerarquia ergédica cuantica, QSDT conjuntamente con el teorema 2.8 proporcionan
una conexion entre estos niveles y el tipo de espectro que éstos presentan. A lo largo de toda la
seccion asumiremos que la evolucion temporal esta discretizada y estda dada por el Hamiltoniano
H del sistema cudntico, es decir consideramos que el operador de evolucién temporal U (n) es
de la forma

U(n) = e—iim (2.51)
donde 7 > 0 es un parametro real que define los pasos de la discretizacién. Cabe senalar que en
diversos sistemas cudnticos de interés aparece naturalmente una evolucién temporal discretizada,
como vimos con el ejemplo del rotor pateado en la seccién 2.2.1.

Espectro discreto real

Asumamos que el espectro de energia es discreto y finito. Sea {|1),...,|N)} una base
de autovectores con sus correspondientes autovalores E1,...,ExN y sus autofrecuencias w; =
%,...,wN = Erf’ Consideremos un estado inicial p y un observable O. Entonces podemos
expandir a {p en la base [1),...,|N)} obteniendo

Z ) (i| + szﬂ (2.52)
i=1 7]
Llamemos O;; a los elementos matriciales de O en la base {|1),...,|N)}, es decir O = (i|O]5).

Entonces, el valor medio de O en el estado p después de n mtervalos T estd dado por

(0) p(rn) = Tr(p(m)0) = Tr(U(mn)pU (mn)T0) = Z pi “+Z pijOsje Wi (2 53)
i#£]
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Por otro lado, QSDT nos da la descomposicién de (O) en la forma

prm)
(O)army = D Aa=n(i)(P)(O)s, + (O) o (n-1) (2.54)
=1

Igualando (2.53) y (2.54) se tiene

N N r
> pi0ii+ > pijOse” eI =3 "N 0y (9)(0) 5, + (O)on-1) (2.55)
i=1 oy i=1

A partir de esta ecuaciéon podemos hacer las siguientes observaciones.

(a) Si suponemos que el sistema es ergédico cudntico entonces por el teorema 2.8 la per-
mutacién « es ciclica y de aquf se sigue que Y 7| Ay-n(;) (p)(0) 5, debe ser una funcién
periddica con periodo r. Ademads, debido a que <O>5O(n_1) tiende a cero cuando n —
entonces el lado derecho de (2.55) es cuasiperiédica en funcién de n. Ahora, el lado iz-
quierdo de (2.55) contiene el término Zf\i 1 piO;i que es constante y por lo tanto se sigue
que Egé y pijOije_i( es una una funcién cuasiperiédica de n. Esta observacion de-
termina condiciones sobre las frecuencias wy, ..., wy.

Wi —w; )TN

(b) Supongamos ahora que wi,...,wy estan racionalmente relacionadas. Esto significa que
para todo 7,5 = 1,..., N existen k;;,[;; € N tales que
wi _ ki

= 2.56
Wj lz'j ( )

N TR ., .

Entonces, se puede probar que ) ; £ pijOije iwi—w;j)Tn o9 yna funcién periédica de n de

periodo 77 [34]. Por lo tanto, si asumimos que el sistema es ergdédico cudntico, por (a) se si-
N —t(wi—wj)an g : 2 : 2413 N —i(wj—wj)Tn

gue que ) ;. pijOije (wi=wj)an o funcién cuasiperiédica de n. Luego > izj PijOije (wi—w;)

es periddica y cuasiperiédica simultaneamente, lo cual es un absurdo.

Resumiendo, dado un sistema cudntico S de espectro discreto, real y finito tal que su limite

clésico S, con una evolucion T; tiene asociado un operador de Frobenius—Perron P de Markov
.. . . ‘- S iy .

y constrictivo; y considerando que la evolucién cuantica es de la forma U(n) = e "= ™" se tienen

los siguientes condiciones respecto a la ergodicidad cuantica:

= SiU es ergddico cudntico entonces los valores medios (O) 5,y son funciones cuasiperiédicas
de n para todo estado inicial p y observable O.

A~

= Si las autofrecuencias wi,...,wy estan racionalmente relacionadas entonces U no es
ergédico cuantico.

= Si U es ergddico cudntico entonces wry, ..., wy no estan racionalmente relacionadas.

Es interesante observar que si asociamos las autofrecuencias wq, ..., wpy con las correspondientes
a las velocidades angulares de N osciladores independientes y auténomos, entonces la segunda
condicién es idéntica a la ergodicidad de la rotacion sobre el toro d-dimensional en [7, pag.
190]. Ademas, vemos que la tercera condicién corresponde al contrarreciproco de la segunda.
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Espectro discreto complejo

Ahora consideraremos que el espectro es discreto, finito y complejo. Este es el caso de
los sistemas cuanticos descriptos por un Hamiltoniano efectivo no hermitico He que aparecen
tipicamente en fisica atémica, molecular, nuclear y en las reacciones quimicas. Los autoestados
con autovalores complejos representan estados, denominados “cuasiestacionarios”, de un sistema
cuantico abierto en interacciéon con un ambiente donde la parte imaginaria de los autovalores
esta asociada con los decaimientos de éstos.

Nuevamente, consideramos que la evolucion temporal después de n pasos sucesivos estd dada

N H,
por U(n) = e~ ™ siendo 7 > 0 un parametro real que define el paso de la discretizacién. Sean
= hwi 4171, B2 = hwa 4172, ..., EnN = hwy + iy los autovalores de Hef La no hermiticidad
de H,¢ implica la existencia de dos bases de autovectores llamados {(1], (2, ..., (N|} autovectores
a izquierda y {|1),]2),...,|N)} autovectores a derecha
ﬁef|j> = Ejlj) <}|Hef = <:7V|E] J=1L..N (2.57)

que satisfacen

(Glky=dj 4 k=1,..,N  (biortogonalidad)

Z VGl=1  (completitud) (2.58)

siendo I el operador identidad. Los autovalores E; = hwj + i7y; contienen las autoenergias hw;
y los anchos de resonancia —v; > 0. En un caso mas realista podemos suponer que sélo los
primeros K autovalores son reales siendo 1 < K < N, es decir 7; = 0 para todo j =1,..., K.

Podemos expresar cualquier estado p en la base {| j> ', y cobase {1 (K|} }—1 COMO

N

p= Z ‘ + Z Pjj’ ‘J (2.59)

i=1 J7#3'

A partir de esta ecuacion se tiene

N
p(rn) = U(n)p Ut (n) Zm @+ > i) | U)T =

]'35]"
ZPZ )il + ZPJJ’G Hegmeme ) (7] + Z pje |] G+ (2.60)
J#3’ j=K+1
—i(wj—w)Tn (W]Jr'y /)Tn
) pijre (|
j#j§'d 6 j'e{K+1,..,N}
Los vectores |K + 1), |K + 2),...,|N) representan estados de un sistema abierto en interac-

cién con un ambiente y los coeficientes de las iltimas dos sumas pueden interpretarse como las
probabilidades de hallar una particula en uno de los estados |K + 1), |K +2),...,|N) “dentro
del sistema”. Dado que éstos coeficientes decrecen exponencialmente y representan las proba-
bilidades de transiciéon a autoestados cuasiestacionarios, sus anchos de resonancia —v; estan

relacionados con las vidas medias I'; a través de —v; ~ i

J
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FEl siguiente paso es mostrar cémo los estados cuasiestacionarios pueden ser interpretados en
términos del QSDT. A partir de (2.60) el valor medio de un observable O en el estado p después
de n intervalos 7 esta dado por

p(Tn ZplO +Z,0]]’O]g/€ i(wj— w/rn+ Z p;0; 627—n
i =L (2.61)

(5 +’Yj/)

B L o—i(wj—wa)Tn ™
E : pij Ojjre roe ok
J#i'd 6 j'e{K+1,...,N}

Por lo tanto, por el QSDT se tiene

Z)\a—n(l)<é> O pO n— 1 ZPZO + Zp]],O]J,e i wg w]/)Tn_l_
= J#3’

. | . (2.62)
oy Qﬂn’% + O —i(wj—wj/)rn %Tﬂ
Piti€ Pjj i€ e
J=K+1 J#j’.g 6 j'e{K+1,...,N}

Dado que (O)z,(n—1) — 0 cuando n — oo y las dos tltimas sumas del lado derecho de esta
ecuacién son los tinicos términos que decaen, entonces

r
Z )\a*"(i ZpZO + Z p]],OJj,e i(wj—wjr)Tn
=1

. 77 (2.63)
A vj Lo (vj+v,0)
Oy = Y pOe*" 7 + ) Pl Qe i) ==
j=K+1 A9 6 JEUK+1,, N}

A partir de (2.63) y QSDT concluimos que el nimero de estados cuasiestacionarios |[K +1), | K +
2),...,|N) determina la naturaleza cadtica del sistema cudntico. Por ejemplo, si s6lo tenemos
un unico autovalor real F7 entonces tenemos maximo numero de estados cuasiestacionarios
12),13),...,|N). Eneste caso K =1y >\, )\afn(i)<0/\>[)i es igual a p;O;. Entonces r = 1, es
decir que el sistema es mixing cudntico. Cuando K = 2 tenemos dos autovalores reales F1, Es, y

A . % _ i (wi—wg) jw2—w1)
> ie1 Aa—n(@){0)p, esigual a p1O1 + paOz + piyO12e™" A e

+ p5,091e7" 7 A" que es una
funcion oscilatoria de n si w1, wsy estan racionalmente relacionadas. En ese caso la permutacion
a(n) resulta ciclica y de acuerdo al teorema 2.8, condicién (a) se deduce que el sistema es
ergodico cudntico.

Podemos ver que en el caso de espectro finito existe una diferencia sustancial entre tener
autovalores reales y complejos. En el caso de autovalores reales si las frecuencias estan racio-
nalmente relacionadas el sistema no es ergédico cudntico. Mientras que en el caso de espectro
complejo si las partes reales de los autovalores estan racionalmente relacionadas entonces el
sistema es ergddico cudntico. Esto es asi porque en el caso complejo el término de decaimiento
del QSDT estd dado por las exponenciales decrecientes cuyos decaimientos contienen los anchos
de resonancia —v;. En resumen, QSDT brinda una caracterizacién de los sistemas cudnticos
abiertos de espectro discreto complejo donde los términos exponencialmente decrecientes de los

valores medios estan asociados con el término de decaimiento de QSDT, dado por <O> Fo(n—1)-
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2.4.4. Ejemplo: Billar de microondas

Los billares de microndas son ejemplos especiales de sistemas de scattering [8]. Tipicamente,
para determinar el espectro de tales sistemas se utilizan antenas como canales de dispersién.
Un acoplamiento externo determina las posiciones de las resonancias y sus respectivos anchos,
donde el espectro se ve modificado por la presencia del acoplamiento entre las antenas. Podemos
comenzar el analisis con una expresion de la matriz de dispersion

A~

1 A

S=1-—2iwt . —
E — Hy + iWWt

(2.64)

donde 1 es la matriz identidad, Hy es el Hamiltoniano no perturbado que se asume que es una
matriz truncada NV x N—dimensional y los elementos matriciales W,,;, de W contienen informacién
acerca de las fuerzas de acoplamiento entre el k— ésimo canal y la n— ésima resonancia. Los
polos de la matriz de dispersion son los autovalores del Hamiltoniano efectivo

H=Hy—iwwt (2.65)

La informacién acerca de los anchos y saltos de transicién inducidos por las antenas esta comple-
tamente contenida en los autovalores del Hamiltoniano efectivo H. Los Hamiltonianos efectivos
de este tipo son utilizados ampliamente en el &mbito de la fisica nuclear [46]. Vamos a focali-
zarnos solamente en el caso limite de fuerzas de acoplamiento grandes donde H est4 dominado
por el término —iWWT. La clave es seleccionar una base donde este término sea diagonal y
Hy pueda ser tratado como una perturbacion. Si tenemos K canales sin pérdida de generalidad
podemos asumir que los K vectores w; con componentes W, son mutuamente ortogonales,

Wiy = Wi W = lin|*0u (2.66)
n

Entonces podemos tomar la base ortogonal compuesta por los K vectores 7, = ﬁﬁﬁ ylos N - K

vectores U, donde Hy es diagonal en el subespacio generado por los vectores . Usando teoria
de perturbaciones, a primer orden los autovalores de H son [8]

E; = o Hopy — il 1<K
1 lT Ao 1 — |y < (2.67)
E, = ’ELZ Hyiy [ >K
Ahora podemos considerar el Hamiltoniano
K N
H= ZEI‘VIMDH + Z Em‘um><&;1| (2'68)
=1 m=K+1

el cual es una aproximacién a primer orden del Hamiltoniano efectivo H. Hemos renombrado 7,
Ty, como |17), |um) respectivamente, y el Hamiltoniano H ha sido expresado en dos sumatorias
Z{il, > m—K+1 Para analizar los diferentes casos segtin el niimero de canales K. Los vectores
a izquierda (1|, (unm| son aquellos que estan definidos por (2.57) y (2.58). Sea p un estado dado
por

K K N N K N
ﬁ:ZZPw!Vl><’/~l”+ Z Z Pmm/\um)(@//l—l—{z Z pg,\\u(,><€7,\!+h.c.}

I=10=1 m=K+1m/=K+1 =1 =K+1
(2.69)
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siendo p;; = (i|p|j) para todo i,j = 1,..., N y las primeras dos sumas de (2.69) los bloques
diagonales correspondientes a los subespacios generados por {|v)}, v {Jum)}N_j 41 Tespecti-
vamente. El tercer término de (2.69) contiene elementos no diagonales de p que conectan subes-

pacios generados por {[v) }H<,, {|um)}N_j .1 ¥ h.c. denota la operacién de conjugado hermitico.

Renombremos ulT Hopp y ity Holy, como v ¥ wm para todo I, m. El operador de evolucién U (n)

(1 . N . .
estd dado por e 27" asi que p después de n intervalos T es

. K K
~ ~ Y Syt (Jwy |+ |)Tn .
p(rn) = U(m)pl(n)t = e 5 mmpe T = 373 e r e 1 ) (3

I=10=1

+ Z Z Do € —i(wm—w /)T?’L|um um|+{z Z pore” aﬁ e—i(’Ya—wA)Tn|VU><aK|+h'c‘}

m=K+1m'=K+1 o=1 ) \=K+1

(2.70)
Entonces, el valor medio de un observable O en el estado p luego de n intervalos 7 es

(1 |+ )7

K K
<O>,3(m) = tr(p(rn)0) = Z Z puwOwe™ g e~ =)

I=110=1

Y O e ST 3 a0 S e

m=K+1m/'=K+1 o=1 \=K+1
(2.71)

con O;; = (z\O|j> para todo i,j = 1,..., N. De (2.71) vemos que la primera y tercera sumas
decaen exponencialmente cuando n — oo mientras que la segunda suma oscila de acuerdo a las
diferencias w,, — wy,’. Esta observacion es crucial en orden de analizar diferentes casos segun el
nimero de canales K. Ademas, por el QSDT se tiene

i

(0)ptrn) = D {Oa-n@)5(0)s, + (O)y(n-1) (2.72)

=1

Considerando la observacién anterior y comparando (2.71) y (2.72) obtenemos

Z<Oa—”(z O ﬁ Z Z pmm’Omm/e (Wm—w,, )TN

=1 m=K+1m/=K+1
- L& T e
(O)go(n—1) :ZZPZZ’OZZ’e 2 e T (2.73)
=110=1
P
o=1 ) =K+1

La primera de las ecuaciones de (2.73) da la parte oscilatoria de (O) 5(n) Mientras que la segunda
expresa sus términos de decaimiento. Esto puede ser considerado como una caracterizacién
“global”’de QSDT acerca del espectro a primer orden de los billares de microondas en el caso
limite de grandes fuerzas de acoplamiento.

Yendo en mas en detalle, consideremos un billar de microondas rectangular cuyos valores
medios cudnticos estdan dados por (2.73). En este caso el Hamiltoniano no perturbado Hy posee
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. o Hoo, T . , .
autofrecuencias v, = -1 hO L wm = “’”H#O“m las cuales podemos asumir que estan racionalmente
relacionadas para todo [ = 1,...,K; m = K + 1,...,N. Entonces por la observacién de la

seccion 2.4.3. se tiene que la suma doble de la primera de las ecuaciones de (2.73) es una funcién
periddica de n. Variando el nimero total de canales K podemos obtener diferentes transiciones
cadticas desde el régimen integrable hasta el mas cadtico.

Comenzamos con K = 0 que corresponde al caso integrable W = 0. Entonces |w;| = 0 para
todol =1,...,K en (2.67) con lo cual cualquier valor medio cudntico no tendra términos de

A~

decaimiento, esto es, todos los términos de (O) ;) en (2.71) son oscilatorios. Puesto que no hay

términos de decaimiento entonces QSDT no se aplica en este caso.
Caso 1 < K < N — 1: En este caso W # 0 y tenemos un decaimiento exponencial del

término que corresponde a <O>5O(n_1) con tiempos caracteristicos 7 = ooy 70 = Tael
para todo [,I',0 = 1, ..., K. Dado que las frecuencias w; estdn racionalmente relacionadas para
todo m = K +1,..., N entonces el lador derecho de la primera de las ecuaciones de (2.73) es

una funcién periédica de n. Por lo tanto, a partir del teorema QSDT se tiene que el billar de
microondas es ergddico cudntico para 1 < K < N —1. Este es el caso correspondiente al régimen
pseudointegrable (K = 1) y cadtico (K > 1).

Caso K = N — 1: Cuando K = N — 1 tenemos que <O)50(n_1
tiempos caracteristicos 7 = m, Ty = % paratodol,l’,oc =1,..., N—1y ellado derecho
de la primera de las ecuaciones de (2.73) posee solo un dnico término, pyyOnn. Entonces por
QSDT se sigue que r = 1 y esto significa que el billar de microondas es mizing cudntico. Por
lo tanto, si K = N — 1 el billar de microondas es mixing cuantico. Este caso corresponde al
régimen con numero maximo de términos que decaen exponencialmente.

El caso K = N queda fisicamente excluido, de lo contrario todos los valores cuanticos (O> p(n)

tenderian a cero.

) decae exponencialmente con

Por lo tanto, la aplicacién de QSDT a los billares de microondas expresa que el incremento
en el nimero de canales de acoplamiento K puede ser interpretado como transiciones cadticas
desde el regimen integrable (K = 0), pasando por el ergédico cuantico (1 < K < N — 1) hasta
alcanzar el mixing cudntico (K = N —1).

En la Tabla I se muestra esquematicamente la caracterizacion QSDT de los billares de
microondas en el limite de acoplamientos grandes, donde nuevamente las dimensiones del billar
se han tomado de tal forma que las frecuencias del Hamiltoniano no perturbado Hy estén
racionalmente relacionadas.

Tabla I: Caracterizacién QSDT de los billares de microondas

Numero de canales K Valores medios cudnticos <O> 5(n) Nivel, régimen
K=0 puramente oscilatorio ninguno, integrable
1I<K<N-1 términos con decaimiento exponencial | ergédico cuantico, cadtico
maximo numero de mixing cuantico,
K=N-1 términos exponenciales completamente cadtico




Capitulo 3

Escalas temporales caracteristicas

Los aspectos caoticos de los sistemas cudnticos se manifiestan dentro de escalas temporales
caracteristicas bien definidas, que son los rangos temporales en los cuales los comportamientos
clasico y cuantico se solapan y descripciones semiclasicas de procesos tipicos tales como la
relajacién, inestabilidad exponencial y localizacién entre otros, son posibles. Dado que toda
descripcién semiclasica implica tomar el limite cldsico y las manifestaciones cadticas clasicas
se realizan en el limite asintético, entonces las escalas caracteristicas del caos cuantico deben
necesariamente poseer una estrecha relacién tanto con el limite clasico como con el asintdtico.
A su vez, el surgimiento del caos en el limite clasico debe estar en concordancia con el Principio
de Correspondencia. A continuacién se describe el problema del caos en el limite cldsico con el
Principio de Correspondencia y la aproximacion de la granulosidad como una posible solucién
al mismo.

3.1. Caos y el Principio de Correspondencia

Parece ser que Einstein fue el primero en darse cuenta de una posible amenaza del caos a la
mecénica cudntica en un trabajo que fue ignorado por cuarenta anos [49]. Una vista panordmica
de esta incompatiblidad entre caos cldsico y mecénica cudntica puede hallarse en [3, 10, 50, 51].

Para comprender esta amenaza del caos a la mecdnica cudntica y en concordancia con la
definicién de Berry, una contribucién al problema fue el limite clasico para sistemas cudnticos
cerrados con espectro continuo [29]. Esta aproximacion, llamada SID (del inglés “Self Induced
Decoherence”, decoherencia autoinducida) estd basada en la interferencia destructiva para un
tiempo de decoherencia (finito o no) de la parte no diagonal de los valores medios cudnticos.
Esta aproximacién permite la utilizacién del lema de Riemann-Lebesgue para demostrar el
limite cldsico de una clase de sistemas cudnticos caéticos, como se realizamos en [32]. Ahora
mostraremos cémo el caos pone cierta presion sobre el Principio de Correspondencia y de qué
forma se puede evitar a partir del formalismo del limite clasico de sistemas cudnticos cerrados.

Cabe mencionar que una importante fuente de inspiracién han sido los libros de Roland
Omnes [52, 53], en los cuales se da una caracterizacion del caos cuantico como la evolucién de una
celda en el espacio de fases hacia otra distorsionada (llamada tipo ameba) como consecuencia de
la dinamica cadtica cudntica del sistema en cuestién. En este capitulo seguimos escencialmente
y caracterizamos la distorsiéon de una celda, compuesta por cubos de tamano minimo dados por
el Principio de Incertidumbre, a lo largo de su evolucién dinamica cadtica como la principal
amenaza al Principio de Correspondencia. Asimismo, senalamos que la aproximacion estandar
de la granulosidad, es decir el hecho de tener un espacio de fases discretizado que en el caso

48
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cuéntico se debe al Principio de Incertidumbre, ya ha sido estudiado tanto en el caso clasico
como en el cudntico por medio de la entropia de Kolmogorov—Sinai y sus versiones cudnticas
[54, 55, 56, 57, 58]. En estas versiones, sus autores indican que no existe una amenaza al Principio
de Correspondencia sino solamente la emergencia de una escala temporal tipica logaritmica
proporcional a log h~! que sefiala la no conmutatividad de los limites ¢t — oo y & — 0.

Sin embargo, veremos que el comportamiento tipo ameba exhibido en la evolucion de las
celdas involucra una “distribucion de grano grueso”, es decir una distribucién promediada sobre
rectangulos del espacio de fases. Este grano grueso es utilizado para deshacerse de la estructura
complicada que presenta el espacio de fases a medida que se alcanza la relajacion del sistema [1].
Un caso tipico de esta situacion es la de los sistemas abiertos en interaccién con un ambiente,
donde perfiles estacionarios de la funciéon de Wigner presentan fisuras (scars) y a medida que
el sistema evoluciona se estira difundiéndose a lo largo de ciertas direcciones determinadas por
la ecuacién maestra.

Ma3s aun, mostraremos una conexién entre los tiempos caracteristicos del caos cuantico y un
parametro adimensional que mide el grado de deformacién de las celdas a medida que el sistema
cuantico evoluciona. Esta conexion estara situada en el corazén de la granulosidad fundamental,
es decir del estudio de la granulosidad a partir de la dindmica de celdas de tamano minimo
dado por el Principio de Incertidumbre, la cual permitira compatibilizar el caos con el Principio
de Correspondencia dentro de un rango temporal dado por los tiempos caracteristicos del caos
cuantico. Comenzamos con una breve revisién de la aproximacién estandar de la granulosidad
en la mecdnica cuantica. Todo el desarrollo de este capitulo esta basado en el trabajo [31].

3.1.1. La aproximacién estandar

En mecéanica clasica, para que el caos ocurra es necesario que el sistema posea un espectro
continuo y un espacio de fases continuo [1]. No obstante, en el caso cudntico la mayoria de
los sistemas que presentan caracteristicas caéticas en su limite cldsico poseen espectro discreto.
Adems4s de eso, el principio de correspondencia implica la transicién de la mecédnica cudntica a
la clasica para todos los fenémenos sin excepcion, incluido el caos. Sin embargo, por el principio
de incertidumbre en mecédnica cudntica se tiene un espacio de fases discretizado, y por lo tanto
no continuo, compuesto por celdas de tamano finito AxAp > h por cada grado de libertad.
De todo esto, la pregunta natural que surge es: ;Cémo podemos proporcionar un formalismo
cuantico que explique la emergencia del caos en el limite cldsico, y que al mismo tiempo sea
consistente con el principio de incertidumbre y el principio de correspondencia?

Aqui es donde el tratamiento de la granulosidad surge como una posible respuesta. Existen
varias aproximaciones de la granulosidad que tratan de resolver el problema evitando ser una
amenaza al principio de correspondencia. Una opcién podria ser la cuantizacién de sistemas
cadticos pero, debido a la compacidad del espacio de fases, la cuantizacién da lugar a un espec-
tro de energia discreto. Entonces la situacién no parece ser tan simple a primera vista y uno
debe buscar otros indicadores que de algiin modo capturen las principales propiedades relacio-
nadas con el espectro continuo de los sistemas caéticos. La entropia de Kolmogorov—Sinai [59]
(abreviadamente entropia KS) es uno de los indicadores més robustos y significativos tanto en la
teoria como en las aplicaciones. La razon de esto es que uno puede modelar el comportamiento
del espectro continuo de sistemas cadticos cldsicos a partir de modelos clasicos discretizados
tales que las entropias KS del sistema continuo y de los discretizados tienden a coincidir para
cierto rango apropiado. Recordemos que la entropia KS asigna medidas a conjuntos de trayec-
torias y computa la entropia de Shannon por unidad de paso temporal del ensamble de dichos
conjuntos de trayectorias en el limite de infinitos pasos temporales. Ademas, el teorema de Pesin
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relaciona la entropia KS con los coeficientes de Lyapunov [60]. Para una descripcién cudntica de
los sistemas cadticos, necesitarfamos una extensién cuantica de la entropia—KS. En este sentido
existen varios candidatos no conmutativos [61, 62, 63, 64, 65] con la presencia de un rango
temporal finito donde la version clédsica y cudntica coinciden, hecho que es considerado como la
principal peculiaridad del caos cudntico [1].

Por lo tanto, el problema de la granulosidad estd intimamente relacionado con las escalas
temporales del caos cudntico y debe ser necesariamente compatible con la restriccién a éstas. Dos
escalas temporales bien distinguidas caracterizan el movimiento cuantico clasicamente cadtico:
el tiempo de relajacién 7y (llamado tiempo de Heisenberg) y la escala logaritmica (llamado
tiempo de Ehrenfest) Tp. Sélo para limites cldsicos regulares se espera que la mecénica cudntica
v la clésica se superpongan sobre tiempos ¢ tales que

tSTtH o™ para algin o >0 (3.1)

donde 7y determina el llamado régimen semiclasico, es decir la escala temporal para la que
fenémenos como la localizacién exponencial y la relajacién pueden ocurrir. Mas aun, el espectro
discreto no puede ser resuelto si t < 7g7. La escala logaritmica 7 es mucho més pequena que Ty
y esté relacionada con una fuerte propiedad cadtica, la inestabilidad exponencial. Basicamente,
Tr determina el intervalo de tiempo para el cual el movimiento de un paquete de ondas es tan
aleatorio como la trayectoria clasica difundiéndose por todo el espacio de fases. Se tiene

TR ~ 084 —logh (3.2)
his

siendo g = % el pardmetro cuasiclasico, S el valor de la accién clasica y hig la entropia KS del
limite clasico. La importancia del tiempo de Ehrenfest 7 es que indica la escala tipica para un
limite clasico adaptado a los sistemas cuanticos clasicamente cadticos. Cabe senalar que algunos
autores consideran que 7 constituye una resolucion satisfactoria a la aparente contradiccion
entre el Principio de Correspondencia y el transitorio cuantico finito dado por 7, y la evidencia
de que los limites clésico y asintético no conmutan [1]. Es decir,

lim lim # lim lim (3.3)
[t} =00 g—00 =0 |t|—o0

siendo el primer limite el que conduce al caos clasico mientras que el segundo representa un
comportamiento cudntico sin caos en absoluto. Al final de este capitulo estudiaremos la relacién
entre la granulosidad y las escalas temporales del caos cuantico.

3.1.2. Granulosidad fundamental con celdas

Como mencionamos anteriormente, el punto clave para una caracterizacién del caos cudntico
es promediar una funcién distribucion representativa de la llegada al equilibrio del sistema,
sobre rectangulos (celdas) de tamafio minimo en el espacio de fases, obteniendo de esta forma
una distribucién de grano grueso. La motivacion de esta aproximacién reside en el hecho de
que podemos obtener un limite clasico siguiendo las trayectorias de celdas, que consideraremos
como el andlogo cldsico de un punto que se mueve, y estudiando su deformaciéon debido a la
dindmica cuéntica del sistema [52].

Para ello, necesitamos definir de manera cuantica una nocién analoga a la de “un punto
clasico que se mueve”. Es bien sabido que las relaciones de conmutacién y su consecuencia,
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Figura 3.1: En la figura de la izquierda se muestra un dominio particular bidimensional Dy, y su
frontera F', donde las cajas de tamano minimo AzxAp = %FL discretizan el espacio de fases dando lugar a
la granulosidad. En la figura de la derecha se muestra una celda C7 siendo: C el interior de CT compuesto
de cajas de tamano minimo AgA; dadas por el Principio de Incertidumbre y 3 el conjunto de cajas
AeAj; que intersecan la frontera B de C7.

el principio de incertidumbre, establecen una granulosidad fundamental en el espacio de fases
cuantico. Méas precisamente, si llamamos J y © a dos operadores conjugados arbitrarios se tiene

[6,J] = ihl (3.4)

y entonces
h
AeAy > B) (3.5)

donde Ag y Ay estan definidas como las varianzas para algiun estado tipico p, el tinico con
las minimas dimensiones que podemos determinar en nuestro experimento en el sentido de
Ballentine [66]. En general diferentes elecciones de p dardn diferentes cocientes Ag/A; pero
los resultados serdn los mismos cualitativamente. Entonces consideraremos que las cajas rec-
tangulares AgA; de volumen % (6 los poliedros rectangulares de volumen AV*+!, en el caso
2(N + 1)-dimensional) seran aquellas que tengan el volumen minimo que pueda determinarse
con nuestro aparato de medicién. Precisamente,

UOZ(A@AJ) =h

para un espacio de fases bidimensional o en el caso 2(/N + 1)-dimensional

N N
vol (H Aeg, H AJ,L) = pNHl
i=0 i=0

Esta la caracteristica principal del espacio de fases cuantico: su granulosidad, la cual sera el
origen de la amenaza al principio de correspondencia. Cabe destacar que la granulosidad apa-
rece en muchos otros contextos [67, 68]. En el libro de Omnes [52], las celdas producidas por la
granulosidad fundamental son descriptas en coordenadas (z,p) usando la teoria matematica del
andlisis microlocal basada en el trabajo [69]. En nuestra aproximacién cambiaremos las coorde-
nadas (x, p) por las (J,©) donde J seran las constantes de movimiento y © las correspondientes
variables conjugadas y donde, ademas, las relaciones de conmutacion (3.4) y el principio de incer-
tidumbre (3.5) jugaran el papel principal. Para ver cémo funciona la granulosidad fundamental
consideremos un conjunto cerrado simplemente conexo, en un espacio de fases bidimensional,
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al que llamaremos celda C” con su frontera continua B, como puede verse en la Fig. 3.1. Las
coordenadas (J,©) y un grilla de cajas rectangulares AgA (en el caso general 2V cajas po-
liédricas) definen los dos dominios relacionados con CT: ¥ el conjunto de cajas que interseca B,
y C el conjunto compuesto por las cajas interiores a la celda CT. Con el propésito de comparar
el tamafio del volumen del interior de la celda C7 con el de su frontera, definimos el siguiente
parametro adimensional

_ wvolX

~ wol(C)
Es claro que 2 < 1 corresponde a una celda voluminosa mientras que 2 > 1 corresponde a
una celda elongada y deformada. Ademads, si queremos que una celda represente un punto real
es necesario que €2 < 1, ya que si 2 > 1 entonces el volumen del interior de C' es méas pequenio
que el volumen de la frontera ¥ y no sabemos con certeza si sus puntos pertenecen 6 no a C’
dado que B C X. Por lo tanto, si 2 > 1 perdemos completamente la nocién de un punto real y
la descripcién de las trayectorias clasicas como el movimiento de CT' carece de sentido.

Andlogamente, Omnes define proyectores semicldsicos para cada celda y muestra que si {2
es muy grande entonces la definicién de estos proyectores pierde completamente su significado
y la clasicalidad se pierde, es decir que Omnes obtiente una conclusién similar.

De ahora en mas, en todos los casos donde el parametro cuasiclasico ¢ = % es finito lla-
maremos una amenaza al principio de correspondencia al rango temporal que estd afuera de
la validez de la granulosidad fundamental con celdas y donde esta aproximacién no deberia
asociarse necesariamente con la emergencia de los dos limites no conmutativos t — co 'y A — 0.

En la siguiente seccién consideraremos las celdas y sus evoluciones en varios casos y estima-
remos sus correspondientes parametros §2.

Las trayectorias clasicas

Si consideramos que nuestro sistema cudntico posee un limite débil representado por P,
entonces la distribucion clasica p.(¢) = ps(¢) = W;,(¢) (siendo ¢ = (q,p) € I') es aquella a
la cual converge el sistema en el espacio de fases 2(IN + 1)-dimensional I" para tiempos largos.
A su vez, si el limite cldsico no es integrable, por el teorema de Caratheodory existen N + 1
constantes de movimiento locales {w, p;1,...,pin} en cada dominio Dy, alrededor de cada punto
¢;i € 'y I' = U;Dy, que definen las hipersuperficies H(¢) = w, P;r(¢) =pircon I =1,...,N.
En el caso integrable se tiene que Dy, = I' para todo ¢;. Es decir que H(¢) y Pir(¢) son
nuestras variables “impulso”. No obstante, la distribucién p,(¢) no define las trayectorias de
“puntos”’sobre estas hipersuperficies dado que no fija valores definidos para las variables de
configuracién canénicamente conjugadas a H(¢) y P;7(¢). Es razonable que esto sea asi debido
a que la existencia de trayectorias definidas violaria el Principio de Incertidumbre. En efecto,
sabemos que si H and ]5z 7 poseen valores definidos, entonces los valores de los observables que
no conmutan con ellos estan completamente indeterminados.

Llamemos J a las variables de impulso H y By (constantes de movimiento), y O a las
correspondientes variables conjugadas, todas éstas definidas en los dominios Dy,. Las ecuaciones
de movimiento en la representacion de Heisenberg son

dJ i o 0 i . .
y dado que [H,.J] = 0 (cuando J = H esto es trivial) entonces
dJ o i . -

dt dt ~ h
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Dentro del dominio Dy, si consideramos a H expandido en serie de potencias de J= 151 I como
H=F(J)=> anJ" (3.8)
n

y dado que [@, j] = ihl, se tiene [@, j”] = inhJ ™1, Luego,

. dH
[H,0] = —ih—
dJ
donde H y J son constantes en el tiempo, por lo tanto llamando V(O) = %, que es otra

constante en el tiempo, se tiene

J(t)=J(0) , ©(t)=6(0)+V ()
Tomando la transformada de Wigner de .J t)y é)(t) y teniendo en cuenta la linealidad se obtiene

J(9,t) = J(9,0) , O(g,t) =0(,0) + V(e,0)t (3.9)

Utilizaremos esta ecuacién para seguir el movimiento de las cajas de tamano minimo y las
celdas en el espacio de fases. En todo el analisis siguiente consideraremos un espacio de fases I
bidimensional pero los razonamientos valdran independientemente de la dimensién de I'.

Primero consideremos un caja rectangular en movimiento de tamano AgAy con AgAjy ~ h
(en el caso general N 1) que simbolizaremos por un pequefio cuadrado en las figuras 3.2, 3.3,
3.4, 3.5 y sélo por un punto en las figura 3.6. Consideremos la funcién distribuciéon dada por
la transformacién de Wigner del limite débil, W;, = p«(¢) = p«(4,0) siendo ¢ = (j,0) € T.
Entonces definimos los valores medios

J(601) = /A | JG00p.G.00Gd0 5 8(6.0) = /A 0.0 0)jd.

B t) = /A V0.0 0)djdo (3.10)

donde p.(7,0) no es una funcién del tiempo dado que, de acuerdo al corolario 2.5, es un punto
fijo del operador de Frobenius—Perron asociado a la evolucién cldsica T;. Ademé&s

J(jaaat) = Wj(t)

©(4,0,t) = We (3.11)
V(jv Hat) = W\}(o)

Luego usando (3.9) se tiene

j(¢,1) = j(6,0) . 0(¢,1) =0(¢,0) +70(¢,0)t (3.12)

de tal forma que las cajas de tamano minimo AgA y se mueven a lo largo de trayectorias clasicas
de nuestro sistema.

Ahora bien, debido al Principio de Incertidumbre las cajas AgA s no pueden deformarse.
Entonces, de ahora en més consideraremos que dichas cajas son nuestra mejor nocién tedrica
de un punto ubicado en (j,6). Consideraremos celdas rectangulares cuyo movimiento estar
dado por (3.12) y compuestas por cajas rigidas AgA ;. De esta forma, al tener en cuenta la
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Figura 3.2: Hamiltoniano lineal en J. Evolucién de una celda con velocidad constante. Dado que no hay
deformacion de la celda entonces no hay amenaza al principio de correspondencia para ningin tiempo f.
Las regiones Cg, Yo v Cy, X¢ son el interior de la celda C7 y el conjunto de cajas rigidas que intersecan
la frontera de CT, inicialmente y al instante ¢ respectivamente.

granulosidad del espacio de fases cudntico y la distribucion W;, = p.(j,0), se pueden obtener
las trayectorias cldsicas de puntos teéricos (7,6) completando el limite cudntico—cldsico de una
manera compatible con el Principio de Correspondencia.

Pero recordemos que los puntos fisicos reales no son estas cajas rigidas AgA s sino las celdas
con ) < 1 debido a que los aparatos de medicién no pueden registrar a las cajas elementales
ApAj, sino més bien celdas mucho més grandes cuyas dimensiones son mucho més grandes que
la constante de Planck. En los siguientes ejemplos veremos cémo es la evolucién de estas celdas
que consideramos como el andlogo de puntos fisicos reales. Mas aiin, mostraremos la interaccién
entre los puntos tedricos (cajas elementales rigidas) y los puntos fisicos reales (celdas).

Ejemplo 3.1 (Hamiltoniano lineal en J) Consideremos un espacio de fases bidimensional,
un dominio Dy y el sistema de coordenadas (J,0). Asumamos que el Hamiltoniano es lineal en
J, es decir H = agl + a1J. Entonces V = a1l y se tiene

J(¢a t) = J(¢7 O) ) @(¢7 t) = @(¢7 0) + allt

Entonces las trayectorias de las cajas de tamano minimo (puntos tedricos) resultan

i) =30) , 0@ =0(0)+at (3.13)
Como puede verse en la Fig. 3.2, en este caso obtenemos un movimiento de traslacion uniforme
con velocidad v[j(0)] = % = ay, a lo largo de todas las trayectorias. Entonces, al considerar dos

lineas horizontales j = j y j = jo, y sus respectivas velocidades v[j,] = V[ja] = a1, resulta
0(j1) —v(52) =0 (3.14)

Luego, si consideramos una celda inicial rectangular, esta no serd deformada por el movimiento.
Dado que no hay deformacion se tiene que, si inicialmente es Q) < 1, entonces ) sequird siendo
menor que 1 para todo instante t. Por lo tanto, en este caso trivial la celda representa un punto
fisico real moviéndose de acuerdo a (3.13). En otras palabras, en este caso hemos completado
el limite cldsico y el Principio de Correspondencia se satisface.

Ejemplo 3.2 (Hamiltoniano cuadratico en J) Manteniendo el mismo espacio de fases
bidimensional, el mismo dominio Dy y las mismas coordenadas (J,0) que en el Ejemplo 3.1,
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ahora consideramos que H es cuadrdtico en J. Esto es, H = aof—i—alj—i—agjz, V= a1f+2a2j,
entonces

J(¢7 t) = J(gb) 0) ’ @(¢7 t) = @(¢7 0) + [alj + 2a2J(¢7 0)]t

y con el mismo razonamiento que en el ejemplo anterior se tiene
J(t)=30) , 0(t) =0(0) + [a1 + 2a25(0)]t

De la Fig. 3.3 vemos que en este caso tenemos un movimiento uniforme con velocidad constante
B[7(0)] = a1 + 2a25(0) a lo largo de lineas rectas paralelas al eje 6. Mds precisamente,

0(t) = 0(0) +v[5(0)]t
Consideremos dos lineas horizontales j = j, y j = jo, entonces la diferencia entre las velocidades
de las dos lineas es

0(j1) —0(j2) = 2a2(j; — j2) = v (3.15)
Sean (J,0) las dimensiones de la celda rectangular inicial y Ay, Ag las dimensiones de las cajas
rigidas. Dado que la longitud de la base es constante se tiene que el volumen vol(C') también
es constante. Luego, el movimiento deformard la celda inicial rectangular en un paralelogramo
como puede verse de la Fig. 3.3. donde la altura permanecerd siendo J y la base cambiard segin
O + A0, es decir que hay una elongacion AQ. Mds precisamente

AQ = vt

Podemos calcular explicitamente la evolucidn del pardmetro Q en este caso: el niumero de cajas
nuevas N, que aparecen en el tiempo t serd

Al vt
N, =2— =2— .16
Ao 2Ag (3.16)
Entonces
volX volY + AvolY  wvolX + N.AjAg
Q= = = (3.17)
vol(C) vol(C) vol(C)
Por lo tanto,
N.AGA N, A
AQ = sBeo  Neh v h ,_,40 n __, (3.18)

vol(C) ~ wol(C) ~ ~Ag vol(C) - Ae vol(C)
Luego, se tienen las siguientes observaciones:

(a) El aumento AS) es proporcional al tiempo t y la elongacion AO en unidades de Ag.

(b) AQ es proporcional a Wiéoy con lo cual en el limite cldsico szc) — 0 (que equivale al

limite q = %;gc) — oo siendo q el pardmetro cuasicldsico) tenemos AQ — 0, es decir que

el Principio de Correspondencia se satisface.

La conclusion mds importante es que, en el caso general, incluso si #(C) fuese pequeno pero

estando muy lejos del limite UOZ}EC) — 0, luego de un tiempo t, se tendrd €2 > 1. En cuyo caso,

la celda deja de ser un buen modelo de un punto fisico real, lo cual significa que para dicho
tiempo t aparece la amenaza al Principio de Correspondencia. Esto sucede ain si el sistema es
integrable, es decir Dy =T, y con el Hamiltoniano de una particula libre H= ﬁISQ

Por lo tanto, la granulosidad fundamental sin caos aun puede ser una amenaza al Principio
de Correspondencia en el caso de que #(LC) sea finito. Este es el caso del limite cldsico en una
dindmica reqular e integrable con la escala temporal dada por el tiempo de Heisenberg.
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Figura 3.3: Hamiltoniano cuadrético en J. Evolucién de una celda con velocidad lineal en ¢. En este caso
hay amenaza al Principio de Correspondencia para valores finitos de #{c) y aparece un rango temporal

de validez de la granulosidad fundamental donde la celda constituye un buen modelo de punto fisico real
en movimiento, es decir ) < 1.

Ejemplo 3.3 (Hamiltoniano con potenc1as mayores a dos en J) En el caso mds general
el Hamiltoniano estard dado por H = agl + a1J + aaJ? + a3J® + ... y la ecuacion (3.14) se
convierte en

U(j1) —0(j2) = 2a2(j; — Jj2) + 3az(j1 — j2°) + ... (3.19)
Como puede verse en la Fig. 3.4, no hay deformaciones verticales pero existen fuertes deforma-

ctones horizontales. FEsto implica que para Hamiltonianos con potencias mayores que 2 surge la
amenaza del caos al principio de correspondencia. Ahora consideremos

H=Y"An(J)e"2
n=0
entonces - B - B
m —\q in-- — in-d-
v(j) = A7) A{]An(y)]e 27 =) Bu(j)e" s
n=0 n=0
)
0(j,t) = 0(4,0) +0(j)t = 0(7,0) + > _ Bu(j)e"2s
n=0

La elongacion de la celda estard dada por

Af = tZBn(j)em
n=0

Tomemos el caso mds simple By, (j) = constante # 0 y B,(j) = 0 para todo n que se muestra
en la Fig. 3.5. Entonces tenemos

g
AO =tBpe®s | Re(Af)=1tB,, cos(mi)
Ay
donde la longitud de onda de las oscilaciones de las curvas verticales de la frontera de la celda
es\= % y se tiene que A < Ay sim > 1. Por lo tanto,

AvolX A B,,
AQ — vol :2J 9:2

vol(C) 6 ~ ‘6!
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Figura 3.4: Hamiltoniano con potencias mayores que 2 en J. Evolucién de una celda con velocidad no
lineal en t. Las fuertes deformaciones horizontales de la celda indican la amenaza del caos al principio
de correspondencia.

Por consiguiente, cuando t — oo se tiene AQ — oo y tenemos una amenaza al principio de
correspondencia sin rescate en el limite cldsico.

Ejemplo 3.4 (Comportamiento tipo “ameba”) Las cosas pueden tornarse mas dramdticas
s1 en vez de un unico Dy consideramos dos dominios Dy, y Dy, junto con su zona de union
F como en la Fig. 5.6 de la izquierda. Mds precisamente, supongamos que en Dy tenemos dos
movimientos paralelos y sélo una deformacion tipo “paralelogramo”, y usamos las coordenadas
(9,]) de Dm.

Pero ni en F ni en Dy, la coordenada j es una constante de movimiento, asi que en Dy,
el movimiento se convierte completamente deformado como en la figura 3.6 de la izquierda.
Luego, st la celda pasa por varias zonas de union F entonces es claro que la celda reqular inicial
se convertird en un objeto tipo ameba como se muestra en la Fig. 3.6. de la derecha donde
Q> 1. Recordemos que por simplicidad los puntos en la Fig. 3.6. tienen un volumen h. Luego,
como consecuencia del caos el volumen de la ameba se convierte de orden h y el limite cldsico
carece de sentido. Debemos senalar que las fuertes deformaciones de la celda original rectangular
estdn prohibidas por el Principio de Indeterminacion que mantiene las cajas de tamano minimo
completamente rigidas.

Otra manera de ver que existe un verdadero problema con el Principio de Correspondencia
es considerar al movimiento cldsico del centro de la celda inicial (donde las probabilidades de
hallar la particula son no nulas) como el movimiento real de una particula cldsica. Entonces, en
el caso cadtico podria suceder que a un tiempo t la celda tenga forma de ameba como en la Fig.
3.6. de la derecha. En cuyo caso el centro de la celda original estaria situado afuera de la celda
tipo ameba en una zona de probabilidad cero y por lo tanto no podria representar el movimiento
real de una particula cldsica a partir de dicho instante t.

Por lo tanto, de estos ejemplos puede verse que el caos y la granulosidad fundamental son una
amenaza tanto para el limite clasico de la mecanica cuantica como para su interpretacién, sino se
tienen en cuenta los rangos temporales donde el modelo de la celda es una valida representacion
fisica de un punto que se mueve. Como 1ltimo ejemplo veamos el caso del sistema clasico de
Henén—Heiles.

Ejemplo 3.5 (Sistema de Hendén—Heiles) FEl sistema cldasico de Henon—Heiles posee un
Hamiltoniano cldsico dado por [11]
3

1 1
H =5} +p)+2" +9%) + 2%y — y
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Figura 3.5: Hamiltoniano oscilatorio en J. Evolucién de una celda con velocidad periédica en ¢t. En
este caso se observan oscilaciones verticales de las paredes de la celda y dado que A{Q) no depende de
h, entonces surge la amenaza al principio de correspondencia sin rescate posible en el limite clésico

h
vol(C) — 0.

Podemos observar que:

(a) El Hamiltoniano no es integrable en todo el espacio de fases y por lo tanto tendremos una
situacion similar a la de la figura 3.6.

(b) Para una energia E = 1—12 los toros permanecen prdcticamente intactos de acuerdo a [11],

Fig. 44a. Pero en un dominio grande Dy y en un caso mds realista con volDy > h? el
Principio de Correspondencia podria estar lejos de verse amenazado por el caos, al menos
para periodos cortos de tiempo. Estos dominios Dy se convierten mas pequenos para E = %
([11], fig. 44b) y probablemente muy diminutos para E = é ([11], Fig. 44c). Asi que en
tales casos podriamos tener serios problemas con el caos dado que para altas energias se
tendria vol(Dy) =~ h?. Podemos obtener estas conclusiones debido a que nuestro método
nos permite evaluar el volumen vol(Dgy) sobre las superficies definidas por las constantes
de movimiento (toros) a partir de las secciones de Poincaré.

Por lo tanto concluimos que cuando los dominios Dy son del orden de h el Principio de Co-
rrespondencia tiene problemas. Pero también vemos que para altas energias no existe un limite
de altas energias bien definido. Este ejemplo de Hendon—Heiles nos muestra la amenaza del caos
al Principio de Correspondencia aun en el limite de altas energias.

A continuaciéon analizamos como la amenaza del caos al Principio de Correspondencia pue-
de suprimirse teniendo en cuenta la relacién entre la granulosidad fundamental y las escalas
temporales caracteristicas del caos cuantico.

Escalas temporales y granulosidad fundamental

Como hemos mencionado en la seccién anterior, la granulosidad debe ser compatible con
las escalas temporales del caos cuantico dentro de las cuales los fenémenos tipicos como la
relajacién estadistica, la localizacién exponencial y la inestabilidad exponencial pueden ocurrir.
Estas escalas temporales son un intento de reconciliar el espectro discreto con el Principio
de Correspondencia donde la distincion entre el discreto y el continuo se convierte relevante
solamente para tiempos grandes [1].

Hemos visto que la condicién 2 < 1 representa el rango temporal permitido donde la nociéon
de un punto real y la descripcién de las trayectorias clasicas son posibles. La idea clave es que
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Figura 3.6: En la figura de la izquierda se muestra una celda inicial rectangular que es dispersada
por una frontera F'. En la figura de la derecha se muestra la deformacién de la celda, inicialmente
rectangular, que luego de repetidos pasajes a través de las fronteras F' se va convirtiendo en
una tipo “ameba’”.

Q < 1 (celda voluminosa) implica un rango temporal de validez de la granulosidad fundamental
que puede ser identificado con alguno de las escalas caracteristicas del caos cudntico. Como en
los ejemplos anteriores, consideremos un dominio Dy en un espacio de fases bidimensional, las
coordenadas conjugadas (J/, ©) y un Hamiltoniano

H=) a,J" (3.20)
n=0
En tal caso, la diferencia de velocidades es, de acuerdo a (3.19)

v=(1) —0(2) = D nanJ "V = 2a3(j, — o) +3as(Gy — 2 ) + - (3.21)

n=1

Por otro lado, la evolucién de €2 puede darse en términos del niimero de nuevas cajas rigidas

Nc(t) que aparecen al instante ¢ de acuerdo a las ecuaciones (3.17) y (3.18)
Ne(t)AjAe _ Ne(t)h
vol(C') vol(C')

AQ = (3.22)

Consideremos que inicialmente tenemos una celda voluminosa, es decir 2 < 1. Con el objetivo
de obtener las dos escalas temporales caracteristicas del caos cudntico, es decir el tiempo de
Heisenberg y el tiempo de Ehrenfest, necesitamos sélo considerar dos casos: el caso de velocidad
lineal (Fig. 3.3) y el de velocidad no lineal (Fig. 3.4), respectivamente. Sea €’ el valor de €2 al
instante ¢t. Entonces, por (3.17) se tiene

O =Q+AQ (3.23)

Por hipétesis es Q < 1, por lo tanto si imponemos que ' = Q+ AQ < 1, es decir, consideramos
el rango permitido de la granulosidad. Entonces, esta condicién se traduce en

AQ <1 (3.24)
que de acuerdo a (3.22) se convierte en

N(t)h
vol(C)

Sl (3.25)
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Veamos ahora que (3.25) contiene las diferentes escalas temporales segin la forma del Hamil-
toniano dado por (3.20). Cuando la velocidad es lineal se tiene a, = 0 para todo n > 3 en el
Hamiltoniano de (3.20). En tal caso, podemos reemplazar (3.16) en (3.25) y obtenemos

v h
2— <1 2
Ag vol(C)t ~ (3:26)

Ahora, dado que v, Ag, y vol(C) estén fijos, de (3.26) se tiene

A
t< <2500l(0)> ot =1y oc 7Y (3.27)
Por lo tanto, hemos obtenido el tiempo de Heisenberg 7 = (%UOZ(C’)) ii~! para el caso de un

Hamiltoniano H = aol + a1J + azJ? que es consistente con el denominado régimen semiclésico
de los limites cldsicos regulares (sin caos). En otras palabras, para sistemas bidimensionales

nuestra aproximacién de granulosidad fundamental con celdas implica un rango temporal de

validez de la granulosidad dado por la escala temporal 7 = (%UOZ(C’) h~! para el caso

de un Hamiltoniano cuadréatico en J. Por lo tanto, se sigue que existe amenaza al Principio de
Correspondencia sélo para tiempos t > 7 que estan fuera del rango de validez de la granulosidad
fundamental.

Ahora veamos el otro caso, cuando el Hamiltoniano tiene potencias mayores que 2, es decir
H= > anJ™ con an = 0 para algtin n > 3. Como mencionamos en el ejemplo 25, existen s6lo
fuertes deformaciones horizontales de las celdas como se ven en las figuras 3.4 y 3.5. Este caso
incluye la inestabilidad exponencial donde el movimiento de un paquete de onda es tan aleatorio
como la trayectoria cldsica y el paquete se difunde exponencialmente a una tasa cldsica dada
por la entropia KS, denotada por hig. Por lo tanto, podemos razonablemente suponer que el
numero de cajas rigidas nuevas N, (t) que aparecen al instante ¢, es proporcional a exp(hxgst) a
medida que el paquete se difunde. Aqui estamos teniendo en mente que la difusién exponencial
se traduce en una elongacién exponencial de la celda a medida que esta evoluciona en el tiempo.
Entonces se tiene

Ne(t) o< ehxst (3.28)
Entonces, reemplazando (3.28) en (3.25) nos queda
hﬁ <1 (3.29)
vol(C) ™~
Ahora, tomando logaritmo a ambos miembros de (3.29) obtenemos
hrst + log(volizc)) <0 (3.30)
Es decir,
tsS— ! log( n ) =7 x —logh (3.31)
his vol (C')
que no es otra cosa que la escala logaritzlliga TR = —ﬁ log(ﬁféc)) dada anteriormente por

(3.2) con el pardmetro cuasicldsico ¢ = “3=, es decir que en este caso la accién clasica S es
igual al volumen de la celda volC'. En este caso la granulosidad fundamental es una amenaza
al Principio de Correspondencia sélo cuando ¢ > 7. Dado que 7 < 7y entonces vemos que el
caso de velocidad no lineal (con a, # 0 para algun n > 3 y tipicamente cadtico) restringe el
rango temporal mucho méas que el caso de velocidad lineal (sin caos). Por lo tanto, concluimos
que el caos incrementa la amenaza al Principio de Correspondencia.
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3.2. Una condiciéon semiclasica para el caos

En el Capitulo 2 vimos que la jerarquia ergédica cuantica (QEH) clasifica el nivel cadtico de
los sistemas cuanticos segtn la forma en que las correlaciones cudnticas entre estados y obser-
vables decaen en el limite asintético. Ahora usaremos la idea de QEH de jerarquizar el caos con
valores medios cudnticos para presentar una condicion semiclasica de caos en el limite clasico
por medio del teorema de Pesin. Més precisamente, utilizando la transformada de Wigner ex-
presaremos cantidades cldsicas en términos valores medios cuanticos. En particular, aplicaremos
esta técnica al teorema de Pesin. A continuacién hacemos un breve repaso de la entropia de
Kolmogorov—Sinai y el teorema de Pesin. Todo el desarrollo de este capitulo estd basado en el
paper [35].

3.2.1. La entropia de Kolmogorov—Sinai y el teorema de Pesin

Presentamos las nociones generales que utilizaremos de la entropia KS y del teorema de Pesin
dentro del formalismo estandar de la teoria de la medida. Consideremos un sistema dinamico
(T,3, u, {T; }+es) donde T es el espacio de fases, 3 es una o-algebra, p : ¥ — [0,1] es una
medida normalizada y {7} }+c; es un semigrupo de transformaciones que preservan la medida.
Por ejemplo, T; podria ser la transformacién clasica de Liouville 6 la transformacion clasica
correspondiente asociada a la evolucién cuantica. El conjunto J se considera el conjunto de los
ntimeros reales R para el caso de sistemas dindmicos continuos y Z para el caso discreto. Dada
una transformacién que preserva la medida 7} denotaremos por T—7 a la inversa de T}, o sea
T =T

Dividamos el espacio de fases I' en una particion () de m subconjuntos A; con medida
u(A;) para cada i = 1,...,m. Dadas dos particiones A y B la particién A V B estd definida por
{a; Ub; : a; € A,b; € B}, es decir que AV B es un refinamiento de A y B. La entropia de la
particion @ es

m
H(Q) = = u(A:) log u(4:) (3.32)

=1

A partir de (3.32) y de la particién Vi T ~JQ se define la entropia KS del sistema dindmico
como

1 .
his =sup{ lim —H(Vi_(T7’Q)} (3.33)
Q

n—oo N

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas Q de 'y T77Q = {T7a : a € Q}.
Un primer significado de la entropia KS que puede mencionarse es el dado por el teorema de
Brudno, a partir del cual puede probarse que hx g mide la inpredictibilidad media de informacién
de todas las posibles trayectorias en el espacio de fases. Como mencionamos anteriormente en
la seccién 3.1., la entropia KS es uno de los indicadores mas robustos dentro del caos clasico y
cudntico, y esta relevancia se hace més patente si consideramos los exponentes de Lyapunov.
Es un hecho bien conocido que el caos cldsico puede definirse por medio del incremento
exponencial de la distancia d(t) entre dos trayectorias que comienzan desde condiciones inicia-
les cercanas entre si. Cuantitativamente, esto estd relacionado con el exponente de Lyapunov
positivo més grande del sistema [70]. A su vez, el movimiento exponencialmente inestable es
cadtico dado que casi todas las trayectorias son impredecibles para tiempos grandes. Aqui es
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donde entra en juego el teorema de Pesin, el cual establece que [12, 71, 72]

his = /F > oilg.p)| dgdp (3.34)

oi(q,p)>0

siendo (g, p) los exponentes de Lyapunov del sistema, (¢,p) € I' € RZV+D y 2(N 4 1) 1a
dimension del espacio de fases. En el caso particular de que los exponentes de Lyapunov son
constantes sobre todo el espacio de fases se tiene

hKS:ZU

>0

Es decir, en este caso la entropia KS es simplemente la suma de los exponentes de Lyapunov.
Es apropiado hacer un comentario sobre el interés de la férmula (3.34) y su significado fisico.
El teorema de Pesin relaciona la entropia KS, es decir la inpredictibilidad media de informacién
de todas las posibles trayectorias, con la inestabilidad exponencial del movimiento. De aqui se
sigue que el contenido principal del teorema de Pesin es que la positividad de la entropia KS
his > 0 constituye una condicién suficiente para el movimiento cadtico.

3.2.2. Una condicion semiclasica para el caos en términos de valores medios
cuanticos

Utilizaremos la condicién hxg > 0 para estudiar el caos en el limite clasico donde la positi-
vidad de hxg serd dada a partir de una condicién semiclasica. Con los preliminares anteriores y
las propiedades de la transformacién de Wigner estamos en condiciones de reescribir el teorema
de Pesin en términos de valores medios cuénticos.

Como punto de partida haremos las siguientes hipétesis. Sea S un sistema cudntico con su
algebra de operadores A. Al igual que en los capitulos anteriores, S posee un limite cldsico Sy
que es un sistema dindmico (I, 3, u, {73 }1es) con un espacio de fases I' de dimensién 2(N + 1).
Dado que el proceso de generar la entropia KS involucra un secuencia discreta de pasos, entonces
la evolucién también esta forzada a ser discretizada. Ya vimos evoluciones discretizadas en el
caso del rotor pateado del Capitulo 2 donde se utiliza como operador de evolucién al operador
de Floquet F(rn), es decir U(n) = F(rn) siendo 7 la periodicidad del potencial.

Al igual que en el caso del teorema QSDT, consideramos al operador de evolucién cudntico
dado por el Hamiltoniano y discretizado de la siguiente forma U (j) = e~ donde a es un
parametro real continuo que define los pasos temporales y j indica el j—€simo paso.

Primeramente, dado un instante ¢ vamos a necesitar expresar los volimenes de conjuntos
del espacio de fases en términos de valores medios cudnticos, que se obtendra como aplicacién
de la siguiente proposicién, cuyas demostracion se encuentra en el Apéndice.

Proposicién 3.6 Sea A un operador del dlgebra cudntica cuyo simbolo de Weyl es WA(q,p).
Entonces el simbolo de A(—t) = U(t)TAU(t) es Wi(Tiq, Tip) = W4(q(t),p(t)), esto es

W4(a(t),p(t)) = Wyt o) (4:P) = W z_y (@, D) (3.35)

Donde U(t) es el operador de evolucion dado por el Hamiltoniano cudntico y Ti es la evolucion
clasica en el espacio de fases dada por las ecuaciones de Hamilton.

Aplicando la proposicién 3.6 a A = I se obtiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.7 Sea Ir(q,p) la funcion caracteristica de un conjunto E del espacio de fases. Sea
Ig el operador tal que su simbolo de Weyl es W;_ (¢,p) = Ir(q,p). Entonces

ITftE(Qap) = WfE(,t)(qvp) (336)

Dado que estamos interesados solamente en saber si S, es cadtico 6 no, no necesitamos
realizar explicitamente el cdlculo de la entropia KS dado por (3.33), que ademds no es un
calculo sencillo en general. Esto es asi debido a la estructura de los conjuntos que componen
la particion V7_(T77Q. Llamando B (Akys Akys - - -, Ag,) a cada elemento, vemos que son de la
forma

B(Ako,Akl, . 7Akn) = Ako N T_lAkl N...N T_nAkn (337)

La clave esté en que para determinar la positividad de la entropia KS, es suficiente con estudiar
el comportamiento asintético de p(B(Aky, Aky,-- -, Ak, )) cuando n — oo, que es el contenido
del siguiente lema [12].

Lema 3.8 Si u(B(Ak,, Aky,---, Ak, )) decrece exponencialmente cuando n — oo entonces la
entropia KS es positiva.

Este lema es una condicién suficiente para el caos clasico el cual estd gobernado por el decreci-
miento exponencial de pu(B(ko, k1,...,k,)) en el limite asintético, es decir sin tener en cuenta
los detalles de la dindmica cadtica a tiempos finitos. Con la ayuda del corolario 3.7 y del le-
ma 3.8 podemos dar una expresién de pu(B(Aky, Ak,,---, Ak, )) en términos de valores medios
cuanticos, que constituye la siguiente version cuantica del lema 3.8 cuando i ~ 0.

Lema 3.9 Sea S un sistema cudntico con un limite cldsico Sg. Sea Q = {A1, ..., Ay} una par-
ticion finita del espacio de fases de S¢y. Sea (ko, k1, ..., kn) una (n+1)— upla conk; =1,..., M
y consideremos los (M + 1)— operadores 14,,...,1a,, tales que

WfAl (¢,p) = 14,(q,p),- -, WfAM (¢,p) = 14,,(q,p) son las funciones caracteristicas correspon-

dientes a Ay, ..., Apr.
Si en el limite semicldsico h = 0 se tiene que Tr([]}_, IAkj (—j)) decrece exponencialmente
cuando n — oo entonces la entropia KS de S, es positiva.

Podemos ver que el lema 3.9 nos proporciona una condiciéon de caos en el limite clasico. Mas
precisamente, nos brinda un método para determinar si S, es cadtico o no cuya prescripcion
estd dada por los siguientes pasos.

(a) Tomamos una particién finita arbitraria @ = {A;1,..., Ay} del espacio de fases I de Sg;.

(b) Para cualquier (n+1)— upla (ko, k1,..., kn) con k; € {1,..., M} obtenemos los operadores
La,, (=) = U(G) 4y, (0U(5) donde W ) (q,p) = L4, (¢, P)-
J

(¢) Luego, calculamos Tr([]}_, I, (—4)) para todo n € No.
J

(d) Finalmente, si comprobamos que Tr(J[}_, I, (—j)) decrece exponencialmente cuando
J
n — oo entonces la entropia KS de S es positiva. Luego, se concluye que S, es cadtico.
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3.2.3. Ejemplo: modelo de Gamow

Con el fin de ilustrar la relevancia fisica de la condicién del lema 3.9 aplicaremos la pres-
cripcién (a) — (d) a un ejemplo de decoherencia de la literatura: el modelo de Gamow [28, 52].
Este modelo consiste de un oscilador inmerso en un ambiente compuesto por un gran bafio de
osciladores no interactuantes entre si, que pueden ser considerados como un continuo.

La degeneracion de este sistema impide la aplicacion de la teoria de perturbaciones. En vez de
ello, podemos aplicar una extensién analitica del Hamiltoniano para obtener un Hamiltoniano
efectivo Hcf¢ no hermitico [28, 30, 73, 74, 75, 76]. La no hermiticidad de H.ss provee dos
conjuntos de autovectores a izquierda y derecha, {(m|}>°_y v {|n)} 2, respectivamente, los
cuales satisfacen las siguientes relaciones [46]

Hepgln) = zaln),  (i|Heps = (ilz, ne Ny (3.38)
(m|n) = 6mn  (bi — ortogonalidad) (3.39)
Y iny@| =1 (completitud) (3.40)
n=0

El Hamiltoniano efectivo H.ry estd dado por

H =Y zn)| (3.41)
n=0

donde z, = n(wy — i) son autovalores complejos (excepto zp = wp) donde 7y estd asociado
con el tiempo de relajacién tg = % y wp es la frecuencia natural del oscilador [52]. Podemos

expandir los operadores [ Ay, (7) en la base bi-ortogonal {|r)(s|}, sen,

2 . _920 ; ~
La, (5) = aay, (0,0)[0)(0] + X272 v, (ry)e 2870 r) (7] +
+ 3232y, (0,8)el T (e Ded =750 0) (3] +
+ 372 gy (r,0)e DT T ) 0] +

Y @y (1 8)e™ B T ) (5] (3.42)

Para poder utilizar el lema 3.9 vamos a utilizar el siguiente argumento: vamos a considerar

un sistema “artificial”, denotado por S’, que evoluciona para atras en el tiempo con el mismo

Hamiltoniano (3.41). Es decir que los operadores I4, (j) representan la evolucién hacia atrés
J

en S’ de cada uno de ellos, en virtud de que jAkj () = jAkj (=(—4)). El paso siguiente es

aplicar la prescripcién (a) — (d) de la seccién anterior. A partir de (3.42) vemos que para

J> 5 OZ = %R todas las sumas decaen exponencialmente. Entonces, podemos despreciar estos

términos y obtener

. ot .
Iy, (j) ~ aa, (0,0)[0)(0] Vji> ER con j=1,...,n (3.43)

El coeficiente %R puede ser interpretado como un tiempo de relajacién adimensional, donde el
parametro « define los pasos temporales de la evolucién discretizada.
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Luego, sin > %R podemos obtener una expresién asintotica de Hn—o 1 A, (7) baséndonos en

el siguiente razonamiento. Mas precisamente, de (3.42) y (3.43) se sigue que si n > & entonces
fAkn (n) ~ aa, (0,0)]0)(0] es diagonal. Entonces,

H] OIAk (J )_IAk (O)fAkl(l)”'jAkn(n)
~ Ly, (0)0ay, (1) Lay, _, (n = Daa,, (0,0)]0)(0] = (TTjg vay, (0,0)) [0)(0]

resulta diagonal sin considerar si los operadores fAkO (0), fAkl (1),...,14, (n—1) son diagonales

o no. Teniendo en cuenta esto, nos queda

kp—1

n . . n t
[T28,6) = { [T s, 0.0) | 0)O Vo2 (3.44)
=0 ‘
y por lo tanto,

n
) t
HI HozAk (0,0) vn>>—R (3.45)

Hasta la ec. (3.45) hemos completado los pasos (a) — (¢) de nuestra prescripcién (seccién 5.2). El
tltimo (d) paso es verificar si Tr(J[_, 1 Ay, (7)) decae exponencialmente cuando n — oo. Para

ello, primero notemos de (3.42) que cuando j — oo tenemos
(A (1) = Tr(La,, (7)) — aa,, (0,0) (3.46)

Dado que estamos considerando un movimiento acotado del oscilador, entonces podemos con-
siderar que el espacio de fases I' estd normalizado. Cabe senalar que el espacio de fases de un
sistema caotico no integrable es una variedad compacta. Para el caso de un movimiento regular
e integrable, el espacio de fases puede tomarse sobre un toro. Luego, de (3.46) tenemos

p(l) = 1> u(Ag,;(4)) — aa,,(0,0) (3.47)

Ademds, dado que p(Ag;(j)) > 0 para todo j, se sigue que 0 < aay, (0,0) < 1. Mas atn, si
1(Ag;, (Jo)) = 0 para algin kj,, dado que p(Ay;, (jo)) = Tl"(fAij (jo)) entonces de (3.45) y (3.46)
se sigue que Tr(H?ZO IAAk. (j)) = 0 para n > %R. Por lo tanto,

J

H IAk )) log Tr( U = sion > ™ (3.48)

donde hemos usado que f(0) = 0si f(z) = zlog(z). En otras palabras, los conjuntos Ay, tales
que p(Ag,, (jo)) = 0 no contribuyen a la la entropfa de KS dada por (3.33). Esto significa que
alcanza con considerar (A, (7)) > 0 para todo j. Luego se tiene

0< an, (0,0) <1 para todo j=1,...,n (3.49)

Si llamamos §; = ml’n{aAkj (0,0)} y 92 = méx{oeAkj (0,0)} entonces de (3.49) se sigue que

n
ot <] aa,, (0,0) < o5*! (3.50)
=0
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Finalmente, de (3.45) y (3.50) obtenemos

L, A t
ot < (I 1ay, I < 5™ sin> ER (3.51)
=0

La ecuacién (3.51) implica que Tr(J[}_, I Ay, (7)) decrece exponencialmente cuando n — co. Por

lo tanto, de acuerdo el dltimo paso (d), concluimos que el Hamiltoniano efectivo de Gamow
presenta una entropia KS positiva. En consecuencia, posee comportamiento caético en el limite
cldsico cuando invertimos el orden de la evolucién temporal (es decir, ¢t — —t).

Utilicemos una vez maés el sistema artificial S’ para poder obtener los exponentes de Lyapu-
nov del modelo de Gamow. De acuerdo a la seccién anterior sabemos que S’ posee una entropia
KS positiva y por lo tanto debido al teorema de Pesin S’ tiene exponentes de Lyapunov positi-
vos. Para conocer el valor de éstos, en vez de calcular hig explicitamente vamos a utilizar un
argumento basado en el tiempo de Kolmogorov—Sinai (o tiempo KS) 7xg que estd definido de
la siguiente forma [77, 78].

De acuerdo a la inestabilidad exponencial caracterizada por hxg > 0, cualquier nimero
de puntos inicialmente cercanos estaran distribuidos uniformemente sobre toda la superficie de
energia constante H(q,p) = E = cte. [79]. El tiempo caracteristico para este proceso se llama
tiempo de Kolmogorov—Sinai que estd definido como

1
Trs = —— (3.52)
his

Ahora bien, el tiempo caracteristico del modelo Gamow es tgp = % el cual a su vez puede

identificarse con el correspondiente al sistema S’ para que las medidas p(B(Ag,, ..., Ag,)) de-
caigan exponencialmente. Se sigue que tp = % es también el tiempo caracteristico de S’ y por
lo tanto por (3.52) debe ser igual a Txg. Entonces,

h 1

Tk =tp=—=— 3.53
= = 2% his (3.53)
y por lo tanto,
2
hgg = 220 (3.54)
h
es la entropfa KS de S’. Ademaés, por el teorema de Pesin se tiene
2
% =Y gi =00 (3.55)
a;>0

siendo oy el exponente de Lyapunov positivo mas grande. No obstante, oy > 0 (expansién expo-
nencial de volimenes en el espacio de fases) con el tiempo hacia atrds en S’ se corresponde con
una evolucién hacia adelante en el tiempo en el modelo de Gamow y con —oy < 0 (contraccién
exponencial de volimenes en el espacio de fases). De estos razonamientos se concluye que el
exponente de Lyapunov Ay del modelo de Gamow es
2

Ao = —0p = —% <0 (3.56)
el cual estd en funcion del polo mas chico del Hamiltoniano efectivo H, rf ¥ ademds es negativo
debido a que el modelo de Gamow corresponde a un proceso de relajacion, es decir con presencia
de disipacion de energia.



Capitulo 4

La jerarquia ergddica
geometrodinamica informacional

En los capitulos anteriores se dieron diferentes caracterizaciones asintoticas del caos cuantico
que permitieron extender a lenguaje cudntico aproximaciones clasicas tales como los niveles de
la jerarquia ergédica, la propiedad mizing, etc., que a su vez dan una descripcién estadistica
del comportamiento del sistema por medio de correlaciones entre subconjuntos del espacio de
fases. Ahora veremos cémo una de estas caracterizaciones, la jerarquia ergddica, conjuntamente
con el formalismo de aproximacién geometrodindmica informacional al caos (IGAC), nos per-
miten realizar un estudio geométrico de los niveles de la jerarquia ergddica y de los ensambles
Gaussianos.

IGAC fue desarrollado por Cafaro [37, 38, 39] con el propésito de modelar estadisticamente
y predecir las caracteristicas cadticas de la dinamica de los sistemas fisicos por medio de un
espacio cuyos elementos son distribuciones de probabilidad, donde la informacién disponible
del sistema estd dada por una distribucion de probabilidad P sobre las variables microscopicas
{x;} del sistema que satisfacen un conjunto de ligaduras o restricciones. Luego, las restricciones
y la aplicacién de MaxEnt determinan univocamente a P. En primer lugar, la caracteristica
principal de IGAC que lo diferencia con respecto a las caracterizaciones anteriores es que esta
basado en una descripcién en términos de una variedad estadistica cuya dinamica esta dada por
ecuaciones geodésicas.

En segundo lugar, una de las ventajas del formalismo IGAC es que dada la métrica en la
variedad estadistica, es posible inferir caracteristicas cadticas de su dinamica a lo largo de las
geodésicas a partir de cantidades como el tensor de Ricci, curvaturas escalares locales, etc.

Primero daremos el contexto adecuado para luego poder aplicar todo el potencial de IGAC
en la jerarquia ergddica y en los ensambles Gaussianos. El contenido de este capitulo esta basado
en un trabajo que se encuentra en preparacién [81].

4.1. Ensambles Gaussianos dentro de un modelo de variedades
estadisticas

Comenzamos definiendo el espacio de microestados para el contexto de los ensamble Gaussia-
nos. Consideramos que tenemos un sistema cuantico S cuyo espacio de Hilbert es N —dimensional
y provisto de un hamiltoniano H que se asume a priori desconocido. Esta hipdtesis esta jus-
tificada dentro del régimen totalmente cadtico de los sistemas cuanticos clasicamente cadticos
donde los detalles de las interacciones no son relevantes, de tal forma que uno puede modelar

67
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el Hamiltoniano por una matrix cuyos elementos estan distribuidos al azar. Es decir que, a
priori, los ensambles Gaussianos parten de una descripcién probabilistica de los elementos del
Hamiltoniano lo cual permite realizar un estudio de estos en términos de la IGAC.

Definimos nuestro espacio de microestados {xk}izl como el espacio de los elementos matri-
ciales de H , esto es, nuestro microestado es {H;j}i j—1,..n. El punto clave es definir el macro-
estado {O} que contendra la informacién relevante acerca de los elementos matriciales de H.
Seleccionamos el macroestado {©} a partir de las siguientes restricciones o ligaduras sobre las
variables H;j;, tal como se describe en [37, 38|

[p(Hi1, Hio,...,Hyn)H;j dHy1dHs -+ - dHNN = pij,
[ p(Hii, Hiz, ..., Hyn)(Hyij — pij)® dHidHyp - - dHyy = 03,

[ p(Hui, Hio, ..., HynN)H;jHy dHi1dHyo - - dHNN = 04500 1 # J, k#1 (4.1)

Ademas de la normalizacion,
/p(HH,ng,...,HNN) dHHdng-"dHNN: 1 (42)

para todo i, j,k,l =1,...,N. Aqui p(Hiy1, Hi2,..., Hyn) es la distribucién de probabilidad de
los elementos matriciales H;; que queda determinada por el método de Méxima Entropia (en
inglés, MaxEnt [40]). Esto es, MaxEnt determina cudl es la distribucién p(H11, Hi2, ..., HNN)
que maximiza la entropia, de Shannon en este caso, dada por el funcional

H(p(Hy1, Hig, ..., HyN)) =
— [p(Hi1, Hia, ..., Hyn)log(p(Hi1, Hig, ..., Hyn)) dHi1dHio -+ - dHyNn (4.3)

sujeta a las condiciones (4.1) y (4.2). Entonces, en esta descripcién probabilistica se acepta que
la distribucién p(H11, Hi2, . .., Hyy) que maximiza H es la que mejor describe nuestro sistema
dado que (4.3) representa nuestra falta de informacién o incerteza acerca del sistema.

Por simplicidad supondremos que todos los valores de expectacién p;; son iguales a cero
salvo uno para una de las variables H,s. No obstante, los resultados obtenidos seran vélidos
mas alld de esta simplificaciéon. Por lo tanto, el conjunto de ecuaciones de (4.1) se reduce si
consideramos

Hij = 5ir5js,urs (44)

para algun par r,s = 1,..., N que significa considerar que las medias de todas las variables
son nulas salvo para una sola de ellas. Vamos a estudiar el caso de més baja dimensionalidad,
es decir N = 2. Entonces la distribucién buscada sera de la forma p(Hy1, Hoo, Hi2, H21) donde
reordenamos las variables por comodidad, teniendo en cuenta que los resultados obtenidos no
pueden depender de tal reordenamiento. Aln en este caso se tienen muchas ecuaciones, por lo
tanto vamos a suponer que sélo hay correlaciones entre las variables Hi1 y Hso. Esto significa
suponer que la tnica covarianza o;jx; no nula es o1122. Notemos que aun asi esto es mds
general que los ensambles Gaussianos dado que en estos se asume que todas las variables estan
descorrelacionadas lo cual se traduce en que o;;; = 0 para todo 4, j, k, [.

Ademas, de la hermiticidad de H y suponiendo que p(Hyi1, Hao, Hi2, Ho1) es una funcién
analitica de HU, HQQ, ng, H21 Se Sigue que p(Hll, HQQ, H12, HQl) = p(HH, HQQ, ng, Hgl)*, €S
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decir que p(H11, Hoa, H12, H21) es real. Entonces a partir de las ecuaciones planteadas obtenemos
012 = o091. Luego, el conjunto de ecuaciones, considerando N = 2 y r,s = 1 en (4.1), (4.2) y
(4.4), se convierte en

[ p(Hi1, Hyo, Hi2, Ho1)Hy1 dHy1dHi2dHoydHao = iy,

[ p(Hi1, Hag, Hia, Ho1)(Hi1 — p11)? dHvidH2dHo1dHay = 0y,
[ p(Hi1, Haa, Hi, H21)H?y dH11dHi2dHo1dHag = 03y,
[ p(H11, Hao, Hio, Ho1)H3y dH11dH12dHo1dHay = 03,

[ p(Hi1, Haz, Hia, Ha1)H11 Hoy dHy1dHi2dHyydHyy = 011,22 (4.5)

con la condiciéon de normalizacién,
/p(Hll,H227H12,H21)dH11dH12dH21dH22 =1 (4.6)

Pensando a Xy = (H11, Hoo, H12, H21) como un vector aleatorio las ecuaciones (4.5) determinan
la siguiente matriz de covarianza

2
0‘11 0—11,22 0 0
2
011,22 Oj9 0 0

0 0 o 0

0 0 0 o%

siendo 022,11 = 011,22. Es decir que X es un vector Gaussiano donde las variables Hy1, Hoa, H12, Ho1
son independientes 6 no seguin sea o092 11 igual o distinto de cero. En el caso particular de los
ensambles Gaussianos todas las covarianzas o;;; son cero.

Una observacién importante que se desprende de este planteo es que al tratar las variables
Hy1, Hoo, Hi2, Hy1 como las componentes de un vector aleatorio se obtiene un marco teérico para
analizar los ensambles Gaussianos desde un formalismo més general. Ahora vamos a explorar
esa idea. De acuerdo a MaxEnt, la distribucién p(Hi1, Hag, H12, H21) que maximiza la entropia
dada por (4.3) y sujeta a las condiciones (4.5) y (4.6) es

p(Hi, Hao, Hi2, Ho1|p11, 011,022,012, 011,22) = (4.8)
1 exp | — (Hi1—p11)202,+H2,02, —2H11 Hozo11,22 1 exp (_ H2,+H2, )
27r\/afla§2—o%1 22 2(‘7%1‘7%2_‘7%1,22) 27“7%2 2‘7%2

Con el objetivo de estudiar cudn independientes son Hi1 y Hoo, es conveniente hacer el siguiente
cambio de variables, 011220 = 7011022 con —1 < r < 1. De esta forma r se identifica con el
coeficiente de correlacion entre Hi; y Haos. Ahora bien, asumiendo ademds que el producto
011022 = £2 es una constante positiva y renombrando pi1 = w, 011 = 01, 012 = 09 entonces
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reducimos la cantidad de pardmetros a simplemente pu,o1,09,7. A partir de (4.8) nos queda
entonces

p(Hi1, Hao, Hi2, Hot|p, 01,02,7) = (4.9)
_((H11;u>2+H§24‘7%_27"H112H22) ) )
1 o7 = z 1 _ (Hip,tH3,)
27024/ 1—72 exXp 2(1—-7r2) 27ro’% €xp ( 20’%

Vamos a focalizarnos en explorar el espacio de Gaussianas descripto solamente por u, o1y o9
que implica considerar que el pardmetro r es fijo. Ahora bien, la métrica inducida por (4.9) esta
dada por la métrica informacional de Fisher-Rao la cual estd definida segin la férmula (1.29)

Ologp(...|... Ologp(...|...
Gim(0) = /dxl---dJ:Np(xl,...,xN|01,...,0L) gpC--|. ) dogpl- - |--) 4
06, 00,
siendo X = {(1,...,2x) € RV} el microespacio y © = {(61,...,0r) € R} el macroespacio de

parametros.
En nuestro caso X = {(Hy1, Hayo, Hi2, Ho1) € R*} y
O = {(u,01,02) € R3 : € (—00,00) ; 01,02 € (0,00)}, es decir que se trata de un modelo

estadistico 3D.
Olog p(H11,H22,H12,H21|p,01,02) Olog p(Hi1,Ha2,H12,Ho1|p,01,02)

Solo necesitamos calcular tres derivadas i , o,

Olog p(H11,Haz Hhz, Hot |1,01,02) que por simplicidad en la notacién, escribiremos 2iog2 9l
do2 ’ op  Odoi
a(la%p. Sus valores de acuerdo a (4.10) estan dados por
Ologp _ _Hui—p
I oi(1-r2)
Ologp _ _ —1 o7 H3yon dlogp _ _ 2 | HY+H3
801 _2(1—7"2)( 2 +278 ) T, =T T (4.11)

A su vez, denotaremos al tensor métrico como g;; con ¢,j = 1,2,3 donde el indice 1,2, 3 indica
las coordenadas p, 01,09 respectivamente. De acuerdo a (4.10), vemos que el célculo de g;;
involucra integrales Gaussianas y por lo tanto nos serd 1til el siguiente teorema [80].

Teorema 4.1 Sea Z = (Z1,...,Zx) un vector de variables aleatorias que sigue una ley normal
con valor medio ¢ € R* y matriz de covarianza C = (c;j) € R¥*F. Sean

m
Wy tgr (Z) = 14 +x(Z) = E(H Z;j) , donderi+...+rp=kyr;>1 (4.12)
j=1

los momentos centrales de orden k donde las variables Z; no son necesariamente distintas.
Entonces,

(a) Sik es impar se tiene pi4. 4+1x(Z — &) =0.

b) Sik es par con k =2A(A > 1) se tiene p14. 1ox(Z —&) = CiiCLl "+ * Cmn) donde la suma
Hi+.. .+ J
se realiza sobre todas las permutaciones de {1,...,2\} que dan
(2A—=1)!/ (221 (A=1)!) términos en la suma, cada uno siendo el producto de \ covarianzas.

De (4.10) y (4.11) vemos que s6lo aparecen momentos de orden 2 y 4. Dado que los de orden 2
son precisamente los elementos de la matriz de covarianza Cx,,, estos no necesitan calcularse.
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Aplicando el teorema 4.1 con k = 4 obtenemos
B(Z}) = 3¢,
E(Z3Z;) = 3cicij
E(Z}Z3) = ciicij + 2(cij)?
E(Z?Zij) = CjiCjp + QCijCZ‘p
E(ZiZijZq) = CjjCpq t CipCjq + CigCjp (4.13)

De (4.7) y (4.9) la matriz de covarianza nos queda
o2 r¥? 0 0
r¥? ¥4/e?2 0 0

Cx, = (4.14)
0 0 o2 0

0 0 0 o3

Luego, a partir de (4.10), (4.11), (4.13) y (4.14) se tiene que g;; = 0 para todo i # j y por lo
tanto la métrica es diagonal para este caso. Los tnicos elementos no nulos son g11, g22 vV ¢33,
cuyos valores estan dados por

g1 = W Y22 = m » 33 = U% (4.15)
Por lo tanto el tensor métrico g;; y su inversa g"! son
1 0 0
i 1 0 4 0
9T 21— r2)
201_,.2
0 0 201(12 r?)
93
1 0 0
F=c21-r»| 0 1/4 0 (4.16)
0.2
0 0 205(1242)
Es decir que el elemento de linea infinitesimal de Fisher—Rao para este modelo es
ds* = Ldlﬁ + —————doi + 3d02 (4.17)
o?(1—1?) o?(1—1r?) ! o3 2 ’

Se observa una divergencia en la métrica en r = +1, la cual da cuenta de transiciones de fase
cadticas que presenta la dindmica del espacio de pardmetros g = (1,01,02). Este hecho serd
analizado a continuacion.

El paso siguiente es, mediante la métrica g;;, calcular las diferentes cantidades que caracteri-

zan la dindmica y geometria de la variedad estadistica tales como los simbolos de Christoffel Ffj,
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el tensor de Ricci R;j y el escalar de curvatura R = R;jg*. Comenzamos por los los simbolos
de Christoffel, los cuales estan definidos por

1
I = §gkm(gmj,i + Gim,j — Gijm) (4.18)

donde gqp . denota la derivada parcial de g5 con respecto al indice c. Utilizando (4.16) y (4.18)
obtenemos los siguientes coeficientes F,’fj no nulos

1 , 1 ) 1 1

F%QZF%:* ) Fnzr ; Tgp=——1, F§3:—— (4.19)
01 01 01 02
A partir de los simbolos (4.19) podemos obtener el tensor de Ricci R;; cuya féormula general es
Rz‘j = 8kF§j — ajffk + Ffj Zn — F%F?m (4.20)
De (4.19) y (4.20) las tnicas componentes diagonales no nulas del tensor de Ricci
1 1
Ri=—= , Rp=—— 4.21
11 4o? 22 p (4.21)
Finalmente, de (4.16) y (4.21) obtenemos el escalar de curvatura de la variedad
1
R= Rllgll + R22g22 = —5(1 — 7“2) (4.22)

En primer lugar, a partir de (4.22) vemos que la variedad estadistica para el modelo propuesto
es globalmente curvada negativamente para todo valor del pardmetro r € (—1,1) y de o3. Por
lo tanto de la negatividad del escalar de curvatura R se deduce una dinadmica cadtica en el
macroespacio {(u,o01,02) : p € (—00,00) , 0; € (0,00) , i =1,2}.

En segundo lugar, de (4.22) vemos que el caso no correlacionado r = 0,4 = 0,01 = 03 =
Y90 = cte. corresponde a los ensambles Gaussianos, donde se detecta un minimo valor de la
curvatura escalar Ry, que satisface

1 1
R(r)=—§(1—r2)ngin(r=0)=—§<o V-1<r<l1 (4.23)

Por lo tanto, a partir de (4.23) podemos concluir que el caso no correlacionado es el que presenta
mas inestabilidad local del flujo geodésico, es decir una mayor dinamica cadtica. Para cualquier
otro valor de r no nulo, que corresponde a correlaciones no nulas entre Hy; y Hago, la dindmica
exhibe menos caoticidad que el caso 7 = 0. De aqui se desprenden dos consecuencias.

(7) Dentro del formalismo geometrodindmico informacional IGAC y utilizando una familia
de modelos parametrizada por r € [—1,1] se concluye que aquel correspondiente a los
ensambles Gaussianos presenta maxima dindmica cadtica que el resto de los modelos
con r # 0 de dicha familia. Este hecho podria constituir, plausiblemente, una justificacién
tedrica de la utilizacién de los ensambles Gaussianos para la caracterizacion de la dindmica,
de los sistemas cldsicamente cadticos.

(13) A partir de la ecuacién (4.23) puede verse que el escalar de curvatura crece mondtona-
mente con el parametro r, es decir que la caoticidad de la dindmica pareceria disminuir
al aumentar la fuerza de las correlaciones entre las variables microscépicas del modelo.
Esto es efectivamente lo que se observa en sistemas correlacionados de muchas particulas
tales como electrones en una red fuertemente correlacionados donde la cuantizacién del
sistema en dicho régimen (tight binding) conduce a la supresién de caos. En el formalismo
de IGAC esto corresponde al caso de r = 1 o r = —1 para el cual se obtiene, usando
(4.23), una curvatura nula.
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4.2. Hacia una definicién geometrodinamica informacional de
la jerarquia ergédica

Motivados por las generalizaciones dadas en el Capitulo 2 ahora vamos a dar una extensién
de los escalones ergddico, mizing, y Bernoulli de la jerarquia ergddica clasica en el lenguaje
geométrico informacional de IGAC. Primeramente, recordemos que la correlacion de la EH esta
dada por

C(T,A, B) = w(T,AN B) — u(A)u(B) Y A,BCT (4.24)

donde A, B son subconjuntos del espacio de fases I' del sistema dindmico (I', X, i, {1} }+cr). Para
poder expresar la correlacién de la EH en el formalismo IGAC es més conveniente utilizar la
expresion equivalente de la correlacién (4.24) en términos de distribuciones

C(foTt,B):/X(foTt dm—/ flx dx/ (x)dz VY f,g € L}(X) (4.25)

Ahora bien, en el contexto de IGAC las distribuciones no son otra cosa que los elementos de
la variedad estadistica Mg, es decir distribuciones de probabilidad P(X|0). Ademds, podemos
pensar que las integrales de (4.25) estan pesadas justamente con las distribuciones de probabi-
lidad P(X|©). Luego, estas observaciones se traducen en los siguientes reemplazos para pasar
al lenguaje de IGAC

t— T
J(foT)g — [ P(X|O(7))f(X)g(X)dX
Jf— [ PX|6(7)) f(X)dX
[9— [ P(X|6(7))g(X)dX (4.26)

Por tltimo, recordando que C(f o7}, B) mide cudn independientes son los eventos Ty A y B entre
si, en base a esta analogia y dado que el microespacio X esta constituido por una cantidad finita
de variables x1, ..., x; proponemos la siguiente “correlacién geometrodindmica informacional”

Cfrseeosfrom) = (4.27)
J P, 2|O() [Ticy fi(wi)day - day = TTicy [ Pi(wil©(7)) filws)da; - Vi, fi

donde las distribuciones P;(z1|0©(7)),. .., P(x;|©(7)) son las marginales de P(z1,...,x;|O(7)),
esto es

Pi(z;|0(7)) = /P(ml, oo |O(T))dxy L dy (4.28)

Notemos de (4.27) que la correlacién informacional queda parametrizada por 7. Esto puede
considerarse una generalizaciéon del parametro temporal ¢ presente en la correlacién C(T3 A, B).
A partir de (4.27) podemos ver que la correlacién informacional C(f1,..., f;,7) mide, anélo-
gamente a C(f o Ty, B) en la jerarquia ergddica clasica, cudn independientes son las variables
x1,...,x; en funcién del parametro 7.

Habiendo definido C(f1,..., fi,7) ya podemos establecer los niveles de una versién geome-
trodinamica informacional de la jerarquia ergddica, que llamamos “jerarquia ergddica geome-
trodindmica informacional”, abreviadamente IGEH (informational geometrodynamical ergodic
hierarchy). Decimos que el modelo estadistico es
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e ergddico informacional si

1 T
lim T/ C(fr,..., fi,7)dr =0 Y, fi (4.29)
0

T—o00
e mizing informacional si

TILHOIOC(fl,...,fl,T)ZO Vfl,...,fl 5 (430)

e Bernoulli informacional si

C(fl,...,fl,’l'):o VTeR vV fi,.. ., fi (431)
Estos niveles expresan en términos de la correlaciéon C(fi,. .., fi,7) cudn independientes son las
variables x1,...,z; a lo largo de su evolucién sobre las geodésicas al variar el parametro 7. De

la definicién del nivel cadtico mas alto, el Bernoulli, se deduce que las distribuciones Gaussianas
pertenecen a este nivel. Esto se corresponde con la “natural”’manifestacién de distribuciones
Gaussianas en los régimenes totalmente cadticos tanto en los sistemas cldsicos (por ejemplo al
considerar variables aleatorias en mapas cadticos) como asi también en los sistemas cudnticos
clasicamente cadticos al utilizar los ensambles Gaussianos.

4.3. Relevancia fisica: El modelo 2D correlacionado en términos
de los niveles de IGEH

Veamos qué caracterizacion cadtica de la dindmica de la variedad estadistica nos permiten
dar los niveles de la IGEH. Para ello primero consideramos el caso de los ensambles Gaussianos

p(Hi1, Hoo, Hi2, Ho1|pp = 0,01 = 09 = Xg,7 = 0) =

1 _ (H} +H3,+HP+HS )
sy XD ( o (4.32)

que segun (4.31) vemos que corresponde al nivel Bernoulli informacional, como era de esperar

por poseer la curvatura escalar mas negativa, R = —%.

Atdn maés interesante es analizar una transicién en la dindmica al variar el pardmetro r en
términos de los niveles de IGEH. Para esto, consideremos el modelo 2D correlacionado dado
por las restricciones macroscépicas [39]

I p(z,y)rdedy = p,

[ (@, y)(z — p)*dady = o,
[ (e, y)y*dzdy = o, (4.33)
[ p(z, y)zydrdy = oy

[ p(z,y)dedy =1
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Inspirados en el Principio de Incertidumbre donde tipicamente dos variables conjugadas x,y
poseen sus varianzas relacionadas de la forma 0,0, = a siendo a un pardmetro que mide la
correlacion entre x e y, se agregan las condiciones

O'Iy:'I”EQ:rO—zUy y -1 STS 1 ) Y = cte. y Oz =0 (434)

es decir que se restringe la dindmica a la subvariedad {(pz,0) € R>g x R} C {(1te, 02,0y, 02y) }
Luego, la familia de distribuciones de probabilidad que satisfacen (4.33) y (4.34) estén dadas
por [39]

1 -1 (r—pz)?  y?0?  2r(z — pe)y
= — 4.35
Py | 01) = g =y P (2(1 —12) [ o7 o D 39
con sus correspondientes familias de geodésicas . (7) y o(7)
2 2004 7)]—4
() = rtEstegtonusn)-te (830

_ 200 exp(ooA4T)

U(T) - 1+CXp(2G’0)\iT)

siendo py = pz(0), o9 = 0(0) y Ay € Rsg. Para simplificar los cdlculos elegimos condiciones
iniciales tales que pg + 209 = 40¢ y sin pérdida de generalizar podemos tomar A, tal que
opoA+ = 1. Entonces

4o exp(27

Ho(7) = i)
200 exp(T

o(r) = esmier)

Luego, tomando pg = 20¢ resulta

=(T) _ 2exp(27)
S = Thew(@) (4.37)
o(r) _ _2exp(r)

oo 1+exp(27)

Notemos que de (4.37) resulta lim, o 1 (7) = 20 y lim; o o(7) = 0, que implican la localiza-
cién de la variable x en el valor 2ug y la deslocalizacién o completa incerteza acerca de la variable
y. Ahora consideremos que el coeficiente de correlacién r entre x e y es una funcién no nula de 7
con lim;_,o, r(7) = 0. A este caso pertenecen por ejemplo los sistemas ciianticos abiertos donde
la interaccion entre el sistema y el ambiente provoca la pérdida de las correlaciones cuanticas
entre estos y la emergencia de la clasicalidad, es decir el fenémeno de la decoherencia. En dicho
régimen la aplicaciéon de la mecanica estadistica es valida y el comportamiento asintético de
las correlaciones del sistema corresponde al nivel mizing de la jerarquia ergédica. Veamos que
esto también es asi para el nivel mizing informacional. En este caso el microespacio (z,y) es
bidimensional y por lo tanto la correlacién C(fi,..., fi,7) estd dada por

Clfas fom) = [ [0 p@sy | (7). 0 (7). 7 (1) (@) foly)dady -
(S i@ () o () r(@) fi@)de ) ([ paly, | 1a(r), o(7),r() aly)dy) - (4:38)

siendo

(7)) = [25
(7)) = JZop(

P

T

,y | (1), 0(7),7(7))dy (4.39)
x,y | pa(7),0(7),7(7))dx

p1(w, | pa(7),0(7)
p2(y, | (1), 0(7)

T),T\T
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; . - : : pe(r) _ 2exp(27) o(r) _ _2exp(r)
Figura 4.1: Curvas geodésicas normalizadas correspondientes a o~ = Trexp(2r) 50 = Trexp(@r)"

Puede verse como la variable x se localiza rapidamente en torno a 2uq.

A partir de (4.35), (4.37), (4.38) y (4.39) calculamos el limite lim_,~, C(f1, f2, 7). Notemos que
en virtud de que lim,_,, 7(7) = 0 resulta

11’m7’—>00p(w7y | M$(T)7U(T>7T(7)> =
1 1 (m—pa(7))?

T o () e (3 (4.40)

con lo cual

1 1 (z—pa(1))?

Umr o0 p1 (2 | pa(7), 0(7),7(7)) = Vamon () P (_TW)

lm, oo p2(y | pe(7), 0(7),7(7)) =~ ﬁ exp (_71#;2) (4.41)

2moy (T
Sean f1(z) y f2(y) dos funciones arbitrarias de x e y respectivamente. De (4.40) y (4.41) resulta
lim; 00 C(f17 fa, T) =
T— g 2 _ 2
J20 J% T o (U ) Sk o (F ) Aue) fa(w)dady -

oo = (T 00 — 2
(7% e (55 h ) ) (1% e (S b)) =0
(4.42)

Por lo tanto, de (4.42) se sigue que el modelo 2D correlacionado es mizing informacional si r es
una funcién de 7 tal que lim;_,o 7(7) = 0. El caso particular » = 0 corresponde al modelo no
correlacionado 2D que resulta ser Bernoulli informacional. Podemos resumir el comportamiento
del modelo 2D correlacionado en el siguiente esquema

r(7) tal que lim, ,oo7(7)=0 =  mizing informacional

r=0 = Bernoulli informacional (4.43)



Capitulo 5

Sistemas bipartitos en el formalismo

IGAC

Hemos visto cémo el formalismo de aproximaciéon geometrodindmica informacional al caos
(IGAC) permite predecir el comportamiento de sistemas fisicos cuyas variables dindmicas son
Z1,...,2; (el microespacio X) a partir de distribuciones P(x1,...,x; | ©) obtenidas por medio
de la aplicacién de MaxEnt con las restricciones o ligaduras (relaciones de media, varianza,
covarianza, etc.) sobre las variables del microespacio. A su vez, estas restricciones determinan las
macrovariables © = (61, ..., 0;) pertenecientes al macroespacio de pardmetros {O} que es donde
se mapea la dindmica del sistema. En base a IGAC se caracterizé a los ensambles Gaussianos
como un caso particular de modelo estadistico no correlacionado. Esto a su vez, derivé en
una extensién de la jerarquia ergddica dentro del formalismo geometrodindmico informacional,
denominada jerarquia ergddica geometrodindmica informacional (en inglés IGEH, information
geometrodynamical ergodic hierarchy).

El objetivo de este capitulo es aplicar el formalismo IGAC y la IGEH a un sistema bipartito
para estudiar cudles son las relaciones existentes entre la dindmica de la variedad estadistica
del sistema total y la correspondiente a la de los subsistemas. El contenido de este capitulo esta
basado en un trabajo que se encuentra en preparacién [82], con una motivacién con respecto a
la estructura de los sistemas compuestos inspirada originalmente en [83].

5.1. Estructura métrica del sistema bipartito y de cada uno de
las subsistemas

Vamos a considerar un sistema S compuesto por dos subsistemas S4 y Sp cuyas variables
microscépicas son X e Y respectivamente, de tal forma que el microespacio de S serd {X,Y'}.

El macroespacio de S estard dado por {0} = {(0©4,05,045)} donde ©4 y Op son los
macroespacios correspondientes a cada uno de los subsistemas S4 y Sp (por ej. las varianzas
0y, y 0y, de dos variables z; € X, y; € Y), y ©ap es el macroespacio que comparten S4 y Sp
(por €j. la covarianza o, entre dos variables z; € X,y; € Y).

Sea Pjsip = P(X,Y|O) la distribucién del sistema total obtenida por MazEnt bajo un
conjunto de restricciones arbitrario sobre {©} = {(©4,0p,©4p)}. Denotamos abreviadamente
a las variables microscépicas {z;}, {y;} como X e Y, y las variables macroscépicas del sistema
total S como la terna © = (0 4,0p,04p5). La estructura métrica del macroespacio de S estard

7
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dada por el tensor métrico de Fisher—Rao del sistema total

giirp = /dXdYPAJrB(X,YG))aH log Py 5(X,Y]0)d, log Payp(X,Y|0) (5.1)
donde p, v son variables en {0} = {(©4,0p5,045)}. Sean P4(X|0) y Pp(Y|0O) las distribucio-
nes marginales con respecto a X e Y. Entonces P4(X|0) y Pp(Y|©) no son otra cosa que las
distribuciones que resultan de considerar individualmente los subsistemas S5 y Sp. En otras
palabras, las distribuciones

PA(X|©) = [dY Pyyp(X,Y|0) (5.2)
P(Y|0) = [ dX Py, p(X,Y|0)

representan la maxima informacién de cada uno de los subsistemas a la que podemos acceder
a partir de P44 p(X,Y|0). En particular, los macroespacios de S4 y Sp tienen una estructura
métrica dada por

9l = [ dX PA(X]0)d, log P4(X|©)d, log P4(X|O)
(5.3)
gfy = [dY Pg(Y|©)d,log Pp(Y|©)d, log Pp(Y|O©)

donde pu,v en g;‘l, y gfy son variables en © 4 y ©p respectivamente. En este contexto, surge una
pregunta natural: ;Cual es la relacién entre la métrica g;‘j B del sistema total y la de cada uno
de los subsistemas g/‘fy y gfy?

Podemos dar una respuesta parcial para el caso en que la distribucién del sistema total
Pa1p(X,Y|O) se escribe como producto de P4(X|©) y Pp(Y|0©). Para ello definamos la si-
guiente distribucién

Pugp(X,Y|0) = PA(X|0)Pp(Y|0O) (5.4)

que representa a un sistema bipartito (que denotaremos por Ssgp) donde los subsistemas no
interactian entre si dado que la factorizacién P4(X|©)Pp(Y|©) manifiesta correlacién nula
entre las variables X de S4 e Y de Sp. De esta forma, para cada sistema bipartito Sa4+p
tenemos una asignacién Sa4p +— Sagp de tal forma que

Parp(X,Y|0) — Pagp(X,Y|O) (5.5)

asigna a cada distribucion del sistema total la distribucién no correlacionada. El tensor métrico
del sistema compuesto no correlacionado resulta:

9ii¥8 = [dXdY Pagp(X,Y[0)d,log Pagp(X,Y[0)d, log Pagp(X,Y|0) =

[dXdY P4(X|©)Py(Y|0)d, log (P4(X|0)P5(Y|0)) d, log (Pa(X|0)P5(Y|0)) =

[dXdY P4(X|©)Pg(Y|0)d, (log P4(X|0) + log P5(Y|0)) 8, log (log P4(X|0) + log P5(Y|0)) =

= [dXdY P4(X|0)Pp(Y|0){0,log P4(X|©)d, log P4(X|0) + 9, 1log P5(Y|©)d, log P5(Y|O)
0, log P4(X|©)0, log Pp(Y'|©) + 0, log P4(X|©)0,log Pp(Y|©)} =
i + 9o +

+
(5.6

[dXdY PA(X|©)Pp(Y|0){d, log PA(X|©)d, log Pz(Y|0©) + 8, log PA(X|©)d, log P5(Y|©)}

Esto es,

A®RB A B AB
9" =Gl + G + G (5.7)

)
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5.2. Los tensores g, 9" s G ¥ gfy en el modelo 2D correlacionado

donde definimos
g,i‘yB=/dXdYPA(Xl@)PB(Y@){aulogPA(Xl@)aulogPB(Yl@)+au10gPA(X|@)3u10gPB(Y|@)}

Ahora bien, dado que los valores de expectacién de 0, log P4(X|©) y de 0, log Pp(Y'|©) corres-
ponden a valores medios del score de cada uno de los subsistemas, entonces gﬁ‘f =0y por lo
tanto

9B =gl + g5, (5.8)

La ecuacién (5.8) expresa la métrica del macroespacio del sistema no correlacionado Sagp
como suma de las métricas correspondientes a los macroespacios de S4 y Sp . Es decir, si se
tiene un sistema bipartito correlacionado descripto por una distribucién P44 p, la operacién de
trazar (tomando las distribuciones marginales) sobre A 6 B borra las correlaciones entre A y
B. Este hecho no deberia sorprender si se tiene en cuenta que la distribucion Pagp(X,Y|O) es
el producto de las distribuciones marginales P4(X|0©) y Pp(Y|©) como se indica en (5.4).

A+B A®B

5.2. Los tensores g, g,

cionado

) gﬁy y gfy en el modelo 2D correla-

Para estudiar las caracteristicas de la dindmica del macroespacio de un sistema bipartito en

5 2 A+B A B
relacion con sus partes, comencemos calculando los tensores g, g, ¥ 9,5, para el modelo 2D
correlacionado

1 —1 (x —pa)® | yP0®  2r(z— Mm)y}>
P T, Y|y, 0,7) = ————ex + — 5.9
A (@Yl 0r) = O p<2(1r2> { )

o2 ¥4 32
A partir de (5.2) y de (5.9) calculamos las distribuciones marginales P4 (x|uy, 0,7) y Pp(y|pz, 0, 7)
las cuales nos dan respectivamente

2
Pa(x|pz, 0,7) = Pa(x|ptg,0) = \/2;7 exp (_%)

(5.10)

2.2
Pa(ylita,0,7) = Pa(ylo) = 5 exp (~ 45 )

De la ecuacién (5.10) vemos dos caracteristicas relevantes, la primera es que en las distribuciones
marginales P4 (z) y Pp(y) no aparece el parametro r como era de esperar de lo dicho en el dltimo
parrafo de la seccién anterior. Més concretamente, P4(z) y Pp(y) no pueden contener ningin
tipo de correlacion ya que de lo contrario su producto P4agp también lo tendria lo cual es una
contradiccién ya que vimos que Pygp es una distribucion no correlacionada.

La segunda caracteristica a senalar es que Pg(y) depende sélo de o, es decir que el macro-
espacio de uno de los subsistemas, en este caso el B, ha reducido su dimensionalidad bajo la
operaciéon de tomar la distribucién marginal. Esto puede explicarse a partir de que la variable
y posee media cero, es decir p, = 0.

Entonces, a partir de (5.3) y de (5.10) obtenemos los tensores métricos gﬁ‘y y gfl, y en

consecuencia también gﬁ‘,?B = g;j‘,, + g/]f,,

A _ 0 B_(0 0 A®B _
g/u/_< 022> ) g/u/_(o 0-22) ; g/“, =

(5.11)

o QM‘H
oY
qw‘u; o
N———
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Por otra parte, la métrica correspondiente a Payp(x,y|us, 0,7) estd dada por [39] (la cual

denotamos como gy )

ey S
g,ii‘,fB=<°'“0” 1 ) (5.12)

P )

En primer lugar, de (5.11) y (5.12) vemos que g, ? |.—o= g/i?, es decir que la métrica asociada

al sistema no correlacionado Sagp se obtiene a partir de g;‘j B para r = 0. En segundo lugar,
de de (5.11) y (5.12) podemos también calcular los simbolos de Christoffel y a partir de estos,
obtenemos las curvaturas escalares correspondientes a las variedades estadisticas asociadas a
cada uno de los sistemas S4, Sp, SAagB V¥ SA+B-

Para ello, utilizando (4.18), (4.20) y (4.22) en (5.11) y (5.12) se tienen las siguientes curva-

turas escalares

Ra=-1 , Rp=0 , Rap= —%(1 —r*) . Rag=RayB |r=0= —% (5.13)
siendo —1 < r < 1. Estos resultados expresan caracteristicas globales de la geometria del
macroespacio del sistema total S44p, de la de su sistema asociado no correlacionado Sagp y
de la de cada uno de los subsistemas S4, Sg.

De (5.13) vemos que, en virtud de que —1 = R4 < Rqyp = —%(1 —72) <0, la curvatura de
uno de los subsistemas (en este caso S4) es mas negativa que la del sistema total y por lo tanto
se deduce que Sy presenta mayor caoticidad que el sistema total. Por el contrario, el subsistema
Sp presenta curvatura nula y por lo tanto su caoticidad también es nula, para cualquier valor del
pardmetro r € [—1,1]. De (5.13) también vemos que, Ragp = —5 < —3(1 — %) = Rayp <0,
lo cual implica una mayor caoticidad del sistema no correlacionado Sagp que el sistema total.

Por lo tanto, de estas observaciones se deduce que a partir de las distribuciones marginales
Pa(z) y Pp(y) no es posible reconstruir caracteristicas geométricas globales del sistema total
tales como la curvatura escalar y tampoco es posible deducir propiedades cadticas globales de
la dindmica del macroespacio del sistema total. A lo sumo es posible obtener la curvatura del
sistema no correlacionado Sagp que solamente es representativo del sistema total para el caso
de correlacién nula entre S4 y Sp, o sea r = 0.

Respecto a las ecuaciones de movimiento de los macroespacios de S+ p v Sagp €s interesante
A+B A®B

notar que a pesar de poseer diferentes tensores métricos, utilizando (4.18) en g;,"" v g,
obtenemos en ambos casos las siguientes ecuaciones geodésicas
& 2 duy do Po 1 (du\? 1 [(do\?
N;c_i/‘xizo A a2 (99) (5.14)
dr o dr dr dr 4o \ dt o \dr

Esto nos dice que las ecuaciones geodésicas para p, y o no distinguen las correlaciones entre Sz
y SB, presentes en la distribucién total P41 p y ausentes en P4gp. Una explicacién matemética

posible es que el mismo factor % aparece multiplicando en ambos elementos de la diagonal

)
de gl‘:‘j B de tal forma que al calcular los smbolos de Christoffel el pardmetro r desaparece.
En consecuencia, la dindmica del macroespacio (de caracter local al aparecer derivadas en las
ecuaciones geodésicas) para el caso del modelo correlacionado 2D no permite distinguir una
distribucién correlacionada de otra que no lo es. A pesar de esto, vemos que a partir de un
indicador global como la curvatura escalar R, se deduce una mayor caoticidad en la distribucion

no correlacionada Pygp que en la correlacionada Py, p.
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A continuacién, nos proponemos buscar otro indicador é medida (ademds de la curvatura
escalar) que permita distinguir entre familias de distribuciones correlacionadas P44+p y no co-
rrelacionadas Pagp, para luego poder caracterizar la caoticidad de cada familia en términos de
los niveles de la jerarquia ergddica informacional (IGEH).

5.3. Una medida de distinguibilidad en el sistema bipartito

Con el objetivo de poder distinguir distribuciones correlacionadas de la familia Pay g(x, y|r, pig, 0)
de distribuciones no correlacionadas de la familia Pagp(z, y|pz, 0) = Pa(z|ps, 0)Pp(y|o) vy que
adema&s puedan ser caracterizadas en términos de los niveles de la IGEH, proponemos la siguiente
medida de distinguibilidad F'(Pa+p) en el sistema bipartito A + B.

F:{PA+B GMs} — R

F(PayB) = ||[Pa+B — PagBlloo = méx(y \er2 | Pat+5(2,y) — Pags(z,9y)| (5.15)

siendo P44 p cualquier distribuciéon de la variedad estadistica Mg del sistema bipartito y Pagp
el producto de las marginales de P44 p, de acuerdo a (5.4).

Vemos entonces que F(P44p) es simplemente la norma infinito || ||o entre Payp v Pagp-
La interpretacién fisica de F'(P44+p) es que nos dice cuan alejada 6 no estéd cualquier distribucién
P4 p del sistema bipartito con respecto a la distribucién no correlacionada Pagp.

Por otra parte, hemos visto que las correlaciones C(f1,..., fi,7) miden también cuan cerca
6 lejos los valores medios de cualquier producto de funciones fi(z1)fa(z2) - - fi(x;) se expresa
como producto de los valores medios de cada f;. Ahora bien, en nuestro caso bidimensional para
la distribucién Pygp = Pa(z)Pp(y) es claro que el valor medio de un producto fi(z1)fa(z2) es
igual al producto de los valores medios de f(x1) y fa(z2).

Por lo tanto, lo que se desprende de este razonamiento es que tiene que existir una relacién
entre F'(Pa4p) y la correlacién C(f1, f2, 7). En efecto, considerando la definicién de C(f1, f2,T)
dada por (4.27), para el caso bidimensional se tiene

IC(f1, fo,7)| = | [ [ dedyPasp(x, y)fl(fE) — [dzPy(x) fdyPB y) fa(y)| =
|| [ dzdyPayp(a,y) fi(x) f ffdwdyPA( )PB (v)] = (5.16)
|/ [ dzdy (Pasp(z,y) — PA®B(az,y))f1( )fz( )| <|IPays - PA@BHOO dexdyﬁ(x)fz(y)\

Considerando C(f1, f2,7) como una funcién de la distribucién P4y p del sistema total, de (5.16)
llegamos a la siguiente relacién entre C'(f1, f2,7) y la medida F(Pa4p)

|C(Pasp, f1, fo. 7)| < F(Patp) |[ [dzdyfi(z) fa(y)] < F(Parp)|flillgli  (5.17)

Esta ecuacién nos dice que la correlacion de la IGEH esta acotada por la medida F' y por
I fllillglli- Vamos a explorar las consecuencias de esta importante relacién para la familia de
distribuciones del modelo 2D correlacionado dado por (5.9). En primer lugar, utilizando (5.9),
(5.10) y (5.15) calculamos F(Pa4p)

F(PA+B(.Z', 3/|7“7 Mz, U)) = méX(m,y)€R2 |PA+B($, 9’7’7 Has U) - PA®B(1.7 y‘:u’aﬁ U)’ =
3 - —HMx 2 202 2 — M
maX(I7y)ER2 ‘m exp <2(1_17»2) |:(IE Ulg ) + y24 o T(-’EEQH )y]> _ (518)

1 (z—pa) 252
Varo? P (* 207 ) Varst P <*y2§4> |
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Definiendo nuevas variables adimensionales = *—£% ¢ j = Y5z la tltima ecuacién nos queda

F(PA+B(T z,y)) =
o (o 5 m) o ()| a0

1 ,
22 MAX(Z y)eRr?

Por lo tanto para calcular F(P4,p) alcanza con estudiar los maximos y minimos en todo R?

.z _ 2 2
de la funcién G, (x,y) = ﬁ exp <2(T1TQ) (2% 4+ y* - 2rmy)) — exp (—%
del parémetro r € [—1,1]. Para ello, es conveniente escribir G,(x,y) = g1(x,y) — g2(x, y) siendo

) para cada valor

g1(z,y) = \/1 — exp (2(1:1T2) (x2 +y? - 2rxy)> y g2(z,y) = exp —# . Luego, debemos
encontrar los puntos criticos a partir de las ecuaciones
gk = P Pl — g, (a,y) ()~ gale) () =0 (5.20)
6G%(;,y) _ Bgla(;jyy) . Bgza(fyﬂyy) = g1(z,y) (*(11(3;;“)3?)) — go(z,y)(—y) = 0
De (5.20) se sigue que yaG’"a(f’y) aG’é(;’y) = 0, entonces

yg1(,y) (W) + g2(z, y)ry — 291 (7, y) (W) — g2(x,y)zy =0

y dado que g1 (z,y) es siempre positivo por ser una funcién exponencial, se tiene

—ylx —r x(y —rx r(y? — 22
gl(x,y)< y (iy)_ta)(y )> =0= gi1(z,y) <M) =0=r=0 6 y==x

Sir = 0 es claro que P44 p es igual a P4gp v la norma infinito es cero trivialmente. Suponiendo
r # 0 y reemplazando y = £z en la férmula de G, (x,y) nos queda una funcién solamente de x,
la cual podemos llamar ¢, (z). Se tiene entonces

(x) = #ex (_562 (1F 7“)) — exp (—2%) (5.21)
or Vbl Gy p :

Entonces el valor F(P4yp) estard dado por el valor maximo de |¢(z)| con x € R. Para ello,
calculamos los puntos criticos de @, (x), igualando a cero su derivada se tiene

dwc;agz) = \/11_r2 exp ((1__9[;22) (1F 7")) <(1 ) (17 T)) + 2z exp (—a?) =

e 507) <o) -

0
—Tr
— =0 ¢ exp(—xQ)—\/ll_ﬂeXp<1 2) )(1 r2) 1ZF7")):0

Es decir que los puntos criticos de ¢, (x) satisfacen

2=0 ¢ \/11_7?2 exp <(1__w;) 1F r)) <<1_1r2) (1F r)) — exp (—27) (5.22)

Reemplazando (5.22) en (5.21) se tiene el valor de ¢,(z) en los puntos criticos x.

or(xe) = {go(O) = \/11_772 —1 , trexp (—xﬁ)} (5.23)
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Para poder encontrar explicitamente exp (—x?) debemos resolver la segunda de las ecuaciones
de (5.22), tomando logaritmo natural a ambos miembros de dicha ecuacién se tiene

22(1F7) 1
_ﬁ +In <m(1 - 7‘2)(1 $7‘)> = 2

Es decir que

1if)

1 ( Fr
exp (—xz) = (\/%) (5.24)

Luego, de (5.24) y de (5.23) se obtienen los siguientes valores de ¢, (x.) en sus puntos criticos

r (\/ 1-r2(1+ 7“)>_1_1 , =T <\/ 1—7r2(1— 7~)>_1+i : \/11_773 -1 (5.25)

Ahora bien, dado que los valores maximos y minimos de G(z,y) son justamente los mismos que
¢r(x) sujeto a la restriccién y = +x y dado que el méximo valor de |G(z,y)| corresponde a
F(Pa+p), entonces de (5.25) se deduce F'(Pa4p) estd dado por

F(Psyp) = méx {]r\ (\/ 1—7r2(1+ 7“)>_1_i 27 (\/ 1—7r2(1— r)>_1+i , \/11_;72 - 1} (5.26)

-1-1 —1+3
En la Fig. 5.1 se muestran las curvas |r| (\/1 —r2(1 —H“)) "7 (\/1 —r2(1 - r)) Ty
1
V1-r2

Puede verse que F(Pa4p) estd dado por la curva violeta |r| (\/1 —r2(1+ T‘)) " para todo
valor de r tal que 0 < r < 1, mientras que para todo —1 < r < 0 estd dado por la curva negra

B
|7] (\/ 1—r2(1-— 7’)) ". Esto implica que

— 1 para todo r € [—1,1].

F(Patp) =|r| (\/ 1—r2(1+4 |7"\)) o vV orel[-1,1] (5.27)

De la Fig. 5.2 se observa que F'(P44p) decae linealmente con r cuando r» — 0. Més precisamente,
F(Pat+p) o |r| para r ~ 0 cuya interpretacién fisica es que al anularse las correlaciones Pap
tiende (en norma infinito) a la distribucién no correlacionada Pagp como es de esperar. Por
otro lado, cuando r — +1 vemos que F'(P4p) diverge lo cual podria interpretarse como una
maxima distinguibilidad para el caso de maxima correlacién (r = 41) entre las variables z e y.

5.4. Ejemplo: Pares de osciladores acoplados e inmersos en un
bano térmico

Para concluir esta tesis vamos a ilustrar la relevancia fisica de la IGEH con un ejemplo de
sistema bipartito en interacciéon con un ambiente: un ensamble de pares de osciladores acoplados
en un bano térmico. La eleccién de este ejemplo se justifica por su simpleza y su utilidad como
modelo tedrico para ilustrar las transiciones de fase de la dindmica de un sistema bipartito.

En primer lugar utilizaremos la descripcion estadistica dada por el ensamble canénico, esto
es, consideraremos que tenemos una coleccién 6 ensamble de un nimero grande N de pares
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Figura 5.1: Valores de la funcién |G(z,y)| en sus puntos criticos para todo r € [—1,1]. La
curva roja corresponde al punto critico z. = 0,y. = 0 mientras que las curvas violeta y negra
corresponden a los puntos criticos fuera del origen (0,0) con y. = z. € y. = —x. respectivamente.
Para cada r € [—1, 1], el maximo entre los valores que toman cada una de las curvas es igual a
F(Pa+B).

idénticos de osciladores acoplados no interactuantes entre si, de tal forma que la distribucién de
energia del ensamble estard dada por

1

P(E) = = €XP (—BE) (5.28)
donde Z es la funcién de particién y g = ]%B es el factor de Boltzmann. Ahora bien, dado que
los pares no interactian entre si podemos considerar que la energia total de nuestro ensamble
esta dada por la suma de las energias individuales de cada par de osciladores acoplados. Esto
es, si I/ es la energia total y E; es la energia del i—ésimo par, entonces se tiene simplemente
que E = ZZ]\L 1 Ei. Consideramos que la energia F; del i—ésimo par estd dada por

(0)

2 2
o _ P Pia 1 20 02 | 1 2. 2
B =g + 32 + gmuwi(zia — 2y )° + gmows (T2 — )

—ry/mimawiwa (i — ﬂfg?))(ﬂﬁiz - xES)) (5.29)
0)

donde x;142 , pi1,;2 son las coordenadas e impulsos de los osciladores del i—ésimo par, ;) o SUS
respectivas posiciones de equilibrio y r es un parametro de correlacién entre los osciladores de

P 0 0 , . .
cada par. El término —r,/mimaowiws(x;1 — J}El))(l‘iz - 1‘52)) representa la energia de interaccién
entre los osciladores del 1—ésimo par. Veremos ahora cémo el pardmetro r queda determinado
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1

-1
F(Pyyp) =|r| (ﬂu . I?'IJ) b

Figura 5.2: Gréfico de F(P44p) en funcién del coeficiente de correlacién r en todo el intervalo
[—1,1]. Se observa un decaimiento lineal en r para r — 0. Cuando r — %1 se tiene que F'(Pa+p)
diverge, que corresponde al caso de correlacién maxima entre x e y.

por las propiedades estadisticas del sistema. Teniendo en cuenta que F = Zf\; 1 Ei, de (5.28)
resulta

N
P(E) = %GXP(—BE) = %exp <—5Z;Ei($i17pi17$i2,l)i2)> (5.30)
=

Ahora vamos a focalizar nuestro estudio en la dindmica de un dnico par de osciladores, que
al tratarse de un ensamble de N idénticos miembros del mismo, podemos elegir sin pérdi-
dad de generalidad como aquel descripto por las variables (x11, p11, 212, p12). Denotemoslo por
(z1,p1,x2,p2). Desde el punto de vista de las distribuciones esto equivale matematicamente a
quedarnos simplemente con la distribucién marginal P(z1,p1,z2,p2) respecto de las variables
(1,p1, 2, p2). Més precisamente, se tiene

P(z1,p1,22,p2) = /P(E)diﬁmdibzzdpmdpzz"'dxmdxmdpmdpm (5.31)

donde la integracién se efectia sobre las variables (x;1, pi1, Ti2, pi2) # (x11,p11, 12, p12) de los
N — 1 pares restantes. De (5.29), (5.30) y (5.31) se sigue que

P(x1,p1,22,p2) o< exp (—SE) (5.32)

siendo

2 2 0 0
€=+ 2+ bmied(er — o) + dmaw (e — )2

2mq
—ry/mimawiws (] — a:go))(xg - xgo)) (5.33)
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Con el propésito de utilizar los resultados de la seccién anterior vamos a interesarnos solamente
en la distribuciéon P(x1,x2) de las coordenadas del par (zj,z2). Por lo tanto, para obtener
P(x1,x9) simplemente tenemos que integrar P(x1, p1, T2, p2) en las variables (pi, p2). Entonces,
de (5.32) y (5.33) se sigue que

P(z1,22) = [ [ dprdpaP(x1,p1, 22, p2) [ [ dpidpsexp (—BE) = (5.34)

P <_B (%mlw%(m — o) + Lmawd (s — 28))? — ry/mamawiwa (1 — 2y”) (w2 — xéo))))

Luego, llegamos a la distribucién deseada P(x1,x2)

P(z1,22) = (5.35)
Aexp (‘g (mlwf(xl — ai")? + mowd(za — 23)? — 2r AR wa (r1 — 2{) (22 xgo))))

Por simplicidad consideremos wgo) = 0. Para determinar la constante de normalizacién A y el
pardmetro r podemos identificar P(z1,z2) con la distribucién Py p(x, y|r, ug, o) de la ec. (5.9)
a partir de las siguiente redefiniciéon de las variables

Mz = «7750)

o? = keTy (5.36)

miwy

2 — VvkpTo
Vmimawiw3

siendo Tp la temperatura ambiente (~ 20°C). Entonces de (5.9) y (5.36) resulta

1 T
=z = BkpTo = 7

(5.37)

1 1

A = 2752y/1—712 = QWW\/WW%wg
Luego se tiene
T
2

=1-7 5.38
' To (5.38)

Esta relacién expresa una caracterizacion del formalismo de distribuciones de probabilidad sobre
la mecédnica estadistica del ensamble canénico del ejemplo en cuestion. A partir la misma y de
la medida de distinguibilidad F' vamos a estudiar el nivel mizing informacional de este modelo.
En primer lugar, dado que el pardmetro 7 de la ecuaciones geodésicas de (u,, o) puede elegirse
arbitrariamente, entonces se puede tomar 7 como

T=1"T (5.39)
To
Con esta eleccion del pardmetro 7, de (5.39) se tiene
T — 00 si y solo st T —1Tp
(5.40)

T—1 sty solo si T—0
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En otras palabras, la eleccién 7 = T L nos permite estudiar la transicién T — Ty partiendo
" To
desde T' = 0. Esta transicién expresa el comportamiento las correlaciones del sistema de oscila-

dores acoplados cuando la temperatura del bano térmico pasa del cero absoluto a temperatura
ambiente. Fisicamente, a temperatura ambiente es de esperar que si la energia que le entrega
el bano a los osciladores, es decir kgTy, es mucho mas grande que la energia del estado fun-
damental de cada uno de los osciladores (o sea kpTy > mlwiQ) entonces como resultado de
la agitacién térmica las correlaciones entre los osciladores tienden a cancelarse. En efecto, de
(5.38) vemos que r — 0 cuando T' — Ty.

Veamos ahora que esta transicion queda caracterizada en términos del nivel mizing infor-
macional. De (5.17) y (5.27) se sigue que

OB, fu o < Il (VI= 204 12)) T gl (5.41)

Y puesto que

(\/1—r2(1+|ry)) >1 Wrel-i (5.42)

272

Entonces,

(Vi—r+ 1) T <1 vref-i (5.43)

2°2
Luego, de (5.41) y (5.43) resulta

11
C(Pasn, fr fo, I < I [ fllallglls ¥ r € [=5, 5] (5.44)

Por otra parte, de (5.38) y (5.39) obtenemos

1
lim |r|= lim {/— =0 (5.45)

T—00 T—00 T

Por lo tanto, de (5.44) y (5.45) se sigue que
m [C(Patp, f1, fo,7)| < Mm [r| [[flallgl =0 = lm C(Payp, f1,f2,7) =0 (5.46)
T—00 T—00 T—00

y de aqui se deduce que el modelo de osciladores acoplados descripto por la distribucién P(z1, x2)
(ec. (5.35)) es mixing informacional cuando el bafo térmico pasa a tener la temperatura ambien-
te Tp. A su vez, esto se corresponde con la cancelacién de las correlaciones entre los osciladores
como consecuencia de la agitaciéon térmica.

Por 1iltimo, calculemos la curvatura escalar. Reemplazando el valor de 72 en la expresién de
Ryyp de (5.13) por 1 — Tlo se tiene

T
Royp=—— 5.47
Esto significa que la variedad estadistica va aumentando negativamente su curvatura a medida
que la temperatura aumenta, partiendo de curvatura nula para T = 0 que corresponde al
caso maximamente correlacionado con r = 41, hasta un valor maximamente negativo de —%
a temperatura ambiente donde se alcanza el nivel mizring informacional en ausencia de las

correlaciones entre cada miembro de cada uno de los pares de osciladores.



Conclusiones

A lo largo de esta Tesis Doctoral se investigaron multiples aspectos asintéticos y geométri-
cos del comportamiento de los sistemas cudnticos con limite clasico cadtico, cuyos resultados
enumeramos a continuacion:

e Se ha logrado introducir una definiciéon de los cuatro niveles principales de la jerarquia
ergodica cuantica como una extensiéon de los de la jerarquia ergddica clasica. El nivel de
complejidad de las ecuaciones definen cada uno de los niveles de la jerarquia ergddica
cudntica comenzando desde el nivel mas débil (ergddico cuédntico) el cual se expresa co-
mo un promedio temporal de valores medios cuanticos, al que le sigue el nivel mizing
cuantico correspondiente a la condicién del limite débil sumado a la condicién de no in-
tegrabilidad. Y continuando con el nivel Kolmogorov ciantico que expresa una condiciéon
sobre un conjunto numerable de observables (que no es otra cosa que la manifestacién
de la o—4lgebra) para llegar al nivel mas fuerte, el nivel Bernoulli cudntico, exhibiendo
correlacion nula de los valores medios para todo tiempo. Se ha ilustrado la relevancia de
la jerarquia ergddica cuantica aplicando el formalismo al rotor pateado y hemos caracte-
rizado su comportamiento cadtico en términos del nivel mizing cuantico. En dicho caso,
las transiciones cadticas se interpretaron como el paso del régimen integrable hasta el
completamente cadtico perteneciente a los niveles mizing y Bernoulli cuantico.

e Se obtuvo una derivacion de los ensambles Gaussianos bajo las hipdtesis de un limite clasi-
co perteneciente al nivel mizing de la jerarquia ergédica clasica y del limite débil como el
estado representativo del sistema cuéntico en el limite asintético. Esta derivacion represen-
ta una caracterizacién de los aspectos estacionarios del caos cuantico como consecuencia
de las correlaciones del nivel mizing cuantico de la jerarquia ergddica cuantica.

e Suponiendo que la evolucién temporal del limite clasico posee un operador Frobenius-
Perron Markoviano se obtuvo una versién cudntica del teorema de descomposicién es-
pectral para sistemas dindmicos (QSDT). Con QSDT se pudieron caracterizar los niveles
ergddico y mizing cuantico en funcion de la cantidad de términos que presenta la descom-
posicién de la evolucién temporal discreta de toda densidad del espacio de fases, como
asi también sus respectivos espectros cuanticos. Se aplicé QSDT para caracterizar el com-
portamiento cadtico de billares de microondas en el limite de acoplamiento fuerte entre
antenas. De igual forma que en el caso del rotor pateado, el resultado relevante que se
obtuvo fue que el incremento en el nimero de canales representa el pasaje a los niveles
cadticos mas fuertes de la jerarquia ergddica cuantica.

e Se logré compatibilizar el caos con el principio de correspondencia en el limite clésico,
utilizando un modelo de celdas de tamano minimo dados por el principio de incertidumbre
como manifestacion de la granulosidad del espacio de fases cuantico. Esta granulosidad
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fundamental basada en celdas permitié obtener las dos escalas temporales caracteristicas
del caos cuantico, el tiempo de Heisenberg y el tiempo logaritmico de Ehrenfest, teniendo
en cuenta el rango temporal de validez de la misma.

e A partir de la entropia de Kolmogorov—Sinai y de la expresién de los volimenes de con-
juntos del espacio de fases por medio de las propiedades de la transformacion de Wigner
y del simbolo de Weyl, se obtuvo una condicién semiclésica para determinar el comporta-
miento cadtico del limite cldsico de un sistema cuantico. Utilizamos esta condicién para
caracterizar el comportamiento cadtico, con la evolucién temporal invertida, del limite
clasico del Hamiltoniano efectivo del modelo de Gamow. Luego, en base a este resultado
y con la ayuda del teorema de Pesin y del tiempo de Kolmogorov—Sinai, se logré obtener
el exponente de Lyapunov del modelo de Gamow en funcién del polo de parte imaginaria
mas pequena de su Hamiltoniano efectivo. Este resultado constituye una evidencia de la
relacién entre los exponentes de Lyapunov del limite clasico y los polos del Hamiltoniano
efectivo del sistema cuéntico.

e Se logré una extension de la jerarquia ergdédica dentro del formalismo geometrodinamico
informacional al caos (IGAC), denominada jerarquia ergédica geometrodindmica infor-
macional (IGEH), la cual permiti6é caracterizar a los ensambles Gaussianos como caso
particular del nivel Bernoulli informacional.

e A partir de un estudio de sistemas bipartitos basado en el formalismo de IGAC, se obtu-
vieron las métricas de Fisher-Rao de los subsistemas y del sistema total. Como resultado
relevante se obtuvo que la operacién de tomar la probabilidad marginal respecto a cada
subsistema borra las correlaciones entre los mismos para el caso del modelo 2D correla-
cionado, de la misma forma a lo que sucede con la operacién de traza parcial en mecanica
cuantica. Como consecuencia de esto, se demostrd que las probabilidades marginales no
permiten reconstruir caracteristicas globales del sistema total como la curvatura escalar
ni la dinamica del macroespacio dada por las ecuaciones geodésicas.

e Se definié una medida de distinguibilidad para el modelo 2D correlacionado. Esta medida
permitié obtener una cota superior para las correlaciones de IGEH del nivel mizing in-
formacional. En base a esta cota y utilizando distribuciones bivariantes con un coeficiente
de correlacién 7, se pudo demostrar el cardcter mizing de un ensamble de pares (no in-
teractuantes entre si) de osciladores unidimensionales acoplados e inmersos en un bano
térmico. Al conectar el formalismo de IGAC con el ensamble candnico, el coeficiente r
pudo ser determinado univocamente por medio del factor de Boltzmann y de ésta forma,
la curvatura escalar pudo expresarse linealmente en funcién de la temperatura del bano.
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Apéndice A

AN

La correlacién C'(p(t),O) de la
jerarquia ergodica cuantica

Exploremos la cantidad C.(T;A, B) a un dado tiempo t. Por definicién y del hecho de que
1y es invariante bajo las transformaciones T; se tiene

Cu(TiA, B) = puu(ThA N B) — pa(A)ps (B) =
Jroans Fe(a,p)dadp — ([, f<(a,p)dadp) ([ f<(q,p)dgdp) = (A1)
Jr fe(a,P) 1, a(q, p)1B(q, p)dgdp — ([ f+(q,p)1a(q, p)dgdp) (fr f<(q,p)1B(q, p)dgdp)

donde T’ = R2INV+1) ¢g ¢l espacio de fases.

Dado que 17;4(q,p) = 1a(T-+q, T—¢p) representando (T_q, T—+p) = (q(—t), (p(—1))) el punto
(¢,p) al tiempo —t con la evolucién clésica en el espacio de fases, entonces podemos reescribir
(A.1) como

Jr f<(@,p)Lalg(—=t), p(—t))1B(q, p)dgdp — ([ f<(q,p)1a(q, p)dadp) ([; f«(q,p)1B(q, p)dgdp)

Ademsds, podemos desarrollar la distribucién de equilibrio f, en términos de funciones carac-
teristicas, es decir f, = Zj ckle, siendo f, > 0, ¢, > 0 para todo k y los conjuntos {C}j} forman
una particién de I'. Sea f una distribucién normalizada arbitraria que expandimos por medio
de funciones caracteristicas, o sea f = >, a;14,. En particular, como los Cj, constituyen una
particiéon de I' entonces se tiene que 14, = Y ; 14,nc,. Dado que la ec. (A.2) es vélida para
cualquier par de subconjuntos A y B de I, entonces para el par 4; N Cy y B nos queda

C*<Tt<Az N Ck), B) = (A3)
Jr F(@.p)La,nc, (a(—1), p(—1)1B(q, p)dadp — ([¢ f«(¢, P)1aincy (¢, p)dadp) ([¢ f(a,p)1B(q, p)dqdp)

Ahora bien, f, es igual a ¢; sobre C} y por lo tanto también sobre los subconjuntos A; N Cy,
con lo cual podemos reescribir (A.3) como

Cu(Ti(Ai N Cr), B) = ¢k [r 1a,nc, (a(—1),p(=1))15(q, p)dgdp — (A.4)
e (fr Laine, (¢, p)dadp) ([¢ f+(q,p)1B(q, p)dqdp)
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Luego, multiplicando la ec. (A.4) por % y sumando sobre los indices ¢ y k nos queda

> 2k s CTi(Ai N Cy), B) = 32, 37, Jr ailane, (a(=1), p(—1))18(q, p)dgdp —  (A.5)
(32 >k Jr ailainc, (a,p)dgdp) ([ fi(q,p)15(q, p)dgdp)
= [r fla(=t),p(— ))1B(q p)dadp — ([ f(q,p)dqdp) ([r f«(q,p)15(q, p)dgdp)
= [ fla(=t),p(=t))1B(g, p)dqdp — [ f(q,)1B(q, p)dgdp (A.6)

donde hemos usado que f(q,p) = ;> 1 fF a;ila,nc, (¢,p),

fla(=t),p(=t) = 32 3ok Jr ailanc, (a(=t),p(=t)) ¥ que [ f(q,p)dgdp = 1. Més atin, debido
a que (A.5) es valida para cualquier funcién caracteristica 15(g,p) y dado que cualquier distri-
bucién g(g,p) puede ser escrita como combinacién lineal de funciones caracteristicas, entonces
(A.5) puede extenderse a cualquier funcién g(q, p). Es decir,

i 2 O (T(Ai N Ck), 9) = Jp fla(=t),p(=1))g(q,p)dgdp — [i. f+(a.p)g(q, p)dqdp
= <foT_t, 9) — (fe, 9) (A7)

Pasemos al lenguaje de operadores. Sean p un estado y O un observable arbitrarios. Con-
sideremos el operador p,. tal que f.(q,p) = Wj, (¢,p). En particular, (A.7) es valida para

F(a,p) = Wala,p), 9(a,0) = W (a,0) ¥ f+(a,p) = W;, (g, p), entonces se tiene
Y Sk LCUW(—t), We) = (Wj 0 Ty, W) — (Wy., Wp) = C(p(t),0) (A.8)

La ec. (A.8) es la correlacién cuédntica buscada la cual podemos expresar de manera mas
compacta utilizando la propiedad de la transformada de Wigner (1.14) y del hecho de que
WpoT_y = Ws(q(—t),p(—t)) = Ws)(q,p) (proposicién 3.6 del Capitulo 3, seccién 3.2.2)

C(p = [ Wiy (a0, 2) W (g, p)dadp — [ W, (a, )W (q. p)dadp = (O) sy — ().

Por lo tanto,

C(p(t),0) = (Ohsr) — (O). (A.9)



Apéndice B
El nivel Kolmogorov cuantico

Recordemos la definicién del nivel Kolmogorov de la jerarquia ergédica clasica. La transfor-

macién T; se dice Kolmogorov si para todo entero r, para todo Ag, A1,..., A, CT'y para todo
€ > 0 existe un entero ng > 0 tal que si n > ng se tiene para todo B € o, ,(A1,..., Ay)
|C(B,Ay)| < ¢ (B.1)

siendo oy, (A1, .., A;) la o—-élgebra generada por {TFA; :k>ni=1,...r}.
Aplicando esta definicién y utilizando la correlacién Cy (A, B) = pis(ANB) — s (A) us (B) con
i (A) = [ f«(q,p)dqdp siendo f.(q,p) punto fijo del operador de Frobenius-Perron, se tiene

lfim f*(q,p)dqdp—/ f*(q,p)dqdp/ J+(q,p)dgdp =0 (B.2)
n—= JAoNB B Ao

para todo Ag CI'y todo B € 0y, (A1,..., A;).

El punto clave es determinar cudles son los conjuntos de la o—algebra
Onr(A1, ..., Ay) =c({T*A; : k > n;i = 1,...7}). Esta o-dlgebra contiene dos tipos de conjun-
tos:

(1) U; Toagni Asi \Tn1, Ap; conng, l; > 0y s;,p; = 1,...,r que son uniones finitas o numerables
de conjuntos de la forma T;A; \ TjA;.

(i1) (; Tnn;As; con n; > 0y s; = 1,...,7 que son intersecciones finitas o numerables de
conjuntos de la forma T;A;.

Comencemos por traducir a lenguaje cudntico la condicién (B.2) para los conjuntos del tipo ().
Para este tipo de conjuntos, (B.2) se escribe como

nlingo Mo ((U Tn—i—niAsi \Tn+liApi> N AO) — M (U Tn—&-niAsi \Tn-l—liApi) M*(AO) =0

2 K3

que es igual a

lim,, 0 K ((Uz Tn+ni Asi N (TTLJrlz‘APi)C) N AO) — M (Uz Tn+mASi N (TnJrliApi)c) 22 (AO)
=0 (B.3)

Por el principio de inclusion—exclusion si P es una medida de probabilidad y Z1, Za, ..., Zn, ...
son una cantidad numerable de eventos, entonces la probabilidad de su unién esta dada por

PlJzy=%_ >  D*P(Z) (B.4)
i=1

k=1 ICN#(I)=k jel
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Dado que la densidad de equilibrio f, es no negativa y estd normalizada se sigue que p.(A) =
i) 4 f+(q, p)dqdp es una medida de probabilidad, entonces podemos aplicar el principio de inclu-
sién—exclusion (B.4) en (B.3), con lo cual (B.3) se puede reescribir como

lim Z Z (—1)k+10* m Tn+nj As]' N (Tn+lj Apj)c7 AO =0

n—oo
k=1 ICN#(I)=k jer
es decir,
o0
D D (VMmO | [ Totny Ass 0 (T Apy)*, Ao | =0 (B.5)
k=1 ICN#(I)=k jel

donde hemos usado que Cy(A, B) = pux (AN B) — pus(A)p«(B). De (B.5) vemos que la condicién
del nivel de Kolmogorov se reduce simplemente a

1im C. () Totn, As; N (T, Ap,)S Ao | =0 (B.6)
Jel
para todo Ag CT" con nj,l; >0y sj,p; =1,...,r. Mds atin, haciendo A, = () para todo p; en

(B.6) recuperamos la condicién de los conjuntos del tipo (ii). Reescribiendo (B.6) en términos
de fi nos queda

h’mn_>oo fnje] Tn+’nj As]- m(Tn+lj Apj )cmAO f* (q7 p)dqdp

— 1m0 < fﬂjezTnm Aoy (Tt Apy e f*(q,p)dqdp> (f Ao f*(q,p)dqdp> =0

o0 sea,
1 oo Jp Tljer 1, 40, (4 P) V(1,10 4,,) (45 P) L 40 (0, ) fig, p)dadp
—limy 00 (fp Ijer 1T, A, (q,p)l(TnHjA,,j)c(q,p)f*(q,p)dqdp) (Jr f+(q,p)1as (g, p)dgdp) =0

Ahora, usando que Lz, ., 4, )-(¢,p) = 1 =17, 4, (¢,P) ¥ que 171,4(¢,p) = 1a(T+q, T1p) =
14(q(—t),p(—t)) para todo conjunto A del espacio de fases I', nos queda

limy, 00 fp HjGI 1AS]. (T—n—nj q, T—n—njp)(l - 1Ap]. (T—n—lj q, T—n—ljp))le (q’p)f*(%p)dqdp
— ll,mn—)oo (fl“ H]‘E[ 1A5j (T—n—n‘j% T—n—njp)(l - 1Apj (T,n,lj q; T*n*ljp))f*(q7 p)dqdp)
X (Jp f(g,p)1a, (g, p)dgdp) = 0 (B.7)

Dado que (B.7) es vélida para funciones caracteristicas 14,,1 A 1 Ap, donde Ay, As;, Ap; son
conjuntos arbitrarios del espacio de fases I' y debido a que toda funcién puede aproximarse
como combinacién lineal de funciones caracteristicas, entonces la ecuacién (B.7) es también
vélida para funciones arbitrarias g(q,p), gs;(q,p), gp, (¢, p). Es decir que se tiene

iy o0 [r [Tier 9s; (T-n—n; @ T—n—n;P)(1 = gp;(T-n—1,4, T-n—1,9))9(q, p) f+ (g, p)dgdp
— limy 00 ( Je e 9s;(T—n—n; @ T—p—n;p) (1 = gp; (T—n—1,9, T_n_z]-p))f*(q,p)dqdp)
x ([ f<(q,p)9(q, p)dgdp) = 0 (B-8)
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Sin pérdida de generalidad, en (B.8) podemos reemplazar gs,(T—n—n,q, T—n—n,P)f«(q,p) por
f(I—p—n,q, T—p_pn,p) siendo f(q,p) una funcién arbitraria, y redefinir

9s;(T—n—n;¢ T—n—n;p)(1 = gp;(T—p—1,¢, T—n—1,p)) como Gy, (T—n—m;q,T—n—m;p). Entonces nos
queda

limy, 00 fp f(T—n—nl%T n— n1p) HJEI Gk ( —-n—m; 4, T - mjp)g(Q7p)dqdp
— limy o0 (fp i@ Ton—mP) [jer Gy (Ton—m; @ T—n—m,p dqdp) (Jr f<(q,p)g(q, p)dqdp)
=0 (B.9)

donde k; = 1,...,7 e I es cualquier subconjunto finito de los nimeros naturales. Vemos que,
por ejemplo, haciendo Gy, = 0 en (B.9) se obtiene el nivel mixing de la jerarquia ergddica.

La ecuacién (B.9) expresa el nivel de Kolmogorov en el lenguaje de distribuciones y es la que
nos permitird el paso a su reescritura en términos de valores medios cudnticos. Sea p un estado
y sean Op, O1, ..., O, observables. Consideremos el estado p. tal que W *(q p) = f«(q,p).

En particular para f(q,p) = W(q.p), 9(q.p) = W, (4.p), G, (g.p) = W O, (q,p) se tiene
hmn—>00 fl“ T—n n1Q7T—n nlp)WOO (q;p) Hje] Wékj (T—n—ijaT—n—mjp)dqdp
— limy, oo ( JeWs(T—p—n1 @, Ton—nP) [ L1 W@kj (T-n—qu,T—n—mjp)dqdp> X

(fr 5.0, ) Wo, (4. p)dqdp) =0 (B.10)
Ademas, por la proposiciéon 3.6 del Capitulo 3 tenemos
Wi(Tonn1 @, TnnyP) = W(ntny)(@: D)
’Wékj (Tpmm; @y T, D) = Wokj () (B.11)
Entonces, reemplazando (B.11) en (B.10) obtenemos

litns00 fp Wotntn) (@:2)Woo (0,9) Tjer Wo, (nm,) (> P)dadp

— 1My 00 < Jr Wit (a,0) Tlier Wo i () (4P dqdp) (fp 5. (4:2)We, (4, p)dqdp>
=0 (B.12)

En virtud de (1.13), cuando £ es suficientemente chico los productos WOO (¢,p) 11 jerWo, (ntm;) (q,p)
J

y ng 1Wo,, (nim, )(q, p) son casi iguales al producto estrella, es decir

W()o (¢.p) Hje[ Wékj (n+mj)(Q7p) ~ WOo [es Ox, (n+mj)(Q7p) si ha0
Y
H]EI n+m )(q’p) ~ anel ij (n-l—mj)((Lp) st h=~0 (Blg)
Reemplazando (B.13) en (B.12) nos queda

iy, oo [1 Watnan) (45 p)WoO Myer O, (ntmy) (@ P)dgdp

— 1limy, e <f1“ n+m)(q,p)ﬁ7n O, (ntm; y(@.p dqdp) (f{‘ 5.(0.9) W, (g, p)dqdp>
—0 (B.14)
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Luego, por la propiedad (1.14) todas las integrales de (B.14) pueden expresarse trazas de ope-
radores cuanticos, esto es
lim (O L1 O, (n+ m)) pnciny) — i ( 110k (n+m) pninn) Qo). =0 (B.15)
jel jel
Finalmente, como (B.15) es vélida para cualquier producto finito Hje ; extendiéndolo a un
producto infinito numerable se obtiene

(o.9)
nh_}rr;o H (n +m5)) p(nsny) — nh_}rr;o (n +m5)) pnsny) = 0 (B.16)

que es precisamente la condicién del nivel de Kolmogorov cuantico (2.25).



Apéndice C
Demostracion del lema 2.3

Escribamos a f, como una combinacion lineal de funciones caracteristicas f, = ZZ aile,
donde C;NCj =0sii#j, [pfo =>;0iu(Ci) =1y T = R2(NV+1) o5 el espacio de fases. Por
definicién, se tiene

W(T,AN B) = C(TyA, B) + ju(A)u(B) (1)
Sean A1 y As dos subconjuntos de I'. Entonces, por un lado tenemos que
i o (LGN A NC N Ag) =37, 5 0 {C(TC5, A1 N Cy N Ag) + pu(Ci)p(Cy M A N Ag)}
=> 0 Zj a;C(TiCi, At N C3 N Ag) + >, aipn(Cy) Zj a;u(C; N AL N Ag)
= Zi’j a;0;C(TiC;, Ay N Cj N Ag) + Z s QL f]_" lejnaina,
=3 ;0i;C(T;C;, A1 N Cj N Ag) )+ Jr > soilolala,
=3, 2ic;C(TiCy, Ay N Cj N Ag) + fr fela,la, (C.2)
Por otro lado, (C.2) también puede escribirse como
> Zj a;pu(iCiNAINCi N A) =), Zj a;u(TC; N T (T A1) N Cj N Ag)
=20y o C(L(CiN T4 A1), Cj N Ag) + 32 aip(Cs N Ty Ar) 3705 ajpu(C5 N Ag)
=, Zj o C(T(C;NT_4 A1), Cy N A2) + [ > cile Iray [r>0 jaile;la,
=320 2 0;C(T(CiN T4 A1), Ci N Ag) + [1 filr 4, 1 f*1A2
=, q Zj a;C(T(C;NT_4Ar),C; N Ag) + fT—tAl fo Jp fela, (C.3)

Ademas, por la definicién del operador de Frobenius—Perron P,

/T_tAl fe= /A Bfs = /A Je = /Ff*1A1 (C.4)

donde usamos que fi es un punto fijo de P, e.g. Pif. = fi«. De (C.2), (C.3) y (C.4) nos queda
Zi,j OéiajC(TtCi, AN c;n Ag) + fF felala, =

Zi (a7} Zj OéjC(Tt(Ci N T,tAl), Cj N Az) + fF f*1A1 fF f*1A2 (C5)
Tomando el limite ¢ — oo en (C.5) y teniendo en cuenta que como la dindmica en el espacio de
fases es mizing entonces las correlaciones C(...) de (C.5) tienden a cero, nos queda

/f*lAllAg /f*lAl/f*lAg (C.6)

Para completar la demostracién sélo basta aplicar sucesivamente (C.6) n — 1 veces usando que
landsn..na, =1a,1a,---14,.
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Apéndice D
Demostracion del lema 2.4

Recordemos la definicién del limite débil. Sea p € N un estado cuéntico. Decimos que p, € N
es el limite débil de p si se cumple

Jim (O)54) = (O). (D.1)
para todo observable O del algebra cuantica A.

Sea s € R un numero real. En particular, U;r oU. s €s un observable siendo US = efi%s el
operador de evolucion dado por el Hamiltoniano H del sistema cuantico al instante s. Entonces,
para UlOUs, de la definicién (D.1) se tiene

Jim (T10U3) 50 = (U0Us);, =0 (D.2)
con
(U10U) 50y = Te(p()ULOU) = Tr(U,pUf UL OUT,) = Te(U,U,pUf UL0) = Tr(Uss1pUL,,0)
= <O>p(s+t) (D'3)
y
(G100, = Tr(3.0100,) = Te(0.p.U10) = Oy, 0.9
De (D.2), (D.3) y (D.4) se tiene
1 (O)rs) — (05,51 = 0 (D.5)
siendo
lim (0) p(1+5) = lim (0) 50 = (0);, (D.6)

t—o00 t—o00

Luego, de (D.5) and (D.6) se sigue que (O) = (0),, para todo observable O, es decir que

UspuUS
se tiene
UspUl = p, VseR (D.7)

y por lo tanto p, es un punto fijo de Us = eI para todo s € R.
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Apéndice E
Demostracion del corolario 2.5

Sea A un conjunto del espacio de fases I' = R2(N+1), Sea I4 el operador cuyo simbolo

de Weyl es la funcién caracteristica de A, 14(q,p), es decir WfA(q,p) = 14(q,p). Aplicando
la definicién del operador de Frobenius-Perron, [, P, f = fT,t g [ para todo B C I''y f, al

operador WI}; (¢,p), utilizando el lema 2.4 y la propiedad de la transformacién de Wigner (1.14)
se tiene

Ja PiW;.(q,p)dqdp = [ s Wp.(q,p)dgdp = [ Wp,(q,p)11_, a(q, p)dgdp
t
= Jo Wo. (@, P Wy, (@, p)dadp = Tr(p.Uf 1aU:) = Tr(UupuU) 1) = Tr(pela)
= | W5 (a,0)Wi,(a,p)dadp = [ W;.(q,p)1a(q,p)dadp = [, W, (¢,p)dgdp  (E.1)

donde hemos usado que WUE fAUt(q,p) = 17 ,4(q,p) en virtud de la proposicién 3.6. Dado

que (E.1) es vélida para todo conjunto A se sigue que P,W; (¢,p) = W;,(¢,p) y por lo tanto
W5, (g, p) es un punto fijo de P;.
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Apéndice F
Demostracion del teorema 2.6

Aplicando la propiedad de la transformada de Wigner (1.14) al producto 0105 ---0,, y al
limite débil p, se tiene

(0109---Op) ;5. = /FWA*(%P)W@MOR(W) dqdp (F.1)

donde T' = RN+ Ademés, del producto estrella (1.13) se tiene

Wo,..6.(a:9) = We, (4,9) ... W (g.p) + O(h) (F.2)

Entonces, en la aproximacién de & muy pequeno podemos despreciar los términos de orden 0(h)
de tal manera que de (F.1) y (F.2) se tiene

(0109---0y)5, = /FW;(q,p)/Wv/ol(q,p)-~Won(q,p) dqdp (F.3)

Por el otro lado, expandiendo W4 L WO2, ..., Wp como combinaciones lineales de funciones ca-
n

racteristicas W = z aiiley;, WO2 = paoloy,. - ’WOTL =Y ;0nlc,, v reemplazéndolas
n (F.3) se obtiene

<0102 fl" P q p (Z ; aljlclj (Q7p) e Zg anj]-an (Q7p)> dqdp
= Zj alj"'z anj Jr Wp.(a:p)1cy,(:p) -+ 10y, (¢, p) dadp (F.4)

Por el corolario 2.5, sabemos que W;, (g, p) es un punto fijo de P; entonces aplicando el lema
2.3 sobre la integral [, W, (¢, p)1cy, (¢, p) - - 1oy, (¢,p)dgdp de (F.4) se tiene

[oWaley, ey, = o Waley, - [o Wile,, (F.5)

que a su vez implica

= [ Wy Wy, [t Wo. W, [ W5 W = (01)5,(02)5. - (On)y. (F.6)
Finalmente, de (F.4) y (F.6) se tiene
(0102 On)p. = (01)5.(02) 5, -+ (On). (F.7)
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Apéndice G

Demostracion del teorema 2.7

(QSDT)

Consideramos que el espacio de fases I' de Sy es RZN+1) y que la medida dp(z) es la canéni-

camente dada por dVtlg dV*1p. Para abreviar pondremos simplemente al elemento de volumen
como dqdp. Para poder utilizar el teorema SDT es necesario tener un espacio normalizado, por
lo tanto consideraremos aproximaciones de R2N+1 de la forma I’y = B(0,7), es decir la bola
de R2V+D de radio n > 0 y centro en el origen. Bajo estas condiciones, para todo n > 0 el
sistema dindmico (I'y, i, ¥,{T}}) es normalizado con la norma 5 ((57‘7)) siendo du(x) = dqdp la

N+1)

medida usual de Lebesgue de R%( .

Sean p un estado inicial y O un observable, y llamemos fla,p) = Ws(a,p), 9(q,p) = Wx(q,p).
En particular, f(q,p) es una densidad y en virtud de la hip6tesis de constrictividad del operador
de Frobenius—Perron P; asociado a T3 podemos aplicar el SDT a f. Ahora bien, multiplicando
a ambos miembros de (2.47) por una funcién g(q, p) e integrando sobre I';, nos queda

Jr, P f(a:0)g(a. ) =
S Aano (D Jr, T (4:9)9(a, P) 565 + Jr, Quanf(@,p) 85 Y >0 (G.1)

siendo {A1 4, A2y, ..., Apy p} una particién de I',. Simpliﬁcando el factor ﬁ de ambos miem-
bros y utilizando el producto escalar (¢, p), = fF (g, p)dgdp podemos reescribir (G.1)
como
n
<Pnf,g>n = Z )‘a;"(i)(f)n<TAi,nag>n + <Pn_1ana g>n , Vn>0 (G2)
i=1

siendo P”_IQ,] = Qn,y- Ahora bien, como el operador de Koopman U es el dual del operador de
Frobenius-Perron P se tiene (P f, g}, = (f,U"g)p y (P 'Quf, 9)y = (Qy f, U 1g),. Haciendo
estos reemplazos en (G.2) se obtiene

Tn

(fs Ung>n = Z )‘a;”(i)(f)nin,me + <an> Un_19>n , VYnp>0 (G.3)

Definamos los operadores p;, y po,y tales que 14,,(¢,p) = W, (¢,p) y Qnf(a,p) = W5, (¢, p)-
Entonces, usando que U"g = go T" = Wx(T"(q,p)) = WO(—n)(q=p) y que Ut lg =

g(T" Y(q,p)) = WO(—(n—l)) (¢, p) las cuales son una consecuencia de la proposicién 3.6, podemos
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reescribir (G.3) como

Tn
(W, W()(—n)>n - Z )‘a;”(i)(f)n<Wﬁi,n7 Woln + Wy, WO(_(n_1))>n , V>0 (G4)
i=1

También podemos definir los operadores OAZ-J] tales que k; (¢, p) = WO- (g, p) con lo cual usando
i,m

la ec. (2.46) podemos escribir los coeficientes )\o[;n(i)(f)77 para cada n > 0 como

)‘a;"(i)(f)ﬁ = fpn f(q,p)ka;n(i) (g, p)dgdp = (f, ka;n(i)>n = <Wﬁ Wo”a;n(i),n%]
= Aa;"(i)(ﬁ)n ; V>0 (G.5)

Usando (G.5) en (G.4) se tiene

Tn

(W Wodn = D Aoy (D Wars Wodn + Wi s Wo_uipyln Y n>0  (G.6)
=1

Teniendo en cuenta que lim, o, I';, = R2(V+1D) (en el sentido de conjuntos), en el limite 7 — oo es
razonable considerar validas las siguientes convergencias (en la mayoria de ellas por la existencia
de una subsucesién convergente en un espacio compacto)

lim, soormy =7 €N
lim, ooy =€ 0(1,2,...,7)
my oo (s Jp = ()
Wy o0 Pig = Pi 5 1My 00 Oy =0;  Vi=1,...,7

limy, 0 ,50,77 = ﬁO,n (G7)

siendo 0(1,2,...,r) las permutaciones de r elementos y (¢, @) = [pov+1) ¢(q; p)@(q, p)dgdp el
producto escalar entre funciones en RZN*1 A su vez, (G.7) implica

limy, o0 Wy, (¢,0) = limy 00 14, (q,0) = 1a,(¢;p) Vi=1,...,7
limy 00 W, (4, 0) = W5,(q,p)

iy 00 Wo, (¢,0) = limy o0 ki (q,p) = kig,p) = W (.p) Vi=1,...r
g, o0 (W, Wy, = W5, Ws ) =Aan(n(p) Vi=1,....r (G.8)

a=n (i)

Entonces, tomando lim,_,«, en (G.6) y usando (G.7), (G.8) obtenemos

<Wﬁ7 WO(_n)> = Z )\a*"(i)(ﬁxwﬁu W(j> + <W,507 W@(_(n_l))> (G,Q)
i=1

Ahora, usando la propiedad de preservacién del producto interno de la transformacion de Wigner
(1.14) nos queda

(O(=n))s = Z&rn(i) (P)(0); + (O(=(n = 1))z (G.10)
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Finalmente, si recordamos que mantener fijos los estados y evolucionar los observables (picture
de Heisenberg) es lo mismo que evolucionar los estados y mantener fijos los observables (picture

de Schrodinger), es decir que <O(—n))ﬁ y (O(=(n— 1)))5, son iguales respectivamente a (OA>[;(n)

y <O)5O(n_1). Luego, la ecuacién (G.10) nos queda

= Z Ao (i) (P){O) s + {O)iy(n—1) (G.11)

que es precisamente la descomposicién dada por (2.49).
(1) : Veamos primero que g1, pa, . .., pr son estados y luego que son ortogonales. Se tiene
Tr(pi) = Jpavsn W, (¢, p)dgdp = My o0 [ Wy, , (¢, p)dgdp
= lim,) 00 fr La,,,(¢,p)dqdp = limy oo [ wri—y1a,, (¢, p)dadp
= lim, m an 14,,(¢,p)dgdp =lim; oo 1 =1 V=1,...,7 (G.12)

Utilizando preservacién del producto interno (1.14) de la transformada de Wigner se tiene
Tr(pips) = [gaven Wi, (q,p)WpJ (¢, p)dgdp =ty o0 [ Wy, , (g, p)Wp,, (¢, p)dqdp =

limy o0 WY fio Wi, (a.9)W,, (¢, p)dgdp =
limy, oo AV LT 1a,,(¢,p)14;, (¢, p)dgdp = limy o0 =0 si i# ] (G.13)

en virtud de que las funciones TAM (q,p),1 4;.,(q,p) tienen soportes disjuntos si i # j para todo
n > 0. Dado que los Ay, As,, ..., A, forman una particién de I';, para todo > 0 entonces
la identidad 1r, (¢, p) puede escribirse como

n
ry(0:p) Zlfhn ¢,p) ZM(Ai,n)TAi,n(q,p) , V>0 (G.14)

Aplicando la inversa de la transformada de Wigner (G.14) y teniendo en cuenta la linealidad
de la misma, para todo n > 0 se obtiene

A Tn ) (A (A ) 1
Irn = Z QnPim CON Qyp = hN+1 > 0 v Z Qin = LN = PN (G.15)
i=1

siendo ﬁ;ffn = 1r,(q,p) la identidad en I';. En particular, dado que los u(A4;;) son nimeros

acotados, esto es 0 < p(4;,) < hN—lJrl Vi = 1,...,7,,Vn > 0, entonces podemos tomar una
subsucesién convergente p(A;y, ) tal que limy_oo u(Aiy, ) = p(A;) para todo @ = 1,...,7.
LLamemos «; = Z](\ﬁll) Ademds, 1im, jr‘n = I en la norma Hilbert-Schmidt siendo I el

(N+1)

operador identidad en R? . Entonces, tomando lim,,_,~ en (G.15) se tiene

- ’ - ; T A~ r N ; (A
I =1my, o0 Ir, = My o0 D 520 QigPig = Dimy qipi con a; = limy o }ENJ) >0 y
p(Ain) 1
Doty i = My 33 B = e (G.16)

(74) : Aplicando la parte (i7) del SDT se tiene

PTAMI = TAan(i) V?] >0 (G17)
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donde ay : {1,...,7eta} — {1,...,7,} es una permutacién sin puntos fijos. Por lo tanto el
operador de Frobenius—Perron P permuta las funciones 1 A, Sea O un observable y sea g(q,p) =

W (g, p). Entonces a partir de (G.17) tenemos

<PTA¢,7,79>77 = <TAan(i)7g>77 = <Wﬁan(i)7 WO(Q7p)>77 vn >0 (G.18)

Por otra parte,

<PTAM,g>n = <TAi,n’ Ug>77 = <TA1‘J7’ VV(A)(Tq,Tp)%7 = <Wﬁi,n’ WUTOU>W Vn >0 (G.lg)

Luego, tomando lim;,_, en (G.18),(G.19) y utilizando los limites dados por (G.7),(G.8) se sigue
que (O) 1500 = (O) pogsy -

(797) : Sea O un observable y sea ¢ > 0. En particular por la condicién (7i7) del SDT se sigue

que existe ng € N tal que si n > ng

€ —~
max{|O(q,p)| : (¢,p) € Ty} Vn>0 con O(qp)=Wpylgp) (G20

En particular, como lim,, o P"Q,f = P"Qf y
lim,) 00 max{|O(q,p)| : (¢,p) € Ty} = max{|0(g,p)| : (¢,p) € RZVTDY = ||O||s, de (G.20) se
obtiene

1P QqfIl <

IP"QFIONe0 = lim [|P" @y fl| (max{|O(q;p)| : (3,p) € Ty}) <€ (G.21)

Ademds, dado que @, f = W5, = se tiene

(P"Qyf, )y = (Quf . U"O)y = (Wi, ,, Wo(T"q, T"p))y¥ >0 (G-22)
Tomando lim, . en (G.22) y usando (G.7),(G.8) nos queda
(P"Qf,0) = (Wp, . W (T"q, T"p)) (G-23)

que a su vez implica, en virtud de la transformada de Wigner (1.14)
(P"Qf,0) = (W, ,, We(T"¢, T"P)) = Wiy, Woy160(m)) =
Tr(poU (n)TOU (n)) = Tx(U (n) poU ()T0) = (0) 3y(m) (G.24)
Luego, de (G.21) y (G.24) se tiene
(O)oi) = (P"QF,0) < |P"Qf O]l < & (G-25)

Es decir que <O>50(n) tiende a cero cuando n — oo y por lo tanto (O) — 0 cuando n — oo.

po(n—1)



Apéndice H
Demostracion de la proposicion 3.6

Por definicién tenemos

Wi(g,p) = / (g + AlAlg — A)e¥'T dA (H.1)
]RN+1
de donde se sigue
W4(Tiq, Tip) = / (Tug + AlA|Tig — A) 5 dA (H.2)
RN+1

Ahora hagamos el siguiente cambio de variables

A—A=T,A , A=TA
dA = |T,|dA (H.3)

siendo |T}| el determinante Jacobiano de T} restringido a las coordenadas ¢, y donde estamos
utilizando la misma notacién T3 para la evolucién de las coordenadas g y sus impulsos p. Podemos
suponer que |T;| = 1 ya que la evolucién clasica de Liouville conserva el volumen en el espacio
de fases. Entonces, usando (H.3) y que |T;| = 1, podemos reescribir (H.2) como

—~ ‘ TtPTtE

Wi(Tug. Tip) = / T+ TAJATg = T,A)e* 0 dA (H.4)
R

Ahora bien, es claro que

(Tiq + TA| = (Ti(g + A) = (g + AU (1)}

Thq — T.A) = |Ti(g = A)) = U(t)|g - A) (H.5)
y ademas
ezi% = EQi% = Lp}?ﬁ - % =mmn conm€ecZl
— p(t)A(t) — pA = mh/2 (H.6)

Si consideramos que nuestro espacio de fases es cudntico, entonces debido al principio de incer-
tidumbre podemos suponer que esté grillado por celdas de tamano minimo h/2 y con h pequeno
(esto ultimo para que las integrales de (H.1), (H.2) y (H.4) tengan sentido), en cuyo caso se
cumplird la condicién (H.6). Luego, reemplazando (H.5) y (H.6) en (H.4) obtenemos el resultado
que queriamos demostrar, es decir la ecuacién (3.35).
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Apéndice 1

Demostracion del lema 3.9

De acuerdo a (3.37) se tiene

,LL(B(A]CO, Akl, e Akn)) = N(Ako N T_lAkl Nn...N T_nAkn) =
fRN+1 IAkomT—lAklm..nT—“Akn dqdp = fRN+1 IAkO (‘ZaP)IT—lAkl (g;p)--- IT*"AIM (g, p)dqdp

= pN+L fRN+1 Wf(%p)WfA (O)(%p)WfAkl (*1)(q’p) . W (—n) (q,p)dqdp (I'l)

kg Tay,,

habiendo usado el corolario 3.7 y que A +1Wf(q, p) = Wj(q,p) es la funcién identidad I(g, p) en
el espacio de fases. Ahora bien, aplicando la propiedad del producto estrella (1.13) al producto

WfAkO (())(c],p)V[/'fAk1 n(@p)- WfAkn (—ny(ap) Tesulta

Wiy @i, (-0eday, (=) = Wio, @ @PIWiy (c0y(@:P) Wi, n(@.p) +O(R) - (12)

Luego, despreciando términos de orden O(h) y reemplazando (1.2) en (I.1) se obtiene

:U(B(Akov A/ﬁ’ cee ’Akn)) =Nt Wj(q p)Wf

RN+1 ’ AkO (O)fAkl (71)...124]6” (—n)

dqdp (1.3)

Aplicando la propiedad de la transformacion de Wigner dada por (1.14) en (1.3) se tiene

P(B(Apg, Ak Ar,)) = BV T (La, (0)1a,, (<1) ... a,, (—n)) =
WD Lay, (<)) (I4)

Finalmente, para terminar la demostracion se aplica el lema 3.8 a (1.4).
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