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Resumen

La presente tesis doctoral trata sobre recientes contribuciones en el contexto de superflui-
dos holograficos. Esto significa intentar preguntar y responder cuestiones relevantes acerca
de superfluidos fuertemente acoplados en el contexto de la conjetura de AdS/CF'T. Siendo
asi, investigamos agujeros negros cargado y campos en un espacio asintoticamente AdS que
consideramos buenos candidatos a duales gravitatorios de un superfluido. Luego usando el
diccionario holografico vemos qué fenomenologia obtenemos para los material que viven en
el borde de AdS y esperamos que dicha fenomenologia sea relevante.

La tesis se organiza de la siguiente manera: Como toda tesis, comienza con una breve
introduccion al tema, donde se explican conceptos basicos de la conjetura de Maldacena y el
Diccionario escrito por Gubser, Klebanov, Polyakov y Witten. Ademas en dicha introducciéon
se habla sobre algunos de los desafios actuales en el contexto de materia condensada y sobre
como la holografia podria ayudar a superar algunos de estos desafios. Luego se procede a
narrar las contribuciones originales del autor al tema, que resumiremos a continuacion.

En el capitulo 2 se comenta el trabajo fundacional en el tema, por Hartnoll, Herzog y
Horowitz para luego ir un paso mas alld y estudiar el caso desordenado. El desorden se
logra mediante considerando un potencial quimico con una dependencia espacial aleatoria.
Luego en el capitulo 3 se estudia la Entropia de entrelazamiento de un modelo con parame-
tro de orden vectorial. Extension natural de estos dos modelos, imaginamos un superfluido
holografico con simetria U(2), que nos acompanara desde el capitulo 4 en adelante. De este
iltimo modelo estudiaremos conductividades, modos quasinormales, y su comportamiento
ante otras fuentes externas, como la velocidad o un segundo potencial quimico.
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Capitulo 1

Introduccion

“The first rule of Fight Club is: you do not talk about Fight Club. The second
rule of Fight Club is: you DO NOT talk about Fight Club!”

Fight Club

En este capitulo haremos una introduccion al tema, siguiendo los lineamientos de |1, 2]

1.1. Materia Condensada

1.1.1. ;Por qué Cond-Mat?

Hace décadas que la comunidad cuerdista esta buscando algin experimento que pueda
ser descripto a través de la teoria de cuerdas. Maldacena parece habernos acercado un paso,
a través de su famosa conjetural3|:

“Type IIB string theory on (AdSs x Ss)n plus some appropriate boundary
conditions (and possibly also some boundary degrees of freedom) is dual to N' = 4
d=3+1U(N) super-Yang-Mills”.

Ya con las primeras entradas del diccionario a disposicion [4, 5] surgi6 la pregunta: ;Existe
en la realidad algtn sistema con un dual gravitatorio? Esta pregunta lleva mas de una década
sin respuesta, pero quizas los sistemas de materia condensada ofrezcan un buen repertorio
donde buscar.

Se supone que el modelo estandar y sus extensiones corresponden a una descripcion tnica
y completa de nuestro universo. Si es ese el caso, la cromodinamica cuéantica (QCD) podra
tener o no un dual gravitatorio y una vez contestada esa pregunta, no habra més que hacer!.
Por el contrario, en materia condensada hay una enorme variedad de hamiltonianos efectivos
y muchos nuevos compuestos con nuevas propiedades aparecen cada dia. Més aiin, jexiste la
posibilidad de construir hamiltonianos a través de redes Opticas! Siendo asi, éste parece ser
un buen escenario donde algiin sistema con dual gravitatorio pueda aparecer.

Ahora bien, jqué ganaria la comunidad de materia condensada si asi fuese? AdS/CFT
es una dualidad del tipo “weak-strong”, es decir que relaciona una teoria con acoplamiento

!Esto no implica que la investigacién en modelos holograficos de QCD no sea interesante. Por el contrario,
predicciones muy interesantes surgieron en paralelo y casi en simultdneo de los modelos de Sakai-Sugimoto|6]

y AdS/QCD [7].



débil a otra con acoplamiento fuerte. Siendo ese el caso, uno podria calcular coeficientes de
transporte y otras magnitudes fisicas que por el momento no se saben calcular en teorias
de campos fuertemente acopladas. Por el momento, el enfoque més exitoso para lidiar con
teorfas fuertemente acopladas consiste en discretizar el sistema y simular el problema en una
red. Sin embargo dicho método se vuelve muy complicado al enfrentarse contra sistemas a
densidad finita o fuera del equilibrio.

Desde un punto de vista més filosofico, AdS/CFT nos da una nueva visién sobre las
teorias de campos, y es por eso que es un escenario que merece ser investigado. Si la gravedad
cuantica puede ser dual a una teoria de campos con muchos aspectos en comtn con electrones
criticos cuéanticos, jqué importa qué descripcion es mas fundamental?

1.1.2. Criticalidad cuantica

Las transiciones de fase cuénticas son aquellas que ocurren a temperatura 7' = 0, a
medida que movemos algin parametro de control del sistema, como puede ser un campo
externo o la presion. En estos casos, las transiciones de fase son disparadas por fluctuaciones
cuanticas del sistema. Dos fases diferentes a T = 0 estaran separadas por un punto critico
cuantico.

Tipicamente, a medida que nos acercamos a un punto critico cuantico (QCP), la energia
minima para crear una excitacion (el gap de masas) se hace cero, y la longitud de correlacion
diverge porque el sistema se vuelve invariante de escala. Genéricamente la longitud y la
energia no necesitan estar inversamente relacionados. Siendo asi, el QCP estara caracterizado
por la siguiente invariancia de escala

t— Nt, ©— \x, (1.1)

z es el exponente de Lifshitz (o exponente critico dindmico) y en general varia de material
en material (o en distintos puntos criticos del mismo material). En la proxima subseccion
veremos un ejemplo con z = 2, si bien en la naturaleza aparecen los més variados escaleos,
incluyendo casos con z no entero. Esta invariancia de escala es la que nos hace intuir que
sistemas con puntos fijos cuanticos pueden ser buenos candidatos para tener duales hologra-
ficos.

Por el momento pareceria que éste es un problema puramente académico, ya que nunca lo-
graremos conseguir 7' = 0 en un laboratorio. Sin embargo, las fluctuaciones cuanticas pueden
gobernar el diagrama de fases de un sistema siempre que la escala de energias caracteristica,
el gap de masas, sea mayor que la temperatura.

Para una vision mas amplia acerca de transiciones de fase cuanticas se recomienda [8].

1.1.3. Ejemplo: Lifshitz-Chern-Simons

La teoria de Lifshitz-Chern-Simons [9] esta definida por la densidad lagrangiana

1 K2 1 m? A k
S = /d2l‘dt? [eiatai + at(?iei - ?(aiej)Q _ 5[)2 _ 7( i)2 _ Z(ei)4 + §EMV/\CLM8V(I)\ (12)
con bla] = €7 9;a;



Cuando m? = \ = 0, esta teoria presenta invariancia de Lifshitz con z = 2 y describe por lo
tanto un punto critico. Mas ain, si ponemos el nivel de Chern-Simons k£ = 0, puede mostrarse
que la teorfa es el dual electromagnético de un campo escalar de Lifshitz [10].

El operador ¢? resulta dominante en el limite IR y su acoplamiento debe ser ajustado
cuidadosamente en cero si se desea poner al sistema en el punto de Lifshitz. Si el coeficiente
que lo acompafia es positivo, podemos ignorar el término (d;e;)?. Uno puede integrar el
campo eléctrico recuperando la teoria de Maxwell con «velocidad de la luz» determinada
por el coeficiente que acompana a e?. Si en cambio el coeficiente que acompanasa e? es
negativo, un término de orden més alto, como (e?)? debe estar presente con signo positivo
para estabilizar la teoria y tener energias acotadas por abajo. En este caso, el sistema puede
presentar ruptura espontanea de simetria rotacional. Este tipo de términos se hace irrelevante
si €2 es acompaiiado por un coeficiente positivo. En caso de que (e?)? venga acompaiiado por
un coeficiente negativo, seria necesario agregar un término (e?)® para estabilizar el sistema,
pero no consideraremos dicho caso.

Entonces tenemos una transiciéon de fase cudntica entré un estado Hall cuando m? > 0y
un estado anisotrépico cuando m? < 0 separadas por un punto critico de Lifshitz. Veamos

ahora qué caracteristicas presentan al ser excitados con una fuente externa

Coeficientes de transporte

Se suele construir una teoria de Chern-Simons alrededor de la existencia de una corrien-
te conservada, la cual permite inmediatamente definir un campo de gauge de la siguiente
manera;:

T = SO, (1.3)
Una vez definido, el lagrangiano para el campo a, serd el discutido més arriba, por ser aquel
que respeta la simetria de escaleo con z = 2.
Vale la pena preguntarse como se comportara el sistema, frente a la accion de un campo
externo de gauge A" que se acople minimamente a la corriente conservada, de manera tal
que

69 = / d*xdt A" J, (1.4)

A orden cuadratico en la accion, podemos integrar para escribir una accién efectiva para
el campo externo. La acciéon completa tiene la forma

1
S = / d*xdt <§Omnaemaen + JpA”) : (1.5)

donde m,n = 0,....4, &, = a,, param = 0,1,2 y &,, = €,_0 param = 3,4y u,v,p =
0,...,3. La forma del operador O,,, se puede leer de la expresion (1.2). Siendo asi, podemos
encontrar la siguiente ecuacion de movimiento para la transformada de Fourier

. . 1 . .
O (iwy,, P) ey (twp, D) — %ngppA’\(zwn,ﬁ) =0 (1.6)
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que se puede reescribir usando la definiciéon del campo @ y de la corriente J:

. 1 . .
Joiw,, p) = %eagyngal,(zwn,ﬁ) =
1 .. 4
- _4_7T20“V1 (Zwm ﬁ) eaﬁueApupﬁppAA (Zwm ﬁ) (17)
donde
O;é = (Ao (—iwn, —p)ag(iw,, D)) (1.8)

La misma ecuacién de movimiento se puede obtener de la siguiente acciéon efectiva va-
ridndola respecto a A,

1 . ) )
S=33 / Pp A, (—issns ) K (63, 5) Ay (i3, ) (1.9)
donde
1 2
KNV(iwn>ﬁ) = (%) €apr€rpuPslp <aa<_iwm _ﬁ)ak(iwnv@> (1'10)

Por otro lado, la definicién tradicional de la conductividad eléctrica es
J' =0, E. (1.11)

Si ademés consideramos el caso de momento nulo, tenemos que E'(iw,, p) = iwA*(iw,, p), lo
que implica que la conductividad sera, segin la formula de Kubo
1 .
Oij = EKZ“(%U?]? =0) (1.12)
Como las funciones de Green tendran polos para ciertos valores de w, aun queda elegir
como saltar dichos polos. El cambio iw, — w + 70 nos asegura que las funciones de Green
que utilicemos sean las retardadas. Siendo asi, la expresion para la conductividad queda
L Ko(w+is,p=0) (1.13)
i = ——— w410, p = .
T w6 p
Para calcular la conductividad es necesario en primer lugar calcular los propagadores,
para lo cual es necesario fijar un gauge. Nosotros elegimos el gauge 0;a; = 0 e hicimos explicita
dicha eleccién agregando un término (a/2)(0;a;)? en la densidad lagrangiana. Finalmente,
tomamos el valor &« = —1 ya que simplifica los calculos, y corresponde al gauge de Feynman
en la teoria del electromagnetismo comtn. Veamos cudl es el valor de dicha conductividad
en las distintas fases y en el punto critico.
En el punto critico, m? = 0 tenemos

Opw =0 (1.14)

En la fase isotropica, m? > 0 es de esperarse que el comportamiento sea el mismo que para
la teorfa tradicional de Maxwell-Chern-Simons, ya que el término e? rompe la invariancia

10



de escala con z = 2, y a bajas energias nuestro lagrangiano y el de Maxwell-Chern-Simon
coinciden. Las funciones de respuesta son de hecho

- 47,02
Oxax = - w/g b (115)
82k 1 — (w/g*km?)?
1 1

T = Sr2k 1 (w/gtkm?)?

Vemos que el efecto del término de Chern-Simons es introducir una conductividad Hall en la
direccién transversal al campo eléctrico. A frecuencias bajas, la parte real de la conductividad
longitudinal se anula y la conductividad Hall se hace 1/87%k.

En la fase anisotropica, m? < 0, e; desarrolla un valor de expectacion, rompiendo asi la
simetria rotacional SO(2). Suponiendo que no haya winding, podemos elegir al campo de
vacio como e; = (y/—m?/A,0). Entonces tenemos para las conductividades

Opz(w) = 0

2,2 s 2.2

g‘m 1g°m
opyw) = T W)+ (1.16)
ouy(w) = 0.

Esto implica que el sistema es aislante en una direcciéon y superconductor en la direccion
transversal.

La relaciéon entre la parte real e imaginaria de la conductividad esté fija por las reglas de
Kramers-Kronig

[os] / R,
Re GR(w) = P/ @M, (1.17)
e T W —w
o0 / R¢, 1
Im GR(w) = —P/ dﬁm. (1.18)
e T W —w

A la hora de mirar superconductores holograficos, la delta a w = 0 se escapard al anélisis
numérico y por ello miraremos el polo en la parte imaginaria para determinar su presencia.

Para hacer estas cuentas, fue fundamental estar a acoplamiento débil, para poder cortar
la serie de Dyson a nivel arbol. Cuando estudiemos sistemas hologréficos, construiremos
modelos de juguete como el aca presentado, usando agujeros negros en AdS. De esta manera
vamos a estudiar la fenomenologia de la rotura espontanea de simetria a acoplamiento fuerte,
que correspondera a gravedad y campos clasicos en el interior de AdS.

1.1.4. Superconductores de alta 7,

Sistemas de la vida real que quizas puedan tener una descripcion efectiva en términos de
duales gravitatorios son los superconductores de alta temperatura critica.

Nos referimos a alta temperatura critica cuando la misma esta por encima de los 30K, que
es el limite maximo permitido por BCS. Los primeros superconductores de alta T, fueron des-
cubiertos en 1986 y desde entonces una descripcion tedrica consistente de su comportamiento
sigue siendo un tema candente de investigacion. Esto se debe principalmente al hecho de que
estos sistemas estan fuertemente acoplados, lo que hace que los recursos tedricos usuales
resulten obsoletos.
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Por lo general, estos materiales tienen una fuerte estructura de capas, lo que hace que la
fisica relevante sea béasicamente bidimensional. Inspirados en este hecho, el resto de esta tesis
tratard basicamente con sistemas duales a teorias que viven en dos dimensiones espaciales.

Analicemos el diagrama de fases de estos superconductores, que se puede ver en la figura
1.1. Empecemos por el lado derecho, descripto por un liquido de Fermi. Esto significa que en
este sector del sistema el efecto de las interacciones es simplemente renormalizar la masa y la
carga de las particulas fundamentales. Siendo asi existe una buena descripcion en términos
de quasiparticulas “vestidas” con las mismas propiedades que las particulas fundamentales
que actian de portadores de carga en el material. Una caracteristica propia de la teoria de
Landau para liquidos de Fermi (también conocidos como liquidos de Landau-Fermi) es su
funcion de Green de dos puntos, caracterizada por el siguiente comportamiento cerca de la
superficie de Fermi [12]

- Z
G k)= 1.19
r(, k) w—vp(k —kp) + S(w, k) + ..., (1.19)
donde la auto-energia ¥ (w, k) se escribe
I
= % ~iw? . (1.20)

El residuo Z < 1 del polo, que es llamado “peso” de la quasiparticula, puede ser interpretado
como la superposicion entre el estado de una quasiparticula y el estado generado al hacer
actuar el operador que crea un electron sobre el vacio.

da
o
3
E —
EB_I
= s
= £ Fermi liquid
= Superconductivity
QCP

Doping

Figura 1.1: Diagrama de fases para los superconductores de alta temperatura critica tomado
de [11]

A medida que bajamos el dopaje (cantidad relativa de impurezas), manteniéndonos to-
davia a temperaturas altas, hay una transiciéon de fase o quizas un cross over, a una fase
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llamada de metal extrano. El mismo consiste en un sistema de fermiones que no es bien des-
cripto por la teoria de Landau. ;Como se ve fenomenoldgicamente dicha falla? por lo general
se trata de materiales donde el calor especifico no crece linealmente con la temperatura, o
la resistividad no crece de manera cuadratica, segin implicaria la teoria de Landau [12]. En
los cupratos por ejemplo, la resistividad crece de manera lineal con la temperatura.

Los experimentos de Angular Resolved Photoemission Spectroscopy (ARPES) arrojan un
poco mas de luz sobre el origen de estos comportamientos anormales en los cupratos en la
fase de metal extrano. Los mismos indican que estos metales poseen superficies de Fermi,
pero que el comportamiento no analitico de la funcién espectral es distinto de aquel predicho
para liquidos de Fermi segiin la teoria de Landau. La funcién de Green se ajusta entonces a
la de un liquido de Landau-Fermi, con la diferencia de que la auto energia viene dada por

Y(w) =~ cwlogw + dw, (1.21)

con ¢ un nimero real mientras que d es un nimero complejo. Vemos entonces que el sistema
tiene excitaciones no masivas pero ahora la taza de decaimiento I' de dichas excitaciones es
proporcional a w en lugar de cuadratica como en el caso de liquidos de Landau-Fermi. Una
taza de decaimiento de orden w es tan grande que una excitacion decae antes de propagarse
lo suficientemente lejos (i.e. una longitud de onda) como para mostrar sus propiedades de
particula. Como resultado, dicha excitacién ya no puede ser tratada como quasiparticula.
En resumen, los metales extranos pueden ser sistemas con superficies de Fermi pero sin
quasiparticulas. Dichos sistemas fueron estudiados por ejemplo en [13, 14, 15, 16, 17].

Si bajamos la temperatura entramos en la fase superconductora. Por el momento se
cree que la misma es del tipo d (el parametro de orden parece ser un tensor de rango
dos), aunque al escaparse de la descripcion de BCS poco es lo que se conoce al respecto. Un
aspecto interesante es que esta fase superconductora se encuentra vecina a una fase ordenada
magnéticamente, como puede ser un antiferromagneto. Esto significa que la competencia y
coexistencia de distintos 6rdenes tiene un rol crucial en la comprension completa del diagrama
de fases de estos superconductores.

En esta tesis intentaremos abordar el tema de superfluidez desde el punto de vista de
AdS/CFT.

1.2. Ads/CFT

En esta seccion se dard una breve introduccion a la correspondencia AdS/CFT, sin inten-
tar justificarla desde un punto de vista fundamental (en ese sentido se recomienda [18, 19]).
En cambio, daremos las entradas bésicas del diccionario y cuales son los elementos minimos
necesarios para buscar duales gravitatorios a sistemas de materia condensada.

1.2.1. AdS = CFT

La expresion efectiva minima posible de AdS/CFT es que las teorias de gauge en el limite
de N grande en d dimensiones se corresponden con sistemas de gravedad cléasica en d + 1
dimensiones. Esta dimension extra parametriza la escala de energia de la teoria de campos,
permitiendo ver el flujo de renormalizacién de una manera geométrica.

Cuando se habla del enfoque wilsoniano de una teoria cuantica de campos, la teoria
esta en general definida por un cut-off ultravioleta (UV) o por un punto fijo ultravioleta.
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Un punto fijo es el lugar mas sencillo del diagrama de fases para comenzar a hablar de la
correspondencia AdS/CFT. En un punto fijo la teoria es invariante de escala. Por simplicidad
asumiremos z = 1 en (1.1). La dualidad para z arbitrario fue introducida en [20] y es aun
un tema activo de investigacion.

La logica de AdS/CFT nos sugiere buscar una métrica en una dimension méas que realice
de manera geométrica la simetria conforme de la teoria en un punto critico. Siendo asi, se
llega a la métrica de un espacio AdS

2 2 2 1,2 279 dr?
ds® = L* | —r°dt” + ridz; + — (1.22)
r

que es solucién de la teoria mas simple de gravedad que uno pueda imaginar: relatividad
general con constante cosmologica negativa.

S = /dd+1x\/—_g (R - %) : (1.23)

Uno puede romper la invariancia de escala de esta métrica preservando rotaciones y tras-
laciones espacio temporales introduciendo factores de ennegrecimiento, que corresponderan
a la soluciéon de agujero negro

ds? — [2 (_f(r)ﬂdt? + rdai + le:;ﬂ) , (1.24)

con .
,
fr)=1- <—+> . (1.25)
T
Esto corresponde a poner la teoria de campos dual a una temperatura finita dada por la
temperatura del agujero negro. Esta de obtiene del periodo de compactificaciéon del tiempo
euclideo, determinado al exigir regularidad cerca del horizonte de la correspondiente exten-

sion euclidea
47TT+

it=1=7+ y (1.26)
La temperatura de la teoria conforme dual serd entonces
d
T = . (1.27)
Amry

Por el momento vimos cémo relacionar puntos criticos con espacios AdS y cémo poner
la teoria en un bano térmico. Para obtener mas detalles al respecto a la fenomenologia de la
CFT, debemos profundizar un poco mas en las entradas del diccionario.

1.2.2. El diccionario

Una de las entradas mas importantes del diccionario es que un operador O en la teoria de
campos se corresponde a un campo dinamico en el interior de la geometria (bulk), de manera
tal que

Zbulk [gﬁ(f, T — OO) — gbo(f)] = <6jid4$¢0(f)o(f)>F_T. s (128)

donde ¢y es la condicion de contorno para el campo en el bulk. Para sacar informacion tutil
de esta prescripcion, vale la pena repasar el comportamiento genérico de los campos en AdS.
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Un campo de prueba en AdS se comportara cerca del borde como
O(T,r) = ¢ (B)r™ + ..+ o (D)rd 4 ... (1.29)

donde Ay se corresponde con los dos posibles comportamientos de las dos soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacion de movimiento correspondiente a ¢, que supondremos
de segundo orden. La prescripcion (1.28) nos dice que ¢, correspondera a la fuente del
operador dual mientras que ¢_ al valor de expectacion.

Este no es mas que un ejemplo esquemaético del procedimiento. Por lo general, serd
necesario anadir contratérminos a la accién, que apareceran como términos de borde que
cancelen las eventuales divergencias (para detalles en este aspecto se recomienda ver [21]).
Por otro lado términos de borde pueden aparecer en casos en los que el principio variacional
no esté bien definido. Esto ocurre con campos de gravedad y campos fermionicos [22, 24].

Ahora bien, jqué pasa si el campo dinamico ¢(Z, r) tiene indices asociados? Los indices se
corresponderan con indices del operador en el borde. Asi, tener escalares en el bulk significa
prender operadores escalares en el borde mientras que tener fermiones en el bulk significa
prender operadores fermiénicos en el borde. Los campos vectoriales en el bulk se corresponden
con corrientes en el borde.

Mas ain, una simetria local en el bulk se traduce en la misma simetria pero global en
el borde. Esto ultimo es sumamente importante a la hora de construir soluciones de grave-
dad que intenten representar fenémenos de materia condensada. Por lo general atacaremos
el andlisis de un sistema & la Landau-Ginzburg, analizando las simetrias del sistema y de-
finiendo transiciones a fases con la simetria rota. En este contexto, mirar transiciones de
fase correspondera a analizar la energia libre de soluciones con el mismo comportamiento
cerca del borde (ultravioleta de la teoria de campos) pero diferente comportamiento lejos
(infrarrojo de la teoria de campos).

Por otro lado, esta misma prescripciéon nos permite calcular funciones de n puntos. De
particular interés seran las funciones de 2 puntos. Los modos quasinormales (QNM) de un
agujero negro en AdS nos dan informacién de las quasiparticulas viviendo en el borde. Asi,
podemos estudiar las masas y relaciones de dispersion de las mismas y obtener observables
de una teoria cuyo lagrangiano desconocemos. En este mismo espiritu, correladores entre
gauge fields en el bulk se pueden relacionar con conductividades en el borde, a través de la
formula de Kubo explicada en la secciéon 1.1.3

Durante esta tesis se veran varios ejemplos donde se aplican todos estos conceptos.

1.2.3. Superfluidos holograficos

En los siguientes capitulos, veremos distintas realizaciones de superfluidos holograficos.
En esta seccion se pretende dar una respuesta esquemaética a la pregunta: ;a qué nos referimos
cuando hablamos de superfluidos hologréaficos?

Un superfluido serd para nosotros un sistema que rompe una simetria global U(1) de
manera espontanea al mover alguno de los pardmetros del sistema. Traduciendo en el lenguaje
de AdS/CFT, los elementos minimos seran:

= Una geometria con un borde AdS.

» Un campo de gauge U(1) en el bulk para tener simetria global U(1) en el borde.
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» Un campo cargado bajo U(1) en el bulk que tenga soluciones normalizables en la geo-
metria para ciertos valores de los pardmetros, que darén origen a valores de expectacion
que romperan la simetria global U(1) en el borde.

No nos preocuparemos por tener lagrangianos consistentes con teorias de supergravedad
(SUGRA), sino que nuestro enfoque sera buscar los modelos mas simples que presenten este
tipo de fenomenologia.

Comentario: Sobre remanentes de la simetria conforme, honestidad
en las notaciones y realizacién numeérica.

A lo largo de esta tesis vamos a trabajar con distintos modelos de superfluidos hologra-
ficos. A lo largo de la misma la notacién ird mutando, asi como cambia de publicacién en
publicacion. Este apartado aparece aca con la intencion de dar guia a través del promiscuo
universo de las notaciones, explicando las verdades fisicas y mateméticas que se esconden
detras.

Lo primero que debemos notar es que en una teoria invariante de escalas a temperatura
finita y en equilibrio no hay otra escala con la cual podemos comparar la temperatura. Por
este motivo, todas las temperaturas diferentes de cero deberfan ser equivalentes. Este hecho
se ve reflejado en la métrica de Schwarchild-AdS (1.22): el escaleo (r,t,z") — ry(r,t,x?)
elimina a r, de la métrica. En una teoria invariante de escala s6lo hay dos temperaturas
distinas: cero y no-cero.

Una estructura que suele emerger en sistemas de materia condensada es la simetria U(1).
Esto se puede realizar en el bulk agregando campos de gauge al lagrangiano de materia.
Cambiando las condiciones de contorno, podemos ahora obtener nuevas soluciones de nuestra
teoria correspondientes a agujeros negros con carga. En la teoria del borde esto corresponde
a agregar potencial quimico y densidad de carga finitos. Desde el punto de vista ladico, ahora
tenemos una perilla que mover y nuestro diagrama de fases va a dejar de ser dos puntos (T' =
0, T # 0) para agregar ahora todas los posibles potenciales quimicos o densidades de carga,
dependiendo de si trabajamos en el ensamble gran canénico o canénico respectivamente.

A lo largo de esta tesis vamos a trabajar a temperatura finita en el ensamble gran canénico
fijando el potencial quimico fisico a uno. Esto equivale a medir todo en unidades del potencial
quimico al cual sometemos la teoria, ya que basicamente la magnitud relevante es ahora el
cociente de la temperatura y el potencial quimico 7'/ .

A la hora de integrar ecuaciones de movimiento sin embargo, lo mas comodo sera dejar
la posicion del horizonte fija. Siendo asi, para obtener soluciones a distintos T’/ moveremos
la carga del agujero negro. Para volver a nuestro sistema fisico a ;4 = 1 reescalaremos todas
las magnitudes que deseemos graficar usando las correspondientes potencias de pu.

Ahora si, procedemos a hablar en detalle de los superfluidos holograficos.
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Capitulo 2

Superfluidos holograficos

2.1. Superfluidos tipo s

En esta seccion explicaremos el modelo primero y méas sencillo de un superfluido ho-
lograficos, introducido en [27]'. La idea del trabajo original era ver si un modelo minimo
podia reproducir aunque sea algunos aspectos de la fenomenologia de superconductores no
convencionales.

. Por qué superconductores no convencionales? BCS parece ser un buen modelo micros-
copico para la gran mayoria de los superconductores. Sin embargo los superconductores de
alta temperatura critica parecen escaparse a esta descripcion. De hecho, todavia no se sabe
cual es el mecanismo que produce el apareamiento en estos materiales, y se duda de que
un liquido de Fermi sea una buena descripcién para su fase normal. En este contexto, qui-
zés AdS/CFT pueda describir liquidos duales lo suficientemente extrafios como para poder
describir superconductores no convencionales.

En muchos de estos materiales, como los cupratos, gran parte de la fisica vive en 2 4 1
dimensiones. Por eso se trabajara con espacios asintoticamente AdS,. Se agregard tempera-
tura a la teoria dual mediante un agujero negro, una simetria global U(1) a través de un
campo de gauge y un campo escalar cargado que esperaremos que condense. Para reproducir
cualitativamente el diagrama de fases de superconductores, esperamos que aparezcan solu-
ciones normalizables para el escalar s6lo a temperaturas por debajo de cierta temperatura
critica T..

2.1.1. El modelo: Operadores cargados que condensan

Empezamos con la métrica del agujero negro de Schwarzschild en AdS
2

ds* = —f(r)dt* + % + 7% (do® + dy°) (2.1)
donde >
-

'La diferencia entre un superconductor y un superfluido proviene de lo siguiente: en ambos se produce
la ruptura espontanea de una simetria pero en el primer caso esta es una simetria local mientras que en el
segundo caso es global. En esta tesis vamos a usar indiferentemente una y otra palabra, aunque técnicamente
siempre nos refiramos a superfluidos, ya que la simetrias en el borde son globales.
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L es el radio de AdS y M determina la temperatura de Hawking del agujero negro:

3M1/3

Este agujero negro es 34 1 dimensional, y va a ser dual a una teoria en 241 dimensiones. En
esta geometria, considérese ahora un campo de Maxwell y un escalar cargado, con densidad
lagrangiana

1
L= —ZF‘leab —V(|9|) = |0V — iAT|?. (2.4)
Por simplicidad, nos concentraremos en el caso
2w

Aunque la masa al cuadrado es negativa, esta eleccion no produce una inestabilidad, ya que
esta por arriba de la cota de Breitenlohner-Freedman. Vale aclarar que vamos a trabajar en
un limite en el que los campos de Maxwell ni el escalar afectan la métrica.

Tomando un ansatz con simetria planar, ¥ = 1(r) y real y A, = ¢(r) obtenemos las
ecuaciones de movimiento

! 2
" f 2 / ¢ 2
L4z R — =0 2.6
() 29
'+ 20 - 26— (27)
" 7 . .
En el horizonte r = rq para que ¢dt esté bien definido tenemos que pedir ¢(rg) = 0 y la
ecuacion (2.5) implica que ¢’ = —21)/3ry. Entonces, tenemos una familia de dos parametros
de soluciones regulares en el horizonte. En el infinito, estas soluciones se comportan segin
PO 3
=— 4+ —4... 2.8
Y= e (2.8)
p
(b:,u—;-i-.... (2.9)

Para 1, los dos decaimientos son normalizables, asi que podemos imponer como condicién
de borde que cualquiera de los dos se anule. Por simplicidad diremos que (") es la fuente y
pediremos entonces que sea el coeficiente que se anule. Luego de imponer esa condiciéon de
borde, nos queda una familia de soluciones que depende s6lo de un parametro.

Las propiedades de la teoria de campos dual se pueden leer del comportamiento asintotico
de la solucién. Por ejemplo, u seré el potencial quimico mientras que p seréd la densidad de
carga. El condensado del operador escalar O en la teoria de campos dual al campo v vendra
dado por

(0y) = V2@ (2.10)

A partir de ahora trabajaremos en unidades en las que el radio de AdS es L = 1. Recuérdese
que T tiene dimensiones de masa, asi que Oy/T? vy p/T? seran cantidades adimensionales.
Siempre trabajaremos en términos de estas, ya que son las que reproducen la fisica relevante,
dejando de lado escaleos.
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Figura 2.1: Condensado adimensionalizado en funcién de la temperatura adimensionalizada.

Una solucion exacta de las ecuaciones de movimiento es v = 0y ¢ = p — p/r. Parece
dificil encontrar otra soluciéon analitica de las ecuaciones de movimiento, pero es inmediato
integrarlas numéricamente. Como se ve en la figura 2.1.1 para que dichas soluciones existan,
se debe estar a una temperatura lo suficientemente baja.

La figura muestra un condensado con un comportamiento similar al de BCS y al de
muchos materiales, donde el condensado va a una constante a temperaturas bajas. Més aun,
un ajuste cerca de la temperatura critica muestra un comportamiento del tipo

(O5) ~ (T = T.)"?. (2.11)

El exponente critico 1/2 se corresponde con el valor universal de campo medio, donde las
correcciones por loops estarian suprimidas por ser una teoria a N (rango del grupo de gauge)
grande. Méas aun, transiciones de fase con rotura de simetrias continuas a temperatura finita
son solo posibles en 2 + 1 dimensiones si consideramos N grande, donde las fluctuaciones
estan suprimidas. Estas transiciones van a convertirse en crossovers a N finito.

En resumen, para cierta T° < T, aparecen soluciones con condensado que rompen la
simetria U(1). Es de esperar que esta rotura de simetria implique superconductividad y es
en efecto lo que sucede. Sin embargo dejaremos este analisis recién para el capitulo 4, donde
se trataran en un modelo mas general. Ahora pasaremos a explicar el rol de las impurezas en
este tipo de superconductores, y como alteran las mismas el comportamiento del condensado
y la densidad de carga.

2.2. Un superconductor holografico sucio

“Yo no se si podré dominar la morbosa tentacion de saber mds y mds de lo
que nunca quise saber.”

Bola de Nieve
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En esta seccion implementaremos los efectos del ruido en superconductores holograficos
mediante la introduccién de un potencial quimico aleatorio en el borde. Consideramos va-
rias realizaciones del ruido y encontramos que la temperatura critica 7, aumenta. También
presentamos evidencia para una forma precisa de renormalizacion en este sistema. Es decir,
cuando el potencial quimico esta caracterizado por un espectro de potencias k~2% encontra-
mos que el espectro para el condensado y la densidad de carga estan precisa y universalmente
gobernados por funciones lineales de a.

2.2.1. Introduccién

El desorden es un paradigma fundamental en fisica de materia condensada ya que provee
un importante paso alejandose de los sistemas limpios y hacia los sistemas mas reales [31].
Debido a las dificultades técnicas intrinsecas involucradas, el estudio de la relacion entre
desorden e interacciones en sistemas cuanticos de muchos cuerpos vio poco progreso desde
el punto de vista teodrico. Sin embargo, recientemente en el contexto de conductores desorde-
nados, Basko, Aleiner and Altshuler dieron un paso formidable en esta direcciéon presentado
evidencias a favor de una fase delocalizada, basada en un anélisis perturbativo en la inter-
accion electron-electron a todo orden [32]|. Trabajos posteriores (ver [33, 34, 36, 35| y sus
referencias) confirmaron y afilaron la idea de la existencia de una transicion de fases que
separa los limites débil y fuertemente interactuantes en sistemas de electrones.

La correspondencia AdS/CFT provee un marco de trabajo natural para describir sistemas
fuertemente acoplados. Es natural entonces estudiar la relaciéon entre desorden e interacciones
en este contexto. De hecho, han habido discusiones en este sentido: [37, 38, 39, 40, 41, 42].
En este capitulo sin embargo, seguimos el método mas directo de acoplar la teoria a un
operador cuya fuente tiene una dependencia espacial explicita. Basicamente traducimos el
tipico protocolo de accion condmatero [31] al contexto de AdS/CFT.

Una aplicacion particularmente importante del desorden es en contexto de supercon-
ductores suscios que tienen una rica historia en el contexto de materia condensada desde
los tiempos del trabajo pionero de Anderson en 1959 [44]. Por muchos anos el teorema de
Anderson, que dice que la superconductividad es insensible a perturbaciones que preservan
reversion temporal (rotura de pares), provey6 la intuicion principal. Criticas al argumento
de Anderson surgieron por ejemplo en [46, 47, 45| donde los efectos de localizacion fuerte
fueron considerados. De manera méas general, la pregunta sobre el rol de las interacciones, en
particular, en particular la interaccion de Coulomb no puede darse por entendida. Teniendo
en cuenta esta situaciéon, vale la pena considerar otro punto de vista, donde el problema
pueda ser atacado en detalle.

La correspondencia AdS/CFT provee un campo de juego perfecto para el estudio de
desorden en un superconductor donde la interacciéon es grande. Esto es precisamente lo que
hacemos en esta seccion, permitiendo que el potencial quimico sea ahora una funcién aleatoria
con cierta dependencia espacial.

Nos concentraremos en dos aspectos. El primero y mas intuitivo, es el efecto del desorden
en la temperatura critica. El segundo aspecto es el estudio de cierta universalidad del espectro
de potencias del condensado y la densidad de carga como funciones del espectro de potencias
de la senal que define el ruido. Es decir, para una dada senal ruidosa aleatoria con espectro
k=2 estudiamos el espectro de potencias del condensado k=22 y de la densidad de carga
20 (@) y reportamos un comportamiento interesante. Interpretamos este resultado como una
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forma particular de renormalizacion.

2.2.2. Superconductor holografico sucio

Para construir un superconductor ruidoso s-wave en 2+1 dimensiones empezamos con
la accion introducida originalmente en [27, 28| y explicada en la seccion anterior. Es decir,
Consideramos la dindmica de un escalar y un campo de Maxwell

S = /d4x\/—g (—iFab F — (D, ) (D) — m2x1ﬂ\1/) : (2.12)

en la métrica fija de Schwarzschild-AdS

ds® = % <—f(z)dt2 + ;i(—j + dz® + dyQ) ,
f(z) = 1-23, (2.13)

donde pusimos el radio de AdS, L = 1, y el horizonte en z;, = 1. Estamos usando ahora como
coordenada de AdS z = 1/r. Consideremos ahora el siguiente Ansatz (consistente) para los
campos de materia:

U(xr,z)=v(x,2), Y(r,z2) R, (2.14)
A= ¢(x,2z)dt. (2.15)

Las ecuaciones de movimiento resultantes quedan

2

1 2
2P+ = 020 — =0 2.16
1 T2 1 m? f
0? — 02 = ——10, — | * — —= =0.
(2.17)
En lo que sigue, vamos a considerar un escalar con m? = —2, que se corresponde con un

operador dual de dimension 2.
Estudiemos ahora el comportamiento asintotico UV de las ecuaciones (2.16), (2.17). Cerca
de z = 0 la solucién viene dada por

Bz, 2) = p() + ple) 2 + O () 2 + o), (2.18)
b, 2) = 0O(@) 2 + 6O (@) 22 + o), (2.19)

donde p(z) y p(x) corresponden al potencial quimico y densidad de carga respectivamente.
Las funciones ¥V (z) y 1 (z) estn identificadas a través de la dualidad con la fuente y el
VEV de un operador de dimension 2. Los términos a orden més altos en esta expansion a z
pequeiio se pueden escribir en términos de u(z), p(x), ¥V(z) y @ (z). En el IR, requerir
regularidad implica que A; es nulo en el horizonte z = 1. Entonces debemos considerar una
expansion de la forma

o(r,2) = (1—2) ¢, (2) + (1 — 2)2 87 (2) + ...,
Yz, 2) = P (2) + (1= 2) o (@) + (1= 22 2 (@) + ...,
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donde los puntos suspensivos representan los términos de orden superior.

Redefiniendo el escalar )
—z

z

x(x,2) = U(x,z2), (2.20)

llegamos a las condiciones de contorno

x(z,0) = 0, ¢(z,0) = p(z), UV 2 =0,
x(xz,1) = 0, ¢(z,1)=0, IR z—1. (2.21)

Esta eleccion de condiciones de contorno se corresponde con la rotura espontanea de la
simetrfa U(1) con parametro de orden (O) oc 1®(x). De ahora en adelante, por lo que
resta de este capitulo vamos a usar los (...) asociados a O exclusivamente para hablar de
promedios con respecto a x.

2.2.3. Introduciendo el desorden

Estamos interesados en resolver el sistema definido poe las ecuaciones (2.16) y (2.17) en
presencia de desorden. Vamos a tomar la siguiente forma para el potencial quimico

k‘*
u(x) = po+e Z Sk cos(kx + i) =

k=ko

ks
1
= +€ — cos(kx + ), 2.22
e 3 g st 22)

donde ¢, es una fase aleatoria para cada k y S} es el espectro de potencias. Salvo que se diga
lo contrario, vamos a considerar o = 1. Esto significa que nuestro ruido serd continuo pero
sin derivadas. Discretizamos el espacio y consideramos condiciones de borde periédicas en la
direccion x, lo que conduce a considerar k con valores

kn:%T” con 1§n§§—1, (2.23)
donde L es el largo en la direccion x de nuestro espacio cilindrico, y a es el espaciado de
la red en x. Notese que hay una escala IR ky y una UV k.. En el limite de un ntimero
grande de modos, la ecuacion (2.22) tiende a una funcion aleatoria distribuida de manera
gaussiana; notese también que el exponente asociado a 1/k determina las propiedades de
diferenciabilidad de pu(x).

Los resultados en esta seccion fueron presentados en [25].

Resolvemos el sistema definido por las ecuaciones (2.16) y (2.17) con las condiciones
de contorno (2.21) usando una discretizacion de Rune de segundo orden. La mayoria de
las simulaciones fueron hechas de manera independiente en Mathematica y en Python. Las
tltimas fueron corridas en el University of Michigan Flux cluster. Un resultado tipico contiene
una red de 100 x 100 puntos pero hemos llegado hasta 200 x 200 para controlar cuestiones de
convergencia y optimizacion. Usamos un algoritmo de relajacion para obtener las soluciones
y una medida L, para la convergencia (definida como la integracion de la distancia entre la
solucion a dos pasos del proceso de relajacion distintos), que en la mayoria de los casos llego
a 1071%. Como fuente del desorden utilizamos p(z) dado por (2.22).
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Las escalas involucradas en el problema son: el radio de AdS R, la temperatura del
agujero negro z, el potencial quimico promedio pg y el tamano del sistema kg. Para una
realizacion del ruido caracterizada por la ecuacion (2.22) caracterizamos la intensidad del
desorden mediante la infroduccion del pardmetro w como € = %p:ﬂ(w/l{]), donde w = 0
corresponde al caso homogéneo v w = 10 al maximo €,,4, = %,u,o. Elegimos este maximo
pidiendo que p(z) sea positivo ya que no tenemos una interpretacion clara para un ruido
que haga las dispersiones mas grandes que las medias. Con esta eleccion de parametros
nos quedamos basicamente con dos escalas que definiran el espacio de fases, la temperatura
adimensionalizada T'/pg y la intensidad del ruido w.

2.2.4. Resultados

Una manera intuitiva de resumir nuestros resultados viene dada por la figura (2.2) don-
de registramos el valor adimensionalizado del condensado {(O)/u? como funcién del ruido
adimensional w. Aca (...) significa promediar en z. Una cuestion clave de esta Figura es
el hecho de que la presencia de ruido produce la existencia de condensado para valores
del potencial quimico para los cuales no habria condensado a w = 0. La figura (2.2) fue
hecha considerando una realizacion del ruido. Esperamos que los resultados sean estables
al considerar varias realizaciones, va que hemos corroborado que las barras de error son
lo suficientemente pequenas. Este incremento de la superconductividad es uno de nuestros
principales resultados.

— p, =325
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Figura 2.2: Promedio del condensado como funcion de la amplitud del desorden usando
ko = 1. El valor del condensado crece al crecer la amplitud del desorden, w.

En un grafico separado estudiamos oca mas detalle el incremento de T, a medida que
incrementamos le ruido w. Es decir, elegimos un valor (25 % del méximo) para el cual con-
sideramos que el condensado es claramente diferente de cero y encontramos el valor méas
pequeno del potencial quimico promediado para el cual w lleva a un condensado no nulo.
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Los resaltados aparecen en la figura 2.3 que representa nuestra version del diagrama de fases
presentado por ejemplo en |49] para verdaderos superconductores s-wave. Compararemos
brevemente nuestros resultados con la literatura en las conclusiones.

Notamos que el parametro ko afecta los resultados numéricamente. Recuérdese que la
escala kg estd relacionada con la compactificacion de la coordenada z. Lo que importa al
final es la relacion con respecto a L el rango de la coordenada z que esta fijo a uno. Las
simulaciones usadas para generar las figuras 2.2 y 2.3 usaron kg = 1. Por ejemplo, tomar
kg = 2, lleva a un incremento més modesto del valor del condensado.

Phase Diagram for Disordered Holographic Superconductor
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Figura 2.3: Diagrama de fases, dependencia de la temperatura critica con la amplitud del
desorden.

Un resultado bastante genérico es que con potenciales quimicos muy discontinuos en el
borde, encontramos dependencias en x bastante suaves para el condensado. Un gréfico tipico
de p(z) v su O(z) correspondiente estan representados en la figura (2.4). Por otro lado, lo
contrario ocurre para la densidad de carga. Un potencial quimico ruidoso se traducirda en
una densidad de carga atin mas ruidosa. Una forma tipica de p(z) y su correspondiente p(x)
aparecen en la figura 2.5.

Este tipo de suavizacion/enruidizaciéon nos habla de algin tipo de renormalizacion. Pa-
ra caracterizar esta renormalizacién de manera cuantitativa consideramos un ruido del tipo
(2.22) pero tomando ahora diferentes valores para a. La eleccion de este pardametro a deter-
mina el grado de diferenciabilidad del perfil inicial. Para hacer esto mas claro, consideremos
el espectro de potencias de pu(x) que es esencialmente proporcional a k72%; también consi-
deremos el espectro del condensado O(z) que aproximaremos como k~22(®); similarmente,
aproximamos el espectro de potencias de la densidad de carga p(z) como k~2'(®). Abajo
presentamos el géafico para A y I' versus a para un amplio rango de valores. Las barras de
error fueron calculadas considerando varias realizaciones del mismo ruido.

Colectamos evidencia de que este comportamiento es independiente de la masa del campo
escalar, o, en lenguaje de teoria de campos, es independiente de la dimension conforme del
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Figura 2.4: Perfil del potencial quimico p(z) = 6,0 +0,1 Y 5= cos(2mnz + d,) (panel iz-
n=1

quierdo) y el correspondiente perfil del condensado (panel derecho).
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Figura 2.5: Perfil inicial para le potencial quimico p(z) = 6,0+ 0,1 > ﬁ cos(2mnz + 6y)
n=1

(panel izquierdo) y el correspondiente perfil para la densidad de carga (panel derecho).
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Figura 2.6: Renormalizacion del desorden: Condensado A = 3,8 + 1,0« (panel izquierdo) y
densidad de carga T' = —1,75 + 1,0 (panel derecho). Esta figura fue hecha considerando
ko = 2m, po = 6 y € = 1. Podemos ver que mientras mas plano es el espectro, mayor es el
error. Esto puede ser asociado al hecho de que momentos mas grandes son mas sensibles a
la discretizacion del sistema.
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pardmetro de orden. Por ejemplo, confirmamos un comportamiento similar para m? = 0.
Esta universalidad del RG es una de las principales observaciones de nuestro trabajo y
su origen parece estar en la naturaleza fuertemente acoplada del problema. La intuicion a
acoplamiento débil nos dice que A deberia ser bien aproximada por la dimensién conforme
del parametro de orden, pero acd corroboramos que no es el caso.

También es importante senalar que este comportamiento no depende de ninguno de los
parametros libres de la teoria, i.e. ko, 1o 0 €. Esto significa que podemos rehacer (2.6) para
la densidad de carga en la fase normal. Este caso particular es interesante, ya que la teorfa
se vuelve lineal y podemos separar variables. Siendo ese el caso, podemos recomputar el
espectro de potencias usando ahora un simple comando NDSolve de Mathematica. En este
caso tenemos I' = —1,75+ 1,0 «, que esta de acuerdo con el resultado presentado en la figura
(2.6) donde las ecuaciones fueron integradas a través de un método de relajacion.

2.2.5. Conclusiones

En esta seccion reportamos dos interesantes descubrimientos: (i) La temperatura critica
de superconductores holograficos incrementa a medida que se incrementa el nivel de ruido
(ii) Es espectro de potencias del condensado y de la densidad de cargas esta gobernado por
relaciones bastante universales que dependen del espectro de potencias de la senal original.

Comparemos cuidadosamente nuestros resultados con la situaciéon en materia condensa-
da. En la literatura de materia condensada algunos resultados apuntan a una caida de la
temperatura critica T, a medida que el desorden se hace mas fuerte [46], [49]. Otros resultados
en cambio a apuntan a un incremento de 7, [53]. El rol preciso de las interacciones en estos
estudios es dificil de determinar. Nuestros resultados claramente apuntan a un incremento
de T, pero debemos advertir al lector que el rol de las interacciones en nuestro caso es central
y una comparacion directa con otros estudios tedricos en materia condensada requeriria una
considerable cantidad de trabajo, como el caso de [32] para conductores sucios, esto es, un
trabajo que permita sumar las interacciones electrén electréon a todo orden.

Vale la pena senalar que otras discusiones holdgrafas, que podrian se consideradas pre-
cursoras técnicas de nuestro trabajo en el sentido de que resuelven versiones simplificadas
de nuestro sistema, parecen apuntar a un incremento de 7. Por ejemplo, [54] consider6 una
fuente dependiente del tiempo que lleva en cierto rango de frecuencias a un incremento de
T., ver sin embargo [55] (también [56]). Potenciales quimicos espacialmente modulados con-
siderados, por ejemplo, en [51], [57] (ver también [58|) senalan en cambio una reduccion de
T..

La universalidad del resultado k=% — (k‘A(a), k~T(@) para el pardmetro de orden y la
densidad de carga parecen ser algo propio de las ecuaciones de gravedad. También dijimos que
este resultado es independiente de la masa del escalar considerado. Una conclusion inmediata
e intrigante es que el operador responsable del RG no es aquel al cual el condensado se acopla.
Esta “universalidad” es interesante en el marco de AdS/CFT y merece mayor investigacion.

El incremento de T, con el tamano del ruido en superconductores holograficos merece
también mayor atencion. Podria ser acaso una prediccion de superconductividad holografi-
ca. Seria particularmente interesante considerar otros tipos de superconductores (como por
ejemplo, p-wave [29]), y llevar un anélisis similar en ese caso. Dejamos esto para futuras
investigaciones.

En esta seccion nos concentramos en el comportamiento del condensado y la densidad
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de carga promediados en x. Parece haber una rica estructura en la dependencia en z de
dichas cantidades (ver figuras (2.4) y (2.5)). En particular, el condensado parece mostrar
potenciales islas de superconductividad. Seria interesante estudiar la aparicion de dichas islas
y también el efecto de diferentes ruidos en la conductividad (ver [59]). Esperamos atender
dichas cuestiones en futuras publicaciones.
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Capitulo 3

Superconductores tipo p

“The guide is definitive. Reality is frequently inaccurate.”

Douglas Adams

En este capitulo se analizara la deformacién de la geometria del espacio-tiempo dual a un
superconductor tipo p en 241 dimensiones [29] (véase [66, 67| para un tratamiento similar
en 3+1 dimensiones). En el camino se reproducira la deformacion del dual gravitatorio al
superconductor tipo p + ip estudiado en [26]. También se usara la prescripcion dada en [62,
65, 68| para calcular la entropia de entrelazamiento desde el punto de vista holografico para
ambos duales gravitatorios. Célculos similares de la entropia de entrelazamiento en pueden
encontrarse en [69, 70, 71, 72|. Este capitulo fue presentado en la tesis [61| y originalmente
en [60].

La superconductividad tipo p es una fase de la materia que se produce cuando los elec-
trones con momento angular relativo j = 1 condensan formando pares de Cooper. En otras
palabras, existe un vector cargado ante una simetria U(1) que condensa. Este tipo de super-
conductores se originan a partir de electrones fuertemente correlacionados y por lo tanto la
utilizacion de la teoria de Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) no es la manera correcta de
describir su dindmica microscopica. Este fenémeno es un desafio para la fisica tedrica que,
debido a la propiedad fundamental de la conjetura de describir teorias de campos fuertemen-
te acopladas, puede ser estudiado a partir de su dual gravitatorio. Se introduciran ahora los
ingredientes minimos necesarios para reproducir la dindmica del superconductor. Este tipo
de enfoque nos permite reproducir las propiedades del sistema de materia condensada sin
explicar su origen microscopico.

En los trabajos [73, 74, 75, 76, 77, 78| fueron estudiados superconductores tipo p a partir
de una teoria de cuerdas dual. Los minimos ingredientes necesarios en la teoria gravitatoria
para tener temperatura finita, potencial quimico y ruptura esponténea de simetria (SSB)
son: una geometria de agujero negro y un campo de gauge no Abeliano [79]. Las soluciones a
ser consideradas son geometrias asintdticamente AdS con un campo de gauge SU(2). La SSB
se realiza mediante una condicion asintotica no trivial (pelo) sobre este campo de gauge. El
potencial quimico y la SSB provienen de prender dos direcciones independientes dentro del
grupo de gauge no Abeliano. La ruptura espontanea de simetria ocurre en el lado gravitatorio
a través de la formacion de un condensado fuera del horizonte.

La entropia de entrelazamiento (EE) entre un subsistema A y su complemento B esta

29



definida por la entropia de von Neumann

SA = —TTA(pA lnpA). (31)

Aqui py = Tri(p) es la matriz densidad obtenida de tomar la traza sobre los grados de
libertad del subsistema B en la matrix densidad del sistema completo p. Inogenuamente S 4
mide la cantidad de informacion que esta oculta dentro de B cuando subdividimos el sistema.
Desde el punto de vista de la teoria de gravedad la EE fue conjeturada [62] proporcional
al valor del area minima para una superficie, 74, en el bul cuyo borde en el borde de AdS
coincide con el borde de la region A (véase [68])

_ 2mArea(ya)

Sa : (3.2)

K2

Acé k es la constante gravitatoria. Notese que la entropia térmica estandar se obtiene como
un caso particular de la EE cuando la region A es el sistema entero. En [80] los autores
demostraron cémo esta técnica holografica para calcular la EE arroja el resultado correcto
al estudiarse el caso particular de una superficie esférica y a temperatura cero en teorias de
campos conformes. Al final de este capitulo se calculara la EE para una geometria con forma
de banda en los duales gravitatorios correspondientes a los superconductores tipo p y p+ p.

3.1. Superconductores tipo py p+1p

Como ya ha sido mencionado, el dual gravitatorio a un superconductor tipo p se modela
con una teoria de Einstein-Yang-Mills (EYM). En [29, 81| fue estudiada dicha teoria de
gravedad en 3+1 dimensiones y en su limite de prueba, es decir, despreciando la deformacién
en la geometria debida al campo de gauge. Ademas, estos autores mostraron que la teoria
dual al superconductor tipo p+ip estudiada en [26] es inestable ante pequenas fluctuaciones
siendo la configuracion estable aquella para el superconductor tipo p. En esta seccidon se
tendran en cuenta las deformaciones de la geometria 3+1 dimensional dual al superconductor
p producidas por el campo de gauge no Abeliano y se compararan los resultados con los
obtenidos para el caso del p + ip.

Se trabajara con un grupo de gauge SU(2). En el caso del p+ip, se propondra un campo
de gauge tal que rompa el subgrupo U(1) del SU(2) y la simetria rotacional SO(3) del
espacio pero que deje invariante un subgrupo diagonal de ellos. Por otro lado, en el dual
al superconductor tipo p, el campo de gauge rompera ambas simetrias U(1) por completo.
La solucion gravitatoria que describe la dindmica de acoplamiento fuerte en ambos tipos
de superconductores se describe de la siguiente manera: se forma una capa superconductora
cargada fuera del horizonte producida por la competencia entre la repulsion eléctrica (con el
agujero negro cargado) y el potencial gravitatorio de la geometria asintoticamente AdS. A
temperaturas suficientemente altas no se produce pelo fuera del agujero negro y la solucion
es AdS-Reissner-Nordstrom (AdSRN). Por debajo de una temperatura critica T, se genera
un campo de gauge no trivial con potencial quimico no nulo sobre el borde de la geometria
y aparece un condensado sin necesidad de tener una fuente para el mismo, lo cual origina
un rompimiento esponténeo de la simetria de gauge SU(2).
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3.1.1. Superconductor tipo p en 2+1 dimensiones
Solucién

Comencemos a partir de una teoria de Yang-Mills en 3 + 1 dimensiones y con grupo de
gauge SU(2) en un espacio AdS (ver [82]), su densidad Lagrangiana es

1
n@ﬁ:;R—QA—ZTMF@FW) (3.3)

en donde A = —%, K(4) es la constante gravitacional en cuatro dimensiones y el F),, para el

campo de gauge es
Fi, = 0,A% — 0,A% + gy, ¢ AL AS (3.4)

con g,,, = g;—i‘)f denotando al pardmetro que mide la deformacién de la geometria y g,,, el

acoplamiento de Yang-Mills usual. Se usaran letras latinas como indice sobre el grupo SU(2)

y letras griegas para denotar coordenadas del espacio-tiempo. Escaleando el campo de gauge

como A = i\ - se puede ver que el limite de g,.,, grande corresponde al limite de prueba del
1

campo de gauge. Aproximadamente uno puede pensar que 52 cuenta el nimero de grados
Y M

de libertad cargados ante el SU(2) de la teoria dual. Ademas, H% cuenta el niimero total de
@

grados de libertad. Considerar la deformacion producida por el campo de gauge significa que
el niimero de grados de libertad de los estados cargados es del mismo orden que el niimero
de grados de libertad del sistema.

Las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de minimizar la accién son

1 3 1 Juv
G = Ry — §g/wR = ﬁglw + §TT[FMFJ] - %TT[FWFW] (3.5)
D,F*" = 0 (3.6)

y con el objetivo de resolverlas se propondra la siguiente solucion [66, 83|

1
ds* = —M(r)o(r)*dt* + I >d7’2 + 72h(r)2dz? + r?h(r) " 2dy?, (3.7)
r
para la geometria de fondo, y
A= ¢(r)ridt + w(r)r'de, (3.8)

o

para el campo de gauge. Aqui se ha usado la notaciéon matricial A = Af7%dx" con 7% = Z-
y 0 las matrices de Pauli usuales, los generadores de SU(2) satisfacen [72, 7] = e®7¢. Un
solucion que satisfaga que w # 0 en el campo de gauge (??7) romperé la simetria U(1) asociada
con rotaciones alrededor de 72 (usualmente denominada U(1)3). Ademas si h # 0 se rompera
la simetria U(1),, asociada a rotaciones en el plano zy. A temperaturas suficientemente altas
se espera que no haya pelo fuera del agujero negro y la soluciéon con condensado nulo es
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AdSRN con

w(r) 0,

h(r) = 1

or) = 1,

o) = w(1-2),
M(r) = 7"+ @ ~ <%2 + ri) - (3.9)

Reemplazando la solucién propuesta en las ecuaciones de movimiento para la accién de
EYM se obtienen 5 ecuaciones, tres de ellas son ecuaciones diferenciales de segundo orden y
las dos restantes son ligaduras de primer orden

!/ /1 /2
M= E‘@(W”qj MG T
/ g 12 W,Q giA4¢2w2
7 h? (T * 87’) * 8rM?2h3c’
1 g2 ¢2w2 2 h/ M/ 0_/
h// — 2 Y M _h/ - 7 o D
8r2h( R VEPe S T
Ww'o= —%w’(%ﬁ—%—i);
g o
2 2 /
1" gyMgbw / 2 g
¢ r2h?M ¢ (r o (3.10)

Este sistema de ecuaciones goza de 4 simetrias de escala que seran ttiles cuando intentemos
resolverlas numéricamente, ellas son

1l.o—=> )Xo, ¢— Ao

2. w— Aw, h—=M\h

3. M =AM, oo, gy = A9, R—AR
4. M — XM, r—=dr, ¢— A, w— I

Usando estas simetrias de escala podemos elegir R=r,=1 y fijar el valor en el borde de
las funciones de la métrica o(o0) = h(oco) = 1. La geometria y el campo de gauge deben ser
regulares en el horizonte, esto motiva la siguiente expansion en el IR (r pequeno)

= M(r—rp)+ My(r —m)* + ...

ho + ho(r —1)* + ...

= oo+ o(r—rp) Foalr —rp)? ...

= wot+wa(r —7rp)tFws(r —rp)* + ...

= Oi(r—rp) +da(r —r)’ + ... (3.11)

& € 9 = £
I
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Por otro lado, en el UV (r grande) el desarrollo deseado es

M = T2+£+M+
r 8r2
}ab (u;b)g
h = 142 -1
+’r3 327‘4+
(w))?
= 1-
d 300t T
Wb 2 2,0
2,2 b
JO gYM#wl 5 &
= —4 === 4 ... 3.12
¢ = pto+o T+ (3.12)

Para dar cuenta de la SSB, se buscan soluciones en donde la componente no normalizable se
anule wg = 0. El diccionario estandar de AdS/CFT nos permite interpretar al valor de borde
v al sub-leading (segundo termino més relevante en la expansion) de ¢ como el potencial
quimico g y la densidad de carga p de la teoria de campos dual [84]. Ademaés, el coeficiente
sub-leading M? en la expansion en el borde de g coincide con la accién Euclidea regularizada
evaluada en la solucion de las ecuaciones de movimiento. El coeficiente normalizable en w es
dual al valor de expectacién de vacio de la corriente (J}) oc w? y hace las veces de pardmetro
de orden para el sistema.

Las soluciones de las ecuaciones (3.10) dependen de cuatro coeficientes IR ¢y, wp, ho, 09 ¥
del parametro de deformacioén g,,,,. Todos los otros coeficientes en (3.11) pueden ser escritos
en términos de estos. Se procedera a integrar las ecuaciones de movimiento numéricamente
desde el horizonte hacia el borde usando un método de shooting con el objetivo de tener el
comportamiento asintotico deseado. Se exploro el rango g,.,, € [0,85,24] y se observo que el
comportamiento de las funciones no cambia cualitativamente al variar g, . En las figuras
3.1 y 3.2 se muestran las soluciones de (3.10) con condiciones de borde (3.12). Se ha usado
el potencial quimico p para adimensionalizar. Esto significa que se esta trabajando en el
conjunto gran canonico.
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Figura 3.2: Las funciones adimensionales de
la métrica M(r) y las funciones del campo
de gauge w(r) v ¢(r) para g,,, = 2,T =
0,2312p.

Figura 3.1: Las funciones adimensionales de
la métrica o(r) y h(r) para g,,, =2y T =
0,2312p.
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Termodinamica

En esta seccion se calcularan las cantidades termodindmicas asociadas con las soluciones.
A partir del estudio de la funciéon potencial en el conjunto ! gran canénico se observari una
transicion de fase de segundo orden entre una fase superconductora y una normal.

La temperatura de la teoria de campos dual estd dada por la temperatura de Hawking
del agujero negro

M]O'o 1
T=——=— (2405 — ¢3) rn (3.13)
2m 16m
en donde la segunda igualdad proviene de la consistencia de la expansion en serie (3.11) que
relaciona el coeficiente M, con og v ¢;1. El area del horizonte, Ap, conduce a la entropia

2 omVT? 122
S="TA,="2 i (3.14)
&) Koy (2405 — 1)

en donde V = f dz dy. En la figura 3.3 se muestra el pardametro de orden w? (es decir, el valor
de expectacion de la corriente (J1)) como funcion de la temperatura. Notese que a T = T,
el condensado se anula mostrando la desaparicion de el estado superconductor para T > T,.
A partir de los resultados numéricos se encuentra que cerca de la temperatura critica T, la
corriente satisface (J¥) oc (1 — %)1/2 v por lo tanto el valor del exponente critico es 1/2.
La figura 3.4 muestra el comportamiento de la entropia de Bekenstein-Hawking (3.14) como
funcion de la temperatura para nuestra solucion vy la del agujero negro AdSRN.

0.10 0.15 0.20 o

Figura 3.3: La figura muestra el comportamiento del coeficiente normalizable de la funcion w,
el cual es proporcional al condensado (J}). Las lineas negra, verde y azul refieren a soluciones
con g,,, = 1,1,5,2y T, = 0,0749, 0,1565, 0,2312 respectivamente. Notese que el condensado
se anula para T > T,.

La correspondencia AdS/CFT identifica la accion Euclidea on-shell de la teoria de gra-
vedad Sg multiplicada por la temperatura T' como la funcion potencial € del sistema en el
conjunto gran canonico. Para calcularla, se hard una continuacion a signatura Euclidea v se

Para pasar del conjunto canénico (u fijo) con energia libre €2, al conjunto gran canénico ( pfijo) con energia
libre F', se debe agregar un termino de borde a la accion Euclidea. Esto cambia el problema variacional e
implica la relacién de Gibbs F = Q + pup.
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Figura 3.4: Entropia como funcion de la Figura 3.5: Funcion potencial €2 calculada a

temperatura. La linea azul es para la fa-
se superconductora con g,, = 2y la li-
nea roja refiere a la fase normal (geometria
AdSRN). Hay una transicion de fase de se-

partir de (3.22) como funcion de la tempe-
ratura T' para g,,, = 2. La linea roja es el
potencial para la solucion de RN y la azul
para la fase superconductora.

gundo orden para T'=T, = 0,2312.

compactificara el tiempo con periodo % para evitar singularidades. La accion on-shell tiene un
factor % proveniente de la integracion en la coordenada temporal, escribiendo Son—shenr = Sk

se tiene

Spute = —fdxdydn/_—gz: (3.15)

en donde la densidad Lagrangiana esté escrita en (3.3). La componente yy del tensor energia-
momento es proporcional a la métrica y por lo tanto las ecuaciones de Einstein (3.5) implican
que

2
T 5 3
ny = ﬁ (f‘f%,_l)ﬁ — R) (d].f))
Luego, tenemos
T T 1 R Erd
Gﬂ:—R:GT—l—G:—i—Gm—I—é(K?@E—R) (d]_l)
a partir de lo que se obtiene
2 [r*Mo (B
c=——22(2 (3.18)
r’oKly, h T

en donde ’ denota derivada con respecto a la coordenada holografica r. Luego, la contribucion
a la accion on-shell (3.15) proveniente del volumen del espacio-tiempo se puede escribir como
!
~ 2V [r*Mo (h
Shulk: = —fda: dydry/—gL = ——— — 5 (3.19)

KZ(4) r=Fac

en donde 7« es el borde del espacio. Como es usual, para tener un problema variacional
bien definido cuando se imponen condiciones de borde Dirichlet en la métrica necesitamos
agregar a la accion el término de Gibbons-Hawking

~ 1 % M’ o2
Sen = —— [ dedyy/—goo Vur# = ———r0 | - + M (= + 2 o (3.20)
Ky Kia) 2 o )]
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siendo n*dx,, = v Mdr el vector unitario normal al borde y g el determinante de la métrica
inducida sobre el borde. Precisamente en r = r, (3.20) diverge y por lo tanto debe ser
regularizada mediante la suma de contra-términos de borde

~ 1
Sy = T/dx dy/— oo = ; [T2\/MO} (3.21)

(4) e
Finalmente, el potencial termodinamico dual €2 resulta

Q = lim Sonfshell
Too—>00

= lim (gbulk + gGH + Sct) (3.22)

T o0 —>00

Luego de regularizar la accion el potencial 2 coincide con el valor sub-leading de la
componente g de la métrica de fondo, es decir, Q = M} [28]. Se ha verificado la solucion
numérica calculando €2 de ambas maneras y se encontré una concordancia excelente. En la
figura 3.5 se muestra el potencial (3.22) como funcion de la temperatura. Como se mencion6
anteriormente se produce una transicion de fase de segundo orden en T' = T,: el gran potencial
y la entropia son continuas pero S no es diferenciable. Por debajo de T, el sistema se encuentra
en la fase superconductora, al incrementar la temperatura por sobre 7. la geometria de
AdSRN domina la energia libre, lo que modela la transiciéon de la fase superconductora a la
normal.

3.1.2. Superconductores tipo p + ip

En esta seccion se recopilaran los resultados de [26] y se compararan con los resultados
obtenidos en la seccidon anterior. Se encontré que a T' = T, el sistema tiene una transicion
de fase de segundo orden y que en todo el rango de temperatura el gran potencial del
superconductor tipo p es menor que el del p+ip. Esto implica que la fase estable del sistema
es la tipo p, lo cual concuerda con el analisis de estabilidad desarrollado en [29].

Solucion

La geometria y el campo de gauge para modelar la solucién son

ds®* = —M(r)dt® + r*h(r)*(dz’® + dy*) +

G (3.23)

A = o(r)ridt +w(r)(r'de + T3dy). (3.24)

Aqui hay un diferencia importante con el superconductor tipo p de la seccion previa. Ahora el
campo de gauge rompe el grupo U(1); xU(1),, dejando invariante una combinacion diagonal.
En la seccion anterior el campo de gauge rompia por completo el grupo U(1)s3 x U(1),,. Esto
nos permite proponer una métrica totalmente simétrica en el plano xy.

Las 5 ecuaciones de movimiento obtenidas se dividen en 4 ecuaciones diferenciales de
segundo orden y una ligadura de primer orden proveniente de la componente rr de la ecua-
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ciones de Einstein

R = _ﬁ i_AS _|_M/_|_¢/2_|_ w” _El §+E+M _gf’MWQ ¢_2_|_w_2
2 (r2 R2M rM o 8M - 4r2h2 2 |r h M 8r2hM | M — 2r2h2
3 M[ M 1 w? % R 2] 3 g wr [¢p?  3w?
M// — - el - 7 M/____ =2 JymMm=” |
Rf%r{fw+r+®W} h{ h ]+§ﬁ+4ﬂW{Mﬁ@ﬂm}
, 9}2/Mw w2 ¢2 MW
YT M e M| M
292 ¢w2 1 h/
"o _ YM —924 | = ~
¢ r2h2 M ¢ |j“ + h}
3 M w'? M’ I 2 N 1
0 = —+—|1- — — M Z4+ =+ M|+ =¢"
TR { 4h2*‘A47}'+ h { <r‘*f1) } 59

Las ecuaciones tienen tres simetrias de escala que nos ayudaran a resolver el sistema numé-
ricamente. Estas son

1. w— I, h — Ah,
Z'M_>)\72M’ ¢_>§’ ﬁ_>/\fi7 gYM_>gYTM7
3. M—=NM, hoi o2, =,
y permiten escoger R = 1, = 1 y fijar el valor de h(r) en el borde a h(oco) = 1. El compor-
tamiento en el IR de estas ecuaciones es el mismo que para un agujero negro cargado
M = My(r—ry)+M(r—mry)*+...
h = ho—Fhl(T—T’h)+h2(7“—7“h)2+...
w = wytwi(r—ry) Fwa(r—rp)t ...
¢ = ¢u(r—ra) + o(r —ra)?+ ... (3.25)
en donde, como antes, se impuso que el potencial de Maxwell ¢ se anule en el horizonte

con el objeto de obtener un campo de gauge bien definido cuando se realice la continuaciéon
Euclidea. En el UV se pedira

Mb —8hbMPD 21+ 2(wh)/3
M = 24200 4+ ()% + 20 4 1 M7+ p? 4 2(w))/ n

8r2
PO A
r 4874
b b, b
I S L it
r 72
hb
¢ = p+l- L1y (3.26)
T T

Notese que para que ocurra una ruptura espontanea de simetria no se permite un término no
normalizable en w. Como antes, las simetrias de escala (3) permiten fijar A} = 1. En la figura
3.6 se muestra el comportamiento de las solucion y en la figura 3.7 se grafica el parametro
de orden (J!) >oc w? como una funcién de la temperatura. Para T' = T, ambos condensados
se anulan y ocurre una transicion de fase de segundo orden. Notese que los valores del

condensado para el caso del p + ip son menores que aquellos para el superconductor tipo p.
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de la teoria de campos dual como funcion de
la temperatura para el superconductor tipo p
(linea azul) y tipo p+ip (linea naranja) para
Gy = 2. Se anula para T' > T, = 0,2312, lo
cual sugiere la existencia de una transicion
de fase entre el estado superconductor v el
normal.

Figura 3.6: Comportamiento de las funcio-
nes adimensionales M (r), h(r),w(r) v ¢(r),
para g,,, = 2,T = 0,2312u.

Termodinamica

La temperatura asociada a la solucion de fondo es proporcional a la derivada de la
componente gy de la métrica evaluada en el horizonte. En este caso se tiene

_ M

21

T (3.27)

La formula de Bekenstein-Hawking, que relaciona la entropia con el area del horizonte del
agujero negro, en este caso es

2 2
S = KTﬂAh - %rﬁhﬁ. (3.28)
@ @

En la figura 3.8 se muestra la entropia en el caso del superconductor tipo p + ip (linea
naranja), del tipo p (linea azul) y del agujero negro de RN (linea roja).

El grand potencial € esta dado por el coeficiente del término sub-leading de la funcion
gyt de la métrica,

_ vy

2
ey

Q (3.29)

Este potencial se dibuja en la figura 3.9, en donde claramente se muestra que para cualquier
ralor de la temperatura la solucion tipo p (azul) es preferida por sobre la p + ip (naranja)
debido a su menor energia libre. Para T > T¢ el sistema se encuentra en su fase normal (en
rojo) v el condensado se anula (ver figura 3.7).
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Figura 3.9: Potencial gran canénico como
funcion de la temperatura. Solucion de RN
(rojo), p+ip (naranja) y p (azul). Para todo
rango de temperaturas por debajo de T, la so-
luciéon de superconductor tipo p es preferida
por sobre la p+ip (g,,, =2y T. = 0,2312).

Figura 3.8: Entropia de Bekenstein-Hawking
para el agujero negro de RN (rojo) y las so-
luciones de superconductor tipo p (azul) y
p+ip (naranja) con g,,, =2y 1. = 0,2312.
Hay una transicion de fase de segundo orden
para ambos superconductores en T = T¢.

3.2. Entropia de entrelazamiento

Una prescripcion holografica para calcular la entropia de entrelazamiento (EE) en el
espacio AdSgy; dual a una CFTy fue propuesta en [62] en términos de superficies minimas.
La prescripcion involucra subdividir el sistema en dos regiones, A y su complemento B, y
encontrar las superficie estatica minima d — 1 dimensional (a tiempo constante) 4 tal que
su borde coincide con el borde del subsistema A (ver figura 3.10).

B J

Figura 3.10: Diagrama de la region en forma de banda A usada para calcular la entropia de
entrelazamiento.

La entropia de entrelazamiento entre las dos regiones es el area clasica de 4,

2 N
Sy = —”/ d@Vgy/glh), (3.30)
YA

2
Ka+)

d—1 P . . . .
en donde ggnd ) es la métrica inducida sobre la superficie y K,(QCH]) es la constante gravitatoria
en d+ 1 dimensiones.
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En [87] v [88] la EE fue calculada para fondos gravitatorios duales a teorias de gauge
confinantes y a geometrias de agujero negro respectivamente. En esta seccion se realizard
un calculo similar para un fondo de gravedad general y se aplicard la prescripciéon a las
soluciones de superconductores tipo p y p + ip encontrados en la seccion 3.1. Notese que la
prescripcion es muy similar a la realizada en [85, 86| para calcular valores de expectacion de
lazos de Wilson.

Escribamos la métrica de fondo d 4+ 1 dimensional como

ds? | = —gu(r)dt* + gy, (r)dz? + g,.(r)dr?, i=1...d—1, (3.31)

en donde r es la coordenada hologréfica. La regién de interés serd una banda recta en la
direccion x; con ancho L en la direccion ;. La forma de embeber la superficie estaticamente
es 11 = 21(C), z; = (7 =1(¢), con j = 2,...,d — 1. Atn se tiene invarianza ante difeo-
morfismos en Sy, dependiendo del contexto esta puede ser fijada como z; = ¢ (embedding
global) o = (. La entropia (3.30) es

27TA
Sa= /dC\/gggsz < Yrg_q1z4- 1 \/grr +9$1x1(r)x/12a (3'32)

d+1)

en donde A = [d(y...d¢s—1 y el simbolo " denota derivadas en (.
Definiendo ¢,y (") = Gupus(7) - - - Gzy_yzy_, (r) ¥ las funciones

f2(7“) = gxx(r)gmm(r)a 772(T) = gxx(r)grr(r) (3~33)
la entropia de entrelazamiento se puede escribir
2rA
Su= ;T /dC\/?]Q(T)T’Q + f2(r)zf2. (3.34)
Kd+1)

Minimizando (3.34) se obtiene

(3.35)

fr) /f20r) = f2(ro)’

en donde r = r( es el valor minimo en la coordenada holografica alcanzada por la superficie.
Dependiendo del fondo gravitatorio estudiado este punto podria ser el radio del horizonte o
el fin del espacio-tiempo. Invirtiendo esta relacion se puede leer la longitud de la banda en

la direccion x; ~ g ( ) f(ro)
o [Ca g [T I
b= 2/m i 2/ G EoEm) o

Ahora se fijara la invarianza ante difeomorfismo como z1(() = (, esta eleccion tiene la ventaja

de proveer una parametrizacion completa de r(x1), (z1 € [—%, 5] y las condiciones de borde

son r(+%) = oo). A partir de (3.35) en (3.34) la entropfa de entrelazamiento queda

27TA
S 3.37
alro) Klai) / \/f (3:37)

la expresion (3.37) diverge en r = oo debido a la extension infinita de la superficie. Esta
divergencia se entiende a partir de la existencia de otra solucién, con las mismas condiciones
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de borde, consistente de dos superficies desconectadas que se extienden a lo largo de toda la
direcciéon radial. Su area es

2N [
SAdisc =2 27r / dr 77(7”)’ (338)
K(a+1) Jrmin

aqui 7,,;, es el valor minimo de r permitido por la geometria. La EE queda definida con
respecto al estado de referencia (3.38)

(/‘ ¢f —K:Jhnwo. (3.39)

En lo que sigue vamos a estudiar la EE para las soluciones de (3.10) y (3.1.2).
En el caso del superconductor tipo p las funciones relevantes son

AS4

47TA
d+1

2
4 r

fi(r) = OyyGzx =T, 775(7") = GyyYGrr = 2N

en donde el subindice p nos recuerda que corresponden al tipo p. Con esto, podemos calcular
explicitamente la cantidad (3.39)

(3.40)

4T A

r3 /OO r
K;(4) </T() h\/ﬁ V T4 - Té Tmin h\/ﬁ)

En la figura 3.11 se muestra AS4 como funciéon de la longitud de la banda L. Se grafico
para diferentes valores del parametro de deformacion y diferentes valores de la temperatura.
Como era esperado, la curva inferior es la que tiene menor temperatura debido a que al
bajar la temperatura hay mas grados de libertad condensados. El comportamiento lineal
para valores grandes de L es una manifestacion de la ley de area propuesta en (3.30). La
figura 3.13 muestra la EE de las fases condensadas (linea azul) y normal (linea roja) como
funciéon de la temperatura y para un valor constante de L.

Con el objetivo de obtener una entropia finita sin sustraer la soluciéon desconectada,
podemos escribir la EE de la siguiente manera

AS = =2

(3.41)

4z A7 A
il — Su+ —5—R (3.42)

K(4) / h\/_\/ rt—rg Ka+1)

en donde S4 tiene dimensiones de longitud y no presenta divergencias. La figura 3.13 muestra
que la EE para el superconductor (linea azul) es menor que para la solucion de RN (linea
roja). Como se mencion6 anteriormente esto es esperable debido que la solucion supercon-
ductora tiene grados de libertad condensados.

Realizando el mismo andlisis para la solucion de (3.1.2) se obtiene

Sa(ro) =

T2h2
§+ip(r) = GyyYazx = 7’4h4, 77]%+ip(r) = GyyGrr = 77 (343)

y la siguiente EE

AS, =

A A r3h3 0 rh
ot L) o
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Figura 3.11: Entropia de entrelaza-
miento como funcién del tamano de la
banda para la solucion tipo p. Las cur-
ras negra, verde y azul corresponden a
9y = 1L, T =0,0749, g\, = 1,5, =
0,15651 y g,,, = 2,T = 0,2312u res-
pectivamente.
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Figura 3.12: Entropia de entrelaza-
miento como funcién del tamano de la
banda para la solucion tipo p + ip. Las
curvas negra, verde y azul correspon-
den a g,,, = 1,T = 0,0749, g,,, =
1,5, 7 = 0,1565p yv gy, = 2,T =
0,2312p respectivamente.

La figura 3.12 muestra el comportamiento de AS4 para este caso, y podemos realizar el
mismo analisis que para el caso del superconductor p. De nuevo, podemos utilizar un enfoque
diferente para obtener la entropia no divergente sin realizar la sustraccion de las soluciones
desconectadas. Esto consiste en separar la parte divergente de la integral (3.37) y tener en
cuenta su parte finita, S4. En este caso

4T r3h3 A A

R
S = — d =Sa+—R.
() Kl /f:o VPR rgh(r)t R

(3.45)

La figura 3.13 muestra esta parte finita (linea naranja) para g,,, = 2y T, = 0,2312, de
donde se ve que, como se esperaba, es menor que la EE de la solucion de RN. Ademas la
figura muestra que la EE en el caso del superconductor tipo p es menor que para el p + ip.
Esto sugiere que a una dada temperatura hay mas grados de libertad condensados en el
superconductor p.

3.2.1. Conclusiones

En este capitulo se estudiaron los duales holograficos a superconductores tipo py p+ip en
3+1 dimensiones. Se calcul6 la deformacion de la geometria dual al tipo p y sus propiedades
termodindmicas. Como era esperable, y en contraste a la solucion en 4-+1 dimensiones de [66],
se encontro una transicion de fase de segundo orden entre las fases normal y superconductora.
Luego, se resumio la deformacion producida por el campo de gauge sobre la geometria del p+
ip v se compar6 con nuestra solucion. A partir del estudio de las cantidades termodinamicas v
en particular de sus potencial gran canonico, se notd que para un valor fijo de la temperatura
la solucién tipo p tiene menor potencial v por lo tanto es la preferida por el sistema. Esto se
relaciona con el echo de que la solucion tipo p+ip es inestable frente a pequenas fluctuaciones
y decae a la solucion tipo p.
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Figura 3.13: Entropia de entrelazamiento como funcion de la temperatura y a pL = 3 fijo.
La curva azul es para la solucion tipo p, la naranja para la tipo p+ip y la roja para RN. Se
utilizo g,,, =2y T, = 0,2312.

Finalmente, usando la propuesta holografica estudiada en |62, se calculo la entropia
de entrelazamiento de la teoria cuantica de campos usando su dual gravitatorio, para una
geometria de banda y como funcién de la temperatura v el tamano de la banda. Se observo
que en ambos casos la EE se comporta lineal para valores grandes de L, lo cual confirma
la ley de area propuesta. La EE vs L tiende a valores mas grandes de AS4 a medida que
se incrementa su temperatura. Como funcion de la temperatura se observa que la mayor
EE es para la solucion de RN. Esto era esperable debido a que el superconductor tiene
grados de libertad condensados. Ademas la solucion tipo p presenta mas grados de libertad
condensados que el p+ip. Esto podria explicar el hecho de que el valor del condensado para
el tipo p es mas grande que para el p + ip a una dada temperatura.
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Capitulo 4

Bosones de Goldstone tipo 11
holograficos

“Why not indeed? Here is one possible answer to that very reasonable question.
But please remember: this is only a work of fiction.
The truth, as always, will be far stranger.”

Arthur C. Clarke

El teorema de Goldstone implica la aparicion de un modo sin gap cada vez que una
simetria continua sea rota. En general no dice nada de la forma precisa de la relacion de
dispersion ni que implique un modo no masivo por cada generador roto. Es un hecho bien
establecido que aun para teorias de campos relativistas en presencia de un potencial quimico,
modos de Goldstone con relacion de dispersion cuadratica, Los modos de Goldstone tipo
II, aparecen en el espectro. Realizamos dos modelos hologréaficos que realizan modos de
Goldstone tipo IT en su espectro de modos quasinormales. Los modos estdn basados en
generalizaciones con simetria U(2) del bien estudiado superfluido s-wave. Nuestros resultados
incluyen modos de Godstone sin generadores rotos pero con una realizacion de la simetria
inusual y conductividades con una dependencia en frecuencia con una notable similitud con
la del grafeno. Los resultados de esta seccion fueron presentados en [89).

4.1. Introduccion

La fortaleza de la correspondencia gauge/gravedad es que permite estudiar la dinamica
de tiempo real de teorias de campos fuertemente acopladas de manera bastante sencilla.
La teoria de respuesta lineal permite calcular el comportamiento del sistema luego de una
pequena perturbacion. También es aplicable al régimen de tiempos largos de una perturba-
cion grande cuando se amortigud lo suficiente y entra en el régimen lineal. El ingrediente
bésico de la teoria de respuesta linal en la funcion de Green retardada. En el contexto de
la correspondencia AdS/CFT, en [94, 95| se mostro como calcular funciones de Green retar-
dadas imponiendo condiciones de contorno entrantes en los horizontes de agujeros negros.
Para agujeros negros con horizontes no degenerados las funciones de Green retardadas son
analiticas en el semiplano superior de la frecuencia compleja y tienen una serie infinita de
polos aislados en el semiplano inferior. Estos polos son los modos quasinormales (QNM)
hologréficos del agujero negro [96, 97, 98, 99]. Dentro del espectro de QNM, los modos no
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masivos tienen un rol especial, ya que dan la contribuciéon dominante a la funcién de Green
a pequenos momento y frecuencia. Siendo asi, determinan la descripcién hidrodinamica del
sistema. En este capitulo estudiaremos el espectro de QNM de una generalizacién multicom-
ponente del superfluido s-wave holografico non-backreacted con particular atenciéon en los
modos no masivos.

El estudio de QNM para el superfluido s-wave U(1) fue llevado a cabo en [100]. Como
la fisica basica de la superfluidés es la de la roptura espontinea de simetria es de esperarse
que resultados béasicos, como el de la existencia de un bosén de Goldstone!' continua en
superfluidos hologréficos. De hecho, uno de los principales resultados de [100] fue que el
espectro de QNM en la fase superfluida contiene dicho modo de Goldstone no masivo con
relacion de dispersion w = vk + O(k?). Este modo puede ser entendido como el modo de
sonido del superfluido y v, como la velocidad del sonido?. En el modelo no backreactado,
estos son los tinicos modos de sonido presentes en la fase rota. En la fase no rota en cambio,
existe un tnico modo hidrodindmico senalando el usual ocmportamiento difusivo de un
fluido normal. Su relacién de dispersion es w = —iDE?, donde D es la constante de difusion.
Qué sucede con este modo difusivo en la fase rota fue investigado en [100]: Desarrolla un
gap imaginario puro w = —iy — iDk2. Esto es bastante natural, porque un modo solo no
se puede mover del eje imaginario®. La hidrodinidmica de la fase rota estd completamente
capturada por los modos de Goldstone y los modos de difusién hacen lo mas simple que se les
puede ocurrir abandonar le régimen hidrodinamico aumentando su gap . Como este modo
imaginario puro tiene su origen en el modo univeral difusivo de la fase normal esperamos que
sea una caracteristica universal de una gran clase de superfluidos, no solamente hologréficos.
Este modo necesariamente dominaré la respuesta a tiempos grandes del parametro de orden
para perturbaciones homogéneas y en regimenes cerca pero por debajo de la temperatura
critica donde el gap v es bastante pequeno. Entonces el pardmetro de orden esta condicionado
a mostrar un comportamiento puramente exponencial hacia su valor de equilibrio sin ninguna
oscilacion. En contraste, para temperaturas mas bajas donde v se hace mas grande hay otros
QNMs pequenos con parte real e imaginaria en su frecuencia. En este régimen de bajas
temperaturas la respuesta del parametro de orden serd una oscilacion amortiguada. Este
aspecto universal de la respuesta a tiempos grandes de superfluidos fuen también enfatizada
en estudios numéricos recientes de guenches en superfluidos holograficos [102].

En este capitulo generalizamos los resutados de QNM para superfluidos con simetria
U(2). En el primer modelo simplemente agregamos un segundo campo escalar con la misma
masa, lo llamaremos el modelo ungauged. El segundo modelo también incluye los campos de
gauge para la simetria U(2). La diferencia entre estos modelos es la siguiente: En el modelo
ungauged solo la siemtria U(1) es local en el bulk. Tiene sin embargo una simetria SU(2)

I También son llamados frecuentemente bosones de Nambu-Goldstone. Por simplicidad nos referiremos a
ellos como bosones de Goldstone o modos de Goldstone a lo largo del texto.

2En [101] fue sefialado que corresponde al cuarto sonido. Mientras que el segundo sonido a travez de
oscilaciones en la temperatura el cuarto sonido es el fendmeno de porpagacion del sonido en la fase superfluida
solamente [124]. Esto es que el modo sobrevive al limite probe en el cual la propagacion en la compoente
normal del fluido dual esta prohibida. En este modelo no hay otro modo de sonido, asi que hablaremos
del Goldstone sencillamente como modo de sonido (sound mode). Debido a su naturaleza de cuarto sonido,
interpola entre el segundo sonido a 7' = T, y el sonido normal a 7' = 0.

3Los QNM estan restringidos a venir en pares w, y @, = —w; 0 a estar fijos en el eje imaginario. Esto
viene de consideraciones bastante generales asociadaas a funciones de Green retardadas, ver apéndice A.1.
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global * bajo la cual los campos escalares transforman como doblete. De acuerdo con el
diccionario holografico, este modelo contiene tan solo una corriente conservada, correspon-
diente al Gnico campo de gauge en el bulk. La teoria de campos dual hereda por supuesto
la simetria SU(2) global del bulk, pero esta simetria no es generada por operadores en la
teoria de campos conforme dual. Esto es parecido al limite de desacoplamiento en el que es-
tamos trabajando y en el cual las fluctuaciones de la métrica estan suprimidas. La teoria de
campos dual en este caso, no tiene tensor de energia momento, estrictamente hablando. En
teorias usuales lagrangianas en 4 dimensiones, el teorema de Noether garantiza que siempre
podemos construir una carga conservada generando una dada simetria del lagrangiano. En
teorias definidas holograficamente la existencia de un lagrangiano tetradimensional no esta
garantizada a priori y entonces el teorema de Noether no se aplica inmediatamente. Este
es el caso acd. Aunque la teoria dual tiene la simetria SU(2) (y covariancia de Poincaré)
no tiene operadores generando estas simetrias. Podemos hablar de dichas simetrias como un
automorfismo externo del algebra de operadores de la teoria dual de campos®. Fisicamente
la diferencia entre ambos modelos es que el ungauged es un fluido de una componente (s6lo
hay una nocién de carga) mientras que el gauged es un fluido de dos componentes. En el
ultimo, las cargas son los valores de espectaciéon de la componente cero de las corrientes en
el subalgebra de Cartan de la simetria U(2).

Aunque este modelo ungauged no contiene corrientes conservadas para la simetria SU(2)
y entonces muchas de las pruebas estandar sobre la existencia de bosones de Goldstone no
aplicarfan estrictamente, encontramos un nuevo modo no masivo en el espectro de QNMs.
Este modo sin embargo no es un boséon de Goldstone estandar con relacion de dispersion
lineal sino un modo de Goldstone tipo II cuya energia depende de manera cuadrética con el
momento.

El segundo modelo que consideramos tiene un doblete escalar acoplado al conjunto com-
pleto de campos de gauge de U(2). Prendemos un campos de gauge solamente para la simetria
U(1) overall. Entonces a altas temperaturas el sistema goza de la simetria U(2) completa.
A bajas temperaturas esta simetria es rota a U(1). En este modelo la teoria dual tiene
operadores generando toda la simetria U(2). Podemos por lo tanto también estudiar las
conductividades.

En el contexto de materia condensada fue argumentado hace tiempo en [103] superfluidos
multicomponentes tienen modos de Goldstone inusuales con relaciones de dispersion cuadra-
ticas. En el contexto de altas energias este tipo de sistemas fueron considerados para modelar
condensacion de Kaones en la color-flavor locked phase de QCD en [104, 105] una vez mas
enfatizando en la existencia de modos de Goldstone con relaciones de dispersion cuadrati-
cas. Nuestro modelo holografico gaugeado es un anélogo inmediato holografico del modelo
|104, 105] y de hecho nosotros también encontramos modos de Goldstone con relaciones de
dispersion cuadraticas. Vale decir que en el contecto de holografia un modo de Goldstone
del tipo IT fue encontrado en el contexto de teoria de defectos usando D3/D5 magnetizadas

4 Aunque no es de esperar que simetrias globales sean consistentes con una truncaciéon de una teoria de
gravedad cuantica no pueden ser obtenidas en ciertos limites de decompactificacion en teoria de cuerdas: e.g.
enrollando branas en ciclos y luego tomando el volumen del ciclo a infinito de manera tal que el acoplamiento
de gauge en las branas va a cero dejando solo una simetria global en las mismas.

5Un ejemplo de teoria de cuerdas de una situacién semejante es la teoria basada en el pequefio algebra
superconforme N = 4 en la hoja de mundo. Este algebra posee una simetria SO(4) = SU(2) x SU(2) grande
actuando en cuatro supercargas de las cuales sélo un SU(2) esta representado mediante corrientes quirales
en la hoja de mundo.
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[106].

Recolectemos ahora algunos de los resultados importantes sobre bosones de Goldstone
(Un review archiutil acerca de rotura de simetrfa y bosones de Goldstone es [107]). Primero
tenemos por supuesto el teorema de Goldstone propiamente dicho. Su prueba asume la
existencia de una corriente conservada j* tal que al ccarga conservada sea Q = | d?zj° (con
d dimensiones espaciales). El teorema entonces nos dice que la rotura espontanea de una
simetria global implica la existencia de un modo cuya energia satisface

limw(k) =0. (4.1)
k—0

El teorema por si mismo no dice nada sobre el nimero de modos, ni fija la dependencia
en k de la frecuencia. En presencia de simpetria de Poincaré uno puede hacer sin embargo
una afirmacion mas fuerte, que el nimero de modos no masivos tiene que igualar al niimero
de generadores rotos y que su energia debe ir lineal con el momento.

La simetria de Lorentz puede estar ausente sin embargo, ya sea en principio como es el
caso de teorias de campos no relativistas o el sistema bajo consideracion puede estar en un
estado que rompa simetria de Lorentz de manera explicita, tal como estar a densidad de
carga finita. En estos casos otro teorema clasifica a los bosones de Goldstone como tipo
I si su enegia se anula como una potencia impar del momento o como tipo II si su energia
se anula como una potencia par del momento en el limite de momento cero. El nimero de
modos de Goldstone de tipo I y II debe cumplir

ny+2nr > Npa , (4.2)

donde Npg es el numero de generadores rotos [108]. El nimero de bosones de tipo Iy II puede
ser restringido aun més. Asumiendo que los generadores rotos satisfacen ([Q,, Qy]) = Bay €l
namero de bosones de Goldston cumple que [109, 110, 112| (ver también [107, 113, 111 para
més informacion sobre le conteo de Goldstones).

1
ny+npi = NBG — érank(B) . (43)

Debemos considerar ahora el patron de rotura de simetria de la teorfa del borde dual
al modelo holografico gaugeado. Veremos que a travez de los teoremas enunciados arriba la
existencia de un boson de Goldstone de tipo dos esta garantizada. Tenemos en total cuatro
generadores de simetria. La simetria esta rota de U(2) a U(1) lo que implica tener tres
generadores rotos. En la fase rota las cargas correspondientes al U(1) overall y al generador
de Cartan U(1) dentro de SU(2) reciben valores de espectacion de vacio. Entonces el rango
de la matriz B es dos y asi también el niimero de bosones de Goldstone de tipo I y de tipo
IT deberian sumar a dos. Esto es precisamente lo que encontramos en el espectro de QNM,
un modo no masivo con relacion de dispersion lineal y un modo masivo con relacion de
dispersi6on cuadratica.

Notamos también que el modelo ungauged satisface también el teorema de Goldstone y
la regla de conteo de Chadha y Nielsen (4.2). Viola sin embargo la regla de conteo refinada
de (4.3). En un sentido estricto este modelo teine un sélo generador ya que tiene tan solo
un U(1) campo de gauge en el bulk. entonces la regla de conteo (4.3) sugeriria la existencia
de tan s6lo un boson de Goldstone, el niimero de generadores rotos es uno y la matriz B se
anula trivialmente.
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Este capitulo se organiza de la siguiente manera. En la secciéon 4.2 repasamos brevemente
un modelo de teoria de campos realizando modos de Goldstone del tipo II. Este modelo fue
introducido en el contexto de condensacién de Kaones en color-flavor locked (QCD. Nos sirve
de inspiracion para contruir los modelos holograficos.

La seccion 4.3 trata el analisis del modelo ungauged. Como el modelo de superconductor
s-wave es un sector tanto del modelo gauged como ungauged vamos a repasar brevemente
los resultados de [100]. Entonces mostramos que pese a la drastica simplificacion, i.e. no
gaugear la simetria global SU(2) en el bulk, el modelo presenta bosones de Goldstone del
tipo II. Entonces, en este modelo un bosén de Goldstone del tipo 1T es encontrado como
consecuencia de haber roto solo un generador de carga (el asociado a la simetria U(1)).

En la seccion 4.4 el modelo U(2) gaugeado. Entonces analizamos las fluctuaciones linea-
lizadas. Las mismas se descomponen en tres sectores desacoplados. Uno es el ya estudiado
superfluido s-wave U(1), otro describe el sector no abeliano en el cual viven los bosones de
Goldstone tipo I y el tercero tiene la simetria U(1) ue no fue rota. Procedemos a estudiar
las conductividades que ahora se acomodan naturalmente en matrices de dos por dos. Mos-
tramos que las conductividades diagonales presentan funciones delta en el limite de bajas
frecuencias y son superconductoras en ese sentido. Més aun, a través de un cambio de base
encontramos conductividades con una interesante semejanza con las del grafeno [114]. Mas
aun, encontramos evidencia de que a mas bajas temperaturas T = 0,47, otra inestabilidad
ocurre en llevando a un condensado del tipo p. Entonces estudiamos los modos QNM mas
bajos. Encontramos modos de Goldstone de tipo II y también estudiamos el sector difusivo.
Como hay dos simetrias participando hay dos modos difusivos que se aparean en la fase
rota, para alejarse asi del eje imaginario. Entonces la respuesta en este sector no presenta
un decaimiento puramente exponencial inducido por el modo de pseudodifusiéon del sector
U(1).

Concluimos en la seccion 4.5 con una discusion de nuestros resultados y un repaso sobre
posibles extensiones de nuestra investigacion sobre modos Goldstone del tipo II.

Finalmente en el apéndice A.1 presentamos algunas propiedades generales de funciones
de Green matriciales que limitan las propiedades de QNMs. En el apéndice A.2 contamos
detalles técnicos sobre como calcular QNMs en sistemas acoplados.

4.2. Un modelo de teoria de campos con bosones de Golsd-
tone de tipo II

Motivados por la condensacion de Kaones en la color-flavor locked phase de QCD los
autores de [104, 105] estudiaron QCD a potencial quimico para la extrafieza no nulo. Se
mostrd que a un potencial quimico critico igual a la masa de los Kaones, la condensacion de
Kaones ocurre mediante una transicion de fase continua. Mas aun, un bosén de Goldstone
con una relacion de dispersion no relativista w ~ p? aparece en la fase condensada. Para
ilustrar este hecho, ellos consideraron el siguiente toy model (euclideo):

L= 0+ p)p' (8o — p)o + 00" 00 + M?¢'p + A(¢T9)? (4.4)

donde ¢ es un doblete escalar complejo,

(b:(z;) (4.5)
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Mientras ;1 < M las masas de las cuatro exitaciones de la teoria son las raices w de
(w=Ep)* =M. (4.6)

Todas ellas estan doblemente degeneradas. Es inmediato verificar que cuando y = M la
simetria U(2) se rompe y un nuevo vacio debe ser elegido:

1 2_M2
¢:ﬁ(8), with o2 =2 " - (4.7)

Estudiando las fluctuaciones del doblete ¢ alrededor de este background uno encuentra
dos modos masivos y dos modos no masivos con relaciones de dipersion:

2
b= A o), (1
wi = 6u® — 2M? + O(p?), (4.9)

= p? — 2pws, (4.10)
wi = p° + 2wy . (4.11)

Si nos concentramos en las raices positivas vemos que w; es un modo de Goldstone normal
con relacion de dispersion lineal. La raiz positiva de (4.10) es

P?

w3 =—+0 4.12

1=+ 00, (412

Este es el modo de Goldstone de tipo II. Tiene formalmente una relacién de dispersiéon no

lineal. Como la teoria subyacente tiene sin embargo invarianza de Lorentz hay un modo

negativo con dispersion cuadratica. Esto viene de la raiz negativa de wy. Finalmente wy v wy
son modos masivos con

wy =21+ O(p?). (4.13)

Como el patrén de rotura de simetria es U(2) — U(1) hay tres generadores espontaneamente
rotos pero s6lo dos modos no masivos en el espectro. Este modelo satisface todas las reglas
de conteo presentadas en la introduccion. En particular la regla de Chadha-Nielsen (4.2) es
exactamente saturada. El rol de wy es especial. Es el modo que se apare con el Goldetone
de tipo IT Goldstone en las relaciones de dispersion (4.10) y (4.11). Se ha arguemntado que
este modo es universal y que su energia a momento cero esta protegida frente a correcciones
cuanticas [113, 115, 116|. El espectro obtenido de este modelo esta resumido en la figura 4.1.
En nuestros modelos holograficos buscaremos a este modo masivo especial, companero del
Goldstone tipo II. Resultard que nuestros modelos se diferenciaran en este aspecto: solo el
modo en el modelo gaugeado presentara esta caracteristica relacion lineal con el potencial
quimico.

Este simple modelo Lagrangiano nos sirve como ejemplo y guia a la hora de construir
modelos hologréaficos con modos de Goldstone tipo II. De hecho podemos usar el mismo tipo
de Lagrangiano de materia en el setup holografico. De acuerdo con el diccionario hologréfico
usual una simetria local en el bulk se corresponde con una simetria global en el borde.
Entonces seremos conducidos de manera natural al un modelo en el cual gaugeamos la
simetria U(2) de(4.4) y lo ponemos en un background de AdS Schwarzschild. En orden de
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Figura 4.1: El espectro del modelo de teoria de campos. Por debajo del potencial quimico
critico p = M hay cuatro modos masivos. Las masas son M —p y M +p, los niimero indican
que son doblemente degeneradas. En la fase rota g > M hay dos modos de Goldstone con
masa cero y dos modos masivos. El modo especial masivo tiene una masa 2pu.

disparar la rotura espontinea de simetria introduciremos un potencial quimico en le borde
mediante un valor de borde para la componente temporar del overall, campo de gauge U(1)
abeliano. Este es entonces nuestro modelo gauged.

De manera alternativa nos podemos preguntar cudles son los ingredientes minimos para
disparar la rotura espontanea de simetria. El potencial quimico recide en el factor U(1)
overall. los otros tres campos de gauge de SU(2) no son necesarios para lograr la rotura
de simetria. Entonces podemos elegir un modelo minimalista en el cual la simetria SU(2)
permanece global en el bulk de AdS. Como mencionamos ya en la introduccion esto es
altamente controvercial. No hay cargas conservadas asociadas a esta simetria SU(2) sin
embargo todos los operadores caen naturalmente en representaciones del grupo ya que no
hay nada en el borde que rompa esta simetria global del bulk. Este setup constituye nuestro
modelo ungauged y vamos a estudiarlo en mas detalle en la proxima seccion.

Notese el siguiente detalle téenico: El modelo de teoria de campos de esta seccion se
entiende de manera mas natural en cuatro dimensiones. En lo que sigue nosotros vamos a
estudiar modelos duales a tres dimensiones espaciotemporales para permanecer tan cerca
como posible al bien conocido supeorfluido U(1) s-wave de [27, 100] explicado en la seccion
2.1. Esto sin embargo no es esencial para las caracteriticas relevantes del modelo, i.e. la
existencia y naturaleza de los modos hidrodindmicos de Goldstone.

4.3. El modelo no gaugeado

Estudiemos ahora el modelo holografico en el que la condensacion de un escalar cargado
rompe la simetria SU(2) global en el bulk®. Vamos a mirar el espectro de QNMs a ambos lados
de la transicion de fase y estudiar sus relaciones de dispersion. Como el simple superfluido

fEste modelo lleva el nombre de modelo no gaugeado o modelo Bivio. Una de las caracteristicas sobresa-
lientes del modelo Bivio es que es un paraiso para calcular en comparacion al modelo no Bivio, porque como
es bien sabido la palabra Bivio afiade cualidades paradisiacas a cualquier cosa que describa.
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s-wave holografico U(1) constituye un subsector de este modelo, asi como del ungauged
también, aprovecharemos para repasar brevemente las caracteristicas méas salientes de su
espectro de QNM.

El modelo minimo holografico que contiene bosones de Goldstone tipo IT consiste de un
doblete escalar de SU(2) cargado bajo un campo de gauge U(1). El Lagrangiano viene dado
por

L= (—EF"”FMV —m2UT — (D")f DM\D) : (4.14)

donde
= @) , D, =0, —iA, . (4.15)
y A, es el campo de gauge abeliano. Elegimos la masa del escalar m?* = —2/L?. Este es

béasicamente el mismo modelo de [27] con la excepcion de que agregamos un segundo campo
escalar complejo A\ con la misma masa. Debido a la degeneracion en la masa el modelo
posee ademas de la simetria local U(1) en el bulk una simetria global SU(2). Notese que
la simetria global SU(2) es en principio insuficiente para setear al campo A(r) = 0. Pero
estamo interesados en soluciones estéticas sin fuentes para los campos escalares en el bulk, i.e.
asumimos que el modo dominante no normalizable no se enciende. El espacio de soluciones
es entonces un espacio vectorial bidimensional complejo caracterizado por los VEVs de los
campos escalares de la teoria de ¢ ampos dual. En este espacio de parametros podemos
actuar con la simetria SU(2) global para setear al operador correspodiente al campo A igual
a cero. Desde ahora, tanto el modo normalizable como el no normalizable de \ esta seteados
a cero, de manera tal que \(r) = 0.

Vamos a trabajar en el limite prbe, en el cual el coupling del campo de gauge es muy
grande y la backreaction de los campos de materia en la métrica puede ser despreciada. La
métrica de background es entonces elegida como la Schwarzschild-AdS black brane

dr? r?

ds® = —f(r)dt* + T 73 (da® +dy?),

rr M
r)=———. 4.16
fr) =15 -~ (116)
El horizonte del agujero negro esta ubicado en ry = M'/3L%? y su temperatura de Hawking
es T = 212 En lo que sigue, usaremso coordenadas adimensionalizadas, lo que implica

4mL?-"
L?_ I[?_  I?
(Tv ta xz, y) — (TH P _t7 _fa _g) : (417)
TfH TH TH
Estos reescaleos nos permiten setear M = ryg = 1 en el sistema adimensional. Con la

intencion de prender un potencial quimico finito en la teoria del borde, el campo de Maxwell
del bulk
A= x(p)dt, (4.18)

debe tomar un valor no nulo en el borde.
Las ecuaciones de movimiento para los campos de background son

2
X'+ %x’ — #x =0, (4.19)
1 f/ 2 ! 2 2
¢+<7+;)w+%¢—m7¢=oo (4.20)
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Notese que el sistema de arriba es precisamente el superconductor holografico U(1) original
estudiado por primera vez en [27]. Para asegurarnos quela norma de la corriente en el hori-
zonte sea finita, tenemos que pedir que el campo escalar se regular mientras que el campo de
gauge tiene que anularse x(p = 1) = 0. Con estas condiciones de borde, el comportamiento
asintotico de so campso en el borde conforme es

n 1
x:ﬂ—%JrO(;), (4.21)
w:% %H}(%) : (4.22)

Para el valor elegido de masa del escalar, los dos términos en la expansion del escalar son
normalizables [117]. Considerando que uno o el otro sea el valor de espectacion de la teoria
del borde conduce a dos teorias diferentes. En lo que sigue vamos a considerar el caso en el
que 1, es interpetado como la fuente y 15 como el vev de un operador de dimensién de masa
dos.

Los parametros adimensionales estan relacionados con las cantidades fisicas a través de

o= (4.23)
- ﬁn (4.24)
U1 = 4W;L2 Jo, (4.25)
V2 = o (O), (1.26)

donde p, ny Jo, (O) son el potencial quimico, la densidad de carga y las fuentes y vev del
operador O de dimension 2, respectivamente. A partir de ahora vamos a elegir L = 1. En lo
que sigue vamos a trabajar en el ensemble gran canénico. En practica variamos el parametro
adimensional 1. Debido a al simetria conforme subyacente esto puede se pensado o bien
como fijar el potencial quimico p y variar la temperatura 1" o como variar al temperatura y
fijar el potencial quimico. Definimos la temperatura como T/T,. = i/ y fijamos p = 1.

La rotura espontanea de simetria se produce a temperaturas bajas o potenciales quimicos
grandes. Esto gatilla un valor de espectacién no nulo para el campo escalar sin prender
la fuente Jo. Para i pequnos el campo escalar es nuloy la ecuaciones de movimiento son
resueltas por y = (1l — 1/p) y ¢ = 0. El sistema esta entonces en la fase simétrica. Sin
embargo, al bajar la temperatura el sistema se vuelve inestabel frente a la condensacion de
un escalar |26, 27|. En [100] se muestra que a la temperatura critica el QNM méas bajo del
campo escalar se vuelve inestable, i. e. cruza al semiplano superior.

La densidad de energia libre viene dada por la accion on-shell renormalizada,

o0 2.0,2,,2
F=-TS,=-T (%,un—/ dr ” wfx ) . (4.27)

En la figura 4.2 las energias libres para las fases simétrica y rota son comparadas. Es claro
que para T < T, la solucién con condensado es siempre preferida y entonces el sistema
sufre una transicion continua de segundo orden a una fase superconductora. Notese que la
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Figura 4.2: (Izquierda) la enegia libre de las soluciones de background trivial (azul) y con
condensado (rojo) a temperaturas bajas, T' < T,. (Derecha) valor del condensado en el
ensemble grna canonico como funcion de T/T..

presencia del segundo escalar no juega ningiun rol en la estructura del diagrama de fases.
Esto se debe a que siempre pedimos que se anule, A = 0.

Jon el fin de sacar el espectro de QNMs, prendemos las fluctuaciones de los campos de
background

vt = (n(p,t,z), P(p) + a(p,t,x)) , (4.28)
A = (x(p) +alp,t,r)) dt + asz(p,t,z)dz . (4.29)

No incluimos las fluctuaciones transversas va que se desacoplan de las propiedades fisicas
interesantes del presente modelo.

En la fase normal, i.e. expandiendo alrededor de %(p) = 0, el sistema se reducel al
del superconductor hologréfico U(1) estudiado en [100] con dos copias de las fluctuaciones
escalares,

) 2f (x +w)?® & 2
fsf + Sf ff + + — — —m 5 :0’ —13[]
p f p? 430

. 2f , k? wk .

fa't _|_ a’t — ?at — ?a’m :03 (—]:d].)

2 k
fal+ fla, + ““’Ta,m + %“‘ =0, (4.32)

w ik
W+ —o, (4.33)

f i p2 T

donde s es tanto la fluctuacién n como o. La ecuacion para el modo complejo conjugado s
puede ser obtenida cambiando el sifno del potencial x en (4.30). La frecuencia y momento
asociados a los fisicos son

3 .
3
k=—Fk. 4.35
AxT P ( )



Las fluctuaciones para el escalar y el campo de gauge se desacoplan por completo en la fase
normal. Esta es una consecuencia de trabajar en el limite de prueba. El espectro de QNMs
del campo U(1) en la fase normal es simplemente aquel del un campo electromagnético en
un background AdS-Sch. Las fluctuaciones longitudinales contienen un modo hidrodinamico,
w = —iDk?, reflejando el caracter difusivo de fluidos normales. En unidades fisicas D =
3/(47T). Debido a la falta de un tensor de energia momento para la teoria de campos del
borde en el limite de prueba, el polo difusivo es el tinico modo hidrodinamico de la fase
normal.

Hay dos copias de las fluctuaciones escalares. L.os modos quasinormales de 1 y o se mueven
para el origen a medida que bajamos la temperatura , mientras que los modos para 7y &
tiene masas mas grandes para temperaturas mas bajas. A medida que nos acercamos a la
temperatura critica " = T, los QNMs mas bajos de n y de o se hacen no masivos, disparando
la transicion de fase: el campo escalar adquiere un valor de espectaciéon (vev) no trivial
contal de evitar que sus fluctuaciones se vuelvan taquiénicas. Por simetria podemos elegir
el condensado de manera tal que resita complentamente en el campo 1. La flucutacion o se
acopla entonces a las fluctuaciones edl campo de gauge tal como en [100]. Entonces el espectro
de QNM contiene un modo de Goldstone con relacion de dispersion lineal w = vk + O(k?).
Esto es lo usual en bosones de Goldstone del tipo I asociados a la rotura de la simetria de
gauge U(1). Como fue mostrado en [100] puede ser interpretado como el modo de sonido
del superfluido dual en la fase superconductora. Que pasa entonces a los QNMs en las
fluctuaciones del segundo escalar 17 A la temperatura critica hay también un modo no masivo
en este sector ya que su espectro de QNM es simplemente una copia del primero. Como no hay
operadores generando la simetria SU(2) en la teoria de campos dual, argumentos estandar
acerca de la aparicion de modos de Goldstone a priori no aplicarian. Tres posibilidades logicas
emergen entonces: El modo se vuelve inestable para T' < T, se puede volver masivo o quedar
no masivo, haciendo el papel de un boséon de Goldstone inesperado para la simetria global
del bulk SU(2). Pronto veremos que la ultima posibilidad es la que ocurre y que la relacion
de dispersion de 7 va a corresponderse con un boséon de Goldstone de tipo II con una relacion
de dispersion cuadrética, w o< k2.

En la fase rota, las ecuaciones de movimiento son

2 2
0= fofl +of <f,+ﬁ) N ((X+w) _’f_g_m2)n7 (4.36)
p / p
1" / / Qf 2 2 k2 2i . k
0= f&"+ (f +?> + (XT#"T—?—W)&— Z}"Xg_w (‘%aﬁ;% ,
(4.37)
e 2] X W KL 2iwx o 2xY
0=/ +¢ <f+7>+<7+7— > —m>C+ 7 o+ 7 (4.38)
2
0= fal’t’—ir%a;— (%+2¢2) a; — a;_f% — 24wd — 4x(, (4.39)
0= fal + flal, + (w?z — 2¢> a; + WTkat + 2ik1)0 (4.40)
0= %‘"a; + ;—];a; + 200 — 2, (4.41)

donde hemos dividido o = ( + i0 en parte real e imaginaria. El sistema (4.37)-(4.41) es
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nuevamente aquel estudiado en [100]. Este sector, que también aparece en el modelo gaugeado
que serd presentado luego, se desacopla de la fluctuacion en 7. Notese que aun cuando pa
ecuacion (4.36) es formalmente igual a la de la fase normal, el background x llevando a
-aracteristicas no triviales en el sector 7 tales como la presencia de exitaciones no masivas.
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Figura 4.3: Partes real (izquierda) e imaginara (derecha) de los QNMs escalares mas bajos
como funciéon del potencial quimico. Las lineas solidas corresponden a la fase normal. Para
la fase rota lineas dashed representan los modos para el escalar adicional mientras que lineas
con puntos representan los modos del superconductor holografico U(1) comun.

La figura 4.3 muestra el espectro de excitaciones quasinormales del doblete escalar. En la
fase normal tenemos dos copias degeneradas del espectro que se desdoblan parcialmente luego
de la transicion de fases. Es claro que las dos exitaciones mnas bajas se hacen no masivas
al potencial quimico critico v que luego permanecen no masivas en la fase supercondutora.
Estas pueden ser identificadas con los bosones de Goldstone en la fase rota. El resto de las
exitaciones permanecen gapeadas en la fase rota. Notese que la primer exitacion 7 (linea
entrecortada negra de la figura 4.3) no sigue el comportamiento universal esperado en la
fase rota, i.e. no es linear en p. Este modo es equivalente al modo especial gapeado wy en el
modelo de teoria de campos de la secciéon 4.2. Sin embargo, va fue mencionado que el modelo
ungauged no satisface toso los teoremas sobre rotura de simetria v entonces desviaciones del
comportamiento universal no deberian de sorprendernos. El comportamiento de los modos
con gap es de hecho similar a auqgel de los modos del modelo U(1). En la fase no rota,
podemos distinguir los modos que vienen de fluctuaciones tipo s de aquellas fluctuaciones
que vienen de su complejo conjugado 5. El primero se hace méas liviano mientras el segundo
méas pesado’. En la fase rota es mas ttil usar partes real e imaginaria, al menos para el
escalar que se mezcla con las fluctuaciones de gauge, i.e. la componente de abajo del doblete
en nuestra convencion. Entocens a priori no podemos hablar de fluctuaciones tipo sy 5. Pero
toavia podemos estudiar a que soluciones los modos tipo s v § se conectan en la fase rota.
Aca vemos un patron interesante: los modos tipo s se separan en la fase rota mientras que
los tipo 5 permaneces casi degenerados cerca de la transicion de fase (al menos a momento
cero). Esto es sorprendente dado que son soluciones de sistemas completamente distintos,
uno viene de una tnica ecuacion diferencial mientras el otro viene de un sistema complicado
de ecuaciones acopladas. Sin embargo, para temperaturas pequenas se separan y de hecho
la parte real del mas bajo modo del sector U(1) se va a cero a temperatura finita. Para

"TEste comportamiento se revertiria si toméasemos el potencial quimico negativo.
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temperaturas por debajo de T =~ 0,63 T, se convierte en un modo puramente imaginario.

4.3.1. Modo de sonido

Hay dos modos no masivos en la fase rota. El primero es un boson de Goldstone tipo I
que aparece debido a la rotura de la simetria de gauge U(1). En [100], se muestra que este
modo corresponde al modo de sonido del superfluido dual y que en el limite hidrodinamico
tiene una relacion de dispresion lineal

wr =+ (vek + bk*) — il k?, (4.42)

donde vy es la velocidad del sonido y I'y es su atenuacion. Resulta que la parte real de la
relacion de dispersion también tiene una componente real. Esta componente es muy pequena
v despreciable comparada con el término lineal que determina la velocidad del sonido. En
[100] esta parte real cuadritica no fue estudiada.
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Figura 4.4: Velocidad de sonido y amortiguamiento para el modelo U(1). La velocidad del
sonido va a cero en la temperatura critica. La constante de decaimeiento primero crece
rapidamente v luego cae monotonamente. Precisamente a la temperatura critica, su valor
es tal que el modo de sonido se conecta de manera continua con el el modo escalar que
se hace no masivo entonces. El pico en la constante de amortiguacion se ubica cerca de la
temperatura critica y no fue resuelto en [100].

Para temperaturas muy pequenas la velocidad se aproxima a su valor conforme v? = 1/2
wientras que el ancho va a cero, ver la figura 4.4. Cerca de la transicion de fase, la velocidad
del sonido tiene un comportamiento de campo medio ya que como funciéon de la temperatura

T
228 (1— =) . 4.43
US 1 TC ( )

Como es esperado, a T = T, la velocidad del sonido se anula. Este hecho puede ser
asociado a que en la transicion de fase la masa m2 = M? — u? satisface m2 = v? = 0, como
es de esperarse, y entonces el campo escalar complejo, cargado bajo una simetria U(1) se
hace no masivo.

De hecho, uno puede escribir la accion efectiva, andloga a (4.4), para un campo complejo
con masa M, en presencia de un potencial quimico para una simetria U(1) que fue rota
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espontéaneamente. Las exitaciones encima del background que rompe U(1) tienen una relacion
de dispersion igual a (4.8)-(4.9), siendo (4.8) los bosones de Goldstone de tipo I. Como es una
-aracteristica general de estos modelos sigma lineales que el coeficiente en frente del término
lineal en momento depende de m?2, como fue explicitamente chequeado en este caso (ver
(4.8)). Entonces, en la transicion de fases el término dominante en la relacion de dipersion
es O(k?); este efecto puede ser visto claramente con nuestros métodos numéricos, como se
ve en la figura 4.5. Como el espectro de QNM tiene que varia de manera continua a lo largo
de una transicion de fase de segundo orden las partes real e imaginaria del término k? tiene
que coincidir a T' = T, con las que fueron obtenidas estudiando los escalares no masivos en

la fase normal. Numéricamente encontramos b(T;) = 0,22 y T's(T,) = 0,071
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Figura 4.5: Relaciones de dipersion de Rew (izquierda) y Imw (derecha) a T' = T, para los
bosones de Goldstone tipo I en el sistema estudiado en [100|. El comportamiento Rew ~ k se
hace cuadratico justo a esta temperatura: Rew = bk?. El coeficiente es b = 0,22, que resulta
pegarse con el resulta que aparece cuando uno se acerca a T, desde arriba (i.e. desde la fase
no rota).

4.3.2. Modo pseudodifusivo

En la fase no rota este modelo tiene solo un modo hidrodinamico, el modo difusivo
w = —iDk?>+ O(k*) con D = 3/(4xT) en unidades fisicas. Los modos de sonido normal y de
shear tienen su origen en las fluctuaciones de la métrica v por ese motivo estan ausentes en
el limite de desacomplamiento que estamos estudiando. La transicion de fase a la fase rota
es de segundo orden. Para el espectro de modos cuasinormales esto implica que los mismos
se ocnectadn de manera continua a través de la transicion de fase. En el caso del modo
difusivo debe existir un modo no masivo puramente imaginario. La hidrodinaAmica implica
sin embargo que los tinicos modos no masivos sean los Goldstone. No demasiado lejos de la
transicion de fase, i.e. para T' < T, el modo difusivo en la fase rota debe evolucionar a un
modo con relacion de dispersion

w = —iy(T) — iD(T)k* + O(k*), (4.44)

como se muestra en la figura 4.6.
Debemos decir que el modo difusivo desarrolla un ga en la fase rota y se transforma en lo
que ha sido llamado un modo pseudodifusivo en |100|. Precisamente a momento k = 0 Este
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modo masivo pseudodifusivo explica los efectos observados en [102]| sobre la respuesta tardia
en superconductores holograficos. Para temperaturas T < T, el modo pseudodifusivo es el
modo que queda mas cerca al eje real y por ello domina la respuesta a tiempos largos de
cualquier perturbacioén, como por ejemplo los quenches estudiados en [102]. Se sigue que el
condensado muestra un decaimeinto puramente exponencial ya que este modo no tiene una
frecuencia real. La existencia de este modo puede ser rastreada hasta el modo difusivo de
la fase normal. Esperamos entonces que sea una caracteristica propia de una gran clase de
superfluidos (incluso superfluidos no hologréficos).

[ I T e e
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Figura 4.6: (Izquierda) relacion de dispersion de un modo pseudodifusivo gapeado en la fase
rota para tres temperaturas diferentes. El gap se ensancha a medida que la temperatura
baja. (Derecha) Gap v como funcién de la temperatura reducida T'/T,. A media que uno se
acerca a la temperatura critica desde abajo el gap desaparece.

El gap v crece a medida que la temperatura decrece. Por otro lado, hay QNMs (conectados
a los QNM de los escalares en la fase no rota) cuya parte imaginaria apenas depende de la
temperatura. A cierta temperatura de crossover T el gap del modo pseudodifusivo es mas
grande que la parte imaginaria de esots modos, domo se muestra en la figura 4.7. Entonces
el patron de respuesta cambia de un decaimiento puramente exponencial a una oscilacion
exponencialmente suprimida. Numericamente ecnontramos que la temperatura de crossover
es T, = 0,697,.% Estos cambios en la respuesta a tiempos grandes de tipo crossover aparecen
frecuentemente en el detalle de espectros de QNMs de teorias holograficas, [118, 119, 120).
De hecho, este decaimiento puramente exponencial aplica no s6lo al parametro de orden,
si no que a todos los operaroes que corresponden a campo que participan en el sietemde
fluctuaciones (4.37)-(4.41), e.g. la densidad de carga o la compenete z de la corriente.

Para momento finito el patron de respuesta es esperable que sea distinto. Ahora uno
deberia tener en cuenta también el modo de sonido. Mientras que a momento exactamente
nulo el modo de sonido, i.e. el modo de Goldstone, se degenera a un cambio de fase constante
para el condensado, a momento pequeno pero distinto de cero la respuesta a tiempos largos
deberia estar dominada por las frecuencias complejas (4.42). Sin embargo, si uno mira la
respuesta del parametro de orden invariante |O| los modos de Goldstone, siendo rotaciones
locales de la fase, pueden ser proyectados a cero.

¥Esta es méas baja que en el modelo [102]. La diferencia se debe probablemente al hecho de que trabajamos
en el limite de desacoplamiento.
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Figura 4.7: (Left) Continuation of the second and third scalar QNM into the broken phase.
The real part grows as the temperature is lowered whereas the imaginary part shows very
little dependence on T (Right) The gap 7 (blue line) and the imaginary part of the lowest
(scalar) mode fluctuation (red line) in the broken phase are shown as function of T/T..
At T, ~ 0,697, the imaginary parts cross. For lower temperatures the late time response
is not dominated anymore by the pseudo diffusion mode and consequently is in form of a
exponentially decaying oscillation.

4.3.3. Modos de Goldstone tipo 11

El segundo modo no masivo es le bosén de Goldstone asociado con romepr la simetria
SU(2) global del bulk. Puede ser ajustado a una relacion de dispersion cuadratica

wir = £bk? —ick? + O(kY), (4.45)

en el limite de longitudes de onda grandes. Entonces tiene las caracterisitcas de un boson de
Goldstone tipo II. En la figura 4.8 la relacién de dispersion para el modo no masivo de 7 es
mostrada para varias temperaturas asi como sus ajustes en el limite hidrodinidmico. Es claro
que hay un buen acuerdo en el régimen de validez del limite de bajas energias.
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Figura 4.8: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) del boson de GOldstone tipo 1T
como funcion del momento a T'/T, = 0,9998 (azul) y T/T. = 0,704 (rojo) . Las lineas conti-
nuas corresponden a la data numérica mientras que las lineas entrecortadas corresponden a
un ajuste cuadratico a la relacion de dispersion wy; = bk? —ick?®.

Los coeficientes en la relacion de dispersion hidrodindmica (4.45) como funcién de la
temperatura se muestran en la figura 4.9. Cerca de la transicion de fase tienen una relacion
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lineal con la temperatura reducida

b(T) = 0,22+0,049 (1 — % , (4.46)
T
e(T) = 0,071 —-0,0014|1— T near T, .

Notese que en la transicion de fase el modo de sonido y el Goldstone tipo II se deben
comportar de la misma manera debido a la continuidad de los modos a lo largo de la transicion
de fase v a que son degenerados en la afase normal. De hecho, en la transicion los valores
b=b=0,22y ¢ =T, = 0,071, values that of course coincide with those of the lowest scalar
mode in the normal phase coinciden con aquellos del escalar en la fase normal. Por otro lado,
es interesante notar que en la fase rota el compotamiento de los coeficientes de los modos
Godstone tipo II es completamente diferente a aquel del modo sonoro del superfluido. A
diferencia de la velocidad del sonido, que se anula en la transicion de fase, el coeficiente b
del modo de Goldstone tipo II tiene un valor finito en la transicion de fase. Este resultado
persiste para el modelo gaugeado. La atenuacion por otro lado, como ocurre en el sector U(1),
tiene un valor finito en la transicion de fase y luego decrece con la temperatura, reflejando
el hecho de que el fluido es mas ideal a medida que bajamos la temperatura.
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Figura 4.9: Coeficientes de la relacion de dispersion del modo de Goldstone tipo II wyr =
bk? —ick?, como funcién de la temperatura. La dependencia con la tempertatura es archi
suave.

4.4. El modelo gaugeado

Discutamos ahora el modelo completamente gaugeado. Consideremos el siguiente lagran-
giano para un campo escalar complejo viviendo en la representacion fundamental de la
simetria de gauge U(2) local en el bulk,

S = / VgLl = / diz/—g —iF““CFju — m2U — (D*0)TD, ) | (4.47)

donde
U = , A, = AiTc, D,=0,—-1iA,, (4.48)
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y ¢ =0,1,2,3 es el indice de color. EI campo ¥ juega el papel del condensado. El valor
de espectacion de su operador dual dispara la rotura espontanea de la simetria U(2) global
de la teoria del borde. Por simplicidad, elegimos que A\ = 0 en el background. T, son los
generadores de U(2):

1 1
Iy = 5117 T = 501‘7
1 1

Notese que estamos trabajando en el limite de prueba, asi que la métrica de background
la elegimos como Schwarzschild-AdS black brane de (4.16). Pr otro lado, el campo de gauge
ahora es

AV =a@r), AP =0(). (4.50)

Siendo todas las demas componentes del campo de gauge nulas. Como en la secciéon anterior,
vamos a usar coordenadas adimensionales definidas por el escaleo dado en (4.17).
Las ecuaciones de movimiento para este ansatz

,(F (@-07 m?

lD-I—(f )@/J+ 1f2 — f¢ 0, (4.51)
n 2 / ¢2
o +;<1> 2f(cp 0) = (4.52)
" 2 / ¢2
O + 6/ + 5 5(® - 0) = (4.53)

Notese que de (5.8) se sigue que no podemos simplemente prender ¢ sin tampoco prender
un © no trivial. Por su poio estamos solamente intereados en prender un potencial quimico
en el overall U(1), y por este motivo vamos a imponer O(p — oo) = 0 y permitir un valor
de borde finito para .

El sistema de ecucaciones acoplado de arriba puede ser simplificado redefiniendo y =
(®—-0)y =3 (P+0). Usando (5.7) y (5.8), vemos que las ecuaciones resultantes para
estos campos es’

l/ f, / m2
/] \/ \1/ —— U =0 4.54
(f ) + Y- Y0, (4.54)

2 22
X” + ;X/ . T — ()7 (4.55)
&+ %g’ =0, (4.56)

donde hemos redefinido ¥ — v/2W. Como siempre, elegimos las condiciones de borde y(p =
1) =0, &(p = 1) = 0 asi como regularidad para W¥. Tener una teoria de campos dual con
s6lo un potencial quimico encendido, implica que x y & deben tomar el mismo valor no
trivial en el borde para asegurar que © se anule asintéticamente. Notese que & se desacopla

YEstas ecuaciones de movimiento corresponden al probe limit de las estudiadas en [121] como el dual de
superconductores desbalanceados. Notese sin embargo que en [121] la simetria de gauge era U(1) x U(1) en
lugar de U(2) como es el caso de este trabajo.
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por completo. El sistema restante (4.54)-(5.9) es nuevamente el background encontrado para
el superconductor holografico s-wave U(1) ampliamente estudiado. Entonces, el background
para el modelo gaugead U(2) contiene al superconductor abeliano més un sector desacoplado
U(1).
El campo x yace en la direccion de uno de los generadores rotos, que es la combinaciéon
lineal (T3 — Tp), mientras & yace en la direccion del U(1) conservado dado por 3 (75 + Tp).
La expansion asintotica para los campos cerca del borde conforme es

N 1

om0 () o
o 1

cone o). e
Y1 Y 1

@L>5 §+O(;>. (4.59)

El mapeor de los coeficientes en las ecuaciones anteriores a las condiciones de borde es
fiy = fi¢ = fi. Una vez més, vamos a concentrarnos solo en la teoria O, de manera exclusiva,
y por eso vamos a exigir ¥ = 0.

Las ecuaciones (4.54)-(5.9) permiten escuaciones con un condensado no nulo, lo que
implica que %(T;;—TO) va a estar roto de manera espontanea. esta solucion debe ser encontrada
de manera numeérica, ya que el sistema es no lineal. Sin embargo, (4.56) si tiene una solucion

analitica
1
E=1 <1 — —) (4.60)
p
y entonces ng = [i.
Cuando la simpetia no esta rota, ¥ = 0, la ecuacién para y tiene por supuesto

xzﬂ(l—%) (4.61)

como solucién también. Entonces, en la fase no rota

0=0, (4.62)

®=2u(1—%)- (4.63)

Este comportamiento refleja el hecho de que T3 es completamente independiente de T en
la fase no rota. Sin embargo, una vez que prendemos el condensado, el juego entre T3 y Ty
(recuérdese que la simetria restante es una combinacion de ambos) hace imposible fijar solo
uno de estos campos a cero.

Finalmente, mencionemos que con el fin de relacionar los pardmetros adimensionales
con los fisicos, necesitamos aplicar el mismo diccionario (4.23)-(4.26) usado para el modelo
ungauged.

4.4.1. Densidad de carga en la fase rota

De acuerdo con [104, 109]| podemos esperar la presencia de modos de Goldstone tipo II
si los generadores de la simetria rota satisfacen

<[Qa; Qb]> = Bab (464)
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con al menos un By, # 0. En nuestro caso tenemos [Q1, Qs] = iQ3. Por lo tanto en nuestra
fase rota estamos interesados en un valor de espectacion no nulo para la densidad de carga
(Q3) = ne. Como hemos argumentado antes, en la fase no rota tenemos necesariamente

O(r) = 0. Esto pasa ya que x v & obedecen la misma ecuacion diferencial y las constantes de
integracion tienen que ser iguales en si queremos evitar prender una fuente para 6. Ahora
queremos encontrar si hay o no un valor de espectacion para © generado espontianeamente
en la fase rota.

El campo asociado a la combinacion no rota de generadores viene dado por (4.60). Como
© = £ — x, entonces
e =i Ty (4.65)

Pr lo tanto, lo que queremos chequear es la diferencia entre los coeficientes dominantes v
subdominantes de y como funciéon de la temperatura. El resultado numérico se muestra en
la figura 4.10.

Figura 4.10: Densidad de carga de ©, fig, como funcion de la temperatura T/T,.

Entonces concluimos que a la temperatura T' < T, esta diferencia se prende y un valor
de espectacion para (Qs) aparece. Esto puede ser tomado como una clara indicacion de la
aparicion de bosones de Goldstone tipo II en el espectro.

4.4.2. Fluctuaciones del modelo gaugeado

En orden de estudiar el espectro de quasiparticulas, prendemos las perturbaciones longi-
tudinales sobre el background, como para

Vo= (n(t,p, ), llr(p)w(t p,)), (4.66)
AO = (@(p) + " (¢, p,2))dt + a(t, p,x)de, (4.67)
AV = a(t,p,2)dt + 0l (t, p,x)dz, (4.68)
A® = aP(t,p,z)dt + a2 (t, p,x)dz, (4.69)
A® = (0(p) +aV(t, p,z))dt + P (t, p, z)dz . (4.70)



Perturbaciones en la fase no rota

En la fase normal, el valor de background del condensado se anula. Mas aun, tenemos
O(p) = 0. Las ecuaciones de movimiento de las perturbaciones son

' e
S”—}—S/ (L+2)+<<2+w>2_ k2 _@)3 = 0, (471)

I I? fer  f
C 2 C k kz C
Q@ 4 2@ _ wza;@_ —a? = 0, (4.72)
p fp fo
! 2
ey oo W YR @
a,? + fa”” +f2am + f2at = 0, (4.73)
R
?a;()—i—?a;() = 0, (4.74)

donde s € {n,o}. Como los indices de color no se ven uno al otro el sistema es el mismo
que (4.30)-(4.33) con la excepcion de que hay cuatro copias del escalar. Debido a nuestra
eleccion de la normalizacion de los generadores de U(2) el campo de background ® aparece
con un factor adicional % en comparacion con (4.30). El espectro de QNM es el mismo que
aquel de un superconductor hologréfico s-wave [100] conla exepcion que los modos escalares
estan doblemente degenerados y que los modos de los campos de gauge tienen cuatro copias.
En particular hay cuatro copias del modo hidrodinamico difusivo w = —iDk?.

Perturbaciones en la fase rota

Las ecuaciones de movimiento en la fase rota se desacoplan en dos sectores: uno mezcla
de colores (0) — (3) del campo de gauge y fluctuaciones o y el otro mezclando los colores
(1) = (2) y las fluctuaciones 7.

65



Escribiendo o = { + id, las ecuaciones del sector (0) — (3) son

2f w?
0 = fO"+ (f’+—> ¢+ (— "
p fr » f
2f WX kP 21wy (3) _ 4O
0 = fé”+(f’+—)5’+(—+————m2 § ¢+ idw T
p for e S 2f
s
+iVk R (4.76)
2 k? k
0 = fa'® 4 20 _ <\Iﬂ + —2> ol — 2200 4 W20 —4CTy — 20w TS, (4.77)
P p p
2
k
0 = fa/O+4 fd® + (w? - @2) al® + %a,ﬁ )+ 020 + 2ikéW (4.78)
2 k? k
0 = fa;/(g) + —fai(?’) — <\112 + —2> af’) - w—Qag’) + \Ilzago) +4¢Ux + 2iwVs,  (4.79)
p p p
w? k
0 = fa!®+ fa/® + ( i \112) a®) + %a,ﬁ )+ 020 — 2ik6W (4.80)
. .
0 = Za© 4+ 240 1 ov's - 2ud (4.81)
P f
" :
0 = Za® 4+ Zd® 205 4208 (4.82)
p S
Es trivial mostrar que definiendo los nuevos campos a\™) = :(a O 44 )) yal = = O 448 ))

el sistema se desacopla aun mas formando un sistema acoplado para los modos escalares y a,g )

y una ecuacion independiente del background para el campo de gauge a,(f) correspondiente
al U(1) sobreviviente. El primer subsistema reproduce las ecuacione (4.37)-(4.41) y por lo
tanto corresponde al superconductor holografico s-wave U(1) contenido en el modelo U(2).
Por otro lado, el campo aff) corresponde a la simetria de gauge preservada en el proceso
de rotura espontanea de simetria U(2) — U(1). El espectro de QNMs en este sector es po
lo tanto el mismo que presentado en [100] mas los QNMs que salen de considerar un gauge
field U(1) en AdS,. En particular, los modos hidrodindmicos en este sector son el modo de

sonido y el modo de sonido asociado al U(1) remanente.

De ahora en adelante nos vamos a concentrar en los campos restantes. Vamos a llamar a
este sector, inherentemente no abeliano, sector (1) — (2) y vamos a mostrar que los bosones
de Goldstone tipo II que esperamos ver residen aca. Escribiendo n = « + i, encontramos
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las siguientes ecuaciones de movimiento en el sector (1) — (2):

o Co2f\ , (W2 (@+0) k2 iw(® + O)
0 = fa +(f +7)0&+<7+T—F—m2>&—|——ﬁ_

' (2 2% +2f ) 27 (4.83)
w? ®+0 k? w(P+ O
A T e
o\
i 1) m) _2¥ o 4.84
1(22x+2f 2fat’ (4.84)
2 k2 k k
0 = fa' 42 (\Iﬂ + —2) ol — a0 40— a® — 20T — 2iwT S, (4.85)
p p p
2 (")2 Ow k 2 wk 1
0 = fa!®+ fa® + < -2+ —) al) —2i—=a® —i0Za® + 226l g +
f f f f !
2k (4.86)

2 k2 k k
0 = fa;/@) + —fa;@) — (\If2 + —2) a,SQ) — Cu—a( —i0—=all) + 2006 — 2iwVa ,(4.87)
p p p? p

2 2 k wk
0 = fag(2)+f’a;(2)+<w7—\112+®—) ()+2z®—a ) +i0%al) + al +

f f f f
+2ikV o, (4.88)
ik 1
O = Z2 /x(l f /(1)_|_} < (2)@—CL§2)@/> _|_2\II/B_2B/\I]’ (489)
P
ko, ' 1
0 = ! - a'® + %agm) 7 (ag(l)@ — ail)@’) + 2V — 22/ . (4.90)
p

Un comentarito: El sistema de ecuaciones podrian ser escritas de manera mas compacta
usando las variables complejas 1 y agg + mﬁ? Uno debe tener en mente en ese caso que las
ecuaciones de campo que uno necesita resolver para obtener el espectro de QNMs no son las
ecuaciones complejo conjugadastya que uno tiene que pedir condiciones de borde entrantes
en el agujero negro y los campos y en los campos complejo conjugados de manera simultanea.
Este aspecto es méas claro si uno trabaja con los campos (formalmente) reales como variables

a costas de que las ecuaciones se vean un poco mas largas.

Considerando hasta orden lineal en las ecuaciones, hay tres sectores desacoplados en el
sistema. Dos de los cuales pertenecen al ‘sector (0) — (3)’ y son una copia del superconductor
holografico U(1) ya estudiado extensivamente, y de una simetria de gauge U (1) preservada.
Las principales caracteristicas de este espectro ya fueron presentadas en 4.3 ya que es también
un subsector del modelo no gaugeado. Por otro lado, el llamado ‘sector (1) — (2)’ no fue
estudiado aun. La fisica de este sector es bastante diferente de la fisica presentada hasta
ahora y nos conentraremos en la misma en lo que queda de este capitulo.

Antes de estudiar los modos quasinormales vamos a concentrarnos en un problema mas
sencillo, el de las conductividades.
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4.4.3. Conductividades

Para estudiar conductividades usando al féormula de Kubo, es suficiente resolver las ecua-
ciones linealizadas en el limite £ = 0. Los correladores retardados en los que estamos intere-

sados tienen la forma Gr ~ <J’i:), Jafc,)> , con ¢, ¢ indices de color.
R

Vamos a usar la prescripcion de [119] para computar funciones de Green en presencia de
operadores mezclados. Si uno tiene un conjunto de campos ®;, la funciéon de correlacion de
dos puntos sera

Grr = AH_I}I;O (.A[M‘/_"éw J(A)/ -+ B[J) , (4.91)

donde la matriz Fi(r) no es nada mas que el porpagador bulk-to-boundary para los campos,
normalizado ed manera que sea la identidad en el borde. Las matrices A y B pueden ser
leidas de las accion on-shell renormalizada. Las correspondientes conductividades DC son
segtin la férmula de Kubo

o1y = il’i% (égu(w, 0)) . (492)

A momento cero, las componentes longitudinales de los campos de gauge se desacoplan
de las perturbaciones escalares, asi como de las componentes temporales de los campos de
gauge. Mas aun, los contraints (eqs. (4.81-4.82) y (4.89-4.90)) resultan satisfacerse de manera
trivial. Como sabemos que el sistema se separa en los sectores (0) —(3) ythe (1)—(2) podemos

Jar a 1 © an d
rearreg ar a I1os Campos ay  €n ados vectores

O (o) (p) = (@ (p),a(p)) and B (1_5)(p) = (al”(p),a?(p)). (4.93)
Uno puede verificar que en nuestro caso las matrices A, B toman una forma sencilla
:—@H, B=0, (4.94)

en ambios sectores. A priori tendriamos una matriz de 4 x 4de conductividades. Sabemos sin
embargo que las fluctuaciones en los sectores (0) — (3) y (1) — (2) se desacoplan unas de las
otras. Entonces podemos restringirnos al estudio de dos matrices de 2 x 2 de conductividades.

4.4.4. Conductividades en el sector (0) — (3)

Las ecuaciones de movimiento a £ = 0 para aéo) y ag(c?’) pueden ser simplificadas usando

los ya definidos campos al”) y aS. Esto resulta en

2

0 = fa"® 4 fla'™® 4 ¢ (4.95)
x x f x Y
w2
0 = fal+ fa) + (7 - 2\112) al). (4.96)

Vemos que el sistema de ecuaciones resultante ahora esta completamente desacoplado. So6-
lo tenemos dos conductividades diagonales o, y o__, correspondientes al sector difusivo
U(1) y a un modo asociado con la rotura espontanea de la simetria U(1) que se acopla al
condensado. El primero es igual que en la fase no rota y de no mayor interés para nosotros
. El altimo es el del bien estudiado superconductor s-wave U(1). Su conductividad ya fue
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:alculada en [28]. Para corroborar el anélisis numérico la hemos recomputado y la figura
4.11 muestra su comportamiento. El mismo coincide completamente con |28]. LA parte real
muestra la funcion delta caracteristica de la superconductividad a w = 0 '°. Numéricamente
esto puede ser visto a través del polo simple 1/w en la parte imaginaria de la conductividad.
La relacion de Kramers-Kronig (ver (A.13) en el apéndice A.1) implica entonces conducti-
vidad DC infinita. La parte real de la conductividad AC también exibe un gap dependiente
de la temperatura.

Re(o_)

1.2}

0.8-
0.6¢
0.4t

0.2t
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Figura 4.11: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la conductividad como funcion
de la fracuencia. Los gréficos corresponden a temperaturas T'/T, ~ 0,91 — 0,41, de rojo a
violeta. Como es de esperarse, los graficos reproducen a aquellos de |28].

4.4.5. Conductivities in the (1) — (2) sector

Las ecuaciones relevantes para el sector (1) — (2) son

2 2
0= fa'® + fla!™® + MT — 0?4 % all) — Qi%a(ﬁ) ) (4.97)
2 e? S)
0=fa'® + fld® + (2 -0+ =) @ + 2i—aV). (4.98)

f f f

Estas ecuaciones obedecen la simetria
(alV) - al? | al® — —al). (4.99)

Uno puede ver que el hecho que ©(1) = 0 implica que aél)(l) es independiente de a,g)(l),
entonces, después de imponer condiciones entrantes en el horizonte, el espacio de parametros
de condiciones de borde es bidimensional, como era de esperarse.

En la fase no orta el sistema se desacopla completamente

w2
0= fa’ + f'a/® + 70,5;) . (4.100)
WEn general, este comportamiento también es caracteristico de medios cargados que gozan de invarianza

traslacional, en los cuales cargas aceleradas no pueden relajarse. Sin embargo, al trabajar en el limite de
prueba rompemos la invarianza traslacional de manera efectiva y por lo tanto la conductividad DC infinita

es una senial aunténtica de superconductividad.
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Conductividades diagonales o'! & 022

Las componentes diagonales de la conductividad, o y ¢2? tienen el mismo comopor-
tamineto, como puede ser anticipado de las ecuaciones (4.97),(4.98). Por lo tanto, vamos a
referirnos solamente a o', pero todas las conclusiones se aplican también a o22.

La figura 4.12 muestra la conductividad para varios valores de la temperatura. Encon-

tramos que estas conductividades también muestras singularidades tipo delta a w = 0.

Re(o 1)

lmg?u}
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Figura 4.12: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de o'' versus w para cinco tem-
peraturas diferentes elegidas en un rango T/T. ~ 0,91 — 0,41, de rojo a violeta. Im(o'!)
claramente explota a medida que w — 0.

El poder de la funcion delta también puede ser calculado. Viene dado por el residuo de
la parte imaginaria de al conductividad a w =0,

lim w Im(c') ~ n,. (4.101)
w—0

Este residu es dibujado en la figura 4.13 como funcion de T/T,. Como es de esperarse,
empieza a crecer desde un valor nulo. A T/T, = 0,65, ns alcanza un méximo y empieza a
decrecer rapidamente, cambiando de signo a T/T, = 0,49. Para estudiar ng hasta tempera-
turas muy bajas deberiamos ir mas alla del limite de prueba. Sin embargo, como vamos a
comentar mas abajo, este comportamiento de ng puede ser entendido a la luz del espectro
de QNMs.

Miremos en detalle el comportamiento de la parte real de la conductividad (gréfico de
la izquierda en la figura 4.12). Para temperaturas lo suficientemente altas la conductividad
optica, Re(o'') = 1, lo que es de esperarse ya que para ese régimen la dinAmica vienen gober-
nada por (4.100). Apenas bajamos la temperatura, el comienzo (bajas frecuencias) decrece
Vv s00 se acerca a un valor constante asintoticamente, cuando w se hace los suficientemen-
te grande y entonces el término % domina, tranformando las ecuaciones (4.97),(4.98) en
aproximadamente (4.100). De acuerdo con la regla de suma de Ferrell-Glover el area que se
pierde a medida que bajamos la temperatura es proporcional a n.

Notablemente, a bajas temperaturaas la parte real de o!!' empieza a desarrollar una
protuberancia a w (0 < w < 2). Esta protuberancia le deja menso érea que cubrir a la funcion
delta, lo que explica por qué ng empieza a decrecer a aproximadamente esta temperatura.
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Figura 4.13: Residuo a w = 0 como funcion de T/T..

Mas aun, la aparicion de estas protuberancias puede ser asociada al hecho que para gNM de
gauge con | Im(w)| pequena, vale que Rew(T") >> Imw(T"). Entonces, las conductividades se
ven afectadas por el hecho de que este modo empiece a desarrollar una especie de resonancia
a esa frecuencia en particular. Hemos estudiado el espectro de los QNM mas bajos para el
sector de gauge v encontramos que este modo corresponde en la fase normal a la excitacion
mas baja de a},,l’g), w = —1,5i. Pero es a temperaturas méas bajas que uno encuentra un hecho
remarcable: a T'/T, a2 0,395 los modos se vuelven inestables, y de hecho, como veremos, varias
-antidades fisicas modifican su comportamiento a esa temperatura.

Por lo tanto, esperamos una nueva transicion de fase alrededor de T'/T, ~ 0,395, debido
enteramente al sector (1) — (2). Como esta transicion de fase parece ser disparadas por un
modo en el sector vectorial lo mas probable es que lleve a la formacion de un condensado
tipo p-wave. Esta nueva fase sera detallada en el capitulo 5.

Conductividades fuera de la diagonal ¢'2 & o2

Los elementos fuera de la diagonal de la matriz de conductividades estan también rela-
cionados a través de la simetria (4.99) y por lo tanto obedecen o'? = —o?!. Entonces, es
suficiente hacer comentarios para o', aunque las conclusiones van a ser vilidas para ambas
componentes.

La forma de o'? es graficada en la figura 4.14 para varias temperaturas diferentes como
funcion de la frecuencia. A T/T, = 1 el sistema esta practicamente desacoplado, entonces
para todas las temperaturas las conductividades diagonales van a cero a medida que w
aumenta.

Obsérvese que 0'?(w) se comporta como una conductividad normal. Su parte real se anula
para w — 0, mientras que la imaginaria tiende a un valor constante.

Conductivities o, and o_

Vale la pena hacer notar que las conductividades (4.97)-(4.98) se desacoplan si definimos
un nuevo campo vectorial

o=\ 4 ) =11 2 W | = Sep. (4.102)
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Figura 4.14: Partes real (izquierda) e imaginarias (derecha) de ¢'? como funcién de w para
T/T, ~ 0,91 — 0,41, de rojo a violeta.

En esta base, las ecuaciones de movimiento son

wF0)?
f

Es facil corroborar que la relacion entre las matrcies de conductividades en ambas bases
viene dada por

0=fAL + ffA + U2 ) Ay (4.103)

= (ST)"o5, (4.104)

v que soOlo las partes no diagonales de ¢ son no nulas.

Las conductividades o_4 vy 04— estan representadas en las figuras 4.15 v 4.16, respecti-
ramente. El plot de la conductividad o_4 es particularmente sugestivo. Aparte de la delta
superconductora de la conductividad DC nos recuerda al comportamiento observado en Gra-
feno [114]. Semejante similutud entre las conductividades de superconductores holograficos
v Grafeno fue ya senalada en |1]. Enfatizamos sin embargo que en la figura 4.15 tenemos
una semejanza aun mas grande con el Grafeno [114], la cual puede observarse en la figura
4.17. En particular, a bajas frecuencias vemos que se desarrolla un pico tipo Drude. Este
tipo de comportamiento en metal por lo general es asociado a impurezas o a la existencia
de una red, mientras que en nuestro caso, la relajacion de momento vendria dada por un
ralor de espectacion no nulo del operador densidad de carga (Q3) = ng. Para frecuencias
grandes, el hecho de que la conductividad vaya a una constante es universal en sistemas en
2+ 1 dimensiones, v esta asociado a que la conductividad no tiene unidades en esta eleccion
particular de dimension.

La similitud se mantiene para temperatura no demasiado pequenas. Cuando bajamos
la temperatura, se abre un gap para el sector (0) — (3). La parte real de o, muestra
el mismo pico que oq; cuando bajamos la temperatura. Para temperaturas por debajo de
T =~ 049T., el polo en la parte imaginaria de ambas conductividades cambia de signo.
Por supuesto, corresponde a la temperatura para la cual el residuo cambia de signo. El
comportamiento a bajas frecuencias de la conductividad crece rapidamente a medida que
bajamos la temperatura, y se hace divergente a T/T, ~ 0,395. La presencia de ese polo
en la conductividad esta relacionado con la aparicion de una inestabilidad en el espectro



de exitaciones de la teoria de campos y por lo tanto con la transicion de a una nueva fase
superconductora, como fue va discutido.
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Figura 4.15: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la conductividad o_, para
temepraturas en el rango T /T, ~ 0,91 — 0,41, de rojo a violeta.
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Figura 4.16: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la conductividad o, para
temepraturas en el rango T /T, ~ 0,91 — 0,41, de rojo a violeta.

4.4.6. Modos quasinormales

Jamos finalmente a estudiar el espectro de QNM del sector (1) —(2). Este sector contiene
las fluctuaciones 7, a,i con ¢ = 1,2, y por ello en la fase rota el espectro va a contener dos
modos difusivos asociados con los dos campos de guage. Las fluctuaciones del campo escalar
en la fase normal fueron ya discutidas en 4.3. Analizando el espectro de modos quasinormales
en la fase rota consiste en resolver el sistema de ecuaciones (4.83)-(4.90). Detalles de dicha
cuenta pueden encontrarse en el apéndice A.2.
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Figura 4.17: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la conductividad para el Gra-
feno. Variar el potencial V' es equivalente de alguna manera a cambiar 1/T en nuestro modelo
holografico.

Modo de Goldstone tipo II

Como es de esperarse en el sector (1) — (2) encontramos un modo de Goldstone del tipo
[I. Asi como en el modelo sin gaugear, su comportamiento para momentos pequenos se puede
fitear con

w = £Bk* — iCk*. (4.105)

La figura 4.18 muestra la relacion de dispersion para varias teperaturas y el fit en el régimen
hidrodinamico.
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Figura 4.18: Gréficos de Re(w) (izquierda) y Im(w) (derecha) como funcién del momento.
Lineas gruesas representan data numérica mientras que las lineas delgadas corresponden a
ajustes. A T = 0,9957, el parametro real cuadratico B(T') muestra un maximo, véase la
figura 4.19. La relacion (4.105) es satisfecha con gran precision.

La dependencia en temperatura de B y C se muestra graficada en la figura 4.19. El
alor a T = T, el el mismo que para el modelo no gaugeado (4.46) v de hecho puede

ser cross checked mediante el calculo de la relacion de dispersion del modo escalar en la
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fase no rota a T = T, ya que los QNMs deben ser continuos a través de la transicion
de fase. Encontramos una dependencia bastante sorprendente de B con la temperatura.
Comienza a un valor finito a la temperatura critica y luego aumenta de manera bursca
para finalmnte caer lentamente. Llega a un minimo aproximandamente para T =~ 0,497,
temeperatura a la cual encontramos el cambio de signo de los correladores corriente-corriente.
También encontramos otro pico alrededor T =~ 0,4T,.. Esperamos que se encuentre una
vez mas relacionado con la inestabilidad encontrada en el secotr de gauge alrededor de
esa temperatura. Seria interesante calcular B(T) usando algin otro método e.g. ya que l:
velocidad del sonido puede ser calculada usando métodos puramente termodinamicos. Para
hacer esto uno deberia ser capaz de conocer la hidrodindmica de los modos de Goldstone
de tipo II. Siun embargo desconocemos dicha formulaciéon hidrodindmica y dejamos dicha
pregunta para investigacion futura.
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Figura 4.19: B (izquierda) y C (derecha) como funcion de T/T,. Al hacer zoom vemos el
pico para C cerca de la transicion. Mas aun, a T' ~ 0,47, un pico agudo aparece en ambos
coeficientes. Atribuimos esta manifestacion al hecho de que aparece una inestabilidad para
el modo vectorial a dicha temperatura.

La atenuacion C(T') decrece rapidamente con la temeperatura. Para temperaturas T /T, <
0,9 es despreciable y el ancho de los bosones de Goldstone tipo II decae como k* en el
limite hidrdinamico. Este rapido decrecimiento con la temperatura manifiesta que el modo
se propaga de manera casi ideal a temperaturas bajas. No se han encontrado otros modos
no masivos en este sector.

Modos quasinormales mas altos

Modos quasinormales mas altos corresponden a modos masivos enel espectro de QNM
representando por lo tanto contribuciones subleading a las funciones de Green de bajas
energias. Nos vamos a concentrar en sélo dos de ellos: La continuaciéon de los dos modos
difusivos de la fase normal vy el modo masivo especial que aparece como modo companero
del boson de Goldstone tipo IT en el modelo de teoria de campos.

Analizar el primero es interesante para comprender si un cambio cualitativo en el patron
de respuesta, como aquel caracterizado por Tx en el sector superconductor U(1), existe en el
sector (1) — (2). Como en este sector existen sin embargo dos modos difusivos en la fase no
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rota es posible que los modos difusivos no solo desarrollen un gap, sino que se acplen entre
ellos y se muevan fuera del eje imaginario en la fase rota. Veremos que este es efectivamente
el caso.

El modo especial gapeado corresponde a un modo que es asociado al complejo conjugado
de la perturbacion escalar en la fase normal. A k =0y pu = 0 el modo escalar y su complejo
conjugado estan degenerados. A medida que bajamos la temperatura se separan en dos
modos diferentes. Cuando llegamos a T" = T, el modo escalar més bajo se convierte en el
boson de GOldstone tipo IT mientras que el modo del complejo conjugado se convierte en su
companero masivo. El gap de este modo se espera que esté dado por su resultado a tree-level
(4.13) [116].

El destino de los modos difusivos: Como ya fue mencionado, en el sector (1) — (2)
tenemso dos modos difusivos degenerados en la fase rota. Cuando atravesamos una transicion
de fase estos modos pueden por lo tanto aparearse y moverse fuera del eje imaginario de
manera tal que sus frecuencias quasinormales desarrollen partes reales y queden paradas de
manera simétrica alrededor del eje imaginario. Esperamos entonces que en el limite de bajas
energias la relacion de dispersion tome la forma

w=T(T)+ M(T)k?*, (4.106)

donde los dos coeficientes son funciones compleja y el segundo modo estd localizado a W' =
—w*. Ademas, esperamos que los QNMs sean continuos a través de la transicion de fases, lo
que en particular significa que para 7" = T, nuestro modo pseudodifusivo se pegue con el
valor para el modo difusivo en la fase rota, i.e. T'(T.) =0y M(T,) = —i.

Los modos a momento cero estan graficados en la figura 4.20. Vemos que de hecho el gap
se anula a T" — T, mientras que los modso se separan y desarrollan un parte real a medida
que disminuimos la temperatura. Esta tltima caracteristica es exclusiva de un sistema no
abeliano y por lo tanto no ocurre en el superconductor holgrafico U(1) de toda la vida, donde
el gap es puramente imaginario (ver [100] y los comentarios hechos mas arriba). Cerca de la
transicion de fase, ellos presentan un comportamiento lineal en la temperatura,

I(T) = (4,1 — 0,84) (1 — %) near 7T, . (4.107)
C

La dependencia en temperatura del coeficiente en el momento de (4.106), M(T), se
muestra en la figura 4.21. La parte real crece de manera brusca justo por debajo de la
transicion de fase. La parte imaginaria se acerca al valor de la fase rota a la temperatura
critica, i.e. M(T..) = —i, como es de esperarse para que los modos pseudodifusivos se conecten
de manera continua con los modos de la fase normal a través de la transicion de fase. Notese
que Im M(T) decrece a medida que bajamos la temperatura.

Otra forma de corroborar que los modos pseudodifusivos vienen del apareo de los modso
difusivos de la fase normal es que su relacion de dispersion en la transicion de fase se pega.
Por lo tanto los dos modos son continuos a través de la transicion de fases, sin embargo, en
lugar de desarrollar un gap puramente imaginario desarrollan un gap complejo.

El hecho que Re(w) no se anuela para estos modso implica que lo suficientemente cerca
de T, y en el limite £ = 0, la respuesta a tiempos tardios de un estado perturbado va a
presentar un decaimiento oscilatorio de las perturbaciones, lo cual significa, a diferencia del
caso U(1), que no habra una temperatura para la cual el comportamiento a tiempos grandes
cambie de manera cualitativa.
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Figura 4.20: Imw versus Rew a k = 0 como funciéon de la temperatura. La forma de la figura
es compatible con simetria de reversion temporal T', ya que hay dos modos pseudodifusivos.
Tener Rew(k = 0) # 0 es caracteristico del caso no abeliano.

ReM(T)
07, M) T
: 0.0 0585 090 095 100 Tc
0.5}
-02f
051
—04f
041
osk -0.6}
02f —0sf
ol -10f
T
0_!\ 1 L 1 L N T R
080 [F3] 090 (X3 00 T -120

Figura 4.21: Real (left) and imaginary (right) part of M(T') as a function of T/T.. As the
temperature approaches T, the value of M(T') reaches the one prescribed by continuity
through the phase transition.
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Modo masivo especial: Buscar a este modo es numéricamente méas complicado. Su com-
portamiento es caracterizado por un gap proporcional a p. En particular, en [116] se argu-
mentd que un boson de Goldstone tipo II es acompanado por un modo masivo que satisface
w(0) = gu con q la carga del campo correspondiente. En nuestras convienciones tenemos
q = 1. Asi que tenemso que buscar un modo con w(k = 0) = p. Més aun, esperamos que se
conecte con la componente mas baja del escalar complejo conjugado en la fase no rota.

En la figura 4.22 comparamos al modo a momento cero con el consdensado f en unidades
numeéricas. Notese que el modo es continuo en la transicion de fase, como era de esperarse.
Observamos el comportamiento lineal predicho teéricamente, al menos cerca de f.. Es muy
dificil de analizar cuando g > 6 debido al alto poder computacional requerido para llevar a
abo el calculo. El modo muestra una parte imaginaria no nula que se debe a la disipacion a
temperaturas bajas. Encontramos qu ela parte real por encima de la transicion de fase puede
ser aproximada por

Rew =1,102 near fi,. (4.108)

Este resultado muestra una desviacion con la conjetura teérica pero podria deberse a fluctua-
ciones numeéricas. Vale enfatizar que el analisis numérico en este caso es bastante desafiante.
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Figura 4.22: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) del modo masivo especial versus
el potencial quimico. Encontramos el valor lineal espera con p. El grafico cubre tanto la fase
normal (linea entrecortada) como la rota (linea solida).

4.5. Discusion

El principal objetivo de este trabajo es mostrar la existencia de modos de Goldstone
tipo II en el espectro de QNMs de una teoria holografica dual a un superfluido fuertemente
acoplado con simetria U(2) .

Estudiamos dos modelos, uno en el cual sélo la simetria overall U(1) estaba gaugeada en
el bulk de AdS y otro en el cual toda la simetria U(2) estaba gaugeada. El descubirmiento
mas importaantes es que de hecho existen exitaciones no masivas presentes en el espectro
de QNMs en el interior de AdS que muestran la relacion de dispersion cuadratica esperada,
pero de alguna manera inusual, caracteristica de bosones de Goldstone tipo II.

Para el modelo no gaugeado esto constituye un resultado soreprendente. Después de todo,
la teoria de campos dual a este modelo no contiene las corrientes conservadas necesarias que
corresponderian a los generadores de la simetria SU(2) global. Pruebas tradicionales del
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teorema de Goldstone dan por garantizada su existencia. Por otro lado esta casi garantizado
que uno puede escribir una teoria de campos efectiva, un modelo onda Landau-Ginzburg
simple, que capture la dinamica esencial de los modos livianos, i.e. los modos quasinormales
mas bajos. Dicho modelo va a estar dado esencialmente por el introducido en la siccién 4.2
y esto garantiza la existencia de los modos de Goldstone tipo II. Sin embargo uno puede
esperar que dicho acercamiento a través de teorias de campso efectivas pueda sélo capturar
la fisica de los modos mas bajos y no asi la de los mas altos. Esto es de hecho lo que
pasa: el modo compaero del Goldstone tipo IT en el modelo ungauged no se comporta de la
manera supuestamente universal w = qu. En contraste el modo corresponiente del modelo
gaugeadosi obedece esta relacion de manera aporximada y la desviacion encontrada puede
ser perfectamente atribuida a las dificultades numéricas que emergen al estudiar QNMs mas
altos.

Una perspectiva bastante interesante del modelo ungauge surge si variamos las masas de
los campos escalares en el interior de AdS. Si las masas son ligeramente diferentes, entonces
a la temperatura critica s6lo uno de los escalares va a tener un QNM no masivo (aquel que
tenga una masa mas pequefia). el modo escalar mas bajo del segundo va a ser todavia masivo
a la temperatura critica. A medida que uno va a través de la transicion de fase no esperamos
que este modo se vuelva no masivo a temperaturas més bajas. Deberia convertirse en un
modo pseudo-Goldstone con un gap proporcional a la diferencia de masas. La aparicion de
un Goldstone tipo II puede ser vista como un efecto del aumento de simetria en ese punto del
espacio de parametros en el que las masas de los escalares se vuelven degeneradas. Como esta
simetria no es representada por campos de gauge en el bulk podemos llamarla una simetria
accidental. A este punto resulta dificil escapar a la tentacion de dibujar un paralelo con el
aumento de simetria conjeturado para superconductores de alta T.. En [122] fue sugerido
que el diagrama de fases de superconductores de alta T, puede ser capturado mediante un
agrandamiento de la simetria SO(3) x U(1) de rotaciones y electromagnetismo a una simetria
SO(5). Como los superconductores de alta T, son d-wave en lugar de s-wave queda por ser
visto como nuestro mecanismo de agrandamento de simetria y los modos de GOldstone tipo
IT resultantes pueden ser combinados con modelos holograficos de superfluidos tipo d-wave
como por ejemplo [90, 91] L.

El segundo modelo que estudiamos tiene campos de gauge en el bulk para toda la sime-
tria U(2). Hay varias diferencias importantes en comparacion con el modelo no gaugeado.
La mas evidente es que uno puede definir y estudiar el conjunto completo de conductivi-
dades correspondientes a la simetria U(2). Nada en especial ocurre en la fase normal, hay
simplemente cuatro conductividades asociadas a los cuatro campos de gauge. En la fase rota
sin embargo nuevos fené6menos aparecen. En particualar hay conductividades no diagonales
distintas de cero. Ademas hemos encontrado que las conductvidades deiagonales del sector
(1) — (2), aquelque contiene el boson de Goldstone tipo II, tienen polos de funciéon delta a
frecuencia cero. En ese sentido este sectro es superconductor. Mas aun, ir a una base desaco-
plada en este sector lleva a un resultado muy sugestivo: la conductividad desarrolla un pico
tipo Drude caracteristico de metales ademas de la delta. Pr otro lado, el criterio de landau
para superfluidez no se satisface en este sector. Recordad que el mismo dice que la super-
fluidez ocurre para velocidades v que son méas pequenas que la velocidad critica v. donde
v. = min;w;(k)/k para todas las ramas de exitacion ¢ y para todo momento k [124, 125].

ULa aparicién de modos de Goldstone no masivos relacionados con un aumento de simetria en el contexto
de condensados de Bose fue encontrado en [123]
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Para un modo de Goldstone tipo II la velocidad critica del fluido es claramente nula.

Una segunda diferencia concierne al destino de los modos difusivos. En la fase no rota hay
simplemente cuatro modos difusivos, uno para cada campo de gauge en el interior de AdS.
En la fase rota hay un modo imaginario puro masivo ‘pseudo-diffusivo’ en el sector (0) — (3),
i.e. en el sector isomorfo al superfluido U(1) s-wave. Como todavia resta una simetria U(1)
no rota hay todavia un modo difusivo normal asociado a la simetria U(1) no rota. En el
sector (1) — (2) tenemos sin embargo dos modos difusivos en la fase no rota. Al atravesar
la transicion de fase estos modos pueden aparearse y moverse fuera de los ejes imaginarios,
conviritiéndose en un par de modos quasinormales corrientes con partes real e imaginaria
en sus frecuencias. Genéricamente la parte imaginaria de este gap es mas pequena (i.e. yace
mas cerca del eje real) que el gap del modo imaginario puro en el sector (0) — (3) . Una
perturbacion grande y genérica va, a tiempos grandes, a exitar tanto el sector (0) — (3) como
el (1) — (2). La respuesta a tiempos grandes del parametro de orden invairante frente U(2)
V012 +|0s)? va a estar dominada entonces por estos modos apareados y mostrara un
comportamiento oscilatorio en ocntraste con el patrén de respuesta del pardmetro de orden
en el caso U(1) [102].

Otro QNM remarcable es el modo especial gapeado, i.e. el modo compaifiero del boson de
Goldstone tipo II. A temperaturas muy altas este modo y aquel que a T' = T, se convierte
en un mado de sonido son degenerados. A medida que aumentamos la temperatura el gap de
estos modos se agranda, para T' < T, es de esperarse que Re(w(k = 0)) para el modo especial
gapeado sea proporcional a gu [113, 116]. En particular hemos encontrado w ~ 1,1p aunque
g = 1 en nuestras convienciones. Desafortunadamente, con el métdo numérico utilizado
encontramos muy dificil al estudio de este modo y la diferencia puede ser una consecuencia
de precisi6on numérica insuficinete. Probablemente valdria la pena estudiar este modo con
métodos alternativos como por ejemplo el método de relajacion desarrollado en [126, 127].

Hay varias generalizaciones del modelo U(2) que parecen interesantes y que podrian ser
estudiadas en el funturo. Una inmediata seria analizar la inestabilidad tipo p-wave comentada
en la seccion 4.4 y buscar un background estable a bajas temperaturas, como se hara en el
capitulo 5. Un escenario similar fue encontrado en [161, 129], en donde una version gaugeada
del modelo tedrico sigma sufre una transiciéon de fase ocacionada por un condensado vectorial
anisotropico.

Otra posible generalizacion serd analizar el modelo cuando la respuesta de la métrica
es tenida en cuenta. Esto introduce al tensor de energia-momento como un operador en la
teoria de campos del borde y es de esperarse que los modos usuales de sonido y de cizayadura
aparezcan al fluctuar la métrica. Mas aun, esto nos permitiria obtrener resultados confiables
auna temperaturas muy bajas y por ejemplo calcular la densidad de carga superconductora
a temperatura cero, asf como B(T = 0).

Hemos ocnstruido acad un modelo simple con bosones de Goldstone tipo II usando una
estrategia “bottom-up”. Es sin embargo interesante preguntarse si dichos modelos pueden ser
realizados mediante una construccion “top-down” derivada de D-branas, teoria de cuerdas o
teoria M [130, 131, 132, 133, 134].

Otra posible direccion de investigacion involucra usar la correspondencia Fluidos/Gravedad
[135] con el fin de derivar la expansion hidrodindmica de la corriente y mediante la inclusion
de backreaction también la relacion constitutiva para le tensor de energia-momento. Esto
esclarecera el comportamiento de superfluidos no relativistas y es particular deberia resultar
en la formulacién de la hidrodinamica de bosones tipo II rlativistas. Hasta donde sabemos
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esto no es sabido ni a orden dominante, i.e. orden cero en derivadas.

Otra direccion de investigacion involucra el criterio de Landau. De acuerdo con este
criterio, la relacion de dispersion (4.105) previene al sistema de ser apaz de acomodar un
superflujo. Més aun, aunque 011 y 099 son superconductoras, as soon ran pronto como una
supercorriente /superflujo se prende el sistema system el sistema deberia ser llevado fuera
de la fase superfluida inmediatamente. Debe notarse sin embargo que en un superfluido
holografico el condensado y su flujo no son nunca dominantes en una expansion a gran N
y el espectro de exitaciones, los QNMs, son subdominantes. Entonces no parece evidente
que el criterio de Landau pueda ser aplicado de manera inmediata. Es sabido sin embargo
que para un superfluido U(1) existe un superfluido critico, o una supercorriente critica, por
encima de la cual el condensado se anula [136, 137, 138]. Resulta interesante investigar si es
este el caso (a lo [138]) y también estudiar como el mecanismo ocurre. Dicha investigacion
se presenta en el capitulo 6.

Finalmente resulta interesante preguntarse si modelos holograficos con modos de Golds-
tone con relaciones de dispersion méas altas w = ck™ with n > 2 pueden ser construidos.
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Capitulo 5

Superconductores s-+p holograficos

“It’s an important and popular fact that things are not always what they seem.”

The Hitchhikers Guide to the Galaxy.

En este capitulo estudiamos el diagrama de fases del modelo hologréfico con una simetria
U(2) global en el borde presentado en el capitulo 4 y mostramos que a bajas temperaturas
una fase con condensados tanto escalar s como vector p existen. Esta es la fase s+p-wave
donde la simetria global U(2) y también la simetria de rotaciones estan rotas. Estudiando la
energia libre mostramos que esta fase es la preferida cuando existe. También consideramos
configuraciones desbalanceadas donde un segundo potencial quimico es encendido. Estas
presentan un diagrama de fases rico caracterizado por la competencia y la coexistencia de
parametros de orden s y p. Los resultados presentados en este capitulo vieron la luz por vez
primera en [140].

5.1. Introduccién

Un problema interesante en la arena de superfluidos y superconductores no convencionales
es aquel de la competencia y coexistencia de distintos parametros de orden [122]. Un ejemplo
paradigmaético en el reino de los superfluidos es el del 3He. A bajas temperaturas el 3He
presenta dos fases superfluidas distintas, Llamadas fases A y B [141] por motivos histéricos.
3He-B es la fase a temperaturas bajas (y presiones bajas) y corresponde a superfluido p-
wave, donde el parametro de orden transforma como un vector bajo rotaciones espaciales.
3He- A es la fase superfluida a temperaturas altas (y presiones altas). Es un superfluido chiral
p-wave cuyo parametro de orden es un vector complejo, y las simetrias de reversion temporal
y paridad estan rotas de manera espontanea. La figura 5.1 muestra el diagrama de fases para
el *He. En el dominio de superconductores no convencionales has sido mostrado en [142]
semiconductores de gap angosto tridimensionales dopados como por ejemplo Cu,BisSes o
Sny_,In,Te hay una competencia entre estados superconductores s y p-wave. Moviendo las
constantes de acoplamiento de los dos canales (correspondientes a apareamientos tipo sy p)
lleva a un diagrama de fases en el que tanto la fase p como s-wave existen. Mas aun, donde las
dos fases se solapan un nuevo estado p+is aparece. El pardmetro de orden para esta fase es la
combinacién de un vector y de un pseudoescalar, y rompe las simetrias de reversion temporal
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Figura 5.1: Diagrama de fases de presién contra temperatura para el 3He.

y paridad haciendo de este estado un ejemplo interesante de superconductor topologico .

La correspondencia AdS/CFT fue exitosa en la construccion de versiones holografica de
superconductividad [?, 27| (para mayor informacion [1, 92]). Més aun, modelos holografi-
cos de estados superconductores s [28], p [29] ¥ d-wave [144]; os cuales tienen pardmetros
de orden escalar, vector y de spin-2 respectivamente, fueron desarrollados en los ultimos
anos. La coexistencia y competencia de varios parametros de orden también fue estudiada
hologréaficamente en [145, 146, 147, 148, 149, 150, 151, 152].

En este capitulo, trabajando sobre el modelo construido en [89] y desarrollado en el
capitulo 4, desarrollamos el dual hologréfico de un superconductor con condensados s-wave
y p-wave. Luego estudiamos el diagrama de fases de mezclas desbalanceadas (en las que
dos potenciales quimicos fueron encendidos) encontrando una competencia entre las fases
superconductoras s, p, y s+p-wave.

En [89] el dual holografico de un superfluido de dos componentes fue construido, usando
un doblete escalar conviviendo con un campo de gauge de U(2) en la geometria de un agujero
negro (BH) de Schwarzschild plano. Al prender un potencial quimico en la componente
overall U(1) C U(2), el sistema se hace inestable hacia la condensacion del doblete escalar.
La aparicion del condensado escalar rompe de manera espontéanea la simetria U(2) dejando
apenas un U(1), lo que senala una transicion de fases a un superfluido s-wave. En esta fase
dos densidades de carga distintas estan presentes, correspondientes a los dos U(1)s dentro
de U(2), por lo tanto llevando a cabo la realizacion holografica de un superfluido de dos
componentes. Fue también encontrado que la fase superfluida s-wave es atin inestable hacia
la condensacion de un modo vectorial, que rompe el U(1) restante y da lugar a una fase
con dos condensados: el superconductor holografico s+p-wave. Acd estudiamos dicha fase

'Este es de hecho un ejemplo de un estado axiénico de la materia. Esta fase p+is pertenece a la clase
D en la clasificacion [143] de superconductores topologicos tridimensionales. Posee fermiones de Majorana
gapeados como estados de borde lo cual da lugar a un efecto Hall termal de superficie anémalo. Seria
interesante realizar holograficamente este estado superconductor axiénico (ver [146] para un superconductor
holografico con rotura de simetria de reversion temporal p-+ip).
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y establecemos el diagrama de fases del superfluido de dos componentes. Si uno trabaja
en el ensamble gran candnico, en el que el potencial quimico de la teoria del borde esta
fijo, la temperatura del sistema viene dada por T" o< 1/u, donde u es un potencial quimico
adimensional relacionado con aquel de la teérica del borde mediante reescaleos. L.a imagen
final es la siguiente: a potencial quimico p lo suficientemente pequeno (temperaturas altas) el
sistema se encuentra en una fase normal en la que no hay ningiin condensado encendido. Para
[ mayor que un cierto valor critico ps el campo escalar adquiere un valor de expectacion
y el sistema entra en la fase superfluida s-wave. Yendo a potenciales quimicos atin mas
grandes una nueva transiciéon de fases ocurre: a ps, > g, un condensado vectorial aparece
para [t > i, ¥ el sistema estd en una fase s-+p-wave con parametros de orden escalar y
vectorial no nulos.

También consideramos el caso en el que los dos potenciales quimicos correspondientes a
los dos U(1)s C U(2) estan prendidos. Este setup, donde el U(2) esta explicitamente roto
en U(1) x U(1), realiza una mezcla desbalanceada, caracterizada por la existencia de dos
especies de carga caracterizadas por dos potenciales quimicos. Ejemplos de dichos sistemas
son las mezclas de fermiones desbalanceadas [153], y QCD a potencial bariénico y de isospin
finito [154]. Méas atin, superconductores desbalanceados son sistemas interesantes donde es
de esperarse la aparicion de fases anisotropicas e inhomogéneas [155, 156]. Realizaciones ho-
lograficas de superconductores desbalanceados fueron construidas en [157, 158|. Para nuestro
sistema determinamos el diagrama de fases como funciéon de los dos potenciales quimicos y
encontramos que existen fases s-wave, p-wave and s+p-wave.

5.2. El superfluido holografico de dos componentes

Consideremos ahora el dual holografico de un fluido multicomponente consistente en un
doblete escalar cargado bajo campos de gauge U(2) que vive en la geometria de brana negra
de Schwarzschild-AdS 3 + 1 dimensional construida en [160]?. La acciéon de dicho sistema es

1
S = /d4x\/_—g (—ZF5"F;V —m2Uty — (D“\II)TDM\I!) : (5.1)
with
wzﬁ@> , Dy=08,—iA,, A,=AT,., (5.2)
1 1

El sistema vive en un background de Schwarzschild-AdS

2

ds? = —f(r)dt* + % + 92 (d2? + dy?)
fr) =2 (1 - %) : (5.4)

2Un modelo similar fue introducido en [159] con el fin de describir superconductores holograficos multi-
banda.
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donde hemos fijado el radio de AdS y del horizonte a L = r;, = 1, usando las simetrias de
escaleo del sistema. Trabajamos en el limite de desacoplo, en el cual la backreaction de los
campos de materia en la métrica es despreciada.

Consideramos el siguiente ansatz (consistente) para los campos en nuestro setup [89]

AP =a(r), AP =), AV =wr), v=u(@r), (5.5)

donde todas las funciones son reales. Todos los otros campos en (5.1) son fijados a cero, en
particular fijamos A = 0 sin pérdida de generalidad. Las ecuaciones de movimiento resultantes

son
o2 (®—-0)2 m? w?
" J “ / \=—v) e _
v () e (BT )=
(5.6)
o420~ L@ _ey—0 (5.7)
r f o '
" 2 / 2 w2
O"+-0+—(®-0)——060=0 5.8
_I_ r _I_ f ( ) Tzf ? ( )
f/ @2 ¢2
W+ =+ —w— —w=0. 5.9
f f? f (59)
En lo que sigue vamos a considerar que el escalar tiene m? = —2 y que el operador dual

correspondiente tenga dimension 2.
El comportamiento asintotico UV de los campos, correspondiente a soluciones de las
ecuaciones (5.6 - 5.9) en el limite r — oo, viene dado por

d=p—p/r+0(r?), (5.10)
O = uz — p3/r + O(r?), (5.11)
w=w"+wh/r+0(r?), (5.12)
=90 /r+ 9@+ 007?), (5.13)

donde, del lado dual, i yp son respectivamente el potencial quimico y la densidad de carga
correspondientes al overall U(1) C U(2) generado por Ty, mientras ps y ps son el potencial
quimico y la densidad de carga correspondientes al U(1) C SU(2) generado por Ts. 1)) es
la fuente del operador escalar de dimension 2, mientras que ¥ es su valor de expectacion.
Finalmente w©® y w® son la fuente y vev de un operador corriente Jél) (recuérdese que
A,(}) es dual a la corriente J,Sl)). Notese que en un background donde w(r) condensa el
SU(2) C U(2) es roto de manera esponténea, y més atn la simetria de rotaciones espaciales
estd rota también.

5.3. El superconductor holografico s+p-wave

Estamos buscando soluciones de las ecuaciones (5.6 - 5.9) donde 9, w, o ambos adquieren
perfiles no triviales. Queremos que los mismos realicen una rotura espontanea de simetria
asi que imponemos que las contribuciones dominantes en el UV (duales a las fuentes de los
operadores correspondientes) se anulen. Vamos a prender el potencial quimico p a lo largo
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del overall U(1), mientras que pediremos que el otro potencial quimico 3 permanezca nulo.
Por lo tanto nuestras condiciones de borde en el UV son

M =0, w® =0, u3=0. (5.14)

En el IR, por regularidad debemos pedir que A; se anule en el horizonte del BH.

Notese que después de usar las simetrias de escaleo del sistema para fijar los pardmetros
del agujero negro en (5.4), la tinica escala del problema viene dada por el potencial quimico
(. En el ensamble gran canonico, en el que el potencial quimico es fijado, la temperatura
es inversamente proporcional al potencial quimico reescaleado T" o< 1/u. Entonces, variar u
es equivalente a cambiar la temperatura del sistema. Por ese motivo, los resultados de este
capitulo estan presentados en términos de pu.

Hemos buscado soluciones numéricas con ¥ y w no cero, integrando desde el IR hacia
el UV donde imponemos las condiciones de borde (5.14). Hemos encontrado las siguientes
soluciones:

Fase normal: para todos los valores de i existe una solucién analitica en la que ¢ = w =
© =0y ® = u(l —1/r). Esta solucion describe el estado normal del sistema, donde la
simetria U(2) vive ininmutable.

Fase s-wave: para u > pus ~ 8,127 encontramos soluciones con ¢ no nulo. Como fue
observado en [89] para estas soluciones las ecuaciones se desacoplan en dos sectores: uno
correspondiente al superconductor holografico abeliano [27] y otro correspondiente a la si-
metria U(1) sin romper. Aunque p3 es cero como fue requerido en (5.14), las dos densidades
de carga p v p3 son no nulas y por lo tanto un superfluido de dos componentes es realizado.
Fase s+p-wave: para p > s ~ 20,56 hay soluciones que satisfacen (5.14) con ¢ y w
no cero. En estas soluciones la simetria U(2) estd completamente rota, y mas atn, como
w®) ~ <J£1)) la simetria de rotaciones espaciales estd rota también. De nuevo ps = 0 mien-
tras que p y ps son distintas de cero, por lo que realizan una fase s+p-wave de un superfluido
con dos componentes. Usualmente la superconductividad tipo p-wave es disparada por un
potencial quimico ps [29]. En nuestro caso la componente p del superfluido s+p es mantenida
por la densidad de carga espontaneamente inducida ps. Por ese motivo no vemos soluciones
donde so6lo el condensado p esté presente en este sistema.

En la figura 5.2 graficamos los condensados (Og) ~ 2 y (Jél)) ~ w como funcién del
potencial quimico. Notese que la solucién en la que ambos condensados coexisten se extiende
hasta el 1/p mas baja (o equivalentemente la temperatura mas baja) para la cual podemos
confia en el limite de desacoplamiento y por lo tanto nos podemos permitir ignorar el efecto
en la métrica.

Para determinar le diagrama de fases de nuestro sistema computamos la energfa libre
para las diferentes soluciones y establecemos cual es la preferida cuando mas de una soluciéon
existe. La densidad de energia libre viene dada por la accion on-shell, y para nuestro ansatz
es

T 1

FZ—vSE:—§(MP+N3P3) + (5.15)
d /

—i—/ﬁ(—fwzz/ﬂ%— 7“2(<I>—@)2 w2+ﬁw2@2).

La energia libre para las distintas soluciones se muestra en la figura 5.3. A potencial quimico
finito solo la fase normal existe. A u = us =~ 8,127 hay una transiciéon de fases de segundo
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Figura 5.2: Condensados 1 (continuo) y w® (entrecortado) como funcién de 1/u en las
fases s-wave (azul) y s+p-wave (rojo). El condensado p aparece a un pg, tal que pe/ps, =
0,395 como fue encontrado en [89|. El grifico incrustado hace zoom a (? para mostrar la
diferencia en el condensado escalar para las soluciones s (azul) y s+p (rojo).

orden a una solucién s-wave. Si uno sigue aumentando g, a pg, = 20,56 hay una segunda
transicion de fases de segundo orden desde las fase s-wave hacia la fase s+p-wave. El sistema
se queda en la fase s+p-wave para p > g
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Figura 5.3: Energia libre de diferentes soluciones como funcion de 1/p: la fase normal esta
de negro, la fase s-wave en azul, y la s+p-wave de rojo.
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5.4. Superconductores desbalanceados

En esta seccion relajamos la condiciéon pus = 0 y estudiamos el diagrama de fases del
sistema como funcion de 'y us/p. Notese que prender un segundo potencial quimico significa
romper explicitamente U(2) — U(1) x U(1). El sistema puede ahora ser interpretado como
el dual hologréfico de una mezcla desbalanceada [158, 157].

Ahora que el U(2) esta roto de manera explicita, no podemos imponer genéricamente
que A = 0 mediante el uso de las transformaciones de gauge. Entonces, en principio ambas
componentes del doblete escalar podrias condensar. En [159] fue estudiado que opcion es
termodinamicamente favorable. Siguiendo su anélisis, el elegir que el condensado ocurra para
la componente mas baja nos fuerza a fijar us/p < 0 para que las soluciones sean estables.

La condiciones de contorno en el UV seran ahora

v =0, w®=0. (5.16)

Como antes, usamos métodos numéricos para integrar el sistema (5.6 - 5.9). Nos encontramos
en un escenario donde cuatro soluciones distintas existen:
Fase normal: una soluciéon analitica tal que p =w =0, ® = pu(1 —1/r)y © = puz(1 —1/r)
existe para cualquier valor de p y s, y describe el estado normal del sistema.
Fase s-wave: para j1—pu3 > 8,127 encontramos soluciones con ¥ no nulon que nos recuerdan
a aquellas del caso balanceado.
Fase p-wave: para |us|/p > 3,65/ existen soluciones que satisfacen ¢ = 0, pero w # 0
y als condiciones de borde adecuadas (5.16). El condensado escalar (O,) es nulo mientras
que <J£1)> # 0. Estas soluciones rompen U(1) x U(1) a U(1) y también rompen el SO(2)
correspondiente a rotaciones espaciales. Notese que w(r) no estd cargado bajo el overall
U(1) y por lo tanto esta solucion es insensible al valor de p. Esta situacion cambirfa si
la backreaction de lso campos de materia en la métrica fuese tomada en cuenta, como en
[157, 158].
Fase s+p-wave: para valores pequenios de ps3/p encontramos la extension de la solucion
s+p-wave encontrada en la seccidon anterior a puz = 0. Sin embargo, mientras més grande sea
\ps| /i mas grande sera el p al cual la fase aparezca. También encontramos soluciones con
dos condensados en una region intermedia en la cual uz es grande y p esta cera del valor
critico ps. Sin embargo éstas son siempre energéticamente desfavorecidas en comparacion a
soluciones s-wave (ver la figura 5.4).

Computando la energia libre (5.15) de diferentes soluciones determinamos el diagrama
de fases para el sistema como funcion de 1/p y ps/p el cual graficamos en la figura 5.4.
Para valores pequetios de ps/p la situacion es muy parecida a aquella encontrada en al
seccion anterior para pusz = 0. Como fue ya mencionado, a medida que |us|/p se hace mas
y mas grande, la transicion a la fase s+p-wave ocurre para valores mas altos de u. Podria
suceder que la fase eventualmente desaparezca a un valor finito de ese cociente, pero esto
ocurriria en una regiéon en la que le limite de prueba no es valido, y la backreaction deberia
se tenida en cuenta3. Para |us|/u lo suficientemente grande, la fase p-wave es preferida a
valores intermedios de p. Entonces, a medida que pu es incrementado por encima de un valor

3Notese que si la fase s+p-wave sobreviviese hasta 1/u = 0 para uz/p mas bajo que cierto valor critico
(como el diagrama de fases 5.4 parece implicar) estariamos en presencia de un punto critico cuéntico en
el cual el sistema va de una fase s+p a una fase s-wave. Esto nos recuerda a lo que pasa en [142] para el
superconductor p-+is.
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critico pp, el sistema va de la fase normal a la fase p-wave phase a través de una transicién
de fases de segundo orden. Si p es incrementado més atn una transiciéon de fases de primer
orden lleva al sistema de un estado p-wave hacia un estado s-wave. Esta transicion de fases
de primer orden p- a s-wave first order phase transition es ilustrada en la figura 5.5 donde
dibujamos la energia libre en ambas fases (v aquella correspondiente a la fase normal) como
funcion de p para un valor fijo de pusz/pu = —1. El punto tricritico donde las fases normal,
s-wave y p-wave se encuentran ocurre a 1/p &~ 0,223 v |us|/p &~ 0,815. La solucion p-wave
nunca es energéticamente preferida para |us|/p < 0,815.

Un comentario de precaucion sobre el diagrama de fases de la figura 5.4: En las regiones
del espacio de pardmetros donde |pz|/p > 10 1/p < 1 el limite de prueba no es vélido, y
por lo tanto el diagrama de fases podria verse modificado una vez que la backreaction sea
tenida en cuenta. De hecho, la naturaleza de las diferentes transiciones de fase, asi como los
ralores criticos de los potenciales quimicos podrian verse alteradas en dichas regiones. Sin
embargo, las principales caracteristicas del diagrama de fases como la existencia de fases s
y p-wave encontrandose en un punto tricritico deberian sobrevivir niveles de backreaction
moderados.

ool v b e e e e e 1
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 12 14

—M3/u

Figura 5.4: Diagrama de fases para sistemas desbalanceados como funcion de 1/p y ps/p.
Las transiciones de fases de segundo orden son marcadas con lineas azules,mientras que la
linea roja corresponde a una transicion de fases de primer orden.

5.5. Conclusiones

En este capitulo reportamos la construccion de un estado superconductor s+p-wave. Esta
fase, en la que tanto los condensados s-wave como p-wave existen, es el estado preferido del
superfluido holografico de dos componentes presentado en la seccion 4. Este modelo realiza
una simetria U(2) global en la teorfa del borde y presenta estados superconductores con
densidades de carga no nulas correspondientes a los dos U(1)s dentro de U(2).
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Figura 5.5: La energia libre como funciéon de 1/p para ps/p = —1. El color negro corresponde
con la fase normal, el azul a la fase s-wave, y el verde a la fase p-wave.

Los resultados principales se pueden resumir en las figuras 5.2 y 5.4. La figura 5.2 muestra
que un estado s+p-wave aparece a bajas temperaturas. El analisis de la energia libre deter-
mina que el sistema entra a esta fase mediante una transicion de fases de segundo orden,
v permanece en la misma hasta temperaturas tan bajas como logramos conseguir. Por otro
lado, la figura 5.4 presenta el diagrama de fases para el sistema desbalanceado: los potencia-
les quimicos asociados a ambos U(1)s € U(2) son encendidos, y por lo tanto U(2) es roto
de manera explicita a U(1) x U(1). En este diagrama de fases tres fases superconductoras
estan presentes. Estas son la fase s-wave estandar donde un condensado escalar rompe el
U(1) x U(1) en U(1): una fase p-wave donde (J$) 0, U(1) x U(1) es roto a un U(1) (dife-
rente), y también la simetria rotacional es rota; y una fase s+p-wave donde U(1) x U(1) esta
completamente roto y condensados sy p-wave aparecen, y de nuevo la simetria rotacional es-
ta rota. Notablemente, mientras el sistema va de la fase normal a las fases s-wave and p-wave
a través de una transicion de fases de segundo orden, la transicion de fases entre las fases sy
p-wave es siempre de primer orden. La existencia de esta transicion de fases de primer orden
entre estados superconductores en un sistema desbalanceado es una prediccion interesante
de nuestro modelo holografico. Estas conclusiones podrian ser sensibles a la backreaction ya
que, como fue mencionado, el orden de las transiciones de fase puede cambiar cuando la
dinamica de la métrica entra en juego. Mas atin, en orden de asegurarse la estabilidad de
estas fases es importante estudiar el espectro de modos quasinormales del sistema. Como fue
senalado en [160], puede ocurrir que inestabilidades hacia fases inhomogéneas aparezcan.

En [161] un modelo de QF T con una simetria U(2) y con un esquema de rotura de simetria
parecido al nuestro es estudiado. Los autores encuentran en el espectro de excitaciones un
roton en la direccion del condensado vectorial. Seria interesante estudiar el espectro de QNMs
de la fase s+p-wave y ver si algo parecido ocurre en nuestro caso. Dejamos este aspecto para
investigaciones futuras.
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Capitulo 6

Superfluidos holograficos y el criterio de
Landau

“Bravo furbo, la risposta & sottile, Maltese.”

1l Monaco

En este capitulo vamos a abocarnos a la estabilidad de superfluidos holograficos a velo-
cidad finita. Nuestro método se basa en aplicar el criterio de Landau al espectro de modos
quasinormales (QNM). En particular estudiamos los modos quasinormales relacionados con
los modos de Goldstone asociados a la rotura de simetria con relaciones de dispersion lineales
y cuadraticas. En el caso lineal mostramos que la velocidad del sonido se hace cero para ve-
locidad del fluido lo suficientemente grande y que la parte imaginaria de modo quasinormal
se mueve para el semiplano superior. Como la inestabilidad tiene un pico a momento finito,
lo tomamos como indicacion de una fase inhomogénea o con bandas para velocidades del
superfluido lo suficientemente grandes. En el caso con relacion de dispersion cuadratica la
inestabilidad aparece para velocidades arbitrariamente pequenas a todas temperaturas. Los
resultados de este capitulo fueron presentados en [160).

6.1. Introduccion

La propiedad caracteristica de un superfluido es su habilidad de fluir sin sufrir friccion
a través de capilares delgados. Es ttil pensar a un superfluido como un liquido de dos
componentes. Una componente es el vacio con un niimero de ocupacién macroscopico y la
otra es la componente normal, sujeta a friccion y viscosidad. A temperaturas muy bajas
la componente normal puede ser descrita como un gas de excitaciones quasiparticulas por
encima de un estado de vacio ocupado macroscépicamente. Un famoso argumento de Landau
[124, 162, 163] fija un limite a la velocidad del fluido que el condensado puede desarrollar. La
esencia del argumento es la siguiente. A temperatura cero, la energia de una quasiparticula
con momento p'es €(p) en el marco de referencia de reposo para el condensado. Si imaginamos
una situacion en la que el condensado se mueve con velocidad constante v el costo de energia
para crear una quasiparticula es

¢(F) = (@) + 7 7. (6.1)
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En particular si p’ es antiparalela a la velocidad del flujo ¢ esta energia se ve disminuida y
eventualmente va a cero. Si € < 0 es energéticamente favorable para le sistema crear excita-
ciones elementales y poblar estados con esta energia efectiva negativa. Como la velocidad del
superfluido ¥ es mantenida constante esto significa que el condensado eventualmente va a
quedar completamente saqueado y el superflujo se detiene. Se sigue que existe una velocidad
de flujo critica por encima de la cual el superfluido deja de existir. El famoso criterio de
Landau para la existencia de superflujo es entonces

Umax = Min @ , (6.2)

p
donde el minimo sobre todas las ramas de excitaciones elementales debe ser tomado. Se sabe
por ejemplo que para el Helio superfluido que la componente normal a bajas temperaturas
puede ser descrita de manera precisa como un gas de fonones y rotones y que la velocidad
critica no esta determinada por el minimo de las relaciones de dispersion de fonones y rotones
sino por excitaciones de vortices, lo que resulta en una velocidad de superfluido méaxima
mucho més baja.

A temperatura finita suele haber una componente de fluido normal presente y por lo
tanto la energia de una excitacion de un superfluido con superflujo no puede ser contenido
simplemente mediante un boost (Galileano) como en la ecuacion (6.1). Es sin embargo todavia
cierto que la energia va a depender de la velocidad del superfluido y que puede volverse
negativa si la velocidad del superfluido es lo suficientemente grande. A temperatura finita el
criterio es por lo tanto que el superfluido sera estable siempre y cuando todas las excitaciones
de quasiparticula tengan energia positiva. Si en un superfluido las tinicas excitaciones de
energia baja son los fonones este criterio implica béasicamente que la velocidad del sonido,
que dependera del superflujo, sea positiva en todas las direcciones.

En [136, 137] un superfluido s-wave en 2-+1 dimensiones con superflujo fue construido
y fue senalado que hay de hecho una velocidad critica por encima de la cual el estado
superfluido deja de existir. El diagrama de fases obtenido en estos trabajos esta basado en
comparar la energia libre del superflujo con la energia libre de la fase normal. Resulta ser que
la transicion de fases de la fase superfluida a la fase normal es de primer o segundo orden
dependiendo de la temperatura. Un hecho interesante es que en 3-+1 dimensiones hay un
rango de masas para el condensado para las cuales la transicion de fases es de segundo orden
[164]. Otra forma de establecer el diagrama de fases fue usada en [138]. Alli la supercorriente
fue mantenida fija y se argumenta que la transicion de fases es siempre de primer orden.

El significado fisico de comparar la energia libre de un estado con superflujo y un estado
normal no es del todo clara, ya que para todas las temperaturas por debajo de la critica le
estado normal es inestable hacia la condensacion de un superfluido sin superflujo. De hecho
el superflujo por si mismo es un estados metaestable [163] como fue enfatizado ya en [136].
Vamos a proponer un método diferente para caracterizar el diagrama de fases de manera que
quede relacionado de manera mas directa con el criterio de estabilidad (6.2).

El proposito de este capitulo es entonces estudiar como se realiza el criterio de estabilidad
(6.2) en superfluidos holograficos. Los modelos holograficos mas simples de superfluidos son
obtenidos en el limite de desacoplamiento. En este limite se descartan las fluctuaciones de
la métrica y uno se queda solamente con la dindmica del escalar cargado y el campo de
gauge en un agujero negro asintoticamente AdS. El espectro de excitaciones de una teoria
de campos holografica a temperatura y densidad de carga finitas viene dada por el espectro
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de modos quasinormales (QNMs) [96, 97, 98, 99]. Los QNMs del modelo holografico mas
simple con una simetria U(1) rota de manera espontanea fue obtenido en [100]. Este modelo
fue generalizado para una simetria U(2) [89] como vimos en el capitulo 4!, lo que da lugar
al dual holografico de un fluido multicomponente [103]. El espectro del modelo U(2) resulta
contener una copia del espectro usual de QNM del modelo U(1) pero también una nueva
caracteristica, la apariciéon de un bosén de Goldstone tipo II.

Es dominio publico que la rotura espontidnea de una simetria global continua lleva a
la aparicion de modos no masivos, los bosones de Goldstone. Esto es también respetado
por teorias holograficas. Los bosones de Goldstone aparecen como QNMs no masivos. Un
hecho un poco menos bien sabido es que los bosones de Goldstone no tienen necesariamente
relaciones de dispersion lineales, atin en teorias de campos relativistas. Dependiendo de si su
relacion de dispersion es proporcional a una potencia par o impar del momento son llamados
de tipo I o de tipo II (ver [107]| para mas informacion). La aparicién de bosones de Goldstone
de tipo II también esta relacionada a otro hecho, que el nimero de bosones de Goldstone no
iguales al nimero de generadores rotos [105, 104, 111]%. De hecho en el modelo holografico
la simetria U(2) se rompe a U(1) y consecuentemente hay tres generadores de simetria rotos
pero solo dos bosones de Goldstone holograficos fueron encontrados. Uno de ellos puede ser
identificado con el modo de sonido usual con relaciéon de dispersion

w(k) = vk + (b —iD)k?, (6.3)

donde v, es la velocidad del sonido, b una correcciéon cuadratica en momento y I' la constante
de atenuacion del sonido. Los bosones de Goldstone tipo II por otro lado tienen una relacién
de dispersion

w(k) = (B —iC)k?*, (6.4)

sin parte lineal. Todas las constantes que aparecen en estas expresiones son dependientes de
la temperatura y satisfacen vs(7,.) =0, b(7.) = B(1.) y C(T.) = I'(T,).

Vamos a investigar la estabilidad del superfluido a través de un analisis de QNM del
modelo U(2). Esto va a dar de manera automéatica nueve y valiosa informacion sobre el
superfluido holografico U(1) usual ya que un subsector de las fluctuaciones en el modelo
U(2) es isomorfo al U(1).

En la seccion 6.3 vamos a seguir a [136, 137| y reproducir el diagrama de fases basandonos
en la comparacion de las energias en las fases con superflujo y la fase normal. Entonces
estudiaremos el espectro de modos QNM en presencia del superflujo. En particular vamos a
estudiar la dependencia angular de la velocidad del sonido. Vamos a encontrar que a medida
que la velocidad del superflujo se incrementa la velocidad del sonido en la direcciéon opuesta
la superflujo disminuye y eventualmente desaparece a cierta velocidad critica v.. Al aumentar
la velocidad del superfluido més aun esta velocidad del sonido esta velocidad del sonido se
hace negativa y esto debe ser interpretado como la apariciéon de un estado de energia negativa
en el espectro. En principio esto deberia ser suficiente para argumentar una inestabilidad
pero basicamente gratis el analisis de modos QNM puede darnos una sefial aun mas claro
de esta inestabilidad. Es bien sabido que la parte imaginaria de los QNMs tiene que vivir en
el semiplano inferior. Si ellos fallan y migran al semiplano superior un modo creciente con

1Un modelo hologréfico similar fue también introducido en [159].
2Resultados recientes en bosones Goldstone tipo II pueden ser encontrados en [113, 165, 116, 166]. En un
contexto holografico modos de Goldstone tipo II fueron encontrados también en [106].
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amplitud ¢ o< exp(['t) aparece en el espectro. No es necesario que este modo tenga momento
cero. De hecho veremos que si incrementamos la velocidad del superfluido mas alla de su
valor critico la parte imaginaria de la frecuencia quasinormal del modo de sonido se muda al
semiplano superior. Esto lo hace logrando un méximo para cierto momento finito. Veremos
que este comportamiento es necesario en orden de conectar con el diagrama de fases de la
fase normal. Luego, moviéndonos un poco a un costado, estudiamos las conductividades en la
fase con superflujo. Esto fue hecho antes pero so6lo en el sector transverso y aca se presentan
resultados para el sector longitudinal.

Finalmente investigamos el destino de los bosones de Goldstone tipo dos en el modelo
U(2). Vamos a estudiar tanto el modelo gaugeado como no gaugeado de [89]. El criterio de
Landau sugiere que en estos setups no sean capaces de sostener un superflujo finito ya que
min <2 = para relaciones de dispersion cuadraticas. De nuevo podemos estudiar también
la parte imaginaria. Vamos a encontrar una vez mas polos en el semiplano superior para
todas las temperaturas y velocidades del superfluido para los dos modelos 3.

Vamos ahora a mencionar ciertos defectos de nuestro analisis. Trabajamos siempre en el
limite de desacoplamiento en el cual las fluctuaciones de la métrica estas suprimidas. Entonces
no vemos el patréon de primer y segundo (y cuarto) sonidos tipicos para superfluidos. En el
limite de desacoplo sblo el cuarto sonido, las fluctuaciones del condensado, sobreviven. Otro
defecto es que aplicamos el criterio de Landau s6lo a los QNMs. Como en el Helio superfluido
es probable que existan otras excitaciones, como vortices, que podrian modificar el valor de la
velocidad critica. La pregunta de cémo los solitones determinan la velocidad del superfluido
critica fue estudiada en [167].

Resulta interesante comparar nuestros resultados con la dependencia angular de la ve-
locidad del sonido en un modelo a acoplamiento débil como el recientemente estudiado en
[168]. Mas recientemente, en [169] el diagrama de fases de un superfluido a acoplamiento
débil fue estudiado, obteniéndose resultados cualitativamente muy similares a los nuestros.

6.2. Repaso sobre la teoria de Landau-Ginzburg

Para comenzar, repasemos rapidamente qué tienen Landau y Ginzburg que decirnos sobre
superfluidos, siguiendo los pasos de [168].
Empecemos por el lagrangiano

L = 000" g™ — m?[pl* = Al (6.5)

donde ¢ es un campo escalar, m > 0 su masa y la constante de acoplamiento A > 0. El
lagrangiano es invariante frente a rotaciones de U(1) ¢ — €™y lo que implica una carga
conservada. Notese que la condiciéon de tener una masa real implica que el término cuadra-
tico del potencial sea positivo y una rotura espontanea de simetria puede ocurrir s6lo si
introducimos un potencial quimico asociado a la carga conservada. Si el potencial quimico
es mas grande que la masa m se forma un condensado de Bose-Einstein de particulas. En
este formalismo, vamos a introducir dicho potencial quimico a través de una dependencia
temporal de la fase del parametro de orden. Notese que equivalentemente se podria hacer lo

3Modelos con un campo de gauge U(1) y dos complejos escalares similares a nuestro modelo no gaugeado
fueron estudiados antes en [145] y més recientemente en [148| (ver también [147]). En esos casos los dos
escalares tenian masas distintas y esto deberia prevenir la aparicién de modos de Goldstone tipo II.
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mismo introduciendo una fuente externa a través de un campo de gauge temporal constante,
como hacemos en los modelos holograficos.
Vamos a elegir un ansatz para el condensado de Bose-Einstein de la forma

e

p(x) = 7 p(). (6.6)

Aca, p(x) es el modulo y ¢ (x) la fase del condensado. Insertando este ansatz obtenemos el
lagrangiano a nivel arbol

1 2 A
L= 5000 p+ 5 (9006 —m?) = 5. (6.7)
Al ignorar las fluctuaciones vamos a poder hacer una traducciéon a las ecuaciones y mag-
nitudes hidrodinamicas en el caso mas simple alla [170].
Las ecuaciones clasicas de movimiento son

Op = p(o®—m>—\p?), (6.8)
9 (P200) = 0, (6.9

donde hemos abreviado
0% = 9,0"). (6.10)

La expresion de teoria de campos para la corriente de carga conservada y el tensor de energia-
momento son

oL
o = 00", 6.11
T o
o~ 2 OW=9L) 0L gL = 0"pd"p+ p?"pdp — g L. (6.12)

vV —3g 5guu B aguy

Para el tensor de energia-momento usamos la definiciéon gravitacional mediante la introduc-
cion de una métrica general g la cual, después de tomar derivadas, fijamos de manera tal
que sea aquella del espacio de Minkowski. Esta definicion garantiza que TH” es simétrico y
conservado. Como j* también es conservada, tenemos

94t =0, 9, =0, (6.13)

que son las ecuaciones hidrodinamicas. Como esperamos del teorema de Noether, la ecuacion
de conservaciéon de la corriente y la ecuacion para la fase ¢ coinciden.
Una solucién a las ecuaciones de movimiento es

Vo= puat, (6.14)

/p2 _ m2

Este ansatz corresponde a un superfluido infinito fluyendo de manera uniforme. La densidad
y el flujo estan determinados por las componentes de p,, que son simples niimeros y no
funciones de z y que no estan restringidos por las ecuaciones de movimiento. El valor de p,
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es determinado por las condiciones de borde, que especifican la topologia de la configuracion
de campos, o sea el nimero de veces que la fase gira alrededor a medida que atravesamos la
region espaciotemporal en la que reside el superfluido.

Metiendo esta solucién en el lagrangiano tenemos
o2 — m?)?

|
L= A\

(6.16)
El lagrangiano on-shell a nivel arbol nos da la presion.

Ahora exploramos la conexién entre las cantidades de teoria de campos y las hidrodinami-
cas. El enfoque hidrodinamico incluye escribir una corriente y un tensor de energia momento
en términos de cantidades fluido-mecanicas

j* = ngat, (6.17)
T = (€5 + Ps)v'v” — g" Py, (6.18)

donde v* es la velocidad del superfluido y por definicion v,v* = 1. Para identificar ng, €,
y P, tenemos que ir al marco de referencia en el que el superfluido estd en reposo v* =
(1,0,0,0), donde no hay flujo de carga, energia o momento: j° = T% = 0. Entonces tenemos
sencillamente que j° = n,, T% = ¢,, T = §Y P,, de manera que n,, €, y P, son la densidad
de carga, densidad de energia y presion en el marco de referencia en el que el superfluido
estd en reposo. Estos pueden ser expresados de manera covariante usando las contracciones
correspondientes
— . y 1 v
ns = \/J*ju = v"J,, e =v,v,T", P, = —g(gw, — v, 0,)TH . (6.19)
Para relacionar estas cantidades hidrodinamicas con sus equivalente de campos podemos
usar las ecuaciones (6.11) y (6.12)
2 2
o°—m oM
_ = —==~(1,v,), 6.20
donde v, es la componente espacial de la velocidad del superfluido con un factor de Lorentz
v=1/y/1—Vv2
Para €, y P; en cambio obtenemos
(0% —m?)? (302 + m?)(c? — m?)

P _ _ 21
s om0 o AN (6:21)

Notese que m es la tnica escala de masas de nuestro lagrangiano. La traza del tensor de
energia-momento T/ = €5+ p; —3Fs = m?p? se anula para m = 0. Este caso serfa considerar
una CFT a potencial quimico finito, lo cual se acerca aun mas a nuestros estudios holograficos.

Finalmente la densidad de superfluido p, se define a través de una expansion para v,
chico y resulta en

02—m2

A

Entonces, a temperatura nula se puede pegar perfectamente la teoria de Landau para
un campo escalar con la descripcion hidrodinamica de un fluido perfecto. Como es un fluido

ps =€+ Py =0 (6.22)
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inico, siempre se puede mover uno al marco de referencia en el que el fluido esta quieto y
eso mata mucha de la fisica interesante. Los autores de [168] mostraron que para el caso
de la teorfa de Landau a temperatura finita el ansatz de fluido tnico ya no es valido y el
superfluido se convierte en un sistema de dos fluidos.

La manera més inmediata de anadir una segunda componente a la hidrodinamica de un
solo fluido parece ser

oH
= naut+ ns—q/J , (6.23)
o

oMo,
T — (En + Pn)ultuu . gMVPn + (63 + Pg)# _

g Ps. (6.24)
Acé so6lo anadimos los términos correspondientes a un fluido normal a los ya definidos para un
superfluido. En particula, hemos introducido la velocidad del fluido normal u*, con w*u, = 1.
Como consecuencia, podemos definir el marco de referencia de reposo para el fluido normal
fijando v* = (1,0,0,0). Obviamente, si usamos este marco de referencia todavia vamos a
tener una corriente encendida para el superfluido. En otras palabras, en contraste con el caso
del superfluido a temperatura cero, no hay un marco de referencia para el cual la presion sea
isotropica. Para ver como pegar los coeficientes hidrodinamicos con aquellos provenientes de
la teoria de campos, es necesario calcular la accion efectiva térmica a un loop. Dicha cuenta
puede ser encontrada en [168].

En nuestros superfluidos holograficos siempre tendremos en mente la imagen de un fluido
de dos componentes, una normal y una superfluida. El marco de referencia elegido sera aquel
en el que el fluido normal esta en reposo. No podemos hacer boost de Lorentz para cambiar
de marco de referencia ya que no estamos considerando la dinamica de la métrica.

6.3. El superfluido U(2) con superflujo

Consideremos el lagrangiano de bulk de un doblete escalar en la representacion funda-
mental gaugeado con una simetria U(2) [89, 159

5= [day=ae = [ dey=g (—EFWF;V — m2yly — (D%)*Duw) . (625)
donde

Y =12 @) : A, = AT, D, =0, —iA,, (6.26)

donde hemos incluido un factor v/2 en la definicion del campo escalar para que las ecuaciones
estén de acuerdo con aquellas de [136]. Siguiendo [27] elegimos que la masa de escalar sea
m? = —2/L*. Los generadores de U(2) seran

1
T() = —]I, E == 50'1‘ . (627)

Como vamos a trabajar en la aproximacion de prueba no incluimos a la métrica entre los
grados de libertad dinamicos sino que simplemente consideramos (6.25) en el background de
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una brana negra de Schwarzschild-AdS

ds* = —f(r)dt* + ;l(r:) + Z—Z(dmZ + dy?),
2 M
f(r) = % - (6.28)

El horizonte se encuentra en ry = M'/3L%*3 y su temperatura de Hawking es T = 3ry /47 L2,
Mediante los reescaleos correspondientes podemos fijar L = ry = 1 y trabajar con coorde-
nadas adimensionales.

Si queremos encontrar soluciones correspondientes a un condensado con velocidad de su-
perfluido no nula debemos proceder como explicaremos. Primero notese que el escalar \(r)
puede ser fijado a cero mediante una trasformacion de gauge de U(2). Para el escalar ¥ pe-
dimos que el comportamiento dominante en el borde se anule. Mediante una transformacion
de gauge U(1) podemos pedir que W sea real.

Ahora necesitamos definir que queremos decir con velocidad de superfluido. Discutamos
esto desde la perspectiva de una teoria de campos. En un superfluido multi-componente con
simetria U(2) podemos en principio definir cuatro supercorrientes

J = T, VrD — (VHD) 7,0 (6.29)

donde V# = 0" — 1 ANT, es la derivada covariante y ® es la funcién de onda del condensado
que transforma como un doblete frente a U(2). Su el condensado es tal que alguna de las
componentes espaciales de las corrientes no se anula podemos hablar de un estado con
superflujo no nulo. Mediante una transformacion de gauge podemos siempre asumir que el
condensado va a tomar la forma estandar, e.g. ® = (0,¢)? y representar el superflujo no nulo
en términos de campos de gauge externos. Como estamos interesados en romper la simetria
U(2) de manera esponténea a U(1) vamos solamente a permitir un campo de gauge no nulo
U(1) correspondiente al generador T. Mas aun mediante una rotacion de SO(2) podemos
hacer que el campo de gauge apunte en la direccion z. De (6.29) es facil ver que semejante
superflujo implica corrientes no nulas 0 y J$¥. Para encontrar soluciones con una carga
no trivial también tenemos que buscar soluciones con un potencial quimico no trivial. Una
vez més, con el fin de preservar la simetria U(2) vamos a permitir un potencial quimico solo
para la carga overall U(1).

Volviendo ahora a holografia, estas consideraciones determinan que el ansatz para los
campos de gauge sea de la forma

A© = AP (r)dt + AP (r)da, A® = AP (r)dt + AP (r)dz (6.30)

Si bien introducimos fuentes solo para A el hecho de que también la corriente J,Sg) sea,
no nula exige que A®) # 0. La interpretacion fisica de este hecho es que el sistema fuerza la
aparicion de una densidad de carga p® # 0 (como fue explicado ya en [89]) y una corriente
J;,E?’) en el vacio con superflujo. Esto esta de hecho relacionado intimamente con la presencia
de bosones de Goldstone tipo en el espectro [109].

A esta altura es importante notar que la identificacion de méas arriba es soélo valida en la
fase superfluida, esto es, cuando ¥ # 0. Un valor de background constante para el campo de
gauge A, en la fase normal no tiene sentido fisico ya que no hay nocion de superflujo.
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Por las razones senaladas mas arriba, elegimos las condiciones de borde asintéticas para
los campos de gauge

AV = 00 20, AEB)’I’—>OO =0,
AP (r — o00) = 28, AB(r — 00) =0, (6.31)

donde [i debe ser identificado con el potencial quimico de la teorfa dual y S, est4 relacionada
con la velocidad del superflujo. Hemos incluido un factor dos en la definiciones de ji y S,
por el siguiente motivo. Las ecuaciones de background pueden ser reescritas como aquellas
del modelo U(1) de [136, 137] utilizando las redefiniciones de los campos

1 1
Ao =547 - A7), &= 54" + 47,
1 . 1
ao=Lao - aw), s =AY +AP), (6.32)

para los cuales las ecuaciones de background quedan

A+ %A{) — QT‘IIQAO =0, (6.34)
Al + %A; — AQCQT\IJ2 =0, (6.35)
¢+ %g’ =0, (6.36)

"+ f7/<’ =0. (6.37)

Se puede corroborar que recuperamos el sistema U (1) que describe el superconductor hologra-
fico U(1)en presencia de velocidad para el superfluido (véase por ejemplo [164]). El potencial
quimico i es por lo tanto el potencial quimico correspondiente al campo Ay que actia co-
mo la componente temporal del (inico) campo de gauge, y A, actia como la componente
espacial del tinico campo de gauge [136, 137, 164]. Esto muestra de manera explicita que el
background del modelo U(2) es idéntico a aquel del superconductor U(1), aun a velocidad
del superfluido no nula.

Una consecuencia inmediata del hecho que las ecuaciones de fondo son aquellas del su-
perfluido holografico U(1) es que, a primera vista, el sistema U(2) parece capaz de acomodar
un superflujo. Sin embargo, como ya fue argumentado, esto va en directa contradiccion con
el criterio de Landau para superfluidez [163] debido a la presencia de un boson de Goldstone
tipo IT en el espectro. Por supuesto, el haber encontrado soluciones a las ecuaciones de mo-
vimiento no dice nada aun sobre la estabilidad. De hecho, como veremos explicitamente, los
Goldstone de tipo II van a convertirse en un modo inestable haciendo que la toda la soluciéon
en el caso U(2) sea inestable.

Las ecuaciones (6.33)-(6.35) son no lineales y deben ser resueltas usando métodos nu-
méricos. Notese que (6.36) y (6.37) estan desacopladas. Corresponden a la simetria U(1)
preservada luego de la rotura U(2) — U(1). El comportamiento asintotico de los campos
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cerca del borde conforme es

Aozﬂ__+ )
r_
Ax:Sx—%Jr..., (6.39)
oDy
T T

3 9
H= "t P~ Tome2”
3 9
x — T x — T 6.39
5 47TTS J. 167r2T2j (6.39)
3 9
%—M—T«')l), ¢2—W< 2)

Estamos trabajando en el ensamble gran canénico, por lo que fijamos el potencial quimico
u. La temperatura viene definida por T'/u o< 1/j1. Para estudiar la evolucion del condensado
como funciéon de la velocidad del superfluido, la manera natural de proceder es trabajando
con S, /p como nuestro parametro libre ademéas de la temperatura. Notese que ambos modos
asintoticos del campo escalar son de hecho normalizables [117]. De ahora en adelante nos
vamos a quedar con la teoria Oy para la cual ¥y = 0y (O3) es el vev del operador escalar
de dimension de masa dos en la teoria de campos dual. Notese que los campos duales £ y ¢
correspondientes al U(1) no roto vienen dados por

Il
L =

{=pn—pfr,
=5, (6.40)
aun cuando el condensado es no nulo.

Los valores del condensado como funcién de la temperatura y la velocidad del superfluido
se muestran en la figura 6.1 que reproduce los resultados previos de [136, 137]. En el grafico y
en lo que queda del capitulo la temperatura es medida con respecto a la temperatura critica
de la transicion de fases sin velocidad del superfluido, i.e. T, ~ 0,0587 .

6.3.1. Energia libre

En esta seccion vamos a calcular la energia libre de la fase condensada y compararla con
la energia libre de la fase no rota como fue hecho en [136, 137]. Después de la renormalizacion
correspondiente de la accion on-shell euclidea y de usar las condiciones de contorno (6.38),
la energia libre es

-~ a7 = 2r2 Aj 2\ 32
F=-TS,.,= —up + Se T + dr T — 2Am (U (641)
1
En la fase normal ¥ = 0, regularidad en el horizonte fuerza a el campo de gauge A, a tener
un perfil trivial en la direccion radial en el bulk y por lo tanto a no contribuir a la energia

libre, i.e. J, = 0. Esto va en concordancia con el hecho de que en ausencia de campo escalar
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Figura 6.1: El condensado para diferentes valores de la velocidad del superfluido, yendo desde
% = 0,005 (derecha) hasta % = 0,530 (izquierda).
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no es posible prender una velocidad de superfluido. Prender la componente espacial de un
campo de gauge ne la fase normal describe una transformacion puramente de gauge que no
afecta a la energia libre del sistema. En la fase rota en cambio, diferentes velocidades del
superfluido son distinguibles fisicamente. Es importante enfatizar que uno estd comparando
la fase normal (sin velocidad para el superfluido) con la fase superconductora para diferentes
velocidades del superfluido y que la fase normal es inestable frente a la condensacion sin
superflujo para cualquier T' < T,.. Por lo tanto, la relevancia fisica de esta comparacion no
resulta del todo clara. Vamos a ver mas tarde que de hecho el criterio de Landau establece
una temperatura de transicion diferente para la fase con superfluido. Sin embargo la energia
libre da un primer acercamiento natural al diagrama de fases del sistema.

En la figura 6.2 la energia libre de las fases normal y condensada es graficada para
diferentes valores de ‘if. La diferencia en comportamiento para valores grandes y pequenos de
la velocidad del superfluido es evidente. Para valores grandes de la velocidad del superfluido
la transicion de fases es de primer orden como puede ser observado en el panel izquierdo de
la figura 6.2, indicada por un circulo vacio. Viniendo desde temperaturas bajas el sistema
todavia puede ser recalentado hacia un estado metaestable hasta el punto de descomposicion
espinodal donde la susceptibilidad del parametro de orden 8{(O) /0 diverge, indicado por el
punto relleno.

Para velocidades de superfluido bajar la energia libre de la fase normal v la de la fase
con condensado se pegan de manera continua en una transicion de fases de segundo orden.
El espacio de fases correspondiente aparece en la figura 6.6 v reproduce el analisis previo de
[136, 137].

La transicién de fases obtenida de considerar tan solo la energia libre es sin embargo
un engano. Vamos a llamar a la temperatura para la cual la energia libre de la fase con
condensado y superflujo y la energia libre de la fase normal coinciden T de ahora en adelante.
A aquella temperatura a la cual la transicion de fases (de segundo orden) phase sin superfluido
la llamaremos T,. Como mostraremos ahora el superflujo se hace inestable a temperaturas
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Figura 6.2: Energia libre para las fases condensada (linea continua) y normal (linea entre-
cortada) para % = 0,5 (izquierda) y % = 0,05 (derecha). Los plots pequenos muestran
el comportamiento del condensado. El circulo vacio corresponde a la temperatura critica T
mientras que el circulo relleno corresponde la punto espinodal (méximo recalentamiento).

por debajo de la de T segun dice el criterio de Landau aplicado a los modos de sonido. A la
temperatura para la cual el superfluido vuelve a ser estable la llamaremos T™.

6.4. Criterio de Landau para el sector U(1)

En esta seccion analizamos el espectro de QNM del sector (0) — (3), que es idéntico al
superconductor holografico U(1) original en presencia de superfluido [136, 137|. Nos concen-
tramos en los QNM méas bajos, los bosones de Goldstone tipo I, con especial énfasis en la
velocidad y la constante de atenuacion y su dependencia con la velocidad de superfluido v
en el dngulo de propagacion con respecto a la direccion del flujo.

Para estudiar el espectro de QNM consideramos perturbaciones linealizadas alrededor de
los campos de background de la forma d¢; = d¢y(r) exp[—i(wt — |k| z cos(y) — |k| y sin(7)].
Especificamente consideramos las fluctuaciones

00" = (n(r),a(r)),
6A© = a(r)dt +af) (r)dz + o)) (r)dy , (6.42)

54O = o (r)dt + o (r)de + o (r)dy,

donde en el caso de las fluctuaciones de gauge vamos a trabajar con las combinaciones

lineales ya definidas en (6.32), i.e. a,},,_) = %(aﬂ)) —a}_.,g)) v aﬁﬂ = %(aﬂ]) —I—a}_.,g)). Las ecuaciones
linealizadas son jodias y las escribimos en el apéndice B.1. Las técnicas utilizadas para
resolver el sistema de ecuaciones son bien conocidas. No vamos a¢ elaborar en las mismas v
referiremos al lector interesado a [100], [119] o al apéndice .

En las figuras 6.3 y 6.4 representamos la velocidad del sonido y la constante de atenuacion
para un boson de Goldstone tipo I. Su relacion de dispersion viene dada por (6.3) y a

momento pequeno, con la excepcion de que ahora la velocidad del sonido vg v la constante
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Figura 6.3: Velocidad del sonido y amortiguacion para T = 0,77, y varias velocidades de
superfluido yendo de S,/pu = 0 (azul) a S,/p = 0,325 (verde). El radio representa el valor
absoluto de la velocidad del sonido (izquierda) y la constante de atenuacion (derecha) como
funcion del angulo v entre el momento y la velocidad del superfluido.
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Figura 6.4: Velocidad del sonido (izquierda) y constante de atenuacion (derecha) para S,/p =
0,2 como funcién del dngulo vy y para un rango de temperaturas yendo desde T" = 0,857,
(rojo) hasta T = 0,577, (azul).

de atenuacion T' dependen del dngulo v *. La figura 6.3 muestra la dependencia angular de
la velocidad del sonido v la constante de decaimiento para una temperatura fija y varios
ralores de la velocidad del superfluido. La figura 6.4 muestra lo mismo a velocidad del
superfluido fija y para varios valores de la temperatura. Como uno esperaria para Sz /p chico
y temperaturas lo suficientemente bajas la velocidad del sonido y la constante de decaimiento
son basicamente isotropicas. A medida que la velocidad del superfluido es aumentada, o la
temperatura es aumentada, los graficos se hacen méas y méas asimétricos. La anisotropia del

4La constante real b no juega ningtin papel para momento lo suficientemente pequefio ya que la parte
lineal proporcional a vg domina.
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sistema es tal que vemos un aumento de la velocidad del sonido v una disminuciéon de la
constante de decaimiento en direccion del superfluido.

Dl}oe_w Im w
i 0.02;
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Figura 6.5: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la frecuencia de los modos
hidrodindmicos mas bajos (modos de Goldstone tipo [) versus el momento a Se/p =01y
v = m para diferentes temperaturas yendo desde T'="T = 0,9707 (rojo) hasta T' = 0,905T ¢
(azul). La inestabilidad aparece a T* = 0,935T.

Las propiedades mas interesantes fueron encontradas sin embargo en la direccion opuesta
a la velocidad de superfluido . Como uno puede ver en ambos graficos, a v = 7 la reduccion en
la velocidad del sonido es mayor v eventualmente tanto la atenuacion como la velocidad del
sonido se van a anular simultidneamente. Es importante enfatizar que esto ocurre por debajo
de la temperatura T. Si uno continua incrementando la temperatura (o equivalentemente
incrementando la velocidad del superfluido a temperatura fija) uno encuentra que las partes
real e imaginaria de la temperatura cruzan al semiplano superior, como se muestra en la
figura 6.5. Esto senala la aparicion de un modo taquiénico. T™ es la temperatura en que esta
inestabilidad aparece v ademas la velocidad del sonido se hace negativa. Esta temperatura
senala de hecho el fin de la fase superfluida de acuerdo con el criterio v por lo tanto la
interpretamos como la temperatura de transicion fisica.

En la figura 6.6 (izquierda) presentamos el diagrama de fases que emerge del anélisis
de QNMs. Para ilustrar la situacion, en el grafico de la derecha mostramos la relacion de
dispersion de los QNMs relevantes® en tres puntos diferentes del diagrama de fases (los puntos
fueron etiquetados con 1, 2, 3 en el grafico de la izquierda). A T < T < T, en la fase normal
(linea 3y), el modo que era responsable a de la transicion a la fase superfluida homogénea
phase sin velocidad del superfluido es corrido y se hace inestable a momento finito. Este
comportamiento refleja el hecho de que el superfluido es inestable para T < T¢, siendo que
el modo fue corrido en momento por el valor constante del campo Az. A T = T (lineas
2n,s) el modo més bajo se hace inestable a k = 0. Es en este punto que la energia libre del
superfluido iguala a aquella del fluido normal. Por lo tanto, el analisis de la energia libre, que
solo captura la dindmica a k = 0, predice una transicion de fase a esta temperatura. Para
la velocidad de superfluido elegida en el grafico la transicion de fases es de segundo orden.

5En la fase no rota esto es simplemente el modo escalar mas bajo, mientras que en la fase rota es el modo
de sonido a Sz /p fija.
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Figura 6.6: (Izquierda) Diagrama de fases posterior al estudio de los QNMs. La linea gris
entrecortada corresponde a T. la temperatura de supuesta transicion encontrada mediante
analisis directo de la energia libre. En cierto punto (disco) la transicion en la energia li-
bre cambia de segundo (punteada) a primer orden (punteada-entrecortada). La linea negra
solida corresponde a la temperatura critica en ausencia de velocidad del superfluido. La li-
nea entrecortada negra senala la transicion de fase fisica a T™, temperatura para la cual la
inestabilidad aparece. Los puntos 1, 2 v 3 indican los valores de la temperatura utilizados
para hacer los graficos de la derecha. (Derecha) Partes real e imaginaria de los QNMs maés
bajos para diferentes temperaturas fijando Sz/p = 0,2 y v = 7. Las lineas entrecortadas
fueron obtenidas en el background de la fase normal mientras que las lineas solidas fueron
‘alculadas en la fase superfluida.

Finalmente, el destino de los QNM para T* < T' < T se muestra en la linea 1y (para la
fase normal) y 1g (para la fase con superflujo homogéneo). Uno puede ver que el modo de
Goldstone en la fase superfluida es inestable para un rango finito de momento. Sélo a T™ este
modo se hace inestable nuevamente como se muestra en la figura 6.5. Es a esta temperatura
que la fase con superfluyjo homogénea se hace estable de acuerdo con el criterio de Landau
va que la velocidad del sonido se hace positiva (més aun la parte imaginaria de la relacion
de dispersion del QNM yace completamente en el semiplano inferior).

Por lo tanto los resultados de QNM indican que la transicion de fases ocurre a una
temperatura mas baja T™ < T. De manera similar, si imaginamos al sistema a temperatura
fija v empezamos a subir la velocidad del superfluido, tanto v, como I' se haran cero para
algiin valor de S,/p, que podremos decir que es de hecho la temperatura critica v, del
superfluido, en el sentido del criterio de Landau.

Un hecho interesante es que la parte imaginaria del modo que exhibe la inestabilidad
tiene un maximo a momento finito también. El hecho de que la inestabilidad aparezca a
momento finito sugiere que podria haber una fase nueva y (meta)estable por encima de T*
con un condensado con modulacion espacial. Ejemplos de dichas inestabilidad hacia fase
moduladas fueron estudiadas con anterioridad en [171, 172, 173, 174].

Recuérdese que el criterio de Landau esta formulado tinicamente en términos de Re(w).
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La velocidad critica corresponde a la velocidad para la cual vs = 0, o equivalentemente al
valor de S, /u para el cual Re(w) se hace negativa (ver la figura 6.5). El hecho que el criterio
se enunciado para Re(w) refleja le hecho de que se mantenga aun a temperatura cero. A
temperatura finita la relacién de dispersion del modo no masivo se ve alterada debido a
la velocidad del superfluido y la temperatura [163, 168|, implicando que genéricamente el
valor critico de S,/u a temperatura fija no corresponde a la velocidad del sonido a dicha
temperatura y velocidad del superfluido nula.

Un comentario extra con respecto a la fase en la que se encuentra el sistema para
T. > T > T. El hecho de que en la fase no rota el QNM mas bajo sea inestable en este
régimen (ver la linea 3, en la figura 6.6) por supuesto indica que la fase normal es inestable.
Comentemos un poco sobre esto. Como el condensado se anula en la fase normal, no existe
ninguna nocioén fisica de velocidad en esta fase; diferentes elecciones de A, son simplemente
diferentes elecciones de sistema de referencia. En particular, un A, constante actia sim-
plemente corriendo el momento, como puede ser visto del hecho que el méximo del QNM
estd centrado a un momento igual al valor del campo de gauge en el borde conforme. Por
lo tanto, la fase normal es inestable para temperaturas mas bajas que la critica 7T, hacia
la formacién de superfluido sin superflujo. Por otro lado, conocemos que la soluciéon con
condensado homogéneo y velocidad finita no existe en esta region y peor aun es inestable
para T" > T*. Vemos dos posibilidades para completar el diagrama de fases en esta region.
Primero, el sistema podria simplemente caer en el estado de vacio, que es el condensado
sin superflujo. A S, /p finita esto es todavia una solucion que minimiza la energia aun que
con un condensado que no es real pero tiene una dependencia espacial en la fase tal que
Vo = 0. Este es simplemente el estado homogéneo sin superflujo transformado de gauge.
Por otro lado, el hecho de que hayamos encontrado una inestabilidad a momento finito en el
rango de temperaturas 7" <'T' < T podria indicar que hay una fase (metaestable) modulada
espacialmente aun en el rango T < T' < T, es decir un superfluido con bandas. Debido a la
aparicion suave del modo inestable a T™ esperamos que la transicion de fases sea de segundo
orden, aunque esto deberia ser estudiado en detalle mediante la construccion del background
inhomogéneo correcto. Dicha construccion esta en proceso, pero por lo pronto diremos que
es heavy metal.

Antes de cambiar de tema, resulta reconfortante comparar nuestros resultados con aque-
llos obtenidos recientemente para el modelo Ap* presentado en 6.2. Resultados tomado de las
referencias [168] y [169] son presentados en la figura 6.7. Esto corresponde a un andlisis en
el limite de acoplamiento débil del modelo de Landau, pero de todas maneras si esperamos
que nuestros agujeros negros tengan algunas propiedades en comtn, si confiamos ciegamente
en la conjetura. En el grafico de la izquierda se muestra la velocidad del primer y segundo
sonido del modelo para distintas velocidades y temperaturas. Se ve que el primer sonido
tiene un comportamiento cualitativo muy parecido al encontrado en nuestra figura 6.3. El
grafico de la derecha es un diagrama de fases, teniendo en cuenta el criterio de Landau. El
mismo muestra una gran similitud con nuestra figura 6.6.

6.4.1. Conductividades longitudinales en el sector U(1)

En esta seccién vamos a computar las conductividades del sector (0) — (3) en presencia
de velocidad para el superfluido. Por lo que tenemos entendido, solo las conductividades
transversas fueron computadas hasta el momento (ver por ejemplo [164, 138]). Nosotros por
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Figura 6.7: (Izquierda, [168]|) Velocidades del primer y segundo sonido u,, us para distintas
velocidades |v,| entre 0 y 1/4/3. Todas las velocidades son medidas en el sistema de referencia
en el que el fluido normal esta en reposo. Se usaron las temperaturas T' = 0 (negro), T/u =
0,02 (azul) y T/u = 0,04 (rojo). (Derecha, [169]) Diagrama de fases del modelo. Dentro
de un ansatz homogéneo no hay una fase estable en la region sombreada. Noétese que la
inestabilidad a T = 0 ocurre justo a |v,| = 1/4/3, donde la velocidad del sonido se hace
negativa segtiin puede verse en el grifico de la izquierda.
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el contrario, nos vamos a concentrar en la conductividades longitudinales. Las mismas son
calculadas mediante la féormula de Kubo

a:£QWﬂ, (6.43)

de la funcién de dos puntos
Gry = lim (AnFis(A)) (6.44)

donde la matriz A puede ser leida de la accion on-shell. F es el propagador matricial bulk-to-
boundary normalizado para se la matriz unidad en el borde. Como estamos solo interesados
en las entradas de la matriz correspondientes a (J*J*) y la matriz A es diagonal, sélo tenemos
que leer un elemento, i.e. A,, = —@. Con la intencion de construir el propagador bulk-to-
boundary uno necesita un conjunto completo de soluciones linealmente independientes para
las perturbaciones del escalar y del campo de gauge. Esto implica resolver las ecuaciones
dadas en el apéndice B.1 a momento cero. El método sigue de cerca a aquel detallado en
[119]. Notese que hay un acoplamiento sobreviviente entre el sector escalar y los campos de
gauge mediado por A,. Esto hace que el calculo de conductividades sea mas complicado que
en el caso sin superflujo.

Nuestros resultados muestran una pequena desviacion con respecto a lo encontrado para
velocidad de superfluido cero. La caracteristica mas interesante es un pico a frecuencias
pequenas que aparece debido al acoplamiento del campo de gauge y los escalares inducido
por la velocidad del superfluido. En las figuras 6.8 y 6.9 presentamos los resultados para
diferentes valores de S,/u. Como es de esperarse, cuando la velocidad del superfluido es
pequena y estamos lejos de la temperatura critica la dependencia en la frecuencia es la
misma que la encontrada en [27]. Cerca de T* un salto aparece para w =~ 0. Esto indica
la presencia de un modo con un gap imaginario pequeno. El modo responsable de este
comportamiento es precisamente el modo pseudo difusivo descripto en [100|. Debido a la
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Figura 6.8: Graficos para la parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la conductividad
para S,/p = 0,05 fija. Diferentes lineas corresponden a diferentes temperaturas yendo desde

T = 0,997, (rojo) a T = 0,38T, (azul).

simetria conservada U(1) de la fase no rota, existe un modo difusivo (de masa cero) en
el espectro de QNM de la teoria. Una vez que la simetria es espontaneamente rota, este
modo desarrolla un gap puramente imaginario que crece a medida que incrementamos la
temperatura. Por lo tanto, para temperaturas lo suficientemente altas por debajo de la
critica, el gap del modo pseudodifusivo a k = 0 es muy pequeno y esto implica la aparicion
de un pico en la conductividad como podemos ver en las figuras. Si bajamos la temperatura, el
salto empieza a desaparecer simplemente porque el gap del modo pseudodifusivo se hace mas
grande. Aunque este modo va fue presentado en el analisis de conductividades sin superflujo,
es so0lo en nuestro caso que afecta la conductividad, va que el acoplamiento a momento cero
entre el sector escalar y el de campos de gauge ocurre mediante A,. El tamano del pico es
proporcional al tamano del acoplamiento, i.e. crece con S, /p.

6.5. Criterio de Landau para bosones de Goldstone tipo
II

En la seccion anterior estudiamos el espectro de QNM méas bajos contenidos en el sector
(0) — (3) o U(1) de la teoria para varios valores de la velocidad de superfluido y un édngulo
arbitrario entre el momento y la direccion del superflujo. En esta seccion vamos a extender
el andlisis al sector (1) — (2), que es particular del modelo U(2) de |89] v contiene modos de
Goldstone tipo IT en el espectro, cuya relacion de dispersion viene dada por (6.4) en el limite
hidrodinamico.

Las ecuaciones que describen el sistema pueden encontrarse en el apéndice B.2. En este
‘aso hemos elegido siempre al momento en la direccion opuesta al superfluido, porque como
veremos este modo serd siempre inestable. Junto con las perturbaciones escalares descritas
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Figura 6.9: Graficos para la parte real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la conductividad
para S;/p = 0,4 fija. Diferentes lineas corresponden a diferentes temperaturas en el rango

T = 0,35T,(azul)—0,65T,(rojo).

por (6.42) tenemos que considerar las siguientes perturbaciones de gauge en el sector (1) —(2)

A — agl)(t, r,z)dt + af,,:,l)(t? r,z)dz,
A® = o (t, 7, z)dt + aP(t, 7, )dz . (6.45)

Una vez mas usamos el método del determinante de [119] para encontrar los QNMs en
este sector. Nuestros resultados aparecen resumidos en la figura 6.10, donde la relacion de
dispersion de los QNM méas bajos se muestra a una determinada velocidad de superfluido.
Hemos corroborado que este resultado es cualitativamente el mismo para varios valores de
Se/ 1.

Los modos de Goldstone tipo II se hacen inestables para velocidades de superfluido
arbitrariamente pequenas y temperaturas por debajo de T'. Sin embargo, una diferencia
importante aparece con respecto al sector U(1). El modo taquionico no se hace estable a
ninguna temperatura por debajo de T, a diferencia con el sector (0) — (3), no hay un anélogo
de la temperatura T™ en este sector. Este comportamiento puede ser ficilmente interpretado
como un reflejo del criterio de Landau para la superfluidez en nuestro setup hologréafico:
de acuerdo con (6.2), la velocidad critica debe ser nula para sistemas en los que se pueden
encontrar modos de Goldstone tipo II, por lo tanto para cualquier T' < T la fase superfluida
no es estable a velocidad del superfluido finita. Ademas notese que el pico ocurre a momentos
mas altos a medida que bajamos la temperatura. De hecho, como uno puede ver de la figura
6.10, al bajar la temperatura por debajo de T el méaximo en Im(w) primero se incrementa
pero luego empieza a bajar a medida que la temperatura disminuye. Al mismo tiempo, se
mueve para valores mas grandes del momento.

Notese que graficos analogos a los de las figuras 6.3 v 6.4 no tienen sentido en el modelo
U(2), va que el sector (1) — (2) es inestable a toda temperatura a la que fuimos capaces de
corroborar.
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Figura 6.10: Partes real (izquierda) e imaginaria (derecha) de la relacion de dispersion de
los QNM maés bajos del sector (1) — (2) en el modelo gaugeado fijando Sz/p = 0,15 y para
un rango de temperaturas yendo desde T = T = 0,957, (rojo) hasta T = 0,457, (azul) y
momento en la direccién antiparalela al superflujo.

6.5.1. El modelo Bivio

En el capitulo 4, definimos un modelo no gaugeado en el cual no hay campos de gauge
de SU(2) dindmicos en el bulk. Este modelo tenue una simetria global SU(2) y una simetria
local U(1) en el bulk. La teoria de campos dual no tiene por lo tanto los generadores de la
simetria SU(2) en su espectro de operadores. Sin embargo, como hemos visto un modo de
Goldstone tipo II, quizas inesperado, aparece en el espectro de QNM del modelo.

El modelo Bivio viene dado béasicamente por la misma accion (6.25) si nos quedamos tan
s6lo con el campo de gauge U(1) overall. De hecho esto corresponde al simple modelo U(1)
con dos campos escalares con la masa degenerada y por lo tanto una simetria global SU(2)
accidental.

La solucion de background es de nuevo aquella del superfluido U(1), por lo tanto la
solucion con superflujo puede se acomodada también en el modelo no gaugeado. La diferencia
es que los modos de Goldstone tipo II aparecen ahora en las fluctuaciones de la componente
superior del campo escalar 7, cual ecuacion de avenimiento es

"+ f+ g v+ (¢ +fA0)2 - _rfm)g —m*|n=0, (6.46)

v esta completamente desacoplada de las fluctuaciones de los demas campos. Como fue
notado en [89] el cambio en el background debido a la aparicién del condensado es suficiente
para disparar los modos de Goldstone tipo IL

Resulta remarcable que los modos de Goldstone tipo II sea todavia inestable a cualquier
temperatura por debajo de T para cualquier valor finito de velocidad del superfluido. Notese
que al no incluir las cargas conservadas para la simetria SU(2), el modelo no satisface todos
los teoremas con respecto a la existencia de modos de Goldstone [89]. Sin embargo, el criterio
de Landau para estabilidad es todavia valido.

El modelo no gaugeado presenta una caracteristica distintiva con respecto al modelo
gaugeado. El valor del momento en el maximo ahora decrece a medida que bajamos la
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temperatura. Esto se muestra en la figura 6.11, donde la relacion de dispersion del modo
de Goldstone tipo II a velocidad de superfluido fija v para un buen rango de temperaturas
es graficado. Para valores arbitrarios de la velocidad del superfluido se obtienen resultados
cualitativamente similares.
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Figura 6.11: Partes real (izquierda) e imaginarias (derecha) de la relacién de dispersion de
los QNM maés bajos en el sector (1) — (2) del modelo Bivio fijando S,/p = 0,25 v para un
rango de temperaturas yendo desde T = T = 0,853T. (rojo) hasta T = 0,306T, (azul). El
momento considerado es antiparalelo a la direccion del superfluido.

6.6. Conclusiones

Hemos estudiado la realizacion holografica del criterio de Landau para superfluidez. El
estudio fue motivado por la aparicion de modos de Goldstone de tipo IT en el modelo (6.25).
La naturaleza cuadratica de la relacion de dispersion de los modos de Goldstone de tipo II
deberia ser responsable de llevar al sistema fuera de la fase superfluida para velocidades de
superfluido arbitrariamente pequenas.

Sacando ventaja del hecho que el superconductor s-wave holografico U(1) est4 contenido
en (6.25), vamos a profundizar el criterio de Landau para bosones de Goldstone tipo I. Si
intentamos responder sobre la estabilidad de la fase condensada a velocidad de superfluido
finita el analisis de la energia libre no nos da la respuesta correcta. El espectro de QNM
contiene un modo taquidénico a momento finito para temperaturas T* < T < T. Segiin su
definicion, T es la temperatura a la cual la energia libre de la fase con condensado coincide con
la energia libre de la fase normal. En contraste, T™ es la temperatura a la cual la inestabilidad
taquionica aparece. Entonces, el superfluido homogéneo es estable solo para T' < T™, como se
muestra en la figura 6.6. Los resultados para la velocidad del sonido como funcién del dngulo
v entre la direccion de propagacion y la direccion de velocidad del superfluido, resumido
en las figuras 6.3 v 6.4, son perfectamente consistentes con los resultados de estabilidad: a
T =T*y v = m la velocidad del sonido se hace cero. Esta condicion puede considerarse
equivalente al criterio de Landau y senala la existencia de una velocidad critica por encima
de la cual el superfluido deja de ser estable.
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Como el maximo de la parte imaginaria del modo inestable tiene un tiene un nimero de
onda no nulo resulta natural sugerir que habra otra fase, espacialmente modulada, para T" >
T*. La naturaleza de esta nueva fase es sin embargo desconocida y dejamos su construcciéon
explicara para futuras investigaciones .

También hemos calculado la conductividad longitudinal para varias velocidades del su-
perfluido. Hasta donde sabemos, no fueron calculadas anteriormente. Vemos un pico a w = 0,
debido al acoplamiento con la componente espacial del campo de gauge A,. El pico disminuye
a medida que bajamos la temperatura hasta quedar completamente suprimido (ver la figura
6.8). Creemos que este aumento de la conductividad DC es causado por el gap del modo
pseudodifusivo [100, 89| que en presencia de velocidad del superfluido comienza a tener un
papel protagonico debido al acoplamiento entre los sectores de gauge y escalares que ocurre
aun para k = 0.

Moviéndonos para el sector (1) — (2), resolvimos el impacto del superflujo en los bosones
de Goldstone tipo II. Encontramos que el criterio de Landau es efectivo para velocidades
arbitrariamente pequenas como se muestra en la figura 6.10. El taquion persiste en todo
el rango de temperaturas y para cualquier valor (finito) de velocidades de superfluido que
fuimos capaces de estudiar. Por lo tanto, que la velocidad del superfluido critica para este
sector se anula, en completo acuerdo con el criterio de Landau para modos con relacién de
dispersion w o< k?. Un resultado anélogo vale para los modos de Goldstone tipo II en el
modelo Bivio.
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Capitulo 7

Palabras finales

“Then he waited, marshalling his thoughts and brooding over his still untested
powers. For though he was master of the world, he was not quite sure what to do
next.

But he would think of something.”

Arthur C. Clarke

La aplicacion de métodos holograficos a fenémenos de materia condensada esté recién en
panales. En esta tesis se mostraron algunos de los tltimos avances en este campo, todos ellos
en el contexto de superfluidez holografica

En el capitulo 2 se resumi6 el trabajo original |27| para luego considerar como el ruido
altera algunas de las propiedades del sistema. En el capitulo 3 se trabajoé en cambio con el
modelo p-wave [26], obteniendo soluciones con backreaction, lo que nos permitié estudiar la
entropia de entrelazamiento.

Luego, se combinaron los contenidos de materia de los superconsuctores tipo s y p, para
dar origen a un superconductor U(2) cuyas caracteristicas se estudiaron durante el resto de
esta tesis. Este modelo resultd contener varias caracteristicas interesantes, como la realizacion
de bosones de Goldstone tipo 1I, conductividades muy similares a la del grafeno y transi-
ciones de fases entre distintos 6rdenes superconductores. Por 1ltimo también estudiamos la
capacidad de estos superfluidos para acomodar un superflujo.

Hasta ahora, los resultados vienen mostrando una satisfactoria similitud con lo esperado
para sistemas fisicos, lo cual es reconfortante e incrementa el entusiasmo y optimismo en
esta rama paralela del estudio de sistemas de materia condensada. Sin embargo, hay que
reconocer que las limitaciones y obstaculos que aun quedan por sortear son grandes.

Para comenzar, teorias gravitatorias débilmente acopladas hasta donde se sabe son duales
a teorias de campos en el limite de N grande. Este tipo de sistemas por lo pronto parecen
alejados de aquellos que se estudian en materia condensada. Otra limitaciéon parece ser
que los métodos hologréaficos sélo tratan con descripciones efectivas de bajas energias del
sistema real. Siendo este el caso, no parece posible obtener detalles de la fisica microscopica
subyacente, a escalas en las que la red pasa a ser importante.

Sin embargo, la esperanza es que las teorias con duales holograficos tengan caracteristicas
exoticas universales, provenientes del acoplamiento fuerte. De ser este el caso, la holografia
podria dar ejemplos sencillos donde los céalculos sean seguibles sobre estas caracteristicas
universales, siendo de utilidad para una mejor comprension del problema subyacente. Otro
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aspecto prometedor es que la holografia seria capaz de proveer ejemplos sencillos de sistemas
sin descripcion de quasiparticulas.

En fin, teorfas con duales gravitatorios son teorias exdticas bien definidas contra las cuales
los conceptos de materia condensada pueden evaluarse. Esto debe ser hecho sin ninguno
de los recursos propios de teorias débilmente acopladas: uno puede responder preguntas
sobre cargas, corrientes y parametros de orden pero no sobre electrones o fonones. Con un
poco de suerte, ademas puedan ser capaces de arrojar un poco de luz sobre la fisica de
superconductores no convencionales.

L.I.F.E.G.O.E.S.O.N.

Durante la escritura y reescritura de esta tesis, algunas de las promesas proyectadas
para el futuro comenzaron a realizarse. Para el lector interesado esta tesis continua en las
referencias [175, 176, 177].
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Apéndice A

Sobre bosones de (GGoldstone tipo 11

A.1. Relaciones de Kramers-Kronig matriciales

La funciéon espectral matricial genérica viene definida por

pij(x) = ([Oi(z), O;(0)]) , (A1)
donde O; son operadores hermiticos. Su comportamiento bajo conjugaciéon hermitica es
p(2)' = p(—x) = —p(2)". (A.2)

Correspondientemente, la transformada de Fourier p(k) = [ d'z e=**p(z) también satisface
el conjunto de identidades

p(k)" = p(k) = —p(—Fk)". (A.3)

En particular esto significa que los componentes de la diagonal son reales y antisimétricos
frente a k — —k. Uno puede estar también interesado en el comportamiento frente a w — —w.
Tomemos ahora k = (w, q). Para teorias con invariancia rotacional la funcion espectral puede
depender s6lo de 2. Por lo tanto las componentes de la diagonal serdn reales e impares en
w

pii(w, q°) = pii(w, )" = —pii(—w,q%) . (A.4)
Para las componentes fuera de la diagonal sin embargo, s6lo si uno impone simetria de
paridad o de reversion temporal puede uno probar que los términos fuera de la diagonal
deben ser funciones pares o impares de la frecuencia. En nuestro caso reversion temporal viene
rota por la presencia de un potencial quimico. Mayores restricciones pueden sin embargo ser
obtenidas si se supone que la teoria es invariante frente a x — —x. Para un ntimero impar
de dimensiones espaciales podriamos usar los operadores de paridad P para tomar x — —X.
En el caso de dos dimensiones espaciales que estudiamos podemos tomar a P como una
rotacion en 7 (para un nimero arbitrario de dimensiones pares D = 2n podriamos tomar el
angulo 7 para todas las rotaciones en el plano 4,7+ 1-ésimo para todo i < n). Este operados
P actia como PO;(t,x)P~! = 0;0;(t,—x) con o; = +1. En dimension espacial impar o; es
la paridad del operador. En dimension espacial par o; = —1 si O; es al componente de un
vector espacial. Por lo tanto

Plpij(t,x)] = 0,0,pi(t, —%) . (A.5)
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invariancia frente a P implica p;;(t,x) = 0,0;p;;(t, —x), lo cual implica para las transforma-
das de Fourier que
pij(w,q) = —0i0;pij(—w,q)" . (A.6)

De manera tal que las entradas fuera de al diagonal son funciones pares o impares de w
dependiendo en los signos de ;. En el caso en que los operadores transforman de la mis-
ma manera frente al operador paridad esto significa que la parte real (imaginaria) de las
componentes fuera de la diagonal es una funcion impar (par) de la frecuencia.

Desde la funcion espectral, como definida en (A.1) podemos definir dos propagadores
causales, las funciones de Green avanzadas y retardadas

Gr(r) = —10(t)p(z), (A7)
Ga(z) = i©(=t)p(z), (A.8)

donde = = (t,x). Usando (A.3), uno puede probar la siguiente relacion entre las transforma-
das de Fourier de estos ) ) .
Gr(k) = Gr(—k)* = G4(k)'. (A.9)

De ac4, vemos que la parte real (imaginaria), Re(Gg) (Im(Gg)), es par (impar) bajo k — —k.
Podemos calcular la transformada de Fourier of de la funcion de Green retardada, la cual
viene dada por la convolucion de la transformadas e Fourier de la funcion escalén Heaviside
O(w) con la transformada de Fourier de la funcién espectral p(k),

~ ] SO B d
Galwo.a) = =i | 8= mplm @)y (A.10)
Usando la transformada de Fourier de la funcién escalon

~ )

O(w) =

w + i€’

y el teorema de Sokhatsky-Weierstrass obtenemos

w—w’ 2T 2

7q P/ __3'15<w7q)7 (All)

donde P denota el valor principal. De la hermiticidad de p(k) vemos que podemos considerar
a (A.11) como la separacion de GF(k) en sus partes hermiticas y antihermiticas, y encontrar
que la funcién espectral puede ser calculada de la parte anti-hermitica de la transformada
de Fourier de la funcién de Green retardada

p(k) = i[Gr(k) — Gr(k)'] = 2iG% (k) (A.12)

donde la (A) significa antihermitico!. Metiendo este resultado en (A.11) y tomando la parte
hermitica (H) a ambos lados llegamos a que

(A W'
G (w 7> / Ch ) gy, (A.13)

ww’

lUsando (A.9) siempre podemos trabajar con las funciones de Green retardadas G'r.
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que no es nada mas que al relacion de Kramers-Kroénig para funciones de Green matriciales.
Esta es complementada por la relacion conjugada que intercambia las partes hermiticas y
antihermiticas. Imponiendo invariancia frente a P y usando (A.6) y (A.11) se sigue que la
funcién de Green satisface

GR( ,Q) - JZU]GR( 7q) (A14)

Esto restringe el espectro de QNMs. Tomando por ejemplo una funciéon de Green diagonal
con i = j y escribiéndola como una suma sobre todos las frecuencias quasinormales [118, 139
uno puede ver que las frecuencias quasinormales deben venir ya sea en pares que obedezcan
Wy ¥ W, = —w,, o confinadas a yacer en el eje imaginario. Los residuos de los pares estan
relacionados mediante conjugacién compleja y los puramente imaginarios tienen que tener
un residuo puramente imaginario.

A.2. Resolviendo las ecuaciones para las fluctuaciones

El sector (1)—(2) del modelo gaugeado en al fase rota consiste de un sistema de ecuaciones
acopladas (4.83)-(4.90). Con el fin de extraer el espectro de modos quasinormales hicimos
uso de las técnicas detalladas en [100, 119], don de un método para calcular los polos de las
funciones de Green en términos de campos que no son invariantes de gauge fue desarrollado.
Las frecuencias quasinormales vienen dadas por el determinante de la matriz de campos
generada por el conjunto minimo de soluciones linealmente independientes que satisfacen
condiciones de borde entrantes en el horizonte.

Al imponer condiciones de contorno entrantes, el comportamiento cerca del horizonte de
los campos es

a = (p=1)" (v +aplp—1)+...), (A.15)

B = (p- >“(ﬁ<o+ﬂ )+...), (A.16)

A = (p— 1) ( o)) +a<z(>1)(p_ 1)+...> , (A.17)

o = (p=1) (g +allylp =1+ ) (A.18)

donde k = —iw/3 y i = 1,2. Como el sistema esta sujeto a dos restricciones, so6lo tenemos

libertad para elegir cuatro de los seis parametros en el horizonte. Sin pérdida de generalidad,
las soluciones pueden ser parametrizadas por {04(0)75(0),@9(;)(0)}- De esta manera es posible
construir cuatro soluciones distintas a las ecuaciones de movimiento que podemos etiquetar
con los ntimeros [, I'l, I1I, IV.

Dos soluciones méas, V, VI, pueden ser obtenidas haciendo transformaciones de gauge
sobre la solucion trivial,

Y%
a—0,08— ilT, a( — —k)\, a? =0, a§ ) WAL, a§2> — 1O\, (A.19)

AW
“ ZQT B—0,a) =0, a? = —kXg, af! = —iONs, af” = why,  (A.20)

donde )\; son constantes arbitrarias. Notese que estas coordenadas puramente de gauge no
son so6lo algebraicas ya que tienen una dependencia no trivial en la coordenada del bulk p.
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La solucion méas general para cada campo ¢; = {4, B, agi), ag(f)} viene dada por una
combinacion lineal de las soluciones de mas arriba, incluyendo los modos puramente de
gauge,

;= C]SDZ‘I + CHSDZU + CIHSOZUI + CIV%W + CVSOZV + CVI%Wa (A.21)

donde hemos definido {a(p), B(p)} = {pa(p), pB(p)}. Esta eleccion conveniente nos permite
identificar los valores asintoticos de borde ¢; con las fuentes de los operadores en la teorfa
de campos dual.

Como fue mostrado en [100], los polos de la funcion de Green retardada van a estar dados
por los valores de la frecuencia para los cuales el determinante de la matriz generada por ¥
se anule asintoticamente. Expandiendo el determinante y evaluandolo en un cutoff p = A,

0! ool w1 0oV 0oV AL
R O R
1 L) L) Pr(1) Pe(1) Pe(1) Pr(1)
0 = det A.22
A1 A2 <Pt(2)l SOt(2)H <Pt(2)IH <Pt(2)IV <Pt(2)v %(2)‘/1 ( )
%(1)[ %(1)” 9095(1)1H %(1)” %(1)‘/ Px(1) I
%(2)1 %(z)H SOx(z)IH %(2)”/ @x(z)v %(2)”
Po Vo Py Vo Po Vo Py Vo
2 s P Ps ¥p s P Pz Pp
= w”det + wk det
o S el o b el A
Pz2) Pz Pz P2 Pz2) Pz Pz Pz2)
G o oo
Y5 Y5  ¥Ps Y5 2 Y5 ¥ Y3 Y3
—wk det + k* det ,
o Al s i el el ol
Pr) Pz) Pz) Pz(1) Pr2) Pra) Pr2) P

donde las condiciones de borde del background ©(A) = 0 y AV = 0 ya fueron impuestas.
Esta ausencia de fuentes del background para los operadores correspondientes hacen que el
punto (w,k) = (0,0) sea una solucion trivial para la condiciéon de que el determinante se
anule, lo cual asegura la existencia de un modo hidrodindmico. Notese también que el punto
(w, k) = (0,0) es una solucion doble del determinante anterior.

Soluciones a las ecuaciones de movimiento y a la condiciéon para el determinante (A.22)
fueron calculadas numéricamente. Se ha corroborado que la eleccion de bases para la solucion,
i.e. de los valores iniciales de los parametros libres, no afecta el resultado.
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Apéndice B

Sobre el criterio de Landau

B.1.

Las fluctuaciones de la teoria U(1) o del sector (0) —

Ecuaciones para las fluctuaciones del sector (0) —

(3)

(3) contienen al sector cero y tres de

los campos de gauge y a la componente inferior del doblete escalar ¢ = p+ 9. La ecuaciones
de movimiento para fluctuaciones con una direccién arbitraria del momento entonces son

2f w2 AZ A% k)P 2iwAg
— // / -J / _0 I N R B 2 6 2 \Il
R S L G e SO
(=) :
21
cos(y)ﬁAxé,
: (-)
2f w? AZ A2 kP 5 2iw Ay oy
0 = f6" R S ) S B I e S
for + (f + =)+ 7 + 7 2 2 m 7 w 7
Qi 1 _ . ? —
— k| cos(v) 5 Arp — [K| cos(v) 5 ¥af™ — [k sin(y) 5 Way™),
oy 2f 4 k k k
0 :fag( ) ¢ 7fa;( ) _ (|r| + 2‘112) (=) _ %cos(y)afv_) — %sm(y)a;_)
— 4V Agp — 21wV,
2
0=fa!) + flad) + (w7 — 2\I/2> al” lc | cos(v)al™) + 2i|k| cos(~) s
2 2 2
i, _ PSR ) kP sin)
r 72
2 k
0=fal) + f'all) + (“7 - 2\112> al”) + %' sin(v)al ) + 2i|k|sin(y) U6
o) ki es)sing) )
r r
and the constraint
o m
0= % )4 % cos(v)a ™) + L2| sin(y)a) ) + 20’6 — 204,

Ao
f

(B.1)

(B.6)



where we have used k, = |k|cos(v), k, = |k|sin(vy) . The general pure gauge solution in this
sector is

§=iAV; p=0; a7 =\ al™) = —\|k|cos(v); a7 = =\k[sin(y),  (B.7)

Y

donde X\ es una constante arbitraria.

B.2. Ecuaciones para las fluctuaciones en el sector (1)—(2)

Las perturbaciones en el sector (1) — (2) de la teorfa U(2) incluyen las fluctuaciones
para la componente superior del doblete escalar, n = o + i3, junto con los correspondientes
campos de gauge. Para momento en la direcciéon opuesta a la velocidad de superfluido, las
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ecuaciones de movimiento son

<3))2
2 A 3 ©)
0= fag(l) + f’aéc(l) + w7 — 0?4 <tT ag) - Qi%ag) + iw%a?)
AP AP kAP k
S 00 940G+ 2k — Lo 4 220 (B.8)
f f f
)
r (48) 48, A®
0=fa® + fa® + | w2 22 |0 4 207 20— iV
f f f Ft
A® A® ikA{ k
AL @D 4 ogAOB 4+ 2ikla + Lo o 4 Y0 @) (B.9)
f f f
¢! 2f 1 (A§c3))2 k? y | AP AY AP
;/ ) + 2L /( ) _ ~ U2 4 u ag ) + t—Q””agjl) —iw 9; af) 2iwpBW
r r T T
ikA®) 2ikAY wk
— 26Ta + 5 a? — T_2a§2> _ r_2a§51) : (B.10)
raRic) B o, APAY A
0= fa;/( ) + —CL;( ) o ~ + \112 + = CLg ) + t—QICL‘,S:Q) + iw%ag)
r r r T
kAP 2ik AL k
a0 T 00 O 90 424003, (B.11)
r T
2
2 o (A0 aP) (A1 aP)
O=fa"+ (f/+== o'+ | =+ - —5-m|a
r f 4f 4r? r?
‘ A(O) + A(3) 1 A(O)\If RV
: ( (f 5 A0+ 49) ) g+ 2l — il
AP ik
_ A oy WY o
22 v T g2t (12
2 2
0 /! !/ 2f / CUQ (AEO) + A§3)> <A:(EO) + Ag:g)) kQ 2
A A s L Iy R A K
AY +AYN ik (A©) 4 ) AV 5w
— | wWw ™ -
f r2 2f t 2f
(0)
AV oo Y ) (B.13)
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sujetas a las restricciones

S

. ik f
0=2f (UF = W5) +a? A — iV AP + 55 (AP — oD AL —iwai — —alfl)

T

T

" (B4

) ik
0=2f (Vo — V'a) + a;(l)A,gS) — agl)A;@) + i (a(l)A;@) — A(xg)a;(l)) — iwaga) — %a;@) ,
r

r2

Hay dos soluciones puramente de gauge en este sector,

a=0, B=in0/2, aV = \w, o =ixA®, o) = _\k,

T

a=1iV/2, =0, agl) = —Z')\QA%S), a§2) = \w, agl) = —i)\gA;?’),

donde A\; y Ay son constantes arbitrarias.
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0 — i)\ AD)
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a? = —\ok,
(B.17)
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