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A M1 MADRINA, QUIEN SE FUE MUY RAPIDO PARA VER ESTO POSIBLE



“Life moves pretty fast. If you don’t stop and look around once in a while,
you could miss it.”

Ferris Bueller, “Ferris Bueller’s Day Oft”
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Introduccion General

Desde hace varios anos se conoce que existen desviaciones de la teoria clasica de tur-
bulencia Kolmogorov. Dichas desviaciones se denominan usualmente turbulencia no-
Kolmogorov. Las mismas cubren factores importantes como diferentes pendientes en
los espectros, intermitencia, o falla en la hipdtesis de turbulencia congelada, entre otros.
De esta forma surge la necesidad de encontrar nuevos modelos que permitan describir
estos comportamientos andémalos y a la vez descifrar de donde surgen. Si bien puede
resultar una tarea compleja, la aplicacion de modelos alternativos promueve el avance
hacia un entendimiento completo del fenomeno. Esta tesis doctoral, estda enfocada
principalmente en encontrar nuevos modelos para la propagacion laser en medios tur-
bulentos en condiciones no-Kolmogorov. Si bien aqui se muestran dos nuevos modelos
exitosos, existen varios que no han sido concluidos, ya sea por complejidad o falta de
tiempo. A lo largo de los capitulos se observaran varios aspectos, que van desde lo
experimental hasta lo puramente tedrico, sin desviarse del objetivo principal.

En la parte experimental se encontraran dos experiencias importantes, la experien-
cia de doble haz, y una experiencia de bailoteo o wandering. El experimento de doble
haz fue basado en trabajos originales de Anna Consortini, el cual resulta interesante
para la determinacion de las escalas de la turbulencia. En este caso el marco tedrico
proporcionado por dichos trabajos resultaba insuficiente para nuestros propositos lo
cual llevo al desarrollo de un modelo tedrico para doble haz en condiciones generaliza-
das. Este nuevo modelo es capaz de refinar muchos de los resultados ya expuestos por
Consortini y nos permite la utilizacién de turbulencia no-Kolmogorov.

La experiencia de wandering se planteé con varias finalidades. En primer lugar es
posible obtener la intensidad de la turbulencia al comparar el promedio de las fluctua-
ciones a tiempos largos. Esto logra una determinacion simple y rapida de la constante

de estructura sin recurrir a técnicas o experiencias mas complejas. Por otro lado, la
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adquisicion de un nuevo detector introdujo la duda de cuél podria ser la velocidad de
muestreo Optima para esta experiencia. Haciendo uso de técnicas wavelet fue posible
la determinacién del espectro de forma simple, y posteriormente la determinacion de
frecuencias de corte y velocidad de muestreo. La aplicacion de la transformada wavelet
discreta surge como complemento a la transformada de Fourier pero a su vez resulta
mas adecuada para analizar fenémenos turbulentos. Como herramienta también ha sido
utilizada para filtrar ruidos electronicos y mecanicos en series experimentales. Todas
las experiencias han resultado fundamentales para la caracterizacion de la turbulencia
y sobre todo para la deteccién de desviaciones con respecto a los modelos clésicos.

Existen varios trabajos de propagacion en turbulencia no-Kolmogorov, pero muchos
estan basados principalmente en la variacién de la pendiente del espectro, evadiendo
otras anomalias mencionadas anteriormente. Mas ain muy pocos han abordado el
tema de los factores fisicos que involucran a estas desviaciones. Esto nos llevé a buscar
otros modelos que permitieran un nuevo estudio de la turbulencia utilizando un enfoque
distinto. De esta forma se parte desde las fluctuaciones de indice de refraccién en lugar
de modificar el espectro de la turbulencia.

En este punto surge la aplicacion del modelo Quasi-Wavelets a propagacion laser en
medios turbulentos. Este modelo fue empleado en primer lugar por George Goedecke,
y fue utilizado originalmente para el campo de velocidades y fluctuaciones de tempera-
tura. Basicamente consiste en simular el volumen turbulento como regiones del espacio
con propiedades homogéneas (temperatura, indice de refraccién, velocidad). El modelo
fue llamado Quasi-Wavelets porque usa una funcién tnica (que representa el campo
vectorial o el escalar pasivo), trasladada y escalada como las wavelets. La tnica dife-
rencia es que las posiciones de las QWs en el espacio estan orientadas aleatoriamente.
De esta forma, un campo de QWs es creado para emular una region turbulenta. Lo mas
llamativo del mismo es que pretende simular las estructuras y mecanismos que generan
un fluido turbulento. En este caso, obtener un modelo no-Kolmogorov implicaria mo-
dificar otros parametros, que estan mucho mas ligados con la fenomenologia que con
un cambio de exponente en el espectro. Finalmente, dado que el mismo fue formulado
sin alguna suposiciéon méas que la fenomenoldgica cascada de Richardson, provee una
forma mas natural de abordar el problema que los modelos establecidos (Tatarski o
Von Karméan, por ejemplo).

Los contenidos estan organizados en cinco capitulos, los dos primeros son a modo
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de introduccién al tema y pretenden mostrar resultados que seran fundamentales para
los capitulos posteriores.

El primer capitulo de la tesis es una introduccion a la propagacion laser en medios
turbulentos, resulta una unién entre conceptos generales de turbulencia, propagacién
de ondas en medios aleatorios y aplicaciones a angulo de arribo. En el segundo capitulo
se introduce el concepto de turbulencia no-Kolmogorov, una introduccion a espectros
generalizados y aplicaciones a angulo de arribo en condiciones no-K.

El tercer capitulo introduce el modelo teérico de doble haz y su aplicacién ex-
perimental. Se resumen los resultados obtenidos y las coincidencias con el modelo
desarrollado.

El cuarto capitulo introduce a las wavelets como herramienta de andlisis. Se definen
los espectros de energia wavelet y su aplicacion para estimar frecuencia de muestreo
Optima para una experiencia simple de wandering.

El quinto capitulo introduce el modelo de Quasi-Wavelets para simular volumen
de turbulencia. Se detallan los desarrolos tedricos, analogia de escalas, obtencién del

espectro quasi-wavelet y su aplicacion a la varianza de angulo de arribo.



Capitulo 1

Introducciéon a la popagacion laser

en medios turbulentos

“I can only show you the door. You're the one that has to walk through it.”

Morpheus, “The Matrix”

1.1 Introduccion

La turbulencia atmosférica ha sido un problema significativo para la propagacién de luz,
la degradacion de una imagen a través de un medio turbulento ha sido de interés princi-
palmente para astrénomos y fisicos. Esta degradacién ha resultado muy dificil de cuan-
tificar debido al caracter aleatorio del medio. En general hay tres factores importantes
que afectan la propagacién de ondas electromagnéticas en la atmosfera, absorcién,
dispersién y variaciones del indice de refraccién (turbulencia 6ptica). La absorcion y
la dispersién generalmente son debidos a los gases que componen la atmésfera y las
particulas suspendidas en ella. Estos efectos son altamente dependientes de la longitud
de onda y producen una atenuacion de las ondas que se propagan. Las fluctuaciones en
el indice de refraccion nos llevan a fluctuaciones de irradiancia, esparcimiento del haz,
bailoteo (wandering) y perdida del grado de coherencia espacial. Como mencionamos
anteriormente estos efectos afectan la calidad de imagenes obtenidas en astronomia, asi

como también afectan otras areas como la comunicacién éptica, radar laser (LIDAR),
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y otras aplicaciones que requieren transmision de ondas electromagnéticas a través de
la atmosfera.

Mencionaremos a continuacién mas detalladamente los efectos de la turbulencia
Optica. En principio debemos destacar que la turbulencia atmosférica se debe a di-
ferencias de temperatura o gradientes de temperatura entre las capas externas de la
atmosfera y la superficie terrestre. Esta es la clave primordial para generar turbulencia
a escala de laboratorio, el gradiente de temperaturas.

La dispersion del haz se debe principalmente a una distorsion en el frente de onda,
las variaciones aleatorias del centroide del haz en si mismas se llaman bailoteo del
haz o beam wandering, por otro lado las distribuciones aleatorias de energia en una
seccion transversal del haz se denominan fluctuaciones de irradiancia, y finalmente
las variaciones aleatorias de indice hacen que un haz laser colimado pierda coherencia
espacial.

Los estudios iniciales de turbulencia estaban basados en las fluctuaciones del campo
de velocidades de un fluido viscoso. En particular se observé que dicha velocidad
fluctia aleatoriamente alrededor de su valor medio. O sea que podemos definir a la
velocidad como un campo aleatorio, lo cual significa que para cada punto del flujo en
el espacio y el tiempo, la velocidad puede ser representada por una variable aleatoria.
Sin embargo, también se puede establecer una descripcion del fenémeno turbulento
a partir de escalares pasivos como la temperatura y el indice de refraccién. De esta
forma en propagacion de haces a través de la turbulencia el indice de refraccién toma
un rol principal. El movimiento turbulento de la atmosfera genera regiones en donde
el indice de refraccién es alterado. Los primeros trabajos de Kolmogorov sugieren que
estas regiones o celdas poseen cierto grado de consistencia estadistica que permitieron la
aplicacion de un tratamiento tedrico adecuado. A partir de aqui, se define la turbulencia
atmosférica como las fluctuaciones en el indice de refraccién causadas por fluctuaciones

pequenas de la temperatura.

1.2 Teoria de Kolmogorov

Considerando a la atmésfera como un fluido viscoso, podemos destacar dos estados
de movimiento, laminar y turbulento. La distincién entre ambos estados radica en

que no existe mezcla en un fluido laminar, para el cual las caracteristicas del flujo
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de velocidad son uniformes o varian de un modo predecible. En un fluido turbulento
el flujo de velocidad pierde estas caracteristicas debido a la mezcla y posee subflujos
aleatorios llamados eddies turbulentos o remolinos.

En los primeros estudios del flujo turbulento Reynolds encontré una cantidad adi-
mensional, que surge de adimensionalizar la ecuacién de Navier Stokes. Esta cantidad
llamada Numero de Reynolds, esta definida por la relacién Re = V' [/v, donde V y [
corresponden a la velocidad y longitud caracteristicas respectivamente, y v es la vis-
cosidad cinematica. La transicion desde el flujo laminar al turbulento se establece a un
numero de Reynolds critico por encima del cual el flujo se vuelve turbulento. Cerca del
suelo la escala caracteristica es de aproximadamente 2m y la velocidad del viento es
de aproximadamente 1 a 5m/s, y v ~ 0.15-10"*m? /s, lo que nos lleva a un nimero de
Reynolds del orden de 10°. Dicho valor es mucho mds grande que el valor de Reynolds

critico (2300), de modo que el fluido se considera altamente turbulento.

1.2.1 Fluctuaciones de velocidad.

A principios de la década de 1940, Kolmogorov desarrollé la teoria clasica de la tur-
bulencia basada en fluctuaciones aleatorias de la magnitud y la direccién del campo
de velocidades de un fluido. Esta teoria esta basada en ciertas hipodtesis de caracter
fisico. Se establece la existencia de dos escalas de turbulencia, la escala pequena y la
larga. La primera es estadisticamente homogénea e isotrépica y es independiente de
la escala larga, ademads el movimiento relacionado con la escala pequena estd deter-
minado tinicamente por la viscosidad cinematica y la disipacién de energia turbulenta
por unidad de masa en el fluido.

Para comprender la mecanica de la turbulencia, adoptaremos la teoria de cascada
energética dada por Richardson (ver Figura 1.1). En principio el fluido obtiene energia
de fuentes externas a través de las escalas grandes. Estas fuentes de energia pueden ser
el viento, gradientes locales de temperatura, o simplemente una mezcla de ambas. En
la teoria de cascada, la velocidad del viento aumenta hasta alcanzar el niimero critico
de Reynolds. Esto causa la creacién de masas de aire inestables (que se conceptualizan
como eddies o torbellinos) con dimensiones caracteristicas un tanto més pequenas e
independientes que el flujo original. Mediante la influencia de fuerzas inerciales, los

torbellinos mas grandes se van rompiendo en otros torbellinos mas pequenos. Este
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proceso se repite en cada generacion, de esta forma se propicia la transferencia de
energia desde la macroescala Ly (también llamada escala externa de la turbulencia) a
la microescala ¢y (también llamada escala interna). La familia de torbellinos que se
encuentran entre las escalas externa Lj e interna ¢y se denomina subrango inercial o
simplemente rango inercial. Los torbellinos con tamanos menores a la escala interna
pertenecen al rango de disipacion viscosa. En este rango los torbellinos desaparecen y
la energia remanente se disipa como calor. Los torbellinos de escalas menores a L se
asumen estadisticamente homogéneos e isotropicos, mientras que los de escalas mayores

son generalmente anisotrépicos y su estructura no esta bien definida.

Inyeccion
de energia

L,
=
, 3)
=
5)
=]
e
o)
an
g
<
(2
Iy

Rango de disipacion

Figura 1.1: Diagrama de la cascada energética de Richardson. La misma representa la
forma en que se transfiere la energia desde las escalas grandes a las pequenas. Hay que
notar que la distribucion espacial de los eddies no esta representado en este esquema.

Utilizando analisis dimensional, Kolmogorov mostré que la funcion de estructura
longitudinal de la velocidad del viento en el rango inercial satisface la ley de potencias
de 2/3, y esta dada por

Drr(R) = (Vi = Vo)) = C2ZR5, Ly < R< L

donde V; y V, representan los componentes de la velocidad en dos puntos separados

por una distancia Ry Cf es la constante de estructura de la velocidad (en unidades
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de m3 /s?), que es una medida de la cantidad total de energfa en la turbulencia y esta

relacionada directamente con la disipacion promedio de energia € por la relacién

(V1N

C? =2es.

Por su parte la escala interna ¢y, es del orden de la microescala de Kolmogorov y esta

e

Esto muestra que la turbulencia fuerte posee escalas internas pequenas mientras que la

dada por:

turbulencia débil posee escalas internas més grandes. La escala externa por su parte,
es proporcional a 2 y, a diferencia de la escala interna, esta aumenta o disminuye
directamente con el aumento o disminucién de la fuerza de la turbulencia.

Para completar la funcién de estructura agregaremos la forma de la misma por
debajo de la escala interna, dicha forma puede inferirse a partir de una serie de Taylor
de la funcién de estructura suponiendo distancias muy pequenas. La constante de
proporcionalidad se elige para que ambas funciones coincidan en R = {j, de esta forma

se obtiene una relacién para la funcién de estructura,

C20;3R2, 0< R < {,

Dra(R)=4{ 7",
C2R3,  ly< R< L.

Como las fluctuaciones aleatorias del campo de velocidades son anisotrépicas para
escalas mayores a la escala externa Lg, no se puede predecir una forma general para la
funcion de estructura.

El comportamiento de la funcién de estructura segun la ley de potencias 2/3, es

equivalente al espectro en tres dimensiones,

11

Dpp(k) = 0.066c5 k5
1 1
—0.033C2k™5,  — —
V"i 3 Y LO << K << £07
donde k es la frecuencia espacial escalar en unidades de rad/m. Notemos que este

espectro exhibe una ley de potencias de —11/3 lo que corresponde a un espectro uni-
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dimensional de —5/3. La validez de las leyes de potencia ha sido verificada experi-
mentalmente aunque en ciertos trabajos se ha visto que existen desviaciones pequenas.
Dichas desviaciones no afectan considerablemente la estadistica de segundo orden, pero

deben ser tenidas en cuenta en estadisticas de 6rdenes superiores.

1.2.2 Fluctuaciones de temperatura.

Las ideas y formulaciones mencionadas anteriormente se aplican también a escalares
pasivos conservativos, como la temperatura. Las fluctuaciones de temperatura son
consideradas pasivas porque no afectan el estado dinamico del sistema. En este caso
también se asocian una escala interna {; y una escala externa L, delimitando un
rango inercial convectivo. Ademds el mecanismo de disipacién para la temperatura
es la difusiéon molecular y no la viscosidad como en el caso de las fluctuaciones de
velocidad. Extendiendo la teoria de Kolmogorov a fluctuaciones de temperatura ho-
mogéneas e isotrépicas, podemos recobrar relaciones similares para la funcion de es-

tructura obtenidas anteriormente.

C2TPR2, 0< R < {,

Dr(R) = ((Ty - T»)*) = )
C2ZR3, ly < R < Ly,

donde T} y T, denotan temperaturas en dos puntos distintos separados por una distan-
cia Ry C% es la constante de estructura de la temperatura en unidades de grados?/ m3.

La escala interna de la temperatura es del mismo orden de magnitud que la de la ve-

locidad,
D3\
fo =538 <_> ,
€

donde D en este caso es la difusividad de calor en el aire. Basados en la ley de
potencias 2/3 de la funcién de estructura en el rango inercial convectivo, el espectro

tridimensional adquiere una potencia de —11/3,

1

K 3

Wl
H

Or(k) = %BX*?

1 1 1
=0.033C2k 3, — <K< —
Lo l
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donde [ es la constante de Obukhov-Corrsin y x es la razén de disipacion de las

fluctuaciones de temperatura promedio.

1.2.3 Fluctuaciones de indice de refraccion.

El indice de refraccién, uno de los parametros mas significativos de la atmosfera para
propagacién de ondas, es muy sensible a las fluctuaciones de temperatura a pequena
escala. En particular, estas fluctuaciones de temperatura junto con la mezcla de tor-
bellinos inducen un comportamiento aleatorio en el campo de indice de refraccién.
En un punto R en el espacio y a tiempo ¢, el indice de refraccion se puede expresar

matematicamente por

n(R,t) =no+n1(R,1), (1.1)

donde nyg = (n(R,t)) ~ 1 es la media del indice de refraccién y n,(R,t) representa
la desviacion aleatoria de n(R,t) del valor promedio. Ademés, (n;(R,t)) = 0, o sea
que las fluctuaciones tienen media nula . Las variaciones temporales en el indice son
usualmente suprimidas en el caso de propagacion éptica. Por lo tanto la onda mantiene
una unica frecuencia mientras se propaga. Finalmente la ecuacién (1.1) se expresa

CO1MoO:

n(R) =1+n;(R).

El indice de refraccién no solo depende de la temperatura sino que también depende
de la presién atmosférica, de acuerdo con (Owens, 1967; Andrews y Phillips, 1998) se

puede expresar de la siguiente forma:

n(R)=14776- 1076(1 +7.52. 103)\2)%
P(R) ) (1.2)
~1+79-10 m 7

donde P es la presion en milibares y T es la temperatura en Kelvin. La dependencia
del indice con P y T varia muy poco para frecuencias opticas, por ello se expresa la
férmula como una aproximaciéon donde se supone un A fijo de 0.5 ym. Existen también

variaciones de indice debidas a la humedad, las mismas han sido omitidas dado que se
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escapan de los objetivos principales de esta tesis.

La descripcién estadistica del campo aleatorio de indice es similar a la que se hizo
para el campo de velocidades. Existe también un rango inercial entre la escala interna
ly v la escala externa Lg.De esta forma, el campo de indice hereda las propiedades de
homogeneidad e isotropia en el rango inercial.

Debido a las propiedades de ni(R), la covarianza de n(R) se puede expresar como:

Bn(Rl, Rg) = Bn(Rl, R1 + R) = <n1(R1)n1(R1 + R)>

de donde, si el campo aleatorio de fluctuaciones de indice es estadisticamente ho-

mogéneo, dependera de R = Ry — Rsy. En el caso que el campo sea estadisticamente
, . . . ’ 2 .

homogéneo e isotrépico, la covarianza dependerd de R = |R; — Ry|”. Finalmente en

este ultimo caso la funcién de estructura se escribe

4
Cy*R*, 0<R<U(
Do(R) = 2(Ba(0) = Ba(R)) =q 20,00~ (13)
C?R53, ly < R < Ly,
donde C? es la constante de estructura de indice de refraccién, en unidades de ms.

Y la escala interna se define

3\ @
o =Tdn="T4 (—) .
€

El significado fisico de la constante de estructura C? tiene que ver con la intensidad de
la turbulencia, o sea que es una medida de la fuerza de las fluctuaciones de indice de
refraccion. A lo largo de la atmédsfera la constante de estructura varia con la altura.
En tal caso es posible determinar la variacion de C'*> mediante el método de medidas
puntuales de la temperatura para obtener la funcién de estructura de temperatura
(Gamo y Majumdar, 1978; Fuchs et al., 1996). En este caso se utiliza la ecuacién (1.2)
para relacionar C% con C?:
P2

2 -6 2

C; = (79-10 772) Cr
Por otro lado en longitudes de propagacion cortas se puede considerar que la con-

stante de estructura es constante y hacer lo que se denomina un promediado de camino
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donde se calcula C? por medios 6pticos.

1.3 Modelos de espectro para fluctuaciones del indice

de refraccion.

Suponiendo una atmoésfera estadisticamente homogénea e isotrépica, la densidad es-
pectral espacial de las fluctuaciones de indice de refraccién (®,(k)), estén relacionadas

con la covarianza segun la transformada de Fourier:

@n(m):# / / / :e—iK'RBn(R)d?’R
1

= /OO B,(R)sin(kR)RdR,

212K

donde se ha usado simetria esférica y £ = |K| es el numero de onda espacial. Mediante

transformada inversa podemos obtener B,,(R) y eventualmente la funcién de estructura:

Dn(R) = Q[Bnm) - Bn(R)]

=8 /OOO k2D, (k) {1 - %] . (1.4)

1.3.1 Espectro de Kolmogorov.

En propagacion de ondas en la regién optica, las fluctuaciones en el indice de refraccion
se deben en casi su totalidad a pequenas fluctuaciones en la temperatura. La forma
funcional del espectro para fluctuaciones de indice de refraccién es la misma que para
temperatura y ademas las fluctuaciones de temperatura obedecen la misma ley espectral
que las fluctuaciones de velocidad. Localizado en el rango inercial y basandose en la
ley de potencias % para la funcién de estructura, (ecuacién (1.3)) se puede deducir que

la densidad espectral para fluctuaciones de indice satisface
2 _ 11 1 1
®, (k) =0.033C k3, — KKK — (1.5)
Lo lo

Mejor conocido como espectro de Kolmogorov. Debido a su simplicidad este espectro

es utilizado en muchas aplicaciones tedricas, sin embargo debemos notar que es valido
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solamente en el rango inercial LLO <L Kk K %. Para justificar su uso en calculos que
abarquen todos los valores de k, generalmente se supone que la escala externa es in-
finita y que la escala interna es despreciable o nula. Sin embargo, este procedimiento
vale siempre y cuando las integrales que poseen &, (k) sean convergentes en dichas

circunstancias.

1.3.2 Espectros con escalas

Otros espectros han sido propuestos en el caso que los efectos de las escalas no puedan
ser ignorados. Por motivos de conveniencia matematica, se sugirié utilizar una funcién
gaussiana, obteniendo (Tatarski, 1961; Andrews y Phillips, 1998):
®, (k) =0.033 CZH_L; exp (—%) : K> Lio’ K = 52—22.
Este espectro es cominmente conocido como Tatarski. El mismo, al igual que el de
Kolmogorov, posee una singularidad en K = 0 o Ly — co. O sea que podemos calcular
la funcién de estructura D, (R) pero no es posible calcular la covarianza B, (R).
Existe un tercer espectro que permite utilizar niimeros de onda en un rango por
encima de la escala externa Lg o sea, permite que k se acerque a cero:
0.033 C? 1 27

b, (k) = ———5, 0<kr<K—, Ko = — 1.6

() (K24 K2)% lo ° T L (1.6)
Este espectro se denomina von Kdrmdn'. Finalmente para poder utilizar todo el rango
de nimeros de onda se usa un espectro que incluye las modificaciones introducidas por
Tatarskt y las de von Kdarmdn. Dicho espectro se denomina espectro modificado de von

Kdrman, y esta dado por:

2 2
oK) = %ex (—%) : 0<K<o0. (1.7)
(K* +Kg) e Fm

Ambos espectros se reducen al espectro de Kolmogorov en el rango inercial. En princi-
pio debemos recordar que estos espectros estdn basados en conveniencia matematica,

sin embargo existen otros espectros que estan definidos de modo que puedan operar en

I'Dado que la escala externa no esta bien definida el valor en el numerador puede variar, de esta
forma se pueden encontrar: 1, 47 y hasta 87 (Andrews y Phillips, 1998).
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el rango 0 < Kk < 00, y que ademas estan basados en modelos fisicos. A pesar de esta
inconsistencia los espectros descriptos anteriormente se utilizan ampliamente por su
simplicidad matematica y usualmente se recurre a los espectros méas complejos cuando

estos resultan insuficientes para estimar alguna magnitud de interés.

1.3.3 Espectro atmosférico

Como los espectros anteriores carecen de un trasfondo fisico, varios investigadores
comenzaron a investigar espectros que tuvieran una coneccion fisica con la turbulencia
(Friehe et al., 1975; Hill, 1978; Hill y Clifford, 1978). Inicialmente Hill desarroll$
un espectro numérico que luego fue llevado a una forma analitica gracias a Andrews
(Andrews y Phillips, 1998). Este espectro posee una leve protuberancia cercana a las
escalas pequefias que produce una desviacién del comportamiento cldsico 1Y/, El

espectro atmosférico introducido por Andrews esta dado por:

§ 2 P
14 1.802 <ﬁ) —0.254 (5> ] (1 —e o) S (1Y)
R R K3

donde 0 < Kk < 00, y como es usual los nimeros de onda k; = % Y kg = % se definen

®, (k) = 0.033C?

a partir de las escalas interna y externa respectivamente.

1.4 Propagacion de ondas en un medio aleatorio.

Suponiendo un campo u(R,t) electromagnético que se propaga libremente en el vacio

la ecuacién de onda usual a resolver es la siguiente:
) 1 0%u
c2ot2’
donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Proponemos una solucién de la forma

u(R,t) = Ug(R)e ™", que reemplazando en la ecuacién de onda se obtiene la ecuacién

de Helmholtz:

V23U, + k*Uy = 0,
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donde k = 27/, es el nimero de onda.

Utilizando la aproximacién paraxial, que esta basada en que la distancia de propagacién
para una onda dptica en el eje z es mayor que la dispersion transversal de la onda,
obtenemos la ecuacién de onda paraxial (Ver Andrews y Phillips (1998)). Utilizando

Us(r,2) = V(r, z)e?** se simplifica el problema y

1o (ra—v) oY o (1.9)

Utilizaremos un modelo de onda plana, donde el campo se define de la siguiente forma

en z = 0:

U()(T, O) = A06i¢0 s

y Ag es una constante que representa la fuerza o la amplitud del campo y ¢ es la fase.

De la misma forma a una distancia z > 0 del transmisor, el campo toma la forma:

Uo(r,2) =V (r, z)e““z = Age'otikz

donde V (r, z) = Ape'° representa la solucién a la ecuacién de onda paraxial (1.9).

En el caso de que la onda atraviesa un medio aleatorio, como la turbulencia atmosférica,
tanto la amplitud como la fase del campo eléctrico experimentan fluctuaciones aleato-
rias causadas por los pequenos cambios aleatorios en el indice de refraccién. Entonces
la ecuacion de onda debe contener la informacién de indice de refraccion no constante.
Suponiendo que el indice de refraccién sélo depende de la posicion, la ecuacion de onda

se convierte en lo que se denomina la ecuacién de onda estocastica:

V2E + k*n*(R)E + 2V[E - Vlog(n(R))] = 0,

donde suponemos que las variaciones temporales del indice de refraccion son lo suficien-
temente pequenas como para suponer un estado cuasi-estacionario. Para simplificar
esta ecuacién hacemos algunas suposiciones sobre el campo y el indice de refraccion.
En principio se suprime el ultimo termino, que controla la depolarizacién del campo.
Estos efectos se eliminan debido a que la longitud de onda en propagacion optica es
mucho menor que la escala interna de la turbulencia. Llamaremos U(R) al campo

propagado a través de la perturbacién. Finalmente, se obtiene la ecuacion de onda
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estocdstica de Helmholtz para U(R):

VU + E*n*(R)U = 0. (1.10)

Por otra parte expresa el indice de refraccion de la siguiente forma:

n(R) =no+n(R),

donde nyg = (n(R)) = 1, (n;(R)) = 0.

Incluso con las aproximaciones aplicadas resolver la ecuacién (1.10) no resulta una
tarea facil. Los intentos para hacerlo a través de un propagador de Green exacto no
han tenido resultados favorables. Sin embargo, se han propuesto métodos perturbativos
que han resultado exitosos. Estos son conocidos como Rytov y Born. Ambas estan
basadas en un régimen de fluctuaciones débiles.

Los estudios tedricos en propagacion de ondas en turbulencia usualmente se clasi-
fican como pertenecientes a regimenes de fluctuaciones fuertes, moderadas o débiles.
Utilizando el espectro de Kolmogorov para la propagacién de ondas planas en un camino
turbulento de longitud L, se puede definir la varianza de Rytov como la varianza de las
fluctuaciones de intensidad de una onda plana que se propaga en el medio turbulento.

La misma se utiliza como una medida de la intensidad de la perturbacion,

0% =1.23C2ks Lo

donde L es la longitud de propagacién, C? es la constante de estructura y k es el

numero de onda. las fluctuaciones se clasifican de la siguiente forma:

<1 débil
0'%2 =< ~1 1moderada
> 1 fuerte

1.4.1 Aproximacion de Born

Para resolver la ecuacién (1.10) primero se escribe el cuadrado de indice como:

n*(R) = [no + n1(R)]* ~ 1+ 2n,(R), I (R)] < 1. (1.11)
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Luego el campo se expresa a partir de una suma de perturbaciones alcampo no pertur-

bado Uy, que es solucién a la ecuacién de Helmholtz en el vacio.

UR) = Up(R) + Ui (R) + Us(R) + ... (1.12)

Usando las ecuaciones (1.11) y (1.12), para reemplazarlas en la ecuacién (1.10), se

genera un sistema de ecuaciones acopladas

VU, + k*Uy = 0,
V32U, + k*U; = 2k*n; (R)Uy(R),

V32U, + kU = 2k*n (R)UL(R) .

La ventaja es que este método convierte una ecuacion con un coeficiente aleatorio en un
sitstema de ecuaciones que tiene coeficientes constantes mientras que la parte aleatoria
ahora se ubica en la inhomogeneidad. De esta forma cada solucién perturbativa se

obtiene de convolucionar la funcién de Green con la inhomogeneidad.

Ul(R):///VG(S,R)[Qanl(R)UO(R)]d3S, (1.13)

donde G(S, R) es la funcién de Green para la propagacion libre en un medio homogéneo,

G(S,R) = exp(ik|R — S)) .

1
47 |R — S|
Utilizando la aproximacion paraxial, y separando las coordenadas transversales de la

coordenada longitudinal, la funcién de Green se escribe

G(S,R) ~ G(s,r;2,L) = exp(tk(L — z) + s —r|%).

(L—2)

Reemplazando la ecuacién anterior en la integral (1.13), la aproximacién del campo a

An(L — z)

primer orden toma la forma:
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77,1(5,2)
L—=z

Up(s, 2)

k|s—r]
L) 2 (L—z)+°
(r, 27r/ dz// d*s exp [zk z) + (L—z)

Ademads como (ny(s, z)) = 0 por definicién, resulta que el valor de expectacién de la

aproximacién de Born es (Uy(r, L)) = 0. Como el sistema de ecuaciones es recursivo,

los ordenes superiores se pueden obtener de la misma forma:

m(r, L) /dz// d*s exp
T o

donde m =1,2,3, ...

zk| \

s—r ni(s, 2)
2(L-z)

L—z2"

ik(L —z) + Un-1(s, 2)

1.4.2 Aproximacion de Rytov

El segundo tratamiento para resolver la ecuacién (1.10) basado en teoria de perturba-
ciones es llamado aproximacion de Rytov. Este también esta basado en el régimen de

fluctuaciones débiles y consiste en escribir al campo de la siguiente forma:

UR)=U(r,L) = Uy(r, L) exp[t(r, L)], (1.14)

donde ) es una perturbacion de fase debida a la turbulencia que toma la forma:

w(rﬂ L) = wl(rv L) + ¢2<I‘, L) +

11 v 1 representan las perturbaciones de fase complejas de primer y segundo orden re-
spectivamente. Sin embargo como la aproximacién de Rytov no se aplica directamente,
sino a través del método de Born. Definimos las perturbaciones de Born normalizadas

Cco1mo

Upn(r, L)
Uo(r, L) ’

Luego igualando las soluciones de ambos métodos tenemos

®,,(r,L) = m=1,23,...

Uo(r, L) explty1(r, L)] = Up(r, L)[1 + @1 (r, L)].
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Aplicando logaritmos y dividiendo por Uy(r, L) la primera perturbacién de Rytov es

equivalente a la primer aproximacion de Born:

1(r, L) = In[l + &4(r, L)] ~ &4(r, L), |®y(r, L) < 1.

La perturbaciéon normalizada esta dada por:

(r, L) 27r/ dz// d*s exp [Zk(L—z) Zk(|5—1‘!)

UO(SVZ) nl(s,z)
X .
Us(r,L) L—z

(1.15)

Para el caso de las perturbaciones de segundo orden

Uo(r, L) exp[ih1(r, L) + 1ho(r, L)] = Up(r, L)[1 + @1 (r, L) + Po(r, L)].

De la misma forma que la anterior la segunda aproximacién de Rytov se puede obtener

a partir de las aproximaciones de Born de primer y segundo orden:

y(r, L) = ®y(r, L) — %cbf(r, L).

Luego se obtiene:

/dz// 25 exp [zk;(L—z) Zk(’s_r’)

" Ug(s, z) ®4(s, z)ny (s, 2)
Up(r, L) L—=z '

(1.16)

Con la aproximacién de primer orden es suficiente para calcular varias cantidades es-
tadisticas de interés como la varianza de amplitud logaritmica, la varianza de fase,
funciones de correlacion de intensidad y fase y la funcion de estructura de onda. Sin
embargo para calcular los momentos del campo a partir de esta aproximacion, es nece-

sario incorporar la perturbacién de segundo orden 1, junto con la de primer orden

Y.
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1.4.3 Representacion espectral de la amplitud y la fase

En el marco de la aproximacién de Rytov el campo propagado (1.14) se escribe

U(r) = Us(r) exp[x(r) + iS(r)],

donde x es la amplitud logaritmica y S es simplemente la fase. Esto se denomina fase
compleja vy contiene informacion de la amplitud y fase de la onda perturbada.
Considerando una onda plana incidente en un medio turbulento, donde tomamos
a z como la direccién de propagacion y el punto de observacién se encuentra a una
distancia L del origen. El campo inicial es Up(r) = e***. De esta forma reemplazando

la onda plana en la ecuacién (1.15) se tiene

/{2 L 00 )
Uy (r, L) = o /. dz d”sexp

Notar que hemos usado la notaciéon de Rytov para la primera aproximacion de la fase

| T (1.17)

ik|s — r[2] ni(s, 2)

compleja, que es equivalente a la de Born.
Ahora necesitamos definir el indice de refraccion, como un proceso estocastico es-
tadisticamente isotropico y homogéneo. Al ser estacionario se puede escribir en la

forma de una integral de Riemann-Stieltjes:

m@ﬂyi//:ame%Ky

donde dr(z,K) es una medida aleatoria y K = (K, K,,0). Reemplazando esta ex-

presion en la ecuacién (1.17) e integrando se obtiene

Uy (r, L) =ik /OL dz/exp {i(z — L)K2] BTy (2, K) . (1.18)

Si reescribimos la ecuacién de la siguiente forma,

L
Uy(r, L) :/ dz/eiK'erV(z,K),
0

con H = ikexp [i(z - LK 2], se puede ver que se produce una amplitud aleatoria
Hdy de la pertubacion ¥, donde se suman todas las contribuciones a lo largo del

camino de integracion.



1.4 Propagacion de ondas en un medio aleatorio. 21

En este caso tomaremos el siguiente camino:

1
X 25 [qjl(rv L) + @T(I‘, L)] )
1 (1.19)
S =5 [(Uy(r, L) — Ui(r,L)] .
Ahora, teniendo en cuenta que dv*(z,K) = dv(z,—K), podemos obtener las expre-

siones integrales para la amplitud y la fase (Ishimaru, 1997):

x(r,L) =k /OL dz //: sin {%(z — L)Kz] e®rdy (2, K), (1.20)
S(r, L) = k /O “ s / /_ Z cos %(Z _ L)Kﬂ KT (2 K) (1.21)

1.4.4 Funciones de estructura

Ahora estamos en condiciones de obtener las funciones de estructura de amplidud y

fase en su forma espectral. Para la primera, usando la ecuacién (1.20) se tiene

DX(r17 rQ) =

((x(r1) = x(r2))?)
= k? /OL dz /OL dz' //Z sin {i(z - L)KQ} sin {i(z’ - L)KQ} (1.22)
x F (K, |z — 2'[){2 — 2 cos[K(r; — 13)]}d?k .

Para llegar a esta igualdad se usa la propiedad
(dv(z, —K)dv(Z',K')) = F,,(K, |z — 2'|)0(K + K')d?kd*k’ que define la correlacién de
la medida aleatoria; mientras que F), es la densidad espectral en el plano transversal

definida como

/ T U2FL(K, 2) — 27, (K) (1.23)

Haciendo un cambio de variables (Ishimaru, 1997; Andrews y Phillips, 1998), z4 = z—2’

yn= %(z + 2’). Las integrales se transforman de la siguiente manera



1.4 Propagacion de ondas en un medio aleatorio. 22

L L L i~
/ dz/ dz' :/ dn/ dzg .
0 0 0 —oo

También se usard la aproximacién L — 2’ ~ L — z ~ [, — n. Aplicando el cambio de

variables la funcién de estructura queda conformada de la siguiente forma

s [l [ e loon]

x (K, zg){1 — cos[K(r; — 1ro)]}d*k

Utilizando la relacién (1.23) finalmente se introduce el espectro de indice, luego se

integra en la variable angular en coordenadas polares

—87r2k2/ dn/ sin” { — K } (1.25)
O, () [1 = Jo(kp)] rdr,

donde p = |r; — ry|. De la misma forma se obtiene la funcién de estructura de la fase:

_SW%Q/ dn/ { e ] (1.26)
(k) [1 — Jo(kp)] sdc.

Dado que x y S son variables aleatorias independientes, la funcién de estructura del
frente de onda es la suma de (1.25) y (1.26); esto es,

D, (p) = Dy(p) + Ds(p —87T2k2/ dn/ k) [1 — Jo(kp)| kdk . (1.27)

En el régimen de 6ptica geométrica se cumple L < 2/ \—donde £ representa la escala
de las fluctuaciones—entonces los argumentos del seno y coseno son muy pequenos y
las fluctuaciones de amplitud resultan despreciables. De esta forma D, (p) ~ Ds(p) vy

se utiliza directamente la ecuacién (1.27). Esta coincide con la expresién obtenida por
Tatarski (1971).
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Figura 1.2: a) Varianza de dngulo de arribo en funcién del diametro de la apertura.
b) Idem, en escala logaritmica. Se utilizaron los siguientes valores: C2? = 10713 m=2/3,
L=10"m,y k=9-10° m~'.

1.5 Calculo de la varianza de angulo de arribo

1.5.1 Aproximacion de Tatarski

Las fluctuaciones de angulo de arribo en el plano de apertura estan relacionadas con

el “bailoteo” de una imagen debida a una perturbacién atmosférica. Usualmente el
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frente de onda que llega a la apertura de entrada se enfoca en el plano imagen donde
se producen las pequenas desviaciones conocidas como quivering. De esta forma una
desviacion del frente de onda resulta en el desplazamiento del foco un pequend angulo.
De alli viene el nombre fluctuaciones de angulo de arribo. La causa de este efecto sin
embargo se encuentra en el frente de onda. Diferencias de fase entre dos puntos cercanos
hacen que el frente de onda se deforme y desvie la normal del eje de propagacién. De
esta forma se puede relacionar esta diferencia de fase con la funcién de estructura. La
diferencia de fase es AS = kb sin(«) ~ kba, donde b es la distancia entre dos puntos
del plano de la apertura. Normalmente se puede tomar como el didmetro de la misma,
o directamente relacionarlo con el radio b = 2R. La fluctuacion cuadratica (o varianza)
del angulo de arribo resulta (Tatarski, 1961, 1971)
(AS?) _ Ds(2R)

<042> = 01240A = (2/{3R)2 = (ZkR)Q : (128>

En este punto es posible aplicar la ecuacién (1.26), asi como también (1.27) en condi-
ciones de dptica geométrica, o fluctuaciones de intensidad débiles. En estos casos se

obtiene

03,4 =2913C2LD/?, (1.29)

donde D es el diametro de la pupila. Esta expresion es valida cuando el diametro de
la apertura es mayor que el radio de Fresnel, o sea, D > v AL. Cuando D < VAL
empleamos la ecuacién (1.26). Para valores grandes de L esto da lugar a una segunda

forma para la varianza:

0% 4= 1456 C2(1 + L)D/3. (1.30)

Es posible integrar directamente (1.26), sin embargo el resultado analitico es demasiado
extenso. En la Figura 1.2, se muestran los modelos expuestos previamente. Claramente
se obseva una transicién entre una aproximaciéon y la otra. Si bien el resultado sin
aproximaciones es el mas adecuado no tiene una forma practica para aplicarlo en re-
sultados experimentales, ya que esta conformado por funciones hipergeométricas. Por
otro lado puede resultar 1til en condiciones intermedias en donde las aproximaciones

no aplican.
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En el caso de tener una apertura grande el modelo de Tatarski y las aproximaciones de
la funcién de estructura no son suficientes ya que las fluctuaciones que son menores al
radio de la apertura producen efectos de desenfoque en el plano imagen. Para tenerlos

en cuenta es necesario otro tratamiento.

1.5.2 Definicién de G-tilt

El calculo de varianza de angulo de arribo mediante G-tilt o Gradient-tilt se basa en
la obtencién del gradiente de la fase en cada punto del frente de onda. A diferencia del
anterior este modelo tiene en cuenta todas las deformaciones del frente de onda para
integrarlas posteriormente sobre la apertura.
El dangulo de arribo efectivo se puede determinar por el “centro de gravedad” de la
distribucion de intensidad. De esta forma las fluctuaciones cuadraticas medias del
centro de gravedad se pueden convertir en fluctuaciones cuadraticas medias del angulo
de arribo. Para ello, es necesario obtener la distrubucion de intensidad en el plano
focal en unidades angulares y esto coincide con el patron de difraccion de Fraunhofer
de una apertura sin lente (Tatarski, 1971).

Se considera una onda incidente Uy(R) sobre una apertura Y y se resuelve la
ecuacién de onda. A partir de la solucién se obtiene la intensidad I(«, 5) = U - U*.
Tomando las coordenadas angulares del centro de gravedad de la distribucion de in-

tensidad se tiene

N ff B) adadp ff B) pdads
" ff B)dadB 0 ff B)dads

donde las coordenadas angulares « y 3 son los angulos entre la normal a la apertura y

la direccién del punto de observacién. Usando una expresién para I(«, 5) obtenida en
(Tatarski, 1971) se obtiene

. 1 ffz e%(mé‘)%z’ﬁ) dn d¢
0 ko [[exQdnd¢

donde ¥ es el area de la apertura, ademas se ve que la mayor contribucién corresponde
a las fluctuaciones de fase. Por otro lado las fluctuaciones de amplitud introducen sélo

una correccién de segundo orden, luego en primera aproximacién tenemos (x = 0)
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ag = —% //E 83;77’0 dn d¢ .

Con este resultado es posible obtener la varianza para el angulo «

g [

El valor de expectacion dentro de esta integral se puede escribir
9S(n,¢) 0S(n'.¢")\ _ &
an on /) ooy

es decir, la derivada parcial cruzada de la covarianza de fase. Esta se relaciona direc-

(S(n,¢),S(n',¢"))

tamente con la funcién de estructura de fase,

2 2 1 2

/ ! 8 / !/ a / !
anan/BS(n_n’C_C):_TMBS("_"’C_():_58_172195(”_77’(_0‘

Finalmente,

2 1 > > /Y 32DS(U—7I'7C—CI) / !
7t =g [ [ Foopw. =P = dyacaa

donde F(n, () funciona como una funcién escalén delimitando la extensién de la aper-

tura. Suponiendo fluctuaciones isotrépicas Dy solo dependerd de la distancia entre

vectores y no de los factores primados. Finalmente podemos escribir la ecuacion ante-

0°D
2= s [ K055 anac,

82D5(p) 772 " CQ DZS‘(IO)
— " =D + =
(97’]2 ,02 S(IO) pg 0

rior como

donde

Y
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2R? [arccos (&) — 51— (5%)2} p < 2R

K(p) = :
0 p>2R

Con p = /n?>+ (? y R es el radio de la apertura. En coordenadas polares finalmente
queda

dp. (1.31)

I Dis(p) p p P2
2 - = D// S_ I T 1— (2
70 T TI2R? /D { slp) + == | |arccos (23) 2R (23)

Ahora estamos en condiciones de calcular la varianza de angulo de arribo para el
modelo G-tilt. Tomando las ecuaciones (1.29) y (1.28) podemos obtener la funcién de

estructura y sus derivadas, de esta forma se obtiene la primera aproximacion

02, = 2.837C2LD™YV3.

Hay que notar que en este caso la varianza (equacién (1.31)) se escribe en funcién del
radio. Sin embargo se puede volver a tener una dependencia del didmetro de manera
directa.

Para la segunda aproximacién se utilizan las ecuaciones (1.30) y (1.28) y se tiene

0k = 1A18C2(L+1)D7/3.

Si comparamos los factores vemos que hay una leve diferencia entre la aproximacién de
Tatarski y la definicién de G-tilt. Ademads las varianzas G-tilt son menores en ambas
aproximaciones. En la Figura 1.3 se observa la comparacién de todos los modelos. Se
incrementd una region para observar con detalle las diferencias. Si bien la definicion G-
tilt es la méas elaborada su utilizacién en métodos experimentales puede quedar restrin-
gido por el error de las mediciones. Si la dispersion de datos resultara considerable su
aplicacion terminaria siendo irrelevante. Sin embargo, como se menciond anteriormente
si la apertura es grande, los efectos son mas notorios y la aplicacion de espectros con
escalas puede ser un factor decisivo en tales casos.

El modelo G-tilt también se ha utilizado en otros trabajos de varias formas. De los

mismos podemos citar a Merrill (1991), o Gurvich y Kallistratova (1968), que siguen
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1% 107 -
5x 1078
<
S
Nb<(
gl Tatarsk?
1x10 — 1ra aproximacion
5y 10-° —— 2da aproximacion
x = Sin aproximacion
G-tilt
1ra aproximacién
=== 2da aproximacion
| | | | |
107° 1074 0.001 0.01 0.1 1

D

Figura 1.3: Comparacion de varianzas AoA entre el modelo clasico y el G-tilt. Se
utilizaron los siguientes valores: C? = 107 m2/3 L =10*m, y k = 3 x 10°m™".

los lineamientos planteados por Tatarski (1971). Por otro lado, hay varios trabajos que
utilizan las mismas ideas con resultados distintos, entre ellos podemos citar a Masciadri
y Vernin (1997), Roddier (1981) y Tyler (1994).

Una expresién integral para obtener la varianza de angulo de arribo fue presentada
inicialmente por Masciadri y Vernin (1997) y posteriormente fue utilizada en Cheon
y Muschinski (2007) y plantea un origen de las fluctuaciones de angulo a partir de
gradientes de fase, pero se utiliza un espectro de dngulo de arribo. Posteriormente,
para considerar el efecto de filtro de la apertura, se multiplica por una funcién de Airy.
Este modelo parece no tener relacién con los métodos presentados anteriormente y no

se han encontrado referencias cruzadas que los vinculen.



Capitulo 2
Turbulencia no-Kolmogorov

“Toto, I've got a feeling we re not in Kansas any more.”

Doris, “The Wizard of Oz”

2.1 Consideraciones iniciales

La turbulencia no-Kolmogorov surge como consecuencia de la aparicién de datos expe-
rimentales fuera de lo esperado del modelo tedrico disponible. Si bien existen varios
factores que inducen a desviaciones de la teoria clasica, se planted la necesidad de
modelar las fluctuaciones de indice de refraccion a partir de un espectro ligeramente
distinto. De esta forma, se denominé turbulencia no-Kolmogorov a cualquier tipo de

~11/3 en el rango inercial’. De

turbulencia que no presente el comportamiento clasico
manera equivalente también se consideraron turbulencias no-Kolmogorov aquellas cuya
funcién de estructura no presenten el comportamiento /2.

En este 4&mbito, el trabajo de Vilar y Haddon (1984) abrié la puerta a la posibilidad
de la existencia de un espectro de indice de refraccion generalizado. El nuevo modelo en

si mismo present6 la posibilidad de modificar el exponente cléasico 11/3. De esta forma,

'Hay que destacar que la nocién de desviaciones no-Kolmogorov presentadas en este capitulo se
basan exclusivamente en la modificacién de los exponentes y no se trataran otras desviaciones como
perdida de Gaussianidad ni Turbulencia Congelada. Si bien la turbulencia no-Kolmogorov encierra
varios fendmenos, existe cierta tendencia en la bibliografia a relacionar univocamente la modificacién
de exponentes en el espectro con la turbulencia no-Kolmogorov.
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se encontré un rango de exponentes entre 3 y 4 para diversas mediciones experimen-
tales de indice de centelleo. Si bien la teoria de escalares pasivos Obukov-Kolmogorov
ha sido bien establecida, los andlisis tedricos llevados a cabo por estos investigadores
muestran que la varianza de centelleo depende fuertemente del valor del exponente y
ademas de la escala externa. Esto hace que las determinaciones de la constante de
estructura terminen siendo altamente cuestionables. Como consecuencia, la aplicacion
de nuevos espectros resulta inmediata a experiencias donde dicha teoria falla. En re-
sumen, el analisis de las desviaciones no-kolmogorov se concentran en proponer nuevos
modelos para el espectro de fluctuaciones de indice. El mismo puede ser corroborado
experimentalmente a partir de la mediciéon de la funcién de estructura o del espectro
temporal.

Posteriormente se han publicado varios trabajos tanto experimentales como tedricos.
En trabajos experimentales realizados con sensores Shack-Hartmann se han obtenido
desviaciones de la teoria clasica (Dayton et al., 1992; Nicholls et al., 1995). Lo notorio
de estos casos es que se observan desviaciones en condiciones atmosféricas muy estables;
ademas resulta que la turbulencia puede no ser homogénea ni isotrépica. En otros casos
en donde la turbulencia es bidimensional (estratificacién), la transferencia de energia
mediante cascada es afectada y no llega a desarrollarse la turbulencia Kolmogorov.

En el ambito tedrico, se han estudiado multiples fenémenos utilizando un espectro
generalizado. En particular, se han obtenido las varianzas de amplitud logaritmica y
fase en el régimen no-Kolmogorov. Los limites de los exponentes se establecen alrede-
dor de 11/3, més precisamente entre 3 y 4 (Stribling et al., 1995; Beland, 1995). Una
expresién para la varianza de angulo de arribo fue desarrollada utilizando un espectro
no-Kolmogorov, con y sin escalas (Toselli et al., 2007; Du et al., 2009). Recientemente
se ha desarrollado un modelo generalizado del espectro atmosférico (Xue et al., 2011b).
El cual permite un andlisis mas completo al introducir ambas escalas y el “bump”
caracteristico de dicho espectro. Los mismos autores desarrollaron un modelo gener-
alizado para las fluctuaciones de dngulo de arribo partiendo del espectro atmosférico
modificado (Xue et al., 2011a).

Desde el 2004 nuestro grupo ha estado estudiando la turbulencia no-Kolmogorov
y su aplicacién en dngulo de arribo y el fenémeno de wandering. (Pérez et al., 2004;
Gulich et al., 2007; Pérez y Zunino, 2008; Pérez y Funes, 2012; Pérez et al., 2012). En

principio se ha utilizado un modelo donde la superficie del frente de onda deformado
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por turbulencia se modela con un movimiento Browniano fraccionario (FBM) (Schwartz
et al., 1994). De esta forma surge un espectro de escalar pasivo que es dependiente del
parametro Hurst?; especificamente 2H +2. Para tener un comportamiento Kolmogorov
puro, H tiene que ser 5/6; cualquier otro valor resulta en una evidencia directa de
turbulencia no-Kolmogorov. Lo més llamativo de este modelo es que los exponentes de
Hurst pueden medirse a partir de diversos métodos independientemente de la teoria.
Los valores de H varian de 1/2 a 1, esto hace que el exponente del espectro varie de 3
a 4. Estos valores han sido validados en varios trabajos previos (Beland, 1995; Toselli
et al., 2008; Du et al., 2009).

Existe un tercer punto de vista ligeramente distinto a los anteriores que tiene origen
en las propiedades fractales intrinsecas de la turbulencia. De acuerdo con Frisch (1995),
las fluctuaciones del campo de velocidades, o de cualquier escalar pasivo, estan dadas
por una relacién de autosimilaridad dv(r, M) = Ndv(r, £), donde £ y M son incrementos
espaciales, y 0v(r,£) = v(r,{) — v(r). Lo que implica que el flujo es autosimilar a bajas
escalas, con exponente de autosimilaridad h, y de esta forma la funcién de estructura

estara dada por

(Sv(r, 0)%) = CC*,

donde C' es una constante y h toma valores de 0 a 1/3. Obteniendo para h = 1/3 la
turbulencia clasica Kolmogorov. Este ultimo modelo resulta uno de los méas adecuados
para simular la turbulencia no-Kolmogorov, ya que los valores de h vienen de las leyes
de transferencia de energia y no son simplemente una conveniencia matematica. Los
mismos pueden ser mayores a 1/3, pero esto induce problemas en la configuracién de
la cascada de Richardson haciendo que la misma se corte prematuramente.

Para resumir podemos decir que existen tres formas de representar la turbulencia
no-Kolmogorov. La primera es la del exponente generalizado o que toma valores entre
3y 4, siendo 11/3 el valor cldsico. La segunda viene de la estimacién experimental del
exponente de Hurst y estd dada por o = 2H +2 con 1/2 < H < 1 siendo H = 5/6 el
valor clasico. Esta forma tiene que ver con la medicién de fluctuaciones de fase en el
frente de onda, modeladas a partir de un FBM. Por tltimo, el modelo fractal en donde

a =2h+3con0 < h < 1/3. Logicamente, el exponente de Hurst y h estén relacionados

2En general el exponente del espectro esta dado por 2H + D donde D es la dimensién del espacio,
para un frente de onda D = 2



2.2 Espectros Generalizados 32

h = H — 1/2. Si bien puede parecer confuso, en este capitulo presentaremos cada uno
de los modelos segiin su version original, respetando la intencién de los autores. Sin

embargo, siempre se debe tener en cuenta que existe una relacion entre todas las formas.

2.2 Espectros Generalizados

La expresion para el espectro generalizado surge de reemplazar el espectro

1 1
Xn(k) =A™ & —<<r<K —, (2.1)
Lo 4y

en la ecuacién (1.4) y compararlo con la funcién de estructura (1.3) de modo de de-

temrinar la forma de la constante

Ala) = 2.2
() 8r['(2 — a) sin(am/2) (22)

que se puede escribir de forma equivalente (ver Apéndice A)
Ala) = 521“(04 — 1)sin((1 — a)7/2) (2.3)

472

donde 6’2 =b-C?y b es una constante que mantiene las unidades. Cuando « toma el

valor caracteristico 11/3, b es uno, y

8/3) sin(4/3m)
472

recuperando asi el espectro de Kolmogorov clasico, (Ec. (1.5)).

A(11/3) = C,%F( ~ 0.033C?

Una de las mayores ventajas del espectro de Kolmogorov, es su simplicidad pero
también es necesaria la incorporacién de las escalas de la turbulencia—Ec. (1.7).

El espectro de Von Karméan generalizado se define

Yu(K) = (A(—O‘)a exp (—572) ., 0<k<o (2.4)

R+ Kg) 2 )
donde A(a) esta dado por la ecuacién (2.3), kg = 2m/Lg, con Ly la escala externa
de la turbulencia y k,, = c¢(a)/ly. Particularmente, c(«) no es un valor fijo sino que

depende del exponente—En el Apéndice A se detalla la forma de obtenerlo. De esta
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forma queda:
1
a—5

e(a) = Ewr (g - %) Aé%‘) (2.5)

Finalmente, el espectro atmosférico a partir de la ecuacién (1.8), se puede gener-

alizar liberando el exponente

RORIONIECIE =

donde a = 1.802, b = 0.254, y 0 < k < 0o, mientras que kg = 47 /Lo y k; = ¢(a)/ly. En

(k) = A(a)C2

este caso tanto A(a) como ¢(«r) deben ser obtenidos a partir de la funcién de estructura

de la misma forma que para los espectros anteriores (ver apéndice A):

MNa—-1 T

Ala) ~ 4—7T2) sin ((a - 3)§> (2.7)

c(a) :{M(a) {r (g _ %) (1-9) .
wreg) ((57) o (5 5) ()]}

notar que es el mismo factor que para otros espectros (Xue et al., 2011b). En la

(2.8)

Figura 2.1 se puede ver la variacién del coeficiente para distintos valores del exponente
a. Aqui vemos que ¢(11/3) = 3.25, que se asemeja mucho al valor usual 3.3 de este

coeficiente (ver Figura 2.2).

2.3 Aplicaciones en angulo de arribo

2.3.1 A partir de un frente de onda fractal

En condiciones de turbulencia Kolmogorov, para pequenas perturbaciones y campo
cercano (VAL < 1), la funcién de estructura de fase resulta (Roddier, 1981)
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Figura 2.1: Coeficiente de amplitud para un espectro generalizado.

3.3

35 5.0

Figura 2.2: Coeficiente de escala interna para un espectro generalizado.



2.3 Aplicaciones en angulo de arribo 35

r 5/3
Ds(p — p) = (15(6) — S(p)*) = C2. (M) , (2.9)

To
con p', p € R% (-) el promedio para alguna distribucién de probabilidad, ry el pardmetro
de Fried® y C; es la constante de estructura de fase, cuyo valor se aproxima a 6,88. La
ecuacién (2.9) es equivalente a la funcién de estructura obtenida a partir de la ecuacién

(1.27) integrada con un espectro Kolmogorov (1.5)

Ds(p' — p) ~ 2913 K*C2 (|lp' — p|)*" . (2.10)

Al ser equivalentes presentan una relacion directa entre la constante de estructura y el

parametro de Fried

2 5
7"0 f— L .
2.913C2k2L

Como mencionamos al inicio del capitulo, desviaciones significativas respecto del ex-
ponente 5/3 han sido observadas experimentalmente (Buser, 1971; Acton et al., 1992;
Dayton et al., 1992; Nicholls et al., 1995). La funcién de estructura de la fase se
generaliza en este caso (Stribling, 1994; Nicholls et al., 1995):

/o a—2
De(pl -~ p) =2, (12 PL) (211)

T0,a

donde «a estd asociado con el exponente del espectro de indice, ry, es el pardmetro
de Fried generalizado y C’ia es una constante que mantiene la consistencia entre el
espectro y la funcion de estructura de las fluctuaciones de la fase. Obviamente, si se
elige un espectro de Kolmogorov: o = 11/3, Cfo,a ~ 6,88 y 19, = T, S€ recupera la
ecuacién (2.9).

Schwartz et al. (1994) propone modelar un frente de onda degradado por la tur-
bulencia mediante una superficie fractal generada por un movimiento Browniano frac-
cionario con H = 5/6 y dimensién fractal D = 13/6. La hip6tesis de Taylor de tur-

bulencia congelada fue usada para derivar este resultado®. Particularmente, podemos

3El parametro de Fried estd relacionado con las propiedades estadisticas espaciales del indice de
refraccién. Fue introducido por D. L. Fried (Fried, 1966)
4Para mayor detalle de esta hipStesis referirse al Apéndice D
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comentar que el valor del exponente de Hurst esta de acuerdo con la predictibilidad de
las pendientes de frentes de ondas estelares® (Jorgenson, 1991).

Si S representa la diferencia de fase entre el frente de onda promedio y el perturbado,
bajo las condiciones de validez descriptas previamente, satisface la ecuacién (2.11) y
tiene incrementos estacionarios. Como siempre, se asume que el proceso es Gaussiano®;
ver Tatarski (1961); Ishimaru (1997); Andrews y Phillips (1998). Se supone que el rango
inercial se extiende en todo el espacio haciendo /5 — 0 y Ly — oo. El proceso que
describe (2.11) es el movimiento Browniano fraccionario, que es el tinico proceso que

asegura gaussianidad e isotropia.
S:=C,B" (ﬁ), (2.12)
T'o

donde C,, esta definido como en la ecuacién (2.9), B¥(r) := B#(||r||) = B¥(r) repre-
senta el movimiento Browniano fraccionario isotrépico (mBfi), y H = 5/6 en el caso

de turbulencia de Kolmogorov. Su funcién de estructura es:

sfiste) - stof] ez (1)

To

2H
~C? (M)
~C? ,

To

(2.13)

donde E[[]] representa un valor de expectacién. Ademds, el tltimo paso es valido bajo
la condicioén |(p — p)/ro|”* < 1, que garantiza la estacionariedad de los incrementos
(Pérez et al. (2004) Apéndice B). Dado que para mediciones sobre el nivel del suelo el
exponente de la funcién de estructura estd restringido al rango (1,5/3], el exponente
de Hurst queda confinado al intervalo (1/2,5/6].

La diferencia de camino éptico (corrugation) de la superficie del frente de onda

turbulento respecto del plano es:

= 2 S(p), (2.14)

con A la longitud de onda. Dentro de la 6ptica geométrica, los rayos de luz son normales

z(p)

®Recientemente hemos publicado un articulo donde se encuentra un valor de H cercano a 5/6 para
datos astronémicos (Zunino et al., 2014)
5En el Apéndice D se explica brevemente las caracteristicas que se utilizan del proceso Gaussiano
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a la superficie del frente de onda y el dngulo de arribo en cada plano normal es

A0S ‘
R (i=1,2). (2.15)

La varianza del angulo de arribo estd dada por”
o2 = (6%) + (62) = / 0 W, (1) + Way ()] = A2 / 2l Wsv),  (2.16)
R R

donde Ws(v) es el espectro de potencias de S(p). Hay que resaltar que en esta expresion
se aplica el teorema de Wiener-Khintchine; esto implica que la fase, S(p), es modelada
como una variable aleatoria estacionaria.

Suponiendo turbulencia de Kolmogorov débil la integral resultante es divergente
(Roddier (1981), péaginas 334-336). Precisamente F. Roddier propuso una “expresion
mas realista” considerando el diametro de la apertura y la escala externa de la turbulen-
cia. De esta manera se introducen cortes al espectro de frecuencia, D~! (high-frequency
cutoff) y Ly' (low-frequency cutoff). De esta forma se obtiene:

1
o2 o )\27"55/3/ dv =23, (2.17)
Lyt
Considerando que D < Lyg:
02 o N2D V3 P8, (2.18)

Una expresién més precisa puede encontrarse en: (Tatarski, 1967; Fried, 1975),
o2 ~ (6,88/2n2)\2D /3y 73, (2.19)

donde el coeficiente de proporcionalidad tiene unidades de radianes cuadrados. Valores
desde 0,342 (Acton, 1995), 0,358 (Fried, 1975; Sarazin y Roddier, 1990), hasta 0,365

(Olivier et al., 1993) han sido publicados para este coeficiente.

"Hay que resaltar que la formulacién utilizada en esta seccién esta basada en el trabajo de Roddier
(1981) y utiliza la definicién de G-tilt
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A partir de las ecuaciones (2.12) y (2.14) se tiene que:

(p) = C. B <£> , (2.20)

To
con C, = X\C,/2m. Por lo tanto, el angulo de arribo resulta:

0z XH(p)
Hipy_ 9%~ —H .
07 (p) = oz C.r, ; T, (2.21)

donde X*# es el ruido Gaussiano fraccionario. Se obtiene, entonces, la varianza total
del angulo de arribo:

7% alp) = E[63 + 8] (5) = C2rg B[ ()] 2.22)
Sin embargo el movimiento Browniano fraccionario no es diferenciable, por lo que,
la derivada de este proceso no esta definido en términos del Cdlculo Cldasico. Con el
objetivo de dar respuesta a este problema surgié el Cdlculo Estocdstico, referirse a

Pérez (2003). En este contexto, es posible encontrar una expresién analitica para la

varianza total del dngulo de arribo

2
Uf{LH = C’frO_ZHC—H / dv |V|1_2H, (2.23)
’ 2 Jr

sin embargo, la integral resultante es divergente, por lo que es necesario introducir en
ella cierta funciéon de filtrado que “pese” las diferentes escalas espaciales apropiada-
mente. Evidentemente, la funcién a incluir tiene que estar relacionada con el tamano
finito de la apertura. Siguiendo los argumentos introducidos por Conan et al. (1995),
Masciadri y Vernin (1997) se considera el filtrado multiplicando el integrando de la
ecuacién (2.23) por la funcién de Airy® obtenida luego de elevar al cuadrado la trans-

formada de Fourier de una pupila de diametro D

o) = \/g—Jl(”D/ 2 (2.21)
m (vD/2)
recordemos que la funciéon de Airy representa el patrén de difraccién creado por una apertura
circular (Hecht, 2002)

8
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Esto no es mas que promediar espacialmente la fase sobre la pupila. De esta forma

_on 2 J3(vD/2)
_ 2 1-2H 2 1 W/ =2)
= C2ctry? /dy 4 = (WD 2)?

_ I2H + DI'(H +1/2)T'(1 — H)sinnH C? \2,—2H p2H-2
73/222H=3T(H + 1)T'(H + 2) or2 0

En el caso particular en que H = 5/6 resulta o7, 6= 1,04313 o2 donde o2, esta dado
por la ecuacién (2.19).

Dado que la ecuacién (2.13) es una primera aproximacién, ya que la funcién de
estructura es isotropica y homogénea en condiciones de cuasi colinealidad entre p y
p' (Pérez y Zunino, 2008). Entonces, surge la necesidad de la aplicacién de un nuevo
modelo para el frente de onda. El Levy fractional Brownian field es un proceso conocido
y resulta una extensién natural del fBm a dimensiones mayores: es Gaussiano, tiene
media nula y posee incrementos estacionarios. De esta forma es posible modelar la fase

del frente de onda de manera mas adecuada sobre una pupila de radio R:

S(Rp) = AsuR" B (p), lpl<1,

donde la constante Agpy cumple la funcién de normalizar la fase, y p representa las

coordenadas de la pupila normalizadas. Si la funcién de estructura es

Ds[R(p—p)) = AsuR°H | p— 9" [P, (2.25)

para cualquier par de puntos en la pupila.

Luego, se define la constante A% ;; como?:

AQH_22H+1FH<1+1/H> —2H.

Aqui debemos notar que para el caso de turbulencia Kolmogorov, donde H = 5/6,
resulta AS 56 = 0.88 7“_5/ . Lo fundamental de esta ecuacién es que a diferencia de

(2.13), esta no es una aproximacién. Ahora, el G-tilt es

A
a(r) = —%VS(I‘) -C, Hrg%HVBH(r) :

9Los detalles se su obtencién se encuentran en (Pérez y Zunino, 2008)
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—— Clasico
— fBm
— LfBf

— - = Acton
— - - Fried
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Figura 2.3: a) Comparacién de varianzas AoA entre el modelo cldsico y otros modelos.
La linea roja representa el valor H = 5/6 o turbulencia Kolmogorov. b) Detalle
del grafico anterior. Se utilizaron los siguientes valores: r, = 0.02, A = 632nm, y
D =0.1m.
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donde C, iy = (A\/27)Cg p. El gradiente del LfBf esta definido en un espacio dual de los
procesos Gaussianos estocasticos conocido como “fractional Hida distribution space”.

La varianza de angulo de arribo resulta

2

~

2 2H ﬁb(’/)
02 u(6,) =E[[l a(6,) IP] = 2 <= / Py

B Can Jre T P70

donde (5(1/) es la transformada de Fourier de la funcién de peso de la apertura. De
esta forma, eligiendo una apertura circular de didmetro D, dicha transformada sera la
funcién de Airy ¢(v) = Jy(vD/2)/(7vD/2). Integrando la varianza resulta:

2 (4 = 4HT (H +1/2) C%
ke ml/2T(2 + H)2n?

Nrg i D2 (2.26)

2

=~ esta dado por

Para H = 5/6 se obtiene ofn’5/6 = 0.9738 02, donde, nuevamente, o
la ecuaciéon (2.19). En la Figura 2.3 se observa la comparacion entre este y los otros
modelos presentados previamente.

Ambos modelos presentan caracteristicas innovadoras ya que se obtienen de forma
completamente radical a cualquier otro. Sin embargo, poseen la desventaja que la
complejidad matematica resulta elevada. Esto se profundiza ain més, al proseguir
este desarrollo agregando las escalas interna y externa. Por otro lado existe una dis-
crepancia entre ambos con respecto al modelo cldsico que se observa detalladamente
en Figura 2.3 b la cual, aunque pequena resulta llamativa y deja interrogantes sobre
otras hipotesis que podrian ser erroneas. En este punto es preciso recalcar que estos
resultados vienen de modelar la fase del frente de onda propagado, pero posiblemente
se puedan obtener mejores resultados partiendo de modelar el indice de refraccién.

En la Figura 2.3 se observa la comparacion entre el modelo obtenido por Tatarski
(02)); el modelo obtenido en Pérez et al. (2004); el modelo obtenido en Pérez y Zunino

(2008) y los modelos de Acton (1995) y Fried (1975).

2.3.2 A partir del espectro de von Karman

Hasta ahora se han presentado modelos cléasicos de angulo de arribo y en la seccién
anterior se analizé un modelo no-Kolmogorov. Sin embargo, no se han observado los

efectos de las escalas de la turbulencia. Para cubrir esta area se utilizard la ecuacion



2.3 Aplicaciones en angulo de arribo 42
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Figura 2.4: a) Comparacién de varianzas AoA entre el modelo de Tatarski, el modelo
propuesto por Toselli et al. (2007), y la integracién de (2.27) utilizando series de po-
tencias, en funcién del radio de la apertura. b) idem anterior en escala logaritmica.
Se utilizaron los siguientes valores: Ly = 10m, ¢y = 5mm, L = 1m, o = 11/3 y
C2 = 1075 m~2/3,
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Figura 2.5: Comparacién de varianzas AoA (para el modelo integrado por series de
potencias) en funcién del exponente a. Se utilizaron los siguientes valores: Lo = 10m,
lo=5mm, L = 1m, y C? = 107 m2/3. En la leyenda se observan los distintos
valores utilizados para la apertura en metros

10713
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Figura 2.6: Comparacién de varianzas AoA (para el modelo integrado por series de
potencias) en funcién del radio de la apertura. En este caso se modificé la escala

externa (Lo = 0.5;1;10;100m,). Se utilizaron los siguientes valores: f; = 5mm,
L=1m,a=11/3,y C?=10"83m2/3,
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(1.28) como aproximacién inicial para la varianza de AoA. Pero en este caso el propésito
es obtener una funcion de estructura de fase que tenga escalas. Para ello es preciso
resolver la integral (1.27) junto con el espectro de von Karmén (2.4). Al suponer
fluctuaciones débiles es posible utilizar la aproximacién D,, ~ D,. De esta forma la
integral a resolver es la siguiente:

Ala)

[e'e) 2
_ 21.2 K
Ds(p) = 87T k L/O m exXp (-a) [1 — J(](/ﬁﬂ)] /‘id/ﬁ), (227)

donde A(«) esta dado por (2.3). Uno de los inconvenientes de esta integral es que el
término denominador del espectro junto con la funcién de Bessel, hacen imposible una
integracién analitica. Aun asi, Toselli et al. (2007) propuso una solucién analitica que

se aproxima a la solucién real:

2 :Cz L sin((a —3)7/2)T(a — 1) {K4_QR2F(04/2 —2)
Ao R O T T(af)

2 P2
+ (1 — a/2)K2° {1—15 (1-%,1,-“55 )} }

En las figuras 2.4 y 2.5 se observa la comparacion entre el modelo propuesto por

(2.28)

Toselli, el modelo obtenido por Tatarski (1.29) y la integracién numérica de (2.27).
De alli se puede concluir que siempre y cuando la apertura sea pequena el modelo de
Toselli resulta adecuado. Sin embargo, tiene un problema para aperturas mayores a
2.8m. Ademas de la integral numérica, la funcién de estructura se integré con exito
utilizando una serie de potencias para el término Gaussiano. Los resultados son casi
idénticos a los de la integral numérica.

La escala externa L por su parte, modifica considerablemente la varianza del angulo
de arribo, lo que produce una curvatura que se aleja del cldsico comportamiento D~1/3.
En la figura 2.6 se observan los efectos del cambio de escala. Se puede destacar que para
escalas pequenas la pendiente varia considerablemente del valor mencionado. Luego a
medida que aumenta L se produce cierta curvatura mostrando dos pendientes distintas
pero al mismo tiempo acercandose a —1/3 para Ly — oo. La escala interna afecta
directamente la parte inicial de la curva, aqui nos referimos a aperturas menores a
20cm. Sin embargo, su efecto es despreciable (Andrews y Phillips, 1998) y no se
mostrara aqui.

Por 1ltimo, pero no menos importantes, estan los efectos del cambio de exponente, o
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deviaciones no-Kolmogorov. En la Figura 2.5 se observa la varianza de angulo de arribo
en funcién del exponente, para el modelo numérico. Para aperturas pequenas existe un
méximo en o = 11/3. Si el exponente aumenta por arriba de 11/3, o contrariamente, si
es menor que 11/3, la varianza serd menor. Para aperturas mayores el comportamiento
es més simple, ya que aumentar el exponente por arriba de « = 11/3 la varianza
aumenta. Por consiguiente, la pendiente de o2 vs p se acerca més a —1/3. Al contrario,
disminuir « causard que dicha pendiente se aleje ain més de —1/3.

Finalmente podemos decir que el modelo propuesto por Toselli, es 1til para repre-
sentar los efectos de las escalas siempre y cuando la apertura sea pequena. En otro

caso, es conveniente recurrir a otros modelos.

2.3.3 A partir del espectro atmosférico

Otro modelo que resulta interesante es el propuesto por Xue et al. (2011a). El cual
aplica el espectro atmosférico generalizado (2.6) para el calculo de la varianza de AoA.

La varianza fue propuesta por Cheon y Muschinski (2007)

Odgs =T L/ dn/ V&3 h(k,n)dk (2.29)

donde 7 es la coordenada de propagacion normalizada, y h(k,n) es una funcién de peso
que consta de un término propio de la propagacion y otro caracteristico de la apertura.

Para una onda plana h no depende de 7, entonces

hy () = [14—%8111 (“;)] A(Rk),

donde A(Rk) es la funcién de Airy y R es el radio de la apertura

2 J,|RK 2
AlRr) = (%)
El problema de este tipo de integrales usualmente suele ser la funcién de Bessel, ya
que al ser oscilante, usualmente impide una resolucion analitica. Para sobreponer este
inconveniente se propone reemplazar este factor por una funcién Gaussiana dando lugar

a una aproximacion razonable (Cheon y Muschinski, 2007)
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A(Rk) =~ exp [—(BRkK)?] |

donde ( es un factor que puede calcularse tedricamente y se toma como [ = 0.52.
En el trabajo de Xue et al. (2011a) se obtiene una férmula para 5 que depende del
exponente, pero se muestra que la variacién es despreciable para 3 < a < 4.

La varianza de angulo de arribo se escribe

* k 2L
0hon 2 T L/o O, (k, ovlo, Lo) K° {1 + g sin (%)] exp [—(BRk)*] dr, (2.30)

donde hemos considerado un espectro generalizado con escalas. En ese caso se aplicara
la ecuacién (2.6). Si bien se obtiene un resultado analitico el mismo es extenso y
resulta impréactico para manipular. Sin embargo, es posible mostrar los resultados en
forma gréfica. En la Figura 2.7 se observa la varianza AoA en funcién del didmetro
de la apertura (0al0m). Al igual que la Figura 2.6 el cambio en la escala externa
produce cierta modificacién en la pendiente haciendola mas inclinada que la cldsica
—1/3. Para escalas pequenas el efecto es considerable mientras que para escalas grandes
recuperamos la varianza clasica, como es esperado. En la Figura 2.8 (@) se muestran los
resultados para distintos exponentes con escalas interna y externa fijas. Aqui vemos que
un exponente menor a 11/3 hace que la varianza de AoA decaiga mas rapidamente. Por
otro lado un exponente mayor tiende a nivelarla horizontalmente. Este efecto implica
que una escala interna pequena junto con un exponente menor a 11/3 pueden formar
un efecto de refuerzo. Esto lleva a cierto dilema en un sistema experimental en donde
el desconocimiento de ambos factores puede propiciar a confusiones de estimacién de
exponente o de escala, o ambos. En la Figura 2.8 (b) se observa la varianza en funcién
del exponente para distintas pupilas. La Figura 2.8, junto con la 2.5 y Figura 2.6,
resultan muy similares. Esto implica que los modelos numérico y el de Toselli, coinciden
bastante bien con el modelo de Xue et al. (2011a) (ver Figura 2.9). Ciertamente ambos
son similares y al momento de aplicarlos es preciso considerar las ventajas y desventajas
de su aplicacion. Como se ha mencionado anteriormente, el modelo de Toselli es bueno
para aperturas pequenas y no se desvia del resultado numérico en ese rango. El mismo

posee una forma analitica manejable lo cual lo hace 1til para ajustes experimentales.
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Figura 2.7: Modelo de varianza AoA obtenido a partir de un espectro atmosférico
generalizado en funcion del radio de pupila. En este caso se modificé la escala externa
(Lo = 0.1;0.5;1;10;100; 1000 m,). Para graficar se utilizaron los siguientes valores:
lp=6mm, L =10m, a = 11/3, y C2 = 1073 m2/3,

Por otro lado el modelo de Xue, posee las ventajas del espectro atmosférico, o sea que
es un espectro mucho mas ligado con la fenomenologia y puede ser modificado para
aplicarse en medios maritimos cambiando los factores a y b (Grayshan et al., 2008). A
diferencia del modelo de Toselli es valido para cualquier tamano de apertura. Su tinica
desventaja radica en su forma matematica, la cual no es manejable y posiblemente

resulte dificil de aplicar en un ajuste experimental.
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Figura 2.8: a) Modelo de varianza AoA obtenido a partir de un espectro atmosférico
generalizado en funcién del radio de pupila. b) idem pero en funcién del exponente.
Se utilizaron los siguientes valores: [y = 6mm, L = 10m, y C? = 10~¥ m~2/3,
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Figura 2.9: Comparacién de todos los modelos de varianza AoA presentados previa-
mente en funcién del radio de pupila. Se utilizaron los siguientes valores: o = 5mm,
Ly=10m, L =1m,y C? = 1m~2%/5



Capitulo 3
Propagacion de Doble Haz

“We’re all put to the test... but it never comes in the form or at the point

we would prefer, does it?”

Charles Morse, “The Edge”

3.1 Introducciéon

En este capitulo se investigara la correlacion de dos haces que pasan por la misma
turbulencia. Particularmente, se estudiaran las deflecciones del haz producidas por la
turbulencia (wandering). Ademds la propagacion es larga con respecto a las desvia-
ciones laterales del haz, lo cual permite un desarrollo de propagacién dentro de la 6ptica
geométrica.

Los experimentos de haces individuales se pueden aplicar para estimar la longitud de
coherencia, o verificar la ley de potencias del espectro turbulento (Zhang y Zeng, 2001).
También es posible analizar la dependencia de la varianza de wandering en funcién de
la distancia propagada (Funes et al., 2007) o evaluar variaciones en el gradiente de
indice de refraccién a nivel del suelo (Innocenti y Consortini, 2005). Sin embargo, el
wandering de un solo haz no es suficiente para obtener todas las caracteristicas de un
medio turbulento.

Dadas las limitaciones de haces individuales, se utilizan otros métodos que permiten
estimar caracteristicas de la turbulencia. En ellos se toman haces expandidos para

analizar partes del frente de onda. Como ejemplos podemos citar el método DIMM o
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Differential Image Motion Monitor) (Churnside y Lataitis, 1987; Masciadri y Vernin,
1997). Més atn, en el caso de los sensores Shack-Hartmann donde se utilizan multiples
pupilas (Nicholls et al., 1995; Rao et al., 2002; Lazorenko, 2002). La desventaja de
estos arreglos experimentales radica en el costo y la complejidad de los mismos.

Por otro lado, existe una equivalencia entre analizar dos haces individuales y partes
de un mismo frente de onda (Lukin y Pokasov, 1981). Consortini y O’Donnell (1991,
1993) introdujeron una técnica simple, y a su vez menos costosa, con la capacidad
de obtener varios parametros de la turbulencia 6ptica. Basados en célculos origi-
nales de Beckman (1965) lograron desarrollar un modelo de éptica geométrica para
la propagacion de haces dobles delgados; especificamente para calcular su covarianza.
Las mediciones experimentales de estas correlaciones permiten la determinacién de la
escala interna fj, y la escala externa Lg. Posteriores mejoras lograron estimaciones
alternativas de la escala externa (Consortini et al., 2002; Sun et al., 2007).

Sin embargo estos trabajos estan basados en la turbulencia clasica de Obukhov-
Kolmogorov, y como se ha mencionado previamente, existen desviaciones de dicho
modelo. Por esa razén introducimos un modelo generalizado de correlaciones de doble
haz, que permite por un lado la generalizacién del modelo existente y al mismo tiempo
mejorar ciertos aspectos incongruentes. Uno de ellos esta basado en la distancia de
propagacién. Si bien Consortini y O’Donnell (1991) encuentran una forma analitica
para las correlaciones, dicha formulacién esta basada en una aproximacién para lon-
gitud de propagacién infinita. De esta forma cualquer experiencia de laboratorio o

incluso algunos metros, quedaria fuera del modelo.

3.2 Aproximacién de 6ptica geométrica para haces

delgados

Beckman (1965) desarrollé un modelo del desplazamiento de haces delgados en los
limites de la éptica geométrica (de aqui en adelante utilizaremos GO, de geometrical
optics) siempre y cuando se cumpla que ¢, > VL), sin embargo planteé las covar-
ianzas fuera de las bases de la teorfa Obukhov-Kolmogorov (OK). Luego Consortini
y O’Donnell (1991, 1993) establecieron dichas covarianzas en el marco de turbulencia

OK o simplemente Kolmogorov.
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v

Figura 3.1: Haces paralelos propagandose en un medio turbulento. La region turbulenta
esta confinada en la zona de largo S, luego el haz se propaga en una regién P sin ser
desviado.
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Dados dos haces propagados parcialmente a través de una region turbulenta separa-
dos por una distancia d (Ver Figura 3.1). Se definen los desplazamientos de la posicién
de equilibrio en d como ng = x4 — (z4) y (4 = Ya — (ya). Similarmente se definen los
desplazamientos para el haz en el origen 1y = zo — (x¢) y (o = yo — (yo). De esta forma

las correlaciones entre haces se pueden escribir como

By (d) = {CaCo) = / F (2,5, P) gu(z d) dz (3.1)
By (d) = (natio) = / F (2.8, P) fulz d) dz, (3.2)

donde By (d) es la covarianza vertical que describe los desplazamientos perpendiculares
al plano que forma el eje de propagacion z y el eje de separacién de haces d; de la
misma forma B,(d) es la covarianza horizontal. Se considera que los desplazamientos

entre haces sdlo se producen en el eje horizontal definido por d. Aqui

3

3
F (2,5, P)=2 (% + PS% + SPQ) —z(S*+2PS+2P%) + % (3.3)

es una funcién de filtro y modera la contribucion de las regiones donde la turbulencia es
activa S y donde es inactiva P. La propagacion total esta dada por la suma S+ P = L.

Los términos f,, v g, son los que introducen el espectro de la turbulencia y estan dados

por
o0 132 Jgp0(kr)  d?RO12 59 (Kr)
o) = [ o | - S e (s
0
o0 K32 J3 9 (k)
gn(z,d) = (27r)3/2/0 kD, (k) {73—2} drk, (3.5)

donde r? = 22 4 d%2. En el Apéndice B se detalla la forma de obtener las ecuaciones
anteriores. ®,, es el espectro de las fluctuaciones de indice y se han mostrado varios
ejemplos del mismo (1.5),(1.6),(1.7), y (1.8). De acuerdo con Tatarski (1967), la accién
de las fuerzas disipativas en el espectro se modela de forma éptima por una funcion
exponencial decreciente, de esta forma se cortan todas las contribuciones mas alla del

corte proporcionado por la escala interna k,, = 27 /¢y. Por otro lado, estas covarianzas



3.2 Aproximacién de optica geométrica para haces delgados 54

dependen de L y d, que son dos distancias que pueden ser modificadas independien-
temente. De esta forma es conveniente utilizar alguna forma adimensional para las
covarianzas. Para ello se toman las ecuaciones (3.4) y (3.5) junto con el cambio de

variables u = z/L, de esta forma se obtiene

B,(d) = L%/? [/01 Gn(u, 6) <§ —u+ “;) du — p* /01 Gn(u, 6) <u + gp) du] ., (3.6)

donde p = P/L es la fraccién inactiva en L, y L,, = k,, L es la distancia de propagacién

adimensional. Ademds, g,(u,d) esta dado por

Gn(u,0) = (27r)3/2 /00 [Kmk®y, (Kmk)]

0

ot P dk, (3.7)

[k3/2j3/2 (kL Va? + 67)

donde § = d/L es la separacién entre haces relativa a la distancia de propagacion.
Como f,(z,d) depende de g,(z,d) (Ver Egs. (3.4) y (3.5)) se define la diferencia de

covarianzas

A(d) = By(d) — By(d) =
= §2L7/? [/Ol%n(uﬁ) (g—u+“;) du —pQ/Olzn(u,cs) (u+§p) du} :

[k5/2j5 s (kL /u? + 67)

(u? + 62)5/4

con

in(u,8) = (2m)3/ / k@ (k)]

0

dk.  (3.8)

Es preciso observar que el segundo término de la ecuacién (3.6) se puede ver como un
término de correccion que depende de p. Entonces si p es pequeno, su contribucion a
la covarianza es despreciable. Dado que el factor es negativo el aporte de este camino
libre de turbulencia ciertamente tiene un efecto de reduccion sobre los valores de la

covarianza.
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3.3 Comportamiento de las covarianzas para distin-

tos espectros

3.3.1 Espectro no-Kolmogorov

En lugar de utilizar el espectro generalizado (2.1) se utilizard una versién obtenida a
partir de h (Frisch, 1995). La ventaja (como se mencioné en el Capitulo 2) es que
posee una representacion mucho mas fisica que el cambio del exponente, y con una
justificacién mas aceptable. Ademéds coincide con las mediciones experimentales del
exponente de Hurst a partir de la relacién h = H — 1/2 (Pérez et al., 2009, 2012; Funes
et al., 2013; Zunino et al., 2014). Aqui no se tienen en cuenta las escalas espaciales, se
toma usualmente que el rango inercial ocupa todo el espectro con una escala interna
nula y una escala externa infinita

B, () = SREWTCR+2) Culh) o < s (3.9)

A2 K2ht37

Este espectro es el tinico que da como resultado una solucién analitica a las integrales
de covarianza planteadas previamente. El rango de variaciéon de h es consistente con
la variacién del exponente del espectro o« = 2h + 3 a nivel del suelo. Resoviendo las

integrales con el espectro propuesto tenemos:

L2h—2
gn(u,8) = hC2(h) W, y (3.10)
2h—4
in(u,0) = 2h(1 — h) C2(h) m. (3.11)

Hay que notar que no existe una version adimensional en este caso ya que el espectro

utilizado no posee escalas. Luego de integrar con la funcién de filtro queda:

2/3 —u+u®/3)
(02 +u2)' ™"
= hCR(h) LM +26*0 2 [29F (1= h, §; 3, —67%) +

— 32F (1= h, 1;2,=67) + 52F (1= h,2;3;—677)]

B,(d) = h CZ(h)L*"*2 / g
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y
A(d) - 2h(1 — h) C2(h)L2h+252 /1 (2/3 —u 4+ u3/3)
) 0 (02 + u2)2_h
= 9h(1— h) C2(h)L*26% 2 [2,F, (2— h, 113 —672) +

— LR (2-h 1207 + Lo (2- R, 23, -677)].

§2"=1 en cero ya que h < 1/2. Esto implica

Ambas divergen asimptoticamente como
una correlacion infinita para ambos ejes. Por otro lado el rol del camino de propagacién
(L) es el de un factor de amplificacién solamente. La caracteristica mas notoria es la
presencia de un corte con el eje horizontal, Figura 3.2(b). Este corte es independiente de
cualquier escala de la turbulencia, pero no asi de h. Una estimacién del corte se puede
hacer a partir de un ajuste de las soluciones numéricas de B,(d) = 0 para algunos
exponentes h. Se observa que el corte dy crece cuadraticamente con dicha variable.

(Figura 3.2(d)),

8o = 1.945(0.3735)h% + 0.3995(+0.1291)/ + 0.0009689(+0.0092). (3.12)

3.3.2 Expectro de Tatarski (no-Kolmogorov)

Este es el espectro més simple que tiene en cuenta los efectos del rango disipativo. De
la misma manera que el espectro en la seccién anterior presentamos un espectro que

considere las desviaciones de la teoria Obukhov-Kolmogorov

sin(rh)I'(2h 4 2) exp (=K /K,

Am? s con 0<h<1/3 (3.13)
™ K

@, (k) = Cy(h)
donde k,,, = ¢(h)/ly vy

e(h) = F(l—h)F(Zh—{—Gi)sin(ﬂ(—l—h)) m7 (3.14)




3.3 Comportamiento de las covarianzas para distintos espectros 57

0 a 1 b
o @] A (b)
0.07 E 1
0.10 1 A

0.13 \

0.17 R i\

0.20 2 1
0.23 1

i

13 1 S T \ ]

;
(©) | e shp) (d)7
Fit for &(h ;)
03} 95% pred. bounds /// J
/
L /‘/ i
/'//

2] o < 1
01t ,},/' 1
0 P — 4

0 ; i i i |

0 04 02 03 04 05 0 041 02 03
0 h

Figura 3.2: (a) Covarianza vertical, B,, para distintos valores de h. (b) Covarianza
horizontal, B,, se observa como corta el eje § para distintos valores del exponente de
Hurst. (c) La diferencia de covarianzas, A, también diverge. (d) El corte con el eje
para la covarianza horizontal como funcién del exponente h.
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viene de la ecuacion (2.5). Evaluando las ecuaciones (3.7) y (3.8) con este espectro se

obtiene in(wh)I'(2h +2)I'(1 — A
gn(u75) :Sln(,ﬁ ) ( + ) ( _ )CQ(h)L?)/Q
6rR2? nt o
12 (3.15)
X1F1 |:1 — h,5/2, —Tm (52 + u?):| ’
' in(xh)T(2h + 2)T(2 — h)
~ s (7 + —
in(u,0) = 30m 22 Cr(h)Ly?
" (3.16)

L2
%\ Fy [2 — T2, -2 (4 uQ):| .

Consortini y O’Donnell (1991) analizaron este problema en el marco de la teoria OK,
y particularmente para longitudes de propagacion larga. Sin embargo estas situa-
ciones son dificiles de encontrar en el laboratorio. Ademds, la aproximacién a caminos
largos no tiene en cuenta la escala del problema, o sea contra que variable se debe
comparar el camino para considerarse “largo”. Ellos sugieren que L > ¢, para que
funcione su aproximacién, lo que seria L,, > 1 en nuestro modelo. Observando tanto
la ecuacién (3.15) o (3.16) se puede ver que la separacion relativa, §, podria funcionar
como una especie de moderador invalidando dicha aproximacion.

En primer lugar, observaremos el comportamiento de las covarianzas para la teoria
clasica (h = 1/3). Se considera también un camino enteramente turbulento (p = 0). En
estas condiciones los resultados numéricos de By, y B, muestran curvas similares a las
mostradas en (Consortini y O’Donnell, 1991). Sin embargo, el corte con el eje horizontal
estd fijo en § ~ 0.367 para la covarianza horizontal, Fig. 3.3(b), para cualquier valor
de longitud de propagacién o escala interna. Por su parte los maximos de la diferencia
de covarianzas, Fig. 3.3(d), se desplazan hacia el origen a medida que L,, aumenta.

Aunque la forma de la funcién covarianza se modifica por el valor del exponente
h, se mantienen las mismas caracteristicas que discutimos previamente en el caso Kol-
mogorov. La covarianza vertical decae con la separacion §, pero su decaimiento se
incrementa a medida que h tiende a cero, Figura 3.4(a). Por otro lado, la covarianza
horizontal, decae y corta el eje, solo que esta vez el valor del corte depende de h.
En ese caso, podemos afirmar que el grado de desarrollo de la turbulencia afecta la
posicién del corte con el eje, Figura 3.4(b). Hay que destacar que el corte existe para

este espectro a pesar de que carece de una escala externa. La diferencia de covarianzas
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— — -Lp =50 (a)

Lm = 9000

Figura 3.3: (a) Covarianza vertical normalizada, B,, para distintos valores de L,,. (b)
Covarianza horizontal normalizada, B,, se observa como corta el eje § en el mismo
punto, 6 ~ 0.367, para cualquier valor de L,,. (c) y (d) Diferencia de covarianzas
normalizada, A.
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Figura 3.4: Para una distancia adimensional fija L,, = 250: (a) La covarianza vertical
normalizada para diferentes exponentes h; (b) La covarianza horizontal cuyo corte
depende de h; (¢) La forma y el maximo de la diferencia de covarianzas cambia con h.

vuelve a mostrar un maximo, cuya posicion se mueve levemente (de nuevo) hacia el
origen a medida que h disminuye, Figura 3.4(c). Hay que tener en cuenta que aunque
en los casos donde L,, aumenta o h disminuye, la posicién de los maximos se mueve en
la misma direccién, la forma de la curva se comporta distinto (comparar las Figuras
3.3(c,d) y 3.4(c)).

Para cada exponente de autosimilaridad® existe una relacién casi lineal entre 27/ Ly,
(proporcional a la escala interna si L esta fijo) y la posicién del méximo para A (d,,).

En la Figura 3.5(a) se observa esta relacién, y la desviacién existente para pequenos

'El exponente de autosimilaridad es un exponente de Hurst, sin embargo lo llamaremos “coeficiente
de autosimilaridad” para evitar confusion. En esta tesis denominaremos exponente de Hurst a aquel
que esta relacionado con la medicion experimental. En la seccidéin 2.1 se detalla el origen de h.
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Figura 3.5: (a) 27/L,, en funcién de la posicién del méximo §,, para la funcién
diferencia; se encuentra un ajuste lineal para casi todo el rango (ver area am-
pliada). Los ajustes con pendientes elevadas corresponden a exponentes h mas
pequenos. (c) Coeficientes de ajuste en funcién de h. (b) Racices para la cova-
rianza B, para distintos i como funcién de L !. Los puntos corresponden a la eva-
luacién numérica del corte con el eje, luego se ajusta con un polinomio cuadratico:
So(H;) +61(H;)(2w/ L) + 62(H;)(2m/ Ly )?. (d) Ordenada al origen §y como funcién de
h obtenida a partir del ajuste del grafico (a), ecuacién (3.19) .
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desplazamientos; la misma se puede sintetizar como:
4y 3
o = p(h)d,, +b(h)L, ford, <1.5x107°L, (3.17)
™

donde los coeficientes de ajuste estan dados por

p(h) = — 1.4260(£0.2969)h* — 0.4147(40.1333)h*

(3.18)
— 1.2890(40.0157)h + 1.8200(=£0.0005) ,

b(h) = — 0.010103(40.004187)h? + 0.000677(0.001832) 1>
— 0.000442(40.000209)A — 0.000133(0.000006) .

Ver Figura 3.5(c). Algo similar pasa para el corte con el eje de la covarianza horizontal
dp, en la Figura 3.5(b) se observan que las raices casi no varfan con L,,, salvo en el
caso de exponentes h muy pequenos. Esto significa que la escala interna (junto con L)
dificilmente dan un cambio apreciable de este corte. Para distancias de propagacién
mucho mas grandes que la escala interna, dicho valor esta fijo en la ordenada al origen

del ajuste dp(h). Entonces,
6o = 1.962(20.3840)h* + 0.3915(40.1328)h + 0.0018(40.0095). (3.19)

Este ajuste es casi idéntico al del caso del espectro no-Kolmogorov ecuacién (3.12); O
sea que, la escala interna tiene muy poca influencia sobre la localizacién del corte y

ademds hemos recuperado el caso de un espectro sin escalas haciendo ¢y — 0.

3.3.3 Espectro von Karman (no-K)

El espectro generalizado de von Karmén fue presentado previamente en el Capitulo 2

(2.4), sélo que escribimos el exponente en términos de h

sin(7h)T'(2h + 2) exp (—£*/k7,)
2 () T

®, (k) = C2(h) 0<h<1/3, (3.20)

donde kg = 27/Ly muestra el efecto de la escala externa para numeros de onda es-

paciales peqefios. En este caso existen representaciones analiticas de ambos g, (u,d) e



3.3 Comportamiento de las covarianzas para distintos espectros 63

(b)

H4oo0o0a

2
1]
@
&

021

0 0.1 0.2 0.2 0.3

0.2 0.3

Figura 3.6: (a)Covarianza vertical con una distancia adimensional fija L,, = 250, para
distintos ¢ comparado con el caso de Tatarski; (b) idem para la covarianza horizontal;
(c) idem para la diferencia de covarianzas.
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in(u,0) en forma de series de funciones hipergeométricas confluentes de Tricomi

_sin(7h)I'(2h + 2)

gn( ) ) - 7T1/223I£2+2h sz(h)Li{Z
00 (_1)n 3 (3.21)
XZ 920 U{§+h,h—n;q1 L ((52—|—u2)n,
—n
' in(wh)T(2h + 2)
~ sin (7 +
Zn(ua(;) = 7_{_1/224,{2_,_2}1 Cfl(h)Lfl’{2
00 (_1)n 3 . (3.22)
XZ oo U{§+h,h— 1—n;q21 L (52+u2) ,
n=0

ambas dependientes de un nuevo factor adimensional ¢ = ko/k,, = 27ly/c(h)Lg, que
denominaremos razon de escala. Estas series no convergen uniformemente, de modo que
no es posible encontrar una forma analitica para las varianzas. Sin embargo es posible
obtener una integracién numérica de §, e 7, de las ecuaciones (3.7) y (3.8) con el
espectro de von Karmén (3.20). Ademas el error se puede mantener lo suficientemente
bajo como para realizar la segunda integracion con la funcién de filtro.

Resulta interesante analizar los cambios producidos por ¢q. Considerando h = 1/3,
y manteniendo la distancia adimensional L,, constante podemos variar q. Esto es
equivlente a mantener la escala interna constante mientras se varia la escala externa
(Ver Figura 3.6). Se observa que los valores altos de la razén de escala ¢ producen
cambios notables en todas las covarianzas. Por otro lado, valores pequenos de ¢ no
producen cambios significativos. Esto es razonable ya que fisicamente un valor fijo de
L,, se puede ver como una escala interna fija, entonces altos valores de ¢ corresponden
a valores de la escala externa muy cercanos a la interna. Esto produce la supresién
del rango inercial, y traslada todas las correlaciones hacia el origen. Por otro lado,
variaciones pequenas en la escala externa afectan considerablemente el corte con el eje,
esto se puede observar en la Figura 3.6(b). Esta influencia es tan considerable como la
que produce el cambio en el exponente h, Figura 3.4. En la diferencia de covarianzas la
posicién del maximo es casi indistinguible del caso del espectro de Tatarski, para valores
moderados de q. Podemos decir que la escala externa afecta levemente la posicion del
maximo de alguna forma pero para valores pequenos de ¢ esta dependecia desaparece.

Dado que los valores pequenos de ¢ son los tnicos fisicamente viables, se puede inferir
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Figura 3.7: m = 100: (a) covarianza horizontal normalizada,(b) covarianza vertical
normalizada, y (c) diferencia de covarianzas. m = 10: (d) covarianza horizontal nor-
malizada,(e) covarianza vertical normalizada, y (f) diferencia de covarianzas. m = 0.1:
(g) covarianza horizontal normalizada, (h) covarianza vertical normalizada, y (i) dife-
rencia de covarianzas
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que en todas las situaciones reales la influencia de la escala externa en el méximo de
las difrenecias no es considerable.

Por otro lado, cambiando L,, (la escala interna) y ¢ al mismo tiempo es posible
mantener la escala externa constante. Se define m = L /L, para mostrar esta situacion
particular. En la Figura 3.7 cada fila se ajusté para un valor diferente de m. Como
L se considera fijo, cada fila representa un valor mayor de Ly. Redefinimos la razon
de escala como g = m/L,,. De esta forma se observa en la columna izquierda de la
Figura 3.7 que la covarianza horizontal normalizada corta el eje horizontal mas lejos
del origen para valores mayores de la escala externa, pero al mismo tiempo existe una
cierta separaciéon de haces para la cual las covarianzas se cortan entre ellas, esto se
observa claramente en la Figura 3.7(d) y al final de la (g). En la columna central
de la Figura 3.7 se observa que la pendiente de decaimiento se va reduciendo, siendo
menor para altos valores de la escala externa. Finalmente, la posicion del méximo
en la diferencia de covarianzas cambia, pero no tan notoriamente como las propias
covarianzas B, y B, individualmente. Podemos decir nuevamente, que la escala externa
tiene poca influencia sobre la posicion del maximo. Como la escala interna es la misma
para todas las filas, el maximo deberia estar en la misma posicién. La razén por la que
cambia en la primer fila se debe a que es la tinica en donde ambas escalas estan muy
cerca.

En el caso generalizado, es posible observar (Fig. 3.8) que la pendiente de de-
caimiento en ambas covarianzas es controlada por h; para valores pequenos dicha pen-
diente se incrementa. Esto causa que el corte con el eje se mueva més cerca del origen.
Un efecto similar se observa para valores bajos de la escala externa, pero en este caso
es mas notorio. Al reducir los valores de h el maximo de la diferencia de covarian-
zas se mueve hacia el origen, mientras que valores altos de la escala externa (valores
pequenos de m) dan un efecto opuesto, comparar la Figura 3.7 (columna derecha) con
la Figura 3.8(c). El efecto de variar el exponente h es el mismo al del caso de Tatarski.

La posicién del méaximo depende ahora de dos escalas: ¢ y L,,. Esta superficie
depende de h como se observa en la Figura 3.9. Se calcularon valores del maximo para

algunos pares (q,27/L,,) para valores de h desde 0 a 1/3 con un paso de Ah = 0.0333.
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Figura 3.8: Distancia adimensional fija L,, = 250 y razén de escala ¢ = 0.01: (a) Co-
varianza vertical normalizada para distintos h; (b) Covarianza horizontal normalizada,
aqui se observa que el corte depende de h; (¢) La forma de la diferencia de covarianzas
normalizada y su maximo, cambian a medida que h disminuye.
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Figura 3.9: Los puntos representan los cambios de la localizaciéon del méximo
con respecto a la inversa de la escala adimensional, 27/L,,, v la razén de escala,
q, para diferentes valres de h. La superficie que ajusta estos puntos siguen la
ecuacién (3.23): p(h) = 7.645(43.664)h* + 1.907(40.921)h + 3.470(£0.045), c(h) =
—0.5989(=4:0.599)h? — 0.3902(4=0.376)h + 0.6082(£0.029), v m(h) = 1.39(%1.000)h* +
0.765(40.361)h + 1.023(£0.026).

Un ajuste razonable esta dado en la forma
lo
c(h)]’
cosh {m(h) <£—%) }

donde los coeficientes de ajuste p(h), m(h) y c¢(h) pueden ser modelados con polinomios

dm = p(h)

(3.23)

cuadraticos, (ver Figura 3.9(b)).

De la misma forma, el corte con el eje para la covarianza horizontal es una funcién
de q y L,,. La misma es particularmente sensible a los valores de la razon de escala;
precisamente, pequenas desviaciones de ¢ = 0 producen un corte del eje fuertemente
dependiente de la distancia de propagacion adimensional, Figura 3.10. Esta dependen-
cia es mucho mas débil para escalas adimensionales grandes, cuando ¢ toma valores
por encima de 0.1, y se vuelve constante para L,, > 500. Ademads, a medida que au-
menta ¢ la variacién con h se vuelve insignificante. En ese caso no es posible obtener
una superficie de ajuste como en el caso de la ecuacién (3.23). La mejor aproximacion
necesita demasiados coeficientes y funciones mucho més complejas. De una u otra
forma el corte con el eje depende de L, Ly, ¢y, v, ademas del estado de la turbulencia h.

Esto implica que todas las escalas que definen el corte son relevantes; particularmente
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para razones de escala realistas (¢ < 0.1), en donde existe una fuerte dependencia de

la escala interna y la distancia de propagacion.

-1

2ooc000n

NN NN O

Nowwo~N

2n/L q

Figura 3.10: Los puntos representan los cambios en la ubicacion del corte con el eje
con respecto a 27/ L,,, y q, para distintos valores de h. La supercficie interpolate son
para ejemplificar el comportamiento ya que no se ha encontrado una funcion de ajuste
en este caso.
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Figura 3.11: (a) Covarianza vertical normalizada para distintos valores de p para el
espectro de von Kérmén, (b) Covarianza horizontal bajo las mismas condiciones, se
observa que el corte con el eje es afectado. (c) Diferencia de covarianzas, se observa

que el maximo no se mueve al cambiar p. En esta figura se utilizaron los valores
L, =250y q=0.01.
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Finalmente, los efectos de caminos parcialmente cubiertos han sido analizados para
cada uno de los espectros presentados. En todos los casos la fraccion de aire estatico
p tiene un efecto de “disminucion” en las covarianzas. La fuerza de la correlacién es
afectada por esta regiéon sin turbulencia, y tiene un efecto que puede ser considerable en
el corte con el eje. Sin embargo no afecta la posicion del maximo en A. Esto es 16gico
ya que este efecto de “disminucion” en cada covarianza no puede afectar su diferencia.
En la Figura 3.11 se muestra el efecto de p para el espectro de von Karman. Aunque
se han calculado estos efectos para todos los modelos, no se han incluido debido a que

no aportan mayor informacién.

3.4 Desarrollo experimental

3.4.1 Descripcion de la experiencia

Las mediciones experimentales se realizaron en condiciones controladas mediante un
aparato llamado turbulador, el cual fue disenado por Keskin et al. (2006). En el mismo,
la turbulencia 6ptica se extiende sobre una cdmara 37 cm de largo. Alli se mezclan
dos masas de aire, una fria y una caliente. Las mismas estdn en condicién forzada por
ventiladores idénticos y atraviesan una rejilla de tubos (llamada “honeycomb” o panal
de abejas) que aseguran la mezcla uniforme del aire. Este sistema simula condiciones
turbulentas con una fuerza dada por una constante de estructura C?, en el rango
2.93-8.63 x 1079 m~%/3.

Se utiliz6 un diodo laser de 35mW (A = 635nm, DL.5038-021, Thorlabs TLD001
driver), junto con un sistema O6ptico colimador para mantener el didmetro del haz
alrededor de 3mm en el camino de propagacién; adicionalmente, se agregé una placa
A/4 que convierte el haz a polarizacién circular. Como se observa en la Figura 3.12, el
haz se divide 50/50 mediante un cubo beamsplitter polarizador (PCBS), que deja los
haces con una polarizacién cruzada. Uno de los mismos (el reflejado) se refleja dos veces
(M1,M2) antes de salir de la plataforma emisora, mientras que el otro haz (el trans-
mitido) se refleja en el beamsplitter ultradelgado y sale de la plataforma. Este sistema
permite haces paralelos con polarizacién cruzada para dos configuraciones posibles:
separaciones de haz muy cortas (configuracién 1), y separaciones largas (configuracién

2). En la configuracion 1, el haz que pasa por los espejos M1 y M2, pasa a través del
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Configuracion 1

M2

BS movil T

Configuracion 2

7

Figura 3.12: La plataforma emisora produce dos haces con polarizacién cruzada y se
situan paralelos al pasar por turbulador. El diodo laser (L) estd colimado y pasa por
una placa A\/4 (C). Luego el haz se separa en dos haces con polarizacién cruzada. Uno
pasa por los espejos (M1 y M2), y el segundo pasa por un divisor de haz ultradel-
gado (BS mévil), el mismo se mueve para permitir la separacién de haces durante la
experiencia. De esta forma se obtienen dos haces paralelos. La configuracion 1 para
pequenas distancias de separacién, se detecta wandering en los detectores Detl y Det2,
los polarizadores (P) previenen la mezcla de haces en cada detector. La configuracién
2 para separaciones mayores a 20 mm ambos detectores reciven los haces directo del
emisor.
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beamsplitter ultradelgado (BS mévil), mientras que el otro haz simplemente se refleja
en el mismo. Este beamsplitter se mueve para permitir las separaciones del haz. La
ventaja del sistema es que es posible alcanzar separaciones desde cero hasta 9 mm. En
la configuracion 2, el haz que pasa por M1 y M2 sale directamente de la plataforma
emisora, y nuevamente el otro haz se refleja en el BS mévil. Esta configuracién permite
separaciones de haz desde los 18 mm hasta 300 mm. Sin embargo, la méxima separacion
posible es 100 mm debido al tamano limitado de las ventanas del turbulador. Una vez
que los haces salen del turbulador, la plataforma de deteccion registra el wandering de
ambos haces simultaneamente. Se utilizan dos detectores de posicién con un area de
1em? (UDT SC-10 D) que miden la posicién del centroide del haz. La precision rela-
tiva es de 2.5 um, de forma que la mayor parte del error de mediciéon proviene de ruido
electrénico. El primer detector (D1) se ubica en una plataforma mévil, mientras que el
segundo detector (D2) se encuentra fuera de la trayectoria del haz. Nuevamente se uti-
liza una pelicula divisora de haz ultradelgada para reflejar el haz al segundo detector.
Con esta configuracion se evita la imposibilidad fisica de medir la correlacion de dos
haces muy cercanos. Durante la experiencia se han utilizado las siguientes distancias
de separacién de haz: 0 a 8 con paso de 1 mm; 18 a 25 con paso de 1mm; y 30 a 100
con paso de 10mm. La distancia de propagacion total para los haces es de 1.29 m,
pero solo 0.37 m corresponden al medio turbulento, por lo tanto el factor de aire inerte
es p~0.71.

Los detectores se encuentran conectados a un ordenador que permite la adquisicion
de datos a 6000 muestras por segundo (6 kHz). Se obtuvieron 25 registros consecutivos
de 60000 pares de coordenadas del centroide del laser para cada una de las separaciones
mencionadas anteriormente. Cada registro individual se obtuvo en 10s. Las coorde-
nadas se van guardando en el ordenador durante la experiencia mientras que el analisis
estadistico se realiza posteriormente.

Se realizaron ocho experimentos idénticos a diferente intensidad de turbulencia,
variando la diferencia de temperatura de los flujos caliente y frio del turbulador. Las
constantes de estructura de dichas experiencias fueron: 2.930 x 1079(40°C), 4.830 x
1079(80°C), 5.780 x 1079(100°C), 6.731 x 1072(120°C), 7.206 x 107°(130°C), 7.681 x
1079(140°C), 8.156 x 1079(150°C) y 8.631 x 107?(160°C) m~2/3. Adicionalmente, se
realizaron mediciones para cada separacion cuando el flujo caliente se encuentra a tem-

peratura ambiente. O sea que ambas masas de aire se mezclan pero las fluctuaciones
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del indice de refraccién son negligibles. Esta medicién se considera una referencia que
cuantifican los ruidos mecanicos o electrénicos del aparato en ese particular esquema

experimental.

3.4.2 Resultados y comparacion de modelos

Luego de la recolecciéon de datos, se evaluan las covarianzas horizontal y vertical; sin
embargo, los efectos de ruido electronico y mecanico afectan seriamente los resultados.
Como se observa en la Figura 3.13, las covarianzas y su diferencia, A(d), si bien son
similares a las curvas tedricas, presentan comportamientos extranos. Por ejemplo, en
el origen d = 0 las covarianzas deben coincidir. Por otro lado, en la diferencia, para

distancias mayores a 30 mm la caida asimptética a cero cambia notablementethe. Si
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Figura 3.13: Covarianzas sin filtrar: (superior) horizontal (m) y vertical (o). Se mues-
tran aqui para la méds débil y la més fuerte de las turbulencias generadas. (Inferior)
Diferencia de covarianzas, aqui las desviaciones del modelo son muy considerables como
para obtener un ajuste acorde.
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bien el ajuste es posible, existen grandes inconsistencias para las distintas temperaturas
haciendo que los valores obtenidos de L,, y ¢ difieran mucho para cada ajuste.
Mas alla de la calidad mecanica de la puesta en marcha del experimento, se ha con-

firmado mediante andlisis wavelet? que algunos niveles de energia (en la descomposicién

2En el proximo capitulo se explicard en detalle la transformada wavelet y su aplicacién a propa-
gacién laser en medios turbulentos.
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Figura 3.14: (Superior) ruido obsevado mediante descomposicién wavelet para el se-
gundo detector cuando no hay diferencia de temperaturas. (Intermedio) Espectro de
energias wavelet para el caso de menor turbulencia; los efectos de la turbulencia se dis-
tinguen claramente. (Inferior) Idem anterior pero para la turbulencia mas fuerte. El
ruido esta presente en todo el espectro en los niveles de energia altos (ruido electrénico)
y bajos (ruido mecénico).
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Tabla 3.1: Pardmetros del mejor ajuste para distintos valores de C?

AT
40°C \ 80°C \ 100°C \ 120°C
L, 2679 +44.1 214 £57.7 229.5 £ 36.2 202.1£224
Y1 ¢ | 0.0067 £ 0.0037 | 0.0115 £ 0.0090 | 0.0109 £ 0.0045 | 0.0173 £ 0.0079
L, 280.3 £93.2 251.8 £34.2 246.3 £24.3 2704 £ 11.2

Ba |y ] 0.0212 £ 0.0173 | 0.0206 2 0.0080 | 0.0210 4 0.0065 | 0.0154 & 0.0037
[ 130°C \ 140°C \ 150°C \ 160°C |
5 | Lm | 206.1+306 233.5£42.7 247.3 £ 58.1 224.5 £ 34.8

Y| ¢ |/ 0.0153 £0.0085 | 0.0104 4 0.0064 | 0.0100 £ 0.0073 | 0.0154 =+ 0.0054
Ly, 249 £17.9 261.4+21.1 267.1 & 28.7 279.5 £ 22.8
q || 0.0170 = 0.0053 | 0.0156 £ 0.0046 | 0.0119 £ 0.0046 | 0.0120 4= 0.0048

wavelet) son contribuciones espurias que no tienen relacion con la dindmica turbulenta.
En la Figura 3.14 (Superior), se observa el ruido del sistema para el wandering del haz
cuando no existe diferencia de temperaturas en el turbulador. Se puede decir que es
una especie de “medida de referencia” que sirve especificamente para detectar este tipo
de inconvenientes producidos por ruidos en la senal. Para todos los niveles de intensi-
dad de turbulencia existen estas energias en el rango (—14,—4), que es claramente el
efecto de la turbulencia dptica, ver Figura 3.14 (Intermedio e Inferior). Mediante un
filtrado wavelet de los canales externos, es posible cortar la contribucién de ruido en las
senales, sin afectar considerablemente el fenémeno que se pretende estudiar. Como se
observa en la Figura 3.15, luego del filtrado, el valor en el origen de ambas covarianzas
es exactamente el mismo.

Por otro lado, la parte final de las curvas, lo que podemos llamar “estela”, no se
corrige con el filtrado. Por encima de los 30 mm el decaimiento es mas lento y se hace
notorio en las diferencias. Si bien el arreglo experimental es muy bueno existe otro
factor desconocido que interfiere con las correlaciones especialmente a separaciones
largas.

En la Tabla 3.1 se muestran los resultados de los ajustes. Cada una de las ocho
intensidades de turbulencia presentan valores similares para los factores L,, y ¢, a
pesar que la estela de las curvas presentan una incerteza considerable. Por otro lado,

como se discutio previamente el camino libre de turbulencia es muy relevante para
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AT = 40°C AT =160°C

] 0

Figura 3.15: Covarianzas filtradas: (superior) horizontal (m) y vertical (o) ambas se
muestran para la turbulencia més débil (izquierda) y la més fuerte (derecha); la linea
solida corresponde al mejor ajuste, mientras que las lineas punteadas corresponden al
95%. (Inferior) Diferencias de covarianzas (V¥), Los ajustes son buenos para cualquier
valor de C?, excluyendo la estela.
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las covarianzas. Sin embargo los ajustes se obtuvieron para valores de p ~ 0.35 en
lugar de 0.71, lo cual es una desviacion importante de la fraccién experimental. Hay
que destacar que el método del maximo implementado por Consortini y O’Donnell
(1991) es bastante estable bajo cualquier circunstancia, ya que para las diferencias de
covarianzas los valores de p estan alrededor de 0.71. La escala interna esta determinada
por la ecuacién (3.23) con el maximo obtenido mediante el mejor ajuste, £, = 0.69 £
0.04cm. La escala externa también puede ser obtenida de estas curvas, y resulta
Lo = 13.21 + 2.36 cm; lo cual es razonable dado que el ancho de la cAmara de mezcla
dentro del turbulador es de aproximadamente 17 cm. Para corroborar los valores se
han comparado con los obtenidos por Keskin et al. (2006), que son: Ly = 13.3 £ 6cm
y lp = 0.76 £ 0.38 cm. Aqui se puede ver que el método de correlaciones da mejores
resultados que los obtenidos por los disenadores del turbulador.

Las series se analizaron mediante MEDFA3 para determinar el exponente de Hurst?.
La determinacién se realizé a partir de la diferencia de las series z;(0) — z,(d) y 3:(0) —
y:(d). Esta diferencia simplemente permite eliminar cualquier tipo de vibracién al cual
este sometido todo el sistema en conjunto. los resultados se partieron en 10 series de
30,000 datos. Lo que se obtiene es un valor promedio del exponente H donde el error
esta dado por la desviaciéon estandar. En la Figura 3.16 se muestran los resultados
de esta técnica. De esta forma para cada AT (que esta asociado a una intensidad
de turbulencia fija), se observa una dependencia de H con la separacién de los haces.
En ambos ejes se observan valores de alrededor de 0.5 (Movimiento Browniano) para
las referencias; lo que es aceptable ya que se corresponden con el ruido del sistema.
Por otro lado, independientemente de la diferencia de temperaturas, las mediciones
dieron cuenta del mismo comportamiento. Las correlaciones de largo alcance ocurren
para distancias de ~ 20 mm y superiores. Los valores obtenidos no coinciden con
los esperados. Hay que tener en cuenta que el exponente de Hurst de una serie de
wandering producida a partir de turbulencia completamente desarrollada esta alrededor
de 5/6 (Zunino et al., 2014). De esta forma los valores elevados de H obtenidos para la
serie de diferencias, pueden deberse a factores de intrumentacion éptica o directamente
al hecho de que las series fueran afectadas por el proceso de resta.

La saturacion del exponente de Hurst es un fenémeno dependiente de la distancia:

3Recordar que el exponente de Hurst experimental puede variar entre 1/2 y 1, y se relaciona con
el exponente de autosimilaridad mediante h = H — 1/2
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Figura 3.16: a) Exponente de Hurst como funcién de d para las series de wandering
horizontal; En la parte izquierda se observa todo el rango mientras que en la derecha se
amplifico la parte donde ocurre la infleccién. b) Idem anterior pero para las covarianzas
verticales. Hay que notar que los valores de H par las referencias estan cerca de 1/2.
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la curva promedio comienza en 0.7, y alcanza un minimo (alrededor de 3 mm, ver
Figura 3.16 izquierda), en ese lugar ocurre un punto de inflexién que lleva a la saturacion
en H. Este cambio en la convexidad de la curva puede ser asociado a un cambio en la
dindamica de la turbulencia. Mas aiin este punto puede ser asociado a la escala interna.
Con un ajuste de la curva promedio (R-square 0.98), es posible estimar la distancia de
inflexion. A partir de este método se puede obtener /o = 0.620 +0.046 cm para la serie
de wandering horizontal, y ¢, = 0.459 + 0.026 cm para la serie vertical. Claramente
la serie horizontal es la que brinda un valor que coincide con el anédlisis previo para la

escala interna.

Vo A Horiz. H
R Fit Horiz. H
0.6 i - : Pred. Bnd. Horiz. H H
. Vert. H
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; ; .

0 20 40 60 80 100
d

Figura 3.17: Ajustes para los exponente de Hurst promedio. Existe cierta anisotropia,
y también se puede observar el valor minimo y el punto de inflexién.

3.5 Conclusiones

En este trabajo se ha presentado una descripcion exaustiva de la aproximacion geométrica
para la propagacion de haces delgados a través de varios estados de turbulencia no-
Kolmogorov. Se han extendido los resultados obtenidos por trabajos pioneros de Con-
sortini y O’Donnell (1991, 1993) para cada posible estado de turbulencia. Esto resulta

de importancia, ya que se han publicado trabajos mostrando desviaciones experimen-
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Figura 3.18: Comparaciéon entre la aproximacion asimptotica de Consortini y el resul-
tado numérico presentado en este trabajo: (a) Error cuadratico medio para la sepa-
racién relativa en 0 < 0 < 0.02 (indicado con marcadores llenos) y 0 < § < 0.4 (indi-
cado con marcadores huecos) en el caso de Tatarski; (b) Error cuadratico medio para
la separacién relativa en 0 < § < 0.02 (indicado con marcadores llenos) y 0 < § < 0.45
(indicado con marcadores huecos) en el caso von Karmén case. La norma L se utiliza
como una medida de la convergencia uniforme en ambos casos.

tales de la teoria clasica.

Se ha confirmado la dependencia de la estadistica de wandering de dos haces para-
lelos (covarianzas verticales y horizontales) en las escalas interna y externa, ademads del
grado de desarrollo de la turbulencia (h). Consortini y O’Donnell (1993) y posterior-
mente Consortini et al. (2002) mostraron que las escalas propias de la turbulencia éptica
pueden ser determinadas de las caracteristicas topoldgicas de las curvas de correlacion.
Mas precisamente de la posicién del maximo de A determinado por la escala interna,
y el corte con el eje de la covarianza horizontal, determinado por la escala externa.
En este trabajo, se ha dado una descripcién més precisa de ambas caracteristicas; las
cuales no son funciones exclusivas de una u otra escala, sino que ambas dependen del
valor de h. El maximo de A responde fuertemente a {y; aunque existe cierta correccion
debida a ¢ (cercana al 10%), desviaciones mayores se atribuyen al grado de desarrollo
de la turbulencia. Por otro lado, el corte con el eje, depende fuertemente de ambos,
ly/L y q. Por si mismo, dicho corte es incapaz de dar una estimacién precisa de la
escala externa (y ademds aparece en las curvas de correlacién independientemente de
la presencia de Ly en el espectro, ver Figuras 3.2 y 3.5). La escala interna resulta nece-
saria para la determinacion de la escala externa, para cualquier estado de turbulencia.

Experimentalmente, esto impide al investigador determinar las escalas independiente-



3.5 Conclusiones 81

mente por este método. Innocenti y Consortini (2004) encontraron este problema al
comparar el espectro de Hill-Andrews con el de von Karman. Finalmente, dado que
existe una dependencia de estas propiedades con el estado de la turbulencia h, este
factor debe obtenerse en primer lugar antes de intentar estimar las escalas.

Dado que el método presentado brinda integraciones numéricas exactas de las fun-
ciones de filtro g, y fn, el mismo es adecuado para propagaciones cortas encontradas
usualmente en el laboratorio. La Figura 3.18 se muestra la diferencia media entre
el modelo propuesto en este trabajo y la aproximacién de camino largo obtenida por
Consortini y O’Donnell (1991). Logicamente se utilizé el valor A = 1/3. El modelo
de Tatarski requere valores altos de la distancia adimensional (L,, > 10°) para lograr
errores bajos, particularmente para las covarianzas B, y B,. Esto induce a una ausen-
cia de un corte con el eje en la aproximacién de camino largo, ver Figura 3.18(a). Por
otro lado, el modelo de von Karméan provee mejores resultados ya que los valores para
L,, mayores a 103 concuerdan mejor con el modelo de Consortini y O’Donnell (1991),
Figura 3.18(b). Las desviaciones para valores bajos de L,, son notables, lo cual altera
la posicién del corte con el eje en B,, Figura 3.18(b). Por otro lado, el maximo en
la diferencia de covarianzas es muy estable y la aproximacion asimptética provee una
formula idéntica a la ecuacién (3.23).

De los tres espectros analizados previamente, sin duda el espectro generalizado de
von Karman resulta el méas completo, como es esperado. Sin embargo, como men-
cionamos en el capitulo anterior, sélo el espectro atmosférico es el que provee resulta-
dos més acordes a la fenomenologia (Andrews y Phillips, 1998). Innocenti y Consortini
(2004) encontraron que este espectro provee una mejor representaciéon de los datos ex-
perimentales para caminos de propagacién larga. Sin embargo la extension del modelo
generalizado de doble haz para el espectro atmosférico se dejara para futuros trabajos.

En la parte experimental, es preciso repetir la experiencia de doble haz para lograr
mejores resultados e intentar mejorar el ajuste de los mismos con las curvas tedricas.
Ademas, queda pendiente un nuevo analisis de los exponentes de Hurst, de modo
de poder revisar los factores que inducen a un exponente muy cercano a la unidad.
Junto con esto también seria posible un desarrollo tedrico de wandering en funcién de
los exponentes h, de esta forma se correlacionara el punto de inflexiéon con la escala

interna de forma justificada.



Capitulo 4

Wavelets

“Do...or do not. There is no try.”

Yoda, “Star Wars, The Empire Strikes Back”

4.1 Consideraciones iniciales

La velocidad de muestreo y el contenido frecuencial para propagacién optica en medios
turbulentos son temas fundamentales en materia experimental. Algunos trabajos de
estimacion de pardmetros sobre turbulencia éptica parecen asumir valores ad hoc para
fijar la frecuencia de muestreo; basicamente se prevee que el muestreo elegido es su-
ficiente para realizar una mediciéon apropiada. Por otro lado, varios autores utilizan
la transformada de Fourier, mas precisamente el algoritmo FFT, para determinar la
frecuencia de muestreo. Muchas veces es posible determinar frecuencias de corte y
contenido frecuencial, mediante modelos analiticos. Sin embargo, estos desarrollos
tedricos requieren el conocimiento exacto de todas las propiedades de la turbulencia.
Lo cual muchas veces resulta inaccesible experimentalmente, ya que para medir ciertos
parametros es necesario obtener otros. Para citar un ejemplo, la determinacion de la
relacion entre la varianza de dangulo de arribo y didmetro de la apertura, se requiere el
conocimiento de la escala externa. De esta forma una medicién se sustenta de otra. En
este capitulo se propone un método experimental alternativo para estimar la frecuencia

de muestreo 6ptima, por medio de la transformada wavelet discreta. Este acercamiento
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permite evitar la pérdida de informaciéon y al mismo tiempo evitar sobre-muestreo.

Ademas, es independiente del modelo estadistico que posea la turbulencia.

4.2 Introduccion

El contenido frecuencial de las fluctuaciones de los parametros de haces laser en medios
turbulentos fueron determinados en primer lugar por Tatarski (1967). Mediante la
hipétesis de turbulencia congelada frozen turbulence hypothesis y el modelo Obukhov-
Kolmogorov (OK), se demostré que el espectro de frecuencias de la amplitud y la fase
de una onda que se propaga en un medio turbulento se extiende hasta una frecuencia
que depende linealmente de la velocidad media del viento. Varios autores continuaron
mejorando esta linea de investigacion (Yura, 1974; Fante, 1974; Ishimaru, 1997; An-
drews y Phillips, 1998), donde se consideran modelos cada vez mds elaborados, pero
validos dentro del rango de turbulencia débil'. El regimen de turbulencia fuerte ha
recibido menos atenciéon (Yura, 1974; Andrews y Phillips, 1998).

Basados en el teorema de Nyquist-Shannon, la frecuencia de muestreo esta rela-
cionada directamente al contenido frecuencial. Por lo tanto, cualquier experimento
debe garantizar que todas las frecuencias relevantes de las cantidades observadas esten
presentes para la velocidad de muestreo escogida. Sin embargo en muchos trabajos
sobre propagacion éptica en turbulencia esta eleccion muchas veces no queda clara.

Los trabajos pioneros de Clifford (1971) y Yura (1974) fueron los primeros en es-
tablecer anchos de banda frecuenciales para la fase y el centelleo, respectivamente.
Luego surgieron varios trabajos (Bissonnette, 1977; Greenwood, 1977; Lukin y Pokasov,
1981; Ben-Yosef y Goldner, 1988; Tyler, 1994; Martin et al., 1994; Consortini et al.,
2002; Vetelino et al., 2006; Yura y Kozlowski, 2011; Anguita y Cisternas, 2011) donde
se obtuvieron, entre otras cosas, diferentes frecuencias de corte, y por lo tanto especifi-
caron velocidades de muestreo 6ptimas, f,, para cada situacién particular. Experimen-
talmente, muchas veces la eleccion es injustificada, o existen limitaciones tecnoldgicas
que definen la eleccion de f,. Por ejemplo, un detector capaz de medir hasta cierta
velocidad, puede restringir la medida o simplemente puede existir una falta de poder de

cémputo. En los trabajos tedricos, la frecuencia de muestreo depende fuertemente de

1Se considera turbulencia débil a aquella en donde la varianza de Rytov es mucho menor que la
unidad O’% <1
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otras caracteristicas de la turbulencia, como ser, las escalas externa e interna, constante
de estructura, perfiles de velocidad del viento, entre otros.

Finalmente, el contenido frecuencial dado por la turbulencia 6ptica depende del
arreglo experimental, y las caracteristicas de la turbulencia mencionadas anteriormente.
Algunos autores especifican que las frecuencias de muestreo obtenidas son estimadas
a partir del algoritmo de transfomada de Fourier rédpida (FFT). En estos casos se
pueden citar valores que van entre 20 to 200Hz (Ben-Yosef y Goldner, 1988; Kral et al.,
2005). Sin embargo, estos valores no son aplicables universalmente ya que dependen
directamente del arreglo experimental y no pueden ser aplicados en cualquier situacion.

Otra consideracion interesante al buscar contenido frecuencial, es que los modelos
tedricos no siempre son capaces de reproducir series temporales de cantidades épticas.
Por ejemplo, las mediciones de centelleo en sitios astronomicos han revelado fallas
sisteméticas en la estimacién de vientos transversales durante noches calmas (Poggio
et al., 2000); mediciones de capa superficial también muestran discrepancias en centelleo
incluso después de incluir contribuciones de viento longitudinal (Potvin et al., 2005).
De esta forma, muchas veces, la teoria de centelleo no ofrece un modelo claro para
el espectro temporal. Por lo tanto, modelos exponenciales simples (que difieren de

cualquier teorfa conocida) han sido aplicados con éxito (Anguita y Cisternas, 2011).

4.3 Método Wavelet

El Analisis Wavelet ha sido introducido en primer lugar en el drea de sismologia, para
incorporar una escala temporal a datos sismicos, dado que el andlisis de Fourier no es
adecuado para describir fenémenos transitorios (Mallat, 1999). Las wavelets han sido
aplicadas desde entonces en varios campos con muy buenos resultados para anélisis y
proceso de senales no estacionarias. La idea de usar transformada wavelet para estudiar
fluidos turbulentos fue originalmente introducida por Farge (1992). El argumento es
que la transformada de Fourier descompone senales en ondas planas (senos y cosenos), y
por lo tanto es apropiada especificamente para datos periédicos o senales estacionarias
no localizadas. Por otro lado las senales provenientes de turbulencia estan compuestas
de estructuras coherentes con una jerarquia bien definida, de esta forma las wavelets son
naturalmente mas apropiadas para estudiar dichas senales. La transformada wavelet

permite el analisis de intermitencia, la cual es comin en senales turbulentas. Esto se
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hace posible dado que brinda informacién espacio-temporal, mientras que la transfor-
mada de Fourier solo puede mostrar el contenido frecuencial de la senal. En el marco
puramente teérico, Hudgins et al. (1993) desarrollé un método wavelet equivalente a
la transformada de Fourier. Luego, al aplicarlo a datos experimentales de turbulencia
probaron sus ventajas.

El Analisis Wavelet debe su nombre a la ondita o wavelet, también denominada
“mother wavelet”, a partir de la cual se descompone la senal. La misma debe ser una

funcién de soporte compacto que cumple las siguientes condiciones:

/ Z b(u)du =0,

/_Z Y (u)du = 1.

Esta se dilata y traslada de modo de formar una base del espacio L?(R)

Las wavelets ortogonales dilatadas mediante 2/ portan caracteristicas de la sefial con

una resolucién 277. De aqui surge el andlisis de multiresolucién.

La transformada wavelet discreta discrete wavelet transform (DWT, o algoritmo
de Mallat) descompone una sefial en componentes de baja y alta frecuencia mediante
la convolucion con filtros pasa-bajo y pasa-alto, respectivamente. Estos filtros son
generados a partir de la wavelet madre (Mallat, 1999), y el muestreo es diddico. Esto
significa que las dilataciones y traslaciones tienen base 2 como se observa en la ecuacion
(4.1).

El procedimiento de filtrado divide la senal en dos partes. Por un lado, las carac-
teristicas globales se mantienen en los componentes de baja frecuencia que son llamados
coeficientes de aproximacion. Por otro lado las caracteristicas locales son retenidas por
los coeficientes de alta frecuencia, que son llamados coeficientes de detalle. Para el
segundo nivel de descomposicion se toma el coeficiente de aproximacién y se inicia de
nuevo la convolucién con los filtros. Este arbol conforma el andlisis de multiresolucion
(Chui, 1992). La descomposicién se puede realizar N veces siendo 2V el largo de la
senal (Ver Figura 4.1).
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Senal

——

Pasa bajo Pasa alto
Aproximacion 1 Detalle 1| Nivel 1
Pasal bajo Pasa alto
Aproximacion 2 Detalle 2 Nivel 2

Figura 4.1: Esquema de la descomposicion wavelet de multiresolucion.

La transformada wavelet discreta (DWT) se puede definir como un producto de
matrices.

W=WoS, (4.2)

donde S representa la senal como un vector columna, W es una matriz que contiene
todas las dilataciones y traslaciones de la wavelet madre, y W es la transformada
wavelet. Esta tltima es una matriz columna compuesta de todos los coeficientes wavelet
C;(k) para todos los niveles de descomposicién (J) y todos los tiempos (k). Dado
que la DWT es una transformacion ortogonal, permite establecer una condicién de

preservacion de la energia (Percival y Walden, 2006):
ISP = IWI* =Y Calk)®. (4.3)
Jk

Dicha condicion hace que la DW'T sea muy ttil para estimar el contenido de energia por
bandas de frecuencia. A esto lo denominaremos Espectro de Energia Wavelet (EEW).

El mismo provee una forma préactica y rapida para visualizar el contenido en frecuencia;
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y por consecuencia, una estimacion de la velocidad de muestreo 6ptima para la senal
analizada. Las bandas de frecuencia utilizadas en la descomposicion wavelet estan

definidas en una escala diddica de la velocidad de muestreo

fr=2"f, (4.4)

donde J va desde Jy, a —1, con Jy, determinado por el largo de la senal analizada
(Jmin = —N). En general, cada banda se compone de frecuencias que van desde 20/~ f,
hasta 27 f,. Por ejemplo, la banda J = —1 contiene frecuencias desde 272 f, hasta 27! f;.
El EEW se obtiene evaluando

_ Zk CJ(k’)2
Br= ot (45)

donde k es el indice de muestreo temporal. En general, la DWT es una herramienta
versatil para extraer caracteristicas de una dada senal. Por ejemplo, los coeficientes
de detalle se pueden analizar por bandas para detectar eventos transitorios, o simple-
mente se puede aplicar la transformada como un filtro de ruido espurio. Ademads, los
coeficientes de aproximacion pueden ser utilizados para encontrar la tendencia de una
senal dada, ver Figura 4.6.

El analogo del EEW es la densidad espectral de energia o Power Spectral Density
(PSD) en el marco del anélisis de Fourier. Usualmente, la determinacién de la velocidad
de muestreo a partir de PSD se hace mediante algin criterio arbitrario, por ejemplo
obtener la frecuencia a la cual se encuentra el 90% de la energia, luego se estima la ve-
locidad de muestreo como el doble de dicha frecuencia (Nyquist). Alternativamente, es
posible ubicar el tiempo de vida media de la inversa de la correlacién cruzada temporal.
Aun siendo criterios arbitrarios, continian siendo una herramienta muy util. Ademas,
la transformada de Fourier también provee un marco analitico firme. Su desventaja
radica en que los resultados son validos para series estacionarias. La turbulencia éptica
(como muchos fenémenos naturales) es no-estacionaria; por lo tanto un criterio basado
en transformada wavelet resulta més robusto y adecuado. Naturalmente, el EEW pre-
senta una fraccion de energia significativa localizadas en bandas donde el fenémeno de
turbulencia es méas activo. El argumento primordial presentado en este trabajo, es que

si la banda de mas alta frecuencia (J = —1) resulta distinta de cero en un andlisis
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de EEW, esto implica que se estd perdiendo actividad. Basicamente se observaria un
espectro cortado. Esto significa que existen caracteristicas no visibles del fenémeno
que se pierden debido a la velocidad de muestreo. En tal caso es posible decir que los

datos estan sub-muestreados.

4.4 Experimento y discusion

Para mostrar este procedimiento se ha llevado a cabo un experimento simple de propa-
gacion laser en un medio turbulento a diferentes velocidades de muestreo (0.8, 2, 6, and
12 kHz). Basicamente consiste en la propagacién de un haz Gaussiano colimado (1/e?
con didmetro de 3mm) a través de turbulencia artificial (Figura 4.2). Para obtener
turbulencia isotropica en condiciones estables se utiliza un aparato similar al descripto
por Keskin et al. (2006). El mismo es denominado turbulador, y funciona forzando
dos masas de aire que se encuentran a diferente temperatura. Las mismas se mezclan
en una camara produciendo un flujo resultante isotrépico. El haz laser se propaga
en la camara de mezcla que tiene una longitud de cuarenta centimetros aproximada-
mente. La escala interna ¢, ronda alrededor de 6 mm, Pérez et al. (2012). Luego, el
haz deja el turbulador y su posicion horizontal y vertical es registrada por un detector
de posicién. La experiencia es dindamica, pero los primeros 20 segundos consisten en
dejar el foco caliente del turbulador a temperatura ambiente. Luego, se incrementa la
diferencia de temperaturas entre los dos focos mientras se registra. Cuando se llega a
la temperatura més alta, comienza el proceso de enfriamiento bajando gradualmente

la temperatura del foco caliente. Finalmente, se obtiene una medida continua de siete
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Figura 4.3: Valores de la constante de estructura durante la experiencia, particular-
mente se observa un calentamiento rapido y un enfriamiento lento debido a la inercia
térmica.

minutos y medio. Aunque la diferencia de temperaturas llega hasta 150°C, la turbu-
lencia es débil, con 0% = 0.02 y una constante de estructura de C? = 6 x 1079 m~2/3
en el punto méas alto (¢ = 0.003 and C? = 9 x 10~'" m~2/3 al final del experimento).
La curva de C? se muestra en la Figura 4.3. El indice de Rytov se obtuvo a partir
del tamano promediado temporalmente del haz observado de las series de wandering
de acuerdo con lo discutido por Andrews y Phillips (1998) [Eq. (46), p. 189]. Dado
que la velocidad del flujo es fija, todas las caracteristicas de la turbulencia se deben
solamente a la diferencia de temperatura.

Para analizar los datos obtenidos se utilizo la transformada wavelet discreta (DWT)
con la madre wavelet Haar, la cual es la mas simple de todas las bases wavelet. Las ven-
tajas de la base de Haar es que esta muy bien localizada en el tiempo, pero a su vez no
tan bien localizada en frecuencia. Sin embargo, esto la hace muy buena para determi-
nar cambios repentinos. Por otro lado, en materia de tiempo de cémputo, resulta mas
rapida al examinar grandes cantidades de datos. En la parte de programacién resulta

muy simple ya que funciona con sélo dos filtros conjugados. Dado que la desventaja de
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Figura 4.4: Espectros wavelet (EEW) para fluctuaciones horizontales con diferentes
velocidades de muestreo representados como superficies.
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Figura 4.5: Graficos de densidad del EEW para fluctuaciones horizontales con diferen-
tes velocidades de muestreo mostrando la evolucién temporal.
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la base de Haar se concentra en frecuencia, se ha estimado la EEW con otras wavelets
para algunas series sin mayores discrepancias. En tal caso, no se justifica la aplicacion
de bases wavelet mas complejas. Los espectros wavelet para diferentes velocidades de
muestreo para las fluctuaciones horizontales se pueden observar en las figuras 4.4 y 4.5.
Por su parte los espectros para desplazamientos verticales poseen el mismo compor-
tamiento y no se mostraran aqui. En el comienzo de la experiencia, la EEW muestra
un pico de energia en las bandas de alta frecuencia. Este estd relacionado con ruido
electrénico causado por el detector. A medida que el experimento se desarrolla, el con-
tenido frecuencial asociado a la turbulencia se vuelve predominante; la relacion senal
ruido aumenta, y este pico desaparece.

La distribucion de energia por bandas de frecuencia permanece constante, lo cual se
deduce ya que la forma de campana del EEW se mantiene constante entre las mismas
bandas de frecuencia. Esto esta de acuerdo con los resultados tedricos ya que la veloci-
dad del flujo estd fija (Tatarski, 1967; Andrews y Phillips, 1998). En la Figura 4.6 se
muestra la comparacion entre el EEW y la PSD para las mismas series de datos para una
velocidad de muestreo dada. De nuevo se muestran los resultados para desplazamientos
horizontales. Los primeros dos espectros wavelet obtenidos (para 0.8 y 2kHz) mues-
tran una considerable contribucién de energia en las bandas de frecuencia altas. Esto
implica que para estas velocidades de muestreo se pierde algo de informacién. Aunque
es menor en la segunda, ambos muestreos se pueden considerar como inapropiados
dado que la senal se encuentra sub-muestreada. En el caso de las mediciones realizadas
a 6 y 12kHz, los espectros claramente muestran toda la informacion del wandering
horizontal. De esta forma, una cota inferior para la velocidad de muestreo debe estar
alrededor de 3kHz. Una velocidad maés alta es innecesaria dado que no aportaria mayor
informacion del fenémeno. Finalmente, en tanto la velocidad de muestreo aumenta, la
PSD (Fig. 4.6, segunda columna) revela la ocurrencia de un quiebre alrededor de 1kHz.
Sin embargo no es claro si la turbulencia deja de estar activa o si la relacién senal ruido
es muy baja a altas frecuencias. De todas formas, lo que aparece naturalmente en los
espectros wavelet, requiere una inspecciéon mas detallada en la PSD. Por otra parte, en
el caso que los modelos tedricos no apliquen la determinacién del corte puede resultar

complicado (Figura 4.8).
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Figura 4.6: a) EEW y b) PSD para una velocidad de muestreo de 800Hz, c¢) y d)
idem para 2kHz, e) y f) idem para 6kHz, g) y h) idem para 12kHz. En el caso del
espectro wavelet las bandas de frecuencia fueron delimitadas. La curva roja en las PSD
representan la tendencia de la curva y se obtiene mediante filtros wavelet. Ademas, las
pendientes tedricas clasicas —2/3 y —11/3 se muestran en h). El indice temporal es 80
segundos.
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Figura 4.7: Espectro wavelet para turbulencia convectiva a 6kHz. En este caso se
procede de la misma forma calentando y luego dejando enfriar. A diferencia de la
experiencia anterior, se observa que en turbulencia convectiva la velocidad del flujo
depende de la intensidad. De esta forma se genera una curva cuando en el turbulador
los espectros permanecen constantes durante la experiencia. En estos casos la velocidad
de muestreo estara determinada por la maxima intensidad de turbulencia.
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Figura 4.8: En este ejemplo se observa la PSD (gréfico superior) junto con la EEW
(inferior). Esto se ha tomado de una experiencia de pupilas variables, en este caso
se observa que el modelo cldsico no aplica para la pupila pequena, pero si lo hace
(parcialmente) para la més grande. Esto genera una indeterminacién del corte ya que
el ruido ha interferido en esa medida. Esto se observa mejor en la parte inferior donde
claramente la EEW muestra el nivel de ruido en ambas medidas.
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4.5 Conclusiones

Dado que la técnica wavelet descripta anteriormente es independiente de cualquier
modelo, la misma puede ser extendida facilmente a cualquier otro arreglo experimental
(Figura 4.7). Por ejemplo, en el caso de éptica adaptiva, puede permitir la determi-
nacién de contenido de frecuencias sin ningtin tipo de conocimiento previo de la funcién
de estructura ni los perfiles de velocidad del viento. Generalmente, los datos obtenidos
de la turbulencia en cada estado dindmico (inercial, anisotrépico, convectivo, etc.),
sea fuerte o débil, pueden ser estudiados. Especificamente, en situaciones donde los
modelos tedricos no estan disponibles o si las hipdtesis primarias como gaussianidad o
turbulencia congelada fallan.

Dos puntos deben ser considerados para determinar una frecuencia de muestreo
6ptima a partir del EEW: la forma de campana de la distribuciéon de energia debe
ser completamente visible para una dada f,; y las bandas extremas de alta y baja
frecuencia (asociadas a ruido electrénico y mecénico, respectivamente) deben tener
energias despreciables. Esto se observa comparando la evolucién temporal del EEW en
la Figura 4.5 para 6 y 12kHz. Bajo estas condiciones podemos obtener una estimacion
practica de la velocidad de muestreo éptima sin perder informacion en cualquier estado
de turbulencia. La ventaja del método es doble; por un lado permite discriminar entre el
ruido y la senal, y por otro lado se puede aplicar indistintamente a senales estacionarias
y no-estacionarias. Ademas, este procedimiento es independiente de cualquier modelo
de turbulencia 6ptica. Finalmente, aunque este método es altamente cualitativo, se ha
demostrado que es rapido y efectivo. Como objetivo futuro se intentard buscar una
mejora a través de transformadas wavelet mas complejas como los paquetes wavelet
Blanco et al. (1998). De esta forma nos permitird identificar las frecuencias dominantes

en una forma mas adecuada.



Capitulo 5

Quasi-Wavelets

“The board is set, the pieces are moving. We are to it at last, the great

battle of our time.”

Gandalf, “Lord of the Ring: The Return of the King.”

5.1 Consideraciones iniciales

Las limitaciones de los modelos vistos anteriormente han llevado a los investigadores
a incursionar en otras formas de modelar la turbulencia. Mas precisamente, se ha
intentado encontrar modelos que permitan la inclusion de falta de gaussianidad, in-
termitencia o modificacion del exponente en el espectro. Goedecke et al. (2004, 2006)
han desarrollado un nuevo modelo, capaz de describir las propiedades estadisticas de
las fluctuaciones de velocidad y temperatura en un medio turbulento. Este se de-
nominé Quasi- Wavelets o QW, por su similitud con la estructura del espacio wavelet.
Este modelo ha sido aplicado en simulaciones numéricas para predecir dispersién de
ondas acusticas, propagacion de sonido en exteriores y tomografia acustica. Una de
las ventajas del modelo es que permite la representacion de la densidad espectral de
las fluctuaciones de escalares pasivos en un medio homogéneo e isotrépico. Ademas,
Wilson et al. (2009), han propuesto representaciones anisotrépicas de escalares pasivos.

En este capitulo se presentara la forma de aplicar el modelo QW para el modelado
de las fluctuaciones del indice de refraccion atmosférico y la subsecuente propagacién

de ondas en dicho medio. En primer lugar se analizaran las propiedades estadisticas
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para luego obtener la fase compleja de una onda utilizando la aproximacion de Rytov
para propagacion en medios aleatorios. En la parte de turbulencia, se obtendrd un
espectro QW que puede ajustarse a un espectro von Karman. Finalmente utilizando
estos resultados, sera posible deducir una expresion para las fluctuaciones del angulo

de arribo.

5.2 Representacion Quasi-Wavelet para el indice de

refraccion en un medio turbulento

5.2.1 Modelo QW para el indice de refraccion

Siguiendo los pasos de Goedecke et al. (2006), es posible modelar el indice de refraccién
a como una suma de perturbaciones individuales a distintas escalas y ubicadas aleato-

riamente en el espacio

N Ng
ni(r)=> Y nf"(r), (5.1)
a=1 n=1
donde Rom
R (1) = N (— - ) ,
Qo

define la enésima fluctuacién de clase o para la representacion quasi-wavelet (QW) del
indice de refraccién; N y R*" son variables aleatorias que representan la intensidad y
la posicién de dichas fluctuaciones, respectivamente. La funcién ¥ se denomina quasi-
wavelet madre, y se dilata mediante el parametro a,, siendo a = 1 la estructura o
burbuja mas grande y a = N la mas pequena. En este punto se simula la cascada de
Richardson (1.1) con el modelo quasi-wavelet. Como se ha mencionado anteriormente,
las QW deben su nombre de acuerdo a la similitud con las wavelet convencionales. Sin
embargo la diferencia es que en el espacio wavelet las posiciones y las intensidades no
son aleatorias. Ademas no existe en este caso la nocion de transformada QW para una
senal. Aqui simplemente se toma la jerarquia de dilataciones de una funcién madre
para simular una regién con propiedades particulares.

La estadistica que se utilizara para las variables aleatorias en la construccion del
campo de QW serd definida convenientemente para el problema. Lo que significa que en

principio se puede considerar N*" y R*" como variables independientes, sin embargo
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es posible generar cierta dependencia si se requiere que exista una relacién entre eddies
(Wilson et al., 2009). También es posible simular situaciones en donde las burbujas
no puedan solaparse o simplemente que no estén distribuidas uniformemente. En ese
sentido el modelo QW permite una gran flexibilidad que légicamente dard distintos
resultados en la simulaciéon. En la Figura 5.1 se muestran esquemas de un volumen
simulado por quasi-wavelets.

En éptica atmosférica los momentos de orden mas bajo son los mas relevantes; lo
que implica que solo son necesarias las varianzas. Asi, la intensidad de la fluctuacién

promedio y la covarianza a cada nivel de escala se pueden definir como:

(N*™) = 0 (5.2)
(N NP™) = §,p6mV2. (5.3)

De esta forma es posible garantizar que, la distribucién asociada al indice de refraccion
tenga momentos de segundo orden finitos. En este trabajo asumiremos que la familia de
variables aleatorias { N®"} tiene una distribucién Gaussiana. Ademads, para la posicién
de las quasi-wavelets R*", se asignara una distribucion estadistica uniforme.

El criterio para seleccionar una funciéon madre ¥ especifica no estd necesariamente

ligada al espectro que nos interesa simular (Goedecke et al., 2004), es posible elegirla

@ e (6)

%

Figura 5.1: (a) Las quasi-wavelets se ubican de forma aleatoria en el espacio. La posi-
bilidad de cambiar la distribucién de R*™ dara como resultado diversos tipos de tur-
bulencia. (b) Representacion de un volumen de turbulencia, las quasi-wavelets pueden
llenar més o menos el espacio dependiendo del valor de la fraccién de empaquetamiento

(9).
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segun las necesidades analiticas o simplemente puede ser una cuestion de simplicidad
de calculo. Una vez elegida, se comienza a crear la jerarquia QW a partir de un factor
de escala que la controla. De esta forma, cada generacién esta ligada a la anterior
de acuerdo con la siguiente ecuacién: aqy1/a, = €7*. Aqui el factor g cumple el rol
de establecer cuan continuo o discreto es el espectro de quasi-wavelets. Esto significa
que, si g es un numero muy cercano a cero el espectro de tamanos podria ser casi
un continuo. En el caso contrario si p es grande, cada generacion tendria un tamano
muy chico en comparacion con la anterior; el espectro seria discreto pero se cortaria
en pocas generaciones. Un factor p con valor ~ 0.69 hace que el tamano de cada QW
decaiga a la mitad en cada generacion.

Bajo estas condiciones es posible estimar los dos primeros momentos del indice de
refraccién atmosférico. De acuerdo con la forma en que fue construido surge directa-
mente que el indice tiene media nula (n;(r)) = 0. Por otro lado, la auto-correlacién

resulta una suma de cada una de las correlaciones de nivel «

(1 (') ma (7)) = éygzva <x1u (TI ‘af%) w (’“ _%Ran)> , (5.4)

donde se ha utilizado la ecuacién (5.3). El factor N, aparece de la segunda suma de

la ecuacién (5.1), ya que todas las dependencias del indice n desaparecen al aplicar el
valor de expectacion. Por su parte el segundo momento de cada quasi-wavelet de clase

a se puede expresar como

() () - Ly [ e v

xexp[2mi (f'-v' + f 1) (exp[—2mi (f' + f) - R*"]),

donde U es la transformada de Fourier de la quasi-wavelet madre. Ademsds, la posicién
R”" es una variable aleatoria uniformemente distribuida definida en un volumen V' =
L,L,L,. Considerando a este volumen lo suficientemente grande, se puede hacer la

siguiente aproximacion

(exp [=2mi (f '+ f) - R™]) = &°(f '+ f) /V
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que simplifica la ecuacién considerablemente.

<\If("';—f“m> w(”"_a—aRan» = /d3f ‘qf aof) ‘ expliznf - (' —1)], (5.5)

donde hemos usado la propiedad U*(—u) = ¥(u), dado que ¥ es una funcién con

valores reales. Finalmente, la covarianza de las fluctuaciones de indice queda:

N

~ 2

(na (P my (7)) = > v2alda / d*f \\If <aaf>\ exp[2mif - (' —=1)].  (5.6)
a=1 R?

Aqui surge una nueva variable, que denominaremos packing fraction o fracciéon de

empaquetamiento, ¢, = a2 N,/V. La misma define la fraccién del volumen total V'

donde los QW de clase a estédn activos. Un intercambio de sumas e integrales en esta

ecuacion permite la obtencién de una expresion compacta para el espectro de indice de

refraccién
E V2 (baa

El comportamiento de escala de ¢, y el valor de /2 definen completamente el espectro.

aaf)

(5.7)

Por ejemplo, la teoria clasica postula que para una escala dada, a,, la varianza de las
fluctuaciones se escala con un exponente 2/3!. La condicién para esta relacién se basa
en que cada generacion de QW llene todo el espacio disponible, ¢, = 1; y ademas,
v: =12 (ay/ al)Q/ % Esto garantiza que se cumpla la transferencia de energfa para una
turbulencia Kolmogorov completamente desarrollada (Goedecke et al., 2006).

Sin embargo, como se disctutié en el Capitulo 2, la dindmica de la turbulencia puede
desviarse de las condiciones usuales, produciendo factores de escala inusuales. Lo que
se denomina intermitencia ocurre cuando las regiones activas de las fluctuaciones, no
alcanzan a llenar todo el espacio disponible; dicha situacién puede simularse aqui me-
diante un cambio en la fraccién de empaquetamiento. Se tomara el factor de poblacién

proporcional a V/a!

a, a,
¢o¢ = VNa =C ; (58)

Si J = 3 la constante C es la fracciéon de empaquetamiento y la llamaremos ¢, ya que

IEsto se conoce como ley de dos tercios o two-thirds law Frisch (1995).
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no depende de el indice y por lo tanto es igual para cada generacién. En el caso de
J # 3 sedefine C = ¢,/ af’*‘]). Segtn Frisch (1995) las regiones activas estan contenidas
en un esquema fractal con dimensién (fractal) Dj; unificando los criterios (haciendo

J = Dy,) la fraccién de empaquetamiento resulta:

¢a = ¢1 (aa/al)ah , any < aq < ag, (59)

donde 9, = 3 — Dy, es la co-dimension del conjunto de fluctuaciones activas. En la
Figura 5.2 se observan dos ejemplos de cascada para valores de la dimensién fractal
Dy > 3y Dy < 3. Para el primer caso en cada generacién se llena el espacio cada vez
mas. En el segundo caso las quasi-wavelets llenan menos el espacio a medida que se ha-
cen mas pequenas. Para el caso puro de Kolmogorov se considera D;, = 3 de modo que
en cada generacién se va llenado el espacio uniformemente?. Sin embargo hay que tener
especial cuidado en las posibilidades anteriores ya que si bien son matematicamente
viables, la dimension D} no puede ser mayor a 3. De esta forma, la variacion de dy,
se restringe unicamente a valores positivos, y el efecto en el espectro resulta en un
aumento del exponente. Lo mencionado anteriormente hace a la intermitencia dentro
del rango inercial ya que se ha demostrado que en el rango de disipacion los eddies
efectivamente llenan el espacio cada vez menos (Frisch, 1995).

Bajo la ocurrencia de intermitencia (Wilson et al., 2009) la intensidad de las fluc-

tuaciones también se modifica,
2 2 2h
v, = v (an/a1)™, an < a, < a, (5.10)

donde 0 < h < 1/3 y su desviacién también genera una turbulencia no-Kolmogorov.
Este tipo de intermitencia modifica transferencia de energia de la cascada y a su vez
también influye directamente en la pendiente del espectro de indice. A diferencia de 9y,
el efecto de h en el espectro disminuye la pendiente del espectro en el rango indicado.
Por otro lado, para valores de h > 1/3 el resultado es un déficit de energia en escalas
pequenas. Como mencionamos anteriormente tanto v como ¢ definen el espectro, los
mismos dependen directamente de h y 0. La desviacion de estos tltimos de los valores

h = 1/3 y §, = 0 provoca turbulencia no-Kolmogorov. Sin embargo, modificaciones

2Hay que notar que en este caso estamos hablando de la cantidad de quasi-wavelets en un volumen
mientras que los tamanos permanecen inalterados siempre que p sea constante.
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independientes de ambos parametros pueden llevar a un valor de exponente idéntico.
En este punto es posible hacer la hipdtesis de que estos factores estan fisicamente li-
gados. O sea, el hecho de que las QW se desdoblen en determinadas cantidades en
cada generacion también tiene que implicar cierta tranferencia de energia. Tal vez
podria ser posible una diferencia leve entre ambos pero es muy improbable que estén
completamente desligados. Otra forma de intermitencia puede lograrse modificando la
distribucién estadistica de R*™ de modo que se van generando espacios donde no hay
quasi-wavelets y por lo tanto no existe actividad. Esta tdltima no se tratara aqui.

Por dltimo resta sumar sobre todas las contribuciones individuales de cada QW.
Dicha suma puede ser aproximada mediante una integral con la condicién que p < 1,

de esta forma el espectro resultante es:

2 3 fa1 R 2
®,.(f) :&/ ds 52042 ()| (5.11)

m (fa1>3+5h+2h fan

En esta tesis se utilizara una funcién Gaussiana como la quasi-wavelet madre, ¥(u) =
exp(—m || w ||* /2). Esta funcién parental provee un espectro que es muy similar al de

von Karman en condiciones generalizadas; su exponente esta dado por 3+ d, + 2h. La

Figura 5.2: Representacién de la cascada en el caso de D, > 3y D, < 3. Para el
primer caso en cada generacion se llena el espacio cada vez mas. En el segundo caso
las quasi-wavelets llenan menos el espacio a medida que se hacen mas pequenas. Hay
que notar que el caso Dj > 3 es inviable ya que la dimensién no puede aumentar por
arriba de 3.
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funciéon Gaussiana ha sido elegida por conveniencia matematica y es posible utilizar otro
tipo de funciones siempre que sean de soporte compacto. También es posible encontrar

que tipo de QW madre debe ser aplicada para obtener un espectro especifico.

5.2.2 Espectro QW

Como se discutié brevemente en la seccién anterior existen dos formas de obtener el
espectro de las fluctuaciones de indice de refraccién. Una forma discreta (5.7) y otra
utilizando la condicién p < 1 (5.11). Partimos de la forma discreta aplicando las rela-
ciones (5.9) y (5.10) junto con una quasi-wavelet madre Gaussiana ¥ = exp(—ma2 f2/2)

se tiene
N

P, (f) = pvias Z (aa/ar)*"0r " exp(—ma? f2). (5.12)

a=1
Este espectro se puede escribir en términos de las escalas quasi-wavelet. De esta forma
el mismo posee ambas escalas a; y ay, las cuales en principio se podrian tomar como la
escala externa y la interna respectivamente, luego veremos que tanto a; como ay estan
ligados con las escalas propias de la turbulencia pero es necesaria cierta adecuacién para
relacionarlas completamente. Finalmente, utilizando las relaciones a,/a; = e #*~1 y

log(an/a;) = —pu(N — 1) se obtiene

(2h+57v+3)(a—1) 2(}0\6[71)
a —1 a —1
®,(f) = prvial Z < N) exp [—ﬂaf <a_N> f2] . (5.13)

1

Tomaremos ahora el caso del espectro limite, el cual puede salir a partir de la

integracién de la ecuacion (5.11)

i gra} y [BEE (V fan)?] — y [BEE (V7 fan)]
z (Vafan)

donde 7[-] es la funcién gamma incompleta baja (lower incomplete gamma). Obtenidos

®,.(f) : (5.14)

ambos espectros, es preciso plantear una relacion de escalas de modo que sean com-
patibles con un espectro conocido, como el de von Karman. Para obtener la relacion
entre ay y la escala interna ¢y utilizaremos la funcién de estructura obtenida a partir

de la ecuacién (5.14). La funcién de estructura de indice estd dada por (Andrews y
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Phillips, 1998)

- 26 sm(%fp)}
) =8 / 20 { o df | (5.15)

donde p = |r — r’|. Lo que nos lleva a obtener una expresién analitica de la funcién

de estructura para el modelo QW

8”1 1 s Sn+2h 7rp2
Ma5h+2h (Gn + 2h) { v (0n, + 2h) E%Jrhﬂ E —2

2
p
+ a5h+2h |: — (6h + Qh) E%l—‘rh-i-l (a—%):| } ,

donde F,(-) es la funcién integral exponencial (Exp integral E) definida por

Dy (p) =

(5.16)

A partir de aqui es posible hacer ciertas aproximaciones, si ay < |[r —r'| < a; se
escribe la funcién de estructura por series asimptéticas de la funcién E,, (Ver Apéndice

C); de esta forma

] 2 3+6,+2h/2 5 9% dp+2h
D, (p) ~ — ””MM T (— ’”; ) (%) . (5.17)

En el rango de disipacién se tiene p < ay < aq, y es posible escribir la funcién de

16 7 v? ¢y an Snt2h
D, (p) ~ — ! s 2 1
T o] - M 19

estructura

obtenida aproximando E, a primer orden. En este punto posible aplicar un criterio de

continuidad entre las funciones de estructura del modelo QW vy las generalizadas®

C2(R)PMTon=22 0 < p< (
Dy(p) = WM, 0sp<h (5.19)
Cr(h)p*h+on, by < p < Ly

3Estas ecuaciones provienen de la generalizacién de (1.3).
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De esta forma se obtiene una relacién entre ¢y y ay (Ver Apéndice C):

~ (sin(7H)['(1+H) w2
EO—( s ) an (5.20)

donde H = h + 9,/2.

Bajo el mismo procedimiento podemos establecer una relaciéon entre la escala ex-
terna Ly y la escala mas grande de las quasi-wavelets a;. La funcion de estructura
QW (5.16) en el rango de saturacién ay < a; < p, se obtiene de la aproximacién

asimptotica (Ver Apéndice C) de E, y resulta

1— (%)6h+2h] , (5.21)

comparando con la forma asimptotica de la funciéon de estructura de von Kéarman
(A.12) con la definicién quasi-wavelet de C?(H) (C.5) se obtiene

& I/lqul

Dn(p) ~ @ (5h n h)

H—l(a?\]ﬂ _ CL%H) 2H
LO(CLN’ ay, H) = { 2H+1KH(27T) N W_HF(H) } ) (522>

donde K, es la funcién K de Bessel.

Finalmente si reescribimos los espectros (5.13) y (5.14) en funcién de la variable

@HE8) @) ) 2 (o)
. a2 {an -
P, (k via3 exp |—— | — K2 5.23
~ puria Z( ‘) p[ a (o . 62
o en la forma continua

0 = i (4 385 ) o (e 3 5)] L s

24t g2HA3 2" 4 2" 4w

En la Figura 5.3 se observan ambos espectros quasi-wavelet (integral y discreto) com-
parados junto con un espectro Kolmogorov y un espectro de von Karman. Existen
ciertas discrepancias en los cortes (ver Figura 5.3 (b) y (c)) que son esperables dado
que se ha utilizado una quasi-wavelet madre gaussiana (Goedecke et al., 2006). A partir
de este ajuste entre espectros se determinan las constantes propias del modelo QW que

tienen que ver con el factor de empaquetamiento y la intensidad de las quasi-wavelets:
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¢ = 0.109 y v = 0.15, respectivamente. Hay que notar que estos factores estan ligados
a un valor de constante de estructura C? = 1. De modo que siempre que se normalize
con C? se podrdn usar dichos factores. En el caso de cambiar el estado de la turbulencia

a un valor de h # 1/3 los factores ¢ y v deben ser determinados nuevamente.

5.3 Propagacion de ondas bajo el modelo QW

5.3.1 Aproximacion de Rytov para el calculo de la fase

Consideramos la aproximacién de Rytov de primer orden para la fase del frente de
onda (1.15)

ls—pl?
eXp zk2(L o k(L — )} Uls, ]
P, ni[s, 2| L ds? dz, 5.25
/ /]R? 1 (L —2) Uolp, L] (>25)

junto con el indice de refraccién definido en (5.1) como

- E e [ £ o[ 5] o

a=1 n=1 a=1 n=1

Se haran ciertas consideraciones respecto de la onda que se propaga: asumiremos que

es Gaussiana, con diametro Wy y distancia focal Fy; esto es,

Uls. 2] _ p(L) | [0407%2 O‘O’W’Q] (5.27)

explik(L — z)] Uolp, L] - p(2) B 2p(z)  2p(L)

donde p(z) = 1 +iagz y ag = 2/kWZ — i/F,. De esta forma el propagador en la

ecuacion (5.26) se combina con el campo inicial para dar

.1 |ls—pl|? . i -
exp | R4 +ik(L = 2)| s, 2] P s (10F 7718 =20 9)] (5.28)
T el WL =2) o

donde (2] = p[z]/p[L]. Este tltimo también puede escribirse como y[z] =1 — (© + iA) &,

con el cambio de variables £ = 1 — z/L, las constantes © y A estén relacionadas con
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Figura 5.3: (a) Comparacién entre los espectros quasi-wavelet (integral y discreto)

VS.

espectros de von Kérman y Kolmogorov. (b) idem anterior para la seccién de

frecuencias bajas. (c¢) idem anterior para la seccién de frecuencias altas. Se utilizaron
los siguientes valores: h = 1/3, Ly = 25m, £, = 0.0059m y C? se toma como 1. los
pardmetros v y ¢ se determinan de forma de ajustar los espectros y son v = 0.15 y

¢ = 0.109.
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los pardmetros ©g =1 — L /Fy, Ag = 2L/kWZ de acuerdo con

- (ON Ay
O-1- A=t
o2+ 7 02 + A2

Por otro lado, reemplazando ¥ por su transformada de Fourier, se tiene

N Ng

n-p g [ fven
x exp [2mif, (z — L*")] exp 2mik - (s — 7™)] (5.29)

exp [Q(L 5 (1 +71s" = 2p 8)}
V(L — =2)

con £ =1 — z/L e integrando en z y s se tiene (Los detalles intermedios se pueden

dr? df, ds* dz,

encontrar en el Apéndice C)

N Na

ZZNQnCL3ZkL/ [ao f]
a=1 n=1
X exp ( m/\TLn —2mir®" - K+ 27ip - h:) (5.30)
. oy SI0 [T (BFR + foL
x exp [im f, (L —2L")] o [(A(Lﬁz "y ) )} d*kdf,,

haciendo el cambio de variables u = a,k y v = a,f. y considerando

L 1 [t L
Sinc {Z—a (ﬁu +v>] =5 /1 exp {zﬁ— <iu +v) cr} do, (5.31)

finalmente, intecambiando el orden de integracién la perturbacion de primer orden para

la fase queda

N Ng

vile, Z Z Na"sz\/_/l a,? + ML( o)

a=1 n=1
2 L 2
exp [_a_g (—LO‘" + 5(1 + 0)> ] do.

(5.32)
lrem — p||*
ao? 4+ iAL(1 — o)

X exp [—271'
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5.3.2 Calculo de la autocorrelacion

Dado que la fase tiene media cero, podemos evaluar su covarianza

= 267272 ! (o ! %
= Nyv22k“L & a
Z Ya /_1 a,? +iAL(1 — o) /_1 ao? — AL (1 — o)

a=1

| [ron — p|? lron — /|2
-2 -2
% <exp Wao? +iAL(1 — o) P Waof — AL (1 — o)

x <exp Zg (L“” - 5(1 - 0))2] exp [ Z: (L"‘” - g (1- o—’)ﬂ > dodo’.

(5.33)

Los valores de expectacion en esta ecuacion se pueden aproximar

(o5 (m-to-o) w5 (o))

o L
~ exp {— 7T (0—0')2} ;

4a?
lrem — pl|? lrem — p'|1”
9 ~
<exp i (aa2 +iAL(1 — o) * ao? —iAL(1 — o)

SONEE S P A? (@02 +iIAL(1 — 0)) (as® — AL (1 — o))
~ onp? P (2a02% + AL (—0 + 0')) 2402 + AL (—0 + o)

Y

(5.35)
donde A = p — p'. Para un célculo detallado ver Apéndice C De esta forma,

B¢[A,L] =
al V22 [ N,a, .2
; ( ) / / 20,2 + AL (—0 + o) (5.36)
A? L*r 9
=2 - — )| dodo’.
xexp{ W(Qaa2+i)\L(—0—|—U’)):|eXp|: TaZ (o 0)} odo

Ahora bien, si se aplica el cambio de variables § = 0 — ¢’ y t = 0 + ¢/, la integracion
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se reduce a

BylAL| =
N 21272 1 2 2
vok*L 5 (1 —19)do L, A
= ———alq S T N7~ —T—0 T |-
; 4 Gat /0 a? £ 1AL P Wag P Wacﬂ +iAL

(5.37)
Tomando la condicién L? >> a?, es posible aplicar el Método de Perrén (Wong, 1944),
que es una extension del método de “Steepest Descent”—Los detalles de este célculo
se encuentran en el Apéndice C.

De esta forma, la integral resulta

1 A? Qo
ol exp (—Wﬁ) <1 -7 + - ) (5.38)

(67

donde se han tomado los dos primeros términos reales de la solucion. Reemplazando

este resultado en la ecuacién (5.37)

N

V2 L2 ¢, ag A? Qo
Bw[A, L] = Z Tf exp (-’7’(;’[2> (1 — E) . (539)

a=1
Al igual que el caso de los espectros, se introducen las formas explicitas de ¢, (5.9) y

v2 (5.10) y se reemplaza la sumatoria por la integral de a (Goedecke et al., 2006),

k2 V12(b1 s AQ AQ
Bw[A,L] = W {al |:L7TEn (Wa—%> - alEm (Wa—%>:| +

2 2
ay |:—L7TEn (WA—2> +ankE,, (WA—2>:| } ,
an an

donde s = 2h +0p+1, n = h+%+%, m = h—|—2+%’l y E;(2) es la funcidn exponencial

(5.40)

E (ExplntegralE). Descartando el ultimo término de la integral para el caso de L > a
kzLV12¢1 s AQ s AQ

Finalmente se obtiene la funcién de estructura de la onda (Andrews y Phillips, 1998,
Capitulo 6 p. 188)
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k2 Lv ¢, ai —ay s A? s A?
Dd,[A,L] = oy a12h+5h h_|- % n 5h— alEn (ﬂ'?) ‘f‘CLNEn <7Ta—2> (542)

1 n

5.3.3 Aplicacién del modelo QW para varianza de angulo de
arribo
Partimos de la funcién de estructura de la onda obtenida en la seccién anterior (5.42)

La primera aproximacién a dngulo de arribo es (Tatarski, 1967; Andrews y Phillips,
1998)

Dy[2R, L]
k2(2R)?
Esto es posible en el régimen débil donde Dy, ~ D

(5.43)

2 ~
0 AoA ~

Lv?¢ ai — a3 A2 A2
2 ~ 1 1 1 N s At s A*
7 Ao N R Ly o [h PR ai B, <7T a%) + ay B, <7r = )}, (5.44)

dado que la funcion integral exponencial puede ser compleja, se debe tomar la parte

real del argumento. La segunda forma viene de Tatarski (1.31)

1 2R Dilp, L] p P P \2
2 ~ " + —sty 7] LA I (=
T AoA ™ 7(k2R2 /0‘ (DS [p, L] P ) areeos <2R) 2R L (QR) ,Odp

(5.45)
Esta integral se puede resolver analiticamente; Sin embargo, dada su extension y com-
plejidad hemos omitido el resultado aqui—se puede observar en la Figura 5.4
Dado que la varianza de angulo de arribo esta relacionada directamente con la funcién
de estructura de onda, lo mas natural es normalizar esta ltima con modelos conocidos
para obtener los valores de v y ¢. De la misma forma que se obtiene la funcion de
estructura para el modelo von Kérman (Capitulo 2), se puede aproximar la funcién de

estrucura de onda a orden N
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Figura 5.4: Varianza de angulo de arribo para distintos modelos. El modelo clasico,
el modelo de Xue, y los modelos QW expuestos en esta seccion. QW1 corresponde al
modelo (5.45) mientras que el QW2 corresponde al modelo (5.43). Para realizar los
gaficos se utilizaron los siguientes valores: Lo = 25m, {y = 10cm, L = 100m, h = 1/3
y se toman v =1y ¢ = 1.8.

i 0804982 )n4—%+ncn2k2L (@) Ly,

n'F n) R, 2n s

5 11 /11 11 72 R?
0.940656 Lo>"n " R**T [ == +n H, | — [ = —n. — — L
’ 6 Y2160 \6 " 6 ") Ly?

1 5/3 panps [ D 11
+WLO R é—n r g—n F(l—i—n)

1 2R2
X (—3.1748+ 3.1748 | Hy {(1 +n), (1, 8 +n> a—WL 2 D )
0
(5.46)

Por otro lado tomaremos la funcién de estructura propuesta por Andrews y Phillips
(1998) (5.47), para compararlas con la funcién de estructura del modelo quasi-wavelet
(5.42).



5.4 Conclusiones 114

. 2 p2
D[R] = 1.303C, %k’ L (F(—5/6)/<;m‘3 (1 — H, {—5/6, 1 —“mf D _9 (21) 1/31%2)

Para encontrar los parametros de normalizaciéon ¢ y v se deben comparar las fun-
ciones de estructura de los tres modelos presentados anteriormente. Dado que la con-
stante de estructura se puede expresar en funcién de estos parametros se modifica la

funcion de estructura von Karman para incorporarlos

{rH+4
Ysin(rH)D(1 + H)a 2R

en la Figura 5.5 se observa esta comparacion. En primer lugar podemos ver que la

C.2[H] = v%¢ (5.48)

aproximacién propuesta por Andrews y Phillips (1998) tiene una convergencia corta,
mientras que el modelo caclulado aqui, posee una mejor convergencia y coincide sa-
tisfactoriamente con el modelo quasi-wavelet. Sin embargo, existe cierta discrepancia
entre los valores de normalizacién de ¢ y v para el caso del espectro y para el caso
de la funcién de estructura de onda. La misma se debe posiblemente a que la forma
de obtener el espectro y la fase, si bien parten del mismo punto, son dos caminos
completamente distintos. La normalizacién de la funciéon de estructura genera un
marco adecuado para la varianza de angulo de arribo. La desventaja de esta diferencia
no permite tomar estos parametros como nimeros que pueden dar informacién fiable
de las condiciones de la turbulencia, sino que terminan siendo factores matematicos.
Este punto es un tema que queda abierto a futuras investigaciones ya que ambos estan
ligados con mecanismos internos de la cascada. Aun asi es posible inferir condiciones

de intermitencia y desviaciones en el modelo QW.

5.4 Conclusiones

En este capitulo se ha introducido un nuevo modelo para simular una region turbulenta.
Mas precisamente, se desarrollé el modelo quasi-wavelet aplicado a las fluctuaciones
de indice de refraccion. Hemos visto que el modelo tiene mucho potencial al modelar
perturbaciones de indice ya que se ha podido hacer un paralelismo entre modificaciones

del mismo y desviaciones no-Kolmogorov de cambio de exponente. FKEste punto es
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Figura 5.5: Comparacion de la funciéon de estructura de onda para distintos modelos.
El modelo de von Kéarmén, el modelo de Andrews, y el modelo QW. Para realizar los
gaficos se utilizaron los siguientes valores: Lo = 25m, ¢y = lcm, L = 10m, h = 1/3
y se toman v = 1y ¢ = 1.8 para el modelo QW, mientras que en el modelo de von
Karméan modificado con C?(H) se tomaron v = 0.155 y ¢ = 0.109, que son los valores
que igualan el espectro con C? = 1.

primordial para comprender el mecanismo que genera dichas desviaciones. Basicamente
se han podido definir los pardametros que generan cierto exponente y ademas se ha
incorporado directamente la fenomenologia de cascada como parte del modelo. Si bien
estas ideas no son nuevas, en la bibliografia aparecen como inconexas y muchas veces
ligadas a temas especificos como mecanica de fluidos, o propagacion de ondas. Lo
que se ha logrado en este trabajo es una unificacién de critérios que permite cierta
comprensién del fenémeno y a su vez extiende los horizontes mas alla de los espectros
matematicos conocidos como el de Tatarski o el de von Karman, y tal vez en menos
medida del espectro atmosférico, que si bien tiene bases en la fenomenolgia, en su forma
generalizada sigue los mismos patrones matematicos usuales.

De esta forma también se ha mostrado que el modelo quasi-wavelet reconstruye un

espectro conocido mediante la normalizacion apropiada de las quasi-wavelets, que en
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nuestro caso ha sido una normalizacién con la funcién de estructura de indice. En
este punto, se ha descubierto que, dada una funcion QW-madre Gaussiana, las escalas
propias de la turbulencia® Ly y £y no son completamente idénticas a las escalas QW a; y
ay. Esto implica que ambos cortes en el espectro no coinciden por la forma funcional.
A pesar de esto, en la aplicacién sobre varianza de angulo de arribo el resultado es
alentador. Si bien existe una complejidad matematica elevada para obtener resultados
analiticcos, el modelo permite cierta flexibilidad y rapidez para obtener resultados
numéricos. Aun asi, se han obtenido varias expresiones analiticas compactas que se
pueden utilizar sin necesidad de conocer los detalles intermedios.

Se ha trabajado extensamente en otros temas que no han sido incluidos en esta
tesis. Entre estos cabe mencionar que se ha analizado Gaussianidad, se ha obtenido el
indice de centelleo y se han iniciado los calculos del segundo orden de la fase compleja.
Para futuros trabajos quedan pendientes varios temas que no se han explorado en lo
absoluto. Por ejemplo, modificacién de la estadistica de las posiciones de las quasi-
wavelets; anisotropia espacial; propagacion de distintos frentes de onda; y simulaciones
para propagacion de haces.

En lineas generales se puede expresar que el modelo quasi-wavelet ha resultado ade-

cuado para modelar las fluctuaciones de indice de refraccion con resultados favorables.

4Hay que notar que la definicién de estas escalas estd ligada al espectro utilizado y su funcién de
estructura asociada.
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“So much to do and so little time”
Joker, “Batman”

A lo largo de la tesis se ha enfocado la atencién en la determinacion de factores im-
portantes para la caracterizacén de la turbulencia mediante propagacion laser. También
se ha puesto especial énfasis en las desviaciones de la turbulencia clasica, es decir, tur-
bulencia no-kolmogorov. Todos los avances que se expusieron se pueden resumir en

tres puntos importantes mencionados oportunamente en el titulo de este trabajo:
e Desarrollo
o Andlisis
e Aplicacion

En el desarrollo de modelos, se han hecho avances en dos temas relevantes, propa-
gacion de doble haz generalizada y un modelo quasi-wavelet que permite modelar haces
propagados en turbulencia. Este ultimo tiene un mecanismo novedoso para generar
turbulencia no-Kolmogorov.

En la parte de andlisis, se han realizado varias experiencias con el objetivo de
caracterizar la turbulencia. En este punto se han obtenido las escalas propias ¢y y Lo;
la intensidad de la turbulencia mediante técnicas simples; y la velocidad de muestreo
6ptima junto con frecuencias de corte.

En la parte de aplicacion se han utilizado los desarrollos tedricos para el andlisis
de resultados experimentales con éxito. También se ha utilizado una nueva técnca de

analisis wavelet para la determinacién de las frecuencias propias de la turbulencia.



Conclusiones 118

Si bien han sido detallados independientemente, cada punto se encuentra rela-
cionado entre si. Aunque el orden de realizacion muchas veces ha tenido que ver con
la necesidad mas que con una metodologia estructurada, esto propicié la generacion de
nuevas ideas que son parte de esta tesis.

Debido a que cada capitulo se puede analizar independientemente, a continuacion

se resumiran los factores principales de las conclusiones de cada uno.

Conclusiones del Capitulo 3: factores principales

En el Capitulo 3 se ha presentado un modelo de la aproximacion geométrica para la
propagacién de haces delgados a través de varios estados de turbulencia no-Kolmogorov.
Se lograron extender los resultados obtenidos por Consortini y O’Donnell (1991, 1993)
para cada posible estado de turbulencia.

Mediante este andlisis se ha logrado un nuevo modelo que no solo prevee la gener-
alizacion de la turbulencia, sino que también permite la propagacion en condiciones de
laboratorio y la determinacién de las escalas de una forma maés precisa. También se ha
descubierto que el grado de desarrollo de la turbulencia tiene una gran influencia sobre
ambas escalas haciendo més dificil su determinacién en condiciones generalizadas. A
su vez, se ha observado una dependencia entre escalas que se intensifica con la cercania.
Esta influencia es posible matematicamente pero fisicamente se sabe que las escalas no
deben estar préximas una con otra.

Se ha confirmado que el maximo de la diferencia de covarianzas esta directamente
relacionado con la escala interna. Por otro lado el corte con el eje, por si mismo, es
incapaz de dar una estimacién precisa de la escala externa, y ademas aparece en las
curvas de correlacion independientemente de la presencia de Ly en el espectro.

En la parte experimental, se han obtenido las escalas interna y externa exitosa-
mente, ambas coinciden con los datos obtenidos por los diseiadores del turbulador. A
pesar de los avances, es preciso repetir la experiencia de doble haz para lograr mejores
resultados e intentar mejorar el ajuste de los mismos con las curvas tedricas. Ademas,
queda pendiente un nuevo analisis de los exponentes de Hurst, junto con un desarrollo

tedrico de wandering en funcién de los mismos.
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Conclusiones del Capitulo 4: factores principales

Se ha aplicado con éxito una técnica wavelet que permite la determinacion del espectro
de energias y contenido frecuencial para series turbulentas. Esto permite la determi-
nacién de frecuencias de corte y velocidad de muestreo 6ptimas. A modo de ejem-
plo se ha realizado una experiencia simple para demostrar los alcances de la técnica.
Ademas, dado que la misma es independiente de cualquier modelo, puede ser exten-
dida facilmente a cualquier otro arreglo experimental. Con este método, cualquier serie
proveniente de turbulencia puede ser estudiada, particularmente en situaciones donde
los modelos tedricos no estan disponibles o en casos donde las hipdtesis primarias fallan.

Dos puntos deben ser considerados para determinar una frecuencia de muestreo
optima a partir del espectro wavelet: la forma de campana de la distribucién de energia
debe ser completamente visible para una dada frecuencia de muestreo; y las bandas
extremas de alta y baja frecuencia deben tener energias despreciables. Bajo estas
condiciones podemos obtener una estimacion practica de la velocidad de muestreo
Optima sin perder informacion en cualquier estado de turbulencia.

Ademas de estimar la velocidad de muestreo 6ptima, esta técnica permite filtrar
datos y obtener tendencias de baja frecuencia. A pesar que este método es altamente
cualitativo, se ha demostrado que es rapido, efectivo y adecuado para series no esta-

clonarias.

Conclusiones del Capitulo 5: factores principales

Se ha desarrollado el modelo quasi-wavelet aplicado a las fluctuaciones de indice de
refraccién. El mismo tiene mucho potencial al modelar turbulencia permitiendo la
obtencién de un espectro y ademas generar desviaciones no-Kolmogorov de forma in-
novadora. Este punto resulta primordial para comprender el mecanismo que genera
dichas desviaciones.

Se ha descubierto que, dada una funcion QW-madre Gaussiana, las escalas propias
de la turbulencia Ly y ¢y no son completamente idénticas a las escalas quasi-wavelet a;
y ay. Esto implica que ambos cortes en el espectro no coinciden totalmente. A pesar
de esto, en la aplicacién sobre varianza de angulo de arribo el resultado es alentador.

Si bien se requiere un esfuerzo considerable para obtener resultados analiticos, se

han encontrado varias expresiones compactas que se pueden utilizar sin necesidad de
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conocer los detalles intermedios.

En lineas generales se puede expresar que el modelo quasi-wavelet ha resultado ade-
cuado para modelar las fluctuaciones de indice de refraccion con resultados favorables.
Los mismos van desde la exploracién de los mecanismos de cascada hasta la aplicaciéon

del modelo en varianza de angulo de arribo.

Trabajos inconclusos y futuros desarrollos

Como se ha mencionado anteriormente varios temas no han podido ser desarrollados
completmente, mientras que otros han quedado totalmente inexplorados.

En el caso de doble haz atin queda mucho por hacer. Desde el punto de vista teérico
simplemente resta incorporar el espectro atmosférico y también extender el modelo
quasi-wavelet a propagacion de doble haz. Desde el punto de vista experimental, resta
repetir experiencias para refinar puntos débiles como la presencia de ruido electronico,
mejorar el generador de turbulencia, reducir camino 6ptico libre, entre otros.

En la parte de andlisis wavelet, se ha continuado el estudio de las series mediante
la técnica de wavelet packets. Sin embargo, dada la complejidad para elegir el arbol
de analisis adecuado, este tema ha quedado inconcluso.

El la seccion de quasi-wavelets restan muchas cosas por explorar, dado que este
es un modelo nuevo, las posibilidades son diversas. Cabe destacar la exploraciéon del

indice de centelleo y la aplicacién de nuevas formas de intermitencia.

Reflexién Final

Si bien restan muchas cosas por hacer, se puede decir que en esta tesis se ha cumplido
con el objetivo principal de obtener modelos nuevos para la propagacion laser en medios
turbulentos. También se han indroducido nuevas técnicas de analisis, como la trans-
formada wavelet discreta, y se han extendido resultados conocidos a una forma gener-
alizada en propagacion de doble haz. Todo esto en conjunto ha permitido una mayor
comprension del fenémeno con la posibilidad de continuar trabajando sobre esta linea

de investigacion.



Apéndice A

Calculos de Espectros Generalizados

Espectro Kolmogorov Generalizado

Partimos de la ecuacién 1.4 junto con el espectro generalizado 2.1

Di(R) = C2R’

— 8 /_ Z Ala)r2e [1 _ Siné;R)} i, (A1)

luego llevando a cabo la integracion queda:
C2RP = —8rA()T(2 — ) sin(ar/2)R*  3<a <5

Ale) = 81I'(2 — a) sin(am/2) (42)

donde 8 = o — 3. Usaremos la siguiente identidad para llevar a la funcién A(«) a una

forma mas elegante:
T

(1 - 2)0(z) =

sin(mz)

De esta forma la ecuacion A.2 queda:

_ —C2l(a — 1)sin(n(a — 1))

Aa) 82 sin(am/2)

que luego de aplicar algunas identidades trigonométricas resulta
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a—1)sin((1 — a)7/2)
472
Como es esperado, este coeficiente se reduce al cldsico valor 0.033 C? para un ex-
ponente de 11/3 (Vilar y Haddon, 1984)

o) = 2

(A.3)

Espectro de von Karman generalizado

Volveremos una vez mas a la ecuacién de la funcién de estructura, esta vez se utilizara el
espectro generalizado Von Karman y la funcién de estructura caracteristica. Tomamos

ko = 0 y queda:

D;(R) = C2G R
> K> sin(kR) (A.4)
=38 A 2o —— | |1 = ———| dk.
W/—oo ()k exp( ’f2m>{ e }/{
Si bien esta integral tiene solucién analitica, es preferible utilizar una serie de Maclaurin
para el término del seno. Esto se debe a que la solucién se basa en funciones hyper-
bolicas y lo que se prentende es una solucién al estilo series de potencias en R (Toselli
et al., 2007):
sin(kR) o (D" o
1l——= —— R R,
kR ; (2n +1)! "

Tomando el primer elemento no nulo de la serie e integrando resulta:

—~ 2 Ala), (5 « e
207 RB __ 2 e 2 5—a pa—5
C2UJR° = 37 52 r (2 —2) Rc(a)” g,

Entonces se observa que v = a — 5y § = 2, luego se despeja ¢(«)

c(a) = [gﬂp (g _ %) Aég)

si se reemplaza el valor de o por 11/3 se obtiene el siguiente resultado:

1
a—5

o

c(11/3) = Ewr (g) 0.033] 5009,
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mientras que el valor usual es 5.92.
Por conveniencia se escribird este espectro generalizado en funcién de la variable
H, Tomando o = 2H + 3 con 0 < H < 1/3. Se utilizaran las ecuaciones (2.3), (2.4) v,

(2.5). )
Xn(K) = A(—H)Q,{Hexp (—:—2) , 0 <k < o0. (A.6)

(H2 + K%) 2 m

Como es usual, kg = %—Z Y K = C(Z:) . Luego A(H) y ¢(H) quedan definidos por:

2H + 2) sin(7H)

472 ’

An) = 21 (A7)

T'(1—H)T(2H +2) sin(w%)] e
o ’

(= |

Utilizando la relaciéon I'(A) = es posible simplificar la ecuacién anterior:

sin(ﬂA)ﬂi‘(l—A)

M} e (A8)

(M) = [ 670 (H)

Funcion de estructura a partir del espectro de von Karman

Para obtener la funcién de estructura se tomara la ecuacién (1.4) para junto con el
espectro de von Kérmdan generalizado (A.6) obtenido en la seccién anterior. De esta
forma se podra obtener una funcién de estructura valida para todos los rangos. El

objetivo primordial es aplicarlo sobre el rango de saturacion o, sea para p > 1 .

D, (p) = O 87T(2H + 2) sin(7H) /°° Fu2<eXP (‘7) {1 B sin(np)] de. (A9)

2 PEES)
dm K2+ K2) 72 Kp

Esta funcién de estructura para el espectro de von Karman no tiene solucion analitica,

sin embargo es posible utilizar una serie de potencias para poder resolverla:

/‘i2

Du(p) = 8TA(H) /0 N : - M} S e (o)

2 2 2H+3 |: | 2n
K2+ Kg) 2 kP n—o hI
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Integrando resulta:

—1)"CED2H + 2)sin(rH) (%) gy

N (
Dalr) =2 il (H + 3)

=0

far (- 2) () - ot

0

2°4

2n
p 3 33 1
— (_K%%) r (n+ 5) ['(H —n) {IFQ (n+ 375 ~H+n+1; Zﬁg]ﬁ) — 1} }
(A.11)

Aqui el error cometido al tomar el orden cero resulta del 5% siempre que p y Lg se

3 31
1F (H—I—§;7—l—n+1,7{—n+—;—f<¢3p2)

mantengan en el rango de convergencia. La relacion para mantenerse en el rango de
saturacion y a la vez dentro de la convergencia es de p = 2Ly. De esta forma se puede
simplificar la ecuacion anterior.

02

D,(p) = _7T1+2"rl LI M K, (4m) — T(H))C(1 + H) sin(Hr), (A.12)

donde K, (z) es la funcién de Bessel modificada de segundo orden.

Espectro Atmosférico Generalizado

Para el espectro atmosférico generalizado se procede de la misma forma que para los

anteriores. La integral de la funcién de estrucura queda de la siguiente forma:

D;(R) = C2R*7?

00 2
_ 2—« _"{_
=81 /Oo A(a)k* % exp < ff%)

Jo e,

llevando a cabo la integracion resulta:
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X P N 3 3 a3 1
Di(R) = 4nk} A(a)Cg{F (5 - 5) {1 — (5 — 5y —Z—LRQ/{,Q)]

2
+ F(2—9) 1o m (223 Lo (A.14)
“ 2 L iy gt '

25« 25 a3 1
w28\ 1o R (2222 2 p2,2 .
’ (12 2){ ! 1(12 2 gl “lﬂ}

Dado que x; > 1, por consecuencia —%RQ,‘-@IQ > 1 de modo que la funcién hiper-
geométrica tiene un argumento muy grande. Esto hace posible la utilizacion de la
formula asimptotica:
L'(b)
Fi(a,b,—x) ¥ ———a ¢, x> 1.
1Fi ) T(b—a)
Se puede ver que el primer término es predominante sobre los demas. De esta forma

es posible aproximar A(«)

R A )
AT

2 2 2

Haciendo uso de algunas propiedades de la funcién gamma queda:

Ala) = % sin [(a - 3)%.} (A.15)

Hay que remarcar que resulta equivalente a la constante obtenida para espectros ante-
riores.

Por otro lado, para obtener el coeficiente ¢(«) tomamos D} (R) = 6268“’51?2, que

corresponde al rango 0 < R < {y. De esta forma el argumento de la hipergeométrica

es muy pequeno, haciendo posible el uso de la siguiente aproximacion:

1Fi(a;b;) ~ 1+ %x.

Si reemplazamos esta aproximacion en la ecuacién A.14 se obtiene,
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+ F(z_%> (4 3a) o G_g_%) (251_86a>} (A.16)
que finalment ult
(a) ={7TA(@) {r (g _ %) (1-9) .
r




Apéndice B

Calculos del modelo de doble haz

Multiplicando 1y y 14 v tomando valor de expectacién se obtiene la funciéon de cor-

relacion de las fluctuaciones que llamaremos B,, identicamente usando (y y (4 obten-

emos B,,.
L
B, = (nona) = / F(z,L)fn(z,d)dz, (B.1)
0
donde:
92
fn(27d> = <—1> [mBn(x7y, Z):| z=d;y=0- (B2>
T
Para B, tenemos:
L
By = (CoCa) = / F(z,L)gn(z,d)dz, (B.3)
0
v g, estd dado por
32
gn(z,d) = (_1) [8_3/28n<$’y’2)] r=d;y=0- (B4>

B,, representa la funcion de correlacion del indice de refraccién y se obtiene a partir
del espectro de la turbulencia
A [ )
B, =— K (k) sin(kr)dk. (B.5)
™ Jo

En este punto podemos obtener las derivadas f, y g»
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= —dn /0 o (n) (aa_;singm)) dr, (B.6)
gn = —4m /0 " (n) (aa—;Si“i“T)) dr. (B.7)

1
Dado que tenemos que evaluar x = d y y = 0, resulta que 7 = (22 + d?)2 el cual

reemplazaremos al final

0% sin(kr) _ 3d?kcos(rkr) LB cos(kr) N 3d*sin(kr) sin(kr)  d*k*sin(kr) (BS)

ox? r rd r2 7D r3 r3

0% sin(kr)  mcos(wr)  sin(kr)

= ) B.9
oy r r? r3 (B.9)
Utilizaremos las siguientes relaciones para simplificar lo anterior
‘ sin(kr)  cos(kr)
= — B.1
ilr) = T ST, (5.10)
, 3 sin(kr)  3cos(kr)
= — — B.11
jQ(RT) < (K,T‘)2 ) KT /{7"2 ) ( )
esto resulta
0% sin(kr)  K*[—rji(kr) + d*kja(kT)]
= B.12
oxz r r2 ’ ( )
0% sin(kr)  K%ji(kr) (B.13)
oy r ro '

Utilizamos ahora las relaciones entre las funciones de Bessel esféricas y las regulares

, T
J1(kr) — %JH%(/W), (B.14)
. I

Jo(kr) — %J%_%(FJT). (B.15)

Finalmente obtenemos:
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O sin(kr) 7 (KPP Jya(kr) . d*K% Jgo(kr)
ox> v V2 ro/? ’
3_25111(/{7“) B _\/§ [153/2 T35 (k)]

o: r .

Ahora reemplazamos lo anterior en las ecuaciones (B.2) y (B.4),

o0 K32 J3s9(kr)  d?K/% J5a(kr)
o= (2m)? [ (Sl S e g

o K32 J5 9 (K1)
Gn = (27?)3/2/0 kP (k) (#) dkK

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

Resta resolver las ecuaciones anteriores con el espectro y finalmente obtener las covar-

ianzas de haces con las ecuaciones (B.1) y (B.3).
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Calculos del modelo quasi-wavelet

Funcion de estructura QW

Partiendo de la ecuacién (5.16), y reagrupando terminos queda:
16 vigym

a Op+2h
=17 1=
(6p + 2h) (al ) ]

St [\
I a1 Bornt1 \ g2 Boant1 \ g2 :

En el rango inercial se puede tomar ay < |r — r’| < aq, lo que permite escribir la

Dy (p)

(C.1)

funcién F,, mediante expresiones asimptoticas:

1

Eﬁ/2+1 (7r32) =~ 6_7T82 [@ +0 (5_4)] ,

paras> 1y

Egjai1 (7s%) = {% - 5272922 +0 (34)} 4BT (_g) &

para s < 1. Aqui estamos tomando = 2h+9;,. Utilizando estas expresiones podemos
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simplificar la ecuacién (C.1)
16 vigy

' a, Sn+2h . 8V%¢1 3 a, On+2h a?\[ _W:TQ
~N————— |1 - [ — — | — ——e N
w (6p + 2h) a; 1 a Tp2

_ 2 2mp* _ ont2h/2 _ ot 2k (P e (C.2)
5h + 2h a%(éh + 2h — 2) 2 aq

o 8V12¢17T3+6h+2h/2r _6h +2h £ Op+2h
H 2 ay ’

D,(p)

donde se mantiene el término mas grande.
Para el caso del rango de disipacién se tiene p < ay < a;. Entonces se tomara la

forma asimptética de s < 1y la ecuacién (C.1) queda:
N 16 1/12(/51 3

) (an)6h+2h . 8V12§Z51 71_3 (an)5h+2h
"1 (0n + 2h) a % a
Sh+2h
2 2mp? L oponrzh/2p [ on+2h\ (p\™"
5h+2h a?v(éh+2h—2) 2 an

B 2 B 27.‘_p2 B 7T5h+2h/2 - _5h +2h £ Sp+2h
5h + 2h a%(éh + 2h — 2) 2 aq

o ].6V12¢1 7_‘_4 a_n Oop+2h p2
pa% (0n +2h —2) \ @y '

D, (p)

(C.3)
comparando las funciones de estructura con la ecuacién (5.19) se obtienen las siguientes
relaciones:

]2 3+0p,+2h/2 5 2h 1 op+2h
C2(h) = — VoL r (— i ) (—) . (C.4)
H 2 a1
La cual es posible escribir en una forma equivalente:
92 s A+ On+2h/2 1\ Snt2h
o —— o <—) . (C.5)
psin(m(h 4 6,/2))T (14 2324) \ar
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Luego, con la funcién de estructura en el rango de disipacion tenemos:

_ 1642 ¢ an\ "
2 h £2h+5h 2 _ 1%1 Yn ‘ ‘

Mediante el cociente de ambas se obtiene la relacién entre £ v ay:

[sin(rH)T(1+ M) 72
Eo = ( 7'('7"[(1 — 7—[) > ay , (C7>

donde H = 2h + ¢;,. Es interesante notar que la escala interna no coincide enteramente
con la escala mas pequena de la jerarquia quasi-wavelet. En condiciones de turbulencia
Kolmogorov H = 1/3 la ecuacién (C.7) resulta: ¢y ~ 1.19ay.

Por otro lado en el rango de saturacion se cumple la condicién ay < a; < p, que
resulta en una funcién de estructura gobernada por las aproximaciones s > 1. De esta

forma la equacién (C.1) queda:

16 vigy

o\ Fnt2h
D,(p) m———~ [1— [ —
) e (On + 2h) <a1) ]
8124, 13 S\ g2 et 2 0
+—V”ffﬂ [<—) e TR - e (€8)
1 p U
16 vigy

T (8 + 2h)

<an ) 5h+2h]
1—(— .
a1

Finalmente, se deben ajustar los parametros para la tltima linea de la ecuacién an-
terior coincida con (A.12), principalmente se busca la relacién entre a; y Lg. Igualando

ambas, se obtiene:

27 2H o
0 = ay {H“ Culi ;:;ISZZ[)P(H ) ot [ g () — TR 1
1¥1

(C.9)
En este punto es posible hacer una ltima simplificacién si se recurre a la definicién de

la constante de estructura en el modelo quasi-wavelet (C.5):

ar(an. M, Lo) = {2 — HLZH [2%4 ey (2m) — "D (H)] 77 (C.10)
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Calculo de la fase

Se parte de la ecuacién (5.29) en donde se ha reemplazado la quasi-wavelet madre por

su transformada de Fourier.

N Ngu

B-R 2 [ [ ves
x exp [2mif, (z — L*")] exp [27ik « (s — 7™)] (C.11)
x exp[ i T QP'S)} k2 df, ds? dz.
(L = 2)

Haciendo uso del cambio de variables ¢ = 1 — z/L y reagrupando se obtiene:

2 A~
wlp 2] = D23 Nl [ W fauflesplanif. (L - 1)

a=1 n=1

exp (—2mif. LE)

X / exp {ﬁ (7_132 —2p- s)} exp [27ik - (s — ™| ds? d¢ dK? df..
(C.12)

La ultima integral se puede evaluar inmediatamente,

ik
exp (—2mik - r") /]RQ exp <22§732> exp [272’ (n — /\LLS) 3] ds?

2

k
= tALEy exp (—wﬁ — i ALEYR? + 2minyp - n) exp (—2mik - 7o) .

(C.13)

Con este resultado, luego de simplificar y reagrupar términos se obtiene:

N Nga

Uilp, L) =) Y  N°"adikL / U [ag f] exp [2mif, (L — L°™)]

a=1 n=1 R3

1 (C.14)
X / exp [—imALEYR® = 2mi (—yp + T°") - K]
0

x exp (—2mif,LE) déd*kdf .
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Resta evaluar la integral sobre el camino de propagacién, para ello se utilizara
v[z] =1— ((:) + z'A) &, sin embargo es conveniente trabajar con una onda plana debido
a su simplicidad. De esta forma se toma A ~ 0 and © = 0 y por lo tanto v[z] = 1.

Finalmente se tiene:

/1 exp (—2mif.LE) exp [—imALEyR® — 2mi (—yp +7") - K] d€
0

1 AL (C.15)
= exp (—2mir*" - Kk + 27ip - K) / exp [—27?2’ (752 + fZL) 5] d¢
0
La tultima integral se resuelve facilmente,
! AL
/ exp {—2#2’ (7/12 + sz) 5] d&
0
. C.16
(AL, Sm[ (,\L 24 f.L )] ( )
=exp |—im | —~K" + f.L YA :
2 7T( 5 k2 + f.L )
Reagrupando nuevamente se obtiene:
N Na
wilp. L) = Y0 S NadikL [ Wlaus)
a=1 n=1 R3
AL
X exp ( 27/@ —2mir®" - Kk + 2mip - K',) (C.17)
sin [7r (’\L 2 4+ fz )}
x exp (im f, (L — 2L°" d*kdf,.
En este punto se aplica el siguiente cambio de variables uw = a,k vy v = a,f.
N Na
=S Nk [
a=1 n=1
AL an
X exp | —mi—u® — 27‘(‘@u -u (C.18)
2a2 (o

X exp {QWiUM} Sinc {E (%Iﬁ + v)] d*udv.
aOé

Qo Qg
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En este punto utilizaremos la siguiente expresién

Sinc[z] = jo[2] = % /0 ' expliz cos(0)]d[— cos(6)], (C.19)
Sinc {% (ﬁuQ + v)] = %/_11 exp {z% (iuQ + v) 0] do (C.20)

Con esto se obtiene una ecuacién mas sintética:

blp, 1] =i§jzv%//mw

a=1 n=1

L an
X exp —m)\—(l —o)u? — 27riu ‘U (C.21)
2@3 0%
L/2 — L*" L
X exp {2#@'1} (( / ) + a)} d*udvdo.
Qg 2a,

Finalmente aplicaremos la quasi-wavelet gaussiana. En primer lugar se resuelve la

integral en la variable v

T, . ((L/2— L") L
—= 2 d
/Rexp< 2v)exp[ mv( ” —1—2%0 v

— V2exp [_zﬁ (<L/2 — L a) ]

(C.22)

Qg 20,

Ahora se resuelve la integral transversal en coordenadas polares (variable u)

00 2w an __
/ / exp (—gu2> exp {—m’ﬁ(l —o)u? — QWiMUCOS[¢]:| doudu
o Jo

2&2 Qg
o AL an —
= 27r/ exp Iy i—(1—0))u?| J QWMQL udu
0 2 ai Gy
1+i2k(1—0) a2 +iAL(1 — o)

(C.23)

De esta forma la perturbacién de primer orden para la fase es:
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N Na 1 2
a
L| = N kLN 2 =
Ui[p, L] ;; i \/_/1 a2 +iNL(1 — o)
o=l n= (C.24)
X exp | =27 e — plI ex _2n —Lan+£(1+0) 2 do
P ao? 4+ iAL(1 — o) P a? 2 '

Calculo de la autocorrelacion de fase

Partimos de la perturbacion de la fase en primer orden para el modelo QW obtenido
en la secciéon anterior (5.32). Dado que la fase tiene media cero, podemos evaluar su

covarianza y posteriormente su funcién de estructura.

B%MP? L] = <w1[p,7 L]Wf[ﬂa L]>

N o 1 a2 1 a2
=3 NL22k2L o o
> Nav /1aa2—|—i/\L(1—0) /_1 a2 —iNL (1 — o)

a=1 -

| lren — pl? lren — /|2
-2 —2
% <exp Waoﬂ +iAL(1 — o) P 7Taa2 — AL (1 — o)

« <exp -—Z—g (Lan - §<1 - 0)>2] exp [_Z_;: (L"‘” - g (1- o—')ﬂ > dodo’
(C.25)

En primer lugar evaluaremos los valores de expectacion, observando detenidamente la

ecuacion anterior el segundo se resuelve facilmente:

O e ) L G ) N

Qg L27T( ,)2
~ € — — .
or, P\ 12 V77

Mientras que el primer término requiere un poco mas de esfuerzo,
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[re — pl|? v — o))
9 —
<eXp [ i (%2 TNl — o) an? —iNL(I — o)
2 12
1 B L T P
circ(2P) )

~ np? @ +iAL(1 —0) | an? —iNL(1— o

1 R? IR+ Al
TP? circ(2P) P |: " (aa2 + Z)\L(l - U) + (Ia2 — Z)\L(l — O'/) ’

donde A = p — p’. Entonces, considerando coordenadas polares

I — pl|* 7 — || _
<eXp [ 2n (aa2 TN —0) ar—inb(i—-oy)|/]
1 P 4r ARCosl0]
~ 7P, UO P <_aa2 AL (1— 0’)) dé)}

R? R? + A?
9 .
XeXp[ 7r(aa2+z'AL(1—o) +aa2—i)\L(1—J/))} RdR

Integrando la variable angular 6 queda:

2 (T A7 AR R? R? + A?
P? J, O(aa2—i)\L(1—a’)>eXp{ W(aQQ—I—i/\L(l—J) +aa2—i/\L(1—a’))] Rk

Luego tomando P > 1 se resuelve la integral para la variable R,

N 1
- 27P

A? 1 (ao® +iAL(1 — 0)) (as® — AL (1 — 0'/)).

-2
2 XP [ 7T<2aa2+i)\L(—U+0'/)) 20,2 + iAL (—0 + o)

Finalmente se obtiene la covarianza, sin embargo atun resta la integracion de la variable

auxiliar o

BylA, L] =

B i V2K2L? ( Noa,® /1 /1 12
B 27 74 1)1 20,2+ iAL(—0 + o) (C.28)

a=1
A? L*w
exp | —
(2a,2 + AL (—0 + o)) P 4a?

X exp [—2% (o — a')z] dodo’.
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En este punto se aplica un cambio de variables § = 0 — ¢’ y t = o + 0/, la ventaja

radica en que se simplifica una integracion.

Z V2K L2 boa / /1 oL deat . L A?
aWa X 7T— - ,
_14]s) @2 + a2 +i\Lé P a? P ao? + iIALO

) (C.29)

N
V2 k:2L2 L (1 —10])ds L2, A?
Z /_1 m exXp (—ﬂ'ad ) exp (—Wm) y (CBO)

a=1

Z QkQLQQb {/1 (1=9)do exp ( 7TL2 52) exp ( T A ) +
B ol a2 —i\Lo a2 U ag? — AL
IANLO a Qo2 — IALO (C.31)

; ag+z’AL5 P\ P\ 021 inLs )|

De las dos integrales restantes una es el complejo conjugado de la otra, por lo tanto
se resuelve solo una. Tomando la condicién L? > a2, es posible aplicar el método de
Perron (Wong, 1944). El punto § = 0 es el méximo para f[§] = —m? y el pardmetro

es A = L?/a? , mientras que
(1—-9) A?
_ L8 ) 32
S V7 i 4 G sy v (C-32)

De esta forma se asingan todas las partes que componen el integrando y la solucién

viene dada por una serie de potencias:

1 2 2 >
(1—6)ds L*, A N o\ o11
| aamer (re?)er (o am I (7)™ @

[0}

donde
I[(s +1)/2] d°g[d]

2m(s+D)/251  dhs

bs == 5=0- (C34)

Finalmente, tomando los dos primeros términos reales se obtiene,
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o a2 tinbe P\ a2 P\ a2tz )~

o ‘ (C.35)
o — e ) (1= 2
~arev () -5
luego
2k2L2¢a g, AZ
ByA, L] = ZTfe p< " > (1 - E) (C.36)

a=1
Al igual que el caso de los espectros, se introducen las formas explicitas de ¢, (5.9) y

V2 (5.10).

272 2
BylA, L] = ML ZV2¢a—€XP( aA )(1—:—2)

(C.37)
k2L % A? g,
= 7ra12’1+5h1 Z (aoz) 2hont exXp < (I ) <1 - 7T_L>
a=1 o
Luego se toma la sumatoria como una integral de a (Goedecke et al., 2006)
K2 Lin %6, o A? o
Bula 1= TS et e (<nis ) (1- 25)
! a=1 o (C.38)
=KL — Vi /al a?hHon exp AQ (1 - —) da.
mra%hﬂsh an a2 wL

Esto resulta:

+

K v’ 2h+0p+1 A? A?
Bw[A,L] IW aq h L7TEh+%+67h F? —Olether&?h Wa—%

1

2h+ %k 41 A? A?
ay |:—L7TEh+g+62h (Wg> + aNEh+2+%h (wg ,
(
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donde F;(z) es la funcién exponencial E (ExplntegralE).



Apéndice D

Dos consideraciones importantes

Existen dos temas importantes que se han mencionado a lo largo de la tesis pero no se

han podido incorporar previamente. Los mismos se detallan brevemente a continuacion.

Hipdtesis de turbulencia congelada

Para poder conectar las caracteristicas espaciales y temporales del modelo fisico de la
atmosfera, se utiliza la hipdtesis de turbulencia congelada o hipdtesis de Taylor (Taylor,
1938). La misma expresa que las variaciones temporales de las cantidades involucradas
en un punto de la atmosfera, estan producidas por el transporte de estas cantidades
mediante la velocidad media del viento y no por los cambios en estas cantidades por
si mismas. La idea principal es que estas ultimas varian muy poco en un periodo de
tiempo corto con respecto a la variacion del flujo que las acarrea. De esta forma las
variaciones temporales de la turbulencia y sus cantidades inherentes se mueven con el
flujo de forma congelada. Las ventajas de esta hipotesis tienen que ver con la posibilidad
de convertir una estadistica espacial en una temporal mediante el conocimiento de la
velocidad media del viento. Para profundizar lo anterior debemos notar que en la
atmosfera hay dos escalas temporales, una se debe al movimiento del flujo a traves del
camino de observacion, y la otra es la resultante de la dinamica propia de la turbulencia;
es decir, la generacion de eddies. La primera se puede estimar a través de Lo/Vr, donde
Ly es la escala externa y Vr es la velocidad del viento media transversal al camino de
observacion. En este contexto dicha escala temporal es de aproximadamente 1 seg. La
segunda, asociada al tiempo de vida de los eddies (eddy turnover time) es més lenta,

estimativamente del orden de los 10 seg (Andrews y Phillips, 1998). De esta forma, la
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segunda se puede despreciar en comparacion con la velocidad media del viento. Los
eddies se toman como fijos en es espacio y se mueven a traves del camino de obseracion
mediante la velocidad media del flujo para cualquier campo escalar pasivo, u(R,t),
satisface

u(R,t+7) =u(R — Vp7,t)

para cualquier tiempo t. Si bien se ha probado muchas veces como una hipotesis
razonable, también se conocen casos en donde no se cumple, especialmente donde la
velocidad media del viento es muy baja o simplemente no es perpendicular al camino
de propagacién (Poggio et al., 2000; Potvin et al., 2005; He et al., 2010).

Proceso Gaussiano

Un proceso Gaussiano es una de las distribuciones de probabilidad méas conocidas en
estadistica. Su funcuén de densidad de probabilidad (PDF) esa completamente definida

por una funciéon gaussiana con parametros que son, el valor medio p y la desviacién

1 1 <a:—u)2
exp | —=
oV 2T 2 o

Dado que no es el objetivo incursionar completamente en las propiedades del proceso,

estandard o2

simplemente se dirigira la atencion a las dos cualidades que tienen coneccién directa con
este trabajo. En primer lugar se observa que en propagaciéon éptica en medios turbu-
lentos, bajo la aproximacion de Rytov, es necesario el calculo de el valor de expectacion
de la exponencial de la fase compleja, mas precisamente (exp(t))). Considerando que

1 es una variable aleatoria Gaussiana se cumple

(exp(w)) = exp | () + 2 (%) — ()

En el caso de que se pierda la gaussianidad esta ecuacion carece de validez y posi-
blemente sea necesario recurrir a otros momentos de orden superior para estimar ex-

pectacion de la exponencial de la fase.
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Funciones utilizadas en version mathematica

Capitulo 2

Varianza AoA von Karmdn noK

ocAoAVK]a_,Cn2_R_, k0_, kl_,L_ N_|:=
[g] (_ 1)n2—a Cn2 LHIon

n!Gamma[—n-&l-%]Gamma o 4R?

(2R) =20+ Abs[k0]~“Cos [22] Gamma[—1 + a] (2°k0?(2R)?+2"
Abs[k0]?"Gammal(l + n]JGamma [—1 — n + ¢] Gamma [—n + 2]
(=1 4 HypergeometricPFQ [{1 4+ n}, {1,2+n — %}, k0*R?]) +
41 (2R)*Abs[k0]*Gamma [1 + n — £]

Gamma [%} HypergeometricPFQ [{%} ,

{-n+% —n+2%},k0°R?]),{n,0,N}]

Sum | —

Varianza AoA Toselli

oAoATos[a_,Cn2_,R_, k0_, kl_,L_|:=
47T2L (Sin[(o‘—;)’T]Gamma[l%*a]) Cn2 (/{04_QR2 Gamma[gf] .

472 4R? Gamma[%

Gamma [1 — %} K127 (1 — HypergeometriclF1 [1 -5, 1 —HI2R2] ))

Varianza AoA Xue

cAoAXue[Cn2_,L_,a_,b_jal_ bl p_ k ko,10_p|:=



Apéndices 144

Cn210Cos [m} Gammal—1 + ¢]
1al(4 — a)Gamma [2 — 2] — Lb1(25 — 6a)Gamma (22— 2]+

,%)Gamma[ ]Garnma[ 1+a]Sm[ m(— 3+a)]) *5+a

(
(

4

(—%2%*LGamma [2 — ¢]
(3al(4 — a)Gamma [2 — §] — £b1(25 — 6a)Gamma [2 - 2]+
(1-%)Gammal 3+ ]GaTma[ 1+a]Sin[ 4 (—3+a)]
(1/k0?10° (3a1(4 — a)Gamma [2 — §] —
+b1(25 — 6a)Gamma [2 — ¢] + L (1 - %) Gamma[
2 + 2] Gamma[—1 + o]Sin [§7r(—3 + a)] )7*5”
(4K0% + 4 (3a1(4 — 0)Gamma [2 — §] —
£b1(25 — 6a)Gamma [22 — ¢] +

= (1 — %) Gamma [3 + ] Gamma[—1 + o]
Sln [i7(=3+a)]) = zb?K0%p?
(3a1(4 — a)Gamma [2 — 2] — £b1(25 — 6a)

Gamma (2 — 4| + L (1 - ¢) Gamma |3 +

)—‘O

75+a

5]
Gamma[—l—l—oz]Sm[ (=3 +a)]) 52*")) T
2=l LGamma [2 — 2] (1,107 (3al(4 — a)Gamma [2 — ¢] —
Lb1(25 — 6a)Gamma [2 — 2] + L (1 - 2) Gamma[

2+ 2] Gamma[—1+ a]Sin [17(— 3 + a)] )7*5”

(4K0% + 4 (3al(4 — a)Gamma [2— 2] — £b1(25—
6c)Gamma [22 — ¢] + & (1 — ¢) Gamma [3+

2] Gamma[—1 + ]Sin [2 (=34 a)]) = +

S20%k0%p? (381(4 — o) Gamma [2 — §] —

#b1(25 — 6a)Gamma [22 — ¢] +

i+ (1) Gomma [} + 5] Gammal 1+
S+ )

23—a+5b1LGamma [1 (4 — o+ ﬁ)] (10 (%a1<4 — Q)Gamma [2 — %} _
#b1(25 — 6a)Gamma [22 — ¢] +

_ -1+
(1—7)Gamma[ +< ]Gamma[ 1+a]Sln[ m(— 3+a)]> 5+a>
4

[N]1)
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(25107 (2al(4 — a)Gamma [2— 2] — Lb1(25 - 6a)

Gamma [2 — 2] + L (1 - ¢) Gamma [3 + 4]

Gammal|—1 + «]Sin [2 (=3 + Q)D —Fra
(4k0 + ozd (3al(4— a)Gamma [2— 4] — Lb1(25—

6a) Gamma, [5 — %} + 4 (1 — —) Gamma, [2—1—

5] Gamma[ 1+ a]S1n [2 ( 3+ O[)D —Fa +
10%()%02/)2 (3al(4 — )Gamma [2 — §] —

2
#b1(25 — 6a)Gamma [22 — ¢] +

L (1-2) Gannna 3 + §] Gammal—1+
3(—4+a—p)

s34 ) 7))

2%0LGamma [2 %] (1a1(4 — a)Gamma [2 — %] _

#b1(25 — 6a)Gamma [22 — ¢] +

1
(1——)Gamma[2+2]Gamma[ 1+a]Sln[ w(— 3+a)]> —5+a

47

( HO2 +1/<4’%O )

10* (5a1(4 — a)Gamma [2— 2] — Lb1(25 — 6a)
Gamma [% - 3] + & (1 - ) Gamma [2 + 3
Gammal|—1 + a|Sin [2 (=3 +a)])” " (4ro’+
24 (3al(4 — a)Gamma [2— 2] — £Db1(25 — 6av)

Gamma [2 — 2] + L (1-9) Gamma 2+ 4]
Gamma[ 1—|—04]Sln [2 ( 3—|—Oz)D —=a +

2b?K0%p? (131(4 a)Gamma [2 — ¢] —

10%
£b1(25 — 6a)Gamma [22 — &] +
(1 — —) Gamma [3 2] Gammal|—1 + a]

—2+5

S ftr(-a v al) )

salLGamma [2 — & (-5 + (Lal(4 —a)
Gamma [2 — ¢] — {£b1(25 — 6c)
a2~ 3] + 4 (1 — §) Gamma [§ + 3]

Gamma[—1 + a]Sin [$7(=3+ a)])~ —Fra (4k0*+
24 (3al(4 — a)Gamma [2— 9] — &£b1(25 — 6a)
o[£~ 8] + & (1 - 3) Ganm [ + 2
Gamma[—l + a]Sul [2 ( 3+ Oé)D “5Fa
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220%K0%p? (3al(4 — o)Gamma [2 — 2] —

L #%b1(25 — 6a)Gamma [E — %} +

= (1 - %) Gamma [3 + ¢] Gamma[—1 + o]
L(—5+a)

Sln[ (- 3—‘,—0&):|)75+a>>2 _

sb1LGamma [1(4 — o+ £)] (10 (3a1(4 — o)Gamma [2 —

2

£b1(25 — 6a)Gamma [2 — 2] +

__1 —1+8
(175)Gamma[ ]Gamma[ 1+a]S1n[ (- 3+a)]) —5to
4
(=L + $1510% (2al(4 — a)Gamma [2 — ¢] — £b1(25 —
Gamma [ — 2] + (1 — 2) Gamma |3 + ¢

Gammal|—1 + «]Sin [2 (=3+a)])” e (4k0%+
24 (3al(4 — a)Gamma [2— 2] — £b1(25 — 6a)

Gamma [§ - %} + 4 (1 — —) Gamma [3 + %}

Gamma[—l + a]sln [2 ( 3+ Q)D e +

S20%K0% p? (3al(4 — @)Gamma [2 — 2] —

£b1(25 — 6a)Gamma [22 — ¢] +

= (1 — %) Gamma [3 + ] Gamma[—1 + o]
i(—4+a-p)

A

(21 “k2Gamma [1 — %} (1a1(4 — a)Gamma [2 — %} _
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