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Resumen

El radar es un sistema de sensado remoto que utiliza técnicas de procesamiento estadistico de
senales para obtener informacién de la senal recibida. Los radares convencionales son sistemas
activos que operan transmitiendo energia en forma de ondas electromagnéticas y recibiendo
las senales reflejadas por el entorno y el objeto iluminado.

Una de las dificultades a tener en cuenta en los sistemas de radar es que la senal de interés
suele encontrarse obscurecida por las reflexiones producidas por el ambiente, fenémeno al que
se denomina clutter. Generalmente, y dependiendo de la aplicacion, el clutter es considerado
una fuente de interferencia y perturbaciones cuyos efectos se deben eliminar o reducir. Por lo
tanto, en vista de su naturaleza aleatoria, es importante el desarrollo de métodos estadisti-
cos de procesamiento de senales para poder detectar objetivos y estimar sus propiedades en
situaciones de clutter intenso y dindmico. Para obtener algoritmos eficientes, es fundamental
utilizar modelos realistas de las senales recibidas por el radar. Estos modelos deben enfatizar
las diferencias entre el objeto de interés y el clutter. De esta forma, los métodos de procesa-
miento de senal son usados para separar el objetivo del clutter y reducir el efecto degradante
de este tultimo.

En esta tesis se aborda el problema de deteccién en presencia de clutter dinamico para
aplicaciones de radar. En especial se desarrollan modelos que contemplan las variaciones del
escenario y utilizan la historia del clutter para mejorar su caracterizacién en el instante actual
y las predicciones a tiempo futuro. La primera alternativa considera el clutter como una serie
temporal que presenta heteroscedasticidad condicional autorregresiva generalizada, utilizan-
do los denominados procesos GARCH. Este tipo de procesos poseen la caracteristica de ser
impulsivos, pero presentan la desventaja de que no cuentan con una expresién explicita para
su funcién densidad de probabilidad. Por este motivo, se analizan alternativas para estimar
sus pardmetros y determinar la calidad de la estimacién. Asimismo, se adaptan los test de
hipétesis usuales para deducir un esquema de deteccién basado en el modelo GARCH.

Con el fin de incorporar informacién de miltiples pulsos en los instantes de decision, se
extiende el modelo anterior combinando un proceso GARCH en dos dimensiones (GARCH-
2D) con un proceso autorregresivo (AR) y se deriva el detector correspondiente para este
modelo de clutter. La parte GARCH-2D del modelo preserva la propiedad impulsiva de los
procesos GARCH y la AR en las innovaciones permite modelar la correlaciéon pulso a pulso

que existe en los datos.
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En ambos casos se deducen expresiones para las probabilidades de falsa alarma y, dada su
complejidad matematica, la probabilidad de deteccién se evaltia por medio de simulaciones
numéricas. Ademds, se analiza la sensibilidad del desempeno de los detectores ante errores en
la estimacién de sus parametros. A pesar de que no resultan de tasa de falsa alarma constante,
muestran un comportamiento robusto en situaciones practicas. Por ultimo, el desempeno de
los detectores propuestos es comparado con algoritmos de deteccion existentes en la literatura
utilizando mediciones reales de clutter maritimo. Los resultados muestran que presentan un
mejor desempeno respecto de los demas detectores, es decir, una probabilidad de deteccién
mayor para una tasa de falsa alarma menor, independientemente de la relacion senal a clutter.

Finalmente se estudia el problema de estimacién secuencial de los parametros de los procesos
GARCH. Si bien de los anélisis de sensibilidad se concluye que en los detectores porpuestos no
es necesaria una actualizacion frecuente de los mismos, su estimacién es la etapa de mayor costo
computacional en los esquemas de deteccién propuestos. Siguiendo el enfoque de estimacién
Bayesiano se deduce un estimador lineal de minimo error cuadratico medio para la varianza
condicional de los procesos GARCH, que es el pardametro del cual depende el estadistico de
los detectores desarrollados. La deduccién del algoritmo es andloga a la del filtro de Kalman,

pero en este caso las matrices del sistema son aleatorias.
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Abstract

Radar is a remote sensing system that uses techniques of statistical signal processing to
obtain information from the received signal. The most common radars are active systems that
radiate an electromagnetic wave into space and receive the echo signals reflected from a target
and its environment.

One of the difficulties to consider in radar systems is that the signal of interest is obscured by
reflections from the environment, a phenomenon called clutter. In general, and depending on
the application, clutter is considered an interference source whose effects should be eliminated
or mitigated. Due to its random nature it is important to develop statistical signal processing
methods for target detection and for estimation of its properties in intense and dynamic clutter
situations. Realistic modeling of the received signals is essential to obtain efficient algorithms.
These models should emphasize the differences between the target and the clutter. Thus, signal
processing methods are employed to detect target echoes in presence of clutter.

In this thesis we address the detection problem in the presence of dynamic clutter for radar
applications. Specifically, we develop models which consider the environment changes and use
the process history to improve their characterization at current time and for future predictions.
First, we propose modeling the clutter as a time series, using Generalized Autoregressive
Conditional Heteroscedastic (GARCH) processes. One of their main characteristic of these
models is their heavy tailed probability density function, but they have the disadvantage that
an explicit expression for their probability density function does not exist. For this reason,
we analyze alternatives to estimate their parameters and to determine the estimates quality.
Moreover, we adapt a conventional hypothesis test to derive a detection scheme based on the
GARCH model.

In addition, we extend the previous ideas by proposing a second clutter model that combines
a GARCH-2D process with an AR process to use the information of multiple radar pulses at
each decision instant. The GARCH-2D part of the model preserves the impulsivity property of
the GARCH processes, i.e., it preserves the heavy tailed pdf, and the AR model in the innova-
tions lets us model pulsewise correlation. In both cases, we carry out a theoretical analysis to
determine its false alarm probability and we compute by means of numerical simulations the
detection probability to evaluate the detectors performance. We also analyze how the error in
the estimation of their parameters affect their performance. Although the resulting detectors

are not of constant false alarm rate, we show that they are very robust with respect to the pro-



cess coefficients in practical situations. We compare the performance of the proposed detectors
with the performance of other detection algorithms in the literature using the sea radar data
measurements. The results show that our detectors outperform the others detectors, i.e. our
method results in a higher detection probability for a lower false alarm rate, independently of
the value of signal to clutter ratio.

Finally, we study the sequential estimation problem of the GARCH processes parameters.
While from the sensitivity analysis we conclude the coefficients estimates of the proposed
detectors do not need to be updated often, the estimation of the GARCH process parameters is
the stage of greatest computational cost of the proposed detection schemes. Since the statistics
of the proposed detectors depend on the conditional variance of the GARCH process, we
derive a linear mean square error estimator for it using a Bayesian estimation approach. The

derivation parallels the Kalman filter, but in this case the system matrices are random matrices.
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Capitulo 1

Introduccion

En general los murciélagos producen repugnancia o temor entre los seres humanos. Los moti-
vos de este comportamiento pueden justificarse en su aspecto fisico, en sus habitos nocturnos,
en que algunas de sus especies se nutren de sangre o bien en que son uno de los iconos del cine
de terror. Sin embargo, la forma de orientarse que utilizan la mayor parte de las especies de
murciélagos, la ecolocacién, podria ser la fuente de inspiracion en la naturaleza de los sistemas
de radar. La ecolocacion, es un sistema de percepcién que consiste en la emisién de sonidos
que rebotan al encontrar un obstéculo (Neuweiler, 2000). Los ecos producidos a su retorno se
transmiten al cerebro a través del sistema nervioso auditivo y les ayuda a orientarse. Logran
asi, por ejemplo saber la distancia hasta el objeto, o los objetos, donde se produce el rebote,
midiendo el tiempo de retardo entre la senial que ha emitido y la que ha recibido.

Los radares convencionales son sistemas activos que operan transmitiendo energia en forma
de ondas electromagnéticas y recibiendo las sefiales reflejadas por la regién y el objeto ilumi-
nado. En el receptor, se utilizan técnicas de procesamiento estadistico de seniales para obtener
informacién de interés de la senal recibida (Skolnik, 2001).

La historia del radar comienza con la teoria moderna del electromagnetismo. Sin embargo,
como ha ocurrido con gran parte de los avances tecnoldgicos los desarrollos de los sistemas ra-
dar fueron impulsados por necesidades militares. La aparicién de aviones bombarderos pesados
hacia fines de 1930 fue uno de los hechos que dio lugar a la utilizacién del radar en operaciones
militares (Skolnik, 2001). El objetivo era contar con alertas tempranas a grandes distancias
cuando un bombardero se aproximaba. Durante la segunda guerra mundial la tecnologia de

radar crecié rapidamente, con grandes desarrollos independientes en los distintos paises invo-



Capitulo 1. Introduccién

lucrados (Skolnik, 2001). En la actualidad, el uso del radar con fines militares sigue siendo una
de sus aplicaciones dominantes, utilizado en vigilancia de fronteras, navegacion o guiado de
misiles, en tierra, aire o agua. Sin embargo, su utilizacién se ha ampliado en numerosos campos
de aplicacién. Su uso mas comun es el radar para control de tréfico, cuya funcién es la de medir
la velocidad de automoviles en rutas y autopistas con el objetivo de controlar que se respeten
los limites existentes. Otro ejemplo son los radares meteorolégicos utilizados para monitorear
y predecir el clima o en estudios atmosféricos. Una aplicacién habitual del radar, que afecta
a un gran numero de personas, son los sistemas de control de trafico aéreo, donde su funcién
es guiar aviones comerciales en sus trayectos y en la vecindad de los aeropuertos. A bordo de
aviones los radares son usados para determinar altitud y evitar tormentas severas. Asimismo,
son utilizados por barcos para evitar coliciones y para la deteccion de boyas. También, radares
montados en vehiculos espaciales son una importante herramienta utilizada en el mapeo de la
topologia de la tierra y de caracteristicas medio ambientales, como condiciones de los océanos
o de los hielos continentales, condiciones forestales, el uso de la tierra o contaminacién (Ri-
chards, 2005). Finalmente, y de manera atin experimental, los radares se estan utilizando para
ordenar automaticamente el transito de vehiculos en autopistas.

Una de las dificultades a tener en cuenta en los sistemas de radar es que la sefial de interés
suele encontrarse obscurecida por las reflexiones producidas por el ambiente, fenémeno al que
se denomina clutter (Haykin, 1985). Los ejemplos més comunes de clutter son las reflexiones
producidas por superficies de tierra (u objetos sobre el nivel del terreno), superficies marinas,
y ciertas condiciones atmosféricas (lluvia, granizo y nieve). Generalmente, y dependiendo de la
aplicacién, el clutter es considerado una fuente de interferencia y perturbaciones cuyos efectos
se deben eliminar o reducir. Por lo tanto, en vista de su naturaleza aleatoria, es importante el
desarrollo de métodos estadisticos de procesamiento de seniales para poder detectar objetivos y
estimar sus propiedades en situaciones de clutter intenso y dinamico. Para obtener algoritmos
eficientes, es fundamental utilizar modelos realistas de las senales recibidas por el radar. Estos
modelos deben enfatizar las diferencias entre el objeto de interés y el clutter. De esta forma, los
métodos de procesamiento de senal son usados para separar la senal proveniente de reflexiones
en el objetivo del clutter y reducir el efecto degradante de este ultimo.

Para representar los datos en problemas de radar los métodos convencionales utilizan dis-
tintas distribuciones estadisticas que se ajustan a los datos reales de clutter. Dependiendo
de la aplicacién y el escenario de operacién, las distribuciones mas usadas son la lognormal,
Weibull y K (Goldstein, 1973; Sekine et al., 1979; Shnidman, 1999; Sangston et al., 2012), y
en ambientes con ruido impulsivo distribuciones alfa-estables o con colas pesadas (Zha y Qiu.,
2006). Los métodos mencionados para caracterizar el clutter son independientes del tiempo.
No obstante, es importante destacar que en muchas aplicaciones el escenario puede cambiar.
Por ejemplo, el cambio en las condiciones climaticas modifica el clutter maritimo; o en radares
montados en vehiculos aéreos, el escenario cambia a medida que la aeronave sobrevuela el
territorio.

En particular los radares que operan en ambientes maritimos poseen una seria limitacion



en su desempeno debido a las reflexiones no deseadas (Gini y Greco, 2001; Jakeman y Pusey,
1976). El clutter en estos casos es impulsivo y los impulsos en muchos casos son procesados
por el radar como objetivos, incrementando la probabilidad de falsa alarma. Por lo tanto uno
de los problemas de estudio en los sistemas de radar es el modelado del clutter con modelos
que no sean Gaussianos para el diseno de detectores 6ptimos o sub-éptimos.

En esta tesis se desarrollan modelos dindmicos de clutter que contemplan las variaciones del
escenario y utilizan la historia del clutter para mejorar su caracterizacién en el instante actual
y las predicciones a tiempo futuro. En primer lugar se estudia el modelado del clutter a través
de series temporales que presentan heteroscedasticidad condicional autorregresiva (GARCH
por sus siglas en inglés). Estos procesos son muy utilizados en econometria para modelar
diversos indices financieros (Engle, 1982; Bollerslev, 1986). Presentan como caracteristicas las
de ser impulsivos y de agrupamiento de su volatilidad, es decir grandes cambios tienden a ser
seguidos de grandes cambios y pequenos cambios tienden a ser seguidos de pequenos cambios.
En contraposicién, poseen la desventaja de que no cuentan con una expresién explicita para su
funcién densidad de probabilidad (fdp). Por este motivo, en esta tesis se analizan alternativas
para estimar sus parametros y determinar la calidad de la estimacién, esto ultimo a partir de
una aproximaciéon de la cota de Cramér-Rao y a través de simulaciones numéricas. También
se incluye el ajuste del modelo a mediciones reales de clutter maritimo. El andlisis realizado
confirma que los procesos GARCH permiten una adecuada representacion de las estadistica
de los datos.

En segundo lugar se propone un modelo para el clutter que resulta de la combinacién de un
proceso GARCH en dos dimensiones (GARCH-2D) con un proceso autorregresivo (AR). La
parte GARCH-2D del modelo preserva la propiedad impulsiva de los procesos GARCH y la AR
en las innovaciones permite modelar la correlacién. Como en el topico anterior se desarrolla un
algoritmo de estimacién para sus parametros y se utiliza para realizar un ajuste a mediciones
de clutter maritimo.

Se estudia también el problema de deteccién asociado a cada uno de los modelos descriptos.
Con este objetivo, se adaptan los test de hipdtesis usuales para sortear la dificultad impuesta
por la falta de expresiones explicitas para las fdp’s de los modelos propuestos. El enfoque del
detector resultante a partir del segundo modelo es diferente del que se obtiene basado en un
modelo GARCH para el clutter. Debido a que los procesos AR-GARCH-2D modelan el clutter
en dos dimensiones su detector asociado toma cada decisién usando informacién de multiples
pulsos. En cambio, en el caso del detector GARCH el clutter es modelado considerando las
realizaciones en rango, es decir, se cuenta con una unica realizacion del proceso por pulso
transmitido.

Para ambos detectores se deducen expresiones para sus probabilidades de falsa alarma vy,
dada su complejidad matematica, la probabilidad de deteccion se evaliia por medio de simu-
laciones numéricas. Asimismo, se analiza la sensibilidad del desempeno de los detectores ante
errores en la estimacién de sus pardmetros. A pesar de que no resultan de tasa de falsa alarma

constante, muestran un comportamiento robusto en situaciones practicas.
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Ademis, se evalia el desempeno de los detectores obtenidos utilizando las mediciones de
clutter maritimo. Al mismo tiempo, se comparan con detectores del mismo tipo en cada caso.
El GARCH se contrasta con un detector Gaussiano (Richards, 2005) y con uno Weibull (Ravid
y Levanon, 1992), mientras que el AR-GARCH-2D se compara con el test de relacién de
verosimilitud generalizado (GLRT por sus siglas en inglés) (Kelly, 1986), el detector adaptivo
lineal-cuadratico (ALQ por sus siglas en inglés) (Gini y Greco, 1999) y el test de relacién de
verosimilitud autorregresiva generalizada (ARGLR por sus siglas en inglés) (Sheikhi et al.,
1998).

Las caracteristicas de los procesos del tipo GARCH surgen del hecho de que su varianza
instantdnea se modela como un proceso autorregresivo de media mévil (ARMA por sus siglas
en inglés) y es justamente de este parametro del cual depende el umbral en los esquemas de
deteccién correspondientes a estos modelos. Por este motivo, finalmente se estudia el problema
de estimacion secuencial de los parametros de los procesos GARCH, con el objetivo de contar
con un mecamismo que permita actualizar la varianza en cada instante de decisién.

Suponiendo que los coeficientes del proceso son conocidos, las ecuaciones que describen el
modelo pueden escribirse como un sistema lineal de tiempo discreto. En estas condiciones,
siguiendo el enfoque de estimaciéon Bayesiano se deduce un estimador lineal de minimo error
cuadratico medio (LMMSE por sus siglas en inglés) para la varianza condicional de los procesos
GARCH, que es el parametro del cual depende el estadistico de los detectores desarrollados. La
deduccién del algoritmo es analoga a la del filtro de Kalman, pero en este caso las matrices del
sistema son aleatorias (Koning, 1984). En una segunda etapa se considera que los pardmetros
del proceso son desconocidos, lo que lleva a un sistema de estados no lineal y como consecuencia
a un estimador LMMSE extendido, con un enfoque similar al procedimiento seguido para
obtener el filtro Kalman extendido (Simon, 2006).

Desde un punto de vista general los andlisis del clutter presentados en la tesis estan moti-
vados por su relevancia en el diseno exitoso de sistemas de radar. En particular el desarrollo
de algoritmos de deteccién se lleva a cabo por medio de modelos que describen adeacuada-
mente el clutter, pero principalmente, que resultan significativos al momento de predecir sus

desempenos.

1.1. Resultados preexistentes

En radares de baja resolucion, durante muchos anos el clutter fue modelado de manera acep-
table, excepto para angulos bajos de incidencia, por medio de la distribucién Gaussiana para
la amplitud de las mediciones o, equivalentemente, la distribucién Rayleigh para su intensidad
(Marcum, 1960; Swerling, 1960). Sin embargo en radares modernos de mejor resolucién se ha
observado que la estadistica del clutter se aparta de la del modelo Gaussiano. En Haykin et al.
(1991) y en Farina et al. (1997) se realizan andlisis detallados de datos experimentales recogidos
por el radar IPIX de la Universidad de McMaster desde un acantilado en Dartmouth, Nueva

Escocia. Ambos trabajos se concentran en el ajuste de diferentes distribuciones a los datos y se
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concluye que éstos se apartan de la distribucién Gaussiana, indicando que la K y la Log-normal
son las describen mejor su intensidad, dentro del conjunto de distribuciones consideradas. Por
otro lado, en Anastassopoulos et al. (1999) se analizan datos maritimos provenientes de un
radar de apertura sintética (SAR por sus siglas en inglés) en las bandas X y C, arribando
a la conclusién de que la funcién densidad de probabilidad compuesta generalizada (GC-pdf
por sus siglas en inglés) es la més conveniente para representar las mediciones de SAR. En los
radares de alta resolucién las celdas de resolucién en rango son pequenas dando como resultado
densidades de clutter con colas pesadas que no pueden representarse adecuadamente a través
de la distribucién gaussiana.

Estos estudios dieron lugar a la modelizacién del clutter utilizando una amplia variedad de
distribuciones. Dependiendo de la aplicacion, las més usadas son la Weibull, la Log-normal, la
K (Shnidman, 1999; Sangston y Gerlach, 1994), también se ha empleado la distribucién Pareto
(Weinberg, 2011), las GC-pdf’s (Shang y Song, 2011; Sangston et al., 2012; Cui et al., 2012) o
bien se ha caracterizado como un proceso aleatorio esféricamente invariante (Conte y Longo,
1987). Algunas de estas distribuciones logran un buen ajuste a las mediciones del clutter,
sin embargo es importante destacar dos cuestiones. La primera es que son independientes del
tiempo y en muchos casos el entorno del radar puede cambiar abruptamente (Li et al., 2009)
llevando a una degradacion en el desempeifio del radar en un escenario real. En segundo lugar,
en general no es posible obtener un esquema de deteccién asociado a estas distribuciones,
llevando a soluciones sub-éptimas o ad hoc que luego son evaluadas con datos sintéticos del
modelo propuesto.

En esta tesis se propone la utilizacién de series temporales que presentan heteroscedastici-
dad condicional autorregresiva (ARCH por sus siglas en inglés). Los procesos ARCH fueron
propuestos por Engle (1982) y han sido ampliamente utilizados en econometria para mode-
lar diversos indices financieros (Ding et al., 1993; Gouriéroux, 1997). Se caracterizan por ser
condicionalmente Gaussianos, con varianza condicional variante en el tiempo. Posteriormente
Bollerslev (1986) introdujo una extensién de los procesos ARCH a los procesos GARCH, de
manera similar a la extensiéon de un proceso AR, en series temporales, al proceso ARMA ge-
neral. Debido a su popularidad en el campo de la econometria este tipo de procesos han sido
extensamente estudiados. Se han propuesto métodos para la estimacion de sus pardmetros
(Berkes et al., 2003; Francq y Zakoian, 2004; Straumann, 2005; Francq y Zakoian, 2007) y se
han analizado las propiedades de los dichos estimadores (Weiss, 1986; Lee y Hansen, 1994;
Berkes y Horvéth, 2003, 2004).

Recientemente los procesos GARCH también fueron utilizados en la modelizacién del ruido
en aplicaciones de sonar (Amiri et al., 2007). Asimismo, en Noiboar y Cohen (2007) se propuso
una extension multidimensional de estas series temporales y se empled en el modelado de
coeficientes de la transformada wavelet para la deteccién de anomalias en aplicaciones de
sonar. Més tarde, se realizé un andlisis analogo para la supresién de speckle en procesamiento
de imagenes SAR utilizando procesos GARCH-2D (Amirmazlaghani et al., 2009).

Por otra parte existen numerosos trabajos donde se estudian algoritmos de deteccién adapti-
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va para sistemas de radar. Este problema cobra importancia debido a que los radares modernos
operan en ambientes no-homogéneos y no-estacionarios. Naturalmente, a causa de su tratabli-
dad matematica los primeros resultados encontrados en la literatura suponen que el clutter es
Gaussiano (Reed et al., 1974; Kelly, 1986; Bose y Steinhardt, 1995; Sheikhi et al., 1998; Kraut
y Scharf, 1999). En Reed et al. (1974) se analiza un método para la deteccién de una senal
conocida en presencia de interferencia Gaussiana con matriz de covarianza desconocida. Se
utilizan dos conjuntos de datos de entrada, los cuales se denominan primario y secundario. La
posibilidad de que exista sefial presente solo se contempla para los datos primarios, mientras
que se supone que los datos secundarios solo se componen de muestras de clutter, independien-
tes e idénticamente distribuidas de las componentes de clutter de los datos primarios. En este
algoritmo los datos de entrada secundarios se utilizan para estimar la matriz de covarianza del
clutter. Luego, los datos primarios son pasados por el filtro adaptado con ruido coloreado y
la salida es comparada con un umbral. Sin embargo, no se da una regla para determinar este
ultimo, cuyo valor es el que controla la probabilidad de falsa alarma.

En Kelly (1986) se reconsidera el problema como un ejercicio de test de hipdtesis con una
generalizacién del modelo de senal, se supone que no es completamente conocida. En el método
de Reed et al. (1974) se reemplaza por un test de verosimilitud generalizado donde se incluyen
tanto los datos de entrada primarios como los secundarios. La probabilidad de falsa alarma de
la regla de decision resultante posee la propiedad de no depender de la matriz de covarianza del
clutter. En el caso del detector propuesto en Sheikhi et al. (1998) el planteo es anédlogo, pero
la interferencia se modela por medio de un proceso autorregresivo con el objetivo de imponerle
una estructura a su matriz de covarianza. A diferencia de los esquemas anteriores en este caso
el detector se ajusta a si mismo utilizando tinicamente el conjunto de datos primario.

Con el sustento del anélisis de datos experimentales, el problema de detecciéon adaptiva con
clutter no-Gaussiano también ha sido investigado (Conte et al., 1996; Richmond, 1996; Gini
et al., 1998; Gini y Greco, 1999; Sangston et al., 1999). En el caso estudiado por Richmond
(1996) la interferencia se modela como Gaussiana-compuesta y se supone que la textura de los
datos de entrada primarios y secundarios estd completamente correlacionada. Por otro lado,
Gini y Greco (1999) proponen una solucién sub-6ptima para la deteccién de objetivos con
modelo Swerling I inmersos en clutter con distribuciéon Gaussiana-compuesta, en particular
con distribucién K. Este detector, al que se denomina adaptivo lineal-cuadrdtico, es de falsa
alarma constante (CFAR por sus siglas en inglés) respecto de la fdp de la amplitud de la senal
y si bien es bastante insensible a la estructura de la matriz de covarianza del clutter, no resulta
CFAR respecto de este pardmetro.

Otros trabajos estudian comparativamente el desempeno de estos detectores utilizando me-
diciones reales de radar (Gini et al., 2000; Maio et al., 2005). De estos resultados es interesante
destacar que ain cuando la estadistica de los datos de clutter no se ajusta a la distribicién
Gaussiana, el desempeno de detectores asociados a ésta es comparable, y en algunos casos me-
jor, al de esquemas de deteccién disenados para modelos que la representan mejor. La causa

de este comportamiento es que la complejidad matematica de los modelos no-Gaussianos lleva
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a soluciones ad hoc o sub-éptimas.

Finalmente, los sistemas de tiempo discreto con parametros aleatorios aparecen en aplica-
ciones tales como control digital de procesos quimicos (Yaz y Skelton, 1994), en seguimiento
de objetivos multiples (Luo et al., 2012) o en sistemas de control a través de redes de datos
(Sun y Ma, 2014). Koning (1984) aborda el problema de estimacién lineal 6ptima de estados
en el caso general de un sistema lineal de tiempo discreto con parametros estocasticos, los
cuales son estadisticamente independientes con respecto al tiempo. El estimador se deduce
transformando el sistema en un sistema con pardmetros deterministicos y ruidos de estado
y observacién aditivos y dependientes de los estados. Estos resultados han sido utilizados en
aplicaciones de sensado multiple (Luo et al., 2008) y en algoritmos de asociacién de datos en
problemas seguimiento de objetivos multiples (Luo et al., 2012).

Por su parte, en los sistemas de control en red los retardos aleatorios, la pérdida de paquetes
y los devanecimientos de los datos son los fenémenos que llevan al modelado estocéstico del
sistema. El problema de estimacion lineal éptima para este tipo de problemas ha sido estudiado
en Sun et al. (2008); Moayedi et al. (2010); Ma y Sun (2011).

1.2. Contribuciones originales

Las principales contribuciones de esta tesis estan relacionadas con la modelizacién estadistica
del clutter y la deteccion en aplicaciones de radar convencional.

Se propuso como modelo dindmico del clutter la utilizacién de series temporales que pre-
sentan heterocedasticidad condicional autorregresiva generalizada (GARCH). Se adecué el
método de estimaciéon comunmente utilizado para los pardametros de estos procesos aleatorios,
a situaciones donde el nimero de muestras disponible no es suficiente para obtener un error
razonable. Esto permitié ajustar el modelo a mediciones reales de clutter maritimo. En ba-
se al modelo GARCH para el clutter se dedujo un esquema de deteccion adaptando los test
de hipotesis usuales, debido a que no se cuenta con una expresion explicita para su funcién
densidad de probabilidad. Se evalué el desempeno del detector obtenido y se comparé con el
de otros detectores existentes en la literatura. Los resultados se presentaron en Pascual et al.
(2011) y fueron publicados en Pascual et al. (2013b).

Otro aporte realizado es la evaluacién de desempeno en la estimacién de los coeficientes de
un proceso GARCH, utilizando una aproximacién de la cota de Cramér-Rao a partir de la
densidad de probabilidad de méxima entropia que se obtiene como soluciéon al problema de
momentos (Pascual et al., 2013a).

Con el objetivo de incluir informacién de multiples pulsos en los instantes de decision,
se extendié el modelo mencionado combinando un proceso GARCH de dos dimensiones con
uno autorregresivo, dando lugar a lo que se denominé procesos AR-GARCH-2D. Se analizaron
condiciones para su estabilidad y se dedujo un procedimiento de estimacién de sus parametros,
andalogo al de los procesos GARCH. Se ajusté el modelo a datos reales de clutter maritimo. Se

debe tener en cuenta que los procesos AR-GARCH-2D representan una familia de modelos, lo
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que hizo necesario utilizar un criterio de seleccién de modelos para elegir aquel que presenta
el compromiso 6ptimo entre complejidad y calidad del ajuste. Ademas, se obtuvo un detector
asociado a este modelo, se evalué su desempefio y se compard con el de otros detectores
existentes. Los resultados que se muestran en la tesis fueron publicados en Pascual et al.
(2014c).

Los estadisticos de los detectores propuestos dependen de la varianza condicional de los
procesos, la cual varia temporalmente. Por este motivo, se estudio el problema de su estimacion
de forma secuencial. Bajo la hipétesis de que los coeficientes del proceso son conocidos, el
modelo puede escribirse como un sistema de estados lineal de tiempo discreto con matrices
aleatorias. Siguiendo el enfoque de estimacion Bayesiano se derivé un estimador lineal de
minimo error cuadratico medio para la varianza condicional de los procesos GARCH. Los
resultados obtenidos fueron presentados en Pascual et al. (2014a).

Por otro lado, se generalizaron estas ideas considerando el caso en que los coeficientes son
desconocidos. Haciendo un paralelismo con el filtro de Kalman, se aumenta el vector de estados
con los pardmetros desconocidos. En estas condiciones el sistema de estados resultante es no
lineal dando lugar a un estimador LMMSE para el vector de estados andlogo al filtro de
Kalman extendido. Respecto a este tema, los resultados presentados en esta tesis aiin no han

sido publicados.

1.3. Organizacién de la tesis

El capitulo 2 presenta una introduccién donde se describen las mediciones de radar que
se utilizaran en el desarrollo de la tesis. Se exponen los modelos matematicos usualmente
empleados para representar el clutter, los que se ajustan a datos reales y se realiza un analisis
comparativo entre ellos. Ademds, se detallan las herramientas existentes para la deduccién
de esquemas de deteccién que permitirdn desarrollar los algoritmos propuestos a lo largo del
trabajo.

Del capitulo 3 en adelante se presentan las diferentes contribuciones originales de la tesis en
el ambito de la deteccién de radar en presencia de clutter dinamico.

En el tercer capitulo se propone la modelizacion en rango del clutter utilizando los procesos
GARCH. Se describe la estructura de este tipo de procesos, se detalla un método de estimacion
de sus parametros y se caracterizan sus estimados. Debido a que no se cuenta con una expresién
explicita para su fdp, se da una aproximacion de la cota de Cramér-Rao para la varianza
de los estimadores de sus coeficientes, que resulta de considerar la distribuciéon de méaxima
entropia dado un conjunto de momentos conocidos. Ademads, se realiza el ajuste del modelo
a las mediciones a través de un método alternativo propuesto, a causa de que el nimero
de muestras por pulso no es suficiente para alcanzar un error de estimacién razonable en
una situacién practica. Finalmente, se deduce un esquema de deteccién basado en el modelo
GARCH para el clutter y se analiza su desempeno tanto de manera teérica como experimental

por medio de los datos reales.
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En el capitulo 4 se ataca el problema de deteccién en rango y tiempo. Se presenta un modelo
que permite modelar el clutter en dos dimensiones combinando un proceso GARCH-2D con
un proceso autorregresivo. Se describe un procedimiento de estimacién de sus coeficientes, a
través del cual se realiza un ajuste a las mediciones de radar. Se deduce un nuevo esquema
de deteccion asociado al modelo AR-GARCH-2D y se analiza su desempeno de forma anédloga
a lo realizado a con el detector GARCH en el capitulo 3. Utilizando un criterio de seleccién
de modelos se elige el proceso que mejor representa a los datos. Por ltimo, se compara el
desempenio del detector asociado al modelo elegido con el de algoritmos de deteccién existentes
en la literatura.

En el quinto capitulo se estudia el problema de estimacién secuencial de los parametros de
un proceso GARCH. Este problema se divide en dos etapas. En la primera se supone que los
coeficientes son conocidos y se deduce un estimador LMMSE para la varianza condicional.
Como se verd, si bien esta hipdtesis no es realista en una situacién practica, sienta las bases
para la segunda etapa. En esta ultima se considera que los coeficientes son desconocidos y
se agregan al vector de estados. En consecuencia el sistema resultante pierde la linealidad.
En estas condiciones, se deduce un nuevo estimador LMMSE para la estimacién conjunta de
los coeficientes y de la varianza condicional. En ambos casos se presentan ejemplos numéricos
donde se verifica el comportamiento esperado mediante simulaciones.

Por ultimo en el capitulo 6 se exponen las conclusiones generales de la tesis, asi como posibles

lineas de investigacién a seguir.
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Capitulo 2

Consideraciones generales

2.1. Introduccion

El radar es un sistema de sensado remoto que utiliza técnicas de procesamiento estadistico
de senales para obtener informacién de interés de la senal recibida. Los radares convencionales
son sistemas activos que operan transmitiendo energia en forma de ondas electromagnéticas
hacia una region especifica del espacio en busca de objetos a los que se denominan objetivos.
Parte de esta energia es reflejada por el objetivo y su entorno en la regién iluminada y retorna
al radar. Las senales reflejadas son recogidas por la antena receptora y enviadas al receptor del
radar, donde son procesadas para detectar la presencia del objetivo y extraer su informacién,
como ubicacion, velocidad, etc.

Existen numerosos tipos de radar y su clasificacién varia de acuerdo con caracteristicas
tales como forma de onda que utilizan, banda de frecuencias en la que operan, la ubicacion del
transmisor en relacién al receptor y su funcionalidad, entre otras (Mahafza y Elsherbeni, 2004).
De acuerdo con la forma de onda se dividen en radares de onda continua, CW (por sus siglas
en inglés), los cuales transmiten continuamente o en radares pulsados cuando la forma de onda
que transmiten es pulsada. Por otro lado, en los casos en los que el transmisor del radar se
encuentra en la misma ubicacion que el receptor se dice que el radar es monoestatico. En cambio
cuando el transmisor se encuentra alejado del receptor el radar se denomina biestatico. Existen
también sistemas de radar mas generales compuestos de uno o mas transmisores y mas de un
receptor distribuidos en un cierto radio conformando una red, a este tipo de configuraciones se

los denomina sistemas de radar multiestdticos (Peebles, 1998). Respecto de su funcionalidad
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los radares se clasifican en numerosas categorias, aqui se mencionan solo aquellas que fueron
descriptas en la introduccion del capitulo 1: militares, de control de velocidad, de control de
trafico aéreo, maritimos, meteoroldgicos, espaciales.

En la seccion 2.2 se exhiben las caracteristicas del radar IPIX, del cual provienen las medi-
ciones utilizadas a lo largo de la tesis para validar los modelos de clutter propuestos y evaluar
el desempeno de los algoritmos de deteccién desarrollados. Asimismo se detalla toda la infor-
macién inherente a los conjuntos de datos utilizados.

En las aplicaciones de radar las reflexiones no deseadas producidas en el entorno del objetivo
se denominan clutter. Debido a su naturaleza aleatoria por lo general, para modelizar los datos
de clutter los métodos convencionales utilizan distintas distribuciones (Shnidman, 1999). En la
seccion 2.3 se presentan los modelos més utilizados en la literatura basados en las distribuciones
Rayleigh, Weibull y K. Se describen las técnicas de estimacién de sus pardmetros por medio
del método de méaxima verosimilitud o por medio del método de momentos. Finalmente, se
ajustan a los conjuntos de datos del radar IPIX y se realiza una comparacién de los resultados.

Ademids del adecuado modelado del clutter, uno de los objetivos de este trabajo consiste en el
desarrollo de algoritmos de deteccion en base a los modelos propuestos. En la seccién 2.4 se hace
una breve descripcién de las técnicas de test de hipdtesis que seran luego utilizadas a lo largo de
la tesis. En relacién al enfoque clasico se presenta el criterio de Neyman-Pearson para establecer
la regla de decision y se describe el test de relaciéon de verosimilitud generalizado como su
extension cuando existen parametros del problema que son desconocidos y deben estimarse. En
contraposicion, también se describe el enfoque Bayesiano para establecer un criterio de decisién

cuando existen parametros desconocidos, pero que son considerados variables aleatorias.

2.2. Radar IPIX

Para el desarrollo de esta tesis se utilizaron datos medidos por el radar IPIX, disenado y
construido con fines cientificos en la Universidad McMaster, Canadd (Haykin et al., 1991). El
radar IPIX es pulsado, monoestatico (Peebles, 1998), y utiliza una tnica antena para desem-
penar las funciones de transmisiéon y recepciéon. Ademads, es coherente, opera en la banda X a
la frecuencia de 9.4 GHz, posee la versatilidad de transmitir y recibir con dos polarizaciones
lineales, horizontal (H) y vertical (V), conmutables pulso a pulso, utiliza multiples frecuencias
y también puede transmitir formas de ondas arbitrarias en un ancho de banda de 25 MHz
(Haykin et al., 1991).

En la figura 2.1 se muestra un diagrama en bloques de un radar pulsado monoestatico con
receptor superterodino. El generador de onda produce el pulso con la forma de onda que se
desea transmitir. El transmisor (denotado como Tx en la figura) es el encargado de modular
una portadora de radio frecuencia con esta onda y de amplificarla a los niveles de potencia
indicados para ser transmitida. La senal de salida del transmisor es dirigida hacia la antena a
través del duplexor.

La senal recibida, producto de las reflexiones en el objetivo y su entorno, también es dirigida
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Figura 2.1: Diagrama en bloques de un radar convencional con receptor superheterodino.

por el duplexor, pero en este caso hacia el receptor. La primera etapa suele constar de un
amplificador de bajo ruido (LNA por sus siglas en inglés), seguida por una o mas etapas de
frecuencia intermedia (IF por sus siglas en inglés). Finalmente, la senal es llevada a banda
base utilizando un demodulador en cuadratura, es decir se la divide en dos canales uno en
fase (denotado como I en la figura) y otro en cuadratura (denotado como Q en la figura),
para extraer la informacién tanto de la amplitud como de la fase de la sefial. Con el fin de
maximizar la relacién senal a ruido en los instantes en que se muestreara la senal, el filtro
pasabajos utilizado en cada rama del demodulador es el filtro adaptado a la sefial recibida
(Richards, 2005).

El radar IPIX fue construido con el objetivo de estudiar técnicas de deteccién e identificaciéon
de objetivos pequenos en el océano. La base de esta investigacion es el estudio de la naturaleza
del clutter maritimo y el comportamiento correspondiente de los objetivos de interés en diversas
condiciones del mar. Con este fin en noviembre de 1993 se creo una base de datos con el radar
IPIX iluminando al océano Atlantico en la costa este de Canadé, desde un acantilado en
Dartmouth, Nueva Escocia, bajo diversas condiciones de clima y estado del mar (Bakker y

Currie, 2001).

2.2.1. Muestreo y cuantizacion de las senales

Existen diferentes intervalos de muestreo independientes para los radares pulsados (Richards,
2005). Aqui se identifican tres que corresponden a los utilizados en los conjuntos de datos que
se emplearan, los cuales se ilustran en la figura 2.2.

El radar emite una serie periddica de pulsos, este periodo se denomina intervalo de repeticién
de pulso (IRP), y su inversa es la frecuencia de repeticién de pulso (FRP). En general la FRP
toma valores en el rango de frecuencias que va de cientos de Hz a cientos de kHz, mientras que

la duracién de los pulsos va de 100 ns a 100 ps. En el caso del radar IPIX el valor méaximo de
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-~ Una muestra compleja
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Figura 2.2: Estrategia de almacenamiento de los datos.

la FRP es de 20 kHz y la duracién de los pulsos puede variarse de 20 a 5000 ns (Drosopoulos,
1994).

En una porcion del intervalo de tiempo entre pulsos, la sefial recibida en cada polarizacién es
muestreada a la salida del filtro adaptado a una tasa de muestreo alta, tipicamente en el orden
de algunos MHz, siendo como méaximo de 50 MHz para el IPIX (Drosopoulos, 1994). Cada
una de estas muestras tiene su correspondencia con la distancia que viajé la onda transmitida
hasta el objetivo donde se produjo su reflexién, debido a que en el tiempo transcurrido hasta
que la senal retorna al radar la onda recorre dos veces esta distancia a la velocidad de la luz.
Por este motivo a estas muestras se las denomina celdas de rango.

Se puede pensar entonces que el conjunto total de muestras son almacenadas en un arreglo de
tres dimensiones, donde se tiene una matriz por cada polarizacién. Las columnas las conforman
las celdas de rango para un dado pulso y las filas corresponden a muestras de la misma celda
de rango para los distintos pulsos. Debido a que el radar puede transmitir y recibir las senales
en dos polarizaciones lineales, en el caso mas general son 4 las matrices que conforman este
arreglo tridimensional. De aqui en adelante, se denotara como XY a la matriz correspondiente
a las muestras de la senal transmitida con polarizacién X y recibida con polarizacién Y, donde
X e Y pueden ser H (horizontal) o V (vertical) segin corresponda.

Esta estrategia de almacenamiento facilitara la comprensién de las operaciones en el proce-
samiento de las muestras a lo largo del trabajo. En general se denomina dimensién en rango, o
tiempo rapido, a la dimensién vertical y dimensién en tiempo, o tiempo lento, a la dimensién
horizontal debido a la gran diferencia entre el intervalo de muestreo entre celdas de rango y el
IRP (Richards, 2005).

Las muestras de este arreglo son complejas, donde la parte real representa la componente
en fase y la parte imaginaria la componente en cuadratura de la senal en banda base, res-
pectivamente. En el caso del IPIX cada una de estas componentes es cuantizada en 8 bits
(Drosopoulos, 1994).

14



2.2. Radar IPIX

AL

HH ! “A‘ ‘HH

IH‘\‘ M “

| L i
2700 " R i 1 2700 o | 1 w;; e (\’) ]‘w‘h‘f‘“ I
2o ] “‘“ M o ”"‘ b gt A B zsoo UHM\A”NM.A““wf ‘i‘; ‘f{ /\\\.,‘Mxi\a
_zsoo UL 25000y aif bt L I b, ";M’g )
»M"‘W ,,‘.‘W il §2400W.w.”V”-d"f\,,'%'* "‘”*'s}"x».ww«;;v’~ j{.}.rf'ﬁgv;t(\l,w.‘.w
Mk 'M 1 el s w**w B
2200‘“\ “Im'\ i J‘W"\‘M“ ( “‘m ’ - mwi\'hhl‘h;m N”Mﬁl‘lm\!m M\ ‘\\ W I w ” “"M‘M‘\"W
B s k. i
Tiempo [s] Tiempo [s]
(a) Polarizacién HH. (b) Polarizaciéon VV

Figura 2.3: Intensidad de las mediciones correspondientes al conjunto de datos stare0.
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(a) Polarizacién HH. (b) Polarizaciéon VV

Figura 2.4: Intensidad de las mediciones correspondientes al conjunto de datos stare6.

2.2.2. Datos utilizados

A continuacion se resumen los pardametros de las mediciones utilizadas a lo largo de la
tesis para validar los resultados. El primer conjunto de datos denominado stare0 corresponde
a mediciones realizadas el dia 11 de noviembre de 1993 a las 16:11 hs. En la figura 2.3 se
muestran los graficos de intensidad de las mediciones para las polarizacion HH y VV. Estos
datos corresponden a reflexiones de un pequeno objetivo inmerso en clutter inhomogéneo. El
objetivo consiste de una pelota de playa envuelta en papel de aluminio. Su ubicacién nominal
es 2691 m. Los deméas conjuntos de datos utilizados fueron registrados el dia 10 de noviembre
de 1993 a las 00:34:24, a las 00:36:51 y a las 00:39:10 hs. y corresponden a los conjuntos de
datos denominados stare6, stare7 y stare8 respectivamente. En la figura 2.4 se muestran los
graficos de intensidad de las mediciones de los datos stare6 para las polarizacién HH y VV.
Estos datos corresponden a reflexiones de clutter maritimo inhomogéneo sin objetivo presente.
FEn todos los casos los datos fueron registrados con el radar IPIX a 30 m de altura iluminando
una regiéon fija del mar. En la tabla 2.1 se detallan los parametros técnicos del radar y las

condiciones del mar en el momento que se realizaron las mediciones (Bakker y Currie, 2001).
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Conjunto de datos stareQ stareb stare7 stare8
Periodo de las olas 8s 4s 4s 4s
Altura de las olas 1m 1.2 m 1.2 m 1.2 m
PRF 200 Hz 500 Hz 500 Hz 500 Hz
Numero de pulsos 2048 8192 8192 8192
Duracién del pulso 200 ns 200 ns 200 ns 200 ns
Frecuencia 9.39 GHz | 9.39 GHz | 9.39 GHz | 9.39 GHz
Resolucién en rango 30 m 30 m 30 m 30 m
Intervalo de muestreo en rango 15 m 15 m 15 m 15 m
Ntmero de celdas de rango 54 68 68 68

Tabla 2.1: Pardmetros de los datos utilizados.

En las figuras 2.5 y 2.6 se presentan estimaciones de las correlaciones de los datos en tiempo,
o tiempo lento de acuerdo con la definicién de la seccién 2.2.1, para las polarizaciones HH y VV
de los conjuntos de datos stare0 y stare6, respectivamente. Las mismas fueron estimadas como
el promedio de las correlaciones muestrales obtenidas para cada celda de rango. En el caso del
conjunto de datos stare0 se considerd hasta la celda de rango 45, excluyendo de este modo
las celdas de rango correspondientes a reflexiones en el objetivo. Como se puede observar en
ambos conjuntos de datos, luego de 25 ms para la polarizacién VV y 20 ms para la polarizacién
HH la funcién de correlacién es aproximadamente cero, es decir que las muestras de dos pulsos
separados en un tiempo mayor al mencionado no estan correlacionadas. La diferencia en la
cantidad de muestras, o pulsos, dentro de los intervalos de tiempo mencionados entre las
correlaciones estimadas para los distintos conjuntos de datos, se debe a que no es la misma la
FRP utilizada en cada caso. Por otro lado, haciendo un anélisis andlogo en rango se obtiene
que la correlacién de los datos en esta dimensién es de dos a tres celdas. Esto es consecuencia
de que en ambos casos las muestras fueron tomadas cada 15 m cuando la resolucién del radar
IPIX es de 30 m.

2.3. Modelos existentes

El procesamiento estadistico de las senales recibidas por el radar permite detectar la presen-
cia de objetivos y extraer su informacion. En este sentido para obtener algoritmos eficientes, es
fundamental utilizar modelos realistas de las sefiales recibidas. Por este motivo, el modelado
del clutter ha sido ampliamente estudiado en la literatura. Naturalmente, debido a su sim-
plicidad en el tratamiento matemaético el modelo Gaussiano para los datos, o Rayleigh para
su intensidad, es la primera opcién (Marcum, 1960; Swerling, 1960). Sin embargo, el andalisis
de mediciones muestra que en casos como los de clutter maritimo o de clutter en radares de
alta resolucién, la estadistica de los datos se aparta del modelo Rayleigh. En estudios mas

recientes se ha encontrado que existe una familia de distribuciones que logran un buen ajus-
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Figura 2.5: Correlacion estimada del conjunto de datos stare0, sin considerar las celdas de

rango correspondientes al objetivo.
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Figura 2.6: Correlacién estimada del conjunto de datos stare6.

te de los datos en distintas condiciones entre las que se incluyen la Weibull y los modelos
Gaussianos-compuestos (Farina et al., 1997; Anastassopoulos et al., 1999). Para la aplicacién
efectiva de los modelos tedricos es necesario validarlos por medio de ajustes a los datos reales
en distintas condiciones ambientales. A continuacién se realiza el ajuste de los datos del radar
IPIX descriptos anteriormente a las distribuciones Rayleigh, Weibull y K.

Suponiendo que v es un vector de N x 1 que contiene las muestras de clutter medidas y
denotando v; como el i-ésimo elemento de v, se define A como la variable aleatoria que describe

la intensidad de v;, es decir A = |v;|.

2.3.1. Modelo Rayleigh

La distribucién Rayleigh para la intensidad de un conjunto de datos surge cuando se supone
que los datos tienen distribucién Gaussiana. Para el caso en que v; ~ CN(0,02) la fdp de A
es (Papoulis, 1991)
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fala) = —e_a2/”2u(a), (2.1)

donde o se conoce como parametro de escala de la distribucién Rayleigh y u(a) es la funcién

escalén unitario. Los momentos de esta distribucién son (Papoulis, 1991)
o0
E{A"} — / a" fo(a)da = 6"T(n/2 + 1), (2.2)
—00
donde I'(t) = [;° 2" 'e™*dx es la funcién Gamma (Abramowitz y Stegun, 1972).

2.3.2. Modelo Weibull

La distribuciéon Weibull es una generalizacion de la distribucién Rayleigh cuya fdp estd dada
por (Shnidman, 1999)

fala) = ¢ (%)H =@/ (a), (2.3)

donde b es el parametro de escala y ¢ es el parametro de forma de la distribucién Weibull.
Notar que cuando ¢ = 2, esta distribucién coincide con la distribuciéon Rayleigh. Los momentos
de la distribucién Weibull son (Gini et al., 2000)

E{A"} = /_OO a"fa(a)da =b"T'(n/c+1). (2.4)

2.3.3. Modelo K

Los modelos Gaussianos-compuestos surgen de considerar cada muestra de clutter como el

producto de dos variables aleatorias independientes

V; = \/;Zi, (2.5)

donde z; ~ CN(0,1) se denomina speckle y la variable aleatoria 7 se llama textura y representa
la potencia local de esa muestra.

Dependiendo de la distribucion que se le asigne a 7 se tiene un modelo Gaussiano-compuesto
u otro. En particular, cuando 7 tiene distribucién Gamma, se obtiene lo que se conoce como

modelo o distribucién K. En este caso, la fdp de 7 estd dada por

Notar que v;|T ~ CN(0,7), lo que implica que la densidad condicional f4,(a|7) es la fdp de
una distribuciéon Rayleigh con parametro de escala 7. Entonces la fdp de A se obtiene como
E-{fa|-(a|T)}, resultando (Gini et al., 2000)

fala) m(a 4V>VKV_1 (a 4”) u(r), (2.7)

~ 27 1() 'V m "
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donde p es el pardmetro de escala, v es el pardmetro de forma de la distribucién K y K, (x)
es la funcién de Bessel modificada de tercer tipo de orden v (Lebedev, 1965). Los momentos

de la distribucién K son (Gini et al., 2000)

E{A"} — /_OO o fa(a)da = L2 11“)(£§n/2 +v) (H)"/2 . (2.8)

v

2.3.4. Ajuste a los datos reales

Cuando se habla de ajuste se hace referencia a la estimacion de los parametros de la densidad
correspondiente utilizando como observaciones mediciones reales de clutter. El método mas
popular para realizar la estimacion de los parametros es el método de maxima verosimilitud.
Dada la funcién de densidad de probabilidad conjunta f(x; ) parametrizada por el vector de
parametros 6, a la que se denomina funcion de verosimilitud, se define el estimador de maxima
verosimilitud @ (MLE por sus siglas en inglés) como el valor de @ que maximiza f(x;0)
(Kay, 1993). En general, cuando existe y se puede hallar, el MLE posee asintéticamente,
propiedades que son deseables para un estimador. El MLE es asintéticamente insesgado y
eficiente, alcanza la cota de Cramer-Rao, y tiene distribucién asintética Gaussiana. Se puede
decir que es asintéticamente 6ptimo (Kay, 1993).

Considerando que se miden N intensidades independientes x; = |v;| con ¢ = 1,..., N, las
mismas pueden agruparse en un vector de observaciones de N x 1 cuyas entradas estdn idénti-

camente distribuidas con fdp f4(x;;0). Luego, la funcién de verosimilitud de los datos es

N
F5:0) =[] falai;0), (2.9)
=0

donde fa(x;;0) esta dada por (2.1), (2.3) o (2.7) para la distribuciones Rayleigh, Weibull o K
respectivamente. En el caso de la distribucién Rayleigh el vector de pardmetros se reduce a un
escalar y estd dado por = o2 y para las distribuciones Weibull y K el vector de pardmetros
es @ =1[bc|" y = [uv]" respectivamente.

Para la distribucién Rayleigh el MLE de o2 tiene una expresién cerrada dada por

~2 1 Y 2
& :NZW : (2.10)
=1

En el caso de la distribucion Weibull al hallar el gradiente de la funcion de verosimilitud e

igualarlo a cero resulta el siguiente sistema de ecuaciones (Ravid y Levanon, 1992)

1SN (el 1 ¢

- === - - — In(|vs]) (2.11)
¢ YL il N zz:;

o1 L

b= Zl |vg©. (2.12)

Para obtener ¢ es necesario resolver numéricamente (2.11), empleando, por ejemplo, el método
de Newton-Raphson (Burden y Faires, 2011). Finalmente, reemplazando su valor en (2.12) se

obtiene b.
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Estimados
Distribucién | Pardmetro
stare0, pol. VV | stare6, pol. VV

Rayleigh o 0.135 0.070
b 0.119 0.062

Weibull
c 1.433 1.445
0.018 0.005

K

v 1.152 1.140

Tabla 2.2: Estimados de los parametros de las distribuciones Rayleigh, Weibull y K.

En la estimacion de los pardmetros de la distribuciéon K la resolucién del sistema de ecua-
ciones no lineal resultante es considerablemente mas compleja que este dltimo caso. Por este
motivo habitualmente se recurre a un método alternativo para obtener i y ¥, conocido como
método de los momentos. Este método consiste simplemente en igualar los momentos muestra-
les de los datos a los momentos teéricos de la distribucién en cuestiéon. Aunque este estimador
no posse condiciones de optimabilidad es simple de determinar y es 1til cuando el conjunto
de datos es suficientemente grande, debido a que por lo general es un estimador consistente
(Kay, 1993).

Suponiendo que A es una variable aleatoria con distribucién K, entonces a partir de (2.8)
con n = 2 se obtiene que E{A%?} = u. Por lo tanto, utilizando el método de momentos el

estimador de u es
N
= LIl (2.13)

La ecuacion restante, que permite obtener 7, surge de hallar la media utilizando nuevamente

(2.8), con n = 1, e igualar el resultado a la media muestral de los datos, de esta manera la

Tal(1/24+0) 1 &
/Z% (14(19) ):N;|w|_ (2.14)

La ecuacién (2.14) también debe resolverse numéricamente debido a que no tiene solucién

misma resulta

analitica.

En la tabla 2.2 se presentan los estimados de los pardametros de las distribuciones descriptas,
obtenidos con la polarizacién VV de los conjuntos de datos stare0 y stare6. En las figuras 2.7 y
2.8 se muestran las fdp’s de cada una de estas distribuciones con los valores de los parametros
estimados, junto con los histogramas de los datos correspondientes para la polarizacién VV de
los conjuntos de datos stare0 y stare6, respectivamente, en escala lineal y en escala logaritmica.
En estos ultimos se observa el parecido entre los histogramas de los datos reales y las densidades
de las distribuciones Weibull y K, en particular en lo que respecta a las colas de las fdp’s. Por
el contrario la distribucion Rayleigh es la que peor ajusta los datos, debido a que no puede

representar adeacuadamente la impulsividad de los mismos.
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2.4. Deteccion

Una de las operaciones basicas que desempena el radar es la deteccién (Skolnik, 2001). Esto
quiere decir, decidir si la senal que arriba es el resultado de la reflexion en un objetivo o si
corresponde simplemente a interferencia. Debido a que tanto las reflexiones en los objetivos
como el clutter son de naturaleza aleatoria su representaciéon mas conveniente es a través de
modelos estadisticos de senales (Richards, 2005). En consecuencia, el proceso de deteccién es
un problema de test de hipétesis (Kay, 1998).

Como se menciond, el radar transmite un pulso y el receptor muestrea la senal reflejada a la
salida del filtro adaptado. Denotando y al vector de muestras complejas a la salida del demo-
dulador en cuadratura, el procedimiento de deteccién consiste en decidir entre dos hipdtesis
Hy y Hi luego de haberse observado y para la celda de rango bajo prueba

Hozy=v (2.15)
Hi:y=s+v.

Bajo la hipétesis nula Hy se supone que los datos consisten solo de clutter v, mientras que
para la hipdtesis Hy se considera que las mediciones estan conformadas por la combinacién de
clutter y las reflexiones en un objetivo s.

El andlisis comienza con la descripcién de las funciones de densidad de probabilidad de las
mediciones para cada una de hipdtesis. En este caso las fdp’s requeridas son la de y dado
que el objetivo no estd presente, f,(y|Ho), y la de y dado que el objetivo esta presente,
fy(y|H1). Gran parte del problema de deteccién consiste en definir estas densidades en base a
las propiedades estadisticas del clutter y de la senal reflejada en el objetivo.

En base a este planteo se pueden definir dos probabilidades que son de interés para evaluar
el desempertio de los esquemas de deteccién. Una de ellas es la probabilidad de deteccién, Pp,
que es la probabilidad de decidir que el objetivo esta presente cuando efectivamente lo estd. La
otra es la probabilidad de falsa alarma, Pr 4, que es la probabilidad de decidir que el objetivo

esta presente cuando en realidad no lo esta.

2.4.1. Ciriterio de Neyman-Pearson

Uno de los objetivos en el diseno de un sistema de radar es utilizar adecuadamente la
informacién proveniente de las densidades de los datos para lograr un buen desempeno en el
proceso de deteccién. En tal sentido, el siguiente paso es definir un criterio que establezca
la eleccién éptima entre las dos hipdtesis. Por lo general, en aplicaciones de radar, dentro
del enfoque cldsico de test de hipdtesis se utiliza el criterio de Neyman-Pearson (Kay, 1998).
En este caso, el algoritmo de deteccién se disena de modo de maximizar la probabilidad de
deteccién bajo la restriccién de que la probabilidad de falsa alarma no exceda un determinado
valor constante. La solucién a este problema de optimizacion da como resultado la regla de
decisién que se conoce como test de relacién de verosimilitud (Van Trees, 2001)

. fy(Y|H1) h
=56 o "
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2.4. Deteccién

donde A(y) es la relacién de verosimilitud y 7 es el umbral de decision, el cual se obtiene a

partir del valor establecido para la probabilidad de falsa alarma (Van Trees, 2001)
Pea= [ £y (y|Ho)dy. (2.17)
{y:Aly)>n}

La regla (2.16) establece que la relacién entre las fdp’s, cada una evaluada en el valor
particular de los datos observados y, debe compararse con un umbral para tomar una decision.
Si la relacién de verosimilitud excede dicho umbral se debe elegir la hipotesis Hi, es decir
declarar que un objetivo esta presente. Si por el contrario, no excede el umbral, se debe optar

por la hipotesis Hg y declarar que no existe un objetivo presente.

2.4.2. Test de relacion de verosimilitud generalizado

La regla de decisién presentada en la seccién anterior supone que las densidades de pro-
babilidad son completamente conocidas. Esto por lo general no es cierto, las fdp’s contienen
pardmetros cuyos valores son desconocidos. Estas situaciones corresponden a las llamadas
hipétesis compuestas y dan lugar a tests especiales (Kay, 1998). Uno de los test de hipétesis
compuestas mas utilizados en la practica es el test de relacién de verosimilitud generalizado
(GLRT por sus siglas en inglés). En el GLRT se reemplazan los pardmetros desconocidos por
sus estimados de méaxima verosimilitud. Aunque no existen condiciones de optimalidad asocia-
das a este test, su uso se debe a que en la préactica funciona bien. En general, el GLRT decide
por la hipdtesis H; cuando (Kay, 1998)

(y) = fy(}’;?ﬂHl)
fy(y: 60| Ho)

donde 6; es el MLE del vector de parametros 8; de la fdp de las mediciones bajo la hipdtesis

n; (2.18)

H;, es decir maximiza f,(y;0;|H;) parai =0, 1.

2.4.3. Enfoque Bayesiano

El GLRT considera que los pardmetros desconocidos de las densidades de probabilidad son
deterministicos. En cambio, el enfoque Bayesiano considera que los pardmetros desconocidos
de las fdp’s son realizaciones de variables aleatorias a las que se les asigna una fdp a priori.
Llamando fy(6o) vy f1(61) a las densidades de probabilidad a priori para las hipétesis Hy y H;

respectivamente, luego las fdp’s de los datos estan dadas por

ﬁwmﬂz/@mWMJMﬁ@M&,mmiz&l (2.19)

donde f9,(y]6:, H;) es la densidad de probabilidad condicional de y dado 6;, considerando
que H; es la hipdtesis verdadera. Las densidades de probabilidad f,(y|Ho) v f,(y|H1) quedan
completamente determinadas, es decir no dependen de los pardametros desconocidos. Por lo
tanto, con el enfoque Bayesiano el detector éptimo de Neyman-Pearson decide de manera
usual, segun la regla (2.16).

De acuerdo con el modelo adoptado para los datos resultard conveniente la utilizacién de

uno u otro de los enfoques presentados.
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2.5. Conclusiones

En este capitulo se detallaron las caracteristicas del radar IPIX y los conjuntos de datos
que se emplean a lo largo del desarrollo de la tesis para validar los modelos y los métodos de
deteccién propuestos. Se presentaron las distribuciones Rayleigh, Weibull y K utilizadas en la
literatura para modelar el clutter, en particular, maritimo. Se describieron los procedimientos
de estimacién de sus parametros y se ajustaron a los conjuntos de datos del radar IPIX. De los
resultados obtenidos es importante destacar la deficiencia de la fdp de la distribucién Rayleigh
en el ajuste a las colas pesadas de los histogramas de los datos. Sin embargo, el motivo de la
eleccion de estas distribuciones no se centra solo en la calidad del ajuste a los datos sino que
ademads poseen esquemas de deteccién asociados, los cuales seran utilizados como referencia
para comparacién con los métodos de detecciéon propuestos en la tesis. Finalmente se hizo
una breve descripcion de las técnicas de test de hipétesis que seran retomadas en diferentes
instancias del trabajo para deducir los esquemas de deteccién para los modelos de clutter

propuestos.
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Capitulo 3

Deteccion en rango

3.1. Introduccion

En las aplicaciones de radar la sefial de interés suele encontrarse oscurecida por clutter. Salvo
algunas excepciones, el clutter es considerado una fuente de interferencia cuyos efectos se deben
eliminar o reducir. En vista de su naturaleza aleatoria, para modelizar los datos de clutter los
métodos convencionales utilizan distintas distribuciones. Dependiendo de la aplicacién y el es-
cenario de operacion las distribuciones mas utilizadas son la Gaussiana, Log-normal, Weibull,
K (Shnidman, 1999; Sangston y Gerlach, 1994), Pareto (Weinberg, 2011), la funcién densidad
de probabilidad compuesta generalizada (Anastassopoulos et al., 1999; Sangston et al., 2012;
Shang y Song, 2011; Cui et al., 2012), o bien el clutter se modela como un proceso aleatorio
esféricamente invariante (Conte y Longo, 1987). Como se vi6 en el capitulo 2 algunas de estas
distribuciones logran un buen ajuste a la distribucién del clutter, sin embargo son indepen-
dientes del tiempo y en muchos casos el entorno del radar puede cambiar abruptamente (Li
et al., 2009) llevando a una degradacién en el desempernio del radar en un escenario real. Por
este motivo se propone modelar el clutter como un proceso que presente heteroscedasticidad
condicional autorregresiva generalizada (GARCH por sus siglas en inglés) (Engle, 1982; Bo-
llerslev, 1986). Estos modelos utilizan la historia del proceso para mejorar su caracterizacién
en el instante actual y las predicciones futuras. Han sido utilizados para modelar registros
de indices financieros cuyas varianzas fluctian temporalmente y recientemente también han
sido usados en el modelado de ruido producido bajo el agua en aplicaciones de sonar (Amiri

et al., 2007). Dos de sus principales caracteristicas son que sus funciones de densidad de pro-
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babilidad presenta colas pesadas, propiedad buscada en las distribuciones mencionadas para el
modelado de clutter (Anastassopoulos et al., 1999; Shnidman, 1999; Sangston y Gerlach, 1994;
Weinberg, 2011) y el agrupamiento de la volatilidad, es decir grandes cambios tienden a ser
seguidos de grandes cambios y pequenos cambios tienden a ser seguidos de pequenos cambios,
caracteristica compatible con varios tipos de clutter en entornos naturales.

En la seccién 3.2 se da una breve introduccion a los procesos GARCH y se describe el método
de cuasi-méaxima verosimilitud para la estimaciéon de sus pardmetros. Este procedimiento de
estimacién ha sido descripto en detalle por Berkes et al. (2003); Straumann (2005) y ha sido
utilizado en diferentes aplicaciones (Amiri et al., 2007; Mousazadeh y Cohen, 2010).

En problemas de estimacién pardmetrica, bajo ciertas condiciones la cota de Cramér-Rao
(CRB por sus siglas en inglés) es la cota minima para la varianza del error de un estimador
insesgado (Kay, 1993). De este modo, la CRB es una herramienta que permite evaluar la
precision con la que se puede estimar un parametro desconocido, como asi también realizar
evaluaciones de desempeno de distintos estimadores. Para su céalculo es necesario conocer la
distribucién de las variables aleatorias involucradas. Una de las dificultades que presentan los
procesos GARCH es justamente que no existe una expresién explicita para su funcién densidad
de probabilidad. Sin embargo, bajo ciertas condiciones es posible determinar sus momentos.
Por este motivo en la seccion 3.3 se presenta una aproximacién de la cota de Cramér-Rao para la
estimacién de pardmetros de un proceso ARCH(1), que solo requiere conocer algunos momentos
de la variable aleatoria considerada (Pascual et al., 2013a). Esta aproximacién resulta de
considerar la distribuciéon de maxima entropia dado un conjunto de momentos conocidos y de
determinar la CRB a partir de ella. Es atractivo emplear la distribuciéon de méxima entropia
pues se trata de la distribucién que realiza la minima cantidad de suposiciones, sujeta a las
restricciones de los momentos (Dacunha-Castelle y Gamboa, 1990). Se realiza una comparacién
de las dos variantes presentadas en (von Ellenrieder y Muravchik, 2008) para su célculo, a partir
de un ejemplo numérico en un caso particular. Para tal fin se deducen las expresiones necesarias
de los momentos y sus derivadas respecto de los parametros del proceso a estimar. Finalmente
se verifica la aproximacion realizada para la fdp en el cdlculo de la CRB considerando las
propiedades asintéticas del estimador de cuasi-méxima verosimilitud (QMLE por sus siglas en
inglés).

En la seccién 3.4 se realiza el ajuste del modelo GARCH a los datos de radar IPIX descriptos
en las seccién 2.2.2. Con el objetivo de tener una idea del nimero de muestras necesarias en
el proceso de ajuste se realiza un estudio del error de estimacién del QMLE en funcién del
numero de muestras del vector de observaciones. Este andlisis revela que para lograr un error
de estimacion razonable es necesario utilizar un niimero de muestras espaciales que puede
resultar mayor al disponible en algunos escenarios con datos reales. Para sortear esta dificultad
en la seccion se presenta una solucién alternativa utilizando distintas realizaciones temporales
independientes (Pascual et al., 2011). Andlogamente se estudia el error de estimacién en funcién
del nimero de realizaciones asi como también del niimero de muestras de cada una de ellas.

Finalmente, en las seccién 3.4.3 se realiza el ajuste a datos reales de clutter maritimo, utilizando
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3.2. Procesos GARCH

la propuesta alternativa mencionada, y se muestran los resultados obtenidos (Pascual et al.,
2011, 2013b).

Por tdltimo en la seccion 3.5 se desarrolla un esquema de deteccién basado en un modelo
GARCH para el clutter (Pascual et al., 2013b). En este caso se modela el clutter considerando
las realizaciones en rango (o tiempo rapido), es decir que se tiene una realizacién para cada
pulso transmitido y la deteccion se lleva a cabo celda a celda para todas las celdas de rango
en cada pulso. Este esquema posee la ventaja de que no requiere esperar el arribo de las
reflexiones de multiples pulsos para realizar la decision. Se lleva a cabo un anélisis tedrico del
desempeiio del esquema de detecciéon y por medio de simulaciones Monte Carlo se evaluan sus
probabilidades de deteccién y falsa alarma. Finalmente se pone a prueba el detector en una
situacién real utilizando las mediciones maritimas reales. El desempeinio del detector se compara
con dos detectores que funcionan con la misma filosofia. Uno de ellos surge de considerar que las
muestras de clutter poseen distribucién Gaussiana o bien que su intensidad tiene distribucién
Rayleigh, mientras que para el tercer detector se supone que la intensidad de las muestras
del clutter tiene distribucién Weibull. Para valores bajos de probabilidad de falsa alarma el
detector GARCH presenta una mayor probabilidad de deteccién independientemente del valor
de relacién senal a clutter que se considere. En condiciones de buena relacién senal a clutter o
para valores altos de probabilidad de falsa alarma los tres detectores presentan un desempeno
semejante, es decir alcanzan aproximadamente la misma probabilidad de deteccién (Pascual
et al., 2013b).

3.2. Procesos GARCH

Los procesos aleatorios representados a través de series temporales que presentan heterosce-
dasticidad condicional autorregresiva (ARCH por sus siglas en inglés) fueron propuestos por
Engle (1982) y han sido ampliamente utilizados en econometria para modelar diversos indi-
ces financieros. Se caracterizan por ser condicionalmente Gaussianos, con varianza condicional
variante en el tiempo. Posteriormente Bollerslev (1986) introdujo una extensién de los proce-
sos ARCH a los procesos GARCH, de manera similar a la extensiéon de un proceso AR, en
series temporales, al proceso ARMA general. Estos permiten una estructura de retardos maés
flexible, en particular para estructuras de memorias largas. En general, se dice que un proceso
aleatorio presenta heteroscedasticidad cuando su varianza cambia en el tiempo. En el caso de
los procesos GARCH el hecho de que presenten heteroscedasticidad condicional implica una
dependencia con observaciones del pasado inmediato y que sea autorregresiva describe un me-
canismo de realimentacion que incorpora informacién del pasado del proceso para describir su

varianza presente.
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3.2.1. Estructura

Un proceso GARCH(p, q) se define como (Bollerslev, 1986)

Vp = O 2y zr ~ N(0,1) iid, (3.1)
P q
o2 =k+ Z ajaf_j + Zﬁjvf_j, (3.2)
P =1

donde k, a; and f3; son los coeficientes del proceso. El proceso GARCH(p, ¢) modela las obser-
vaciones como un proceso de ruido blanco gaussiano con varianza condicional (o instantdnea)

variable (3.1), y el valor actual de la varianza condicional, 02, es una funcién lineal de sus p va-

lores pasados, 02 1, ... ,a?,p, mas una combinacién lineal de g valores pasados de la amplitud
: 2 2
de las observaciones al cuadrado, v;_y,...,v;_, (3.2).

En la figura 3.1 se muestran realizaciones de dos procesos GARCH particulares, junto a sus
varianzas condicionales. En ella se aprecian las caracteristicas impulsiva y de agrupamiento
de volatilidad que presentan estos procesos, y el efecto que produce cada coeficiente sobre su
comportamiento.

En general, es posible asegurar propiedades deseables para estos procesos imponiendo condi-
ciones sobre sus coeficientes. Las que surgen de manera natural para asegurar que la varianza

condicional sea siempre positiva son
E>0 a;20,5j=1,...,p B; 20, j=1,...,q, (3.3)

Definiendo a 1, como toda la informacién disponible hasta el instante r, es decir, aﬁ Y Vp
para p < r — 1, entonces
vrlth, ~ N (0, 7). (3.4)
Esto justifica el nombre de varianza condicional utilizado para o2. A partir de (3.4) se puede
demostrar que E{v,} = 0 (Bollerslev, 1986). Ademas, si se cumple que

q

S+ Bi<, (3.5)

j=1 j=1
su varianza no condicional es finita e igual a (Bollerslev, 1986)
k
1 - Z?:l a; — Z?’:l Bj

resultando v, estacionario en sentido amplio.

V{v,} = (3.6)

Para este tipo de procesos no es posible obtener una expresién explicita de su densidad de
probabilidad. A pesar de esto, existen condiciones similares a (3.5) que aseguran la existencia
de los momentos de cualquier orden del proceso (Engle, 1982; Bollerslev, 1986).

3.2.2. Estimacién de cuasi-maxima verosimilitud

Uno de los objetivos de este trabajo consiste en modelar el clutter como un proceso GARCH,

es decir realizar un ajuste de un modelo GARCH a muestras de sefiales proveniente de clutter
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Figura 3.1: Realizaciones de dos casos particulares de proceso GARCH y sus varianzas condi-

cionales.

recogidas por el radar. El ajuste consiste en estimar, a partir de los datos medidos, los valores
de los coeficientes de la varianza condicional del proceso.

La manera natural de realizar dicha estimacién seria a través del método de maxima verosi-
militud. Sin embargo, en el caso de un vector v = [v1 --- vg]T, cuyos elementos corresponden a
observaciones de un proceso GARCH(p, ¢), no existe una expresién explicita para su densidad
de probabilidad, debido a que no se conoce la distribucién de [o7 --- og]T. Para evitar esta

dificultad en su lugar se utiliza la funcién de verosimilitud condicional de v dadas las primeras

n = max{p, ¢} observaciones, vy, ...,vi_, (Shumway y Stoffer, 2006), la cual se puede escribir
como
R
f(v]ve, ooy v12p) = Hf(vT]vT_l, ey Up—n),s (3.7)
r=1

donde, a partir de (3.4), f(vy|vy—1,...,0r—y) estd dada por
1 v
FOrvr—1, oy Vppy) = ——=e 27, (3.8)

\2mo?

Es importante destacar que para iniciar la recursién se requieren conocer los valores de

03,...,02_ . En la bibliograffa se sugieren diferentes alternativas para hacerlo; en el presente

trabajo se opté por asignarles un valor igual a la varianza muestral de las realizaciones del
proceso con las que se cuenta (Bollerslev, 1986). El problema es asimilable a conocer las
muestras anteriores al inicio de la toma de observaciones en un modelo ARMA (Box et al.,
1994).

Por tltimo, reemplazando (3.8) en (3.7) y tomando logaritmo natural se obtiene la expresién

de la funcién de verosimilitud logaritmica

R 1 v2
— 2 i
In(f(v]vo,...,v1—n)) = — 5 In (27) — 5 Tg_l [ln(ar) + 0_2} , (3.9)
donde @ =[ka -+ ap f1 - Bq]T es el vector de pardametros que deseamos estimar.
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Entonces, se define el estimador de cuasi-maxima verosimilitud, 8, como el valor de 8 que
maximiza la fdp condicional (3.7) 6, equivalentemente, que minimiza

R

v? &
£100) =33 o) + 55| = Y60, (3.10)
T r=1

r=1
sujeto a las restricciones sobre los coeficientes (3.3) y (3.5). En sintesis, matematicamente, se

puede escribir de la siguiente manera

6 = argmin £;(0),

3.11
00O ( )

donde © C (0,00) x Q@ con Q = {[ag -+ )t € [0,1)P A [B1 -+ B)T € [0, 1)‘1/2521 aj +
> i1 85 <1}

3.2.3. Propiedades asintéticas del QMLE

Sea un proceso GARCH(p,q) estacionario, dado por (3.1) y (3.2), con 6, =
kY of --- ap By - B};]T € O como el verdadero valor del vector de parametros y consi-
derando que los polinomios o’ (z) = ajz+-- -+ apaPy B (z)=1-p{x—-- — Bz no poseen
ceros comunes, entonces el QMLE 6 obtenido de (3.11) es consistente (Berkes et al., 2003), es
decir

6 - 0, cuando R — oo. (3.12)
cp

Ademsds, dado que en este caso las innovaciones z, tienen distribuciéon normal y suponiendo
que 6, se encuentra en el interior de O, es posible demostrar que el estimador 6 es, también,

asintéticamente normal (Straumann, 2005)
V@ﬂé——@);ﬁNﬂlF‘U cuando R — oo, (3.13)

con

2
popd 0O
00067

} , (3.14)
0=,

Reemplazando la expresién de la derivada de ¢p(0), (3.14) se puede escribir como

T
1 1 800 80’0
F=-E — . (3.15)
( 9:0v> ( 00 9:9U>

2 oa(0,) \ 06
Existe la limitacion de no poder determinar la matriz de covarianza F de la distribucién

donde ¢y(0) es ¢,.(0) para r arbitrario.

asintética. Sin embargo, F posee un estimador fuertemente consistente, dado por (Straumann,
2005)

1 0*Lq1(0
— 8£71(T) — F cuando R — oc. (3.16)
R 0000" |g_5 cp!

Lo que establece (3.16) es que cuando el nimero de muestras, R, es grande se puede realizar

la aproximacion

(3.17)

60=0

9%0y(0)
Ei
0000T

1 ERI 9°0.(0)
o—0, | R 90067
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3.3. Aproximacion de la Cota de Cramer-Rao

En problemas de estimacién pardmetrica, bajo ciertas condiciones la cota de Cramér-Rao es
una cota inferior para la matriz de covarianza del error de un estimador insesgado, 8, de un

parametro, 6, la cual se define como (Kay, 1993)
E{(6-0)0 -6} >CRB=J"1, (3.18)

donde A > B significa que la matriz A — B es positiva semi-definida. La matriz J es la matriz

de informacién de Fisher, cuyos elementos estan dados por (Kay, 1993)

o [O(f(x;0)) In(f(x;0))
[J]ij = E { 96 a6, (3.19)
0*In(f(x; 0))
donde f(x;0) es la funcién densidad de probabilidad conjunta de los datos x = [z1 22 - - zn]7.

La CRB es una herramienta que permite determinar la maxima precision obtenible en la
estimacién de un pardmetro desconocido cuando se usan estimadores insesgados, como asi tam-
bién realizar evaluaciones de desempeno de distintos estimadores. Como se observa en (3.19),
o en (3.20), su cédlculo depende directamente de la fdp de los datos. Sin embargo, existen ca-
sos donde la fdp no se conoce. Un ejemplo donde esto ocurre es el de los procesos GARCH.
En particular, en esta seccién se aborda el problema de aproximar la CRB en la estimacién
de los parametros de un proceso ARCH (Pascual et al., 2013a), cuya funcién densidad de
probabilidad no tiene una expresién explicita. Para ello se seguird la técnica esbozada en la
Introduccién: calcular la CRB a partir de la distribucion de méxima entropia; y esta a partir

de momentos.

3.3.1. Distribucién de maxima entropia

Se conoce como problema de momentos al problema de hallar o aproximar una funcién
de densidad de probabilidad dado un conjunto de momentos conocidos y existen diferentes
enfoques para resolverlo (Blinnikov y Moessner, 1998; Talenti, 1987; Ormoneit y White, 1999).
Una solucién 6ptima desde el punto de vista de la teoria de la informacién es obtener la
distribuciéon de maxima entropia cuyos momentos sean iguales a los momentos conocidos. La

entropia diferencial de una variable aleatoria X con fdp fx(x) estd dada por

h(X) = E{~In(fx(x))}. (3.21)

Se considera que los M primeros momentos no centrales existen y son conocidos, es decir
nn = E{X"}, n = 1,..,M, donde E{-} = [-fx(x)dx es el operador esperanza. Luego, la
solucién de maxima entropia al problema de momentos es un problema de optimizacién y su

solucion se obtiene minimizando el siguiente funcional

JfA) = /S In(f(x)) f(x)dx—i—ﬁ/[:o)\n <nn - /S e f(:v)dx) , (3.22)
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donde f(z) es una fdp arbitraria, S € R es el soporte de la fdp y A = [A\g --- Aps] son los
multiplicadores de Lagrange para la restriccion de los momentos 7,, n =0, ..., M, con ng = 1.

La solucién a este problema estd dada por (Dacunha-Castelle y Gamboa, 1990)
- M Nan
fup(r) = &n=0"n® e S, (3.23)

donde fyrp(x) esla densidad de maxima entropia que aproxima a la fdp fx(z). Es importante
destacar que no se conoce una expresion cerrada para los multiplicadores de Lagrange A,

deben calcularse numéricamente (Ormoneit y White, 1999).

3.3.2. Cota de Cramér-Rao

Dada una variable aleatoria X, con fdp fx(x;0), donde € es un vector de parametros de la
distribucién, se desea calcular la matriz de informacién de Fisher de la distribucién de maxima
entropia fyre(z;6) que aproxima a fx(z;60). A partir de (3.19) y (3.23), los elementos de la
matriz de informacién de Fisher para este problema se pueden escribir como (von Ellenrieder
y Muravchik, 2008)

M M
IS it

[J]i; =
J]ij = < ;‘) ( ) (3.24)

donde M es una matriz Hankel de (M + 1) x (M + 1) dada por

0
0

1 mq mys
mi mo o M4
M = ) . ] , (3.25)
L MM Mpm+1 - T2M |

siendo m,, los momentos no centrales de la distribucién de maxima entropia firg(x;0), es
decir m,, = | 2" fuEe(z;0)dr. La sensibilidad de los multiplicadores de Lagrange A con el

parametro #; puede obtenerse como

~1
OA _OAOm _ (Om 67“1’ (3.26)
00;  Om 00; O 00;
donde m = [1 --- my|T y se puede demostrar que %—r;\‘ = —M (von Ellenrieder y Muravchik,
2008). Entonces, de (3.26) se obtiene que 2* = —M~1® *. Reemplazando en (3.24) resulta
om\ 7’ Om
== M {=). 2
i (ae) () 327

Los elementos de la matriz M son los primeros 2M momentos de la distribucién de maxima
entropia fysg(x). Los primeros M son conocidos e iguales a los de la distribucién verdade-

ra fx(x), es decir m,, = n, para n = 0,..., M. Sin embargo, los momentos de orden mayor,
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3.3. Aproximacion de la Cota de Cramer-Rao

n=M+41,...,2M, deben calcularse para completar la matriz M. Para llevar a cabo esto, es
necesario obtener los valores de los multiplicadores de Lagrange A. Una vez obtenida la distri-
bucién de maxima entropia (3.23), los momentos de mayor orden pueden calcularse utilizando
técnicas de integraciéon numérica.

Alternativamente, en la seccién 3.3.4 se describe una manera de evitar el cdlculo de los

multiplicadores de Lagrange.

3.3.3. Algoritmo numérico

El objetivo es describir un algoritmo que permita determinar los multiplicadores de Lagrange
numéricamente y con estos calcular los elementos de la matriz M dada por (3.25).

Reemplazando (3.23) en (3.22) se obtiene la siguiente expresién para el funcional

M
TN =13 Nt — [ & Tme0 " gz, (3.28)
m=0 s

el cual debe minimizarse respecto de los multiplicadores de Lagrange, .

Debido a que la minimizacién del funcional (3.28) es un problema convexo (von Ellenrieder
y Muravchik, 2008), para hallar su solucién se utiliza el método de optimizacién de Newton
(Sun y Yuan, 2006).

Aproximando Jy(A) por medio de una cuadratica g(X), a través del desarrollo en serie de

Taylor de segundo orden alrededor de AF)

1
g =T A) + VI AP (A = AW) 4 S (A = AE)TT2T (A (A = A1), (3.29)
donde los elementos de VJ¢(A) y V2J¢(A) resultan
OJr(A
Vs = A g (x) < (3.30)
02Jr(A)  9gi(A)
[V2Tp (M) AN OA; Gi+i(N), (3.31)
con
gi(A) = / i Xm0 An" gy (3.32)
S

Luego, el siguiente iterado A+ g6 obtiene de resolver el sistema Vq(A) = 0, resultando la

ecuacion de actualizacién
AEFD = XB) L (72 7, (AP 71w 7 (AR, (3.33)

El proceso se repite hasta que el paso de actualizacién sea despreciable. Finalmente el algoritmo
calcula los momentos desconocidos, necesarios para completar la matriz M, que es utilizada
para evaluar la matriz de informacién de Fisher en (3.27).

Cabe destacar que este es un problema mal condicionado y se deben tener algunas precaucio-
nes desde el punto de vista numérico. En tal sentido para invertir el Hessiano de la aproximacién
cuadrética en (3.33) se utiliza precondicionamiento, de la misma manera que von Ellenrieder y
Muravchik (2008). Es decir, el sistema Ax = b se resuelve como x = P(PAP)~1(Pb) donde,

en este caso, P es una matriz diagonal cuyos elementos son 1/n,, n =0,..., M.
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3.3.4. Aproximacién alternativa

Otra posibilidad es evitar el cdlculo de los multiplicadores de Lagrange y aproximar la matriz
de informacién de Fisher con la expresion obtenida para la distribucién de méaxima entropia,

que escrita en forma matricial resulta

J= (gg)TM—l (gg) (3.34)

pero ahora [M];; = 1;4+j—2 y dado que solo se conocen M momentos, el tamafnio de la matriz
M es de (M/2+ 1) x (M/2 + 1), para M par (von Ellenrieder y Muravchik, 2008). Cabe
destacar que esta matriz solo depende de los momentos conocidos y ninguno de ellos debe
ser aproximado. Por otro lado solo se necesita la sensibilidad respecto del pardametro @ de los
primeros M /2 momentos. Légicamente, al no utilizarse la informacién de los momentos de

orden 1+ M/2 a M, la calidad de la aproximacién se resiente.

3.3.5. Resultados

En esta seccién se presentan los resultados de evaluar la aproximacién de la cota de Cramér-
Rao para un proceso ARCH de primer orden, el cual coincide con un proceso GARCH(0,1) y
se define como (Engle, 1982)

Vp = O 2y 2z ~N(0,1) iid (3.35)
02 =k+ B2, (3.36)

A partir de (3.4), entonces v,.|v,_1 ~ N(0,02), lo que permite demostrar que los momentos
impares de v, son nulos y que sus momentos pares condicionados a v,_; estan dados por
(Papoulis, 1991)

E {v2|v,_1} = o2"(2i — D!
E {vX|v,_1} = (k + Broz_y)"(2i — 1)L, (3.37)

dondei=1,2,...y (2i — 1)l = H;:1(2j —1).
Por otro lado, el siguiente teorema asegura la existencia de los momentos pares del proceso

ARCH de primer orden (Engle, 1982), que como se vera mas adelante no varian con el tiempo.

Teorema 1 Dado un entero n, entonces existen los momentos hasta el orden 2n del proceso

ARCH de primer orden, con k >0 y 81 > 0, si y sélo si se satisface la condicion

Br(2n — I < 1. (3.38)

En las condiciones del teorema, si se define el vector w, = [v2 v} --- v?"]T los momentos
condicionados se pueden escribir como

E{w,|lv,_1} =b+ Aw,_1, (3.39)

34



3.3. Aproximacion de la Cota de Cramer-Rao

donde los elementos de la matriz A y del vector b son funcién solo de los coeficientes del
proceso y se obtienen de (3.37). Teniendo en cuenta que E{w,} = E{E{w,|v,_1}} y que los
momentos no varian con el tiempo, es decir E {w,_1} = E{w,}, resulta la siguiente expresién
para los momentos
E{w,} = (I—A)"'b, (3.40)
donde I es la matriz identidad.
Derivando (3.40) respecto de los coeficientes del proceso se obtiene la sensibilidad de los
momentos respecto de los parametros
OE {w,.
s =)
donde i =1,2 con 0y =k y 6 = 4.
A partir de (3.40) y (3.41) se puede aproximar la CRB a través de (3.27) utilizando los

()A ()l)
1 i
eiE{wr} + AR (3.41)

algoritmos descriptos (Pascual et al., 2013a). A continuacién se realiza una comparacién de
las dos variantes presentadas para su célculo, a partir de un ejemplo numérico en un caso
particular. Los valores de los coeficientes elegidos son £k = 1 y 1 = 0.13, lo que asegura la
existencia de momentos del proceso hasta orden 20. Para resolver las integrales numéricamente
se utiliz6 la férmula de cuadratura de Gauss-Hermite (Abramowitz y Stegun, 1972) con 67
puntos, debido a que el soporte de la densidad del proceso es (—o0, 00).

En la figura 3.2a se muestra el histograma del proceso ARCH junto con aproximaciones de
maxima entropia de su densidad para diferente ntimero de momentos conocidos y en la figura
3.2b se presenta la diferencia entre el histograma y las aproximaciones de la densidad. Notar
que independientemente del niimero de momentos conocidos, para el nimero de realizaciones
utilizadas para construir el histograma no se distinguen diferencias apreciables entre ambas
aproximaciones. Ademas, teniendo en cuenta que la amplitud del error es pequena en relacién
a la amplitud de las densidades, se puede afirmar que la aproximacién de la densidad es
aceptable.

La cota se evalu6 considerando que ambos coeficientes son desconocidos. Se varid el ntimero
de momentos conocidos de 4 a 10, utilizando (3.40) y (3.41) se calcularon los momentos y
sus derivadas respectivamente y se aproximo la matriz de informacién de Fisher utilizando los
algoritmos descriptos en la seccién 3.3.3 y en la seccién 3.3.4. Finalmente la CRB se obtuvo
invirtiendo esta matriz (3.18). Las figuras 3.3a y 3.3b muestran la raiz cuadrada de la CRB
de los coeficientes k y (1 en funcién del nimero de momentos conocidos, respectivamente.
Se puede observar que ambas aproximaciones tienden al mismo valor de la cota para cada
coeficiente. El segundo enfoque converge més rapido que el primero, sin embargo se debe tener
presente que este método utiliza el doble de momentos calculados de manera analitica. Por
otro lado, la diferencia que se observa entre ambos métodos cuando el nimero de momentos
conocidos es 10 se debe a que el algoritmo numérico calcula de forma precisa hasta el momento
de orden 18 del proceso y el error que comete en el de orden 20 es mayor.

Finalmente, cabe destacar que el valor de la cota para los dos coeficientes es elevado, te-

niendo en cuenta que nos da el valor minimo que puede tomar la varianza para estimadores
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Figura 3.2: Histograma del proceso ARCH de primer orden y su aproximacion de la fdp a

través de la distribucion de maxima entropia.

51

—— Algoritmo numérico
—— Aproximacion alternativa ]

—— Algoritmo numérico
5r —— Aproximacion alternativa|]

CRBl/Z
CRBl/Z

| 3.6 \ —
—
4.1 ‘ . : . ‘ 3.4 : . : . .
4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9 10
Numero de momentos conocidos, M Numero de momentos conocidos, M
(a) Coeficiente k. (b) Coeficiente ;.

Figura 3.3: CRB para la estimacién de los coeficientes del proceso ARCH de primer orden.

insesgados. Esto se debe a que la aproximacién de la matriz de informacién de Fisher pre-
sentada se desarrollé contemplando una sola muestra temporal. Hacerlo para un conjunto de
muestras implica tener que resolver numéricamente integrales multidimensionales de la den-
sidad de probabilidad conjunta de las muestras. Sin embargo, si se cuenta con R muestras
independientes de un proceso con la misma distribucién, la matriz de informacion de Fisher es
simplemente R veces la matriz de informacion de Fisher de una de las muestras. Para obtener
la cota en estas condiciones basta dividir por v/R los resultados presentados.

Para verificar los resultados se puede pensar en un método del tipo de Monte Carlo, evaluan-
do muchas realizaciones del estimador de maxima verosimilitud de los coeficientes utilizando
un numero grande de muestras y calcular su error cuadratico medio. Como este estimador es
asintéticamente eficiente, el error tiende al valor de la CRB. Sin embargo, en la seccién 3.2.2 se
vio que en realidad no se conoce el MLE y que se utiliza una densidad condicional para estimar
los parametros. Més aun, asintéticamente la matriz de covarianza del estimador no tiende a la

inversa de la matriz de informacién de Fisher buscada. Concretamente, la aproximacion (3.17)
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Elemento | De (3.17) | De (3.45) | RMSE

[F~114 1,8956 1,8959 1,8968
[F~1]92 1,3676 1,3675 1,4066

Tabla 3.1: Diagonal de las aproximaciones de F~1.

corresponde a

O*In(f(vrlvr—1)))| 1 1 902 do?
_E{ Slorl }_2E{ﬁ806¢}, (3.42)

y no a la matriz de informacién de Fisher

“In(f (vr;
3(6) = —E{W}, (3.43)

que es la matriz que se aproxima con la solucién al problema de momentos. Dichas matrices

se vinculan de la siguiente manera

[ &n(f(vr,vr-1)) _ &In(f(vrlvr—1))
/_OO /_OO 50007 f(vr, vp_1)dvpdo,—1 = E{ 36507 } — J(0). (3.44)

Por este motivo, para validar los resultados se evalué (3.42) por un lado, mediante (3.17)
luego de realizar la estimaciéon de los pardmetros con un conjunto de 200000 muestras del
proceso, generadas con los valores de los coeficientes utilizados en esta seccién para calcular
la cota, y posteriormente se calculé su inversa. Por otro lado, se aproximé (3.42) utilizando
la fdp de méxima entropia obtenida cuando el nimero de momentos conocidos es M = 10 e

integraciéon numeérica, es decir

ok {821n<f<vrrvr_1>>} 1 /°° { 1 902 907

gy r— rT—1> .4
0006T 2 ot 06 (%,T} fup(vr-1)dvy—1 (3.45)

—o0
y también se calculé su inversa. Por tltimo, se evaluaron 1000 realizaciones del QMLE de los
coeficientes y se calculé la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE por sus siglas en
inglés). En la tabla 3.1 se presentan los valores de los elementos de la diagonal de las matrices
aproximadas y de los valores de la raiz cuadrada de los errores cuadraticos medios. Se puede
observar que los resultados obtenidos por los tres caminos son aproximadamente iguales.
Estrictamente este tltimo andlisis permite concluir que la fdp de maxima entropia es una
buena aproximacion de la fdp del proceso y a partir de ello se puede inferir que también lo
es la aproximacién de la CRB. Por otro lado, se observa que el error de estimaciéon obtenido
es menor que lo que predice la CRB (aunque son del mismo orden). Esto se debe a que se
estd utilizando la densidad condicional para evaluar el estimador, que cuenta con la informacién
de muestras previas y por lo tanto menor incertidumbre. Notese que F es equivalente a la matriz
de informacion de Fisher, pero con la densidad de probabilidad condicional en lugar de la fdp

del proceso.
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Figura 3.4: Modelado del clutter a través de procesos GARCH.

3.4. Modelado del clutter

El objetivo de esta seccién es ajustar un proceso GARCH a datos reales de radar. Para esto
se definen las muestras del proceso como las respuestas correspondientes a distintas celdas de
rango para cada pulso transmitido, siendo la respuesta a cada uno de estos pulsos una reali-
zacion diferente del proceso. De acuerdo con la convencién adoptada para el almacenamiento
de los datos que se describié en la seccién 2.2.1, para una matriz correspondiente a una dada
polarizaciéon, cada columna corresponde a una realizacién del proceso GARCH que modela los
datos y las muestras de cada columna corresponden a muestras del proceso (figura 3.4).

Antes de continuar cabe destacar que los datos con los que se cuenta se componen de valores
complejos, correspondientes a las componentes en fase y cuadratura de la senial recibida por el
radar. Esto implica que el modelo que deseamos ajustar a los datos también debe ser complejo.

La extension compleja del modelo GARCH se define como (Mousazadeh y Cohen, 2010)

Vy = 02y 2 ~CN(0,1) iid, (3.46)
P q
of =k+ Y ajor_;+ Y BilojI% (3.47)
j=1 j=1

donde CN denota distribucién normal circularmente compleja. Esto quiere decir que ahora
vp|1h, ~ CN(0,02) y por ende las expresiones de las densidades varfan ligeramente respecto
de las presentadas en la seccién 3.2. En particular, el funcional que debe minimizarse para

obtener el QMLE queda dado por

R

_ 2 |UT’2
Ly(0) = |In(o?) + | (3.48)

T

r=1

En el apéndice A se deduce la expresién del gradiente de L£2(@), que serd necesaria para
resolver el problema de optimizacién para hallar los estimados del vector de pardmetros 6.
3.4.1. Meétodo alternativo para la estimacién de los coeficientes

El nimero de muestras requerido por el QMLE descripto en la seccién 3.2.2 para lograr

buenos estimados de los coeficientes en ocasiones suele ser elevado en relacion con el que se
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dispone en una situacién practica. Por este motivo en esta seccion se propone una modificacién
al método de estimacion de los coeficientes, la cual consiste en el uso de varias realizaciones
del proceso de corta duracién en lugar de una larga (Pascual et al., 2011).

Denotando como v, v, ..., vy a N realizaciones independientes de un proceso GARCH, en-
tonces la funcién de verosimilitud condicional serd el producto de las N densidades marginales
condicionales de las diferentes realizaciones, es decir

N

FOL, oo, V001, oy V0N -+ 0L 15 ooy V1 ) = | [ F(Velvots oy v1-mt), (3.49)
=1

donde vj; es el elemento i—ésimo de vy y cada fdp f(v¢|voe, ..., vi—nt) es de la forma de (3.7)

R

f(Vt|U0ta 3% Ul—n,t) = H f(vrt|vr71,ta --~7Ur—n,t). (3-50)

r=1
Para un proceso GARCH complejo f(vrt|vr—14, ..., Up—nt) estéd dada por

1 _|U7‘t‘2

f(vrtyvr—l,tv '-'7vr—n,t) = 5 € re . (351)

TO

Reemplazando (3.50) y (3.51) en (3.49) y tomando logaritmo natural, la nueva funcién de

verosimilitud logaritmica resulta

N 2
v
In(f(Vi, ..., VN|UOL, ooy VN5 -« s V1—p 15 ooy V1—p,N)) = —R In () — E E [ln(aft) + | T;’ } .

rt

(3.52)
Finalmente, el estimador alternativo se obtiene como el valor de 8 que maximiza la fdp con-

dicional (3.50) 6, equivalentemente, que minimiza

N

Urt 2
Ls(0)=> )" [1n(aft)+‘ 2‘ } (3.53)

t=1 r=1 Trt

sujeto a las restricciones mencionadas.
En el apéndice A también se da una expresion para el gradiente de £3(8), cuya deduccién

es andloga a la de £2(0).

3.4.2. Error de estimacion

A fin de cuantificar el nimero de muestras necesarias para llevar a cabo la estimacién al mo-
mento de utilizar las mediciones, en esta seccién se realiza un anélisis mediante simulaciones
numéricas del error de estimacion en funcién del nimero de muestras del vector de obser-
vaciones. Las simulaciones consisten en la generacién de realizaciones independientes de un
proceso GARCH complejo de distinto largo, R, y la estimacién de los coeficientes, resolviendo
el problema de optimizacién (3.11) con el funcional £5(0) dado por (3.48) en lugar de £1(80),
es decir hallando el QMLE de los coeficientes por medio del método original. La minimizacién

del funcional se resolvié utilizando el algoritmo de conjuntos activos (Active Set Algorithm)
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Figura 3.5: Estimados de los coeficientes de un proceso GARCH(0,1) en funcién del nimero

de muestras.

de MATLAB®, implementado a partir del método SQP (Sequential Quadratic Programming),
(Fletcher, 1987). El procedimiento se repitié 500 veces en cada caso, es decir se obtuvieron
500 valores del estimador para cada largo del vector de observaciones. Solo se incluyen los
resultados correspondientes al proceso GARCH(0,1), sin embargo se obtienen resultados simi-
lares cuando el andlisis se repite para diferentes érdenes del proceso (p,q), en Pascual et al.
(2011) se puede encontrar un andlisis andlogo para un proceso GARCH(1,1). Los valores de
los coeficientes con los que se generaron los datos son k¥ = 20 y 87 = 0.8. Cabe destacar que
los resultados no fueron contrastados con la aproximacién de la CRB presentada, debido a que
el valor de 31 elegido solo permite calcular el momento de segundo orden del proceso a causa
de la restriccion de existencia que pesa sobre los momentos.

En la figura 3.5 se presentan los resultados obtenidos. En ella se indica, para cada coeficiente
y para cada valor de R, el rango de valores que tomaron los estimados y su valor medio. A
su vez en la tabla 3.2 se muestran los valores de la media, de la desviacién estdndar y de
la raiz cuadrada del error cuadratico medio de los estimados de los coeficientes k y (1. Los
resultados obtenidos verifican el comportamiento asintético mencionado en la seccién 3.2.3. No
obstante es importante destacar que revelan la necesidad de utilizar, para lograr un error de
estimacién razonable, un niimero de muestras espaciales que puede resultar mayor al disponible
en situaciones realistas. En particular los conjuntos con datos de los que se disponen constan
de realizaciones con 61 observaciones en promedio.

Con motivo de establecer una comparacién entre el método original de estimacién y el método
alternativo propuesto en la seccién 3.4.1 se llevaron a cabo simulaciones numéricas para calcular
media, desviacion estandar y error cuadréatico medio de los estimados. Andlogamente al andlisis
anterior, las simulaciones consisten en la generacién de N = 40 realizaciones independientes
de R = 250 muestras de un proceso GARCH(0, 1) complejo y la estimacién de sus coeficientes
resolviendo el problema de optimizacién (3.11) con £3(€) dada por (3.53). Los valores de los

coeficientes son nuevamente k¥ = 20 y 87 = 0.8 y también el experimento se repitié 500 veces.
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R Coeficiente | Media | Desv. estandar | RMSE
550 k 20.2676 3.2321 3.2400
51 0.7874 0.1045 0.1051
k 20.2198 1.3927 1.4086

1000
51 0.7904 0.0485 0.0494
k 20.0780 0.9642 0.9664

2500
51 0.7959 0.0339 0.0341
k 20.0364 0.5613 0.5619

7000
51 0.7986 0.0198 0.0198
k 20.0121 0.4891 0.4887

10000
51 0.7995 0.0159 0.0159

Tabla 3.2: Estimados de los coeficientes de un proceso GARCH(0,1).

N R Coeficiente | Media | Desv. estandar | RMSE
k 20.0211 0.4738 0.4738
40 250
061 0.7990 0.0153 0.0153
k 20.0121 0.4891 0.4887
1 | 10000
051 0.7995 0.0159 0.0159

Tabla 3.3: Comparacién de los métodos de estimacién.

Es importante destacar que para otros érdenes del proceso se obtienen resultados similares,
en Pascual et al. (2011) también se estudia este método para un proceso GARCH(1,1). En la
tabla 3.3 se resumen los resultados. En esta tabla también se incluyen los mismos parametros
calculados por el método de estimacion original con una realizacién de 10000 muestras. Notar
que los estimados obtenidos por este método presentan un comportamiento similar al que se
obtiene utilizando el método original cuando el nimero de muestras total es el mismo en ambos
casos. Ademads de mostrar que son insesgados, los érdenes de magnitud del error son iguales.
Esto permite determinar el niimero de realizaciones independientes, de largo fijo, necesarias
para un dado error de estimacién. Por lo tanto, nos basaremos en estos resultados para utilizar
esta alternativa para estimar los coeficientes en el ajuste del proceso GARCH a los datos reales
de clutter. Sin embargo no se puede hablar de consistencia para estos estimadores debido a

que por el momento no se cuenta con ningun resultado teérico que la fundamente.

3.4.3. Ajuste a los datos reales

Se presentan a continuacion los resultados del ajuste de un modelo del tipo GARCH a
datos reales. Por ajuste se hace referencia al proceso de eleccion de los érdenes del proceso y
la estimacién de sus coeficientes, utilizando como observaciones mediciones reales de clutter

maritimo. Los datos utilizados corresponden a la polarizacién VV del conjunto de datos stare0
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descripto en la seccion 2.2.2. Las realizaciones del proceso son tomadas en rango, es decir
que se cuenta con una realizacion por cada pulso transmitido. Sin embargo, debido a que se
busca ajustar el modelo GARCH solo a muestras correspondientes a clutter, se considerara que
las realizaciones se extienden hasta la celda de rango 45, de modo de excluir las celdas que
contienen al objetivo. Por otra parte, en el proceso de estimacion solo se utilizaran las primeras
1024 realizaciones (o pulsos). Los pulsos restantes del conjunto de datos seran utilizados para
evaluar el desempeno del esquema de deteccion.

En principio, no hay motivos para considerar que las realizaciones son independientes, hipote-
sis necesaria para realizar la estimacién a partir del método alternativo propuesto en la seccién
3.4.1. Sin embargo, se puede pensar que transcurrido un cierto tiempo el oleaje va cambiando
haciendo valida esta consideracién. Con el objetivo de tener una idea cuantitativa, un parame-
tro a considerar es la estimacién de la correlaciéon estadistica de los datos presentada en la
seccién 2.2.2. Los resultados muestran que luego de 30 ms, o equivalentemente luego de 6
pulsos, la funcién de correlacion es aproximadamente cero, es decir que las muestras de dos
pulsos separados por un tiempo mayor al mencionado no estdn correlacionadas. Si bien esto
no necesariamente implica que exista independencia, si fija un limite inferior al tiempo entre
pulsos para que la misma pueda existir. Se supondré entonces que las realizaciones separadas
por 6 pulsos o més seran independientes.

En estas condiciones la estimacion de los coeficientes se realizé utilizando el método al-
ternativo. Se tomaron N = 156 realizaciones separadas cada 6 pulsos, las cuales como se
mencioné constaron de R = 45 muestras. A priori no se conocen los érdenes del proceso que
se busca ajustar, por este motivo se realiz6 el ajuste para diferentes érdenes comenzando por
p =0y g = 1. Inicialmente se contemplo la utilizacién de algiin criterio de selecciéon de mode-
los como el criterio de informacién Bayesiano (BIC por sus siglas en inglés) para determinar
los érdenes. Sin embargo, esta idea se desestimé por dos motivos: en primer lugar, porque la
deduccién de la férmula del BIC hace uso del hecho que el gradiente de la funciéon de verosimi-
litud es cero para 8 = ] (Konishi y Kitagawa, 2008), lo cual, en este caso, no es necesariamente
cierto dado que 0 es un méximo restricto de esta funcién; el segundo motivo es que al reali-
zar el ajuste para los 6rdenes superiores los estimadores de los coeficientes correspondientes
a k y (1 toman los mismos valores que para el proceso GARCH(0,1) y los estimados de los
nuevos coeficientes, en general son cero o toman valores estadisticamente despreciables. Este
comportamiento fue comin no solo para los estimadores calculados con este conjunto de datos,
sino también en ajustes realizados con otras mediciones disponibles (Pascual et al., 2011). Los
valores de los estimados k y Bl resultantes del ajuste del ajuste del proceso GARCH(0,1) son
5.3675 x 1072 y 0.7463, respectivamente (Pascual et al., 2013b).

Estos procesos son de tipo impulsivo. Un valor de k pequeno indica que la varianza condi-
cional del piso de ruido serd pequena y el valor de Bl es el responsable de la tasa y amplitud
con la que se producen los impulsos, cuanto mayor sea [3; mayor sera la probabilidad de que
ocurran. Al ser un proceso con 6rdenes (0,1) la varianza condicional solo depende del tltimo

valor de las observaciones del proceso, y los impulsos serdn de corta duracién a menos que
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Figura 3.6: Histogramas de la magnitud del clutter del conjunto de datos stare0 para la pola-
rizacién VV, de la magnitud del proceso GARCH(0,1) y funciones densidad de probabilidad

resultantes del ajuste.

ocurra una rafaga de innovaciones con valores considerables.

En la figura 3.6 se muestran el histograma de la magnitud del proceso GARCH(0,1) con
los valores de los coeficientes resultantes del ajuste, junto con el histograma de la magnitud
del conjunto de datos stare0 para la polarizacién VV y las fdp de las distribuciones Rayleigh,
Weibull y K con los parametros obtenidos seccién 2.3.4 para el mismo conjunto de datos.
Por un lado se puede destacar el parecido entre los histogramas de los datos reales y el del
proceso GARCH. Sin embargo, la distribucién K sigue siendo la mejor aproxima la cola del
histograma de los datos. Ademds, es importante mencionar que los datos generados con la
densidad normal (o magnitud Rayleigh) tienen una probabilidad muy baja de tomar valores
por encima de tres veces el valor de su desviacién estandar, cuando en realidad las mediciones
de clutter tienen mayor probabilidad de tomar estos valores, tal como se discutié en el parrafo
anterior. Pensando en el diseno de un sistema de deteccién es de esperar que el desempeno del
mismo mejore con la representacién de los datos utilizando un proceso GARCH o K, teniendo
en cuenta que si se utiliza una distribucién normal la probabilidad de tener una falsa deteccién
seria mayor dada la impulsividad del clutter no modelada por los procesos Gaussianos. En
el capitulo 4 se verd que la deduccién de un esquema de deteccién a partir del modelado
de los datos con distribucién K presenta dificultades en el tratemiento matematico llevando
a soluciones subdptimas, que poseen un peor desempeno ain frente a un detector obtenido

modelando los datos con una distribucién Gaussiana.

3.5. Esquema de deteccién

El problema de deteccién se formula como un test de hipdtesis en la forma descripta en la
seccién 2.4. En este caso particular debido a que el modelo de los datos es en rango, la decisién

se lleva a cabo muestra a muestra. Si se denota como y, a la muestra compleja a la salida del
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demodulador en cuadratura, el procedimiento de deteccion estda dado por la decision entre dos

hipotesis Hy y Hy una vez que ¥, fue recibida para la celda de rango bajo prueba
Ho:yr=vr (3.54)
Hy:yr = 2 + vy

Bajo la hipétesis nula Hp se supone que los datos consisten solo de clutter v, el cual es
modelado como un proceso GARCH(p,q). Se considera que el ruido electrénico es despreciable
o es parte del modelo de clutter. Bajo la hipotesis H1 se supone que la medicién es el resultado
de la combinacién de clutter v, y reflexiones en un objetivo x,-. Debido a que ¥, es una muestra
tomada a la salida del filtro adaptado se puede pensar que x, es una constante proporcional a
la energia de la sefial. Sin embargo, un conocimiento perfecto de la senal en el receptor implica
conocer el rango del objetivo de manera muy precisa. Debido a que en general es dificil de
alcanzar esta precision para frecuencias en el orden de las microondas, un modelo maés realista
es considerar que es conocido salvo por un factor que da cuenta del error de sincronismo ef?,
donde 6 es una variable aleatoria uniformemente distribuida en (0, 27| (Richards, 2005). En
resumen, el modelo de sefial resulta z; = £e/?, donde € es una constante deterministica. Se
supone que la distribucién del clutter es la misma para ambas hipdtesis.

Existen diferentes cuestiones que llevan a que el problema se aparte del test de hipdtesis
clasico descripto en 2.4.1. La primera es el hecho de que no se cuenta con una expresién
explicita para la fdp de un proceso GARCH. Para salvar esta dificultad, se puede considerar
en su lugar la fdp condicional dada las observaciones del proceso hasta la celda de rango
bajo prueba y,._1,...,y1 de manera andloga a lo que se hace en el proceso de estimacién de
sus coeficientes. Esta es una consideracion razonable debido a que, excepto para la primera
celda con el modelo GARCH(0,1), las muestras previas a la celda de rango bajo prueba son
I

conocidas. Si se define ¥, = [y,—1---y1]", entonces se reemplaza (2.16) por la relacion de

verosimilitud condicional A(yy|1,), dada por

fy(yr|"»br§ HO) '

Por otro lado, no se tiene un conocimiento perfecto de las densidades de probabilidad con-

Alyr|y,) = (3.55)

dicionales. Respecto del modelo de clutter, no se conocen los valores de los coeficientes del
proceso GARCH y tampoco se conoce la fase del modelo de senal. Esto lleva a un test de
hipdtesis compuestas.

Siguiendo el enfoque del test de relacién de verosimilitud generalizado (GLRT) se deben
maximizar las fdp’s para cada hipdtesis respecto de los pardmetros desconocidos. Sin embargo,
la aplicacién del GLRT para los coeficientes del proceso GARCH lleva a un problema de
maximizacién no-lineal multi-dimensional para el cual no existe una expresién cerrada de su
solucién. Por este motivo se propone un planteo alternativo que se basa en considerar que los
valores de los coeficientes son conocidos. Luego, en la implementacion del algoritmo estos seran
estimados como se describié en la seccién 3.4.1 utilizando un conjunto de datos secundario que

solo contengan muestras correspondientes a clutter. Posteriormente se analizara por medio de
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simulaciones numéricas los alcances de esta consideracién. Por otro lado, la fase de la senal se
supuso aleatoria, por lo que se adopta el enfoque Bayesiano del test de hipdtesis compuestas
descripto en la seccién 2.4.3.

Si fp(0) representa la fdp a priori de 6, entonces las fdp’s condicionales para cada hipétesis

estan dadas por

el H) = [ 616,528 = [ by 65 fal0)d8 =01 (350
A partir de (3.4) y (3.54) resulta

fy\e(yT|¢r79;H0) = 6_‘yr|2/az (357)

1
o2
1

Fyo (el 65 Hy) = —ge =8’ */o7 (3.58)

De (3.57) se observa que fy(y:|1,; Ho) = fy,)0(y:|%,,0; Ho) debido a que no depende de 6.

Ademas, andlogamente al caso Gaussiano (Richards, 2005), luego de integrar (3.56) respecto

2
TOo;

de 0 para la hipétesis Hy se obtiene

Ly 2—e2)/02 28|y, |
Tylurlys ) = ge e/, (02 : (3.59)
donde Iy(-) es la funcién de Bessel modificada de primer tipo y de orden cero (Abramowitz y
Stegun, 1972). Entonces, reemplazando f,(yr|v,; H1) y fy(yr|tP,; Ho) en (3.55) se obtiene la

siguiente regla de decisién

H
In [10 (23;‘/% 2w+ &= (3.60)

r Hy Op
donde 71 es el umbral con el que se compara la relacién de verosimilitud para tomar la decisién
y A es el umbral resultante de operar sobre la expresién de A(y,|v,.).
Debido a que In [ (-)] es mondtonamente creciente, se obtienen los mismos resultados en la
deteccién comparando simplemente su argumento con un umbral modificado. Luego, la regla
de decisién se convierte a

Hi ;
|yr| 5 N (3.61)
0

Con este procedimiento se obtuvo un criterio de decisién, pero resta hallar el valor del
umbral, o X, que asegure que la probabilidad de falsa alarma no exceda un dado valor o
nivel de significacién del test.

La manera clésica de determinar el valor del umbral, consiste en obtener una expresiéon para
la probabilidad de falsa alarma, Ppy4, a partir de (2.17), que luego se invierte para hallar el
umbral en términos de Ppy4. Esto implica que debe conocerse la distribucién de w, = |y,.| bajo
la hipdtesis Hy. Nuevamente, debido a que no se cuenta con una expresién explicita de la
fdp de y, o de v,, se recurre a la probabilidad de falsa alarma condicional dadas y,_1,...,¥y1,
Prali,.

Bajo la hipdtesis Hp la fdp condicional de u, dado v,, fu(u,|t,;Hp), es Rayleigh con
pardmetro 02/2, entonces Pr 4|1, resulta

2

Pral, = /A Fulurltp, s Ho)du, = e=¥*/7%. (3.62)
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Finalmente, de (3.62) se obtiene la expresién para el umbral \

X = /—02n(Pralt,). (3.63)

Una vez que se fija Pr|t, a partir de (3.63) se obtiene el valor para el umbral para cada
celda de rango. Con este procedimiento se llegé a un umbral adaptivo X' que depende de las
muestras de clutter previas para cada celda de rango bajo prueba a través de o,. Esto puede
ser un problema cuando se debe decidir en una celda de rango luego de una deteccién, debido
a que la senal recibida por el radar corresponde a senal mas clutter y no es posible separar
la contribucién del clutter. En este trabajo esto no significa un problema, debido a que se
consideran objetivos aislados. Sin embargo, el algoritmo de decisiéon puede modificarse para
objetivos extendidos cambiando la manera en que se fija el umbral luego de una presunta
deteccién. Una alternativa seria reiniciar el algoritmo de deteccion cada vez que el estadistico
supera el umbral utilizando la varianza no condicional o bien fijando el umbral luego de una
presunta deteccion en base a las tltimas muestras para las cuales no se produjo deteccion.

La probabilidad de deteccién, Pp no puede evaluarse analiticamente por los motivos expues-
tos para la Pr4 y se calculard por medio de simulaciones numéricas en la secciéon 3.5.1.

En la deduccién del algoritmo de decisiéon se supuso que los coeficientes del proceso son
conocidos, sin embargo esto no es cierto en una situacién real. Por este motivo, en la practica

el detector GARCH esta dado por

H, _
el 2 V/—62In(Ppalv,). (3.64)
0
donde
A p q A
GE=k+Y ;67 i+ Bilue I (3.65)
j=1 j=1

siendo I%, ajy Bj los estimados de los coeficientes del proceso que se obtienen por medio del
método descripto en la seccién 3.4.1. En las seccién 3.5.2 se realiza un anélisis de sensibilidad,

donde se estudia como afectan los errores en los coeficientes en el desempeiio del detector.

3.5.1. Probabilidad de deteccién

Debido a que no es posible hallar una expresién analitica para la probabilidad de detection
del detector GARCH, se realizaron simulaciones Monte Carlo para estimar Pp para diferentes
valores de relacién senal a clutter (SCR por sus siglas en inglés) y un dado valor de Pr4. Al
mismo tiempo se evalué la Pr4 de modo de verificar la expresién (3.62). Estas simulaciones
consistieron en generar realizaciones de un proceso GARCH(0,1) de R muestras, donde cada
muestra corresponde a una celda de rango. Para los coeficientes se fijaron los mismos valores
que los utilizados en la seccién 3.4.2 lo que da una varianza no condicional igual a 100. En una
celda de rango, elegida al azar, se sumé una muestra de sefial modelada como se describié en
la seccién 3.5. El umbral dado por (3.63) fue evaluado para el valor de Pra|tp, = 1073. Notar

que para estos érdenes del proceso el umbral solo depende de la muestra previa a la celda
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de rango bajo prueba, es decir ¢, = v,_1. Por este motivo se utiliza y,_; en lugar de v,_1,
independientemente de si el estadistico excede o no el umbral de detecciéon en la celda de
rango previa. Para calcular el primer valor del umbral se utiliza la desviacién estdndar del
proceso obtenida a partir de (3.6). Luego, las muestras del estadistico fueron comparadas con
su umbral correspondiente y la Pp y la Pr4 fueron estimadas por medio de sus frecuencias
relativas.

El ndamero de realizaciones independientes del proceso se eligié lo suficientemente grande
como para asegurar que las probabilidades de deteccién y de falsa alarma sean estimadas de
manera precisa siguiendo la regla deducida por Kay (1998) y que se describe a continuacion.
Sea P la probabilidad que se desea estimar y P su estimado, luego para asegurar que su error

relativo

e=1"_-1 (3.66)

no sea mayor que € el 100(1 — §) % del tiempo, se debe elegir el nimero de ensayos indepen-

dientes, K, de modo de satisfacer

-1 2
x> QE2P0=P) 3.67)
donde Q~1(-) es la funcién @ inversa. En estas condiciones, para estimar Pr4 = 1073 con un
error relativo menor que 0.01 (1%) el 95% del tiempo, a partir de (3.67), K debe ser mayor
que 38 x 106.

Para estimar los valores de la probabilidad de deteccién se utilizaron 1 x 10% realizaciones,
cada una de largo R = 200 muestras. En consecuencia el nimero de ensayos para estimar Pp
es 1 x 10%, sin embargo esto no es un problema y esta dentro de lo predicho por (3.67) debido
a que los valores de Pp son al menos dos 6rdenes de magnitud mayores que el de Pp4. Las
simulaciones se repitieron con el propdsito de estimar la Pp para diferentes valores de SCR,
manteniendo la potencia de clutter constante y variando el valor de la energia de la senal, £.

Por su parte, el nimero de realizaciones consideradas para estimar Pp,4 fue de 76 x 109
lo que da como resultado un niimero de ensayos igual a 152 x 10%, es decir tres 6rdenes de
magnitud mayor que lo predicho por (3.67), lo que puede considerarse aceptable atin cuando
en cada realizacién las muestras no satisfagan la hipdtesis de independencia.

A modo de comparacién, también se consideré el detector resultante de suponer que los datos
poseen distribucién normal (o equivalentemente su intensidad posee distribucién Rayleigh, ver
seccién 2.3.1), al que se denominard detector Gaussiano. Considerando que el clutter posee
distribucién normal con media nula y varianza o2 y el modelo de sefial descripto en la seccién
3.5, la regla de decision del detector Gaussiano resulta igual a (3.61), pero con el umbral dado

por
Ay =/ —0%In(Pra). (3.68)

Notar que en este caso el estadistico coincide con el del detector GARCH, pero el umbral es
constante. Su deduccién es andloga a la del detector GARCH, excepto que en este caso se

utilizan las fdp’s del modelo de los datos en lugar de las fdp’s condicionales (Richards, 2005).
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Figura 3.7: Desempeno del detector GARCH y comparacién con el detector Gaussiano, utili-

zando datos sintéticos.

Detector - Tipo de dato Pra

Detector GARCH - Datos GARCH 1.10 x 1073
Detector Gaussiano - Datos GARCH 16.70 x 1073
Detector Gaussiano - Datos Gaussianos | 0.99 x 1073

Tabla 3.4: Probabilidad de falsa alarma de los detectores GARCH y Gaussiano.

Se repitieron las simulaciones para determinar la Pp y la Pra con el detector Gaussiano.
Sin embargo, para este detector las simulaciones se realizaron de dos maneras diferentes. En
primer lugar se utilizé el detector Gaussiano con clutter generado a partir de una distribucién
Gaussiana, y en segundo término, se utilizé con clutter generado con un proceso GARCH(0,1).
En ambos casos la varianza se fij6 igual a 100.

En la figura 3.7a se muestran los valores estimados de la Pp por medio de las simulaciones
numéricas para ambos detectores. Se observa que la Pp del detector GARCH es mayor que
la del detector Gaussiano para valores bajos y medios de SCR (menores a 10 dB). En la
tabla 3.4 se muestran los valores estimados de la Pgr4, donde se puede ver que para clutter
GARCH el detector Gaussiano presenta una Pr4 mayor a la especificada. Es importante
destacar que debido a que los procesos Gaussianos son un caso particular de los procesos
GARCH (GARCH(0,0)), entonces el detector GARCH con datos Gaussianos presentara el
mismo desempeno que el detector Gaussiano. En efecto, se puede observar que si la varianza
es constante en el tiempo, el umbral del detector GARCH (3.63) es igual al umbral del detector
Gaussiano (3.68).

De manera similar, es posible construir la caracteristica operativa del receptor (curva ROC,
por sus siglas en inglés) utilizando datos GARCH para ambos detectores. Cada par (Pp, Pra)
corresponde a un punto de la curva y variando el umbral se obtienen los diferentes puntos de
la curva. En la figura 3.7b se muestran estas curvas para los dos detectores y para tres valores

de SCR. Se puede observar la degradacién en el desempeno que sufre el detector Gaussiano
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Figura 3.8: Efecto del error en la estimacion de los coeficientes sobre el desempeiio del detector
GARCH.

comparado con el detector GARCH para valores bajos de probabilidad de falsa alarma.

3.5.2. Analisis de sensibilidad

Una de las caracteristicas deseables para un detector en aplicaciones de radar es que las varia-
ciones de cualquiera de los pardmetros desconocidos no afecte significativamente su desempeno,
es decir sus probabilidades de deteccion y falsa alarma. En particular en la deduccién del de-
tector GARCH se supuso que los coeficientes del proceso eran conocidos y en la practica sus
valores son estimados. Por este motivo, en presencia de errores de estimacién o bien ante pe-
quenos cambios en los pardmetros debido a la dindmica del fenémeno que modelan, se espera
que el desempeno del detector no varie notablemente. En el caso del detector GARCH, una
sensibilidad baja a las variaciones de los parametros permitiria estimar los coeficientes con
un numero reducido de muestras o bien mantener el valor de los coeficientes por periodos de
tiempo prolongados antes de actualizarlos.

Para cuantificar la sensibilidad del detector a la variacién de sus pardmetros se realizaron
simulaciones numéricas que consistieron en calcular la Pp y la Pgra, considerando que los
coeficientes presentan errores de estimacién. Dado que no es posible hallar la distribucién ver-
dadera de los estimadores de los coeficientes, se supuso que poseian distribucién normal. Se
consideré nuevamente un proceso GARCH(0,1) y para la media y la varianza de la distibucién
de cada coeficiente se tomaron los valores obtenidos en el andlisis asintético realizado en la sec-
cién 3.4.2, para R = 7000 muestras, es decir k ~ CA(20, (0.5613)?) y 81 ~ CN(0.8,(0.0198)?).
En el caso de la probabilidad de deteccion la simulacién se repitié 10 veces, es decir para
10 valores diferentes de los coeficientes. En la figura 3.8a se muestra el error relativo de Pp,
(Pp — Pp)/Pp, obtenido para diferentes valores de SCR, donde se fijé Pralt, = 1073 para
la determinacion del umbral. En el caso de la probabilidad de falsa alarma la simulacién se
repitié 100 veces. La media y la desviacién estandar de los estimados de Py fue 1.10 x 1073

y 1.34 x 10™* respectivamente.
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Por otro lado, el calculo de la probabilidad de falsa alarma se repitié variando el valor de
Pralt, v estimando Pry a través de su frecuencia relativa para distintas realizaciones de
coeficientes. En la figura 3.8b se presentan las curvas obtenidas junto con la curva tedrica
dada por (3.62).

Los resultados obtenidos muestran que el detector GARCH es robusto a pequenos cambios en
los valores de sus parametros, al menos desde un punto de vista practico. Al mismo tiempo la
figura 3.8b permite concluir que no posee tasa de falsa alarma constante (CFAR, por sus siglas
en inglés). Sin embargo, las perturbaciones de los coeficientes producen pequenas variaciones

en Pr4 y nuevamente dichas variaciones no son significativas desde un punto de vista practico.

3.5.3. Resultados

Con el fin de evaluar el desempeifio de los detectores en una situacion real se utilizé nueva-
mente el conjunto de datos stare0 descripto en la seccién 2.2.2. En este caso se consideraron
los 1dltimos 1024 pulsos o realizaciones (los primeros 1024 fueron utilizados como datos secun-
darios para estimar los coeficientes del proceso). Para tener control sobre la SCR, en primer
lugar se consideré que las realizaciones se extienden hasta la celda de rango 45 de modo de
excluir las celdas que contienen el objetivo real, y se inserté un objetivo sintético con el modelo
propuesto en la seccién 3.5.

En base a los resultados obtenidos en el ajuste a los datos reales presentado en la seccién
3.4.3, se consideré un detector GARCH de 6rdenes (0,1). Es decir, a partir de (3.64) y de
(3.65), el umbral estd dado por

N =/~ + Bl P)In(Prale,). (3.69)

donde k y Bl son los estimados de los coeficientes obtenidos en la seccion 3.4.3.

En estas pruebas nuevamente se considero el detector Gaussiano. Para este detector el umbral
est4 dado por (3.68) salvo que en este caso debe reemplazarse el valor de la varianza, o2, por
su estimado 62 andlogamente a lo que se hace con los coeficientes para el detector GARCH.
En particular para obtener 62 el método elegido es el maxima verosimilitud y su expresién
viene dada por (2.10).

Por otro lado también se incluy6 un tercer detector basado en un algortimo CFAR para
un modelo Weibull para la intensidad del clutter (Ravid y Levanon, 1992), al que se denomi-
nara detector Weibull. Para este detector se supone que el estadistico es la intensidad de las
muestras y que la distribucién de la intensidad de clutter es Weibull con parametros conocidos.
Luego, el umbral se obtiene a partir del cdlculo de la probabilidad de falsa alarma. Debido a
que en la practica los valores de los parametros no se conocen son reemplazados por valores
estimados. Finalmente, el umbral para el detector Weibull estd dado por (Ravid y Levanon,
1992)

N =bpt/?, (3.70)
donde b y ¢ son los estimados de maxima verosimilitud de los parametros de la distribucion

Weibull que se obtienen a partir de las ecuaciones (2.11) y (2.12), y el coeficiente p es funcién de
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Objetivo | Detector Pp Pra

GARCH 0.4619 | 0.0056
Sintético | Gaussiano | 0.0439 | 0.0113
Weibull 0.0029 | 0.0027
GARCH 0.2725 | 0.0048
Real Gaussiano | 0.2578 | 0.0093
Weibull 0.1592 | 0.0022

Tabla 3.5: Tasas empiricas de deteccion y falsa alarma.

la probabilidad de falsa alarma deseada y del nimero de muestras utilizadas en la estimacién
de los coeficientes (Ravid y Levanon, 1992). En el caso en que el nimero de muestras es
suficientemente grande p = —In(Pra).

Los parametros de los detectores Gaussiano y Weibull fueron estimados utilizando el mismo
conjunto de datos que se empled en la estimacién de los coeficientes del detector GARCH. Los
umbrales de los tres detectores se fijaron para la Pry = 1073 y se fij6 la SCR = 5 dB. En la
figura 3.9 se muestra el mapa de detecciéon para cada uno de los detectores. Los pixeles negros
corresponden a las celdas de rango donde el estadistico es mayor que el umbral. El objetivo se
encuentra ubicado en la celda de rango 27 correspondiente a 2391 m, la misma se indica sobre
el lado derecho de las figuras por medio del marcador “<”.

Se observa que el detector GARCH encuentra la verdadera posicién del objetivo con solo
unas pocas detecciones falsas a pesar de las fuertes reflexiones que presenta el clutter, que se
pueden apreciar en la figura 3.9a. También se aprecia que el detector Gaussiano posee la tasa
de deteccién mas baja y la tasa de falsa alarma més alta. Como se menciond, la alta tasa
de falsa alarma se debe a que la impulsividad del clutter no es contemplada por el modelo
Gaussiano. Estos resultados nuevamente permiten concluir que el modelo GARCH para el
clutter es un mejor modelo que el Gaussiano. La distribucion Weibull modela mejor que la
Gaussiana las colas pesadas que presenta la distribucién del clutter. Sin embargo, para tener
en cuenta la impulsivilidad asociada a las colas pesadas, el umbral de detecciéon toma un valor
mayor que el umbral del detector Gaussiano. En estas condiciones el detector Weibull reduce
la probabilidad de falsa alarma a expensas de la reduccién de la probabilidad de deteccion.
En el caso del detector GARCH esto no ocurre debido a que, como ya se menciond, adapta su
umbral en base a la celda de rango previa. En la tabla 3.5 se presentan las tasas de falsa alarma
y de deteccion para cada uno de los algoritmos. La tasa de falsa alarma empirica se define como
el numero de pixeles detectados, excluyendo los pixeles correspondientes al objetivo, sobre el
total de pixeles del mapa de deteccién, nuevamente excluyendo los pixeles correspondientes
al objetivo. Andlogamente, la tasa de deteccién empirica se define como el niimero de pixeles
detectados en la celda de rango donde se ubica el objetivo sobre el total de pixeles para esta

celda de rango.

51



Capitulo 3. Deteccién en rango
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Figura 3.9: Mapa de deteccién en rango y
tiempo con objetivo sintético para el conjunto
de datos stare0, polarizaciéon VV. La ubicacion
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3.5. Esquema de deteccién

Se realizé una segunda prueba en la misma linea de la anterior, utilizando nuevamante las
ultimos 1024 pulsos del conjunto de datos, pero en esta oportunidad se incluyeron las celdas de
rango que contienen el objetivo real. Se corrieron el detector GARCH, el detector Gaussiano
v el detector Weibull con los mismos valores de los parametros que la prueba anterior. En la
figura 3.10 se muestra el mapa de deteccion y en la tabla 3.5 se muestran las tasas de falsa
alarma y deteccién empiricas para cada uno de los detectores con el objetivo real. En este
caso se observa que los detectores GARCH y Gaussiano poseen una buena tasa de deteccién
del objetivo, pero el detector GARCH presenta una tasa de falsa alarma menor respecto del
detector Gaussiano. Estos resultados son consecuencia de que con el objetivo real la SCR es
mayor que la SCR fijada para la prueba anterior. En el caso del detector Weibull nuevamente
se observa que presenta una tasa de falsa alarma menor que los otros detectores a expensas de
una reduccion en la tasa de deteccién.

Por otra parte, se puede observar que el objetivo real afecta a mas de una celda de rango y en
el mapa de deteccion del detector GARCH resultante luce como si existiera enmascaramiento
del objetivo. Esto se debe al modo en que se evalia el umbral luego de que el estadistico lo
supera. Sin embargo, esto no es un problema debido a que el objetivo afecta a dos o tres celdas
de rango porque la resoluciéon del radar es de 30 m y el intervalo de muestreo en rango es
de 15 m. Este fenémeno puede ser un inconveniente cuando dos objetivos se encuentran muy
proximos entre si. En este caso, seria conveniente utilizar una regla diferente para evaluar el
umbral en la celda de rango posterior a una presunta detecctién.

Notar que las tasas de falsa alarma se apartan de los valores tedricos especificados. Esto es
de esperarse debido a que en realidad el clutter real no es generado por ninguno de los modelos
considerados. Desde un punto de vista practico, el interés radica en no superar la Pg 4 prefijada,
no en alcanzarla exactamente. Como es légico, esto es asi en la medida que ello no signifique
disminuir la Pp. La distribucién Weibull presenta un buen ajuste de las colas de la distribucién
y por este motivo es el modelo cuya tasa empirica mejor aproxima la probabilidad de falsa
alarma. Sin embargo, como es el detector que presenta la tasa de detecciéon mas baja esto no
necesariamente implica que sea la mejor distribucion para modelar los datos en el problema
de deteccién. Una comparacion justa entre los modelos propuestos no deberia hacerse solo
basada en la calidad del ajuste de las funciones de densidad de probabilidad, sino que debe
compararse el desempeno general de la solucién al problema de detecciéon. Con el objetivo de
llevar a cabo esto, se calculé la curva ROC empirica, es decir el grafico de Pp en funcién de
Pr 4 calculada a partir del conjunto de datos (Hurtado y Nehorai, 2008).

El modo en el que opera el detector GARCH presenta dos escalas de tiempo: una adaptacion
lenta dada por la estimacién de los parametros del modelo, realizada como un proceso por lotes;
y una adaptacion rapida inherente al modelo, en la cual el umbral en cada deteccion es afectado
por la muestra correspondiente a la celda de rango previa a la celda bajo prueba. Entonces,
para que la comparacién sea justa con los detectores clasicos se incluyen dos versiones de los
detectores Gaussiano y Weibull: una versién de adaptacion rapida y una version de adaptacién

lenta. Los detectores con adaptacion lenta corresponden a la versién que se utilizé hasta el
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Figura 3.11: Curvas ROC empiricas para el conjunto de datos stare(, polarizacion VV.

momento. Estiman los pardmetros de las distribuciones Gaussiana o Weibull de la misma
manera que el detector GARCH, es decir utilizando un gran bloque de datos con reflexiones
de multiples pulsos de radar, y determinando los umbrales resultantes para la deteccion a
partir de esa estimacion, mientras que se almacenan datos para la préxima actualizacion del
modelo. Por contrapartida, los detectores con adapatacién rapida estiman los pardmetros de
las distribuciones Gaussiana o Weibull a partir de las reflexiones correspondientes a un tnico
pulso de radar con un conjunto de celdas de rango secundarias alrededor de la celda de rango
bajo prueba, con una guarda alrededor de esta. Estas versiones de detectores con adaptacién
rapida buscan imitar la variacién temporal del umbral del detector GARCH.

En la figura 3.11a se muestra la curva ROC empirica con datos reales de clutter y objetivo
sintetico para diferentes valores de SCR. En la figura 3.11b se presenta la curva ROC empirica
obtenida con datos de clutter y objetivo reales. Se puede observar que las curvas ROC de los
detectores Gaussiano y Weibull con adaptaciéon lenta se superponen. De hecho la misma curva
ROC empirica se obtendria para un detector relacionado a cualquier distribucién invariante
en el tiempo que implique la comparacién con un umbral fijo o constante. Las curvas ROC
tedricas pueden diferir, pero las curvas empiricas se obtienen simplemente variando el umbral
independientemente de la probabilidad de falsa alarma tedrica asociada a cada valor del umbral.
En cambio, en los detectores Gaussiano y Weibull con adaptacion rapida los umbrales cambian
en cada decisién, sin embargo su desempeno se degrada debido a que sus parametros son
estimados con un error considerable a causa del pequeno nimero de muestras utilizado. En
el caso del detector Weibull deben estimarse dos pardmetros con el mismo conjunto de datos
pequeno, con lo cual este efecto se agrava atin mas. Si se considera el desempeno en la deteccién
como parametro de comparacién, a partir de las figuras 3.11a y 3.11b, nuevamente podemos
concluir que el modelo GARCH es un mejor modelo para los datos que los otros dos presentados

en este trabajo.
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3.6. Conclusiones

Las olas de cresta espumosa que se forman en el océano a menudo producen picos de amplitud
en las senales recibidas por los radares. Este tipo de respuesta impulsiva no es correctamente
modelada por procesos Gaussianos. En este capitulo se propuso utilizar procesos GARCH
para una mejor representacién de las caracteristicas del clutter maritimo. Al mismo tiempo se
desarrollé un esquema de deteccion basado en este tipo de modelo.

En primer lugar se dié una breve descripcién de la estructura de los procesos GARCH y del
método de cuasi-méaxima verosimilitud para la estimacién de sus parametros. Debido a que no
existe una expresién explicita para su fdp se calculd la cota de Carmér-Rao para un proceso
ARCH, a partir de la aproximacién de su densidad de probabilidad por la de méxima entropia
dado un conjunto de momentos conocidos. Se dedujeron las expresiones de los momentos y sus
derivadas, necesarias para aproximar la CRB. A partir de un ejemplo numérico se observé que
aun con un namero reducido de momentos el algoritmo converge al valor que aproxima la cota.

Para validar los resultados se hizo uso de las propiedades asintdticas del estimador QMLE,
resultante de maximizar la densidad de probabilidad condicional del proceso ARCH. Esta
validaciéon mostré que la aproximacién de la densidad del proceso por la de méxima entropia
es una buena aproximacién y ademas qued6 de manifiesto que el error que se obtiene estimando
los parametros con el QMLE es menor que lo predicho por la CRB. Esto se debe a que con
el QMLE se esta utilizando la densidad condicional en lugar de la densidad del proceso, y la
informacién extra aportada por concocer la fdp condicional aumenta la informacion de Fisher
y por consiguiente disminuye la CRB.

Debido a que el modelo propuesto considera las realizaciones en rango, el nimero de muestras
necesarias para obtener un error de estimacion razonable no es suficiente en una situacién
practica. Para resolver este problema se presenté un método de estimacion alternativo que
utiliza secuencias de datos cortas, sin pérdida en el desempeno. Este procedimiento emplea
varias realizaciones independientes del proceso y se mostré que presenta un comportamiento
similar al método de estimacion original. Utilizando este algoritmo se realizé el ajuste de un
proceso GARCH a las mediciones reales del radar IPIX y se compararon los resultados con
los de los ajustes realizados en el capitulo 2 a las distribuciones comunmente utilizadas en la
literatura.

Se desarroll6 un algoritmo de deteccién basado en un modelo GARCH para el clutter. Una
de sus ventajas es que es un esquema de deteccién adaptivo cuyo umbral depende de las
muestras de clutter previas para cada celda de rango bajo prueba. De este modo es capaz de
capturar las variaciones rapidas del ruido en el tiempo. Por otro lado, es importante destacar
que si el clutter es Gaussiano el detector GARCH se reduce a un detector Gaussiano, es decir
el procedimiento de estimacién dard un valor no nulo de l;:, igual a la varianza del clutter y
valores préximos a cero para los estimados de los demés coeficientes.

Asimismo, se evaluaron las probabilidades de deteccion y falsa alarma por medio de simula-

ciones Monte Carlo. Se mostré que para valores bajos de SCR el detector GARCH presenta un
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mejor desempeno que un detector Gaussiano, es decir presenta una probabilidad de deteccién
mayor con una tasa de falsa alarma menor. Ademas, este detector presenta la ventaja de deci-
dir pulso a pulso, esto significa que no necesita esperar el arribo de las reflexiones de multiples
pulsos para tomar la decision. Sin embargo, como se vera en el capitulo 4 extender estas ideas
incorporando informacién de varios pulsos mejorara el desempeno, sin necesidad de hipétesis
sobre estacionareidad.

Con respecto a los resultados obtenidos utilizando los datos de clutter real, se mostré que
el detector GARCH presenta un mejor desempeno que los detectores Gaussiano y Weibull,
excepto para valores altos de SCR y alta probabilidad de falsa alarma. En efecto, bajo estas
ultimas condiciones favorables los tres detectores alcanzan aproximadamente la misma proba-
bilidad de deteccién. El éxito del detector GARCH se puede explicar a través de su variacién
temporal. Tomando la intensidad de la muestra como el estadistico para los tres detectores,
en el caso del detector GARCH el umbral en cada comparacién es funcién de la intensidad
de la muestra previa, pero los pardmetros del modelo no cambian rapidamente. Este com-
portamiento no puede obtenerse con los detectores clasicos en los cuales existe una relacién
de compromiso entre la calidad en la estimacién de los parametros de la distribucién y la
velocidad de adaptacion.

Finalmente, pensando en una aplicacién en tiempo real el algoritmo de deteccién posee
una carga computacional practica. Si bien requiere las reflexiones de multiples pulsos para
realizar la actualizaciéon de los estimados de los coeficientes, se mostré que el detector es
robusto respecto a pequenos errores en los valores de sus parametros. De este modo, no hay
necesidad de estimar los parametros frecuentemente. En realidad, los coeficientes cambian
cuando la condiciones ambientales cambian drasticamente. Esta flexibilidad permite esperar
las muestras de senal necesarias para realizar la estimacion mientras continua la ejecuciéon
del detector. Por lo tanto, comparando solo los algoritmos de deteccion, el detector GARCH
posee una carga computacional ligeramente mayor que los detectores Gaussiano y Weibull con
adaptacién lenta debido a que sus umbrales son constantes. Sin embargo, posee una carga
computacional menor que los detectores Gaussiano y Weibull con adaptacién rapida debido a
que el calculo de sus umbrales requiere la estimacién de los parametros de la distribucién para

cada celda de rango.
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Capitulo 4

Deteccion en rango y tiempo

4.1. Introduccion

En las aplicaciones de radar, para lograr el desempenio deseado, es importante modelar
apropiadamente las senales resultantes de la contribucion de las reflexiones en el entorno del
objetivo de interés. Estas reflexiones no deseadas, o clutter, son en muchos casos de naturaleza
no homogénea y su estadistica es desconocida. A causa de su naturaleza cambiante, es fre-
cuente considerar el empleo de algoritmos adaptivos. Debido a su tratabilidad matematica, los
esquemas de deteccién adaptiva en radar basados en modelos de clutter Gaussiano han sido
extensamente investigados (Reed et al., 1974; Kelly, 1986; Bose y Steinhardt, 1995; Sheikhi
et al., 1998; Kraut y Scharf, 1999). Una de las soluciones méas conocidas es el test de relacién
de verosimilitud generalizado (GLRT por sus siglas en inglés) (Kelly, 1986), disenado conside-
rando un modelo de clutter Gaussiano con media nula y matriz de covarianza desconocida. En
este esquema de deteccion se utilizan dos conjuntos de datos de entrada los cuales se denomi-
nan primario y secundario. La posibilidad de que exista senal presente solo se contempla para
los datos primarios, mientras que se supone que los datos secundarios solo se componen de
muestras de clutter, independientes e idénticamente distribuidas de las componentes de clut-
ter de los datos primarios. En el caso del detector de relacién de verosimilitud autorregresiva
generalizada (ARGLR por sus siglas en inglés) (Sheikhi et al., 1998) el clutter es modelado a
través de un proceso autorregresivo (AR) de modo de imponerle una estructura a su matriz
de covarianza. En este caso el detector se ajusta a si mismo utilizando inicamente el conjunto

de datos primario.
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Sin embargo, existe evidencia experimental que demuestra que el modelo Gaussiano no re-
presenta adecuadamente al clutter en muchas situaciones practicas de interés (Haykin et al.,
1991; Farina et al., 1997). De este modo dependiendo de la aplicacién se han propuesto mode-
los de clutter basados en distribuciones tales como la Log-normal, la Weibull, la K (Sangston
y Gerlach, 1994; Shnidman, 1999), en densidades de probabilidad compuestas generalizadas
(Anastassopoulos et al., 1999; Shang y Song, 2011; Sangston et al., 2012) o en procesos aleato-
rios esfericamente invariantes (Conte y Longo, 1987). El problema de deteccién para algunos
de estos modelos de clutter no Gaussianos también ha sido estudiado (Conte et al., 1996; Gini
et al., 1995; Gini y Greco, 1999). El detector adaptivo lineal-cuadratico (ALQ por sus siglas en
inglés) (Gini y Greco, 1999) es una solucién sub-6ptima basada en un modelo de clutter Gaus-
siano compuesto. La formulacién del problema para la deduccién de este detector es andloga
a la del detector GLRT, y también requiere los conjuntos de datos primario y secundario.

En el capitulo 3 se propuso un esquema de deteccién modelando el clutter a través de un
proceso GARCH. El detector resultante mostré un desempeno superior a detectores basados en
modelos Gaussiano y Weibull para el clutter en diferentes situaciones précticas. Sin embargo,
el detector GARCH tiene la desventaja de que no permite incorporar informacién de varios
pulsos de radar en la decisién debido a que el proceso GARCH fue utilizado para modelar el
clutter solo en rango (o tiempo rapido). Los procesos GARCH multidimensionales han sido
utilizados en el modelado de coeficientes wavelet en problemas de deteccién de anomalias en
aplicaciones de sonar (Noiboar y Cohen, 2007) y en la supresién de speckle en imégenes de
radar de apertura sintética (Amirmazlaghani et al., 2009).

En este capitulo se extienden las ideas previas proponiendo un modelo de clutter que combina
un proceso GARCH en dos dimensiones (GARCH-2D) con un proceso AR con el objetivo de
incorporar la informacién de multiples pulsos en la decisién y se deriva el detector adecuado
para este modelo de clutter (Pascual et al., 2014c). La parte GARCH-2D del modelo preserva
la propiedad impulsiva de los procesos GARCH, es decir este modelo preserva las colas pesadas
de la fdp, y el modelo AR en las innovaciones permite modelar la correlaciéon pulso a pulso
existente en los datos, como se vié en la seccién 2.2.2.

En la seccién 4.2 se describe el modelo AR-GARCH-2D y se presenta un método de estima-
cién para sus parametros. En la seccién 4.3 se desarrolla un algoritmo de deteccién adaptivo
en rango y tiempo basado en el modelo AR-GARCH-2D. Se lleva a cabo un anélisis tedrico
para determinar su probabilidad de falsa alarma. Por medio de simulaciones numéricas en la
seccion 4.4 se calcula su probabilidad de deteccién para evaluar el desempeno del detector
AR-GARCH-2D. Andlogamente a lo realizado para el detector GARCH, se analiza como afec-
ta un error de estimaciéon de sus pardmetros en su desempeno. A pesar de que el detector
resultante no es de tasa de falsa alarma constante (CFAR) con respecto a los coeficientes del
proceso, se muestra que en situaciones practicas presenta un comportamiento robusto, es decir
la probabilidad de falsa alarma no cambia significativamente cuando varian los valores de los
coeficientes. En la seccién 4.5 se examina el desempenio de detectores AR-GARCH-2D con

diferentes érdenes del modelo en una situacién real utilizando los datos medidos y se aplica un
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criterio de seleccion de modelos para elegir el modelo AR-GARCH-2D que mejor ajusta a los
datos. Finalmente, se compara el detector resultante con los detectores GLRT (Kelly, 1986),
ALQ (Gini y Greco, 1999) y ARGLR (Sheikhi et al., 1998) utilizando los datos medidos de

clutter maritimo.

4.2. Modelado del clutter

4.2.1. Procesos AR-GARCH-2D

Sea el proceso doblemente indexado v,; un proceso aleatorio de dos dimensiones que repre-
senta el clutter. El primer indice, r, corresponde a la dimensién tiempo rapido (o rango) y
el segundo indice, ¢, corresponde a la dimensién tiempo lento (o pulsos). Luego, basado en
un proceso GARCH-2D (Amirmazlaghani et al., 2009) se define un proceso AR-GARCH-2D

complejo, vy, como (Pascual et al., 2014c)

M
Urt = Opt2rt + Z aQjVrt—j 5  Zrt ™~ CN(O, 1) iid., (4.1)
j=1
o=kt Y agori i+ Y, Bilveiail, (4.2)
ijen i€

donde ag; son los coeficientes de la parte autorregresiva del proceso, 02, es la varianza condi-
cional, dada por (4.2), siendo k el término independiente que fija el piso de la varianza, o;
los coeficientes de la parte autorregresiva de la varianza condicional y (;; los coeficientes de
las intensidades al cuadrado de los valores pasados del proceso. Para asegurar que la varianza

condicional, agt, sea siempre positiva se deben imponer las siguientes restricciones
E>0 =0, (i,j) e 1 Bij =0, (i,7) € Aa. (4.3)

Sea también

N

At ={(i,7)/0 <i <p1,0 < j < pa, (i,5) # (0,0)}, (4.4)
Ao ={(4,5)/0 << q1,0

donde p1, p2, g1 v g2 son los érdenes del proceso. El proceso AR-GARCH-2D definido arriba
difiere de los procesos GARCH-2D propuestos en (Amirmazlaghani et al., 2009) en la inclusién
del segundo término en el lado derecho de la igualdad de (4.1), es decir el término de la
parte autorregresiva en el segundo indice de tiempo. De este modo, mientras que el proceso
GARCH-2D es no correlacionado, el proceso AR-GARCH-2D permite modelar la correlacién
pulso a pulso, preservando la propiedad impulsiva de los procesos GARCH. Los procesos
AR-GARCH-2D modelan las observaciones como procesos Gaussianos correlacionados con
varianza condicional variante en el tiempo (4.1). Para cada ubicacién (r,t), las vecindades de
la observacién y de la varianza condicional juegan un rol en el valor actual de la varianza

condicional (4.2), lo que lleva al agrupamiento de las variaciones. En este modelo el nimero de
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Capitulo 4. Deteccién en rango y tiempo

coeficientes en la varianza condicional aumenta drasticamente con los 6rdenes p1, p2, q1 ¥ g2 lo
cual obstaculiza la estimacién precisa de los coeficientes de proceso. Para hacer que el modelo
sea tratable a los fines practicos es necesario imponerle estructura adicional. Como se vié en
la seccién 3.4.3 para un modelo GARCH-1D, un proceso GARCH con solo dos coeficientes, k
y el primer 3, es suficiente para capturar la mayor parte del comportamiento estadistico del

clutter. Por este motivo de aqui en adelante el andlisis se restringird al modelo

M
Vpt = Ope2rt + Z aojVri—j , 2t ~CN(0,1) iid., (4.6)
j=1
1 1
o =k+ Y ayory i+ Bl gl (4.7)
=0 =0

donde los coeficientes a1 y Bo1 fueron excluidos a fin de obtener una expresién cerrada para el
detector que se deducira en la seccién 4.3. Los coeficientes a’s imponen cierta suavidad sobre
o2, mientras que los coeficientes 3’s determinan su grado de dependencia con las observaciones
pasadas. Restringiendo esta dependencia a la celda de rango y pulso previos solo se capturara la
dindmica dominante de la varianza condicional. Probablemente el clutter producido por la
mayor parte de los entornos sea adecuadamente modelado con esta dependencia de vecinos
mas cercanos. Por otro lado si algin entorno exhibe clutter con una dindmica més compleja,
un modelo con mayor nimero de coeficientes no necesariamente implicard un mejor ajuste en
la practica, ya que un mayor numero de coeficientes llevard a mayores errores de estimacién
para un dado conjunto de datos. Ademads, se restringe M a que varie solo de 0 a 3, debido a
que un modelo AR de tercer orden para el clutter a mostrado ser un buen compromiso entre
fidelidad del modelo y tratabilidad matematica (Greco et al., 2004).

Sea 1b,_; ; el conjunto de toda la informacién hasta la celda de rango r — 1 y el instante ¢,
es decir aﬁT Yy Upr para p < r— 1y 7 < t. Luego, si se condiciona v,; a (¢T_17t; {Ur,t—j}inJ
de (4.6) se observa que o, y Zj\il aojvri—j estan dados y solo zy ~ CN(0,1) es aleatorio,
entonces

M
Ut (¢r—1,t3 {vnt—j}jﬂil) ~CN ZCLOjvr,t—j; o | - (4.8)
j=1
Notar que el conjunto de muestras del proceso {v,¢—; }jj‘il no se encuentra incluido en ,_; ;.

Este modelo puede diverger debido a que involucra ecuaciones autorregresivas. Para evitar
esta situacién es posible imponer condiciones sobre los coeficientes del proceso con el fin de
asegurar que resulte estacionario en sentido amplio y con varianza finita, andlogamente a los
procesos GARCH-1D (Bollerslev, 1986) o a los procesos GARCH-2D (Noiboar y Cohen, 2007).
Se puede demostrar que E{v,;} = 0 y que la varianza no condicional es finita e igual a

Vivr} = 1 1 ) 1
=D =001 — 2o By — (1 —2i=0 Oélj) oM

siempre y cuando se satisfaga la condicién
1 1 )
Zalj + Zﬁlj + (1 — Zj:O Ozu) om < 1, (4.10)
§=0 §=0
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donde ¢)s es una constante que depende del orden M y de los coeficientes ag;. Para M =

0,1, 2,3 las expresiones de ¢j,s son respectivamente

¢ =0, (4.11)
= lao1 |, (4.12)
2 * *
b2 = 3" fagy [+ 2Re { 201002001 Gyo0) (4.13)
2 — - aO] 1 . ‘CLOQ‘Q Y N
3
¢3 = Z |a0j’2 + 2Re {a01a02a83+
j=1

(ag; +ao2ah3)(ao2+as; ao3)
1—l|aos3|?
|a02+a61a03|2 ) (414)
1—]|aos|?

ap1 + agyao3 +

+lao1(agy + aniags) + agz(ao2 + apyaos)]
1 — |ags|* —
donde * denota complejo conjugado y Re{-} la parte real de un nimero complejo. En el
apéndice B se presenta la deduccién ¢y para M = 2, con un procedimiento similar es posible
obtener las expresiones correspondientes a los demas valores de M.
Como en el caso de los procesos GARCH-1D y GARCH-2D, no existe una expresion explicita
para la funcién densidad de probabilidad de los procesos AR-GARCH-2D.

4.2.2. Estimacion de parametros

Para ajustar el modelo AR-GARCH-2D al clutter se debe utilizar un conjunto de datos
que no incluyan reflexiones en un objetivo. Suponiendo que un radar pulsado monoestatico
transmite un tren de 71" pulsos coherente y que el receptor muestrea la senal reflejada de cada
pulso a la salida del filtro adaptado formando R celdas de rango, siguiendo el esquema de la
figura 2.1. Las muestras de la envolvente compleja a la salida del demodulador en cuadratura

CP*T con elementos complejos [V],s = v,¢, donde las

pueden agruparse en una matriz V €
filas corresponden a la dimensién rango y las columnas corresponden a la dimensién tiempo
lento, como se describe en la figura 4.1.

Una manera de realizar la estimacién seria utilizando el método de méaxima verosimi-
litud, pero en este caso tampoco se cuenta con una expresién explicita para la fdp de
un proceso AR-GARCH-2D. Para superar esta dificultad, andlogamente a lo realizado pa-
ra los procesos GARCH, se considera en su lugar la funciéon de verosimilitud condicional

F(VIYr_1_pn;%or; vi—m; -+ 5 Vo) que puede escribirse como

R T
FOVIYr_1 s orsvieas -+ ivo) = [ [T fwrelpr 1 {ve—s350), (4.15)
r=1t=1

donde v; = [v1; voy -+ vge]! y las fdp’s condicionales fortlp, 1 45 {vt_j}j]\/il) estdn dadas por
(4.8). Luego, se define la funcién £4(6) como

2

R T
= ZZ ln T Upt — ZGOJUTt —j , (4.16)
Ot

r=1t=1
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Unamuestra compleja
Celda i (1&0) por cada celda
d

e
rangp T

Rango o tiempo répido

Folarizacidn

—DI Id— Pulsos o tiempo lento

Figura 4.1: Modelado del clutter a través de procesos AR-GARCH-2D.

donde & = [k aip a11 Bio P11 Re{ao} Im{ap} - - Re{aons} Im{aors}]” es el vector
de pardametros que se desea estimar. La funcién de verosimilitud logaritmica condicional
~In(f(V|¥r_1 _pn5%or; Vi—um; - -+ 3 vo)) difiere de £4(0) solo en una constante.

Finalmente, el QMLE, é, es el valor de 8 que maximiza (4.15) o, equivalentemente, que
minimiza L£4(0@) sujeta a las restricciones dadas por (4.3) y (4.10). En resumen, se puede

escribir
0 = argmin £4(0),

4.17
0o ( )

donde © es el conjunto de valores de 8 que satisfacen las restricciones (4.3) y (4.10).
Como en el caso de los funcionales presentados en el capitulo 3, en el apéndice A se presenta
una expresion para el gradiente de L£4(0), que serd necesaria para resolver el problema de

optimizacién.

4.3. Esquema de deteccion

Para una dada celda de rango r, pueden agruparse N muestras complejas correspondientes a
pulsos consecutivos {y,+}~_; en un vector y" = [y;1 yr2 - Yrn]’ de dimensién N x 1. Luego,
el procedimiento de deteccién estd dado por un test de hipétesis binario entre las hipotesis Hy

y Hi una vez que y” ha sido medido para la celda de rango bajo prueba

r

Hy:y"=v

(4.18)
Hy:y"=s"+4+vVv".

Bajo la hipétesis nula Hy, se supone que las mediciones consisten solo de clutter v". Es impor-
tante destacar que se considera que el ruido electronico es despreciable o bien que se encuentra
absorbido por el modelo de clutter. Bajo la hipdtesis Hi, se supone que las mediciones son una

combinacién resultante de clutter y los ecos producidos en un objetivo, s”. El vector de senal
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4.3. Esquema de deteccién

se modela como 8" = yp”, donde v es un escalar complejo deterministico pero desconocido,
mientras que p” es un vector complejo perfectamente conocido cuyos elementos estan dados
por [p7]s = pre = 7%, con Q = 27 f4T donde fy en la frecuencia Doppler y T es el intervalo de
repeticién de pulso del radar (Gini y Greco, 1999). Se considera que la estadistica del clutter
es la misma para ambas hipdtesis y se modela como un proceso AR-GARCH-2D.

El GLRT descripto en la seccién 2.4.2 involucra el cociente de las funciones de verosimilitud
bajo cada una de las hipétesis, evaluadas en sus respectivos maximos -dados por los MLEs de
todos los pardmetros desconocidos correspondientes para cada hipdtesis (Kay, 1998). Debido
a que no existe una expresién explicita para la distribucién de un proceso AR-GARCH-2D,
entonces tampoco existe una expresién para la relacién de verosilimitud requerida para obtener
la regla de decisién. Por lo tanto, en este caso no se puede utiliza el enfoque cldsico del
GLRT. En su lugar, nuevamente se desarrolla el test en base a las funciones de verosimilitud
condicionales dadas las observaciones del proceso hasta la celda de rango bajo prueba (Pascual
et al., 2013b, 2014c).

Las fdp’s condicionales estan dadas por

N

fi(y" %1 N {Yri-m}ily) = H fi(yrel,_1 45 {yr,t—j}jj\il)7 (4.19)

t=1
con i = 0, 1. Bajo la hipdtesis nula, a partir de (4.8) se obtiene

1 Flyre—M agjyre—;1?
fortly_1 5 {yre—s}ity) = —5eone T
TOZ,

(4.20)

Bajo la hipdtesis Hi, los elementos de y" pueden escribirse como y,+ = yprt + vyt y de (4.6)

resulta
M
Yrt = YPrt + Z aojVrt—j + OrtZrt- (4.21)
j=1
Expresando las muestras de clutter como v,;—j = yr¢—; — Yprt—j para j = 1,--- , M, a partir
de (4.21), se obtiene
M M
Yrt = Z a0 Yrt—j +v | Prt — Z Qi Prt—j + Ot Zrt- (422)
j=1 J=1

De este modo, f1(yrt|t,_1.4; {¥ri—j }jj\il) es también una fdp normal pero con valor diferente

para su media

f1(y t|’l/) X '{y . }Ml) _ 1 e%iWn—Z?il a()jy'r-,t—j_’)/(prt_szzl anpr,tfj)F
T T— 7t7 ri—7] ]: - 2 .

TO -t

(4.23)

Siguiendo el enfoque del GLRT deberia maximizarse fi(y" 1,1 n; {yri— M M) con respecto
a los parametros desconocidos 8 y v, de manera separada para cada ¢ = 0,1. Sin embargo,
la aplicacion de esta metodologia para los coeficientes del proceso AR-GARCH-2D lleva a un

problema de maximizacién no-lineal multi-dimensional para el cual no existe una expresién
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Capitulo 4. Deteccién en rango y tiempo

cerrada de su solucién. Por este motivo, se propone la solucién alternativa utilizada en la seccién
3.5 para la deteccion en rango, la cual consiste en considerar que los valores de los coeficientes
del proceso AR-GARCH-2D son conocidos. Luego, en la implementacién del algoritmo seran
estimados como se explicé en la seccién 4.2.2, utilizando un conjunto de datos secundario que
solo contenga muestras de clutter.

Bajo esta consideracién el unico parametro desconocido es v, y solo aparece en la fdp de la
hipdtesis Hj.

A continuacioén se deducird el valor de v que maximiza f1(y" [, 1 n; {yrt—n 1) a partir de
la condicién necesaria de primer orden que debe satisfacer para ser un méaximo local (Fletcher,
1987). fi(y"[¥,—1 N3 {yr1—r}M,) es una funcién real del pardmetro complejo v y es analitica
respecto a v y a v*, donde v* denota el conjudado de . Entonces, una condicién necesaria y

suficiente para que tenga un punto estacionario es que

8fl (yT"(br—l,N; {yr,t—M}t]\il)

= 4.24

donde 7* es tratado como una constante en la derivada parcial (Brandwood, 1983).

De manera equivalente, se pueden obtener los puntos estacionarios de
In(f1(y" %, 1 ni {Ure—m}i21)), va que In{-} es una funcién mondétonamente creciente.
S1(y b1 N {yri—n}1L,) se obtiene reemplazando (4.23) en (4.19) y se toma In{-} para
hallar la expresion de In(f1(y"|¥, 1 i {yri—n}121))

2

N M M
1
In(f1) =Y |~In(ro}) — 7| > aoiyra—j = | pre = Y aoipri , (425
t=1 rt j=1 j=1

donde In(f1) denota In(f1(y"[%,_1 n; {yr1—a}M,)) por cuestiones de espacio. Luego, a partir
de (4.25) su derivada con respecto a vy estd dada por

*

8ln N M M M
Z 52 Drt — Z ao;Pr,t—j Yrt — Z aojYrit—j | =7 | Prt — Z Qao;Pr,t—j
t=1 Tt j=1 j=1 j=1
(4.26)
Entonces, (4.26) es cero cuando 7 = 4 resultando
% 2
N M M N M
Z 52 | Pre Z ao;Pr,t—j Yrt — Z aojyri—j | =" Z S|Pt~ Z aQ;Pr.t—j
t=1 "1t j=1 j=1 t=1 "1t j=1
(4.27)
A partir de (4.27) se obtiene la expresién para 4
*
N M M
> o <prt - Gijr,t—j> (yrt - a()jyr,t—j)
. t=1 "t j=1 j=1
Y= 2 ) (4.28)
N M
E -2z |Prt — Z aQ;jPrt—j
t=1 "7t J=1
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que es valor de v que maximiza f1(y" |9, _1 y; {yre—m 3.
Por lo tanto, se utiliza la relacién de verosimilitud condicional, A(y"), y se establece la

siguiente regla de decisién

A(yr) _ fl(yra:yhbrfl,N;{yr,t—M}i\il) @ )\’ (4‘29)

<
Joy 1,y ni {yre-m}iL))

donde A es el umbral de decision que debe ser determinado. Reemplazando las expresiones de

las fdp’s y de 4 en (4.29), es posible reescribir la regla de decisién como

*

N 1 M M i
Z Pl Z QojPr t—j Yrt — Z ao;Yri—j || 21, (4.30)
t=1 1t j=1 =1 Ho
donde el umbral n esta dado por
N 1 M 2
n= A Z —5 |Prt — Z a0;Prt—j| - (4.31)
=1 Irt j=1

En el enfoque clésico, el siguiente paso seria obtener una expresion de la probabilidad de falsa
alarma, Pr4, en términos del umbral, n or A, y luego invertirla para fijar el umbral en funcién
de Pra. Este procedimiento requiere conocer la distribucién del estadistico en (4.30) bajo la
hipétesis Hy. Nuevamente, se presenta el problema de que no se cuenta con una expresién
explicita de la fdp de v,y 0 y. Por este motivo, andlogamente a lo que hizo en la seccién
3.5, para determinar el umbral se recurre a la probabilidad de falsa alarma condicional dado

¥,_1 N, es decir Praltp,_; y. Teniendo en cuenta que bajo la hipétesis Hy ¢+ = vy, entonces

M M
Yrt — E a0 Yrt—j = Urt — § aQjVrt—j = OrtZrt, (4.32)
j=1 j=1

y en estas condiciones, el estadistico se reduce a

N M * N
Z — | Prt — Z aQjPrt—j Zrt| = Z Wrt| (433)
=1 Ort i=1 t=1
J
donde )
M
1
Wre|Wh,_1 N ~ CN |0 P Drt — Z a0jPr,t—j : (4.34)
rt

j=1
Si se define S, = SN w.e y T = |S,|, luego Splt,_1  es la suma de N variables alea-

torias complejas con distribucién normal e independientes. Entonces, de (4.34) S|, _; y ~

CN(0,02), con
2

M
1
05 = Z 5 |Prt — Z agjPrit—j| - (4.35)
j=1

t—=1 Ort
Por lo tanto, I'[1,_; y tiene distribucién Rayleigh y Pral,_  estd dada por

2

Pralth, 1 N = / Fr(T(, 1 s Ho)dl = e/, (4.36)
n
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Finalmente, a partir de (4.31) y (4.36) se obtiene el umbral A

A= —In(Pralth,_1x). (4.37)

La probabilidad de deteccién, Pp, no puede evaluarse analiticamente y serd calculada en
las secciones 4.4.2 y 4.5 por medio de simulaciones Monte Carlo, utilizando datos de clutter
sintéticos y reales, respectivamente.

En la deduccion del algoritmo de decisién se considerd que los coeficientes del proceso eran
conocidos. Sin embargo, esto no es cierto en una situcién real. De este modo, en la practica el
detector AR-GARCH-2D estd dado por

N M * M 2
Z th DPrt — Z ag;jPrt—j Yrt — Z aQjYr,t—j =
t=1"r j=1 j=1 1
e y 3 5 A, (4.38)
D=1 52, |Prt — Zj:l dijr,t—j) ’
donde .
52 _ i
Ort =k+ Z r 1,t— ]+Zﬁlj‘y7’ 1t— J’ (439)
7=0 7=0
y lAc, Qs Blja para j = 0,1 y agj, para j = 1,---, M son los estimados de los coeficientes

del proceso. Para tener en cuenta las limitaciones que pueda generar esta consideracién, en la
seccién 4.4.3 se realizard un analisis de sensibilidad en el cual se estudia como afectan errores

en los valores de los coeficientes sobre el desempenio del detector.

4.4. Simulaciones numeéricas

En esta seccién se lleva a cabo un andlisis numérico del método de estimacion de los coefi-
cientes de un proceso AR-GARCH-2D y del desempeno de deteccién de su detector asociado.
Para las simulaciones numéricas, el andlisis se restringe a uno de los procesos de la familia
representada por el modelo AR-GARCH-2D. Los datos sintéticos utilizados en estd seccién

son generados por medio del siguiente modelo

Urt = (045 - j0'2)vr,t—1 + (01 + j0-3)vr,t—2 + Ort2rt, (440)
o2 =1+0107 1, 1 +05[v,_14]% (4.41)
con z ~ CN(0,1) e i.i.d. Los valores de los coeficientes se eligieron, dentro del conjunto

de valores que satisfacen la restriccion (4.10), de modo de que tanto la correlacién como la

heterocedasticidad presenten efectos significativos sobre el proceso.

4.4.1. Estimacion

A fin de verificar que los estimados de los coeficientes del proceso satisfacen ciertas propie-
dades deseadas y también para contar con una idea del error de la estimacién al momento

de utilizar los datos reales, se realizdé un analisis de la calidad de la estimacién en funcién del
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RxT
Coef.
68 x 2048 68 x 4096 136 x 2048 68 x 8192 136 x 4096
k 1.0043 1.0045 1.0009 1.0033 1.0008
o1 0.0986 0.0985 0.1001 0.0984 0.0995
B1o 0.4997 0.4996 0.4994 0.4999 0.5000
aopl 0.4497—70.1994 | 0.4497—70.1998 | 0.4496—70.1997 | 0.4499—70.1999 | 0.4499—30.1998
aog2 | 0.10004750.2996 | 0.1001+70.2998 | 0.1001+450.2996 | 0.1000450.2999 | 0.1000+ 70.2999

Tabla 4.1: Media de los estimados de los coeficientes del proceso AR-GARCH-2D.

RxT

Coef.
68 x 2048 | 68 x 4096 | 136 x 2048 | 68 x 8192 | 136 x 4096
k 10.7x 1073 | 87x 1073 | 82x 1073 | 5.7x 1073 | 5.9 x 1073
arp | 25 x107% | 1.7x1073 | 20x 1073 | 14x 1073 | 1.4 x 1073
Bio | 27x1073 [ 21x103 | 1.8x1072 | 1.2x1073 | 1.3 x 1073
apr | 20x1073 | 1.5x 1073 | 14x1073 | 1.1 x1073 | 1.1 x 1073
agg | 21 x1073 | 1.5x1073 | 14x1073 | 1.0x 1073 | 1.0 x 1073

Tabla 4.2: Desviacién estandar de los estimados de los coeficientes del proceso AR-GARCH-2D.

numero de muestras de la matriz de obervacién V. Este estudio se llevé a cabo por medio de
simulaciones numéricas que consistieron en la generacién de realizaciones independientes del
proceso de diferente tamafio, R x T, y la estimaciéon de los coeficientes del modelo para cada
estimacién. El problema de estimacion, descripto por (4.17), se resolvié utilizando el algoritmo
de conjuntos activos de MATLAB®. Este procedimiento se repitié 200 veces para cada caso,
es decir, se obtuvieron 200 valores de los estimados de los coeficientes para cada tamafno del
conjunto de datos sintético. Las condiciones iniciales fueron elegidas aleatoriamente dentro
del conjunto de valores de los coeficientes que satisfacen las restricciones (4.3) y (4.10). No
se hicieron pruebas de concavidad del problema, pero el algoritmo convergié para todos los
valores iniciales utilizados.

En las tablas 4.1 y 4.2 y en las figuras 4.3 y 4.2 se muestran los valores de la media y la
desviacién estandar de los estimados en funcién del tamano del conjunto de datos, R x T.
La media presenta un pequenio sesgo que decrece a medida que se incrementa el ntmero
de muestras utilizadas en la estimacién. Se puede observar que algunos coeficientes son més
sensibles a una dimension que a otras; por ejemplo el sesgo del estimador de aq; decrece
rapidamente cuando se incrementa el nimero de muestras en rango, pero no presenta el mismo
comportamiento con las muestras en tiempo lento. La desviacién estdndar de los estimados
disminuye con el ntimero de muestras, como se ve en la tabla 4.2. Notar que los resultados
verifican el comportamiento asintético mencionado con una tasa de convergencia cercana a la

raiz cuadrada del nimero de muestras. En estos ejemplos, se observa que el comportamiento
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del QMLE se asemeja al de un estimador asintoticamente insesgado y consistente.
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Figura 4.2: Estimados de los coeficientes del proceso AR-GARCH-2D simulado en funcién del

numero de muestras.
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Figura 4.3: Estimados del coeficiente k, del proceso AR-GARCH-2D simulado, en funcién del

numero de muestras.

4.4.2. Probabilidad de deteccion

Con el fin de evaluar el desempetio del detector AR-GARCH-2D se realizaron simulaciones
de Monte Carlo donde se estimé la probabilidad de deteccion, Pp, para diferentes valores de
relacion sefial a clutter (SCR). Se generaron realizaciones del proceso AR-GARCH-2D dado
por (4.40) y (4.41) y en una celda elegida aleatoriamente se agregé un objetivo sintético con el
modelo propuesto en la seccién 4.3. La senal sigue el modelo de objetivo Swerling I (Richards,
2005), es decir v es una variable aletoria compleja normal circularmente simétrica, con media
nula y varianza E{|y|*} = 02, tomando un valor diferente para cada instante de decisién. Se
defini6 SCR = 03 /62, donde 62 es la varianza muestral de los datos de clutter. La frecuencia
Doppler del objetivo fy se fijo de modo que f;Ts = 0.5 y el umbral A se eligié a partir de
(4.37) para Ppa = 1072 y Ppa = 1073, Por cada valor de Ppa se repitié el procedimiento
para N = 4,8 y 16 pulsos. La Pp se estimé por medio de la frecuencia relativa del estadistico
superando el umbral.

Se generaron datos sintéticos de tamafnio 68 x 8192 (igual al tamano de los conjuntos de
datos reales que se utilizardn en la seccién 4.5) y se utiliz6 un nimero de conjuntos de datos
independientes lo suficientemente grande para asegurar que la probablidad de deteccién sea
estimada de manera precisa, con la regla descripta en la seccién 3.5.1. Las simulaciones se
repitieron para diferentes valores de SCR, manteniendo la potencia de clutter constante y
variando el valor de ag. En la figura 4.4a se muestran los valores de Pp estimados que se
obtuvieron como resultado de las simulaciones. Como era de esperarse para un dado valor de
SCR la probabilidad de deteccién aumenta con Pr4 y con N.

Finalmente, se evaluaron curvas ROC para el detector AR-GARCH-2D. Para un dado valor
de SCR la ROC se obtuvo variando el umbral, calculando la probabilidad de falsa alarma
utilizando (4.37) y la probabilidad de deteccién por medio de su frecuencia relativa. La figura
4.4b muestra las curvas ROC para N = 4,8 y 16 pulsos con SCR = 0 dB.
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Figura 4.4: Desempenio del detector AR-GARCH-2D utilizando datos sintéticos.

4.4.3. Analisis de sensibilidad

En la deducciéon del detector AR-GARCH-2D se supuso que los coeficientes del proceso eran
conocidos. Sin embargo, en una situacién real esto rara vez es cierto y deben ser estimados.
Por este motivo, en esta seccién se evalia como afecta la varianza de los estimados de los
coeficientes sobre el desempeno del detector. En presencia de un error de estimacién o de
pequenias variaciones en los parametros se espera que el desempeno del detector no varie
significativamente.

Se realizaron simulaciones generando los datos de clutter con los valores reales de los coefi-
cientes y se evaluaron la Pp y la Pra, considerando que en el detector los coeficientes fueron
perturbados debido a errores en la estimacion. Se generaron coeficientes aleatorios a partir de
una distribucién normal, cuya media y varianza corresponden a las de los estimados obtenidos
en la seccién 4.4.1 (tablas 4.1 y 4.2) para los conjuntos de datos sintéticos de tamano 68 x 8192.

El procedimiento para estimar la probabilidad de deteccion fue el mismo que se describié en
la seccién anterior, con N = 8 y A se eligi6 para que Pr4 = 1072, Las simulaciones se repitieron
10 veces, es decir, para diez conjuntos diferentes de coeficientes corruptos. En la figura 4.5a
se muestra el error relativo de la Pp resultante para diferentes valores de SCR, donde la Pp
obtenida en la seccién 4.4.2 se tomé como el valor real. Se observa que el detector presenta
un error bajo en Pp para un amplio rango de valores de SCR, y se vuelve despreciable para
valores altos de SCR.

El enfoque para estimar la probabilidad de falsa alarma fue similar. En este caso el objetivo
no se agregd a los datos de clutter. El estadistico se calculé con los coeficientes corruptos y
se compar6 con el umbral. La Ppa fue estimada por medio de su frecuencia relativa. Este
procedimiento se repitié variando el umbral, A, para obtener una curva de Pr4 en funcién de
A

Una caracteristica deseable para un detector en aplicaciones de radar es que posea tasa
de falsa alarma constante (CFAR), es decir que la dispersién de los pardmetros desconocidos

no afecte su probabilidad de falsa alarma. Entonces, en presencia de errores de estimacién o
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Figura 4.5: Efecto del error en la estimacion de los coeficientes sobre el desempeiio del detector
AR-GARCH-2D.

de pequenas variaciones en sus parametros, el desempeno del detector no debe variar. En la
figura 4.5b se presentan 10 curvas de Pr4 obtenidas a partir de coeficientes aleatorios y la
Pr 4 condicional tedrica, dada por (4.37), en funcién de A. Se puede observar que a pesar de
que el detector AR-GARCH-2D no es CFAR con respecto a los coeficientes del proceso, es
muy robusto en una situacién practica, es decir Pr4 no cambia significativamente cuando los

valores de los coeficientes varian.

4.4.4. Comparacién de desempeno

En esta seccion se consideran tres detectores adaptivos y se comparan sus desempenios con
el del detector AR-GARCH-2D dado por (4.40) y (4.41), utilizando los datos sintéticos de
clutter. Estos son el test de relaciéon de verosilimitud generalizada (GLRT) (Kelly, 1986), el
detector adaptivo lineal-cuadrético (ALQ) (Gini y Greco, 1999) y el detector de relacién de
verosimilitud autorregresiva generalizada (ARGLR) (Sheikhi et al., 1998). Estos detectores
surgen del test de hipétesis (4.18), con el mismo modelo de senial s™ presentado en la seccién
4.3 pero con diferentes modelos de clutter v'.

Para estimar la matriz de covarianza del clutter los detectores GLRT y ALQ utilizan K
vectores {yfl}fle de datos secundarios correspondientes a K celdas de rango adyacentes a
la celda de rango bajo prueba. Se supone que los datos secundarios comparten las mismas
propiedades estadisticas con los datos y" de la celda de rango bajo prueba. El GLRT puede
escribirse como (Kelly, 1986)

()N, 'y my )
1+ %(y’”)Hl\A/Ig_ly’“} [(pT)HMg‘lpT Ho

donde Mg es el estimado muestral de la matriz de covarianza del clutter
| X
M= yilyn)™ (4.43)
n=1
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Por su parte, el detector ALQ estd dado por (Gini y Greco, 1999)
HNp—1,7|2
|A(Pr) M, 'y’ i %1 _ NN
()G | (o) pr | o

, (4.44)

donde M, es el estimado muestral normalizado de la matriz de covarianza del clutter (NSCME

por sus siglas en inglés) (Gini et al., 1995)
K
o Ny
M, =— e 4.45
TK Z_: (yn)Hyr, 44

El ARGLR es un detector que resulta de modelar el clutter como un proceso AR. Este de-
tector se ajusta por si mismo al entorno utilizando tinicamente un conjunto de datos primarios
y estd dado por (Sheikhi et al., 1998)

(u—Yag)"(u—-Ya) N
(u—Ya)FHFH(u - Ya) g, ’

(4.46)

donde los vectores a9 y a; son (YHY)™ 1 (YHu) y (YHHYHY) ! (YH/H”Hu) respectivamen-

te, con

Yrm Yr1
Y = P : ) (4.47)
YrN-1 **° Yr,N—m
u = [Yrmt1 - Yr ~]T, H es la matriz de proyecciéon sobre el espacio nulo de T =
[1 ALEN ej(N*mfl)Q]T, y m es el orden del proceso AR que modela el clutter.

En la figura 4.6 se muestran las curvas de la probabilidad de falsa alarma, Pr4, en funcion
de X para los cuatro detectores con N = 8 pulsos. Estas curvas fueron obtenidas usando 10
conjuntos de datos sintéticos de 100 x 8000, generados a través de (4.40) y (4.41). A partir de
estos resultados se fijé A con Pry = 1072 y Prpy = 1073 para cada detector y se calcularon
las curvas de Pp en funcién de la SCR, con el modelo de sefial descripto en la seccién 4.4.2.

En la figura 4.7 se presentan las curvas de Pp en funcién de SCR con el umbral determi-
nado con Ppy = 1072 y Pry = 1073, respectivamente. Para los detectores GLRT y ALQ se
utilizaron K = 16 vectores de datos secundarios y para el detector ARGLR se consideré un
modelo AR de primer orden para el clutter, es decir m = 1, debido a que su desempeno se
degrada cuando el orden aumenta, como consecuencia de que sus coeficientes son pobremente
estimados dado el pequeno niimero de muestras de los datos primarios.

El desempetio del detector basado en el modelo AR-GARCH-2D es el mejor entre todas las
alternativas analizadas. Este comportamiento era el esperado, debido a que los datos sintéti-
cos utilizados fueron generados empleando justamente el modelo AR-GARCH-2D. Los demas
detectores presentan un desempefio similar entre ellos para Pry = 1072 e inferior para el
ARGLR respecto del GLRT y el ALQ cuando Pry4 = 1073, Esto se debe a que el detector
ARGLR estima los parametros empleando solo el conjunto de datos primario, cuyo tamafio
resulta insuficiente cuando el umbral se fija con un valor de probabilidad de falsa alarma pe-

queno produciendo el deterioro en su desempeno. Este tipo de experimento se repitié para un
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Figura 4.6: Probabilidad de falsa alarma en funcién del umbral de los detectores, utilizando

datos de clutter sintéticos.
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Figura 4.7: Probabilidad de deteccién de los detectores en funcién de la SCR.

nimero de pulsos, N, mayor y se obtuvieron comportamientos similares, con una mejora en el
detector ARGLR, inclusive en algunos casos superando al GLRT y al ALQ, a causa de que el

conjunto de datos primarios era de mayor tamano.

4.5. Analisis de desempeno con mediciones reales

En esta seccién se evalia el desempeiio del detector AR-GARCH-2D en una situacién practi-
ca utilizando datos reales de clutter. En esta oportunidad se utilizaron los conjuntos de datos
stare6, stare7 y stare§ del radar IPIX, cuyas caracteristicas se describen en la seccién 2.2.2.
Los tres conjuntos de datos se componen de R = 68 celdas de rango, para T' = 8192 pulsos
transmitidos y no existe objetivo presente. Los resultados que se presentan corresponden a la

polarizacién vertical (VV).
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4.5.1. Ajuste del modelo a los datos de clutter

En el modelado del clutter como un proceso AR-GARCH-2D, es de interés ajustar el proceso
a las muestras de las mediciones de clutter. Como en el caso de los modelos GARCH estudiados
en el capitulo 3, el ajuste incluye la estimacion de los coeficientes del proceso como la eleccién
de los érdenes del proceso, es decir el niimero éptimo de coeficientes. Para llevar a cabo el
ajuste se utiliza el conjunto de datos stare6; los conjuntos de datos restantes serdn utilizados
para evaluar el desempenio del algoritmo de deteccién. La estimacion de los coeficientes se
realizo utilizando la metodologia descripta en la seccién 4.4.1 en las simulaciones numéricas.
Debido a que los érdenes del proceso, es decir el nimero de coeficientes, no son conocidos de
antemano, la estimacion de los coeficientes se repitié para diferentes érdenes. Para cada valor
de M entre 0 y 3 se consideraron todas las posibles combinaciones de los coeficientes de la
varianza condicional, suponiendo que estos pueden ser o no iguales a cero. Teniendo en cuenta
que para un modelo GARCH los coeficientes 3’s no pueden ser simultdneamente cero, entonces
los modelos posibles son 48. Sin embargo, cuando se realizé el ajuste, para algunos 6rdenes del
modelo los estimados correspondientes a ciertos coeficientes tomaron los mismos valores que en
el caso de otros ajustes al proceso AR-GARCH-2D, y los estimados de los nuevos coeficientes
no resultaron estadisticamente significativos. Eliminando estos casos, el nimero de modelos
sobrevivientes se reduce a 27; 8 corresponden a modelos para los cuales M = 1,2,3 y los 3
restantes corresponden a M = 0.

Una comparacién justa entre los modelos propuestos no deberia hacerse solo en base a la
calidad del ajuste, sino que también debe hacerse teniendo en cuenta el desempeno en el
problema de deteccién. Por este motivo, antes de adoptar un criterio de seleccién de modelos
para determinar el proceso que presenta el compromiso 6ptimo entre complejidad y ajuste a
las mediciones de clutter, se llevé a cabo un andlisis de desempeno del problema de deteccién
para los 27 modelos AR-GARCH-2D resultantes del ajuste.

Para evaluar el desempeno de los detectores dados por (4.38) se utilizaron los conjuntos de
datos stare7 y stare§ que no fueron utilizados en el procedimiento de estimacién, con N = 8
pulsos. Se calulé la Pryg y la Pp de la misma manera que se describié en la seccién 4.4 pero
usando los datos de clutter reales en lugar del clutter sintético.

En la figura 4.8 se muestran las curvas de la probabilidad de falsa alarma empirica, Pg4,
para los diferentes detectores AR-GARCH-2D, correspondientes a los 27 modelos obtenidos
del ajuste, y la Pr4 condicional tedrica, dada por (4.37), en funcién del umbral A. La probabi-
lidad de falsa alarma empirica se define como el nimero de decisiones que exceden el umbral
dividido por el nimero total de decisiones 2RT'/N. Se utiliza el valor de M para agrupar los
modelos debido a que, como se observa en la figura, los procesos con igual orden en la parte
autorregresiva presentan un comportamiento similar. Notar que los procesos para los cuales
M = 3 aproximan mejor la probabilidad de falsa alarma que los otros procesos.

Con el objetivo de evaluar la probabilidad de deteccién Pp se sumé un objetivo sintético a

los datos reales de clutter maritimo, con el modelo descripto en la seccion 4.4.2. Nuevamente,

74



4.5. Analisis de desempeno con mediciones reales

10" |

oo
wpNEo
zzzz
oo
© ™ ®®

T L

n
>

1
®
L

._\
o\
L

10

Probabilidad de falsa alarma, PFA

8 10 12

Figura 4.8: Probabilidad de falsa alarma en funcién del umbral de los detectores AR-GARCH-
2D, utilizando datos de clutter del radar IPIX.

se define SCR = 03 /62, donde ahora 62 es la varianza muestral de los datos reales de clutter.
Para cada detector el umbral X se eligi6é para Pry = 1072, en base a los resultados de la figura
4.8. En la figura 4.9a se muestran las curvas de las Pp empiricas para los diferentes detectores
AR-GARCH-2D en funcién de la SCR. La tasa de detecciéon empirica se definié como el niimero
de detecciones en la celda de rango donde se ubica el objetivo dividido por el niimero total de
decisiones en esta celda de rango. Esto se repitié para 16 celdas de rango diferentes tomadas
aleatoriamente de cualquiera de los dos conjuntos de datos utilizados, dando un total de 16T/N
decisiones. Los resultados muestran que el desempeno de los procesos con érdenes M = 2 y
M = 3 es similar y es mejor que el desempeno de los modelos restantes.

Finalmente, se calcularon las curvas ROC para los detectores AR-GARCH-2D. En este caso
las ROC se obtuvieron utilizando los datos reales de clutter, variando el umbral y evaluando
las tasas de deteccién y falsa alarma empiricas. En la figura 4.9b se presentan las curvas
ROC resultantes con los datos de clutter reales y un objetivo sintético con SCR = —15 dB.
Nuevamente se obervan mejores resultados para los modelos con la parte autorregresiva de
segundo y tercer orden.

Con el propésito de evaluar cual de los modelos AR-GARCH-2D presenta un mejor com-
promiso entre complejidad y calidad del ajuste se utilizé el criterio de informacién Bayesiano
(BIC) (Konishi y Kitagawa, 2008). Ignorando un término constante que comparten todos los

modelos, a partir (4.16) el estadistico BIC puede escribirse como
BIC = 2£4(6;) + viln(2RT), (4.48)

donde 6; es el estimador de maxima verosimilitud del vector de pardmetros v;-dimensional
0; del i-ésimo modelo, para ¢ = 1,---,27, v RT es el ntimero de observaciones complejas.
El criterio elige el modelo que posse el minimo BIC. A diferencia de los modelos del capitulo
3 aqui cobra sentido utilizar el BIC debido que se busca seleccionar uno entre 27 procesos
posibles, v los estimados de los coeficientes en este caso no son un maximo restricto de la

funcién de verosimilitud.
Para los datos de clutter del radar IPIX, el modelo AR-GARCH-2D con BIC minimo es uno
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Figura 4.9: Desempeno de los detectores AR-GARCH-2D, utilizando datos de clutter del radar
IPIX y objetivo sintético.

de los modelos que mejor desempeno mostrd, es decir, con M = 3, cuyos coeficientes estan

dados por

vpe = (1.049 — j1.079)v, 41 + (0.097 + 50.441)v,. 4 + (0.063 + 50.151) v, 43 4 Grezre, (4.49)
62 =1.244 x 1071 4+ 0.02267_; ,_; + 0.012]v,—1,¢[%, (4.50)

con z¢ ~CN(0,1) e i.i.d.

4.5.2. Comparacion de desempeno

En esta seccion se consideran los detectores adaptivos GLRT, ALQ y ARGLR descriptos en la
seccién 4.4.4, y se comparan sus desempenos con el del detector AR-GARCH-2D seleccionado,
en esta oportunidad utilizando las mediciones reales de clutter.

En la figura 4.10 se muestran las curvas de la probabilidad de falsa alarma, Pr4, en funcién
de A para los cuatro detectores con N = 8 pulsos. Estas curvas fueron obtenidas usando los
conjuntos de datos stare7 y stare8 del radar IPIX. A partir de estos resultados se fijé A con
Pr 4 = 1072 para cada detector y se calcularon las curvas de Pp en funcién de la SCR, con el
modelo de senal descripto en la secciéon 4.4.2. También se evalué la ROC empirica para una
SCR = —15 dB.

En las figuras 4.11a y 4.11b se presentan las curvas de Pp en funciéon de SCR y las curvas
ROC, respectivamente. Nuevamente, para los detectores GLRT y ALQ se utilizaron K = 16
vectores de datos secundarios y para el detector ARGLR se consideré un modelo AR de
primer orden para el clutter, es decir m = 1. El desempeno del detector basado en el modelo
AR-GARCH-2D es el mejor entre todas las alternativas analizadas, sugiriendo que el modelo
AR-GARCH-2D es el que mejor representa los datos de clutter maritimo frente a los otros
modelos examinados. Notar que los detectores ARGLR y ALQ muestran aproximadamente el
mismo desempeno y el GLRT supera al detector ALQ, como habia sido mostrado por Gini
et al. (2000).
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Figura 4.10: Probabilidad de falsa alarma en funciéon del umbral, utilizando datos de clutter

del radar IPIX.
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Figura 4.11: Comparacién de desempeiio entre los detectores, utilizando datos de clutter del

radar IPIX y objetivo sintético.

4.6. Discusion

Hasta aqui se analiz6 la calidad del ajuste de los datos al proceso AR-GARCH-2D solo a
través del desempeno del detector resultante para este modelo de clutter. En esta seccién se es-
tudia cudn representativo es el proceso AR-GARCH-2D obtenido de la pardmetros estadisticos
de los datos.

En la figura 4.12 se muestran los histogramas de la magnitud de los datos correspondientes
al conjunto de datos stare6 y de la magnitud de muestras generadas a partir del proceso AR-
GARCH-2D seleccionado por medio del BIC en la seccién 4.5.1. En estos graficos se aprecia
claramente que la representacién del histograma del modelo se aparta considerablemente del
de las mediciones. Este comportamiento se debe a que los estimados de los coeficientes ag; y
B10 de la varianza condicional del proceso (4.50) toman valores pequenos. Por este motivo, para
los valores de las mediciones el valor instantaneo de la varianza se aparta poco del valor de k,
dando como resultado un proceso poco impulsivo cuyo histograma no modela correctamente

las colas pesadas de la densidad de los datos.
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Figura 4.12: Histogramas de la magnitud del clutter del conjunto de datos stare6 para la
polarizaciéon VV y de la magnitud del proceso AR-GARCH-2D.
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Figura 4.13: Correlaciones estimadas correspondientes al conjunto de datos stare6 para la
polarizaciéon VV y al proceso AR-GARCH-2D.

Sin embargo, los detectores AR-GARCH-2D y GLRT mostraron un desempeno superior
respecto del ALQ. La causa de este comportamiento se encuentra en la modelizaciéon de la
correlacion que presentan los datos. En la figura 4.13 se muestra la estimacién de la correlacién
del conjunto de datos stare6 y la correlacién que presenta el modelo AR-GARCH-2D. Se puede
observar que para pulsos cercanos la correlaciéon del modelo aproxima bien a la de los datos.

En la figura 4.13 también se observa que los datos presentan una fuerte correlacién entre
pulsos proximos para una dada celda de rango. Por este motivo el procedimiento de ajuste
al proceso AR-GARCH-2D arroja como resultado coeficientes de la parte autorregresiva con
valores importantes, limitando el valor que pueden tomar los estimados de los coeficientes de la
varianza condicional a causa de la restriccién impuesta para asegurar la estabilidad del proceso
(4.10).

Finalmente, debido a que los valores de los coeficientes a1 y (510 son pequenos, se realizé un
andlisis comparativo entre el modelo AR-GARCH-2D y un modelo Gaussiano, autorregresivo

en la dimension tiempo lento de orden tres, es decir con tres coeficientes. El modelo se describe
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en el apéndice C, donde también se deducen las expresiones para estimar sus parametros. En
primer lugar se realizo el ajuste del modelo al conjunto de datos stare6 dando como resulta-
do valores para los coeficientes de la parte autorregresiva del orden de los obtenidos para el
proceso AR-GARCH-2D y un valor para la varianza préoximo al valor de k. En segundo lugar
se estudié el desempeno de su detector asociado, que es de la misma forma de (4.38) pero con
el valor de la varianza constante e igual al valor estimado. Como era de esperar en base a
lo mencionado a lo largo de esta secciéon, el desempeno de este detector resultd similar al del
AR-GARCH-2D. Sin embargo, la evaluacién del BIC para este modelo da un valor mayor no
solo que el del modelo AR-GARCH-2D seleccionado, sino también que el de aquellos mode-
los AR-GARCH-2D con orden M = 2. En este punto también se presenta una contradiccién
entre calidad de ajuste y desempeno en la deteccién. Se puede pensar que ante desempenos
comparables lo conveniente para estos conjuntos de datos seria emplear el modelo autorregre-
sivo, debido a la clara ventaja que presenta frente al modelo AR-GARCH-2D en el nimero de
operaciones, tanto en el algoritmo de estimacién y como en el de deteccion.

Es importante destacar que los resultados obtenidos con los datos reales no van en detrimento
del modelo propuesto. Por un lado, porque la evaluacién del modelo no debe hacerse solo a
partir de la calidad de un ajuste a mediciones, que como en esta oportunidad esto puede
resultar enganoso. El mismo debe hacerse considerando ademads el desempeno del detector
asociado al modelo. Por otra parte, los resultados reafirman las ventajas mencionadas cuando
se presentaron los procesos AR-GARCH-2D. Este tipo de modelo poseen la versatilidad de
modelar tanto la correlacién de los datos como su impulsividad. Para el conjunto de mediciones
del que se dispone, la correlaciéon pulso a pulso es el femémeno que domina su representacién
en lo que hace al desempeno de los detectores y el proceso no se ve limitado para modelarlo.
Sin embargo, lo que hace atractivo a estos procesos es que en aquellas circunstancias en las
que la impulsividad sea tal que controle el comportamiento de los datos, el mismo posee la
estructura necesaria para modelarla, cosa que no ocurriria si por ejemplo se adoptara el uso

del detector asociado al modelo autorregresivo.

4.7. Conclusiones

En este capitulo se propuso el uso de un proceso GARCH-2D autorregresivo para una mejor
caracterizacion de datos de clutter maritimo. Este modelo preserva la fdp de colas pesadas de
los procesos GARCH y permite considerar la correlaciéon pulso a pulso.

En base al método de estimacién conmumente utilizado para estimar los parametros de
los procesos GARCH, se derivé un algoritmo de estimacién para los coeficientes de los pro-
cesos AR-GARCH-2D y se verificaron las propiedades asintéticas por medio de simulaciones
numéricas.

También se present6 un algoritmo de deteccion basado en este modelo de clutter. Una de las
ventajas del detector AR-GARCH-2D es que es un algoritmo rapidamente adaptivo dado que

la deteccién depende no solo de la vecindad de la dimension tiempo lento de la celda de rango
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bajo prueba, sino también en la vecindad de la dimensién tiempo rapido. Por este motivo, es
capaz de captar las variaciones rédpidas y el comportamiento heterogéneo del clutter.

Se derivé una expresién para la probabilidad de falsa alarma del detector AR-GARCH-2D.
Dada su complejidad matematica, la probabilidad de deteccién se evalué recurriendo a simu-
laciones numéricas. Ademads, se analizé cémo los errores en la estimacién de los coeficientes
repercuten en el desempefio del detector. En este aspecto el detector mostré un comporta-
miento robusto en situaciones practicas.

Se evaluaron las probabilidades de deteccién y falsa alarma por medio de simulaciones de
Monte Carlo utilizando datos maritimos reales e inyectando un objetivo sintético, para el detec-
tor AR-GARCH-2D con diferentes érdenes de proceso, cuyos coeficientes resultaron del ajuste
a dichos datos. Se mostré que los detectores para los cuales el orden de la parte autorregresiva,
M, es 2 o 3 presentan un mejor desempeno que los detectores para los cuales M es 0 o 1,
es decir una mayor probabilidad de deteccién con una tasa de falsa alarma menor. Luego, se
utilizo un criterio de seleccion de modelos para elegir aquel que presente el compromiso éptimo
entre complejidad y calidad del ajuste.

Ademas, se comparé el desempeno del detector AR-GARCH-2D elegido con el de los de-
tectores GLRT, ALQ y ARGLR utilizando datos reales de clutter. Se mostré que el detector
propuesto supera a los otros tres detectores. El mismo comportamiento se observé para otros
conjuntos de datos y para diferentes nimeros de pulsos N involucrados en la decisién. El
GLRT es el segundo mejor detector, superando al detector ALQ disefiado suponiendo un mo-
delo Gaussiano-compuesto para el clutter. En el caso del detector ARGLR, su desempeno se
degrada drasticamente cuando el nimero de pulsos integrados descrese o el orden del modelo
aumenta a causa de que este detector se ajusta al entorno utilizando solo un conjunto de datos
primario.

El modelo AR-GARCH-2D que se propuso para el clutter y se estudié con datos de radar
maritimo, deberia desempenarse mejor en aquellos entornos donde el fenémeno que domina
la representacién estadisica de los datos es la impulsividad del clutter, es decir que la funcién
de densidad de probabilidad del clutter posea colas pesadas. Cuando esto no ocurre, los coe-
ficientes a’s y §’s de la parte GARCH del modelo no seran estadisticamente significativos, y
el detector presentard un comportamiento similar al de un detector basado en un modelo de
clutter Gaussiano-autorregresivo con datos secundarios. Por otro lado, si el entorno es tal que
no existe correlacion entre pulsos consecutivos, la parte AR del modelo serd despresiable y el
detector funcionard como un detector GARCH-2D. En el caso de un entorno de clutter no-
impulsivo y no-correlacionado el detector se reduce al caso de un detector basado en un modelo
de clutter blanco y Gaussiano, aunque con un conjunto de datos secundario de dimensiones
excesivas para estimar su varianza.

Para una aplicacion en tiempo real, el algoritmo de detecciéon posee una carga computacional
practica. Existen dos tipos diferentes de calculos que deben realizarse: la estimacién de los
coeficientes y la evaluacién del estadistico en la deteccién. El ultimo no involucra un costo

computacional alto y a diferencia de los demds detectores analizados no requiere resolver
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ningun sistema de ecuaciones lineales. En cambio, la estimacién de los coeficientes requiere una
mayor carga computacional. Sin embargo, esta puede realizarse como un proceso secundario
(batch process) y como en el caso de detector GARCH-1D del capitulo anterior, los valores de
los coeficientes no requieren ser actualizados muy frecuentemente. De hecho, en los resultados
presentados, la estimacion y la deteccién se realizaron con diferentes conjuntos de datos, con
2 y 5 minutos de retraso. La estimacién de los coeficientes con los conjuntos de datos stare7
o stare8 arroja valores similares a los mostrados a lo largo del capitulo, sugeriendo que solo
frente a un cambio importante en las condiciones del mar es necesaria una actualizacién de los

mismos.
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Capitulo 5

Estimacion secuencial de

parametros de procesos GARCH

5.1. Introduccion

En los capitulos 3 y 4 se presentaron modelos para el clutter en aplicaciones de radar,
basados en procesos de tipo GARCH. La caracteristica de estos procesos es que la varianza
en el instante actual depende de su historia (Bollerslev, 1986). A partir de estos modelos
para el clutter se obtuvieron esquemas de deteccién cuyos umbrales dependen de la varianza
condicional de la celda de rango bajo prueba (Pascual et al., 2013b, 2014c). En los enfoques
propuestos en una primera etapa se estiman los coeficientes del proceso y luego, en la etapa de
deteccién, los estimados resultantes son utilizados para la actualizacién del valor de la varianza
condicional en la formula del umbral.

Siguiendo el enfoque de estimacién Bayesiano, en este capitulo se presenta un estimador
lineal de minimo error cuadratico medio (LMMSE por sus siglas en inglés) para la varianza
condicional. La idea que se persigue es hacerse de un mecanismo que permita actualizar su
valor de manera secuencial, en cada instante de decisién. Como se vid, la estimacién de los
coeficientes empleando el QMLE es un problema de optimizacion no lineal computacionalmente
intenso. Con el estimador LMMSE se pretende reemplazar este proceso, o bien evitar que se
requiera su utilizacién a menudo.

La deduccién del algoritmo es andloga a la del filtro de Kalman (Simon, 2006), pero en

este problema las matrices del sistema son aleatorias. En la seccién 5.2 se deriva el estimador
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LMMSE para la varianza condicional considerando que los valores de los coeficientes son
conocidos. En este planteo el modelo de estados resultante es un caso particular de un sistema
lineal de tiempo discreto con parametros aleatorios. El problema de estimacién para este tipo
de modelos de estados ha sido tratado en la literatura (Koning, 1984; Luo et al., 2012). Sin
embargo, en este trabajo la ecuacién de estados cuenta con un término que no considera Koning
(1984), el cual se puede pensar como una accién de control haciendo un paralelismo con un
sistema de control representado en variables de estado. Por otra parte, este término no es
independiente de la matriz de estados aleatoria.

Considerar que los coeficientes son conocidos en la deduccion del estimador LMMSE no es
una hipoétesis cierta desde un punto de vista practico. Sin embargo, la utilidad de este estimador
radica, por un lado en la posibilidad de utilizarlo para actualizar la varianza condicional en cada
instante de decisiéon una vez que los coeficientes fueron estimados con el QMLE, permitiendo de
este modo corregir errores debido a inexactitudes en sus valores. Por otra parte, en la seccién
5.3 se considera el caso general en el que se supone que los coeficientes son desconocidos. Este
contexto es el de la estimacién conjunta de estados y pardametros (Ljung, 1999). Como en el
filtro de Kalman, los paramatros son agregados al vector de estados, lo que convierte el sistema
en no lineal. Se deducen entonces las expresiones de lo que se denomina el estimador LMMSE
extendido que permite la estimacién conjunta de la varianza condicional y sus coeficientes. El
procedimiento usado en este punto es similar al del filtro de Kalman extendido (Simon, 2006)
y es aqui donde también son de utilidad las férmulas que conforman el estimador LMMSE.

Finalmente, ambas versiones de los estimadores LMMSE se implementan en MATLAB®) y se
verifica su desempeno por medio de simulaciones numéricas empleando datos sintéticos de los
procesos. Es importante destacar que si bien dichos estimadores muestran el comportamiento

deseado en ningin caso se realizaron anélisis de convergencia.

5.2. Estimador LMMSE

5.2.1. Formulacién del problema

Se considera un proceso GARCH(p,q) como se definié en el capitulo 3 y que se trascribe a

continuacion

Vp = OrZ2p, (5.1)
P q

o2 =Fk+ Z Ozjo,%,j + Zﬁjvij, (5.2)

J=1 J=1
donde z, es un proceso aleatorio con momentos no centrales m,, = E{|z.|"} y k, a; y (3 son
los coeficientes de la varianza condicional o2. A lo largo de la tesis el interés se centré en
las distribuciones normal, N (0,1), o normal circularmente compleja, CN(0,1), para z,.. Sin
embargo, la deduccién que se presenta a continuacion es vélida para cualquier distribucion de

zr con media nula y momentos finitos hasta cuarto orden.
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A partir de (5.1) resulta |v.|?> = 02|2.|? y reemplazando (5.2) en esta 1ltima expresién se

obtiene

P
lop|? = k|z|? + Zozﬂzr 203—3’
j=1

q
+ > BilarPlor—s*.
j=1

(5.3)

En base a (5.2) y (5.3) se puede escribir la siguiente ecuacién matricial

o2 aq ap-1 ap B Bo—1 Bq oy
o2, 1 0 0 0 0 0 o2,
ol 1 | | 0 1 0 0 0 0 ol 0
|v7«\2 O‘1|ZT‘2 O‘pfl‘zr‘|2 ap|zr|2 rBl‘ZTP Bq*1|zr|2 ﬁq’zv“|2 |U1”71|2 k|zr‘|2
|vp_1]? 0o .- 0 0 1 0 0 vy _ol|? 0
or—qra*] | O - 0 0 0 1 0 Jllogl®*] [ O
(5.4)

Notar que (5.4) tiene la forma de una ecuacién de estados, que permite escribir el siguiente

sistema, de tiempo discreto

xp =Fr X1+ 01 + Wi (55)
Yr = hTXT + Ny, (5.6)
donde x, = [02 021 -+ 02_ 1 [vp[? [vr—1]? -+ |vp—qs1|?]” de dimensién (p+q)x 1, es el vector

de estados, u,_1 =[10 --- 0k[z:]20 --- 0] de dimensién (p+¢)x1,hT =[00--- 010 --- 0]
de dimensién 1x (p+q), w;, y n, son procesos de ruido blanco de media nula, no correlacionados

entre ellos, con E{w,w!} = Q, vy E{|n,|?} = p, v la matriz de estados F,_; de dimensién

(p+q) x (p+ q), estd dada por

aq Op—1 Qyp 51 5q71 Bq
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
Fro= 2 2 2 2 2 2 (5.7)
041|zr| O‘p71’ZT| ap|z7“| ﬁ1|zr| 6q71|zr| Bq|zr‘
0 0 0 1 0 0
i 0 0 0 0 1 0 i

El sistema resultante posee la forma de un modelo lineal de estados, sin embargo en este caso

la matriz de estados F,_1 y el vector u,_; son aleatorios. El objetivo es deducir un estimador
LMMSE para el vector de estado x, basado en el conocimiento de los coeficientes del proceso
y de las mediciones y,.. El primer elemento de x,. es la varianza condicional del proceso o2, que

es el pardmetro de especial interés.
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5.2.2. Deduccion del estimador

En esta seccion se deriva el estimador 6ptimo lineal para el vector de estados del sistema lineal
de tiempo discreto con parametros estocasticos. Para ello se define la siguiente factorizacién

de Fr—l Yy Ur-1

F, 1=F_1+F,_, (5.8)
u,_1=U,_1+ u;_l, (59)

/
r

donde F,_; = E{F,_1} y @i,_1 = E{u,_1} de modo que la matriz F/._; y el vector u’_; son
aleatorios con E{F)_;} =0y E{u]_,} = 0, respetivamente.

En la deduccién del estimador LMMSE para el vector de estados x,. se utiliza su interpreta-
cién geométrica, basada en el concepto de ortogonalidad en el espacio de Hilbert (Kay, 1993).
Esta formulacién supone que X, e y, poseen media nula. Por este motivo, se deben definir las
variables aleatorias x.. = x,, — E{x,} e y. = y, — E{y,} y considerar la estimacién de x]. por
medio de una combinacién lineal de las mediciones {y;}7_,. De (5.5) y (5.6), E{x,} v E{y,}

son respectivamente

E{Xr} =X, = Fr—l}_(r—l + 1,1 (510)
E{y.} = 7, = h’x,. (5.11)

De la diferencia entre (5.5) y (5.10) y entre (5.6) y (5.11) se obtienen expresiones para x,. e

y,. respectivamente

x,=F,_1x,_ | +F,_ X1 +u,_; +w,_; (5.12)
y. =hlx!. (5.13)

El objetivo es obtener los coeficientes de la combinacién lineal que minimice el error cuadrati-

co medio (MSE por sus siglas en inglés)

mse = E{(z}, — 2/ )23, j=1,...,p+q (5.14)

jrlr

/

Il - P
donde z, = [x;]; es el j-ésimo elemento del vector x; y B

= [x] ‘T] j, siendo X/, » €l estimador
LMMSE de x| dadas las mediciones hasta el instante r, es decir {y}I_;.

Con este enfoque el estimador LMMSE de x;r es la proyeccion ortogonal de a:}r en el subes-
pacio generado por {y;}’_;, con el producto interno entre x e y definido como <z,y>= E{zy}

(Kay, 1993). Por otro lado, las innovaciones dadas por
Ay; = yi — U1 i=1,...,r (5.15)

conforman una base ortogonal de este subespacio, donde 337’;“71 es el estimador LMMSE de v/

dadas las mediciones hasta el instante ¢ — 1. Luego, fc; i 8¢ puede escribir como

N - E{X;Ay;} /
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que a su vez se puede factorizar de la siguiente manera

E{x Ay E{x/Ay.}
5 A P L Ayl 1
Teniendo en cuenta que
r—1
E{x/Ay.}
Rir1 = — e Ay 1
%ot = 2 Ayt (518
resulta
i;‘|7" = 7‘|r 1 + ki, ( yr|r 1) (519)
donde el vector de ganancias k, esta dado por
E{x/Ay.}
k= ——+——1—. 5.20
E{(2)7) (>20)

Para hallar una expresién de X/, ir—1 Se debe evaluar E{x].Ay;}. Reemplanzando (5.12) dentro

de la esperanza y distribuyendo los términos se obtiene
E{x, Ay} = E{F,_1x;, Ay} + B{F, %1 Ay;} + E{w, Ay} + E{w,1 Ay} (5.21)

Debido a que Ay, es independiente de F)._;, de u_; y de w,_1 y teniendo en cuenta que
estos tres ultimos poseen media cero, el inico término del lado derecho de la igualdad de (5.21)

que no se anula es el primero. Asimismo, F,_; es independiente de x/_; y de Ay, por lo tanto
E{x,Ay/} = B, E{x|_, Ayl). (5.22)
Finalmente, reemplazando (5.22) en (5.18) se obtiene

r—1
E X,, Ay, .
r\r 1 — ZFT 1 { ! ) }}A ,: T 1X;°—1|7“—1 (523)

Notar que g);‘r_l es de la forma de )Ac’w en (5.16), es decir

r—1
~f _ E{yanyg} /
e = 2w (agy (524

Luego, reemplazando (5.13) en (5.24) se llega a una expresién que relaciona ¢/’ rr—1 €O Xr|7" 1

. E{x Ayz}
y:“\r 1= Z h" }A : ;‘|T71' (525)

Sumando X, a )A(;'T_l e Yr a g);‘r_l se obtienen expresiones del tipo de (5.23) y (5.25) pero

en términos de X1 y de gpp_1

i'r\r—l = Fr‘flir—l\r—l + U, (526)
Qr|r—1 = hT)A(r\r—l- (527)

Solo resta determinar el vector de ganancias k.. Teniendo en cuenta que fc; 1 pertenece

al subespacio generado por las observaciones hasta el instante r — 1 y que Ayl es ortogonal a
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dicho subespacio, entonces E{x/ |T71Ay;} = 0. Esto permite reescribir el numerador de (5.20)

en la forma
E{%},_1 Ay} = E{(x, — %},_) Ay, }. (5.28)

Reemplazando la expresién de Ay!. y distribuyendo se obtiene

E{Xr|r lAyT‘} E{( r\r 1)(X;" - i;"|r71)T}h + E{(X;“ - 5\(;"|7“71)n7’}' (529)

Debido a que x/. 1 ¥ 1y son independientes y a que E{n,} = 0, entonces el término que

r|7’

contiene al ruido es cero, resultando

E{X Ay;"} = Mr\rflha (530)

rlr—1

donde

r\r 1 _E{( r\r 1)(X;‘ r|7“ l) } E{( 7“|r 1)( ir|r—1)T}7 (531)

es la matriz de covarianza del error a priori.

Para el célculo del denominador de (5.20) basta reemplazar Ay, y operar

E{(Ay,)*} = W E{(x, — %, _)(x — %),  th+ 20T E{(x; — %, _y)n,} + E{n7}. (5.32)

Con el argumento utilizado en el calculo del numerador se puede concluir que es cero el

segundo término del lado derecho de la igualdad en (5.32), resultando
E{(Ay;)*} = h"M,;,_1h+ p,. (5.33)
Del cociente entre (5.30) y (5.33) se obtiene una expresién para el vector de ganancias k.,

andloga a la filtro de Kalman (Kay, 1993)

MT|7‘—1h

k, = :
’ hTMr\rflh"i_ Pr

(5.34)

De (5.34) se puede apreciar que para evaluar el vector de ganancias es necesario contar con
una férmula que permita calcular la matriz de covarianza del error a priori. A partir de (5.5)

y (5.26) se puede escribir
Xr — ir\r—l = F;—IXT—l + FT—l(XT—l - ir—l\r—l) + u;ﬂ—l +Wr_1. (535)

Reemplazando (5.35) en (5.31), y luego de algunas operaciones algebraicas se obtiene una

expresion para el cdlculo de M, ,_, la cual estd dada por

M, jp—y =F, M,y B+ E{F,xeax) FD )+ E{F,x, )l )
E{ur 1XT‘ 1F 1} +E{ur 111 }+ QT 1 (536)

donde M,., es la matriz de covarianza del error a posteriori
Mr\r - E{(X - Xr|r)(x - Xr|r) } = E{(XT - )A(r\r)(xT - ir|7‘)T}' (537)
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Es importante destacar que en la deduccién de (5.36) muchos de los términos se anulan
debido a que los factores involucrados en los productos dentro de las esperanzas son indepen-
dientes entre si, y a que algunos de ellos a su vez poseen media nula. Por otro lado, se observa
que (5.36) es de la forma de M,,_; en Koning (1984), si se iguala u;_; a cero como es la
hipétesis en ese trabajo las expresiones coinciden.

La ecuacién (5.36) es una férmula general que permite evaluar M,,_; para cualquier matriz
F/_, y vector u/._,. Sin embargo, para el problema particular planteado en este trabajo F/._,
y u,_, presentan una estructura particular. A continuacién se desarrolla una alternativa para
evaluar los términos de (5.36) que involucran estas matrices con dicha estructura.

A partir de (5.8) y (5.9) se pueden escribir ¥/ _; y u]_;, respectivamente, como

F. _,=F,_—F,_ 1 =(z]*-E{z*})AF,_; (5.38)
v =u,1 — 01 = (|2)* - E{|z[*})ATG,_1, (5.39)

donde Ati,_1 y AF,_; son deterministicos, con Ai,_1 =[00 --- 0k0 --- 0|7 y

0 0 0 0 0
_ o --- 0 o o0 --- 0 0
AF,_, = . (5.40)
ap o Op1 Op B - Bq—l /Bq
0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 0

Con el objetivo de hallar una expresién para el término E{F’._;x,_1x. F'Z |} una posibili-
dad es vectorizar la matriz F/,_;x,_1x._;F/T | utilizando el operador vec(-). Dada una matriz
A de Ry x T4, vec(A) es un vector de RoT4 X 1 compuesto por las columnas de A apiladas
(Harville, 1997). Debido a que se conocen las dimensiones de las matrices involucradas no
existiran problemas para realizar el proceso inverso a la vectorizacién.

Para cualquier conjunto de matrices A de R4 XTa, Bde Ty xTp y C de T x T, el vector

vec(ABC) se puede expresar como
vec(ABC) = (CT @ A)vec(B), (5.41)

donde ® denota el producto de Kronecker entre las matrices C* y A, el que se define como

[ a1B  a2B -+ a1, B ]
ang CLQQB s azTaB
A®RB= ] , (5.42)
| ar,aB ar,B -+ ag,7,B |

siendo a;; = [A];; el elemento ij de la matriz A.
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A partir de la propiedad (5.41) se puede expresar
E{vec(F,_ix—1%/_1F;L 1)} = B{(F,_; @ Fl_j)vec(x,—1%/_1)}. (5.43)

La ventaja de esta representacién es que permite factorizar la esperanza como producto de

esperanzas debido a que F/._; y x,_; son independientes, es decir
E{vec(F,_1x,_1x' FT )} =E{F._, @ F._;}vec(P,_1). (5.44)
donde P, = E{x,x!}. Reemplanzando (5.38) en E{(F._; ® F/_,)} resulta
B{(F,_, @ F_,)} = B{(|s2 — B{|=2)*}AF, | 0 AF, ;. (5.45)

Definiendo
v =E{(|z|* — E{|z[*})*} = mq — m3, (5.46)

finalmente resulta
E{vec(F,_1x,—1%x._1F/L )} = v(AF,_; ® AF,_1)vec(P,_1). (5.47)

Invirtiendo el proceso de vectorizacion se obtiene la expresion que permite calcular

E{F'_,x,_1x. ;F'T,} la cual est4 dada por
E{F._,x,_1x} FT } =~yAF,_|P,_AFL . (5.48)

El procedimiento para calcular E{F’_;x,_ju/l ;} es el mismo. A partir de la propiedad

(5.41) se puede expresar
E{vec(Fy_x,—1u;_ )} = E{(0,_; @ Fl_y)x,-1}. (5.49)

Debido a que tanto u],_; como F)._; son independientes de x,_; entonces (5.49) puede escribirse
como

E{vec(F,_x,_qu/l )} =FE{u,_; ®F._;}%, 1. (5.50)

Reemplazando (5.38) y (5.39) en el término que involucra el producto de Kronecker en (5.50)
se obtiene
E{(w,_, ® F;_)} = yAG,—1 ©® AF, 4, (5.51)

resultando
E{vec(F,_;x,— 1w/’ 1)} = y(AG,_1 @ AF,_1)%,_;. (5.52)
Invitiendo el proceso de vectorizacién lleva a la siguiente expresiéon para evaluar
E{F,_yx,—1ul}
E{F,_,x,_1u/l,} = yAF, 1%, 1Aul_|. (5.53)
Por tltimo, el término E{u’._;u/" |} se evalia simplemente reemplazando u’._; por (5.39),

dando como resultado
E{u._,ul,} =~Au,_;Aul ;. (5.54)

90



5.2. Estimador LMMSE

Por lo tanto, reemplazando (5.48), (5.53) y (5.54) en (5.36) se obtiene la férmula que per-
mite calcular M,,_; para problemas donde F;._; y u;_; son de la forma de (5.38) y (5.39),

respectivamente

Mr|r71 :Fr—erfl\rflf‘ZLl + ’Y(AFT_1PT_1AFZ,1 + AFr—l)_Cr—lAuZLl"i‘
Au, %I AFT |+ Au,_1Aul ) +Q, 4 (5.55)

Se puede observar como difiere (5.36), o (5.55), respecto de las ecuaciones del filtro del
Kalman original. Esto se debe a la naturaleza aleatoria de la matrices del sistema a través de
Zp.

Por 1ltimo, se requieren féormulas recursivas para evaluar M, y P,. Es posible demostrar
que M, puede computarse como en el caso del filtro de Kalman (Simon, 2006). Para ello es

necesario reemplazar (5.19) en (5.37), a partir de lo que resulta

T|T _E{( 7"|r 1)( - r|r 1)T} E{( r\r I)Ayr}k
k E{Ay, (x; — %)), )"} + K E{(Ay) YKy (5.56)

rlr—1
donde el primer término es M, ,_;, las esperanzas del segundo y del tercero corresponden al

numerador de k, y su traspuesto, respectivamente, y la esperanza del tltimo es el denominador

de k,. Haciendo uso de (5.30) M, se puede reescribir como

M, |, = M,},_1 — M,,_1hk — k,h"M,}, + M,},_ hk]. (5.57)

r|r
Finalmente, la férmula para M, es
M, = (I - kh")M,,_, (5.58)

donde I es la matriz de identidad de dimensién (p + ¢) X (p + q).

Por su parte, la expresion para P, surge de manera similar a la deduccién de M, _;.
Sustituyendo la expresién de x, en E{x,x!}, muchos de los términos resultantes una vez
distribuidos se anulan utilizando las mismas consideraciones empleadas en el caso de M, _;.

En conclusion, la férmula para P, estd dada por

Pr :FT—IPT—IFg_l + Fr—l)_(r—lﬁg_l + ﬁr—liz_lﬁz_l + ﬁr—lﬁZ_1 + E{F;_lxr—lxz_lF;?ll}‘i‘
E{F,_x,—qul } + E{u,_x! F/2 }+E{u)_u” } + Qoo (5.59)
para el caso general y
P, =F, 1P, F] |+ F, 1%, 10 +0,0%  F) | + G0 | +7(AF, P, AF]  +

AF, 1%, 1Aul | + Au, X1 | AFT | + Au, 1Aul ) +Q, 1, (5.60)

en las situacién en que F/._; y u/_; son de la forma (5.38) y (5.39), respectivamente. Nueva-
mente, estas ecuaciones se asemejan a las del filtro del Kalman, con un término adicional.

Esto completa la deduccién del estimador LMMSE para la varianza condicional de un pro-

ceso GARCH. A continuacién se resumen la ecuaciones obtenidas en el orden en que deben

implementarse. Una vez que se inicializan Xo, X0, Po y Moo para r > 1 los pasos son los

siguientes

91



Capitulo 5. Estimacién secuencial de pardmetros de procesos GARCH

1) Estimado a priori: actualizar X,,_1 y §,,—1 a partir de (5.26) y (5.27) respectivamente.

2) Matriz de covarianza del error a priori: calcular la matriz M,,_; por medio de
(5.55).

3) Ganancia: evaluar el vector de ganancias k, utilizando la ecuacién (5.34).

4) Estimado a posteriori: actualizar %X,|,.. Reemplazando (5.10) y (5.11) en (5.19) se llega

a la expresion que permite llevar a cabo este paso
&r\r = 5(1”|r71 + kT(yT - Cgr|r71)7 (561)

5) Matriz de covarianza del error a posteriori: actualizar M,., por medio de (5.58).

6) Media y valor cuadratico medio: evaluar X, y P, utilizando las ecuaciones (5.10) y
(5.60), respectivamente.

5.2.3. Simulaciones numéricas

En esta seccién se analiza una aplicacién del estimador LMMSE de la varianza condicional

para un proceso GARCH(1,1). De este modo, el modelo de estados se reduce a

T o T1p— 1 w
| 1 2 B1 2 v e+ 1t (5.62)
T2t a1|Zt| B1|Zt| T2t—1 |Zt| Wt
x
yw=1[01]"""| +n. (5.63)
Tot
3
2.5F ]
20 /
g-
0.5 X, real
xliestimado
0 :

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Numero de muestra, r

Figura 5.1: Estimado de la varianza condicional a partir de datos sin ruido y estado inicial

desconocido.

Se considera que z, ~ N(0,1), por lo tanto mg = 1, mqy = 3 y v = 2. Con el objetivo de
evaluar el desempeno del estimador LMMSE propuesto, el mismo se pone a prueba utilizando
datos sintéticos generados a partir del proceso GARCH(1,1). Los coeficientes del proceso son

k=0.5, a1 = 0.2y f1 = 0.3. En primer lugar se corre el estimador con datos sin ruido, pero
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3.5 T T T T T T T T T 9 T T T T T T T T T
Xy L Xor il
. . 8 . .
3t X, sin ruido X, sin ruido
x,, estimado U x,_estimado|
r 2r
25 6
5L
ER E
R
<15 < 5l
1 2r
1tk
0.5
ol
0 ; ; ; ; ; ; ; ; ; -1 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Numero de muestra, r Namero de muestra, r
(a) Estado x1,.. (b) Estado za,.

Figura 5.2: Estimado LMMSE a partir de datos con ruido y estado inicial desconocido.

con el estado inicial desconocido. En la figura 5.1 se muestra que, como es de esperar, el esti-
mado converge rapidamente al valor verdadero de la varianza condicional. Luego, se corre el
algoritmo con ruido de estado, w,., y de observacién, n,., donde la varianza de ruido de observa-
cién fue p,. = k?/9 y la matriz de covarianza del ruido de estado fue Q, = %I. Las figuras 5.2
y 5.3 muestran los estimados de los estados y el error de estimacion, respectivamente para una
realizacion de los datos. Para la varianza condicional se oberva que los estimados aproximan
su verdadero valor. Ademads, se calcul6 el estimador LMMSE para un conjunto de datos de
1000 muestras de largo y se evalué la varianza de la varianza condicional (1, figura 5.2a) y la
varianza del error de estimacién (figura 5.3a). Este experimento se repitié para 1000 realizacio-
nes independientes y obtuvo la media de estas varianzas. El valor medio de la varianza de x1;
y el valor medio de la varianza del error de estimacién resulté 0.304 y 0.029 respectivamente.
Finalmente, se ejecutd el estimador LMMSE para numerosas realizaciones de 1000 muestras de
largo y se evalud la raiz cuadrada del error cuadratico medio para cada instante. La figura 5.4
muestra la RMSE de la varianza condicional. Sus valores se encuentran alrededor de 0.17, sin
embargo para algunos instantes se aparta de este valor debido al comportamiento impulsivo

del proceso y de su varianza condicional.

5.3. Estimador LMMSE extendido

5.3.1. Formulacién del problema

El estimador LMMSE para la varianza condicional desarrollado en la seccién anterior no
tiene sentido desde un punto de vista practico, debido a que no es una situacién realista que
los valores de sus coeficientes se conozcan. Sin embargo, en primera instancia se formulo esa
hipétesis para confirmar la forma del estimador en ese caso, debido a que difiere del filtro de
Kalman tradicional y como paso previo a complejizar el algoritmo incorporando la estimacién
de los parametros del modelo. Por este motivo, a continuacién se considera que los coeficientes

son desconocidos y que se desean estimar simultaneamente con la varianza condicional del

93



Capitulo 5. Estimacién secuencial de pardmetros de procesos GARCH
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Figura 5.3: Error en la estimacion LMMSE a partir de datos con ruido y estado inicial desco-

nocido.

0.8 T T T T T T T T T

0.7r

0.6

0.5r

0.4r

0.3f

Error RMS de la varianza condicional

0.2

0.1
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Figura 5.4: RMSE en la estimacion LMMSE de la varianza condicional.

proceso.
Con el objetivo de simplificar las expresiones, la deduccién se restringird a un proceso
GARCH(1,1) de la forma

Vp = Oy 2, (5.64)
02 =k+aiol_ + By, (5.65)

donde nuevamente z, es un proceso aleatorio con momentos no centrales m,, = E{|z,|"}. Sin
embargo, los resultados a los que se arriban pueden ser facilmente extendidos a un proceso
GARCH con érdenes p y g arbitrarios.

Como no se conocen los coeficientes, con el objetivo de estimarlos, se aumenta el vector de
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estados con estos pardmetros, es decir

ol T oo ]
Ty vy |?
o= | 2y | =| & |. (5.66)
T4y a1
R N e

Debido a que los coeficientes son constantes, se modelan de la siguiente manera

kr =kr—_1+ W r—1 (5.67)
A1y = Q1 r—1 + We,r—1 (568)
Bir = Brr—1 + wp -1, (5.69)

donde wg, ., Wa,r ¥ Wa,r—1 son términos de ruido artificiales que permiten que el filtro modifique
el estado de k, de a1 y de (i respectivamente. Como en cualquier esquema de estimacién
conjunta estados-pardametros, la varianza del ruido regulara la velocidad de adaptacién del
valor de estos parametros.

En estas condiciones y haciendo uso de (5.3) para un proceso GARCH(1,1), el sistema de

estados aumentado puede escribirse como

[ T3r—1+ Tar—1T1,r—1 + T5,-122r—1 | [ w1y ]
|zr [ (@3,0—1 + Tap—1T15—1 + T5r—1T27—1) Wy
xp = f(xp—1, Wp1) = T3,r—1 + | ws (5.70)
Tar-1 War
L T5r—1 | L Wsr |
yr =hTx, +n, =[0100 0]x, + n,, (5.71)

donde w,. y n, son procesos de ruido blanco de media nula, no correlacionados entre ellos, con
E{w,w!} = Q, y E{ln,[2} = p.

Notar que f(x,_1,w,_1) es una funcién no lineal del estado aumentado x,_;. Por lo tanto,
para estimar x, debe utilizarse una version extendida del estimador LMMSE presentado,
andloga al filtro de Kalman extendido (Simon, 2006). El procedimiento consiste en linealizar el
problema empleando el desarrollo en serie de Taylor alrededor de un valor nominal del estado.
Estos valores nominales consisten en estimaciones anteriores de la evoluciéon de los estados del
sistema.

El desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(x, w) alrededor de x = %,_y,_; y w = 0,

truncada al término de primer orden esta dado por

N of . of
f(x,w) ~ £(X,_1,-1,0) + 9% |x=%0 1101 (x —Xpqpp1) + BW x50 1 w, (5.72)
w=0 w=0
donde g—i y % son matrices de 5 X 5 cuyos elementos son [%]ij = gg; y [%Lj = g—g;
respectivamente.
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Definiendo
j4,r—l\r—1 '%5,7’—1\7“—1 1 izl,r—1|r—1 '%27r—1|r—1
24 24 2 25 25
of |2r| Lar—1|r—1 |2r| L5r—1|r—1 2r|* |2 T1r—1jr—1 |2 | Lo r—1|r—1
F,oi= —| = 0 0 1 0 0
aX X=Xpr1|r—1
w=0 0 0 0 1 0
I 0 0 0 0 1
(5.73)
y teniendo en cuenta que
of
= =1, 5.74
aW x:’?rfl\r—l ( )
w=0

entonces (5.72) puede expresarse como
f(x,w) = £(&,_1p-1,0) + Froa1(x = &yqpp1) + W, (5.75)

Esta aproximacién de f(x, w) permite plantear el siguiente sistema lineal de tiempo discreto

Xy = Fr—lxr—l +u—1 +wWrg (576)
yr =h'x, +n,, (5.77)

donde se definio
Ur—1 = f(j\crflhflv 0) — FT—1§CT71|T71' (5.78)

5.3.2. Deduccion del estimador

El sistema representado por (5.76) y (5.77) es de la misma forma del que se utiliz6 en la
deduccion del estimador LMMSE bajo la consideracién de coeficientes conocidos.

Continuando con el paralelismo con el filtro de Kalman extendido, una vez que el sistema
de estados es linealizado, se sustituyen las matrices obtenidas en las ecuaciones del filtro de
Kalman y se deriva el algoritmo que permite estimar el vector de estados (Simon, 2006).
En este procedimiento se supone que todas las esperanzas involucradas en la deduccién son
condicionadas a X,_1j,_1.

En este caso se procederd de la misma manera, y es importante destacar que bajo esta con-
sideracién las esperanzas se tomaran respecto de los téminos de las matrices aleatorias en los
que aparece 2.

Antes de utilizar los resultados obtenidos en la seccién anterior se deben factorizar la matriz

F,_1 y el vector u,_; en la forma dada por (5.8) y (5.9). Para ello, la media de F,_; es

Ly pr_1)r—1 Ty r—1)r—1 1 Z1r—1r—1 Lo r_1)r—1

F,q = 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
I 0 0 0 0 1

(5.79)
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lo que permite expresar F/_; en la forma de (5.38) con

0 0 0 0 0 |
i4,7‘—1|r—1 '/2'5,7‘—1|r—1 1 'i'l,r—1|r—1 §f'2,r—1\r—1
AF, ;| = 0 0 0 0 0 : (5.80)
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 ]
Por otro lado, la media de u,_1 es
Uy = f(ir—l\r—la 0) - FTflir—l\’r—l) (581)
donde
[ T3p-1 + Tap121,p-1 + T5r-1020—1 |
E{|2 >} (@3,,-1 + Zar—1815-1 + T5r—182,5-1)
£, 1r-1,0) = E{f(X,_1p1,0)} = Z3r—1
Typ_1
i Z5r—1 ]
(5.82)
A partir de (5.81) u.._; se puede escribir como
u;—l = f/(&rfl\rfla 0) - F;“—lf(rfl\rfh (583)

donde f'(%X,_y),—1,0) = f(X,_1,—1,0) — f(f{r,w,l,O), que también puede factorizarse en la

forma
F(&11,0) = (22 = B{| 2D ATy, (5.8)
con i i
0
T3p-1+ Tap 1811 + T5r-122-1
Af,_ = 0 . (5.85)
0
L O .

Finalmente (5.83) puede reescribirse en la forma de (5.39), siendo

0
—(Tap1Z1 -1+ T5p—1820-1)
A, = AL — AF, 1%, = 0 . (5.86)
0
0

Utilizando estas expresiones junto con las ecuaciones del estimador LMMSE esténdar de
la seccién 5.2, se obtiene el denominado LMMSE extendido por su analogia con el filtro de
Kalman. Una vez que se inicializan Xo, Xg|0, Po y Mgjo para r > 1, los pasos del algoritmo se

pueden resumir de la siguiente manera.
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1) Matrices del sistema: evaluar las matrices F,_; y AF,_; y los vectores @i,_1 y Afi,_1
por medio de (5.79), (5.80), (5.81) y (5.86) respectivamente.

2) Estimado a priori: actualizar g,,_; a partir de (5.27) y %,,_1, que para este caso su
expresion se reduce a
X'f|'r—1 = f(f('r—l\r—lv 0), (5.87)

de reemplazar (5.81) en (5.26).

3) Matriz de covarianza del error a priori: calcular la matriz M, ;-1 por medio de
(5.55).

4) Ganancia: evaluar el vector de ganancias k, utilizando la ecuacién (5.34).
5) Estimado a posteriori: actualizar %,), haciendo uso de (5.61).
6) Matriz de covarianza del error a posteriori: actualizar M,, por medio de (5.58).

7) Media y valor cuadratico medio: evaluar X, y P, utilizando las ecuaciones (5.10) y

(5.60), respectivamente.

5.3.3. Simulaciones numéricas

Con el objetivo de estudiar el desempenio del estimador LMMSE extendido, se implementé el
algoritmo y se analizé utilizando datos sintéticos. Al igual que en la seccién 5.2.3 z, ~ N (0, 1),
lo que implica que v = 2. Los valores de los coeficientes elegidos son & = 0.5, a; = 0.2 y
B1 = 0.3. En este caso no se sumo ruido a las observaciones, debido a que el mismo es absorbido
por el modelo GARCH. Sin embargo, se consideré un valor pequeno para la varianza del ruido
de observacion y se tomo el valor del error cuadratico medio de cada estado para los elementos
de la diagonal de la matriz de covarizanza Q.

La varianza condicional se inicializé con el valor resultante de promediar 50 muestras del
proceso elevados al cuadrado, tomadas previamente al registro de datos utilizado en la im-
plementacién del algoritmo. De este conjunto de datos previo al registro utilizado, se tomé la
ultima muestra para inicializar el segundo estado. Por otra parte, el valor del estado corres-
podiente a k se inicializé con el valor utilizado con el mismo fin para la varianza condicional.
Por 1ultimo, en el caso de los estados correspondientes a a; y (81 sus valores iniciales fueron
elegidos al azar en el intervalo entre 1072 y 107!, En la figura 5.5 se presentan los resultados
obtenidos por medio de estd simulacién para un conjunto de datos de 5000 muestras.

Las figuras 5.5a y 5.5b muestran los valores de la varizanza condicional y el error cuadratico
medio de la estimacién. Se puede obervar que rapidamente el valor de la varianza condicional
estimado tiende a su verdadero valor reduciendo el error. Es importante destacar que si bien en
este trabajo no se realizé un analisis de convergencia del método, este fue el comportamiento
obtenido también en numerosos ensayos cuyos resultados no fueron incluidos. En la figura 5.5b

se puede apreciar que el error se reduce, pero en determinados instantes presenta picos de
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mayor valor, por ejemplo alrededor de la muestra r = 2000. Este fenémeno se produce por la
naturaleza impulsiva del proceso y de la varianza condicional. Dependiendo de la realizacién,
en este aspecto si existen diferencias con otros ensayos, debido a que en algunos casos los picos
ocurren con mayor frecuencia o bien poseen valores mayores, dependiendo de los valores de los
coeficientes oy y B1.

En las figuras 5.5¢, 5.5d, 5.5e y 5.5f se presentan los estimados de los estados restantes junto
con sus verdaderos valores. Notar que atin cuando la estimacién de los coeficientes se aparta
del verdadero valor, en este caso dicho efecto se aprecia particularmente en la estimacién de
a1, la aproximacion de la varianza condicional es buena.

La idea que se persigue con este filtro no es lograr una estimacion exacta en el valor de
los coeficientes, sino obtener un estimador que permita actualizar sus valores ante variaciones
de los mismos, manteniendo una estimacién aceptable de la varianza condicional, que es el
parametro utilizado en la deteccién. Por este motivo se realizaron simulaciones con realizaciones
del proceso generadas con variaciones en los pardmetros. En particular, en la figura 5.6 se
presentan los resultados de una simulacién realizada empleando un registro de datos sintéticos
de 30000 muestras. En la generacién de los datos se varié el coeficiente k a partir de la muestra
5000, desde el valor inicial 0.5 a 2 por medio de una ley exponencial.

Notar que si bien el valor estimado del coeficiente oy no toma valores cercanos al verdadero
antes de la muestra 5000, el error en la estimaciéon de la varianza condicional se reduce. A
partir del instante en que comienza a variar el valor de k los estimados de los coeficientes
de a1 y B1 se apartan de sus verdaderos valores para compensar su variacién. Una vez que
el estimado de k aproxima mejor su valor entonces también lo hacen los estimados de «a; y
(B1. Durante el transitorio el error se incrementa y comienza a decrecer lentamente pasado el

mismo.

99



Capitulo 5. Estimacién secuencial de pardmetros de procesos GARCH

25

201

15¢

10

Estimado

4080

4100 |

0 1000

(a) Estado x1,.

2000 3000

Namero de muestra, r

4000

5000

121

Real
181 Estimado

(c) Estado xa;.

‘ I
2000 3000
Namero de muestra, r

N

4000

5000

0.9
0.8
0.7
0.6

05

Coeficiente a,

0.4

0.3

Real
Estimado ||

0.2

0.1y

0 10

00

(e) Estado x4,

2000 3000
NUmero de muestra, r

4000

5000

w
wn

Error cuadratico medio
N
o

0 1000 2000 3000 4000 5000
Ndmero de muestra, r

(b) MSE estado z1,.

Real
Estimado

Coeficiente k

0 ; ; ; ;
0 1000 2000 3000 4000 5000
Numero de muestra, r
(d) Estado z3,.
1 T T T T
Real
0.9r Estimado ]
0.8
0.7+
o
P 0.6
5]
3 0.5¢
[}
8 041 M\N\
03 NS .
.27
0.1
0 ; ; ; ;
0 1000 2000 3000 4000 5000

Numero de muestra, r

(f) Estado s,
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5.4. Conclusiones

En este capitulo se propuso un algoritmo de estimacién secuencial para los pardmetros de
un proceso GARCH. El mismo es un estimador lineal de minimo error cuadratico medio que
surge a partir del enfoque de estimacién Bayesiano.

En primer lugar se considerd el caso en que los coeficientes del proceso son conocidos. Se
desarrollaron las ecuaciones del modelo de estados, las cuales presentan la particularidad de
posser parametros aleatorios. A través de la interpretacién geométrica del estimador LMMSE se
dedujeron las ecuaciones que describen el algoritmo. Las matrices del sistema que resultan del
modelo GARCH presentan una estructura especial. Por este motivo se dan tanto las expresiones
generales para un estimador de este tipo como las particulares para el caso de interés.

Mediante simulaciones numéricas se verifico el desempeno del estimador utilizando datos
sintéticos para un proceso GARCH(1,1). Si bien la hipdtesis de coeficientes conocidos no es
realista, este estimador sienta las bases para la deduccion del estimador cuando se considera
que no los son. Alternativamente, puede ser posible estudiar la estadistica de las innovaciones.
En el caso del filtro de Kalman un valor incorrecto de las matrices del sistema producen una
desviacion en la estadistica de las innovaciones respecto de su comportamiento teérico (Simon,
2006). Un andlisis similar para el estimador LMMSE de la varianza condicional de un proceso
GARCH podria dar un mecanismo para decidir el momento en que es necesario actualizar los
estimados de los coeficientes.

Asimismo, se presento la version extendida del estimador LMMSE. Andlogamente al filtro
de Kalman, éste aparece como solucién a la estimacién de estados en un sistema no lineal,
a partir de su linealizacién empleando el desarrollo en serie de Taylor truncada al término
de primer orden. En el caso de los procesos GARCH el modelo de estados no lineal surge al
considerar que los coeficientes son desconocidos y los mismos se agregan al vector de estados
para estimarlos conjuntamente con la varianza condicional. También se deducen las férmulas
que conforman el algoritmo del estimador LMMSE extendido y se verific su comportamiento
mediante simulaciones numéricas. Para este dltimo caso se hicieron dos experiencias. En la
primera se generd la realizacion de datos utilizando un conjunto de coeficientes constantes,
mientras que en la segunda se varié uno de los coeficientes de modo de comprobar que el
algoritmo efectivamente es capaz de seguir dichas variaciones. Es importante destacar que si
bien se obtuvieron resultados de este tipo con otros conjuntos de datos, no se realizaron analisis

de convergencia de estos estimadores.
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Conclusiones

En esta tesis se presentaron diferentes aportes relacionados con el modelado del clutter y
con el desarrollo de algoritmos de deteccién en aplicaciones de radar.

En primer lugar se propuso la utilizacién de los procesos GARCH para el modelado del
clutter. Estos procesos poseen la desventaja de no contar con una expresion explicita para
su funcion densidad de probabilidad. Por este motivo, se comenz6 estudiando el método de
estimacién de cuasi-méaxima verosimilitud, habitualmente utilizado en la estimaciéon de sus
coeficientes. Con el objetivo de evaluar el desempeno del estimador QMLE se dedujo una
aproximacion de la cota de Cramér-Rao para su matriz de covarianza. La misma se basa en
la utilizacién de la funcién densidad de probabilidad de méaxima entropia obtenida a partir
de un conjunto de momentos conocidos. Los resultados obtenidos fueron validados mediante
un ejemplo numérico. Sin embargo, existe una restriccién sobre los valores que pueden tomar
los coeficientes de un proceso GARCH para que sus momentos sean finitos, lo que limita la
utilizacién de esta herramienta.

Debido a la estructura que poseen los procesos GARCH, se los utilizé considerando que
sus realizaciones modelan los datos tomados en rango. Esto presenta el inconveniente que las
muestras son insuficientes para alcanzar un error de estimacion aceptable. Por este motivo,
se propuso un método alternativo para la estimacién de sus coeficientes. Se estudiaron las
propiedades estadisticas de este estimador mediante simulaciones numéricas y se compararon
con las del procedimiento de estimacion QMLE, mostrando que los métodos presentan un
desempeno similar, ambos muestran un comportamiento asintéticamente consistente. Poste-

riormente, empleando el método de estimacién alternativo, se realizé el ajuste de un proceso
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GARCH a mediciones reales de clutter maritimo. De la comparacién entre los histogramas
del proceso y de las mediciones se observé que el modelo representa adecuadamente las colas
pesadas que presenta la densidad de probabilidad de los datos.

Basado en este modelo para el clutter se desarrollé un esquema de deteccién. Para ello se uti-
liz6 una version adaptada del test de la relacién de verosimilitud, la cual consistié simplemente
en reemplazar las funciones de densidad para cada hipdtesis por densidades de probabilidad
condicionales, dadas las muestras anteriores del proceso. El detector resultante presenta la
caracteristica de poseer el umbral de deteccién adaptivo, debido a que depende de la varianza
instantanea del proceso. Se dedujo una expresién para la probabilidad de falsa alarma y se
evalud la probabilidad de deteccién a través de simulaciones numéricas debido a que no es
posible hallarla analiticamente.

El detector GARCH no es de falsa alarma constante respecto de los coeficientes del proceso
que modela el clutter. Por ello, se realizé un estudio del efecto de variaciones en los valores de
los coeficientes sobre las probabilidades de falsa alarma y de deteccion. El mismo consistié en
perturbar los valores de los primeros y evaluar dichas probabilidades. El orden de las variaciones
de los coeficientes se fijé en base a los errores de estimacién obtenidos para un conjunto de
datos del mismo tamano que el de las mediciones disponibles. Los resultados de este andlisis
arrojaron que el detector presenta un comportamiento robusto en una situacién practica.

Se estudié también el desempenio del detector GARCH utilizando datos reales y se los com-
paré con el desempeno de dos detectores del mismo tipo, uno basado en una distribucién
Gaussiana para la amplitud de los datos y el otro disenado empleando una distribucién Wei-
bull para su intensidad. Para ello, se evaluaron las probabilidades de deteccién en funcién de la
relacion senial a clutter y las curvas ROC. Se mostré que el detector GARCH presenta un mejor
desempenio que los otros detectores, excepto para valores altos de SCR y alta probabilidad de
falsa alarma. Bajo estas condiciones favorables los tres detectores alcanzan aproximadamente
la misma probabilidad de deteccién. El éxito del detector GARCH se puede explicar a través
de su variacion temporal. Tomando la intensidad de la muestra como el estadistico para los
tres detectores, en el caso del detector GARCH el umbral en cada comparacién es funcién de
la intensidad de la muestra previa, pero los parametros del modelo no cambian rapidamente.
Este comportamiento no puede obtenerse con los detectores cldsicos en los que existe una re-
lacién de compromiso entre la calidad en la estimacién de los pardmetros de la distribucién y
la velocidad de adaptacion.

En segundo lugar, se propuso un modelo para el clutter al que se denominé AR-GARCH-2D.
Este modelo combina un proceso GARCH en dos dimensiones con un proceso autorregresivo,
con lo que conserva las caracteristicas impulsivas de los procesos GARCH y permite modelar
la correlaciéon pulso a pulso que presentan los datos. Se dedujo un algoritmo de estimacion
para los coeficientes de este tipo de procesos, con un procedimiento andlogo al utilizado para
los procesos GARCH. Por medio de simulaciones numéricas se analizaron las propiedades de
dichos estimadores. Finalmente, se realizo el ajuste de dicho modelo a un conjunto de datos

disponible.
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También se derivé un algoritmo de deteccion utilizando el modelo AR-GARCH-2D para el
clutter. La ventaja de este detector frente al anterior es la posibilidad de incorporar multiples
pulsos en el instante de decision. Se obtuvo una expresién para su probabilidad de falsa alarma
y debido a su complejidad matematica la probabilidad de deteccién se evalué mediante simu-
laciones numéricas, empleando un proceso representativo de la familia. De la misma forma
que para el caso GARCH, se estudié la sensibilidad en el desempeno de este detector ante
variaciones en los valores de los coeficientes. Este esquema de deteccién tampoco es CFAR
respecto a sus parametros, pero también mostré un comportamiento robusto en una situacién
practica. Ademds, se comparo el desempeno del detector AR-GARCH-2D con el de los detec-
tores GLRT, ALQ y ARGLR utilizando datos sintéticos. Como era de esperar, con este tipo de
datos el detector AR-GARCH-2D present6 un desempefio superior que los demds detectores.

El ajuste de los procesos AR-GARCH-2D a los datos reales arrojé como resultado una fami-
lia de modelos para el clutter, con distintos érdenes. Previamente a la utilizacion de un criterio
de seleccion de modelos para elegir aquel que presente el compromiso 6ptimo entre comple-
jidad y calidad del ajuste, se analizaron comparativamente sus desempenos. Se mostré que
los detectores para los cuales el orden de la parte autorregresiva, M, es 2 o 3 presentan una
mayor probabilidad de deteccién con una tasa de falsa alarma menor que los detectores para
los cuales M es 0 o 1, ademéas de un mejor ajuste de la probabilidad de falsa alarma en rela-
cion a la prediccién teodrica. Finalmente se eligié uno de los modelos empleando el criterio de
informacién Bayesiano (BIC).

Ademas, se comparé el desempenio del detector AR-GARCH-2D elegido con el de los de-
tectores GLRT, ALQ y ARGLR utilizando datos reales de clutter. Se mostré que el detector
propuesto supera a los otros tres detectores. Sin embargo, el modelo AR-GARCH-2D resultan-
te para el conjunto de datos del que se dispone, presenta la caracteristica de no poseer colas
pesadas representando de manera inexacta la densidad de los datos. Por este motivo, se hizo
un analisis de sus propiedades y se compard con un detector asociado a un modelo autorregre-
sivo. Ambos detectores presentaron desempenos similares. Esto muestra la flexibilidad de los
procesos AR-GARCH-2D, que se adapta a este modelo mas sencillo sin mermar desempeno.

Los resultados obtenidos permiten concluir que cuando se estudian esquemas de deteccién
en radar la evaluacién de los modelos para los datos debe llevarse a cabo no solo en base a la
calidad del ajuste, sino también teniendo en cuenta el desempeno de los detectores asociados
a dichos modelos.

Por dltimo, se desarrollé un método para estimar secuencialmente la varianza condicional de
los procesos GARCH, con el objetivo de contar con una herramienta que permita actualizar
la varianza en cada instante de decisiéon de los detectores. En primer lugar se supuso que
los coeficientes son conocidos y se rescribieron los ecuaciones que describen el proceso como
un modelo de estados, con la particularidad que posee parametros aleatorios. Se dedujo un
estimador lineal de minimo error cuadratico medio para la varianza condicional de manera
analoga al filtro de Kalman. La hipétesis de coeficientes conocidos en la deduccién del estimador

LMMSE no es realista desde un punto de vista préactico, lo que implica que el interés del
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planteo presentado en este punto es de caracter tedrico. Sin embargo, en primera instancia
se formulé esa hipétesis para dilucidar aspectos desconocidos atn en el caso de coeficientes
conocidos, debido a que el problema se aparta del filtro de Kalman tradicional y como paso
previo a complejizar el algoritmo incorporando la estimacion de los pardmetros del modelo.

En una segunda etapa, se planted el caso general en el que se considerd que los coeficientes
son desconocidos. En estas condiciones el sistema resultante, ademas de poseer parametros
aleatorios, es no lineal. Se dedujeron las expresiones para el estimador LMMSE que permite
la estimacion conjunta de la varianza condicional y los coeficientes del proceso. Por medio
de simulaciones numéricas se evalué su funcionamiento para dos situaciones particulares. En
el primer caso los valores de los coeficientes se mantuvieron constantes y en el segundo se
perturb6é uno de ellos. Los resultados obtenidos muestran que siguen las variaciones de los
coeficientes y aun cuando sus valores no son estimados de manera exacta, los mismos se
adaptan de manera de estimar correctamente la varianza condicional, reduciendo su error de
estimacion. Es importante destacar que no se hicieron analisis de convergencia para ninguno
de los estimadores LMMSE propuestos y que los estudios se redujeron a ensayos numéricos.

Existen lineas de investigacién que pueden continuarse méas alld de los resultados mostra-
dos en esta tesis, asi como resultados parciales que requieren mayor confirmacién teérica y
experimental.

Una posible extensién del trabajo presentado seria el desarrollo de un esquema de deteccién
que permita incorporar la informacién polarimétrica en las decisiones. Esto puede llevarse a
cabo combinando modelos AR-GARCH-2D en cada polarizacién a través de una estructura
del tipo de la de los procesos GARCH multivariados (Bauwens et al., 2006).

El método propuesto para la estimacion secuencial de la varianza condicional se desarroll6 pa-
ra un proceso GARCH convencional. Sin embargo de acuerdo con la estructura de los datos
reales no puede ser utilizado directamente con los esquemas de deteccién desarrollados en la
tesis. En este aspecto dicho estimador deberia adaptarse, en particular para su uso con un mo-
delo para el clutter del tipo AR-GARCH-2D, donde ademaés de los coeficientes de la varianza
condicional aparecen los parametros de la parte autorregresiva.

Por otro lado, seria deseable desarrollar una demostracién tedrica de la convergencia de los
estimadores lineales de minimo error cuadratico medio para la varianza condicional, que hasta
el momento solo se verificd numéricamente. Una alternativa seria la de adaptar la propuesta de
Ljung (1999) para modelos lineales con pardmetros constantes al caso de matrices de sistema
aleatorias.

De los resultados presentados en los analisis con el conjunto particular de datos reales utiliza-
dos, se desprende que el parametro que domina el desempeno de los detectores es la correlacién
de los datos en tiempo lento, por sobre la caracterizacion de la impulsividad que presenta el
clutter. Sin embargo la escasa disponibilidad de conjuntos de datos reales ttiles para los ex-
perimentos que deberian realizarse, no permite establecer afirmaciones concluyentes. En este
sentido es deseable ampliar dicho estudio a diferentes conjuntos de mediciones de modo de

realizar un andlisis més abarcativo del tema.
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Los procesos GARCH también podrian utilizarse en radares de apertura sintética (SAR).
Existen diferentes modelos para las imagenes SAR, algunos basados en principios fisicos y otros
basados en enfoques matematicos o que surgen a partir del andlisis de mediciones. Un modelo
que combina ambos enfoques es el modelo de clutter multiplicativo (Oliver y Quegan, 2004). En
este caso los datos son modelados como el producto de dos variables aleatorias. La primera se
denomina speckle y surge de la contribucién de numerosos reflectores aleatorios dentro de una
celda de resolucién. La otra se denomina textura y se puede interpretar como las fluctuaciones
de la seccién transversal de radar (radar cross section). En general, el speckle se modela
mediante una distribucién Gaussiana, mientras que la textura es modelada utilizando diversas
distribuciones (Anastassopoulos et al., 1999) o de manera més general como la contribucién
de una mezcla de distribuciones (Oliver y Quegan, 2004).

El modelo GARCH-2D puede ser interpretado como un caso particular de modelo multipli-
cativo dindmico dado que se define como el producto entre un proceso Gaussiano y un proceso
aleatorio independiente, cuyas muestras al cuadrado se modelan como una serie temporal au-
torregresiva. En este aspecto seria de interés estudiar la representacion de datos SAR a través
de procesos de tipo GARCH-2D y disenar algoritmos de clasificacion a partir de ellos. Para
llevar a cabo esto ultimo una alternativa es adecuar el método de clasificacién para imagenes a
través del criterio de maximo a posteriori (MAP) por medio del algoritmo EM (Expectation-

Maximization) basado en un modelo de mezcla de procesos GARCH-2D para los datos (Pascual
et al., 2014b).
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Apéndice A

Gradientes de los funcionales

utilizados

En este apéndice se deducen las expresiones de los funcionales utilizados en los problemas

de optimizacion para obtener los estimados de cuasi-méaxima verosimilitud.

A.1. Gradiente de £5(0)

El funcional £4(6) es utilizado en el capitulo 3 para estimar los coeficientes de un proceso
GARCH. El mismo estd dado por

g [on 2
Ly(0) =) {m(afw ;2 ] (A1)

r=1
conb=Jka - af1 - Bq]T. Entonces, su gradiente es un vector que puede escribirse
como
R
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do; _ o 270 A3
ok ;O‘J ok (4.3)
do; 2 3 Ir—j
D0, :UT_Z»—I-;O@ Ja i=1,..,p (A4)

do? R 802_j
"= v if+ ) 1=1,..,q. A5

A.2. Gradiente de L£3(0)

L3(0) es el funcional que se minimiza para hallar los estimados de los coeficientes de un

proceso GARCH empleando varias realizaciones. Su expresion es

ﬁ:z { |UT| ] (A.6)

t=1 r=1 T

donde @ = [kay -+ ap B1 - BT El gradiente de L£3(0) también es de dimensién (p+q+1)x1

y su expresion es

OLs( al 19 mE
VLa(6) = 3 -y Ll [ ‘02| ] (A7)
t=1r=1"T r

R
— O

2
En este caso %‘79’“ es de la misma forma que la del gradiente de la seccién anterior y sus elementos

se obtienen a partir de ecuaciones andlogas a (A.3), (A.4) y (A.5).

A.3. Gradiente de L4(0)

El funcional £4(0) es utilizado en el capitulo 4 para estimar los coeficientes de un proceso
AR-GARCH-2D. Su expresién estd dada por

2

R T 1 M
= Z Z 111(0'7%15) + O'T Urt — Z QA0 Ur,t—j ) (AS)
j=1

r=1t=1 rt

donde 8 = [k a19 a11 1o f11 Re{aor } Im{ap1} -+ Re{aorr} Im{agrr}]” es el vector de pardme-

tros que se desea estimar, de dimensién (5+2M ) x 1. Luego, el gradiente de £4(0) esta dado por

VLy(0) = 2£al0) _ 0Ly 0Ly 0Ly 0Ly 0L OLs oLy oL oL, T

Bl 9k daip o1 9Pio P11 ORe{apry OImiaor}  ORe{apar} OIm{agn}

Llamando 6; al elemento i-esimo de 8, es decir [0]; = 6;. Entonces para ¢ = 1,2,3,4,5 los

elementos de VL4(0) se pueden escribir de la siguiente manera

2
R T M
8/34 1 9o 1
2 1;1 2 20, 1+ 2 Urt—jglaojvrt il 1 (A.9)
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donde
%it - = ven 8052“ o 8025;_1 (A.10)
%Ueit _ ggif) =0,_1;: T Q10 8;31(1):15 + anaasall’;l, (A.11)
%(Zt = g;fi =07 4+ a1oagi1’t +« 1802(;1’;1 (A.12)
%cit = 2;12; = [vr—1e* + o0 8;;:;”* + anaggz’;‘l, (A.13)
aa‘;r? — g;i = |vr—14-1]° + a0 8;Zj,t +a1180§;1’f_1. (A.14)

Mientras que cuando i = 5+2n—1conn =1, ..., M, es decir par y mayor que 5, los elementos
de VL£4(0) son de la forma

*

OLL6)  DL.(0) 2
9, ~ MMelan] 2 2 gz RO e Zaoﬂ” R (A.15)

y, finalmente, si i =54 2n con n = 1,..., M, es decir impar y mayor que 5, resultan

*

OLy(6) _ IL4(O R 9
801 8111’1{0,0”} Zzg Urt n Zaﬂjvrt —J . (A16)

r=1t=1 1t
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Apéndice B

Condicién de varianza finita para
proceso AR-GARCH-2D

En este apéndice se presenta la deduccién para la varianza no condicional, dada por (4.9),
de un proceso AR-GARCH-2D de la forma de (4.6) y (4.7) con M = 2.

El proceso considerado puede escribirse como

Urt = OrtZrt + Q01VUrt—1 + Q02Vrt—2 ,  Zrt ™~ CN(07 1) Lid., (Bl)

on =k + 010071+ anop 1, g + Brolve—1? + Bualvr—1—1 ] (B.2)
Luego, por la propiedad de linealidad de la esperanza, la media de v,; estd dada por
po = E{vpe} = E{opzre} + anE{vrt—1} + apE{vy 12} (B.3)

Teniendo en cuenta que o, y 2+ son independientes y bajo la hipdtesis de estacionaridad en

sentido amplio resulta

My = E{Urt}E{Zrt} + ao1 by + ap2fly- <B4)

Sabiendo que E{z:} = 0, a partir de (B.4) se obtiene que p, = E{v,+} = 0.

En estas condiciones la varianza de v, es 02 = E{|v.¢|*} = E{v.4v,}, es decir
o2 = V{vn} = E{[(ao1vri—1 + ao2vr1—2) + 0rezrt][(a010r -1 + a020r1—2)* + orezi] ). (B.5)

Distribuyendo el producto dentro de la espezanza y haciendo uso su propiedad de linealidad,

113



Apéndice B. Condicién de varianza finita para proceso AR-GARCH-2D

se puede escribir

o2 =E{|ao1vri—1 + aoavri—2|*} + E{orizrt(a010rt—1 + ao2vri—2)* }+

+ E{(ao1vrs—1 + aoavri—2)0riz5} + B{o|2n|*}. (B.6)

Teniendo en cuenta que z es independiente de o4, de v,;—1 y de v,;—2 y ademds como su
media es nula, es decir E{z,+} = 0, entonces los términos cruzados en (B.6) son cero. Asimismo,

en virtud de que E{|z-¢|?} = 1, (B.6) se reduce a
oy = E{laorvri—1 + aoovri—2f*} + E{o7,}. (B.7)

Tomando esperanza de la ecuacién (B.2) se obtiene E{c?}. Haciendo uso de la propiedad

de linealidad, esta se puede escribir de la siguiente manera
E{o7,} = k+awB{o7_1,} +anB{o7 1, 1} + BioB{lvr—1*} + BuB{lv,—11*}.  (B.8)

Considerando nuevamente la hipdtesis de estacionareidad, de (B.8) se obtiene la expresién

para E{02}, la cual estd dada por

k+ (Bio + /311)03.

E{c%} =
{O—T‘t} 1 _ alo _ all

(B.9)

Para obtener o2 resta calcular E{ lap1vyt—1 + aogvr7t,2|2}. Este término puede expresarse

como

E{|ao1vrt—1 + ao2vri—2|*} = E{(ao1vyt—1 + ao2vr1—2)(a01vrt—1 + ao2vyt—2)*}. (B.10)
Distribuyendo el producto dentro de la esperanza

E{lao1vri—1 + aozvre—2|*} =[ao1PE{|vrs—1]*} + aorafoB{vre—105, o)+

+ agrao2E{vr 00531} + laoa"E{[vre—o|*}. (B.11)
Teniendo en cuenta que la funcién de autocorrelacién de v,+ en tiempo lento de define como
Ry [7] = E{vrt4rv)e}, (B.12)

y que 02 = E{|v,1_1]*} = E{|v;+—2|*}, entonces
E{|ao1vri—1 + ao2vri—2|*} = (lao1|* + |ao2|*)o? 4+ 2Re{ap1agy Ry [1]}- (B.13)

R, [1] se obtiene reemplanzado v,;—1 a partir de la relaciéon que define el proceso (B.1), es

decir
Ryp[1] = E{vrt—1v:; o} = E{(0rt-12rt-1 + @010 t—2 + a02Vrt-3)V7 12}, (B.14)
y se puede rescribir como
R[] = E{ori-12rt-107 4o} + ao1B{|vrs—2|*} + ap2B{vr 3074 o}, (B.15)
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donde el primer término se anula por los motivos ya enunciados a lo largo de la deduccién,

permitiendo expresar R,,[1] en la forma
Ryo[1] = o102 + aga Ryy[—1]. (B.16)
Debido a que la funcién de autocorrelacién posee simetria Hermitica, luego
Ruu[~1] = R}, [1] = a3y 02 + aiy R [1]. (B.17)

Sustituyendo (B.17) en (B.16)

ap1 + ao2a5; o

va[l] = 1— ’a02|2

(B.18)

Reemplazando (B.18) en (B.13) resulta

ap1agy (a1 + ap2a
B {laostriot + doave-af'h = [(fao P+ faaf?) + 2Re { 2000 Lt 2 g2
(B.19)
donde

(B.20)

ap1agy (a1 + ag;ao2
¢2:\a01\2+]a02]2+2Re{ 02( 01 )}

1-— ]a02]2
Finalmente, reemplazando (B.9) y (B.19) en (B.7) y operando algebraicamente se obtiene
la expresion para la varianza no condicional de v,

k

l—apg—ann—PBo—PFun—1—aw—ai1) s

02 =V{v} = (B.21)

Empleando un procedimiento andlogo al descripto en este apéndice es posible obtener ex-
presiones de ¢p; para otros valores de M, asi como también la varianza no condicional del

Proceso .
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Apéndice C

Modelo Autorregresivo

En este apéndice se deducen las expresiones para la estimacién de los parametros de un

proceso autorregresivo, definido como

M
Upt = O2pt + Z aojVri—j , 2zt ~CN(0,1) iid., (C.1)
j=1

2

donde ag; son los coeficientes de la parte autorregresiva del proceso y la varianza o en este

caso es constante.

C.1. Estimacion de parametros

Partiendo de una matriz de datos V de dimensiones R x T', que contiene R realizaciones
independientes del proceso, cada una de T" muestras de largo, los estimadores de los parame-
tros surgen de la maximizacién de la densidad condicional f(V|vi_ps;--- ;vg), siguiendo un
procedimiento andlogo al utilizado para los procesos AR-GARCH-2D. Esta densidad puede

expresarse como

R T
FOVIvimars - 5vo) = [ T wrel{ve—j L0, (C.2)
r=1t=1
donde v; = [v1; vy -+ vRre]? y las fdp’s condicionales f (vre|{ve—; }J]\/il) estdn dadas por
1 —% Urt— % ag;Ur,t—j )
Fonl{o i) = —ge 71 = (C.3)
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A partir de (C.2 se puede definir la funcién L5(6)

2

R M
1
L5(0) = RTn(o + = Z Z Upp — Z ag;Vri—j| (C.4)
g r=1 t=1 7j=1
donde el vector de pardmetros a estimar es @ = [0? Re{ao1} Im{ao1} --- Re{aon} Im{agps}]”
La funcién de verosimilitud logaritmica condicional —In(f(V|vi_ps;--- ;vp)) difiere de L5(8)

solo en una constante. Por lo tanto, los estimados de los pardmetros pueden obtenerse como
el valor de @ que maximiza L5(0).

A continuacién se deducirdn las expresiones de los estimadores de los coeficientes ag; y de
o2 a partir de la condicién necesaria que deben satisfacer para ser un maximo local de L5(8).
Por tratarse de un proceso Gaussiano en este caso es posible obtener expresiones analiticas
cerradas. Debido a que los coeficientes ag; son complejos, al momento de derivar respecto de
ellos debe seguirse el mismo procedimiento que para el pardmetro v en (4.24). Entonces, a

partir de las condiciones

0L5(0)
dag;

=0, i=1,.,M (C.5)

0=0
se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones lineales

R T
ZZMU:t i ZGOJZZU:J Uri—j, =1, M (C.6)

r=1t=1 r=1t=1

que permite hallar los valores de los estimadores, dg;, de los coeficientes ag;.
Por otra parte, a partir de la condicién

9L5(0)
0o

=0, (C.7)

6=0

se obtiene la expresién del estimador de o2, que estd dado por

2

1 R T M
A2 ﬁ Z Z Urt — E dOj'Ur,t—j . (C8)

r=1 t=1 j=1
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