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Algorithms for Minimizing Weighted Flow Time

Abstract
We study the problem of minimizing weighted flow time on a single machine in the preemptive setting. We
present an O(log2 P)-competitive semi-online algorithm where P is the ratio of the maximum and minimum
processing times of jobs in the system. In the offline setting we show that a (2 + ε)-approximation is achievable
in quasi-polynomial time. These are the first non-trivial results for the weighted versions of minimizing flow
time. For multiple machines we show that no competitive randomized online algorithm exists for weighted
flow time. We also present an improved online algorithm for minimizing total stretch (a special case of
weighted flow time) on multiple machines.
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3. THE OFFLINE ALGORITHM� 
�� : �%'�� ��"%����� "%$ � � < ��"%��$)m~����� ?2"������ : DGFH�%��'�I�J�L : ������� ` "OM� : ��"%�j$�"�$��N�j�O��$����#" : � ��"%�#��A¬�^�����v7w�!�����>�5��$2� : sC
 : �5"%Mn�N�j�%��$����#" : ���"%�#�^Fnm2o~p-L3M : ������� ` "%� : ��"%��$ : �%'j�j��"O�����9���j�v7+�>"%'��C���8��6�87�Mz��"��#�j�7[��" < �Â'j"%?P�>�E�	�5����$�' �>?2"�����$ < �]��� : �)������������������� "%� : ������� ` M"%� : �����[����7["%����"%$ :�< �j$��	� : $C�e� :j< ���j�8A � 
��e���>�5
��O� : �5�5
��#�>�!��� : ������|����� < �>�5�5"%$�'_��"%�#�>� : �����N��
�$���>�k�C� : �N���O��$��j�#" : �N�Y
�$ < ��"%��$�j�^������$2
��a�N�-�a� �edV�����>A;���)�j���5����?P�_��� : �#�>?P��$�����"%� <8: �5�g"%���²vMn� : �q�KA� 
����	� : �5��"�$�';�N��"%$C�)"%� : � : �5��"%��"%�j$t�j�[d	�j����"�$C���;�5�������5
 < ���� : �v� : < �~�5��� < �j$C� : "%$��dV�����v� ��"����>$C��" <>: �C7w�>"%'j�2� : $���>�5�5�>$C��" : �%�O��5"%�#"%� : �v����� < �>�5�5"%$�'^��"%�#�>�>A������-8 � T 8 I Ó T V V�V�ÓPT 8DZ([�\��N��������5���[� �v��"%�	��"%$ < ��7w�>"%'��C����� �������!d	�����>Ae{�" `�:~< ��$��	� : $C��� 1�Fz��Ó ³ L-A�f�[� : � : dV����/_"%�e"%$#����� < �>�5�5"%$�'�'j���j
��R��"%�K"O���!����� < �>�5�5"%$�'���"%�#�
7�F6/�L�� : ��"��	x��>�+����� < ��$��"O��"��j$EF ³ o���L � ^ 7�F6/�L T�F ³ o���L � Y � A!�����
� a � ���>$�� ��� : ����d	�����G�j�[7["O���;7w�>"%'j�2�e8Da : $��f����� < ���5�5"�$�']��"%�#�'j���j
��U��A
	 $'$'O�
��%��i"%$'�-�W$M���U�����-����	�������������� : � : � < ���8��
������R"��+ÏjÎqÎ-,H
 ÏjXOTUjÎ	4C*-Î�*54e7["O�������>�5�N� < �¬��� : �5
����5����� � dV����� � "O��"O�¬� ` � < 
����>�2d	�j����"%$
� "%$G�������	�5��" < �+� �q�����e�j��������"%� : �5��"%? : ��FY��"����e����� � �>$ : ����"O�5� : ��"��O��L-A���-� � � �¬���>$��j���_�����#6�87�Mz��"%�#��� � : � < ���8��
��%���!A�uw�����%�>�#� :�N�>�%�879'j"%?P�>� : 
��5�-�Y
��K�����j�N���5�V��� � : �5��"%? : �OMn�j�q���-���8�g� < ���8��
��%�>�>A
acb3d�d�e�º�A ³ A�$¬UjÎ�� 1tFz��Ó ³ L<;yÏjWS�#.j,H
j*-W;Q-Ñq/�*54jÝ�X�*��ÂÑ�ÏjW � *1HÎ5Ï W�Q8G>UjÎqS_*54�,YW�1nU|Ï^Q-Ñq/�*54jÝ�X�*�� � Q�Ý�Ñq/~1�/�Ïj1C;�� � ,YQ!ÏjÎqÎ-, 
 Ï�X�UjÎ54C*-Î5*54(�,Y1�/)Î�*-QzÐ�*5Ñ�1�1nU)*5ÏPÑq/EUAG�1�/�*~Q�*-1HQ � a � ;eÏjWN4 � � �� ^ m�� � � K

-/.�020 Z�[ � � : �5��"%$�'g� ����� �����_� < ���8��
��%���!�v7+� < ��$��	�5��
 < �~������ < ���8��
��%��� �^�C���5"%�#���O�;���>� �q������"%$�'@�����g� ` � < 
���"%��$r�j�wdV�����_"%$
� : < �;�5��� � a � �v"%$f�����#�j�q�����R�j� : �5��"%? : �HAc���-�aÄ,a � Fsc�L : $��Ä �a � Fsc�L����$��j���e�����w$2
��R�N����� �Pd	�j���v"%$ � a � ��� : �v���>� : "%$ : �v��"%�#��c¬"�$~������ < ���8��
��%�>��� : $��� � ���>�5�N� < ��"�?��>�O�CA!{��j� : $2���5��� � a � : $�����"%�#�tc-��5"%$ < �����������j� : ��?P�j�%
��#��"%$ � a � ��� : �^"%�[����� < �>�5�5�8�g"%$��@�2�#��"%�#�
cw"%�y� : �#� : ��������?P�j��
��#�|����� < �>�5�5�8�g"%$�� � ��7+��'����

Ä � a � Fsc�L ^ gYÄ a � Fsc�L�F ³ o��PLkjeo ³ V
±|�5"%$�'�������� :j< �+��� : ���A1�Fz�2Ó ³ L-�P7+� <8: $ < ��$ < �%
���[��� : �+Ä � a � Fsc5L ^m Ä,a � Fsc�L : � : �%����"%�#�>� c-Aeuw�����%�>�#� : �Y���%�%�87[�>A
	�� � $M""! O$#B��
OsN-L���$M$qO%
��S�%�i"%$'�-�W$M���B�����-����	�������������7["%���C$��87�����5"�'j$ : s2
 : �5"OMn�N���O��$��j�#" : ����"%�#� : �%'j�j��"O���������Gx$� : F ³ oÚpqL3M
: ������� ` "%� : ��� : �5��"%? : �%Mn� �q�������8�_� < ���8��
��%��A!���-� � : $��J\���>$��j��������a� : ��'��>�	�~7w��"�'j�C� : $�c�����G� : ��'j�>�	�R����� < �>�5�5"%$�'g��"��#�j�����>�5�N� < M��"%?P�>�O�C���0?P�-� : �%��d	�j���>A��f� : �5�5
��#�G7["O�����j
��~�%���5�~�j�['j�>$���� : �%"%�3���� : ��$����V7w�k���>�%� : �5��� : ���>� : ���#�5��� : � : ���8���C�c�#�j���R��� : $]ÄKJa×�j�������57["%�5�y�����w"%$��	� : $ < � <8: $G�N��� : �5��"%��"%�j$��8�G"%$C����� : $C�R��"%�YdV��"%$C�"%$��	� : $ < �>�_��� : ��� : ��"%�	���r����"%�_�������N�-�5�V�CA�uw�2
�� : $C�r$��j$�Mn"����%"%$�'� < ���8��
��%� <8: $ < ���#���%����� : �%�2d	�����y7["O����"�$gDGFHÄ I J�Le��"%�#��A�f�^$��87�
��5���2��$ : �#" < �����j'j� : �#�#"%$�'R��� < ���#��
���� : F ³ ofpqL3M
: ������� ` "%� : ��� : �5��"�? : �OMn�j�q�������8�\� < ���8��
��%��A �f��� : �5��"O��"%��$�dV�����"%$C���r�V7+� �5�����'& � : $��(& I �5
 < ����� : �)& � = ÒM/ �D8~F6/�L T
� h�FHÄ,�8J�L Ö A����G7["%���!x����	� < �j$��	�5��
 < � : � < ���8��
����G���j��������dV�����"%$�& � � : $��k�����>$�x�%�¬"%$ : $ : ����"O�5� : �5�g� < ���>��
��%�����j�!d	�����^"%$�& I �: �O7 : ����'j"�?2"%$�'k�������������>$ < �a����d	������"%$*& � AR°+��� : ���O�kdV������"�$+& �: ���|$��j� : ��� < ���8��A!uw���|��� � : � < �j$2�5��"%��
���"%��$k�j� & I ���R�����|� < ���8�2M
��%��? : �%
��|"��[�N�j
�$���8�_�2��Ä W Ä � W � h�FHÄ,�>J�L-A � "%$ < ������� < ���	�y�j�
: $C�)� < ���8��
������Y� �wd	�j����"%$)& � "%� : �|�%� : �	� � ������ < ��$C�5��"%��
���"%��$�j��& I "%�y$��G�#�j���^��� : $ : $���F ³ L3Mz� :j< ��� �8Au¬� < �j$��	�5��
 < � : � < ���8��
��������j�ed	�����^"%$'& � ��7w��x����	����� : �����-M����� < �>�5�5"%$�'|�	������A¬���+� <8: �%� : �%�P7w��"�'j�C���v�2� � h�FHÄ � J�L : $������
�$�������� <>: �%�8�)7w��"�'j�C�|� ��� :j< �Gd	�j�E
��C7 : �q�������a������$�� : �����	�|�N�87w�-�
�j��F ³ o�pqL-A������#�9=-,����j' � Y/. J�0 : $��@�%���21e=-,Y�%��' � Y Ì FHÄ � J�L30jA



uw�2
��>���E"%�|�����a$2
��R�N���^�j����"%�	��"�$ < ������� < �>�5�5"%$�'k'j����
����>� : $��+1"%�[������$2
��a�N���+�j�!��"%�	��"%$ < �y7+�>"%'��C���>Auw����"���� : 
�$�������O��"%$�'R����������$ : �#" < �����j'j� : �Z"%�[���a� : "�$C� : "�$: �c� :j< �=��"��#�9c�� : � : "O�c�j�G�	� : ����?P� < ���j���E� �a�����]�Y� �����Ä =
� Ä �i� Fsc�L-ÓVÄ � I Fsc�L-Ó�V)V)V%Ó�Ä���� Fsc5L��-� : $� �	 = � 	 �i� Fsc�L-Ó 	 � I Fsc�L-Ó�V)VXV%Ó 	 �
�8Fsc�L��-Auw��� < ���#�N�j$��>$C�[Ä,a � Fsc�L+� �������|?P� < ��� ���Ä@"%$��" <8: ���>�[�����|$�
��a�N���� ��dV������"�$ � a � ��� : �w� : ?P�^�N���>$ < ���#�����-���8�G�C�G��"%�#�Dc-�C7[��"%�%�^�����
< ���#�N��$��>$C� 	 a � Fsc�L!� �¬�����^?P� < ���j� �	 ���>$��j���>�e����� : �#��
�$2�+�j�K��"%�#���� : �!� : �v�N�>�>$G�5�N��$2���j$R������FHÄ a � o ³ L3���yd	���a"�$R�����w�5��� � a � A��^�jM��" < �w��� : ���5"%$ < �+7w� : ��� < ��$��5"�������"%$�'|��$��O� : �5��"%? : �OMn�j�q�������8�R� < ���>��M
��%�>�>�������#?P� < ���j���Ä < �j�#���%�����>�O�;���>� < ��"%�N�>�~�����#"����>$C��"O�V�@�j�[�����
dV��������� : ��� : ?P�a�N�>��$ < �j�#���%�����8�c�5�k� : �8� : $��c�����a?P� < ���j� �	 ����M� < ��"��N���������~�	� : ���a� ��F : ���#���	�-L[��$��~� : �5��" : �%�O�@� ` � < 
����8�GdV���]"�$� :j< � < � : �5� � a � A!����"O����� : �����0?P�-�`c+��� < �j�#��
���� : � : ���%����5
 < ���� : ���Æ c-Ó��Ä�Ó �	 Èw"%�������_�#"%$�"%�a
���6�87 ��"%�#�_���j�~����� < �j�#���%�����8�
dV������7["O���~�����w�	� : �����5�N� < "Ox�8�~�C���Ä : $� �	 : ����"%�#��c-A�h3�������+�	� : ���"%��"%$���� : �5"%�����j��7+�|�5���w�����^� : ���%�|�>$C�5�5�G������A�uw���y��
�$�$�"%$�'���"%�#�� ������"%�¬�2��$ : �#" < �����j'j� : � <8: $~�N���N�j
�$���8���C��DGFHÄ I J W Ä �
� W J � L-A� "%$ < �aJ�"%���N���O��$��j�#" : �%�O�c�N��
�$����8�g"%$cÄv����������
�$�$�"%$�'#��"%�#�R"%�
�N�j
�$����8���C��Ä�� @ � ��� Ê Ô B AÚ�f�g�j�#"O�G�Y
��5�������_����� : "%�%�#�����j�Ù����"%�?������5"%��$�A
� �gb�0 .�b3d ��A��w,H
j*-WGÏjWa,YW�Q�1nÏjWNÑq*�UAGe(+*-,�.0/213*54�'�Uj(!Tz1H,YS_*�Ð�Î5U � TX�*-S UjWcÏaQ�,YWC.�X�*�SGÏPÑq/2,YWN*^(�,Y1�/~Ð�U�X � WNUjSR,zÏ�XYX � � UjÝ2WN4C*54�ÐÎ5U8Ñq*-Q�QqT,�W2.f1H,YS_*-Q ;a1�/�*-Î�*c,�QEÏjW�Ï�X .PU Î-,Y1�/CS 1�/�Ïj1#Ñ�UjS^ÐÝ213*-Q]Ï;FnmRo�p-L�TÏqÐPÐÎ5U>Üj,YS#Ïj13*�Q�UjX Ý�1H,HUjWc,YW���Ý�ÏjQ�,HT%Ð�U�X �jWUjSa,HÏ�X�1H,YS#*XG�UjÎ�ÏjW�����ÜC*54pDTr�LK

4. MINIMIZING TOTAL STRETCHh3$�����"%�)�5� < ��"%��$=7w�]'�"%?P�]$���7B��$��%"%$�� : �%'j�j��"O�����#�)���j�)�#"�$�M"%�#"%&>"%$�'Ú���j� : �~�	�5���-� < ����$��a
��%��"%�����@����� < ���5�5�j��� : $���"%�#�����0?P������;�N���5�Y� ��� : $ < �;'�
 : � : $C���>���@�0?P���c� : ���%"%��� : �%'��j��"O�����#�>A ���
< ��$��5"��������V7+�)�#�2�������|� : �5�>�]�j$@7[���-��������� ��$�� ���#"%'j� : ��"��j$�� �dV�����a"%� : ���%�87w�>�Ú� �G$�� �8Ach3�[�#"%'j� : ��"%��$�"%� : �%�%�87w�8��� : dV���;��� : �"%�R�����>�>�#�����8�K��"%�R� ���>�#���E�N�_����� < ���8��
����>����$ : $2�@� :j< ��"%$��#"�$�����#�	���	���>�gA_h3���#"%' � : ��"%��$f"%�~$�� � : �%���87+�8�K� : dV���f�j$ < �#� < ���>��M
��%�8����$ : � :j< ��"%$������ : ����� < �j�#���%�����G"O��������� < ���5�5"�$�'E��$��%�@��$��� : �a� :j< ��"%$���Ac�t���>$;�#"%'j� : ��"��j$�"�� : �%�%�87w�8�r�)
����2
 � ��"%�5��$ : $�-� : �HA+Æ ³j³ Èe�5���87}��� : � � ¹^²eu : < ��"%�>?P�>� :�< ���#�N�-��"%��"%?P�~� : ��"%�g� �³ º�A � � <>< ���-�5��"w��� : �HAlÆ �jÈ : $ : �O��&��8�f�����_$��j$�Mn�#"%'j� : ��� �5� : ��'j�jM��"O����� �j���y7+������
 < ����� : �HA^Æ m8Èy���j�#��� � : �[�	�5����� < � : $�;�5���87w�>���� : �#"O� : < ��"���?P�>� :]< ���#�N����"O��"%?P��� : ��"%��� ��ºP�CA�uw��� : �N�0?P������M�5
��O��� : ���y� : �5�8�R��$ : $ : �O��&>"%$�' : ��'j�j��"O�����#����� : �!� : ?P���N�>�>$a�j��"%'jM"%$ : �%�O�G���>?2"��5�>�����j�!�#"%$�"%�#"%&>"%$�'����j� : ��
�$27+�>"%'��C���8��6�87;��"%�#��Av�y������ : � � �8��
��N�j$ � : ���%"��-�8�������)�	�5���-� < �r�#� : �5
������w7[����$ ?2"%��7w�8�� ����� : 7w�>"%'j�2���>�=6��07���"%�#�]�N�����5�N� < ��"%?P�j��� : ?P� ���E�5� : �%�wd	�j����#� ���R�5�#��� : $E���j� : �¬6�87\��"%�#��A[�f�~'�"%?P�~�N�j���E�#"%' � : ���j�5� : $�$���$�M3�#"%' � : ���j�5� : �%'��j��"O�����#��
��5"%$�' : �5"%�#"%� : ��"���� : ��� : ���5�N� < "Ox�M<>: �%�O��� : � �>� : ��? : $C� : 'j�|� �������|�	�5����� < �k�#� : �5
����jA��f�^�5���87���� : ��j
�� : �%'�� ��"O�����#� : < ��"%�>?P� :G< ���#�N�-��"%��"%?P��� : ��"%��� � ³ º : $�� ³ �G���j��#"%' � : ���j�5� : $���$��j$�Mn�#"%'j� : ��� �5���#�2���>�%�����>�5�N� < ��"%?P�>�O�CAg�^$ : ��M? : $C� : '��)� �|�j
�� : ������� : < �Ú"%�R��� : �G"O�#�%�>$����a"O���5�>�O�^���]�5
����	� : $�M��" : ���O�]�5"%�#���%��� : $ : �%���5"%��7[���>$ < �j�#� : ���>�E���������j�5�a"%$rÆ ³j³ È : $�Æ � ÈnAEuw��"%� : ���%�87[�a
��~���)� : � : �#��������"%&>�#����� : �%'��j��"O����� : $���j��M��"%�#"%&>��������� : � : �#�������[���G����� : "%$E"%�#�����0?P�8�_� : ��"%���^�j�!�WV Ç�m : $�³ �WV ºPm)���j�~�����#�#"%'j� : ���j�5� : $�@$���$�Mn�#"�' � : ��� �5���#�2���>�%�������5�N� < M��"%?P���%�CAt��� <8: $ : �%�5�;�5���87Í��� : �_��
�� : �%'��j��"O�����#� : < ��"%�>?P� : $DGFH�#"%$NÒ0�%��'+J�Ó	���j' ÔÕ L5L~� : ��"%���Y� �k�#"%$�"��#"%&>"%$�'c��� � : �[6�87Z��"%�#���� : � < ��"%$�'c�������N���5�Y� ��� : $ < �)�j� � ¹^²eu|A!uw�2
��G��
�� : �%'�� ��"O�����#����-� : "%$#����� : ��? : $2� : '��[�j� � ¹|²!uÚ"%$_�N�>"%$�' < ���#�N����"O��"%?P���Y� �w�N�j����	�5���-� < � : $�_6�87=��"��#�jA

4.1 Minimizing Stretch without Migration�f�Gx����	�G���>� < ��"%�N�#�����#$���$�Mn�#"%'j� : ���j�5��?P�����5"%��$;� ������� : �%'�� M��"O�����gA;���)� : �5��"O��"��j$Ú�����RdV�����#"%$����f.jÎ	UjÝ0ÐQR� : �5�>�Ú�j$r������"%������ < �>�5�5"%$�'���"��#���>A���d	�j��/_7["O���l7�F6/�L�1@Æ m a Ó-m a Y � L�"%�+� : "��#�����N�"%$c'j����
��Bb5A^�f�~
��5���da+���k���>$�� ���~�����ydV������"%$]' ����
��9b5A��^�j������ : �|
�$��%" � �������~����x$�"%��"%�j$E�j�^Ñ>X%ÏjQ�Q�
��5�>�)"%$ � � < ��"%�j$�m)F : $�g"%$Æ m0È�L-��������.jÎ	UjÝ0Ð_�j� : d	�j�)"%�[����x�$��8�#�C�_"O��������� < ���5�5"�$�'a��"%�#� : $����C���y$��j� < � : $�'�����
���"%$�'~������� ` � < 
���"%��$)�j������� : �%'�� ��"O�����gAe�����
� F6/�L+���>$�� ���|�����^'j���j
��)� �d	�j�_/¬A!uw��� : �%'�� ��"O�����Z"%�[?P���5�_�5"%�#"OM� : �w���������^�j$��y"%$EÆ m8ÈzA+uw��� : �%'��j��"O�����l� : "%$C� : "%$�� : �N�C���� ��dV�������� : �#� : ?P� : �5��"%?P�8�Ú��
��#� : ?P�k$��j�G�N�>�>$ ����� < �>�5�5�8� : � : ���HA hV$
: ����"O��"%��$E"O� : �%�5�_� : "%$C� : "%$�� : �	� :j<q� � ��d	�����^���j�^� :j< �E� :j< ��"%$��j������j�5�e��� : �v� : ?�� : �O��� : �����N�>��$R� : �5��" : �%�O�~����� < �>�5�5�>�R�C����� : �v� : M< ��"%$���A � $ < � : dV���g"%� : �5�5"%'�$��8�)���a�����|�	� :j<q� � �v� :j< ��"%$��tbe"O�y"%�
< �j�#�#"%�5���>�~�����N�>"%$�'������ < �>�5�5�8�G�C� b5� : $��a���>$ < �w����� : �%'��j��"O�����"%�[$���$�Mn�#"�' � : ��� �5�CA!uw��� : �%'j�j��"O�����Z7w� � � � : ���Y���%�%�87[�>�
� � : < �_� :j< ��"%$��y����� < �>�5�5�>�e�����vd	�j� : �+�����[���j�_�j�K"O���+�	� :j<q� A
� �t���>$ : $���7�dV��� : �5��"%?P�>�>�2����� : �%'��j��"O�����l�%�C� � �+���j� : � : M< ��"�$������ : �!"%�+��"%�������e" ���%�y� �+"%� < 
��5���>$C���O�R����� < �>�5�5"%$�' : dV����j� : ��"�'j������.jÎ5UjÝ0Ð)��� : $E��� : ��� �+�����~$��-7 d	�j��A�hn�e�5
 < � :� :j< ��"%$��R� ` "��	���>�K�����a$���7tdV����"%����
��5���>�]�j$@�����]�j�+��� : �� :j< ��"%$��?] �[�	� :j<q�k: $�k"%���[����� < �>�5�5"%$�'_�N�>'j"�$��>A � �������57["%�5��������+dV���g"%�y"�$��5���5���8��"�$C���a�������N�C���HA
� h3� : dV���)"%� < �j�#���%�����8�#�j$ : � :j< ��"%$��j�2"%�w"��w�����#� ?��8�G�������"%���y�	� :j<q� A�h3�v�������	� :j<q� �N� < �j�#�>�y�>�#���3�C��� �|"O�����������j�E�j��������	� :j<q� "��!�j� : ��"%'����-��.jÎ	UjÝ0Ð~��� : $a�������#"%$�"%�a
��9'j���j
���j�+�����^dV������"%$c�����R�N�C���H� : d	���c�����j�B�����R�N�C���������j�B�����d	�����[�j�¬�������#"%$�"%�a
��Û'j����
��)"%�[�#�0?P�8�G���R������� :j< ��"%$���] ��	� :j<q� A

uw���#�j$��O�@��"��������>$ < �#�N���37w�>�>$]����� : �N�0?P� : �%'�� ��"O�����g��7[��" < �7w�����-�Y���[��� : ������FY���j�y�5� : �%�%�>�	�y'j���j
��L-� : $�k��������$���"%$fÆ m0È�"%���� : �w�����|��� < "��5"%�j$�� : ���^� : �5�>�k��$_�����^'j���j
����j�������!dV���)"%$��	��� : ��j�¬"O��� < � : �5�>Aeuw���^$��j��"%�j$)�j� < � : �5�["%'�$��j���>�w�����|� ��"�'j"%$ : �K����� < �>�5�	M"%$�'���"��#�~�j�+�����^dV��� : $�E����� : "�$�����$��%�E����� < 
��5���>$C�����>� : "�$�"%$�'����� < �>�5�5"%$�'[��"��#�jA�uw��"���"%� : ��� : �5�j$ : ���%�e�	�5� : ���>'j�|�Y�j�¬�#"%$�"%�#"%&>"%$�'���j� : ��6��07Ú��"%�#�+7[���-��� : �%�jd	�j���!� : ?P�w�����w� : �#�w7+�>"%'��C�+"O�5���>�5�N� < M��"%?P���j�������>"O�!����� < ���5�5"�$�'���"%�#��A¬�t���>$a�#"%$�"��#"%&>"%$�'^���j� : ���	�5����� < �"O�w"%� : ��? : $C� : 'j�>��
��e��������� : "%$_"%$����j��� : ��"%�j$ : �N��
��e������7w��"�'j�C���j�������d	�j���>A�uw��� ��� : �%'�� ��"O�����g�j
�$��%" � � � ¹^²eu : $�������� : �%'��j��"O������j��Æ m8Èn� <>: $G�����>�>�#���NdV�����!7["O���G��"%$C�~����� : "%$�"%$�'������ < �>�5�5"%$�'���"%�#��C�|dV�����e�j�K�a
 < �a� : ��'����e���>� : "%$�"�$�'������ < �>�5�5"%$�'~��"%�#��A¬�|�87w�>?����8��5"%$ < �G�����#�����>���#����"%$�'~d	����"���� � : �	�5��" < ���O���5� : ���%���R'j���j
��K�¬7w�7["%�%�+�N� : ���%�a��� < � : ��'��G������(+*-,�.0/21!�j�w�����G�������>�#�����8�GdV������������ : �[�j�v�����������>���#����"%$�'yd	���KA�|�87}7+�G����� < ���8�@7["O���@����� : $ : �O���5"��>A#������Ø@Fsc�L|���>$�� ���a�����$2
��R�N���|� �+��
��	�E� : < ��"%$��>� : �|��"%�#�lc�A��K��� � Fsc5Ly�N�R�����R�5�-���j�d	�j����"%$c�����a�	� : <-� � : ����"%�#�Ac : $��]�%����JGFsc5L^�N�R�����R�5�-���j�¬dV�����"%$;�����)�N�C�j�HA������GÄt�N�������k$2
��R�N���~�j�ed	�����a���>�%� : �5�8�r"%$;������5�8sC
���$ < ��A@uw���������%�%�07["%$�'������j�N���5"O��"%��$��	� : ����� : �5"%�#���%�k�%�87w�-��N��
�$����$g�	�5����� < �)� � : $C�k� < ���8��
��%�GFH�5�>� : �%�5�EÆ ³�³ È�L-A
-/.�02130 46587�58029lº�A�0 137 � Ä(V
uw���������%�%�07["%$�'R�%�>�#� : �N��
�$����v����� < ��$C�5��"%��
���"%�j$G���������w���j� : ��	�5����� < �g�j� : �%�������+d	�j���["%$)�������	� : <-� �>A
acb3d�d�e ��A ³ A C f CFE�G"! @ fCB 8~F6/�L ^ ºjÄ(V

-/.�020 Z�[|�K���$#aFsc5L����>$�� ���!�����+�5���v� �jdV�����v�N�>"%$�'y����� < �>�5�5�>� : ���"%�#�dc�Aw��� < � : "%����� : � C f C?E�G"% @ fCB 8~F6/�LJ==Äf�5"%$ < ��� : < �GdV���



/)"��["%$k�������5��� #aFsc5L!�Y� �^� `�: < ���O� : ��
�� : ��"%��$g� �:7�F6/�L���"��#�^7["%���
8~F6/�L = ³ hY7�F6/�L-Ae°+��$��5"������y�����+dV�����y"%$ : � :j< ��"%$���] �[�	� : <-� ��� : �: ���^$��j�e�N�>"%$�'������ < �>�5�5�8�KA!uw�������y"�� : �e�#���	�e��$��!dV���G�����j�l� : < �' ����
���Ae{�
��5�������8�2� : < �k�j�������>�l"%�������j� : �	�5��" < ���O�k� : ��'����y' ����
����� : $g��� : �^�j��������d	�j�c�N�>"%$�'_����� < ���5�5�8�KA[�f��
����N���^�N��
�$�k�����7+�>"%'��C�y�j�NdV�����["%$g� : < �k�	� :j<q� �C�_����
�$��"�$�'a
��k�����^7w�>"%'��C�y�j� :dV���#"%$a' ����
�� bK��� ³ h�m a : $�a�5
��#�#"�$�'^
��a�0?P��� : ����'j���j
����!� : ��'������� : $)������'j���j
��E�j�v�����wd	�j�E�N�>"%$�'G����� < �>�5�5�8��A�h3�y"%�^� : �	�)���a�5�>���� : �e����"%�e7+�>"%'��C��"%� : ���#���	�!�V7[" < �y�����[7w�>"%'��C�+�j�K������d	���_�N�>"%$�'����� < �>�5�5�8��Aw�^�>$ < �^7w� <8: $ < � : ��'��������|7w�>"%'j�2�^�j�v�������	� :j<q� �y��������wd	�j���["%$ #aFsc�L-� : $���������%�>�#� : �����%�%�87[�>A

����$��87��N��
�$�_�����|7+�>"%'��C�y�j�v�����ed	�����["�$k�������N�C�j� : �y� : < ���"%�#� c�A!���-�N�%a5Fsc�L+���>$�� ���^�����y?P�j��
��#�|� �¬������d	�j����"%$gJGFsc5L � �da
� ����"%�R"%�������#���j� : �+?P�j�%
��#�#�j��dV�����~"%$f�����_�N�C���e������� �da : ���"%�#�tc-A!����� �2� a Fsc5Lw���>$��j���AC � � a � a Fsc�L-A
acb�d�d�e���A m2A�$¬UjÎDb � ³ ;E^��2� a Fsc5L ^ FHØ @ ³ L W m a Y I K

-/.S0 02Z�[^�����Aciay�N�G�����_� : �	�~��"%�#���N�-�Y�j����c�7[���>$������ : ��'j�jM��"O����� � ` � < 
����>� : d	�j�k� ����� �"� a A�h3�["%� < �%� : �^��� : ��"%$)�����|"%$C�����5M? : ��Fsc�a	Ó�cVÈz������� : �%'�� ��"%�����b"%� < �j$2��"%$2
��j
��5�O�E7w� � � "�$�'k�j$�dV������"�$
�"� a Ak{�
��5�������8� : �lc a �������#�N�C�j�+"%���>"O�������~�>�#���V�c"%$kdV�����������j�
�"� a ��� ���������#� : ?P� : ���CdV
��	� : �5��"%?P�>�k"%$�7[��" < � <8: �5���������_���a$�� �
< ��$C�5��"%��
��������G�����~?����%
��#����")���-���>$ < �jA[�|�>$ < �"^�� � a5Fsc�L <8: $E�N�
����N�����N�j
�$����8���C�������+?����%
��#�e�j�PdV�����v��� : � : ���+"�$~�����w�	� : <-� � ������ : �%'�� ��"O����� : �Dc�a!"%$)' ����
���� �"� a A�±|�����gFHØ @ ³ L+� :j< ��"%$��>�< ��
������N�|����� < �>�5�5"%$�' : d	���k"%$ �"� a : $�_"%$k� : < �k�j�������>"O���	� : <-� ���������� < ��
����Ú�N�Rd	�j���#"%$Ú'j����
���� ³ ���Bb5A uw�������-�Y�j���k�����k��� � : �?����%
��#��"%$��������	� :j<q� "%� : �^�#�j�	��FHØ @ ³ L W m a Y I A

�K���cO�Fsc5L����>$��j����� :0` E�G�% @ fCB � F6/NL-�j������� : ��'��>�	�+'j���j
��G� �N7[��" < �: dV���]"��y��
�$�$�"%$�' : �tc�A � "�$ < ����������� <8: $�$�� ���N� : d	���c� �+' ����
���%�>�5�[��� : $`O^"%$)�������N�C�j�H��7w��� : ?P�������|�����%�%�87["�$�'_�������N�j�5"O��"��j$�A
-/.S0 1�0 465 7�5 0 9l��A�� �SV @ fCB Fsc�L(==�3;¬/�*-WÑ-*~Ïj1!1H,YS_*Jc ;v1�/�*-Î�*RÏ Î�*WU��>U � Q#,YW;1�/�*)ÏjX .PUjÎ-,�1�/2S�� Q ��Ý*-Ý�* GqÎ5UjSB.jÎ5U Ý Ð�Q#QqSGÏ�XYX�*-Î#1�/�Ï W

OjFsc�LPK
���a$��07Û�N�j
�$��c�����R7w��"�'j�C���j�+�����^dV������"%$c�����a�N�C�j�e� �+�����

: �%'��j��"O����� : �v��"%�#��c�"%$~�������#�¬�j������e7w��"�'j�C���j�������wsC
���
��+� ��������j����"%� : � : ����"%�#�Jc : $�������+7+�>"%'��C�e�j������¬d	�j���!�j������ : �%'�� ��"O�������� : � : ������
�$�$�"�$�' : �y��"%�#�tc-A
acb�d�d�e���A º�A�$¬UjÎ~ÏjXYX�c<;

f
E�G � @ fCB

8~F6/�L ^ � � * Fsc5LKo ³ m f
E�G"% @ fCB

8RF6/�L�V

-/.S0 02Z�[^����� �¬Fsc�L#�N�c�����c� : ��'����	�c'j����
��t�5
 < �t��� : � : d	�j�� ����� � � "%� : ��"%?P� : �R��"%�#� c�A]h3�yØ�Fsc5L�TlØÙ�����>$@�������N�C���w"%����#���V� : $��;�����)�%�>�#� : "%�a�5��"%?2" : �%�O�Ú�5��
���A;�^�>$ < �_7w� : �5�5
��#���� : �yØ�Fsc5L ==Ø]Ae����
��5� O : $� �c"%$��	��� : �)� ��O�Fsc5L : $�� �¬Fsc�L+���j�� : �5���j�v$��j� : ��"��j$�A
f
E�G � @ fCB

8~F6/�L = f
V � a � �

f
E�G��
	�� � @ fCB

8~F6/�L�V

���[�N��
�$���C E�G�� 	 � � @ fCB 8~F6/�L��C� < ��$��5"�������"%$�'"� a Fsc�L-A�uw���y$2
��GM
�N�-���j��dV������"%$ � a � JGFsc�L["%�~
����N�����N��
�$����8�c�C� � a Fsc�Lih�m a : $�

� : < �;d	�j�=� : � : 7w�>"%'��C� : �g�#�j�	� ³ h�m a A �|�>$ < �c7w�]'����k��� : �CFE�G � @ fCB 8~F6/�L <8: $g�N���N�j
�$���8� : ���Y���%�%�87[�>�

^ f
V � a � �

� a Fsc�L
m a W m a

= f
V � a � �

� *a Fsc�L�o,^�� a Fsc�L
m a W m a

= f
V � a � �

� *a Fsc�L
m a W m a o f

V � a � �
^�� a Fsc5L
m a W m a

^ f
V � a � �

� � *a Fsc�L�o f
V � a � �

^��2� a Fsc�L�@ ^_�2� a Ë � Fsc�Lm a W m a

^ f
V � a � �

� � *a Fsc�L-@ ^��2� V Ë �m V W m V o f
V � a � �

º?^��2� a Fsc5L
m a Y � W m a Y � o ^��2� � Fsc5L

m � W m �

^ f
V � a � �

� � *a Fsc�L�o � *� V Ë � Fsc�Lm V W m V o f
V � a � �

��FHØ @ ³ L
m a Y � o ��FHØ @ ³ L

m �

^ f
V � a � �

� � *a Fsc�L�o f
� � a � V Ë �

� � *a Fsc5L�o ³ m2FHØ @ ³ L ³
m VJY �

^ � � * Fsc�L�o ³ m�FHØ @ ³ L ³
m VAY � V

hV$G����� : �N�0?P�^"%$��8sC
 : �%"O��"%�>�e7+�|
����N���e�N��
�$���>� @�^��2� V Ë � Fsc�L��2��"*� V Ë � Fsc�L : $����� ��� É @ fCBI ��� I � �C� C � � a � V Ë � � � *a Fsc5L-A
��?P���5�~d	���)"�$�#RFsc�L+"%�^� ��'j���j
���O�� �|�5� : �%���-� : $�)Ø@Fsc�L =�Ø]A�|��$ < �lC E�G"% @ fCB 8RF6/NL � Ø �I ��� É Aeuw�����%�>�#� : �Y���%�%�87[�>A
��� b30 .�b�d »2A�Q�/�*RÏ�X .PUjÎq,Y1�/2S ����,YQ ³ ��T3Ñ�UjS|Ð�*-1H,Y1H, 
j*PK
-/.�020 Z�[|²�
��5��"%$�'@����'j�������-�����>�#� : �a��A ³ : $����A º@7+�g� : ?P������^�Y���%�%�87["%$�'�A
f
f
� Fsc�L = f

f
f
E�G"! @ fCB

8RF6/NLKo f
f

f
E�G � @ fCB

8RF6/NL

^ ºjÄGo f
f
FH� � * Fsc5L�o ³ m f

E�G"% @ fCB
8~F6/�L5L

^ ºjÄGo��?021 7Go ³ m0Ä
^ ³ »0Ä_o��?021 7
^ ³ ��021 7�V

���"#B�S$'& ":N 	 N-�%���-�
Os���wuw��� : $ : �O���5"%��"%$��N�j���cÆ ³�³ È : $�EÆ �jÈK"%��#�j���y"%$2?P���%?P�8�a��� : $#�j
�� : $ : �%���5"%� : �N�0?P�jAvhV$��Y�j��� : �%�%�G�5�N� :j� "%$�'�����a� : "%$@��� : �5��$;"%� : ���Y�j�%���87[�>AEh3$@�����G�����C� �[�j�[�K�>�#� : ��A º��7w� < � : ��'��������w7+�>"%'��C�+� ��� ` �5� : d	�j���!"�$R����� : �%'j�j��"O������] �+�N�C�j� : ���"%�#�`c!����������dV�����+��� : � : ���^�N�>"%$�'~����� < �>�5�5�8�_�C�a����� : �%'��j��"O�����: �(c-Avuw��"��v"%�v�N�j�5�5"����%����$��O�~�N� <8: 
��5�w�j
�� : �%'��j��"O����� : �O7 : ���v��
�$�������vdV�����������j� �������5� : �%�%�>�	�w' ����
��EFH� : ��'��>�	�e7w�>"%'j�2�-L-A�hV$ � ¹|²!u|�
: $��G����� < � : �5��� : �5�8� : �%'�� ��"%����� �j�eÆ m2���jÈz�2������d	�j���+��� : � : ���|�N�-M"%$�'������ < �>�5�5�8� : �e��"��#� c : ���^� �K�5� : �%�%��� < � : �5�+��� : $G�������5�y"%$G������N�C���HA!�|�87+�>?P���!������� < ��
����_�N�vdV�����!7["O�����R
 < �G� : ��'j��������� < �>�5�	M"%$�'c��"%�#�@F : $�����>$ < �k�5� : �%�w7w�>"%'��C�#"%$��������	�5����� < �r�#� : �5
����0L��
��|7[�����5�R����� : "%$�"%$�'_����� < �>�5�5"%$�'���"��#�~� : �^� : �%�%�>$��5
�� < "%�>$C���O��%�87l�Y� �a�����>�����E�N��"%$ : �5� : ��� < � : �5�>A]�|��$ < ���v�����G7w�>"%'j�2�a�j������^� ` �5� : dV������"%$������|�N�C�j� <>: $�$��j���N����"O��� < ���O� < � : ��'j�8�����~�������
�$�$�"%$�'GdV����� : � : �%�w��"%�#�>�>A]uw��"��~��� < ��$�" <8: ����" � < 
��O�V� <8: $��N�'�� �5���>$ : ����
�$��k���G'j��� : $EDGF ³ L�� : ��"�������07+�>?P���8��"O� : ���������a�����
< �j�#���%� ` "O�V���j������� : $ : �O���5"%� : $�������5
��O���^"%$�7w� : � ���y�N��
�$���>A



4.2 Minimizing Stretch with Migration���e�#�2��"O���|����� ��� : �%'j�j��"O�����Â"�$ : �5� : �%��7 : �|���[� : � � : ��? : $�M� : '��R�j�!�#"%'j� : ��"%�j$�A^u¬�_� :j� ������� < � : $�'j�>�|�#"%$�"%� : �K7+�~����� : "%$�����_� ?���� : �%�+�	�5��
 < ��
����_� �y����� : �%'�� ��"O����� "�$ < �%
��"�$�'g�����#�	� : <-� �: $�������w�N�C�j�zA!uw������$��%�R��")���-���>$ < ��"%$~�����w�N�>� : ?�"%�j
���"%�v7[���>$ :dV��� < �j�#���%�����>�>A!uw��� : �%'��j��"O����� < �j�#� : �����!�����[���j�_�j�������[�	� :j<q�7["O���g$��j��d	
��	�[�������N�C������
�� : �%�5� : �%�������|7 : "O��"�$�'�d	�����["�$ : �%�¬� ������|�	� : <-� ���j�K�����^�j��������� :j< ��"%$��>� : $�����" <-� �+�����^�%�87w�>�	�y' ����
��dV���KA;uw"%�>�G�N���37w�>��$gd	�����G"%$;�����_�N�C��� : $�f�	� :j<q� � : ���)����� � �>$"%$)� : ?P�j�y�j�v�������5��"%$g�	� : <-� �>Aeuw�2
��vd	�j��� <8: $)�#"�' � : ����� �����Í��$���	� : <-� ��� : $��j�������8AEuw��� : $ : �O���5"%�~"%�R� `�: < ���O�@�����#� : �#�#� `�< �>������j�|���>�#� : ��A mCAe��� < � : "%� : $k"��#�����0?P�8�_�N��
�$��k�N�>�%�87�A
acb�d�d�e���A ��A�$¬UjÎDb � ³ ;E^��2� a Fsc5L ^ FHØ @ ³ L W m a Y ��K

-/.S0 02Z�[^�����Aciay�N�G�����_� : �	�~��"%�#���N�-�Y�j����c�7[���>$������ : ��'j�jM��"O������� ` � < 
����>� : dV���g�����j� �"� a A�uw������� : �5��$�"�$�'#"%�^�5"%�#"%� : �|������ : ��� �[���>�#� : ��A mC�������G��"��������>$ < �G"%��"%$��>�	��"%� : ��"%$�'k�����a?P���OM
��#�#�j��d	�j���R"�$f�����_�	� :j<q�f: �Ac a A � "�$ < �ESa,�.jÎ	Ïj1H,zUjWÚ,YQ_ÏjXYX%Uj(+*54� �����Í�j�������y�	� :j<q� �>��� ` � < 
���"%$�' : d	���E� �v'j���j
��g� : ��'����y��� : $_b : �c a "%�#����"%�>����� : �������|$�
��a�N���w�j�dV�����y"%$)' ����
���� b : $�)�%�>�5�["%� : ��#�j�	�aFHØ @ ³ L-A^uw����� :0` "%�R
�� ?P�j�%
��#���j�yFHØ @ ³ LvdV�����^�����j�
�"� a "%�y�N��
�$���>���C�]FHØ @ ³ L W m a Y � A

uw���k���>�	�G�j�|����� : $ : �O���5"%�#"%�G������� : �#� : $�;7w�k����� : "%$Ú����������%�%�87["�$�'�A
� �gb�0 .�b3d �2A�Q�/�*�Ï�X .PUjÎq,Y1�/2S ��� ³ º�T3ÑqU S|Ð�*-1H,Y1H,H
j*|(�/�*-WkSa,HT.jÎ	Ïj1H,zUjW],YQ�Ï�XYX%Uj(+*54 K

4.3 Improved Boundsuw��� : �%'�� ��"%����� : ��7+�]���>� < ��"%�N�8� : �5�5"%'�$��k�V7w�gdV���������f������ : �#�_'j����
���"%�[������� : ����7["O����"�$ : � :j< ��� �#�j�|mg�j�y� : < �;� �������8A��� <8: $�� : � : �#��������"%&>�g����� : �%'j�j��"O����� �C� : ��� : � + T ³ : $�: �5�5"%'�$ : dV���#����'j���j
���b�"O��7�F6/�LJ1@Æ + a Ó + a Y � L-A�uw��� : $ : �O���5"%� <8: $�N� <8: �5��"��>���j
��R"%$ : ?P�-�5���5"%�#"%� : �G7 : � : $���7w� <8: $�������"%�#"�&������� < ��$��	� : $C� + ���#�j��� : "�$g�������N�>�	�y� : ��"%��A��������#"O�^����� : "��%�^"�$����"%�y?������5"%��$�A
� �gb�0 .�b3d �CA$¬UjÎ�Ï-ÐPÐÎ	U-ÐÎq,zÏj13*�Ñq/�Uj,zÑq*-Q�UJG + ;�1�/�*�Ï�X .PU Î-,Y1�/CS

����,YQ+��V Ç�m�T3ÑqU S|Ð�*-1H,Y1H,H
j*R(�,Y1�/�SR,�.jÎ5Ï 1H,zUjW]Ï�XYX%U (w*54#ÏjW4G,YQ ³ �WV ºPm2TÑ�UjS^Ð�*-1H,Y1H,H
j*~, G�SR,�.jÎ5Ï 1H,zUjWc,YQ|WUj1�ÏjXYX%Uj(+*54 K
�D��"�� 
O$#9� �^{�"%$ : �%�%�C������� : $ : �O���5"%�|�j� ��� ���j���	�5���-� < � <8: $E� ` M����$���>�~�����5���07������+�Y�j���%�87["%$�'����>�5
��%�����j�!�#"%$�"%�#"%&>"%$�'^��� � : �26�87��"%�#��A
� �gb�0 .�b3d Ç2A ���l,�QvDGFH�#"%$NÒ8�%��'�JwÓ5�%��' ÔÕ Ö L�T3Ñ�UjS|Ð�*-1H,�1H,H
j*�G>UjÎ1nU 1nÏ�X�'�Uj(r1H,YS_*PK
�K�>�#� : �^��A º : $�c��A m <8: $@�N� : � : �����>�c7["O�����j
����R
 < �c��" �GM

< 
��O�V�~�����5���87 : �N�j
�$��a�j��DGFH�%��'+J�L����j�e���j� : ��6�87 ��"%�#��A�²����0?CM"%$�'�������DGFH�%��'@ÔÕ_Ö L��N��
�$�~"��!�#�j���e��� < ��$�" <8: ���O�a"�$2?P�j�%?P�8�KA¬�|�87�M��?P���8�C����� : $ : �O���5"��+"��+?P���5�#�5"%�#"%� : �w������� : �w"%$@Æ m8ÈK7[��" < �_"%�w"O���5�>�O�� : �5�8�f�j$������ : $ : �O���5"%�R� � � ¹^²eu}�C�@���>�j$ : �q��" : $�f¹ : &EÆ ³ �0ÈnA�������#"O�y���-� : "%�%�y"%$)����"%�y?������5"%��$�A

5. CONCLUSIONS��� <8: $@�Y
��5��������"%�#����� ?��~�����a� : ��"%����"%$ � � < ��"%��$@�g�C�E
��5"%$�'� : $�����#"%& : ��"%�j$@"%$c�����~'j����
���"%$�'�A��f� < ���C���5� : $2
��R�N��� 4 : < M< �j�q��"%$�'����;�5�j�#�c������� : ��"��%"O�V����"%�	�5��"%��
���"��j$ : $�����
�� : �%�+d	�j���"%$C��� : 'j���j
�� �day"%�[�����>"O�a����� < �>�5"%$�'E��"%�#�>���%"���"%$������_"%$C������? : �Æ 4 + a Ói4 + a Y � L-A^uw��
��^7+� : ���R�N���5��
�����"%$�'G�����R�	� : �5��"%$�'_�N��"%$C�|���j�

�����~'������#���5��" < � : �5��"O��"%��$�"�$�'�ARuw��"%��"%� : $ : ��
�� : �v" ��� : ��� : �|� : ��N�>�>$Ú
��5�>�Ú"%$��5�>?P��� : � < ��$C��� ` ���G� : ���%"��-�8Ar��� <8: $ �j����"%�#"%&>� +: $��)��������"��	�5��"%��
���"%��$E�Y� �t4R���#����� : "%$]"%�#����� ?��8� < �j$��	� : $2���y�Y� ��	�5����� < ����7w�������Y���[����������� : "%���[���a�����|�Y
�����?P�����5"%��$KA� : $C�|���N�>$����������%�>�#�N���>� : "%$����>' : �q��"%$�'�7w��"�'j�C���8��6�87@��"%�#��A�f�c�N�>�%"%�>?P�c�����-���@"%� : �5��
��@�j$��%"%$�� : �%'�� ��"%����� 7["O��� : �N���O�2M�%��' : ��"O�����#" <G< �j�#�N����"O��"%?P�~� : ��"%�)��� : �����C����$��j� : �5�5
��#� � $��87[�OM�8��'����j��JaA h3�]�#"%'��C�]�>?P�>$Â�N�Ú�N�j�5�5"%���%�Ú��� ����� : "%$ :�< ��$�M�	� : $C� < ���#�N�-��"%��"%?P��� : ��"������j�w7+�^����$��j� � $��87 : $C�G�%�87w���+�N��
�$��	�5����$�'����¬��� : $ ³ V � ³ Ç2A!{��j�K�����!�jiG"�$��e��������������7+�e� : ?������ < �>$C���O������ : "%$��>� : sC
 : �5"OMn�N���O��$����#" : �j��"%�#� : ������� ` "�� : ��"%��$�� < ���>�#� : $�: ²!u�� � �Y�j�R�5���#�G�����	�5��" < ���8� <8: �5�>�kÆ »8ÈnAguw���>�5�#���>�5
��O���R�#"%'��C��N����� : �����%� : �|��� : �5��
��!²!u�� � ���2
������>�5�j��?2"%$�'������ < �j�#���%� ` "O�V�^�j������~�����j���%�>�gA|uw��� : ������� ` "�� : ��"%�%"O�V�g� �e����"%�|�����j���%�>�����>� : "%$��7["����]���N�>$t"%$ �����c�a
��O��"OMn����� < ���5�5�j� <8: �5��A}���]���;$�� � � $��07: $C�_$���$�Mz�5��"%?2" : �N�jiG"�$�� : ��'j�j��"O�����Z��?P�>$#�Y� ���V7w�R� :j< ��"%$���� 	 �f��N�>�%"%�>?P�|��� : �������������j���%�>� "%�y�|²��^Mn� : �q�#"%�¬������$2
��R�N���w� �v� : M< ��"%$��>�#"%�_� : �5�_�j�������g"%$���
��8At{�"%$ : �%�O�C�w�����g�j$��%"%$�� : �%'��j��"O������j�����>�j$ : �q��" : $�]¹ : &EÆ ³ � Èe"%�#���%"%�>� : $fDGFH�#"%$NÒ0�%��'+J�Ó	���j']ÔÕ�Ö L3M: ������� ` "%� : ��"%��$a���j�e�#"%$�"%�#"%&>"%$�'�
�$27+�>"%'��C���8�R6��87Ú��"%�#���j$G�a
��%M��"%���%��� :j< ��"%$��>�>×!$��]�N�-�5�����R�����5
��O��� : ��� � $��87[$f���j�a�����_�ji#"%$��
<8: �5��A � $)�������j�����-�|� : $����$��j�y�>?P��$E�|²��^Mn� : �q��$��>�5�["�� � $��87[$�Y� ������"%��?P�����5"%��$f� �w�����a���������%�>�gA#h3��7+��
�� �@�N�G"%$2���-���>�	��"%$�')���
< �%���5�e�����!' : �R��$������ : ������� ` "�� : ��"%�%"O�V��� �
�$27+�>"%'��C���8��6�87f��"%�#���$)�a
��O��"%���%��� : < ��"%$��>�>A

6. REFERENCESÆ ³ È~{+A�[��� : ��"H��[A � : �#��"%�>�N°^A°+��� � 
���"z� ¯ A�Å : ��'j���8�°^A�Å��>$C�C�j$�� � A�Å�� : $�$ : ��h-A�)"%��"%�>�N�@A��|
��-��� : $�$�����@A � � 
����>�%� : �°^A � ���>"%$�� : $�)�@A � ?�"O��"�����$ � ��A�^������� ` "%� : ��"��j$k� < �����#�>�w�Y� �|�#"%$�"%�#"%&>"%$�' : ?P��� : 'j�7w�>"%'��C���8� < ���#�����-��"��j$k��"%�#�|7["O���)���>�%� : �5�~� : �����>AhV$
��Î	U8Ñ-*�*54j,YWC.jQRUAG�1�/�*	��
01�/ :yW�W�Ý�Ï�X�������S� S|Ð�UjQ�,YÝ2S�UjW
$¬UjÝ2WN4PÏ 1H,zUjW�Q~UJG��!U S|ÐÝ213*-Î��NÑ�,n*-WÑq*-� ³ �j���2A

Æ m8È � A�[7w������
 < �����aA��^& : �8� � A����>�j$ : �q��"H� : $� � A�¹y�>'��>?NA�)"�$�"%�#"�&�"�$�'a6�87=��"%�#�|7["O�����j
��y�#"%'j� : ��"%�j$�A�hV$
��Î	U8Ñ-*�*54j,YWC.jQRUAG�1�/�*����0Qq1X:��������jS^Ð�UjQ�,YÝ2S�UjWc1�/�*
Q�/�*5UjÎ<�kUAG��!UjS^ÐÝ21H,YW2.j��� : '��>� ³ �jÇ 
 mj�P»C� ³ �j����A

Æ º0ÈR�@A � ��$���-�8� � AN°+� :j� � : � : �5��"H� : $� � A��)
����2
 � ��"%�5��$ : $�A{����87 : $����	�5���-� < �k�#���5��" < �+�Y� �y� < ���8��
���"%$�' < �j$2��"%$2
��j
��¬dV����	�5��� : �#�>A�hV$���Î	U8Ñ-*�*54j,YWC.jQRUAG�1�/�*! j1�/`:yW�W�Ý�ÏjX�:����]T"����:#�
�S� S|Ð�UjQ�,YÝ2S�UjW�$�,YQ-Ñ�Î5*-13*I:^X .PUjÎq,Y1�/2SaQ�� ³ �j��Ç�A

Æ � È~�!A � � <>< �����5��"H� � A����>�j$ : �q��"H� : $� � A��)
����2
 � ��"%�5��$ : $�A� < ���8��
��%"%$�'R���a�#"�$�"%�#"�&�� : ?P��� : '����	�5����� < �k7["O�����j
���#"�' � : ��"%��$KA�h3$%�wÎ5U8Ñq*�*54j,YW2.jQRUAG�1�/�*&�'� 1�/ :yW�W�Ý�Ï�X
:����]T(����:	�)���jS^Ð�UjQ�,YÝ2S�UjW*$�,�Q�Ñ�Î5*-13* :^X .PUjÎq,Y1�/2SRQ���� : '����» �PÇ 
 »j�2�Km �����2A

Æ »8ÈR°^AN°+��� � 
���" : $� � A�Å�� : $�$ : A��^������� ` "%� : ��"��j$k� < �����#�>��Y�j�y�����>�>�#����"%?P�y7w�>"%'j�2���>�k6�87=��"%�#��AN� : $2
�� < ��"%���8�mj�j� ³ AÆ �0È~�!A��~A�� : ���H��~A � A � < �2
��%&�� ¯ A � A � ���#�8���>� : $�k��A��f�>"%$�A� < ���8��
��%"%$�'R���a�#"�$�"%�#"�&�� : ?P��� : '�� < ���#���%����"%��$k��"%�#���
� i#"%$�� : $�)�j$��%"%$�� : �%'j�j��"O�����#�>A��@Ïj1�/SKvUAG�+�Ð�*-Î	Ïj1H,zUjW�Q
,y*-Q�*5ÏjÎ5Ñq/C�Km�mC� » ³ º 
 » �j��� ³ �j�P�CA

Æ �8È � A�Å : �O� : $ : �5
�$�� : � : � : $��)ÅGA�²���
����>A � �N�>�>�k"%��8sC
�"%? : �%�>$C����� < � : "O��?P�8� : $ < ��A�hV$���Î	U8Ñq*q*54j,�W2.jQRUAG�1�/�*!��-01�/
:yW�W�Ý�Ï�X.�S� S|Ð�UjQ�,YÝ2S�UjW!$¬U Ý�W4PÏj1H,zU W�Q~UAG��!UjS|Ð�Ý�13*-Î
�NÑ�,n*-WÑ-*-��� : '��>� ³�³ » 
�³ m ��� ³ �j�P»2A

Æ Ç0È��RA�Å��>�%�%�������8�Nu|Au : 
����>$�� : ��$�� : $�� ¿ A���A����C�>'�"%$�'j���8A�^������� ` "%� : ��"%�%"%�3� : $��k$��j$ : ������� ` "%� : ��"��%"O�V�_���>�5
��O���[���j��#"�$�"%�#"�&�"�$�'R��� � : ��6�87=��"��#�|��$ : �5"%$�'��%��� :j< ��"%$���A�h3$
��Î	U8Ñ-*�*54j,YWC.jQRUAG�1�/�*�/10j1�/ :yW�W�Ý�Ï�Xg:����2�S� S|Ð�U Qq,�Ý�S�UjW
Q�/�*5UjÎ<�kUAG��!UjS^ÐÝ21H,YW2.j��� : '��>�y� ³ Ç 
 �Cmj�2��� : � ³ ���j��A



Æ �0È���A�ÅGA��K�>$��	�5� : �N��A��~A ¿ A�¹y"�$�$��C�8��Å : $K� : $�)²�A � ��
 <q� ���8A°+���#���%� ` "%�3���j�v� : < ��"�$���� < ���8��
��%"%$�'G���������%�>�#�>AL:yW�WNÏ�X QUAG	$�,�Q�Ñ�Î5*-13* �@Ïj1�/�*-S#Ïj1H,zÑ�Q�� ³ � ºj�Pº 
 ºj�Pm2� ³ �P�j�2A
Æ ³ � È � A�������$ : �q��" : $�� ¯ A�¹ : &�A��^������� ` "%� : ��"�$�'~��� � : �K6�87��"%�#����$)� : � : �%�����¬� :j< ��"%$��>�>A�hV$%�wÎ5U8Ñq*�*54j,YWC.jQaUJG�1�/�*�/� j1�/

:yW�W�Ý�Ï�Xg:����2�S� S|Ð�U Qq,�Ý�S�UjW,Q�/�*5UjÎ ��UAG��!UjS^ÐÝ21H,YW2.j�� : '��>� ³�³ � 
�³�³ �2� ³ �j�P�CA
Æ ³j³ È � A�)
����2
 � ��"%�5��$ : $K�2¹~A�¹ : d : � : � : $���¹~A � � : ���>�>$�� : $���A ¿ �>��� � �jA � $��%"�$���� < ���8��
��%"�$�'R���G�#"%$�"��#"%&>� : ?���� : 'j��	�5����� < ��A�hV$���Î	U8Ñ-*�*54j,YWC.jQRUAG�1�/�*	��
01�/ :yW�W�Ý�Ï�X�����

�S� S|Ð�U Qq,�Ý�S�UjW!$¬U Ý�W4PÏj1H,zU W�Q~UAG��!UjS^ÐÝ213*-Î��Ñ�,n*-WNÑq*-�� : '��>�y�Pºjº 
 �Pº�� ³ ���j��A
Æ ³ m0ÈR°^AN²���"%�%�%"%���>��°^A � ����"�$K���A�u¬�j��$�'�� : $�)��A����>"%$�A � ����"%� : ���"%�#��M < ��"O��" <8: �K� < ���8��
��%"�$�'G?2" : ���>�5��
�� < � : 
�'��#�>$C� : ��"��j$�A�hV$

�wÎ5U8Ñq*�*�4 ,YW2.jQRUAG�1�/�*�/1 j1�/`:yW�W�Ý�Ï�X.�S� S|Ð�UjQ�,YÝ2S�UjWQ�/�*5UjÎ �UAG��!UjS^ÐÝ21H,YW2.j� ³ �����2A


	University of Pennsylvania
	ScholarlyCommons
	July 2001

	Algorithms for Minimizing Weighted Flow Time
	Chandra Chekuri
	Sanjeev Khanna
	An Zhu
	Recommended Citation

	Algorithms for Minimizing Weighted Flow Time
	Abstract
	Comments


	tmp.1109368701.pdf.riHv_

