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Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ êðàòêèå ñâåäåíèÿ î òåîðèè êàòàñòðîô. Ïðåäëîæåí
íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êàòàñòðîôû ñáîðêè A3. Êðàòêî èçëîæåíà
ôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü êðèçèñíûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Ïîêàçàíî íàëè÷èå â ýòîé ìîäåëè êàòàñòðîôû A3 âáëèçè êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê.

This work presents the summary of catastrophism. The work o�ers a
new method of A3 -type catastrophe and sets out the main principles of
construction of the fractal model of crisis socio-economic processes. The
work also proves the presence of A3 -type catastrophe near the critical
points in this model.
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ñêèå òî÷êè, ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû.
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Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, àäåêâàòíî îòðàæàþùèõ äèíàìèêó êðè-
çèñíûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ñåãîäíÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå àêòóàëü-
íîé çàäà÷åé. Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèçèñíûõ ïðî-
öåññîâ, îïèñûâàåìûõ ìóëüòèôðàêòàëüíûìè êðèâûìè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ î ñâÿçè ýòîé ìîäåëè ñ òåîðèåé êàòàñòðîô [3, 4], íîâîé, áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ
âåòâüþ ìàòåìàòèêè.

Öåëü äàííîé ðàáîòû- ïîêàçàòü íàëè÷èå êàòàñòðîôû A3 âáëèçè êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê (òî÷åê áèôóðêàöèè) ôðàêòàëüíîé ìîäåëè [1, 2].

1. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ êàòàñòðîô

Åäèíàÿ ñòðîéíàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå òåîðèè êàòàñòðîô, âîçíè-
êàëà áëàãîäàðÿ ðàáîòàì Ò.Òîìà [3]. Â ýêîíîìèêå è ñîöèîëîãèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò �10-01-97508-ð_öåíòð_à).
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îùóùàåòñÿ íåäîñòàòîê â ìîäåëÿõ, îñíîâàííûõ íà ñèñòåìå ðàçóìíûõ ãèïîòåç, íà
êîòîðîé â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãëà áû áàçèðîâàòüñÿ òåîðèÿ êàòàñòðîô. Îáùåïðèíÿòî
ñ÷èòàòü [4], ÷òî òåîðèÿ êàòàñòðîô âîçíèêëà íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé Óèòíè è òåîðèè áèôóðêàöèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Ïóàíêà-
ðå è Àíäðîíîâà.

Ïðåäìåòîì òåîðèè êàòàñòðîô ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè êà÷åñòâåííîé
ïðèðîäû ðåøåíèé óðàâíåíèé

Fi (Xj , Cα) = 0 (1)

1 ≤ i ≤ N ; 1 ≤ j ≤ N ; 1 ≤ α ≤ k,

îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ Cα, ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ.
Ðåøåíèÿ Xj îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû, ïîýòîìó èõ íàçûâàþò

ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ. Óðàâíåíèÿ (1) çàâèñÿò îò k ïàðàìåòðîâ Cα, êîòîðûå,
åñòåñòâåííî, íàçûâàþòñÿ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ãðàäèåíòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå
ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé:

Fi (Xi, Cα) =
∂V (Xj , Cα)

∂Xi
= 0. (2)

Ôóíêöèÿ V (Xi, Cα) â (2) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé. Ýëåìåíòàðíàÿ
òåîðèÿ êàòàñòðîô � ýòî íàóêà î òîì, êàê ìåíÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Xi(Cα)
ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè V (Xi, Cα)ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà èçó÷åíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ïîòåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè V . Òî÷êè, â êîòîðûõ Vi = ∂V

∂Xi
= 0 íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè â êîòîðûõ detVij 6= 0; (Vij = ∂V
∂Xi·∂Xj

) íàçûâàþòñÿ ìîðñîâûìè,
à â êîòîðûõ detVij = 0 - íåìîðñîâñêèìè.

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé îäíîé ïåðåìåííîé i = 1 è X1 =
X. Òåîðåìà Òîìà [3] ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ãëàäêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, òà-
êîé, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè V ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå (Cα = 0)

V = Xk+1. (3)
Ôóíêöèþ Xk+1 = CG(1) íàçûâàþò ðîñòêîì êàòàñòðîôû òèïà Ak. Ðîñòîê êàòà-

ñòðîôû CG(1) åñòü íåìîðñîâñêàÿ ôóíêöèÿ X. Ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ Cα â îêðåñòíîñòè íåìîðñîâñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè V èìååò âèä

V =
1

k + 1
Xk+1 +

k−1∑
α=1

CαXα = Cat (1, k) . (4)

Äëÿ óäîáñòâà â ðîñòêå êàòàñòðîôû ìû âûäåëèëè ìíîæèòåëü 1/(1+k). Ôóíêöèþ
Cat (1, k) íàçûâàþò ôóíêöèåé êàòàñòðîôû èëè ïðîñòî êàòàñòðîôîé.

Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì êàòàñòðîôû A3(k = 3), êîòîðûé äëÿ íàñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ â äàëüíåéøåì. Òîãäà (4) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ìîæíî çàïèñàòü êàê:

V =
1
4
X4 +

a

2
X2 + bX. (5)
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ X îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåðîâ a è b

Â (5) ìû ïîëîæèëè äëÿ óäîáñòâà C2 = a/2, C1 = b.
Êàòàñòðîôà A3 ïîëó÷èëà íàçâàíèå êàòàñòðîôû ñáîðêè è çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì

ôóíêöèé (5), çàâèñÿùèõ îò äâóõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ a è b. Ëþáàÿ òî÷êà
ïðîñòðàíñòâà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (a, b) ∈ R2, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ñåïàðà-
òðèñû

(a

3

)3

+
(

b

2

)2

= 0. (6)

ïàðàìåòðèçóåò ôóíêöèè ñ îäíîé èëè òðåìÿ èçîëèðîâàííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷-
êàìè. Ïîëîæåíèå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íàõîäèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ

∂V

∂X
= X3 + aX + b = 0. (7)

Óðàâíåíèå (7) çàäàåò äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàñïîëîæåííîå â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè X − a− b. Ãðàôè÷åñêè îíî ïðåäñòàâëåíî íà
Ðèñ.1.

Èç Ðèñ.1 ÿñíî, ïî÷åìó êàòàñòðîôà A3 íîñèò íàçâàíèå êàòàñòðîôû ñáîðêè. Â
äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâèì äðóãîé, íàìíîãî áîëåå ïðîñòîé, ÷åì ñòàíäàðòíûé [3]
ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êàòàñòðîôû ñáîðêè A3. Çàìåíîé X = b1/3ξ óðàâíåíèå (7)
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:
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Ðèñ. 2: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè êîðíÿ óðàâíåíèÿ (8) ξ îò ïàðàìåòðà λ

ξ2 +
1
ξ

= λ, λ =
a

b2/3
. (8)

Âìåñòî óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (a, b) áóäåì èìåòü óïðàâëÿþùèå ïàðàìåò-
ðû (λ, b). Ïðè÷åì çàâèñèìîñòü X îò b ñâîäèòñÿ ëèøü ê èçìåíåíèþ ìàñøòàáà.
X = b1/3ξ. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ − λ − b ïàðàìåòð λ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì,
îïðåäåëÿþùèì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ξ îò λ. Óðàâíåíèå (8) çàäàåò óæå îäíîìåð-
íîå ìíîãîîáðàçèå íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ξ − λ. Ãðàôèê ôóíêöèè
ξ(λ) äàí íà Ðèñ.2.

Òî÷êà áèôóðêàöèè λ = λb = 3

√
27
4 ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòðèñîé, îòäåëÿþùåé îáëàñòè

ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîãî è òðåõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé óðàâíåíèé (7), (8). Ïðè λ < λb

ìû èìååì îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü, à ïðè λ > λb - òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ.
Óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû λ = λb ëåãêî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (6). Àíàëèòè÷åñêèé
âèä êîðíåé óðàâíåíèÿ (7) äàí â [2]. Â òî÷êå áèôóðêàöèè λb êîðíè óðàâíåíèÿ (8)
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: ξ1 = − 2

3√2
, ξ2,3 = 1

3√2
. Ïðè÷åì â ýòîé òî÷êå ïåðåìåííàÿ

ñîñòîÿíèÿ X èñïûòûâàåò ñêà÷îê.

∆Xb = b1/3 (ξ1 − ξ2,3) = − 3
3
√

2
b1/3. (9)

Èç Ðèñ.2 ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà λ = 0 è òî÷êà áèôóðêàöèè λb íå
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ñîâïàäàþò ïðè b 6= 0.

2. Óðàâíåíèå ôðàêòàëüíîé ìîäåëè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷íñêèõ ïðîöåññîâ, ïðåäñòàâëÿåìîé
ìóëüòèôðàêòàëüíûìè êðèâûìè â ðàáîòàõ [1, 2] ïîñòðîåíà ôðàêòàëüíàÿ ìîäåëü.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåñü ïðîìåæóòîê âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïðîöåññà ìîæíî ðàçáèòü
íà ïðîìåæóòêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü èìååò îïðå-
äåëåííîå çíà÷åíèå D. Íà ýòèõ ó÷àñòêàõ òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ëèíåéíîãî òðåíäà
(ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîöåññà) ñîãëàñíî íàøåé ìîäåëè [2] ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé D, è íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

A (D)X + BkX3 = η. (10)
Óäîáíî âûáðàòü òàêîé ìàñøòàá, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå |X| << 1.
Äëÿ ôóíêöèè A (D) âûáåðåì ñëåäóþùåå àíàëèòè÷åñêîé ïðåäñòàâëåíèå

A (D) = (D0 −D)−1 1 ≤ D ≤ Do

(D0 −Dk)−1 (D0 −D)−1 (D −Dk) D0 ≤ D ≤ 2
. (11)

Â [5] ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî èíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå A (D), áëèçêîå
ê (11).

Ïàðàìåòðû ìîäåëè D0, Dk, Bk, è η âûáèðàþòñÿ èç íàèëó÷øåãî ñîãëàñèÿ ñ îïûò-
íûìè äàííûìè. Â ñëó÷àå D < D0 ÷ëåíîì ñ Bk ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñïðàâåäëèâî
ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå

X = η (D0 −D) . (12)
Â ýòîé îáëàñòè çíà÷åíèé D óðàâíåíèå (10) èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü,

îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (12). Ïðè ïðèáëèæåíèè D ê Dk ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî
èçìåíÿåòñÿ è ÷ëåíîì Bk ïðåíåáðå÷ü óæå íåëüçÿ.

Óðàâíåíèå (10) óïðîùàåì çàìåíîé X =
(

η
Bk

)1/3

ξ (D)

ξ2 − 1
ξ

= λ (D) . (13)

Ãäå λ = − (D −Dk) / (D0 −Dk)B
1/3
k η2/3 (D0 −D)

Óðàâíåíèå (13) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå (8) çàìåíîé ξ → −ξ. ×òîáû íàãëÿäíî
ïðåäñòàâèòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ξ (D) ïðèâåäåì åå íà Ðèñ. 3 è 4 äëÿ D0 = 1, 61,
Dk = 1, 86, Bk = ±0, 4, η = 0, 25.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè D = Dk ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ λ (Dk) = A (Dk) = 0. Â
ýòîé òî÷êå X = Xk = 3

√
η

Bk
; Òàê êàê |η| << 1, òî |Xk| >> |η| è â êðèòè÷åñêîé

òî÷êå ïðîèñõîäèò ñèëüíûé ðîñò èëè óáûâàíèå ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ. Êà÷åñòâåííî
ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ðåøåíèÿ â òî÷êå áèôóðêàöèè Db, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

(Dk −Db)

(D0 −Dk) (D0 −Db) B
1/3
k η2/3

= 3

√
27
4

. (14)

Îòñþäà ñëåäóåò çíà÷åíèå Db
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Ðèñ. 3: Bk = 0, 4

Ðèñ. 4: Bk = −0, 4
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Db =
Dk + 3

√
27
4 D0 (Dk −D0)B

1/3
k η2/3

1 + 3

√
27
4 (Dk −D0)B

1/3
k η2/3

. (15)

Ñäâèã òî÷êè áèôóðêàöèè Db îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïðè Bk < 0 ïðîèñõîäèò
âëåâî, à ïðè Bk > 0 - âïðàâî. Â òî÷êå èìåþòñÿ äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ Db êîðíè
ξ1b = 2

3√2
, ξ2b = − 1

3√2
, êîòîðûå èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ïðè D < Dbóðàâíåíèå (13)

èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü, à ïðè D > Db - òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ.

3. Êàòàñòðîôû ôðàêòàëüíîé ìîäåëè

Ñîãëàñíî (5), (7), (10), (11) ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ôðàêòàëüíîé ìîäåëè èìååò
âèä

V (X) =
1
4
X4 +

1
2

(
A (D)
Bk

)
X2 − ηX. (16)

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû a è b ñîîòâåòñòâåííî áóäóò ðàâíû a = A(D)
Bk

, b = − η
Bk

.
Â (16) ðîñòîê êàòàñòðîôû CG (1) = 1

4X4, è îòñþäà ñëåäóåò íàëè÷èå â ðàññìîò-
ðåííîé ìîäåëè êàòàñòðîôû òèïà A3. Ïðè÷åì, åñëè ïàðàìåòð b ïðîñòî çàâèñèì îò
ïàðàìåòðà η, òî a áóäåò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ ôðàêòàëüíîé
ìîäåëè D0, Dk, Bk, D

a =
{

B−1
k (D0 −D)−1 1 ≤ D ≤ D0

B−1
k (D0 −Dk)−1 (D0 −D)−1 (D −Dk) D0 ≤ Dk ≤ 2

(17)

Óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû ïðè ýòîì èìååò âèä

η = ± 2√
27

(
−A (D)

Bk

)3/2

. (18)

Êðèâàÿ ñåïàðàòðèñû â êîîðäèíàòàõ D, η ïðè D0 = 1, 61, Dk = 1, 86, Bk = ±0, 4
ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 5 è 6

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò àíàëèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå X (D) âáëèçè
êðèòè÷åñêîé òî÷êè λ = 0 è òî÷êè áèôóðêàöèè λb = 3

√
27
4 .

Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå Xk = 3

√
η

Bk
. Ñ÷èòàÿ |λ| << 1, ïîëó÷àåì âáëèçè êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êè:

X (D) = 3

√
η

Bk

(
1 +

λ (D)
3

− λ3 (D)
81

+ O
(
λ4 (D)

))
. (19)

Â òî÷êå áèôóðêàöèè Db λb = 3

√
27
4 èìåþò ìåñòî òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ: X1 =

3

√
η

Bk

2
3√2

, X2 = X3 = − 1
3√2

3

√
η

Bk
. Åñëè λ >> λb è

∣∣∣λ̃ = (λ− λb)
∣∣∣ << 1òî èç (13)

èìååì:

X1 = 3

√
η

BR

(
3
√

4 +
2 3
√

2
9

λ̃− 4
243

λ̃2 + O
(
λ̃3

))
. (20)



78 ÖÂÅÒÊÎÂ È.Â.

Ðèñ. 5: Ãðàôèê ñåïàðàòðèñû η(D) ïðè Bk = 0, 4

Ðèñ. 6: Ãðàôèê ñåïàðàòðèñû η(D) ïðè Bk = −0, 4
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X2,3 = 3

√
η

BR


− 1

3
√

2
±

(
λ̃

1 + 3
√

2

) 1
2

+ O
(
λ̃2

)

 .

Èç (20) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì èñ÷åçíîâåíèå äâóõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé X2,3

ïðè λ̃ < 0 âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ÷ëåíà
√

λ̃.
Èñêëþ÷èòåëüíàÿ âàæíîñòü òî÷êè áèôóðêàöèè Db ïðåæäå âñåãî ñâÿçàíà ñ âîç-

ìîæíîñòüþ ïåðåõîäà ñèñòåìû â ýòîé òî÷êå èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ X1 â äðóãîå X2,3

ñêà÷êîì ïðè ÷ðåçâû÷àéíî ìàëîì èçìåíåíèè D âáëèçè Db. Â äàííîì ñëó÷àå èìåþò
ìåñòî âñå ïðèçíàêè êàòàñòðîôû â òî÷êå áèôóðêàöèè Db è ýòó òî÷êó åñòåñòâåííî
íàçâàòü òî÷êîé êàòàñòðîôû.

Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷èëè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôðàêòàëüíîé ìîäå-
ëè ñ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòà A (D), îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé
(11) äëÿ îïèñàíèÿ êðèçèñíûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Áîëåå ïîäðîá-
íî äàííûé âîïðîñ, áûë èññëåäîâàí â ðàáîòå [2], ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ âàëþòíîãî
êðèçèñà 1998 ãîäà êàê áèôóðêàöèîííîãî ÿâëåíèÿ â ðàìêàõ ôðàêòàëüíîé ìîäåëè.

Çàêëþ÷åíèå

Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òåîðèè êàòàñòðîô ïðè èññëåäîâàíèè ôðàê-
òàëüíûõ ìîäåëåé êðèçèñíûõ ÿâëåíèé â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïîçâî-
ëÿåò áîëåå ãëóáîêî ïîíÿòü ñòðóêòóðó ýòèõ ìîäåëåé. Êàòàñòðîôà òèïà A3 íàáëþ-
äàåòñÿ âáëèçè êðèòè÷åñêîé Dk è òî÷êè áèôóðêàöèè Db ôðàêòàëüíîé ìîäåëè.
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