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Bϕx̂(x) = ϕr̂(r), !;"

���

• B q �)������# �����5��1���M,�� ����?*M���1�M 5���$�M ϕx̂(x) !����6
1�M" � ��?*M���1�M ��5��1�$�M ϕr̂(r)#

• ϕx̂(x) q ����?*M���1�- 5���$�- )*������� ���)����*���- ��)�����*-�1�6
��� x̂#

• ϕr̂(r) q ��?*M���1�- ��5��1�$�- � .������ ����4�� !)*������& ���)����*�6
��- .��*� �����0���� !��)������" �� ����4�" 

��.��� ��� 5���$�� ϕtrue
r̂ (r) � ϕtrue

x̂ (x)# ���0� ��� � �)������� Btrue# q ���46
������ �?�4��.�1 .���4 BX 1��0����� ���/ X6��# ���?��0��1�/ � )�1�,&M �)�6
������ B � ������)����& ���/ N*�1����� Bϕx̂ (x) �.������# .��

ϕtrue
r̂ (r) ∈ BX. !D"

P���.� 4��*M.����- � ��1# .��?� )� ��4�*&����1 �41������ 5���$�� ϕtrue
r̂ (r)

�)����*��& /������������� 5���$�� ϕtrue
x̂ (x)# �*- .��� ���� ��7��& ���������

Bϕtrue
x̂ (x) rϕtrue

r̂ (r) ��������*&�� ����1�� 5���$�� ϕtrue
x̂ (x) �.������# .�� ����6

����� Bϕx̂ (x) = ϕr̂ (r) �1��� ��7����# )�����*�0�,�� 1��0����� X6�# ��*&��
�*- ����/ ��?*M���1�/ N*�1����� 5���$�� ϕr̂ (r)# ������� )�����*�0�� 1��0�6
���� Bϕx̂ (x) P�1���1# .�� 5���$�- ϕr̂ (r) )�*�.����- �)����1 )���1# � )���1�
�4������ *�7& )��?*�0���� 8���$�- ϕr̂ (r) �������- )� ��4�*&����1 ��������6
$�� ����4�� !������"# � )��*���M,�� �/ ��������.����� �?��?����� � )�*�.����1
.��*���/ /������������ ��� N��1 ��� �� N��)� ��������$��# ��� � )�� ��������6
.����� �?��?���� �����/ ������ �4?�0��& �7�?�� � )����7������ �?�4��.�-
)��?*�0����� 4��.���� 5���$�� ϕr̂ (r) .���4 ϕ̃r̂ (r)# �*����� ����1�������& ��7�6
��� ��������-

Bϕx̂ (x) = ϕ̃r̂ (r) , !@"

�� ������ �������� ��41�0�� )���� )��?*�0������ 4��.���- 5���$�� ϕx̂ (x) ��6
���� 4��.���- 5���$�� ϕ̃r̂ (r) 1���� � �?,�1 �*�.�� � �� )�����*�0��& 1��0�6
���� BX  �*�������*&��# ��.���� ��7���- ��������- !@"# )���1��1��� � �?�.��1
�1��*�# �� ��,�������# � )�N��1� ��*&4- )����1��& ��.��� ��7���� ��������- !@"
� ��.����� )��?*�0���- ϕ̃x̂ (x) � ϕtrue

x̂ (x)# � � 

ϕ̃x̂ (x) = B−1ϕ̃r̂ (r) , !B"

��� B−1 q �)������# �?������ �)������� B 
���1� ����# �)������ B−1# ��)�*&4��1�� )�� )��������� )��������������# ��

-�*-���- ��)�������1# � � 1�*�1 �41�����-1 ��?*M���1�� ��5��1�$�� ϕr̂ (r)
1���� ��������������& ?�*&7�� �41�����- ��4�*&����� )���������4� ϕx̂ (x) !
��6
1� �*���1�# �.��������*&����&� ��?*M���1�� ��������.����� ��5��1�$�� ϕr̂ (r)
� �41�����-1 ����1�� 5���$�� ϕx̂ (x) �� 1����/ �*�.�-/ .��4��.���� 1�*�" 
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�*�����1�� ��7���- �?������ 4���.� )��������������# ������� �?*���M� ����6
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ϑ# -�*-M��- /�������������1� ��)�����*-�1���� x̂
� /�������������1� �����4�� x̂# �� �?�����- 4���.� 1�0�� 5��1�*������&�- *�?�
��� 4���.� �)����*���- ����� )���1�����# *�?� ������ � ?�*&7������ �*�.���#
�����.�M,�/�- �� )�������# �)���*���� )���1����1�# /��������4�M,�1� ���76
��� ��4�������� !�����4��"# ���4������- ����41�0��1 ��N��1� /��- �)����*����
�����4��# ����.�M,�� 4������1 ���?�����-1 � ����0����� ���������� )�� 4�6
�����/ /�������������/ ��� ��)�����*-�1����# �� *�7��� �1��*�# ������ ����-
)��������� 4���.� �� 1�0�� -�*-�&�- ��)�.��� 


4*�0����- ��7� )��������� 4���.� )��������������# � � ��?������ 4���.�
������ ����0������ 1�0�� ?��& �5��1�*������� � � ���/ ��)����/# �����������6
M,�/ ��4*�.��1 $�*-1 ���*�������- o;p 

����1 �4 )��*�0���� �?������ 4���.� ������ ����0����� -�*-���- 4���.� �?
�41������ ����1�.����� )��.�����# � � ����1�.����� ��)�����*-�1����# ��/��6
.������ �?O���� �������1� �����4��1 

��0� �4*������- ��������� 1���� �41�����- ��)�����*-�1���� �?O�����# )��6
���0����/ ��4�������M ����1�.����/ �����4��# ���������� �� ��)�*&4������
4�����1���� 1�0�� ��*�.���� ��)�����*-�1���� � �������M,�� �����4��# � ��6
��� �������# � .������� ����4�� �*� )���4���*�1 ����0����� ��)������1�/
���������# � ������ P�����1���& 1�0�� )���4���*�1 ����0����� Rn̂ (n)� )��*�6
������*&��� ����� ��4�����1�/ ��)������ !�����0����" ��/��.����/ �?O�����
� ����-�������1� /�������������1� �����4�� û � ��)�����*-�1���� x̂ �1��� ���
o;p

P
(
û(n) ≤ x̂

)
= P (n̂ > n) = Rn̂ (n) =

∞∫
−∞

Fn
û (x) dFx̂ (x), !E"

���

• �
u(n) q ���?�*&7�� �*�.����� 4��.���� �����4�� � )��*�������*&����� �4 n
��)������ !�����0����" !∧ q ��1��* �*�.������ �?O����"U

• x̂ q �*�.����� 4��.���� ��)�����*-�1���� )���4��*&���� �?O���� ��)���6
���1�� ��?����U

• Rn̂ (n) q ��������.����- 5���$�- ����0����� !����-�����& ����# .�� 4� n
��)������ �� ��4� �*�.����- ��*�.��� �����4�� û �� )������� �*�.����6
�� 4��.���- ��)�����*-�1���� x̂ )���4��*&���� �?O���� ��)������1�� ��6
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?����# �*� ����-�����& ����# .�� .��*� ��)������ n̂ �� ����4� )�������
4������� .��*� ��)������ n"U

• Fû (u) q 5���$�- ���)����*���- ���?�*&7��� !� )����*�/ �*���*&����� ��6
���� �����0���-" �*�.������ 4��.���- �����4�� û;

• Fx̂(x) q 5���$�- ���)����*���- ��)�����*-�1���� x̂ 

	�������� !E" ��4������- ���������1 �41�����- ��������� �41������ ��)��6
���*-�1���� )�� ����1�.����/ �����0���-/# ��� �*����� �4 ����0���- !E"# 1�06
�� ���,������&# �)����*�� 5���$�M ����0����� Rn̂ (n) )� ��4�*&����1 ��������6
.����/ ��)������ ��?���� ������)��/ �?O����� � �41���� !� ��������.����1
�1��*�" ���?�*&7�� 4��.���� �������M,�� �����4�� û � ����� )��*�������*&��/
��)������# .�� )���$�)��*&��/ ���������� �� )�������*-�� 

	�������� ��)� !E" ��4������- �������*&��1 ���������1 8�����*&1� )������
���� R��?� ��7��& N�� ��������� ��������*&�� ϕx̂(x)# ��� ���?/���1� )������6
���& � ���� �����1� *������/ �*��?���.����/ ���������# �*- .��� �������* )�
?������.��1 )����*�1 4�1��-���- ����.��� ��11��# � ��4�*&���� ��0���� �4 n
��)������ q ��1����-��*&��1 ���������1 �?��4������- ����1 )���1 �����1�
�1��� ���

m∑
j=1

ϕx̂ (xj) dxj = 1;

m∑
j=1

Fû (xj) ϕx̂ (xj) dxj = Rn̂ (1) ; !F"

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

m∑
j=1

Fn
û (xj) ϕx̂ (xj) dxj = Rn̂ (n),

���

• ϕx̂ (xj) q ����1�- 5���$�-# ����0����- � 5��1� 4��.���� )*������� ���6
)����*���- ��)�����*-�1���� x̂ � ��.��/ x̂j U

• x̂j q 4��.���� ����1���� � j6� ��.��U

• m q .��*� ��4?����� �������*� Δx ��41�0��/ 4��.���� ����1�� ��*�.���
x̂ �� ����4�� oj = 1, ...,mpU

• n q �?,�� .��*� ��)������U

• i q ����,�� ��1�� ��)�����- oi = 1, ..., np 

� �4*�0����� )��������� 4���.� �)����*���- ��)�����*-�1���� ��/��.������
�?O���� )�� ����1�.����/ �����0���-/ �1��� �1��* ��?������ 4���.� ������
����0������A )� �4������1 !4������1" /�������������1 ����0����� !Rn̂ (n)) �
4������1 � ��������.����1 �1��*� ��*���-1 N��)*����$�� !Fû (u)) �)����*��&
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4��.���� ��)�����*-�1����# �?��)�.���M,�� 4������M ����0����& ��7���� ��6
�����*&���� ��������- !E" q �����������- 4���.� o;p 

����1 �?��4�1# )�����.����� ��7���� 4���.� � ��������1 �41������ ��)��6
���*-�1���� x̂ )�� ����1�.����1 �����0���� ��-4��� � ��1# �����*&�� ������-
)�����*��& ���������# �?��*��*����� �� �������������&M 


*- ���?���� �4*�0���- �)���?� ��/�0����- ��7���- �����1� !F" )��������1
�� � 5��1� 1����.���� ��������- ����

B[m]X<m> = Y<m>, !<"

���

• B[m]
d=
∥∥F i

û (xj)
∥∥m

m
q ���������- 1����$� )��-��� m, ������*����- �4 ��N56

5�$������ )�� ���4������/ ϕx̂ (xj)U

• X<m> q m61����� ������ 4��.���� ����1�� )*������� ϕx̂(xj) ���)����*�6
��- ��)�����*-�1���� x̂U

• Y<m> q m61����� ������ 4��.���� Rn̂ (n) N1)���.����� 5���$�� ����06
����� 

��*������� �������������� �?������ 4���.� ������ ����0�����# ��� � 1����/
�����/ �?�����/ 4���. 5�4��� � ��/����# �����1� ���������# �)������1�- 1��6
��.��� 5��1�� !<"# ���4������- )*�/� �?��*��*�����# .�� )��-�*-���- � ��.��6
*���*&��� �������.������ �� ��7���- ��4*�.���� ���� �7�?�� ��� � �)�������
B[m],��� � � )����� .���� Y<m> 1���� )������� � ����1� ����0���M ��7���-
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