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An asymptotic series for the mean value of
some L–functions

八木 彰子∗†

(2002年 7月 26日 受理)

Abstract

The object of this paper is to prove the generalization of a theorem
due to Heath–Brown on certain mean value of Dirichlet L–function.

1 序

D. R. Heath–Brownの結果は以下の通りである．
χ を modq のDirichlet指標; q > 1, L(s, χ) をそれに対応する L–函数とす

る．そのとき

∑
χ (mod q)

∣∣∣∣L
(
1

2
, χ

)∣∣∣∣
2

=
ϕ(q)

q

∑
k|q

µ
( q
k

)
T (k)

が成り立つ. ここで T (k) は以下の展開である

T (k) = k

(
log

k

8π
+ γ

)
+ 2ζ

(
1

2

)1/2
q1/2 +

2N−1∑
n=0

cnk
−n/2 +O(k−N ).

このとき N ≥ 1, また cn は適当な常数, γ はEulerの定数, µ(·) はMöbiusの
函数, ϕ(·) は Eulerの函数, ζ(·) はRiemannの ζ–函数を表す.
この定理を Q 上 n = r1+2r2 次アーベル拡大体Kについて述べたのが以

下である.
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八木彰子

2 主定理

KをQ 上 n次アーベル拡大体とする (n ≥ 2)．q をKの固定した一つの
整イデアルとするとき，

∑
Φ( mod Nq)

∣∣∣∣ξ
(
1

2
,Φ

)∣∣∣∣
2

=
ϕ(Nq)

Nq

∑
k|q

µ

(
Nq

Nk

)
T (k)

が成り立つ. ここで Φ は (Z/(Nq)Z)∗ の既約剰余類群の指標 (乗法群とし
て). ただし，n = 2のときは，右辺において ϕ(Nq)のかわりに h0 を代入
する．

次に ξ(s,Φ) を以下の様に定義する.

ξ(s,Φ) =
∑

a ; 1≤Na≤Nq

b ; K のすべての整イデアル

Φ(Na)(Na+NqNb)−s(Nq)s

=
∑

1≤Na≤Nq
b

Φ(Na+NqNb)

(Na+NqNb)s
(Nq)s.

この ξ(s,Φ)はいわゆる HeckeのL–函数とは異なるものであることに注意す
る. Heath–Brownの結果を自然に代数体に拡張するためには, この ξ(s,Φ)を
対象にする方がHeckeの L–函数よりもふさわしいと思われる. ここで T (k)
は以下のものである:

T (k) = (Nk)

{
λ2 + log

Nk

8π
+ 2λ∆− λ2γ

}
+

A2O1
π1/2

ζ2K

(
1

2

)
(Nk)1/2

+(Nk)1−1/2n
[
A2O1
23π1/2

1

1/2− 1/2n
(
1

2π

)1/2−1/2n
+

O2O1A2
22+MπM+1/2

+
π−1+1/2nA1

21/2−1/2n(5/2− 1/2n+M)
+

π1/2A1
21−1/2n(3/2− 1/2n)

+
A1

21/2−1/2nπ5/2+1/2n
+
(−3 + 1/2n)π1/2n−1/2A1
(5/2− 1/2n)23/2−1/2n

+
π−1+1/2n

33/2−1/2n
MO1

(
A1

M + 1/2− 1/2n +
A2

−M + 1/2− 1/2n
)]

+
∑
m

cm(Nk)1−m−n+O
(
(Nk)−N+ε/2

)
.
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An asymptotic series for the mean value of some L–functions

記号の説明は以下の通りである:∫ Nq/2π

0

∆(x)x−1/2+Mdx = O

(
1

3/2− 1/2n+M

)(
Nq

2π

)3/2−1/2n+M

= O1 ×
(
Nq

2π

)3/2−1/2n+M

,

exp

(
2πix

Nq

)
= 1 +

2πix

Nq
+O

((
2π

Nq

)2
x2

)

= 1 +
2πix

Nq
+O2,

a =
Na

Nq
, 0 ≤ Na ≤ Nq,

A1 = O

(
ae−(a+x)

1− e−x

)
, A2 = O

(
εe−(a+x)

1− e−x

)

で M � 0 のとき ∆(x) は次で定義される.

λ = 2r1+r2
Rhπr2

w
√
D

, また ∆ = λ+

∫ ∞
1

R(t)

t2
dt

とおく. ∑
Na≤x

d(a) = D(x) = x(log x+ 2γ − 1) + ∆(x).

ここで d(n) は n の約数函数 (参考文献 [4]の p.9を参照), また, D は K の
判別式の絶対値, R は単数基準. I(x) はノルムが x をこえないような K の
整イデアルの個数とすると

I(x) = λx+O(x1−1/n) = λx+R(x)

と書き表せる. また

ζK(s) =
∑

a

1

(Na)s

はDedekindの ζ–函数である. 但し a が K の整イデアルを動くとする．ま
た， s = σ + it ∈ C.

3 定義

I(s) =

∫
c

zs−1

ez − 1dz,
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八木彰子

ここで積分路 c は ∞ から出発して (正の実軸の), 原点をかこんで (正の方
向で), ±2iπ, ±4iπ, · · · , をかこんで正の ∞ に帰ってゆくもの. このとき (参
考文献 [7]の p.18を参照)

ζ(s) =
e−iπsΓ(1− s)

2πi

∫
c

zs−1

ez − 1dz

が成り立つことが示されている.
次に (参考文献 [2]の p.92を参照) ABCDE 上の積分 (図 1参照)

Γ(x)
(
e2πix − 1) = ∫

ABCDE

tx−1e−tdt.

がなりたっている．

Fig. 1 Fig. 2

これを代数体に拡張する. b1, b; K 上の整イデアルを動くとき,

Γ(s)

(Nb)s
=

1

e2πis − 1
∫
D

zs−1 exp(−(Nb)z)dz,

が成り立つ．(Nb1+1)
s > (Nb1+Na/Nq)s > (Nb1)

s よりRe(s) > 1のとき

(Nb1 + 1)
−s <

(
Nb1 +

Na

Nq

)−s

< (Nb1)
−s.

従って b1 が K の整イデアルを動くとき

∑
b1

(Nb1 + 1)
−s <

∑
b1

(
Nb1 +

Na

Nq

)−s

<
∑
b1

(Nb1)
−s
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となる．ここで右辺は Re(s) > 1 か Re(s) < 0 で収束するから左辺もそうで
ある. さらに 1 ≤ Na ≤ Nq より 1/Nq ≤ Na/Nq ≤ 1 で

d

ds
exp

(
−s

(
Nb1 +

Na

Nq

))
= −

(
Nb1 +

Na

Nq

)
exp

(
−
(
Nb1 +

Na

Nq

)
s

)

で有理型函数として s = 1 以外は解析接続可能である. もし

ζK

(
s,

Na

Nq

)
=
←

∑
b1

1

(Nb1 +Nq−1Na)s
=
∑
b1

(Nq)s

(NqNb1 +Na)s

とおくと，また a は K の整イデアルを動く (1 ≤ Na ≤ Nq)とすると

ζK

(
s,

Na

Nq

)
=

1

Γ(s)(e2πis − 1)
∑
b1

∫
D

zs−1 exp
{
−
(
Nb1 +

Na

Nq

)
z

}
dz,

となる (図 2参照). K の整イデアルでノルムが n となる個数は，∀ε > 0の
とき， ∑

Nb=n

·1 = O (nε)

と書ける. したがって，

∑
b1

zs−1 exp
{
−
(
Nb1 +

Na

Nq
z

)}
= O

( ∞∑
n=1

zs−1nε exp

{
−Na

Nq
z

}
− nz

)

= O

(
zs−1 exp

(
−Na

Nq
z

) ∞∑
n=1

nεe−nz

)

は ε → 0 のとき 1 ≤ Na ≤ Nq において一様に収束する. ここで b1 は K の
全ての整イデアルを動く. z = ±2πiNb2 の留数は

∑
b2

1

Γ(s)(e2πis − 1)A0 = ζK

(
s,

Na

Nq

)

=
1

Γ(s)(e2πis − 1)
∫
D

zs−1 exp
{
−
(
Nb2 +

Na

Nq

)
z

}
dz,

と書き表せる (図 2参照). ここで

A0 = −2(2πNb2)
s−1 sin

{
2πNb2

Na

Nq
+

π

2
s

}
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と書けるから, 従って次を得る．

ζK

(
s,

Na

Nq

)
=

2

Γ(s)(e2πis − 1)
∑
b2

(Nb2)
s−1 sin

{
2πNb2

Na

Nq
+

π

2
s

}
.

最初に ξ(s,Φ) を定義した. s > 1 のとき

ξ(s,Φ)ξ(1− s, Φ̄) =


(Nq)−s

∑
a1

1≤Na1≤Nq

Φ(a1)ζK

(
s,

Na1

Nq

)


×


(Nq)s−1

∑
a2

1≤Na2≤Nq

Φ̄(a2)ζK

(
1− s,

Na2

Nq

)


= (Nq)−1
∑
a1,a2

1≤Na1,Na2≤Nq

Φ(a1)Φ̄(a2)ζK

(
s,

Na1

Nq

)

×2Γ(s)
(2π)s

∑
b

1

(Nb)s

(
2πNb

Na

Nq
+

π

2
(1− s)

)
, (1)

がなりたつ．但し b は K の全ての整イデアルを動くとする. 従って

ξ(s,Φ) =
∑

a1
1≤Na1≤Nq

Φ(a1)
∑
b1

1

(Nb1 +Nq−1Na1)s

=
∑
a1

Φ(a1)
∑
b1

(Nq)s

(NqNb1 +Na1)s

とかける．今 a1 ≡ a2 (mod Nq) のとき次の様に定義する：

T1(q, s) =←

∑
Φ mod Nq

ξ(s,Φ)ξ(1− s, Φ̄)

=
ϕ(Nq)

Nq

∑
a1,a2

1≤Na1,Na2≤Nq

2(2π)−seiπ(1−s)

Γ(1− s)(e2πi(1−s) − 1)

×ζK

(
s,

Na1

Nq

)[∑
b2

(Nb2)
−s sin

{
π(1− s)

2
+ 2πNb2

Na2

Nq

}]
,

... (e2πi(1−s) − 1)−1Γ(1− s)−1e−iπs = 2πΓ(s).
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(1) =
ϕ(Nq)

Nq

∑
a1,a2

1≤Na1,Na2≤Nq

ζK

(
s,

Na1

Nq

)

×
[
2Γ(s)

(2π)s−1
(Nq)

∑
b2

1

(Nb2)s

{
sin

π

2
(1− s) +

2πNa2Nb2

Nq

}]

=
ϕ(Nq)

Nq
2πΓ(s)

(
Nk

2π

)s ∑
d|Na2

d|q

µ(d)

(Nd)s

×
∑
b1

∑
j

∑
b2

sin {2πNa1Na2/Nq+ π(1− s)/2}
(N j)s(Nb1Nq+Na2)s

,

ここで b2 = dj, (Na1Na2, Nq) = 1 とおくと，

Nb2 = n1, Na2 +Nb1Nq = n2, n1n2 = n. (2)

n ≥ 3 のとき

T (k, s) = 2πΓ(s)

(
Nk

2π

)s∑
j

∑
b2

∑
b1

d(n)

ns
sin

(
2πn

Nk
+

π(1− s)

2

)
, (3)

kd = q のとき

T1(q, s) =
∑

Φ mod Nq

ξ(s,Φ)ξ(1− s, Φ̄) = T1(q, 1− s) =
ϕ(Nq)

Nq

∑
k

µ
(q

k

)
T (k, s)

(4)

となる．また n = 2 のとき, ϕ(Nq) のかわりに h0 だから

T1(q, s) =
h0
Nq

∑
k|q

µ
(q

k

)
T (k, s) (5)

がなりたつ．

4 重みつきの和

次の函数を考える.

F (s) = s−1 cos(πs) exp
(
s2
)
(s ∈ C).

すると F (s) は s の奇函数で留数 1 の原点に於ける単純極を除いて正則であ
る. すると

F (−s) = −s cos(πs) exp
(
(−σ + it)2

)
,
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より (−σ + it)2 = σ2 − 2tσi− t2 だから

F (σ + it)� exp
(−|t|2) (|t| ≥ 4, σ1 ≤ σ ≤ σ2). (6)

F は奇函数よりT1(q, 1/2) = 2I (積分路を (−1)に移すと s = 0で極をもつ).
但し次の積分を考える:

I =
1

2πi

∫
(1)

T1

(
q, s+

1

2

)
F (s)ds.

すると，

I = T1

(
q,
1

2

)
+
1

2πi

∫
(−1)

T1

(
q, s+

1

2

)
F (s)ds (7)

が成り立つ．ここで，(σ) は σ − i∞ から σ + i∞ までの直線を表わす. ま
た F (−s) = −F (s) より,

T1

(
q,
1

2

)
= 2I =

ϕ(Nq)

Nq

∑
k|q

T (k) =
ϕ(Nq)

Nq

∑
k|q

µ
(q

k

)
T (k, s), (8)

T (k, s) = 2Γ(s)

(
Nk

2π

)s ∞∑
n=1

d(n)

ns
sin

{
2πn

Nk
+

π(1− s)

2

}
. (9)

今 n = n1n2 = N(b1j){N(b2q) +Na2} とおくと

T (k) = 4
∑

n

d(n)K1

(
2πn

Nk

)
(10)

が成り立つ．ここで，

K1(x) =
1

2πi

∫
(1)

Γ

(
s+
1

2

)
x−s−1/2 sin

(
x+

π

4
− πs

2

)
F (s)ds = Re{K(s)},

K(s) = e−iπ/4eixx−1/2J(x), (11)

また，

J(x) =
1

2πi

∫
(1)

Γ

(
s+
1

2

)
x−se−iπs/2F (s)ds (12)

である．F (s) は単純極 s = 0 を除いて正則. このとき留数は Γ(1/2) = π1/2.
また ∑

Na≤x

d(a) = D(x) = λ2x log x+
(
2λ∆− λ2

)
x+∆(x)
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とおく. ここで，
∆(x) = O

(
x1−1/2n

)
である．x ≥ 1 のとき,

λ = 2r1+r2
πr2Rh

w
√
D

,

h を K の ideal class group の数, R を K の判別式, D を K の共役差積, r1
を K の実共役体の個数, r2 を K の虚共役体の個数, w を K に属する 1 の
巾根の数とする. ところで，

∆ = λ+

∫ ∞
1

R(t)

t2
dt (参考文献 [4]の p.9参照)

とおくと
∑

Na≤x

·1 = λx+R(x). また，

T (k) = 4Re(S(k)),

であるから, D(x) の評価式より

S(k) = − 2π
Nk

∫ ∞
0

D(x)K ′
(
2πx

Nk

)
dx

= − 2π
Nk

∫ ∞
0

{
λ2x log x+

(
2λ∆− λ2

)
x
}
K ′
(
2πx

Nk

)
dx

− 2π
Nk

∫ ∞
0

∆(x)K ′
(
2πx

Nk

)
dx

が得られる.

5 主な項

以下計算は k のかわりに Nk を代入すればよい.∫ ∞
0

K(y) log y dy

=
1

2πi

∫
(1/4)

Γ

(
s+
1

2

)
e−iπ/4−iπs/2Γ(s)i1/2−s

×
{
iπ

2
Γ

(
1

2
− s

)
− Γ′

(
1

2
− s

)}
ds

=
iπ

2
A− 1

2πi

∫
(1/4)

e−iπsπ sec(πs)
Γ′(1/2− s)

Γ(1/2− s)
F (s)ds
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が成り立つ. Γ(1/2 + s)Γ(1/2− s) = π sec(πs) を対数微分すると次を得る:

Γ′(1/2 + s)

Γ(1/2 + s)
− Γ

′(1/2− s)

Γ(1/2− s)
= π tan(πs).

さらに，

G(s) =
π2

2
tan(πs) + π

Γ′(1/2− s)

Γ(1/2− s)

は s の奇函数である. 従って

I =
1

2πi

∫
(1/4)

G(s)F (s)ds =
1

2
G(0) = −π

2
(γ + log 4),

である．また 参考文献 [6]の p.26より

Γ′

Γ
(z) =

d

dz
log Γ(z) =

∫ 1

0

xz−1 − 1
x− 1 dx− γ,

Γ′

Γ

(
1

2

)
= −(log 4 + γ).

ここで A を次の式とする.

A =
1

2πi

∫
(1/4)

e−iπs sec(πs)F (s)ds.

すると，

Re(A) =
π

2

=
1

2πi

∫
(1/4)

πF (s)ds− 2π
Nk

∫ ∞
0

x
(
λ2 log x+ 2λ∆− λ2

)
K ′
(
2πλ

Nk

)
dx

= Nk

(
λ2 log

Nk

8π
+ 2λ∆− λ2γ

)
.

次を考えなければいけない.

Inl = (Nk)−nl

∫ ∞
0

∆nl(x)Mnl

(
2πx

Nk

)
dx,

但し 0 ≤ n ≤ l. 次に帰納的に次を定義する. ∆1(x) = ∆(x) でまた

∆l+1(x) =

∫ x

0

∆l(t)dt
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とおく. このとき

∆nl(x) =
∑

0≤m<l/2

Kl,mxnl−m−n+O
(
xnl+1−l/2−n+ε/2

)

が成り立つ. ∫ ∞
0

∆(x)K ′
(
2πx

Nk

)
dx = I0 + I1 + I2 + I3,

とおくとき

A1 = O

(∫ ∞
0

e−πt/2tMe−|t|
2

dt

)
,

A2 = O

(∫ ∞
−∞

e−πt/2t−Me−|t|
2

dt

)

とすれば I0, I1, I2, I3 は以下の通りである:

− 2π
Nk

I0 = −π1/2√
2
(2π)−1+1/2n(Nk)1−1/2n, − 2π

Nk
I1 = (Nk)1−1/2nA1C1,

I2 =
O1O2A2

22 +MπM+1/2
, I3 =

∫ ∞
0

H

(
2πx

Nk

)
J ′
(
2πx

Nk

)
∆(x) dx.

すると次が成り立つ:

Re

{
− 2π
Nk
(I0 + I1 + I2)

}

=
A2O1
2π1/2

(Nk)1/2ζ2K

(
1

2

)

+
A2O1
2π1/2

1

22
1

1/2− 1/2n
(
1

2π

)1/2−1/2n
+

O2O1A2
22+MπM+1/2

+
π−1+1/2n

21/2−1/2n
A1

5/2− 1/2n+M
+
(−3/2 + 1/2n)π1/2nA1
(5/2− 1/2n)2−3/2−1/2n

×O1O2(Nk)1−1/2n + O1((Nk)−1/2n). (13)

参考文献 [7]の (12.5.5) より

I3 =

∫ ∞
0

H

(
2πx

Nk

)
J ′
(
2πx

Nk

)
∆(x) dx.

従って次が成り立つ:

ζ2K(s) = s

∫ ∞
0

∆1(x)x
−s−1dx (1/3 < Re(s) < 1).
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また ∑
Φ( mod Nq)

∣∣∣∣ξ
(
1

2
,Φ

)∣∣∣∣
2

=
ϕ(Nq)

Nq

∑
k|q

µ

(
Nq

Nk

)
T (k),

T (k) = Nk

{
λ2 log

Nk

8π
+ 2λ∆− λ2γ

}
+

A2O1
π1/2

ζ2K

(
1

2

)
(Nk)1/2

+(Nk)1−1/2n
[
A2O1
23π1/2

1

1/2− 1/2n
(
1

2π

)1/2+1/2n
+

O2O1A2
22+MπM+1/2

+
π−1+1/2nA1

21/2−1/2n(5/2− 1/2n+M)
+

π1/2A1
21−1/2n(3/2− 1/2n)

+
A1

29/2−1/2nπ5/2+1/2n
+
(−3 + 1/2n)π1/2n−1/2A1
(5/2− 1/2n)23/2−1/2n

+
π−1+1/2n

23/2−1/2n
MO1

(
A1

M + 1/2− 1/2n +
A2

−M + 1/2− 1/2n
)]

+
∑

0≤m<N−n+2

Cm(Nk)1−m−n+ O
{
(Nk)−N+ε/2

}

が成り立つ. n = 2 のとき, ϕ(Nq) のかわりに h0 とおく.
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