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PROLOGO

Es bien conocida la importancia de los espacios simétricos Riemannianos
introducidos por E. Cartan en 1951. Sin embargo, como estos espacios son bien
conocidos y estan completamente estudiados, en las tltimas décadas se ha diri-
gido la atencion al estudio de los espacios Riemannianos que los generalizan
de manera natural. En particular, los espacios homogéneos naturalmente reduc-
tivos y los espacios s-simétricos Riemanniannos son generalizaciones natura-
les de los espacios simétricos en las que ain quedan problemas abiertos por
resolver.

Asi, el objetivo de este escrito es facilitar al lector interesado en el estudio
de los espacios homogéneos naturalmente reductivos y los espacios s-simétricos,
el acceso a la historia de los mismos, a los conocimientos previos necesarios
para su comprension, a los ultimos avances realizados en este tipo de espacios
Riemannianos y a diversos problemas abiertos. Para ello, el primer capitulo
de este libro esta dirigido a unificar las definiciones y clarificar los resultados
sobre los definitivamente denominados espacios s — simétricos, y en el segundo
capitulo se estudia el problema de la clasificacion de los mismos. Los dos ulti-
mos capitulos del libro estan dedicados al estudio de los espacios naturalmente
reductivos y al problema de su clasificacion.
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INTRODUCCION

Como una generalizacion natural de los espacios simétricos Riemannia-
nos, los espacios homogéneos naturalmente reductivos han sido estudiados por
numerosos autores. Asi, D’Atri y Ziller en [D’A-Z] han desarrollado una teoria
general con muchos ejemplos y D’Atri y Nickerson han probado que todos los
espacios naturalmente reductivos son espacios cuyas simetrias locales geodési-
cas conservan el volumen, [D’A], [D’A-Ni].

Otros autores, han dirigido su atencién al estudio de la relacion existente
entre los espacios naturalmente reductivos y los espacios Riemannianos Conmu-
tativos (en el sentido de I. M. Gelfand), que también generalizan a los espacios
simétricos. Para estudiar su geometria, estos comenzaron realizando la clasifi-
cacion de los espacios naturalmente reductivos en dimensiones bajas. Asi, los
espacios naturalmente reductivos de dimension tres han sido clasificados por
F. Tricerri y L. Vanhecke en [T-V]. Ademas, O. Kowalski en [K.4] encontr6 la
misma clasificacion, aunque en un contexto diferente, y ademas, probd que los
espacios naturalmente reductivos y los espacios conmutativos forman la misma
clase en dimension tres. Por otra parte, O. Kowalski y L. Vanhecke en [K-V.1]
y [K-V.2] obtienen la clasificacion de los espacios naturalmente reductivos y
de los espacios conmutativos en dimension cuatro, donde de nuevo, se ve que
ambas clases vuelven a ser la misma.

En [K-V.3] los mismos autores dan una clasificacion (local) de los espa-
cios naturalmente reductivos de dimension cinco y, ademas, prueban que todo
espacio naturalmente reductivo de dimension cinco es un espacio conmutativo
en el sentido de I. M. Gelfand. Este hecho, da una nueva evidencia de que
la conjetura general “Todo espacio naturalmente reductivo es un espacio de
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Gelfand”, es cierta. Sin embargo, el reciproco de esta conjetura no es cierto
debido a la existencia de un grupo de Heisenberg generalizado, el cual es un
espacio de Gelfand de dimension seis pero no un espacio naturalmente reduc-
tivo, [T-V], [Ka].

Este ultimo articulo citado de O. Kowalski y L. Vanhecke motivo a la
autora en [AM] a atacar el problema de la clasificacion los espacios homogé-
neos naturalmente reductivos de dimension seis pero, aunque se han realizado
ciertos avances en esta direccion el problema sigue abierto y, evidentemente, la
obtencion de esta clasificacion permitira profundizar en el estudio de las pro-
piedades geométricas de los diversos ejemplos de variedades que se obtengan.

El cuarto capitulo de este libro estd dedicado a exponer con todo deta-
lle los avances realizados en esta direccion. Sin embargo, para realizar esta
clasificacion es necesario el conocimiento de diversas técnicas utilizadas no
solo en [K-V.3] sino también en [K.2]. Por ello, estos dos articulos han sido
minuciosamente estudiados respectivamente en los capitulos tercero y segundo
de este escrito.

Por otra parte, para comprender las técnicas utilizadas en la obtencion de la
clasificacion de los espacios s — simétricos de dimension <5 desarrollada en
[K.2], es necesario el conocimiento previo de algunos resultados sobre espacios
s — simétricos.

Por este motivo, siguiendo A. J. Ledger, M. Obata, P. J. Graham y O.
Kowalski en [L], [L-O], [G-L] y [K.1] ha sido desarrollado el primer capitulo
de este libro donde se unifican las definiciones y se clarifican los resultados
sobre los definitivamente denominados espacios s-simétricos.

Mas explicitamente, siguiendo la teoria de los espacios simétricos Rie-
mannianos generalizados, dada por A. J. Ledger en [L], los cuales forman una
clase mas general que los espacios simétricos de E. Cartan, fueron definidas las
s — variedades afines y Riemannianas por A. J. Ledger y M. Obata en [L-O].
Mas tarde, P. J. Graham y A. J. Ledger en [G-L], previa modificacion de la
definicion de s — variedad afin, definieron las s — variedades regulares como
una clase especial de las s — variedades.

Asi, a lo largo del primer capitulo, se enuncian todos estos conceptos junto
con algunas de sus propiedades, con el objetivo de conocer las s — variedades
Riemannianas regulares que O. Kowalski us6 para definir los espacios simé-
tricos Riemannianos generalizados o espacios s — simétricos en [K.1] y cuya
clasificacion dada en [K.2] se analiza en el segundo capitulo de este libro.

Por otra parte, para poder comprender las técnicas utilizadas en dicha cla-
sificacion son especialmente necesarios los apartados dedicados en el primer
capitulo al tratamiento algebraico de las s — variedades y al estudio de los
sistemas de valores propios.
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En el primero de ellos, es muy importante la obtencion del teorema de
existencia

“Cualquier s — variedad algebraica es el tipo algebraico de una unica simple-
mente conexa s — variedad Riemanniana regular’.

asi, como su demostracién dada en [K.1], y en la cual, se usa la construccion del
dlgebra de Nomizu [N] esencial tanto para la obtencién de la clasificacién de los
espacios s — simétricos de dimensién <5 dada en [K.2], como para la obtencién
de la clasificacion de los espacios naturalmente reductivos cinco dimensionales
dada en [K-V.3]. También, destacar en este apartado la obtencién del resultado:

“Una s — variedad Riemanniana regular simplemente conexa es reducible, si
y s6lo si, su tipo algebraico es reducible”.

que junto con el apartado dedicado al estudio de los sistemas de valores propios
en el cual se enuncian entre otros, los resultados

“Todo espacio s — simétrico simplemente conexo surge de un sistema de valores
propios maximal”,

“Cada espacio s — simétrico obtenido a partir del producto interior positivo
g, v los tensores S, T, de tipo (1,1) y (1,2) respectivamente, puede también ser
obtenido a partir del sistema de valores propios (6,', ... ,0,"') asociado a S, .

“Cada s — variedad algebraica, tal que S tenga un sistema de valores propios
reducible, es reducible”

permite probar que

“Cada espacio s — simétrico simplemente conexo, que procede de un sistema
de valores propios reducible, es reducible”

asi, se podrd restringir y, por tanto, simplificar la bisqueda de la clasificacién
dada en [K.2] de forma considerable.

A la hora de abordar el problema de la clasificacion de los espacios
s — simétricos es posible seguir las dos lineas siguientes:

A) Dado un orden £, encontrar todos los espacios s — simétricos de ese
orden.

B) Dada una dimension n, encontrar en esa dimension todos los espacios
s — simétricos.
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Para resolver el problema indicado en B), lo mas natural es comenzar con la
dimension n =2 donde, se sabe que los espacios s — simétricos son los espacios
simétricos Riemannianos. Asi, todo espacio s — simétrico de dimension 2 tiene
orden k£ = 2 y por tanto, es un espacio simétrico en el sentido de E. Cartan
cuya clasificacion ya es conocida; por ello, estos espacios no son considerados
en la clasificacion estudiada por O. Kowalski en [K.2], la cual es desarrollada
en el segundo capitulo de este libro y proporciona la solucion al problema B)
para las dimensiones n=3, 4 y 5. En particular, se obtiene un unico tipo de
espacio s — simétrico de orden cuatro en dimension tres, un unico tipo de espa-
cio s — simétrico de orden tres en dimension cuatro y, nueve tipos de espacios
s — simétricos en dimension cinco, de los cuales ocho son de orden cuatro y
uno es de orden seis.

Asi, los tres primeros apartados del segundo capitulo de este libro se han
dedicado al desarrollo y estudio de las técnicas utilizadas para la obtencion
de la citada clasificacion, centrandonos principalmente, en el método aplicado
para obtener la variedad homogénea correspondiente del espacio s — simétrico
buscado, que sera de gran utilidad en el tercer capitulo.

Para dar consistencia a la lista de la clasificacion aqui enunciada, es con-
veniente poder afirmar que

“Dos espacios excepcionales pertenecientes a tipos distintos son no isométricos
¥, ademas, en cada tipo los parametros correspondientes a la métrica Riemanniana
son invariantes infinitesimales”.

Por ello, el cuarto apartado del segundo capitulo de este libro se ha dedicado
a la demostracion de esta afirmacion.

Para finalizar este segundo capitulo y como aplicacion del estudio realizado
en los apartados anteriores, se prueba que es cierta la conjetura enunciada en
[K.1]

“Existen s — estructuras no paralelas sobre variedades simétricas Rieman-
nianas’.

En efecto, para probar que esta conjetura es cierta es necesario analizar
los distintos espacios s — simétricos de dimension 2, 3, 4 y 5 con el fin de
encontrar algun ejemplo.

El tercer capitulo, dedicado al estudio de [K-V.3], consta de cinco aparta-
dos donde, primero se recordaran ciertas definiciones y resultados relativos de
espacios homogéneos reductivos y naturalmente reductivos, posteriormente se
desarrollara la clasificacion y, finalmente, se probara la conmutatividad de cada
uno de los espacios de la lista de la clasificacion.

Para la obtencion de dicha clasificacion, primero se clasifican las estructuras
algebraicas, abstractas y naturalmente reductivas R, T y g sobre un espacio
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vectorial ¥ de dimension 5, obteniendo un niimero finito de tipos. Entonces,
eliminando los casos descomponibles que vayan apareciendo a lo largo de la
demostracion, asi como los casos en los que se obtendria un espacio simétrico
y, procediendo sobre cada tipo como se indica en los dos primeros apartados, se
obtienen cuatro tipos distintos de familias de espacios naturalmente reductivos.

El objetivo del quinto apartado es probar la conmutatividad de los distintos
tipos de familias de espacios obtenidos. Para ello, se realiza un breve resumen
de los conceptos tedricos necesarios acerca de espacios conmutativos y se
indica la metodologia a seguir. Ademas, para profundizar en la comprension de
la teoria aqui utilizada, siguiendo [H.2] se han desarrollado algunos conceptos
sobre Operadores Diferenciales en el Anexo A.

En el cuarto y ultimo capitulo, se clasifica la estructura abstracta y natural-
mente reductiva 7 sobre un espacio vectorial de dimension seis que, segtin el
método seguido en el capitulo anterior, es el primer paso a seguir para demostrar
el Teorema de Clasificacion buscado.

Asi, teniendo en cuenta los conceptos teoricos utilizados en dicho capitulo
y, eliminando los casos descomponibles que vayan apareciendo a lo largo de
la demostracion, asi como los casos en los que se obtendria un espacio simé-
trico, se obtienen seis tipos distintos de estructuras abstractas y naturalmente
reductivas 7 sobre un espacio vectorial de dimension seis.

Por otra parte, es bien conocido que en dicha clasificacion debe aparecer la
variedad bandera U(3)/U(1)xU(1)xU(1), que admite una estructura nearly-kae-
hler, segtin la terminologia de los especialistas en geometria casi-Hermitica. En
efecto, es bien sabido que esta variedad es un espacio homogéneo naturalmente
reductivo de dimension seis y a su vez, un espacio s — simétrico de orden tres.
Para realizar un andlisis mas pormenorizado de las propiedades geométricas de
esta variedad se puede consultar la siguiente bibliografia, [B-U], [G.1], [G.2],
[Wo-G.1], [Wo-G.2].
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1. NOCIONES SOBRE

Siguiendo la teoria de los espacios Simétricos Riemannianos generalizados,
dada por A. J. Ledger en [L], los cuales forman una clase mas general que los
espacios simétricos de E. Cartan, fueron definidas las s — variedades afines y
Riemannianas por A. J. Ledger y M. Obata en [L-O]. Mas tarde, P. J. Graham
y A. J. Ledger en [G-L], previa modificacion de la definicién de s — variedad
afin, definieron las s — variedades regulares como una clase especial de las
s — variedades.

A lo largo de este capitulo, se recordaran todos estos conceptos, asi como
algunas de sus propiedades, pero nuestro objetivo sera conocer las s — variedades
Riemannianas regulares, ya que O. Kowalski [K.1] uso este ultimo concepto
para definir los espacios Simétricos Riemannianos generalizados o espacios
s — simétricos, y asi, en el siguiente capitulo poder analizar su clasificacion.

Los apartados dedicados al tratamiento algebraico de las s — variedades y
al estudio de los sistemas de valores propios, seran especialmente necesarios
para poder comprender las técnicas utilizadas en dicha clasificacion.

1.1. S - VARIEDADES

Para cualquier variedad Riemanniana (M,g), se denotara por (M) el grupo
de Lie de todas las isometrias de (M,g) en si misma. Una isometria, s, € T(M),
parala cual x € M esun punto fijo aislado, se denominara simetria Riemanniana
en x. Un punto x € M, es un punto fijo aislado de una simetria s , siy sélo si, s,

UEX

21



UEX

22

ARIAS-MARCO

induce sobre el espacio tangente 7 M en x una transformacion ortogonal S, = (s, ).,
la cual no tiene vectores invariantes (salvo el vector nulo).

Definicion 1.1.1

Una s — variedad Riemanniana es una variedad Riemanniana (M,g) junto
con una aplicacion s M — T (M), tal que para cada x € M la imagen s_es
una simetria Riemanniana en x.

Notar que no se ha supuesto ninguna hipotesis de continuidad sobre s y
ademas debido a F. Brickell, se tiene la siguiente propiedad sobre el grupo de
isometrias, cuya demostracion puede ser vista en [L—O].

Teorema 1.1.2

El grupo de todas las isometrias sobre una s — variedad Riemanniana es
transitivo.

Para cualquier variedad afin (M, V), A (M, V) denotara el grupo de Lie de
todas las transformaciones afines de (M, V) en si mismo.

Definicion 1.1.3

Una transformacion afin s_ € A(M, V), para la cual x€ M es un punto fijo
aislado, se denominara simetria afin en x.
Definicion 1.1.4

Una s — variedad afin es una variedad afin (M, V) junto con una aplicacion

s: M — AM, V) tal que,

i) para cada x € M, la imagen s_es una simetria afin en x,

ii) el campo tensorial S, definido mediante la relacion §_=(s,),, , es dife-
renciable. Asi, S es un campo tensorial diferenciable de tipo (Z,1).

Nota 1.1.5

Analogamente, se define el campo tensorial S sobre una s — variedad Rie-
manniana, aunque en este caso no tiene porque ser diferenciable. Tanto sobre
s — variedades Riemannianas como afines, se dird que S es el campo tensorial
de la simetria.

Nota 1.1.6

Una transformacion afin (resp. isometria) ¢. M — M es una simetria afin
(resp. Riemanniana) en x € M, punto fijo de ¢, si y solo si, la diferencial
¢..:TM —T M no tiene el / como valor propio.
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El resultado analogo al Teorema 1.1.2 es probado en [L-O] bajo la hipotesis
de que la aplicacion s: M — A(M,V) sea diferenciable. Sin embargo, en [G-L]
se observa que ese resultado puede ser extendido a la definicién aqui dada, en
la cual no se ha tenido en cuenta dicha hipotesis.

Teorema 1.1.7

El grupo de todas las transformaciones afines sobre una s — variedad afin
es transitivo.

La siguiente definicion fue introducida en [L] bajo la hipdtesis de que la
aplicacion s: M — % (M) fuese diferenciable, sin embargo aqui, siguiendo [L—O],
no se tendra en cuenta esta hipotesis.

Definicion 1.1.8

Una simetria s_se denominard simetria de orden k en x, si k es el menor
entero positivo tal que s*, = /d., asi, una s — variedad Riemanniana de orden
k es una s — variedad Rlemannlana con una simetria de orden k en cada punto.

Observar que una s — variedad Riemanniana de orden 2 no es mas que un
espacio simétrico en el sentido ordinario.

Nota 1.1.9

Sea M una s — variedad Riemanniana de orden k& > I, donde ademas, la
aplicacion s: M — T (M) es diferenciable. Asi, el campo tensorial S satisface la
ecuacion S = Id. y, por tanto, los valores propios de S son las raices k-ésimas de
la unidad. Debido a que S es continua, se obtiene que cada raiz debe ser cons-
tante sobre M. Por otra parte, puesto que S es real, los valores propios aparecen
como pares de nimeros conjugados, excepto para el valor propio —/, si existe.
Por ello, en cada punto x de M se tiene una tnica descomposicion de 7.M como
suma directa de espacios propios:

TM=T, MOT, M® - &T M

donde T, M, denota el espacio propio correspondiente al valor propio —/ y T, [
, 1< j<r, son los espacios propios correspondientes a los valores propios

COS@f tiSen®;

Ademas, si k es impar, no se tiene el valor propio real -/.

Nota 1.1.10

Sea M una s — variedad Riemanniana de orden £, tal que los tnicos valores
propios del campo tensorial S son 6 (no real) y su conjugado @ . Entonces, M
es un espacio localmente simétrico 6 k£ = 3.
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1.2. S - VARIEDADES REGULARES

El objetivo de este apartado sera, siguiendo [G-L], conocer algunas propieda-
des de las s — variedades regulares. Para ello, se comenzara con su estudio local,
resaltando los teoremas que generalizan, en términos de campos tensoriales,
la condicion VR=VT =0 para los espacios localmente simétricos [K-N]. El
paso esencial para conseguir estos resultados es la introduccion de una segunda
conexion para la cual, los correspondientes campos tensoriales torsion y curva-
tura son paralelos. Seguidamente, se realizara el estudio global, donde se vera
que cada s — variedad regular tiene asociado un campo tensorial S de tipo (/,1),
el cual se corresponderia con —/ en el caso de estar en un espacio simétrico
y, ademas, que el grupo de las transformaciones afines (0 Riemannianas), que
conserva S, es transitivo. Para terminar, se resaltaran algunos teoremas que
relacionan los estudios local y global.

1.2.1. S — VARIEDADES AFINES Y RIEMANNIANAS LOCALMENTE REGULARES

En primer lugar se aclarardn algunas notaciones utilizadas en el resto del
subapartado.

Dados p, ¢ enteros no negativos, se denota por F(M) el anillo de las fun-
ciones diferenciables valuadas reales sobre M y por 3%4)(M) el mdodulo sobre
F(M) de todos los campos tensoriales diferenciables de orden contravariante p y
orden covariante g. Asi, en particular se tiene que 3?9 (M) = F(M). Ademas, si

M) = Y Seam)

P.q=0

y O(M) denota el algebra de Lie de todas las derivaciones de grado cero
actuando sobre 3(M), se tiene que la subalgebra de las derivaciones que anulan
F(M); es decir, las derivaciones que actiian como endomorfismos sobre cada
espacio tangente 7. M, se identifica con 3¢)(M ).

Finalmente, si V es una conexion afin sobre My Pe 3%9(M) entonces,
VP se define mediante

(VPYW',..oow” X, X, X) = (V PYW oW X, L, X))
para todo w',...,w" €30(M) y X,,...,X, €3 (M).

Definicion 1.2.1.1

Una s — variedad afin (resp. Riemanniana) localmente regular es una
variedad afin (resp. Riemanniana) M junto con una aplicacion s, definida sobre
M, con las siguientes propiedades:
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i) Para cada x € M, s_es una simetria local en x, es decir, existen U, V
entornos de x, tal que s U — V es una transformacion afin (resp. isometria)
para la cual, x es un punto fijo aislado;

ii) Sea S el campo tensorial definido sobre M mediante

S.= (s,)., para todo x € M.

Entonces, S es localmente s — invariante, es decir, para cada x € M, existe W
entorno de x tal que

(s.):(SX) =S ((s,). X ), para todo X € 3(-°)(W).

iii) Se I0M).

Nota 1.2.1.2

Se dira que la variedad afin (resp. Riemanniana) M admite una s — estruc-
tura localmente regular, si M junto con s es una s — variedad afin (resp.
Riemanniana) localmente regular. Por ejemplo, un espacio localmente simétrico
afin o Riemanniano (de Cartan) admite una s — estructura localmente regular,
definida mediante las familias de simetrias geodésicas que en particular son
simetrias locales de orden 2 en cada punto. En este caso S =—/ donde, / es el
campo tensorial identidad.

A continuacién, se resaltaran algunos lemas necesarios para probar los
teoremas que generalizan, en términos de campos tensoriales, la condicion
VR =VT =0 para los espacios localmente simétricos, es decir, dan definiciones
equivalentes a la Definicion 1.2.1.1.

Definicion 1.2.1.3

Dados 4 € 3®)(M) y P e 3»)(M), p + g > 0. Se dirad que P es A — inva-
riante si para todo w',..., w € 3®(M) y X,,..., X, € 300(M),

POWA,..., wA, X,..., X,) = P(W,..., wr, AX,..., AX,) ,
donde, si w € 3@)(M)y X € 3%°)(M), wA viene definido por
(WA)X = w(AX).

En particular, si P € 3¢4/(M), entonces P es A — invariante, si y solo si,
para todo X ..., X, € 37"/(M),

A(P(X ..., X)) = P(AX,,..., AX,) .
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Lema 1.2.14

Sea (M,V) una variedad afin y se supone dado 4 € 3%*/(M) tal que, sobre
cada espacio tangente 7'M el endomorfismo 4 no tiene ni el valor propio 0 ni el
valor propio 1. V* sera la conexion afin sobre M, definida de la forma siguiente:

Vi, Y=V,Y~(V, , "' A) AY, para todo X, Y € 302/(M).

Se prueba facilmente que si Py VP son campos tensoriales 4 — invariantes,
entonces V'P = (.

Nota 1.2.1.5

Para simplificar la notacion, se define D € 37?/(M) como

D, Y= D(X.Y) = (V,,,xA) A'Y, para todo X, ¥ € 3"(M).

Ay X
Asi, V' queda definida por la siguiente expresion:
VY=V, Y- D, Y, paratodo X, Y € 3")(M).
Lema 1.2.1.6
Si VA 'y V’4 son A - invariantes, entonces D y VD son 4 - invariantes.
Lema 1.2.1.7

Sea (M,V) una s — variedad afin localmente regular con campo tensorial
de simetria S'y sea D el campo tensorial definido por

D, Y=V, sxS)S"Y, paratodo X, Y € 3"(M).!

Entonces, los campos tensoriales R, VR, T, VT, VS, V'S, D y VD son
localmente s — invariantes; es decir, para cada x € M, éstos son invariantes
bajo la accion de s, sobre algin entorno de x.

Lema 1.2.1.8

Sean (M,V) una s — variedad afin localmente regular y P un campo ten-
sorial sobre M.

i) Si P es S — invariante y paralelo entonces, es localmente s — invariante.
i1) Si P es localmente s — invariante entonces, es S — invariante.

En particular, siguiendo la notacion del lema anterior, se tiene que los cam-
pos tensoriales R, VR, T, VT, VS, V’S, D y VD son S — invariantes.

' Notar que S es invertible ya que para cada x € M, s_es una transformacion local afin y, que

I — S también es invertible debido a la Nota 1.1.6. Por tanto, D existe y esta bien definido.
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Lema 1.2.1.9

Sean V y V' conexiones afines sobre M tales que el campo tensorial D,
definido por la relacion D, Y=V, Y - V' ¥, satisface V"D = (. Entonces, para
todo X, Y € 300(M),

T"(X,Y)=T(X,Y) + D,X- DY,

R'(X,Y) =R(X,Y) -[D,, D,]1- D

TX,Y )

Lema 1.2.1.10

Sean (M,V) una s — variedad afin localmente regular con D definida
como en el lema 2.2.1.7 y V" la conexion afin definida por

V.Y=V,Y- D,Y,paratodo X, Y € 3")(M).

Entonces, (M,V") es una s — variedad afin localmente regular sobre la
cual, V'P = () para cualquier campo tensorial P localmente s — invariante. En
particular,

VR=V'T=VS=V'D=VT=VR =0.

Haciendo uso de los anteriores lemas, se obtiene el siguiente teorema (ver
[G-L] ) que proporciona definiciones equivalentes y mas manejables, que la
Definicion 1.2.1.1 en el caso afin.

Teorema 1.2.1.11

Las siguientes definiciones son equivalentes:

i) (M,V) esuna s — variedad afin localmente regular con campo tensorial
de simetria S ;

ii) (M,V) es una variedad afin sobre la cual existe una conexion afin V-,
tal que

a) (M,V’) es una s — variedad afin localmente regular con campo
tensorial de simetria S,
b) el campo tensorial D, definido por la relacion D, Y =V ,Y-V.Y,
es S — invariante,
¢) VD =VT" =VR =0,
iii)) (M,V) es una variedad afin sobre la cual existe un campo tensorial
S e 3¢1(M) tal que:
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a) S e [— S son invertibles.
b) Los campos tensoriales, R, VR, T, VT, VS y VS son S — invariantes.

En el caso Riemanniano se tiene un teorema analogo al anterior, que es
el siguiente:
Teorema 1.2.1.12

Las siguientes definiciones son equivalentes:

1) (M,g) esunas — variedad Riemanniana localmente regular con campo
tensorial de simetria S ;

ii) (M,g) es una variedad Riemanniana sobre la cual existe una conexion
afin V- tal que

a) (M,V’) es una s — variedad afin localmente regular con campo
tensorial de simetria S,

b) g es S — invariante,
c) Vg=VT =VR =0,

iii) (M,g) es una variedad de Riemann sobre la cual existe un campo
tensorial § € 3¢Y(M) tal que:

a) [ — S es invertible.
b) Los campos tensoriales g, R, VR, VS'y V°S son § — invariantes?.

Notar que si S = —/, entonces el Teorema anterior se reduce a:

Teorema 1.2.1.13

Un espacio Riemanniano es localmente simétrico, si y solo si, VR = 0.

Demostracion

En un espacio Riemanniano localmente simétrico (M, g), se sabe que S=- 1.
Por tanto, el operador D es 0 ya que,
1
D,Y= (V(I—S)ilxs) §1Y= (V(zl)ilx(_[ N ()Y = (VLXI)]Y = E (V,.hY=10
2

para todo X, Y € 300)(M).

Y, como la conexion afin V* viene definida por

2

2V simboliza la conexion Riemanniana de g. Por tanto, VT = 0.
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VY=V, Y- D,Y, para todo X, Y € 30:0(M),

se tiene que V' = V. Aplicando esto en el apartado ii) ¢) del Teorema 1.2.1.12,
se obtiene Vg = VT = 0 (resultado ya conocido debido a que V es la conexion
de Levi-Civita) y VR = 0.

Debido al Teorema 1.2.1.11 y al Teorema 7.7 de [K-N, Capitulo VI], se tiene
el siguiente resultado, cuya prueba puede verse en [G-L]:
Teorema 1.2.1.14

Sea (M,V) (resp.(M,g)) una s — variedad afin (resp. Riemanniana) local-
mente regular. Entonces, (M,V) (resp.(M,g))y el campo tensorial de simetria
S son analiticos.

1.2.2. s - Variedades Afines y Riemannianas Regulares

Definicion 1.2.2.1

Una s — variedad Riemanniana regular M es una s — variedad Rieman-
niana tal que,

1) el campo tensorial de simetria S es s — invariante® ,
i) Ses C~.

Debido a la Definicién 1.1.4, una s —variedad afin ya cumple la propiedad
ii) y, por tanto, en este caso se tiene la siguiente definicion:

Definicion 1.2.2.2

Una s — variedad afin regular M es una s — variedad afin, tal que el campo
tensorial de simetria S es s — invariante.

Nota 1.2.2.3

Una s — variedad afin (resp. Riemanniana) regular M es claramente una
s — variedad afin (resp. Riemanniana) localmente regular.

Nota 1.2.2.4

De forma anéloga a la Nota 1.2.1.2 y usando la Definicion 1.1.8, se dird que
una variedad Riemanniana M admite una s — estructura regular de orden £ si

1) M junto con s es una s — variedad Riemanniana regular,

3 Un campo tensorial se dice ¢ — invariante si es invariante bajo la accion de la aplicacion ¢:
M — M.
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ii) Para todo xeM, s_es una simetria de orden & en x.
Recordar que & es el menor entero tal que s* = Id., para todo xeM.

Nota 1.2.2.5

Sea P un campo tensorial sobre una s — variedad afin 6 Riemanniana regular.
Entonces, como en el Lema 1.2.1.8:

1) Si P es S — invariante y paralelo entonces, es s — invariante .

i1) Si P es s — invariante entonces, es S — invariante.

Proposicion 1.2.2.6
Una s — variedad afin 6 Riemanniana es una s — variedad regular si y solo si
i) para todo x, y, z € M, s, (y) = z implica que s, o5 = s_°s5,,
ii) Ses C”.

El siguiente grafico ilustra el significado de las composiciones anteriores:

Sy
s(t) Y , !
X S,
s(1) z2=s5y) ss(0) = 5,(5,()
SZ

Debido al siguiente teorema se sabe que cada s — variedad Riemanniana
regular M es una variedad Riemanniana homogénea G/H.

UEX

Teorema 1.2.2.7

Sea M una s — variedad afin (resp. Riemanniana) regular. Entonces M = G/H,

donde G es el subgrupo cerrado de todas las transformaciones afines (resp.

isometrias) de M que conservan S'y H es el subgrupo de isotropia de G en un
punto arbitrario de M.
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Demostracion

Como G es un subgrupo cerrado de A(M,V) (resp. T(M)), por el Teorema
del subgrupo cerrado [W, Teorema 3.21], se tiene que G, en particular, es Grupo
de Lie. Asi, bastara comprobar que G es transitivo sobre M para poder aplicar el
Teorema de la Variedad Homogénea [W, Teorema 3.62] y concluir que M = G/H.

Veamos que G es transitivo sobre M. Si M es una s — variedad afin (resp.
Riemanniana), por el Teorema 1.1.7 (resp. Teorema 1.1.2) se sabe que A(M,V)
(resp. T(M)) es transitivo sobre M. Debido a que en la demostracion de este
teorema so6lo se usa la composicion de simetrias afines (resp. Riemannianas), se
sigue que, el subgrupo G’ de A(M,V) (resp. (M) ) generado por las simetrias
afines (resp. Riemannianas) es transitivo sobre M. En nuestro caso, M es una
s — variedad afin (resp. Riemanniana) regular. Asi, si se considera G como el
subgrupo de A(M,V) (resp. T(M)) cuyos elementos conservan el campo ten-
sorial de simetria S; es decir, para todo ¢ € G se tiene que S es ¢ - invariante,
que G’ estd contenido en G vy, por tanto, que G es transitivo sobre M.

1.2.3. Relaciones entre s — Variedades, s — Variedades Localmente Regulares
y s — Variedades Regulares

Los siguientes teoremas, cuya demostracion puede ser consultada en [G-L],
permitiran relacionar los resultados de los anteriores apartados.

Teorema 1.2.3.1

Una s — variedad afin (resp. Riemanniana) localmente regular, completa
y simplemente conexa es una s — variedad afin (resp. Riemanniana) regular.

Supongamos que M es completa pero no necesariamente simplemente
conexa. Usando el teorema anterior y algunos resultados conocidos de la teoria
de espacios de recubrimiento se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.2.3.2

Sea M una s — variedad afin (resp. Riemanniana) localmente regular com-
pleta. Entonces, M es el espacio cociente de una completa y simplemente
conexa s — variedad afin (resp. Riemanniana) M', factorizada por un grupo
de transformaciones afines (resp. isometrias) actuando libre, propia y discon-
tinuamente sobre M'.

Finalmente, para cualquier s — variedad M localmente regular se tiene:

UEX
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Teorema 1.2.3.3

Sea (M,V) (resp. (M,g)) una s — variedad afin (resp. Riemanniana) local-
mente regular. Entonces, para cada x € M existe una s — variedad afin (resp. Rie-
manniana) (M ", V") (resp. (M ', g")) la cual representa a (M,V) (resp. (M,g))
localmente; es decir, existen entornos Ude x y U' M' y, una transformacion
afin (resp. una isometria) entre ellos, ¢: U — U".

Siguiendo [K.1], se destacaran las siguientes definiciones que permitiran

relacionar entre si s — variedades Riemannianas regulares:
Definicion 1.2.3.4

Dos s — variedades Riemannianas regulares (M,g) y (M',g") se dicen
isomorfas si existe un difeomorfismo F: M — M"' (llamado isomorfismo) tal
que:

1) F: (M,g) > (M',g") es una isometria.
ii) Para todo x € M se tiene F os = s, o F.

Nota 1.2.3.5

La condicién ii) puede ser remplazada por:

ii)” F.(S) = S'; es decir, F.o S =S"o F, sobre el fibrado tangente T(M).

Definicion 1.2.3.6

Dos s — variedades Riemannianas regulares (M,g) y (M',g") se dicen
que son localmente isomorfas si para cualesquiera p € My p'e M', existe
una isometria @ de un entorno de p, U, a un entorno de p', U', tal que

D.(Sy)= Sy

Nota 1.2.3.7

Debido a que en cualquier s — variedad Riemanniana regular el campo
tensorial S es s — invariante, sera suficiente verificar la condicion anterior para
un par de puntos fijados, pe My p'eM’.

Nota 1.2.3.8

Usando el Teorema 1.2.1.14 y el Corolario 6.4 de [K-N, Capitulo VI], se
obtiene que dos s — variedades Riemannianas regulares, simplemente conexas
y localmente isomorfas siempre son globalmente isomorfas.
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Por otra parte, usando el Teorema 1.2.3.2 se obtiene:

Teorema 1.2.3.9

Para toda s — variedad Riemanniana regular (M,g), existe una s — varie-
dad Riemanniana regular (M ', g") simplemente conexa que la cubre tal que,
la aplicacion del cubrimiento es un isomorfismo local en el entorno de cada
punto de M.

Nota 1.2.3.10

Si (M'g") es la variedad Riemanniana que cubre universalmente una
s — variedad Riemanniana regular dada (M,g), se tiene que la aplicacion del
cubrimiento universal © induce sobre (M ', g") una aplicacion s':M'—> T(M")
tal que, para cada y e M, la imagen s/, es una simetria Riemanniana local en
y. Ademds, para cada yeM', s| puede ser extendida obteniendo asi que s/,
es una simetria Riemanniana global en y. Asi, 7.(S') = S.

1.3. TRATAMIENTO ALGEBRAICO DE LAS S - VARIEDADES
RIEMANNIANAS REGULARES

Dada una s — variedad Riemanniana regular, se denota por V la conexion
Riemanniana sobre (M,g) y por S el campo tensorial de simetria asociado a s.
Usando los Lemas 1.2.1.7 y 1.2.1.10, se introduce la conexidén canénica V como:

V, Y=V, Y-D)Y
D,Y=(V, xS S'Y

y X, Y son campos vectoriales arbitrarios sobre M.

donde, 1.1)

Debido al Lema 1.2.1.10, en el que se indican las propiedades basicas de la
conexion V, se sabe que VR=VT =Vg=VS=0. Ademas, usando el Teorema
4.5 de [K-N, Capitulo IV] y el Teorema 1.1.7, se demuestra facilmente que:

Teorema 1.3.1

La variedad afin (M,V)correspondiente a la s — variedad Riemanniana
regular (M,g) es completa.

Dada la s — variedad Riemanniana regular (M, g), se denota por o un punto
fijado de M y por V' = T M su correspondiente espacio tangente.

Teorema 1.3.2

Los campos tensoriales S, g, R, T satisfacen en el punto inicial o, las
siguientes condiciones de compatibilidad algebraicas:
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i) Las transformaciones lineales sobre ¥, S, e [, — S, son no singulares.

ii) Para cualesquiera X, Y € V el endomorfismo Eo (X,Y) actua como una
derivacion sobre el dlgebra tensorial 3(V) satisfaciendo:

R(X.Y)S, =R (X.Y)g,=R(X,Y)R, =R (X,Y)T,=0.

iii) Los tensores g,,R,,T, son invariantes por S .

V) R,(X,Y)=-R,(Y,X), T,(X,Y)=-T,(¥,X).

v) La primera identidad de Bianchi S[R, (X,Y)Z T (T (X,Y),Z)]=0.

vi) La segunda identidad de Bianchi & [Ea (TN"O (X,Y)Z)]=0.

Para demostrar este Teorema solo es necesario utilizar las propiedades
basicas de V.

1.3.1. s-Variedades Algebraicas, definicién, equivalencia y existencia

A continuacion se ve que las relaciones algebraicas i) — vi) caracterizan
completamente la estructura de una s — variedad Riemanniana regular. Para ello,
siguiendo [K.1], se introduce el concepto de s — variedad algebraica como sigue:

Definicion 1.3.1.1

Una s — variedad algebraica es una coleccion (V, g,, S,, R,, T, ), don-
de V es un espacio vectorial, g, es un producto interior positivo sobre V'y S ,
7~"U son tensores de tipo (Z,1), (1,3) y (I,2) respectivamente, de forma que las
condiciones i) — vi) del Teorema 1.3.2 son satisfechas.

Definicion 1.3.1.2

Dos s — variedades algebraicas (V, g, S, Iz., TN’l ), 1=1, 2, se denominaran
isomorfas si existe un isomorfismo lineal de espacios vectoriales f': V, — V, tal
que fg) = g, fiS) = S, AR) = R,, AT, )= T *

El siguiente teorema, permitira relacionarlas con las s — variedades Rie-
mannianas regulares.

Teorema 1.3.1.3

UEX

Sea (M,g) una s — variedad Riemanniana regular. Entonces:

* Aquifindica, en cada caso, la extension a las correspondientes algebras tensoriales; ver [K-N,
Capitulo I].
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1. Para cada punto p € M , la coleccion (TM, g, S, ﬁp, fp ) es una § —
variedad algebraica.

2. Para cualquier par de puntos p, g € M, las correspondientes s — variedades
algebraicas son isomorfas.
Demostracion

1. Es debido al Teorema 1.1.2.
2. Dados p,qeM, por el Teorema 1.1.7, se sabe que existe ge A(M,V) tal

que g(p)=gq vy, ademés, por la definicion de V, A(M,V) preserva gy S.
Entonces, se obtiene g.,: TM — T M, el cual es el isomorfismo querido.

Este Teorema motiva la siguiente definicion:

Definicion 1.3.1.4

El tipo algebraico de una s — variedad Riemanniana regular (M,g),
es la clase de isomorfia de una s — variedad algebraica asociada, (T M, g,, S,
R, T,)peM>

El siguiente teorema muestra cuando dos s — variedades Riemannianas
regulares son equivalentes.
Teorema 1.3.1.5

Dos s — variedades Riemannianas regulares son localmente isomorfas, si y
solo si, tienen el mismo tipo algebraico.

Corolario 1.3.1.6

Sean (M,g) una s — variedad Riemanniana regular y (M',g') una s' —
variedad Riemanniana regular. Entonces, son localmente isomorfas, si y sélo
si, en al menos un par de puntos, pe M, p'e M' existe un isomorfismo lineal
S TM— T,M' tal que

f(g,)=g,.1(S,)=58,,f((VS),)=(V'S),.f(R,)=R,.

A continuacion se ve el teorema de existencia.

Teorema 1.3.1.7

Cualquier s — variedad algebraica es el tipo algebraico de una tnica sim-
plemente conexa s — variedad Riemanniana regular.

5 Naturalmente, no se diferenciara entre s — variedades algebraicas y sus clases de isomorfia.
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La demostracion de este teorema dada en [K.1], esta basada en la prueba
del Teorema 1.2.3.3, en la cual, se usa la construccion del algebra de Nomizu
[N, Pag. 62].

Demostracion

Sea, (V, g,, S,, Eo, YN"O ), una s — variedad algebraica. Se define §h como
el algebra de Lie de todos los endomorfismos 4 de V' que, actuando como una
derivacion, satisfacen

A(g,) =A(S,)=A(R,) =A(T,)=0

En particular, I?O(X ,Y) € h para cualesquiera X, ¥ € V. Entonces, se
define el algebra de Lie g, como V' @ b, con la siguiente tabla de multiplicar

[X’Y]:(_f:>(X5Y)’_Ro(X,Y))
[4,X]=AX X,YeV; ABe b. 1.2)
[4,B]=AB—-BA

Se puede ver facilmente que usando las condiciones v) y vi) del Teorema
1.1.2 se obtienen las identidades de Jacobi.

Sean G el grupo de Lie simplemente conexo cuya algebra de Lie es g y H
el subgrupo de Lie conexo cuya algebra de Lie es h. Entonces, como f estd
generada por los endomorfismos de V' que dejan invariantes 7 y R, H es un
subgrupo cerrado de Gy, M = G / H es un espacio homogéneo reductivo con
respecto a la descomposicion g = V @ h. Debido a que G es simplemente
conexo y H es conexo, se tiene que M es también simplemente conexo. Ahora,
se define V como el segundo tipo de conexion canénica sobre G / H. Entonces,
usando el Corolario 2.5 del Capitulo X de [K-N], se concluye que V es completa.

Se identificara el espacio vectorial J con el espacio tangente 7 M en el
origen o € M, correspondiente a la clase H de G/H . Entonces, los tensores
g, S, Ea, ZN"O sobre 7 M son invariantes con respecto al grupo Ad(H) y, por
tanto, pueden ser extendidos a campos tensoriales G — invariantes g, S, R,
T sobre la variedad M = - G/H. También, debido a la Proposicion 2.7 del Capl—
tulo X de [K-N], g, S, R, T son paralelos con respecto a V. Por otra parte,
debido al Teorema 2.6 del Capitulo X de [K-N], se puede deducir que R y
T son, respectivamente, los campos tensoriales curvatura y torsion asociados
aV. Usando la condicion iii) del Teorema 1.1.2 y fijado un punto x € M, se
obtiene S (R )= R y S (T )= T Puesto que, (M, V) es una variedad afin
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con curvatura y torsion paralelas, S, proporciona una transformacion afin local
5, respecto a x tal que (5,)., =S, [K-N, Capitulo VI, Teorema 7.4]. (M V)
es también simplemente conexa y completa; asi 5, puede ser extendida a una
transformacion afin global s . Ademas, como S_conserva el producto interior g ,
y g es paralelo, se tiene que s, conserva la métrica g. Andlogamente, s, conser-
va el campo tensorial S. Por tanto, se sigue que la isometria s, de la variedad
Riemanniana (M, g) tal que (s,). =S, es Unica. Asi, se tiene una aplicacion
s: M — %(M) satisfaciendo la condicion i) de la Proposicion 1.2.2.5 y cuyo
campo tensorial de simetria S es G — invariante. Por tanto, se ha obtenido que
(M,g) es una s — variedad Riemanniana regular.

Ahora, falta ver que la conexién V coincide con la dada en (1.1). Se denota
por V la conexién Riemanniana de (M,g) y sea E=V—V el correspondiente
tensor diferencia, donde E,Y = V,Y - VY para cualesquiera par de campos
vectoriales X, Y sobre M. Puesto que las simetrias s_son transformaciones afines,

tanto con respecto a V como a V, E es invariante por S. Asi,

(E

1-$)"'x

SYS'Y)=E

I-sy'x

Y-S(E

I-s)y'x

(S7Y)=E

I-s)y'x

Y-E Y=E,Y.

S(I-8)"'x

Debido a que VS =0, se obtiene finalmente lo que se busca; esto es,

E,Y=(E

I-s)"'x

S)S'Y)=(V S)S'Y)=D,Y

I-sy"'x

Nota 1.3.1.8

Si en la construccion realizada, a lo largo de la demostracion, se reempla-
za el algebra de Lie b por su subalgebra h'C h, suponiendo ademas que, el
subgrupo de Lie generado por ', H' C GL(V), es cerrado y, que ﬁo (X,V)e
h' para cualesquiera X, Y € V, se obtiene el mismo resultado.

Nota 1.3.1.9

Si S, =—I y T.= 0 se obtiene el teorema de existencia para espacios simé-
tricos. La version local de este teorema puede ser encontrada, por ejemplo, en
[C, Pag. 263].

1.3.2. Reducibilidad de s - Variedades Riemannianas Regulares

Usando el concepto de s — variedad algebraica, en este apartado se estudia
la reducibilidad de las s — variedades Riemannianas regulares. Para ello, se
sigue el estudio realizado en [K.2].
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Definicion 1.3.2.1

Una s — variedad Riemanniana regular (M, g) se dice que es producto de
s — variedades Riemannianas regulares (M,,g,) y (M,,g,) si

a) (M,g) = (M,,g,) *x (M,,g,),
b) para todo x, y € M, x = (x,,%,), y = (»,,»,), se tiene que

Sx(y) = (S)l(l (yl),Si (r2))-

Asi, una s — variedad Riemanniana regular se denominara reducible si
es un producto de s — variedades Riemannianas regulares.

Nota 1.3.2.2

Si una s — variedad Riemanniana regular (M,g) es reducible entonces,
la variedad Riemanniana asociada a esta es también reducible. En general, el
reciproco no es cierto.

Definicion 1.3.2.3

Se dice que una s — variedad algebraica (¥, g,, S ﬁo, IN’O ) es suma directa
de s — variedades algebraicas (V', g!, S!, R, T/ ),i=1,2,si

P

Q) V=v'+71r3

b) g (X.Y)=3 g (z.X.7Y).

©) SO(X>=ZSIJ;(7@X),

d) R, (X,Y)Zl =Y Rz X.xV)n,Z,
e) ZN’O(X,Y)=ZZL")i(7riX,7riY)

donde, ;- V— V', i=1, 2, son las proyecciones.

Asi, una s — variedad algebraica se denominara reducible si es suma
directa de s — variedades algebraicas.

Teorema 1.3.2.4

Una s — variedad Riemanniana regular simplemente conexa (M,g) es
reducible, si y soélo si, su tipo algebraico (V; g,, S,, R,, T, ) es reducible.
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Demostracion

Evidentemente, si (M,g) es una s — variedad Riemanniana regular redu-
cible, los campos tensoriales g y S, y la conexion Riemanniana V son des-
componibles. Entonces, se obtiene que los campos tensoriales R 'y VS son
descomponibles y, en consecuencia, D,Y =(VN(H),,£S)(S”Y ) también lo es.
Entonces, usando el Lema 1.2.1.9, se ve que T y R se descomponen y, por
tanto, el tipo algebraico asociado es reducible.

Inversamente, si (V, g,, S,, Eo, i) es suma directa de s — variedades
algebraicas, se considera (M,,g,) como la s — variedad Riemanniana regular
simplemente conexa correspondiente a la s — variedad algebraica (V', g!, S!,
Ry, T)).i=1 2 Sea h={de gl(V) : A(g,) = A(S,) = A(T,) = A(R,) = 0}
y se denota por b, la correspondiente algebra de Lie asociada a (V', g!, S!,
ﬁj, TN“oi ), i = 1, 2, la cual es construida de forma analoga a h. Entonces,
b=b, @b,y g=V+h= =(V+h,)®( +b,). Portanto, g~ g, Dg,, G~G,xG,
y G/H=G,/H,xG,/H, donde, esta ultima descomposicion implica que la
s — variedad Riemanniana regular es reducible.

1.4. ESPACIOS SIMETRICOS RIEMANNIANOS GENERALIZADOS

En este apartado se extendera el concepto de s — variedad Riemanniana
regular, para ello:

Teorema 1.4.1

Si (M,g) admite una s — estructura regular entonces, también admite una
s — estructura regular de orden finito.

La demostracion de este teorema puede verse en [K.1, Teorema 2].

La motivacion de la siguiente definicion, viene dada por el teorema anterior.

Definicion 1.4.2

Un espacio simétrico Riemanniano generalizado (abreviadamente espacio
s — simétrico) es una variedad Riemanniana (M,g) admitiendo al menos una
s — estructura regular. El orden de un espacio s — simétrico es el menor entero
positivo k£ tal que M admite una s — estructura regular de orden «.

Nota 1.4.3

Los espacios s — simétricos de orden 2 no son mas que los espacios simé-
tricos.
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Nota 1.4.4

Si en un espacio s — simétrico (M, g) se fija s, se obtiene que (M,g) es
una s — variedad Riemanniana regular.
El siguiente resultado, cuya demostracion puede verse en [K.1, Teorema 3],

generaliza el Teorema de descomposicion de De Rham para espacios simétricos
[K-N, Capitulo XI, Teorema 6.6]:

Teorema 1.4.5

Sea (M,g) un espacio s — simétrico simplemente conexo y sea
M=M,x M, x - x M

su descomposicion de De Rham, donde M, es un espacio Euclideo y M,,....M,
son irreducibles. Entonces, cada M, es un espacio s — simétrico. Mas aun,
cualquier s — estructura regular de orden k sobre (M,g) determina una s —
estructura regular de orden k, sobre cada M,, donde k divide a k, i =0, 1,..., r.

1.5. SISTEMAS DE VALORES PROPIOS

La Nota 1.1.9 motiva a realizar un estudio mas exhaustivo de los sistemas
de valores propios asociados al campo tensorial de simetria S, asi como de sus
aplicaciones. Para realizarlo se sigue [K.2].

Sea (M,g) una s — variedad Riemanniana regular y (T M, g,, S,, TN"D)
su tipo algebraico. Los valores propios @), ,...,@, de la transformacion S, son
unidades complejas tales que, ©@,# I, para todo i = I,..., n, (debido a Nota
1.1.6) y, para cualquier valor propio, @, su conjugado complejo, @ , es también
valor propio y, ademds, con la misma multiplicidad. Asi, se tiene la siguiente
definicion:

Definicion 1.5.1

Un sistema de valores propios es una coleccion de unidades complejas,
(6,,...,0,), tales que:
a) O.# I, paratodoi=1,..., n.

__ b) Si @, valor propio con multiplicidad m, pertenece a { @,,...,0, } entonces,
® también pertenece.

Definicion 1.5.2

El conjunto de las relaciones caracteristicas asociado a (©,), Z(@,), es
el conjunto de todas las relaciones de la forma ©,0, =6, (i #)),y 6,0, =1.
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Proposicion 1.5.3

2(@,) es el conjunto formado por las relaciones de la forma .0, =6,,
0,=0,,0,=0, (i+)), 0,=-1.

Demostracion

Se quiere ver que los dos conjuntos siguientes son iguales:

(0,0,=0, (i).0,0,=1,={06,=6,.6,=0,.0,=0, (i+), 0,~-1)

C) Sien (O,) se considera (de forma notacional) que puedan existir valo-
res repetidos; es decir, se afiade la condicion @, =@, entonces la condicion
0.0, =0, (i #)) pasard a ser 0,0, =0,.

Si ahora se analiza @@, =1, en el caso r=s se obtiene que @,” =1 vy,
por tanto @, =—7. Asi, ya se ha obtenido la condicion buscada &, = —1. Si
ahora se considera el caso en que r # s, se obtiene @ 0.0, = O, y, usando que
©.0, =1 sectiene ® =0, (r+s)y, asi, la condiciéon buscada identificando
reconiysconj.

D) Este contenido es claro si se sigue la demostracion del anterior pero en
sentido contrario.

Notacion 1.5.4

Es preciso realizar todas las cuentas con estos sistemas de valores propios
sin olvidar que sus elementos son raices de la unidad. Por ello, cuando se mul-
tiplican se puede pensar que en realidad se estdn sumando angulos.

Asi, el valor [ se identificara con la raiz de la unidad correspondiente al
angulo de 0 6 2z radianes y, el valor —/ con el angulo de 7 radianes.

Teniendo esto presente, siempre se verificara que @0, =1.

Notacion 1.5.5

Se expresara que dos sistemas de valores propios (@,) y (©,") cumplen que
2(0,) C Z(6,") (después de realizar, si es necesario, una reordenacion de los
numeros (©,')) escribiendo (©,) < (0,").

Definicion 1.5.6

Dos sistemas de valores propios (®,) y (©,") se denominan equivalentes
si 2(0,)= X0,").
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Definicion 1.5.7

Un sistema de valores propios (&,) se dird maximal, si para cualquier
otro sistema de valores propios (&,') que cumpla (®,) < (@,"), se tiene que
ambos sistemas son equivalentes.

Esta ultima definicion implica, en cierto sentido, que el conjunto X(®,)
es maximal.

Las siguientes propiedades mostraran la relacion entre los espacios s — simé-
tricos y los sistemas que se acaban de definir. Estas seran de gran importancia
en el siguiente capitulo.

Teorema 1.5.8

Todo espacio s — simétrico simplemente conexo surge de un sistema de
valores propios maximal.

Demostracion

Sean, (@,) < (6,"), dos sistemas de valores propios con numeraciones
coordinadas, y (¥, g,, S,, Eo, ZN"O ) una s — variedad algebraica tal que
0, ,...,0, son los valores propios de S, . Se considerara que {U,,...,U,} es una
base arbitraria de vectores propios de V¢ =V @, C ; es decir, S,U, =O.U,,
i =1,..., nYy, se definird una nueva transformacién S, :¥ —V como aquella
que cumple S,U,=O,U,, i = I,..., n. Con esto, es posible ver que (¥, g,,
S', R, T )esunas— variedad algebraica.

Sea b el algebra de Lie formada por todos los endomorfismos reales 4 C
gl(V) que, actuando como una derivacion anulan g, S, , Eo y TN“U Si b es
el 4lgebra de Lie cuyos elementos anulan g,, S., R, y T, entonces, h C b'.
Ahora, a partir de (¥, g,, S., R,, T, ) y siguiendo la demostracion del Teo-
rema 1.3.1.7, se construye la s — variedad Riemanniana regular correspondiente,
aunque en este caso se reemplazara el algebra de Lie h' por su subalgebra §
como indica la Nota 1.3.1.8. Por tanto, las s — variedades Riemannianas regu-
lares simplemente conexas correspondientes a (V;, g,, S,, Eo, TN“O Yyya(, g,,
S', R, T, ) son isométricas pudiendo diferir solamente en la correspondiente
s — estructura regular.

Debido a que cada sistema de valores propios “cubre” a uno maximal, se
sigue la tesis.

Definicion 1.5.9

Sean (V, g,, S,, R,, T, ) una s — variedad algebraica, (©,, ...,0,) el
sistema de valores propios asociado a §, y, Z(6,) el conjunto de relaciones
caracteristicas asociado a (@,). Se define el sistema reducido de relaciones
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caracteristicas, ~r, asociado a (V, g,, S,, ﬁo, T'o ), como el sistema que se
obtiene al eliminar en X(®,) las relaciones de la forma 6,0, =6, y, donde
si Uy U’ son vectores propios asociados a @, y ©; respectivamente, se tiene
que 7,(U,U")=0.

Proposicion 1.5.10

Dados (V, g,. S,, EO, TN’O ) una s — variedad algebraica y (@,") un siste-
ma de valores propios, se considera X' como el sistema reducido de relaciones
caracteristicas asociado a (V; g,, S,, R,, T, )y, £(@,") como el sistema de
las relaciones caracteristicas asociado a (@,"). Entonces, si Zr C X(@',) existe
una s — variedad algebraica, (V;, g,, S;, ﬁo, YN"O ), tal que @,',...,0," son los
valores propios de S, .

En otras palabras, cada espacio s — simétrico obtenido a partir de los ten-
sores g,, S,, i puede también ser obtenido a partir del sistema de valores
propios (@,',...,0,").

A continuacion, se analizara qué es la reducibilidad en sistemas de valores

propios, relacionandola ademas, con los criterios de reducibilidad ya conocidos
en s — variedades algebraicas y espacios s — simétricos.

Definicion 1.5.11

(6,,...,0,) es un sistema de valores propios reducible si puede ser divi-
dido en dos subsistemas (6, ,...,0,) y (O,,,,...,0,) de forma que

5(6,,..,0,) = %(6,,...0,) U (6,,,,...0,).

Teorema 1.5.12

Cada s — variedad algebraica, (V, g, S,, Eo, i ), tal que S, tenga un
sistema de valores propios reducible, es reducible.

Demostracion

Si se considera (@, ,...,0,), sistema de valores propiosde S,,y 2(6,,...,0,)
=2(6,,....0,) U X(0,,,,...,0,), se tiene que la complexificacion del espacio
vectorial ¥, V<=V @®, C, se puede descomponer como la suma de espacios
propios V¢=V,+--+ V + V_  +---+ V, donde V...,V son los espacios pro-
pios correspondientes a los valores propios @,,...,0, y V...V, a O,,,,...,
©®,. Debido a la reducibilidad, se obtiene una descomposicion ortogonal V =
V'+V",donde V'€=V, +-+ V. y V'€=V  +--+ V, talque V' y V" son
S, — invariantes.
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De las condiciones ii) y iii) del Teorema 1.3.2 se tiene

T.(S,U,S,U")=S,(T,(U,U"), R(S,U,SU)=R,U,U", RU,U")-S,=S,-R U,U"),

paratodo U, U'e VE.Si@ € (6,,....0,)y Z € (O,,,...,0,) entonces, la condi-
cion de reducibilidad quiere decir que @= no es ni un valor propio ni /. Por tanto,
para cualesquiera U'e V¢ y U"e V' se tiene T,(U,U")=0y R (U,U")=0.
También, si U', U, U, € V¢ y U", U', U", € V"¢ entonces T,(U,, U}) € V',
T (U', U") e V" yusando la primera identidad de Bianchi, se obtiene ademas
R(U', UY'e VERU', U)U"=0RU", U')U"e V', RU", U')U" = 0.
Asi, (V, g,, S,, EO, TN"O) se descompone en las dos s — variedades algebraicas
siguientes:

v,g,S, R, Ty, g, 8", R, T".

Corolario 1.5.13

Cada espacio s — simétrico simplemente conexo G / H, que procede de un
sistema de valores propios reducible, es reducible.

La demostracion de este corolario es directa usando el Teorema 1.3.2.4.



2. CLASIFICACION

Este capitulo esta dedicado al estudio del articulo de O. Kowalski [K.2],
cuyas técnicas seran de gran utilidad para el desarrollo de la clasificacion de
los espacios homogéneos naturalmente reductivos en la dimension 6.

2.1. CONSIDERACIONES PREVIAS

Veamos algunas consideraciones a la hora de realizar la clasificacion de
los espacios s — simétricos.

Teniendo en cuenta el Teorema 1.2.3.2 es razonable comenzar con espacios
que sean simplemente conexos. Ademas, debido al Teorema 1.4.5, se sabe que
es posible descomponer cualquier espacio s — simétrico simplemente conexo en
componentes irreducibles; asi, se puede limitar nuestro estudio a los espacios
irreducibles simplemente conexos.

Finalmente, debido a la definicion de espacio s — simétrico, parece natural
clasificar primero las s — variedades regulares Riemannianas donde a la hora de
abordar el problema de la clasificacion es posible seguir las dos lineas siguientes:

A) Dado un orden £, encontrar todas las s — variedades Riemannianas
regulares de ese orden.

B) Dada una dimension 7, encontrar en esa dimension todas las s — varie-
dades Riemannianas regulares.
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Sin olvidar que lo que se quiere clasificar son los espacios s — simétricos,
no se distinguira entre s — variedades Riemannianas regulares isométricas que
solo puedan diferir en la correspondiente s — estructura regular.

Para resolver el problema indicado en B), lo mas natural serd comenzar con
la dimensién n = 2 donde, aunque se sabe que los espacios s — simétricos son
los espacios simétricos Riemannianos, es posible obtener el siguiente Teorema
de clasificacién cuya demostracion puede verse en [K.1].

Teorema 2.1.1

Cualquier espacio Riemanniano simétrico generalizado de dimension 2 es
homotético a uno de los siguientes espacios:

— El plano Euclideo E*.

— El toro llano Riemanniano 7°.

— La esfera S°.

— El plano proyectivo RP* = S%/{+I}.
— El plano hiperbdlico H’.

En particular, todos los espacios s — simétricos de dimension 2 son espacios
simétricos Riemannianos. Asi, todo espacio s — simétrico de dimension 2 tiene
orden k£ = 2 y por tanto, es un espacio simétrico en el sentido de E. Cartan,
cuya clasificacion ya es conocida; por ello, estos espacios no son considerados
en la clasificacion estudiada por O. Kowalski.

Se usara el siguiente teorema, cuya demostracion esta desarrollada en el
Teorema 9 de [K.1], para reconocer y evitar el estudio de los espacios simétricos
en el sentido de E. Cartan.

Lema 2.1.2

Para el campo tensorial diferencia de dos conexiones D = V-V de una
s — variedad regular Riemanniana (M,g) (en el sentido de la formula (1.1),
apartado 1.3) se tiene:

2¢(D(X,Y),Z)=g(T(X,Y),Z)+g(T(X,Z),Y)+g(T(Y,Z), X).

Teorema 2.1.3

Sea (M,g) una s — variedad regular Riemanniana y (@,,...,0,) el sistema
de valores propios de S. Entonces, cada una de las siguientes condiciones es
suficiente para que (M,g) sea un espacio localmente simétrico:

i) V§=0,
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i) T=0,
iii) @,0, # O, siempre que i, j, k= 1,..., n, i #j.

Nota 2.1.4
Notar que, debido al teorema anterior, si T#0 entonces, se tiene al menos
una relacion de la forma @,0, =, i # j, entre los valores propios de S.

La clasificacion realizada por Oldrich Kowalski proporciona la solucion al
problema B) para las dimensiones n = 3, 4 y 5. En los siguientes apartados nos
centraremos en conocerla y desarrollarla.

2.2. Lista DE LA CLASIFICACION

En este apartado, se presenta la lista completa de todos los espacios s — simé-
tricos simplemente conexos irreducibles de dimensiones 3, 4 y 3, cuyo orden es
mayor que 2. Para abreviar, se denominaran espacios simétricos excepcionales.

En cada caso, se describira primero la variedad homogénea subyacente
G/H vy, entonces, se daran de una manera mas explicita la familia de todas las
métricas invariantes admisibles.

Dimensionn = 3

Todos los espacios excepcionales son de orden 4 y del siguiente tipo:

Como espacio homogéneo, M es el grupo formado por las matrices de la
forma:

e 0 x
0 e° y
0o 0 1

También, M es el espacio R’(x,y,z) con la métrica Riemanniana
g=e%dy’ +eFdy + A dZ,
donde A > 0 es una constante.

La simetria tipica en el punto (0, 0, 0) es la transformacién dada por:

’
X==y, Yy=X, z=-z.

Dimension n = 4

Todos los espacios excepcionales son de orden 3 y del siguiente tipo:
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M es el espacio homogéneo

a b u Cos(t) Sen(t) 0
c d v —Sen(t) Cos(t) 0
0 0 1 0 0 1

donde,

0 o)
det =1,
c d

También, M es el espacio R*(x,y,u,v) con la métrica Riemanniana
g=[-x+( 4y’ + )] did + [x+(x*+y +1)7] d— 2y du dv +

2
+ % [(I +y") dx’+ (1 +x)dy’ — 2xy dx dy]
I+x"+y

donde, A > 0 es una constante.

La simetria tipica de orden 3 en el punto (0, 0, 0, 0) es la transformacion
dada por:

u':Cos[z—” -u —Sen 2z v, V' =S8en 2 -u+Cos 2 v,
3 3 3 3

4 4 r r
'=Cos| — |-x+Sen| — |-y, y' =-Sen|— |-x+Cos| — |- y.
x os(ij en(SJy ¥ en(3)x os(3jy

Dimensionn =5

Todos los espacios excepcionales son de orden 4 6 6, y de los siguientes
12 tipos:

Tipo 1)

Como espacio homogéneo, M es el grupo formado por las matrices de la
forma:

S X S~

0
0
1
0

S ~ D
~ N < R

También, M es el espacio R’(u,v,z,x,y) con la métrica Riemanniana
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g=dw+dvV+dd +dy +p’(udc+vdy—dz),
donde, p > 0 es una constante.

La simetria tipica en el punto (0, 0, 0, 0, 0) es la transformacion dada por:

’ ! ’ !

u'=-v, V=u, z'=-z, x'=-y, y=x.

Tipo 2)

Como espacio homogéneo, M es el grupo formado por las matrices de la
forma:

X
0 e™ 0 0 y
0o 0 €= 0 =z,
0o 0 0 e™ w
o 0 0 0 1

las cuales dependen de los parametros 4; y 1,.

También, M es el espacio R’(x,y,z,w,t) con la métrica Riemanniana

g: e—ZtL, de + eZtk, dyz + e—Zt?uz dZZ + eZt}u_, dw2+ dt2+
+ 20 [e" M gy dz + &) dy dw] +

+ 28 [ dy dz — 7 dx dwl,

donde, aqui O M > X, > 0, P+ B <L OM=0>0,a=0,0<B<1 06MN<
0,,=0,00=0,0<B< 1

La simetria tipica en el punto (0, 0, 0, 0, 0) es la transformacion dada por:

Tipo 3)

M es el espacio homogéneo SO(3,C)/SO(2), donde SO(3,C)denota el
grupo ortogonal complejo especial y SO(2) denota el siguiente subgrupo de

50(3,0)
SO(2): 0
0o 1

UEX

49



UEX

50

ARIAS-MARCO

La métrica g sobre M es inducida por las siguientes formas reales inva-
riantes y semi-definidas positivas sobre el grupo GL(3,C)de todas las matrices
regulares complejas

Asi,
w, —w :
g =N (w,w, +w,w,) +7( W1)2+(W1)2+(W2)2+(W2)2)+u2[3. 3)
i

donde,
wW; = 4a; da3 + bz db3 + C, ng,

W, = d; dCl] + b3 db] + C3 dC1, W3 = d; dag + b1 dbg + Cy ng,

y A, 7, u son parametros reales satisfaciendo A > 0, u > 0, |2y| < A%

La simetria tipica en el origen de M es la inducida por la siguiente trans-
formacion sobre GL(3,C):

a, a, d4a; b, -b, b
b, b, b;|>|-a, a, -a|
¢, ¢, G C, —¢ G

Tipo 4)

Como espacio homogéneo, M es el grupo formado por las matrices com-
plejas de la forma:

las cuales dependen del parametro A.
Aqui, z y w son variables complejas y t es una variable real.
También, M es el espacio €’ (z, w)x R’ () con una métrica Riemanniana real

g=e" " Vdzdz + & Pdwdw + (df)’ + 2cv[e® Pdzdw + e Pdzdw] +
+ ae ™ (dz)’ + ae ™ (dz)’ — ae’ (dw)’ — ae’™ (dw)’
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donde, A y o son parametros complejos, ¢ es un parametro real y ao + c’< Y.
Ademas, en el caso de que A+A= 0 se tiene que oo = 0y ¢ # 0.

La simetria tipica en el punto (0, 0; 0) es la transformacion dada por:

' . ' . '

z=mw, w=iz, [ =—t.

Tipos Sa), 5b)
M es el espacio homogéneo

SOB3)xS0@3)  SO2.HxS02.1) |
50(2) 50(2)

donde SO(2) denota el subgrupo

Cos(t) —Sen(t) 0 Cos(t) Sen(t) 0
Sen(t) Cos(t) 0 |x|—Sen(t) Cos(t) 0|
0 0 1 0 0 1

La métrica Riemanniana g es inducida por las siguientes formas reales
invariantes y semi-definidas positivas sobre el grupo GL(3,R)xGL(3,R) de
todos los pares de matrices regulares

-\@ \Q
S

¥} o

al
X

S =

o )

“w WQ t

o
S

o
N1

o
o
™

o
N1

o
o

Asi,
g :az[(wl +"~V2)2 +(w1 +W2)2]+ﬁ2[(w1 _ﬂ}z)z +(w1 _W2)2]+72(W3 +W3)2

donde,

w; = da da3 + bg db3 + C) dC},
W, = d3 da; + b3 db] + C3 dC1, Wz = a; dag + b[ dbg + C; dc;,

y #,,,,w, son dados por andlogas expresiones pero con &, b,, ¢,, dd,, db,,
de,, i=12 3

Aqui, a, By y son parametros reales positivos satisfaciendo, o > B, y los
signos () y () en w,,w,,w,,w,,w, y W, corresponden al caso eliptico 5a) y
al caso hiperboélico 5b) respectivamente.

La simetria tipica en el origen de M es la inducida por la siguiente trans-
formacion sobre GL(3,R)xGL(3,R):

UEX

51



UEX

52

ARIAS-MARCO

a a, a; a, 4a, 4a; a —a, —da; a —a, d;
bl bz b3 x bl bz 3 | _b1 bz b3 x _bI bz —b3
¢ ¢, G ¢ € G —-¢ G Cs ¢, ¢ G

Tipos 6a), 6b)

M es el espacio homogéneo

SU(3 . SU(21
(%U@) 6 2/ %U(Z),

También, M es la subvariedad de €’(z',z°,z’) dada por la relacion
2’70+ 2777227 =41,

La métrica Riemanniana sobre M es inducida por la siguiente métrica
hermitica sobre €’ :

S=Md'dz' +d’dz* +d’dz )+ pu(Z'dz' + 22 dz” + 2d2 )z d +2d” £ 2de),

donde, A y p son parametros reales tales que A > 0, u# 0y u+ A > 0. Los
signos (1) y (-) corresponden respectivamente al caso eliptico 6a) y al caso
hiperbdlico 6b).

La simetria tipica en el punto (0, 0, 1) de M es inducida por la siguiente
transformacion sobre € :

Z]v

Il
Ny
N
|

|
N
N
Il
Ny

Tipo 7)

Como espacio homogéneo, M es el grupo formado por las matrices reales
del tipo

~
Q
<
S
<
S
S < R = ¥

las cuales dependen del pardmetro A.

También, M es el espacio R’(x,y,u,v,t) con la métrica Riemanniana

g=dt’ +e? M (tdx—du)’ + e (tdy + dv)’ +a’ (e M dx’ +e*Mdy’ )+ 2y (dydu — dxdv)



ESPACIOS § - SIMETRICOS

donde, A, a y y son parametros reales tales que L > 0, a > 0y ¥ < d’.

La simetria tipica en el punto (0, 0, 0, 0, 0) de R’ es la transformacién
dada por:

X'=-y, y=x, u=-v, V=u, t'=-t

Tipos 8a), 8b)

M es el espacio homogéneo

®) fso) © 18 fsoey

donde F(R’) 6 I'(IR) denotan el grupo de todas las transformaciones afines
positivas sobre el espacio R’(x,y,z) que conservan la forma diferencial dx’
+dy +dZ7 6 dx’ + dy’ — dZ’ respectivamente; es decir, si se denota por #(3)
el grupo de las translaciones sobre R’, I°(R’) es el producto semidirecto de
SO(3) con 1(3) y I"(R’) lo es de SO(2,1) con 1(3).

También, M es la subvariedad de R°(x,y,z;a,,7) dada por la relacién
o’ +B7+y’ =1,

La métrica Riemanniana sobre M es inducida por la siguiente forma cua-
dratica regular invariante sobre R’

g=d’ +d’ tdz’ + A (da’ +dB* +dy?)+[u’ £ (=D)](adx + Bdy £ ydz)

donde, A > 0y nu > 0 son parametros reales. Los signos (+ )y ( — ) correspon-
den respectivamente al caso eliptico 8a) y al caso hiperboélico 8b) y, ademas,
en el caso eliptico p # 1.

La simetria tipica en el punto (0, 0, 0; 0, 0, 1) € M esta inducida por la
siguiente transformacion sobre R’ dada por:

’

X ==Y, y’:xa Z':_Z: a':ﬂn ﬂ,:_aa }/’:7/'

Notar que todos los espacios excepcionales anteriores son de orden 4.
Veamos a continuacion el Gnico tipo de espacio simétrico excepcional cuyo
orden es 6.

Tipo 9)

Como espacio homogéneo, M es el grupo formado por las matrices del tipo
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e 0 0 x
0 e" 0 vy
0 0 ¢ z|
0 0o 0 1

También, M es el espacio R’(x,y,z,u,v) con la métrica Riemanniana

g=a (du’ +adv’ +dudv)+ (b + 1) Vdx’ +edy’ +e'dr) +
+(b* = 2)(e"dxdy + e"dxdz — eV dydz),

donde a > 0y b > 0.

La simetria tipica en el punto (0, 0, 0, 0, 0) e M es la transformacion
dada por:

X=y, y=-z, Z=x, u=v, V=—u+v).
Para concluir, se destacara el siguiente teorema que asegura la coherencia
de la lista de la clasificacion dada, cuya demostracion puede verse en el Apar-
tado 2.4.

Teorema 2.2.1

Dos espacios excepcionales pertenecientes a tipos distintos son no isomé-
tricos y, ademas, en cada tipo los parametros correspondientes a la métrica
Riemanniana son invariantes infinitesimales.

2.3. OBTENCION DE LA LISTA DE LA CLASIFICACION

2.3.1. METODOLOGIA A SEGUIR

Para la obtencion de todos los espacios excepcionales; es decir, espacios
s — simétricos simplemente conexos de dimensiones 3, 4 y 5 que ademas son
irreducibles y no simétricos, se realizaran los siguientes pasos:

1. Por el Teorema 1.5.8, la Proposicion 1.5.10, el Corolario 1.5.13 y a la Nota
2.1.4, dada una dimension n se buscaran todos los sistemas de valores propios
irreducibles y maximales satisfaciendo al menos una relacion de la forma
00,=0,,i+#].
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2. Para cada sistema de valores propios encontrado, se construirdn todas sus

correspondientes s — variedades algebraicas (¥, g,, S,, R,, T,) no isomorfas
con T, #0, asi como el 4lgebra de Lie b.

Para ello, siguiendo basicamente la demostracion del Teorema 1.5.8, se elegira
un (6,,...,0,) y una permutacion ¢ de {I,..., n} tal que ¢’ =id y O, = e,.
Considerando U, ,...,U, base de V“ tal que U, =U,, se define S,: V' — V
mediante las relaciones S,U;= O,U,, i = 1,..., n. A continuacion, se calcularan

g, y T,. Para ello, se expresaran como:
g,WU.U))=a;- i(Ui’U./)zzﬂijk’
. . -

. . k . . . .
para i,j =I, ..., n'y, donde ¢;,B; son variables complejas arbitrarias.

Ahora, con el objetivo de hallar el valor de estas variables se impondra la
condicion iii) del Teorema 1.3.2, la propiedad de antisimetria asociada a T
y, las condiciones de simetria y positividad asociadas a g, ; es decir:

S (g)=g,, S,(T)=T,, T,(X,Y)=-T,(Y,X), g,(X,Y)=g,(¥,X).

Entonces, se obtendra: bien una contradiccion 6 que g, y ]N"O todavia depen-
den de un cierto niimero de variables. Ahora, se intentara reducir g, y T, a
sus expresiones canodnicas; es decir, se intentara encontrar un posible cambio
de base U,,...,U, tal que, a la vez, minimice el nimero de variables en
ambas expresiones y, para ello, serd necesario elegir entre un niimero finito
de cambios de base que sean admisibles de los cuales se obtienen formas
canodnicas diferentes. De hecho, cada forma candnica define una familia de
orbitas con respecto a un grupo G', el cual es la representacion, en el espacio
generado por todos los pares de tensores admisibles (g,,T.), de un grupo G
GL(V). Asi, si se especifica el valor de todas las variables en la expresion de
las formas canénicas de g, y IN"O, se estara eligiendo una orbita en particular.

Ahora, se considerard un tipo canonico, (g,,7.), dependiendo de algunas
variables y se calculara el algebra de Lie ¢ de todos los endomorfismos 4
de Vtales que A(S,)=A(g,)= A(i) =0 . Entonces, puede ocurrir que el tipo
canénico (g,,T,) se divida en un niimero finito de subtipos con diferentes
algebras £.

Finalmente, para cada subtipo (g,,7,,€) se calculara el tensor R Para ello,
se expresara como

R,WU.UNU, => LU,
1

donde, ;/Uk son variables complejas. Ahora, para calcular dichas variables
se impondré la condicion de que R ,(U,;,U,)c € para todo U, U, asi como
las condiciones ii) - vi) del Teorema 1.3. 2 Entonces, se obtendra una con-
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. A continuacion, se comprobara si cada s — variedad algebraica (V, g,, S
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tradiccion 6 bien que ﬁu todavia depende de un cierto nimero de variables.
Ahora, se intentara reducir ﬁo a su expresion canodnica, es decir se intentara
encontrar un posible cambio de base U,,...,U, como antes, aunque esta vez
se impondra la condicion de que, a su vez, mantengan las formas canonicas
obtenidas de g, y fa Por tanto, una vez mas se deberan distinguir varios
tipos de tensores R, con diferentes formas canénicas.

Una vez elegido R,, se calculara la subalgebra de Lie hct de todos los
endomorflsmoNs A de V pertenecientes a £ tales que, ademas, satisfacen la
condicién A(R,))=0.

. Para cada s — variedad algebraica obtenida (¥, g,, S,, R,, T) con T, #0

se comprobara si el correspondiente espacio s — simétrico simplemente
conexo (M,g) es 6 no localmente simétrico. Para ello, se calculara el tensor
diferencia D (en el punto inicial 0 € M) usando g, y T, en la formula del
Lema 2.1.2 y, asi, se podra calcular R, usando la formula del Lema 1.2.1.9

R,(X,Y)=R,(X,Y)+[Dy, D, 1+ Dy, para todo X, ¥ € V.

Ahora, ya que se sabe, debido a [K-N], que “un espacio es localmente simé-
trico, si y solo si, VR =VT = (" y, en nuestro caso particular, debido a que V
es la conexion de Levi-Civita, siempre se tiene VT = (), para comprobar nues-
tro objetivo se aplicara el Teorema 1.2.1.13, el cual en particular decia que:

“VR # 0 en el espacio Riemanniano (M,g), si y solo si, DyR #0 para
algun X € V.”

Asi, para cada espacio excepcional que se obtenga, se tendrd que existiran
X, Y, Z, U e Vtales que DR (Y,Z)U #0.

0
R T ) con T # 0, cuyo correspondiente espacio s — simétrico simplemente
conexo (M,g) no es localmente simétrico, es o no reducible. Para ello, se
vera si se verifica o no la Definicion 1.3.2.3.

Con ello, se aplicaran el Teorema 1.3.2.4 y la Nota 1.4.4 para saber si el
correspondiente espacio s — simétrico simplemente conexo es o no reducible.

. Ahora, se considerara una s — variedad algebraica (V, g, S,, Ea , TN"O) cuyo

correspondiente espacio s — simétrico simplemente conexo (M,g), no es ni
localmente simétrico ni reducible, y de forma analoga a la demostracion del
Teorema 1.3.1.7, se obtendra el dlgebra de Lie g=V @h mediante el calculo
de la tabla de multiplicar dada por la formula (1.2) de dicha demostracion.

Paralelamente, se calculardn las expresiones de g y S sobre elementos de V.

. Realizacion geométrica

Finalmente, a partir de g y b se construye el espacio homogéneo G/H
(donde G es simplemente conexo y H < G es cerrado), el cual es la variedad
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M buscada. Se calcula la métrica G — invariante g y el campo tensorial de
simetria G — invariante S sobre G/H . A partir de S, se calculara s,, que es
la “simetria tipica” en el punto 0 € (G/H, g).

Para ello, se comprobara en primer lugar si el centro del algebra de Lie g
es nulo. Si lo es, se usara, si es conveniente, la representacion adjunta para
obtener la expresion de G y H como ciertos grupos matriciales sino, se usara
otra serie de métodos que seran desarrollados en cada caso.

Ademas, se vera si el espacio homogéneo tiene una estructura topoldgica mas
simple, es decir, si es difeomorfo a R",S", R*xS8"™* 6 similares y, en ese
caso, se dara una expresion mas sencilla de todas las métricas admisibles.

En lo que sigue, se desarrollara este método en las dimensiones 3, 4y J,
denotando las s — variedades algebraicas por (V; g, S, R, T') en lugar de ( V,
g.,, S,, R,, T,)) en aquellos casos en los que no pueda haber confusion.

2.3.2. DIMENSION N =13

Paso 1

Sea V un espacio vectorial real 3 — dimensional sobre R y sea (©,,0,,
©®,) un sistema de valores propios satisfaciendo al menos una relacion de la
forma ©,0, =0, , k # L. Entonces, se puede suponer que @,= —1, @, = 0,
y que @, ©,=60, 6 ©,0,=0,. Por tanto, se tiene que @, =i, @, =—-iy O,
= —/, donde i =J-1.

Asi, el Ginico sistema de valores propios maximal e irreducible que satisface
al menos una relacion de la forma 6,0, =60, , k= [, es

(O, =i, O,=—, O, =-1).
Paso 2

Sean S: V' — ¥V una transformacion lineal con valores propios i, —i, —1, g un
producto interior sobre ¥ tal que S(g) =gy T #0 un tensor de tipo (/,2) tal
que T(X,Y) = —T(Y, X), S(f) =T . Se denotaran con los mismos simbolos las
extensiones lineales de S, gy T al espacio V=V @ C.

Sea el vector propio complejo U € V* tal que SU = iU y el vector propio
real W e V tal que SW =— W. Entonces SU =—iU , ya que si U =X+ i¥ donde
X, YeV,iX—Y=iU=8SU=S8X+iS8Y, setiene que SX=— 7Y, SY =Xy, por
tanto, SUSU= SX —iSY = -Y —iX = —i(X — iY¥) = iU.

Lema 2.3.2.1

La condicion S(g) = g significa que g(SZ, SZ') = g(Z,Z") para cualesquiera
Z, 7' € V- Si se aplica, se obtiene:
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gUU)=gU,U)=gW,U)=gW,U)=0,
gU,0)=a’>0 y gW.W)=b>0,

donde a, b son variables reales.

Demostracion

Si en g(SZ,57") = g(Z,Z") se toma Z=Z'=U vy se aplica el valor cono-
cido del campo tensorial de simetria S sobre U se obtiene que g(U, U) =
gy, SU) =g (iU, iU) = —g(U, U) y, asi que g(U, U) = 0. Si Z=Z"= U se
tiene que g(U,U)=g(SU,SU)=g(-iU,-iU)=-g(U,U) vy, asi gU,U)=0.
Si ahora se toma Z=W y Z'=U, se obtiene que g(W,U)=g(SW,SU)=
=g(-W,iU)=—ig(W,U) vy, asi g(W,U)=0. De forma analoga se obtiene que
gW.,U)=0.

Por otra parte, si Z=U y Z'=U 6 Z=2Z'=W la condicién S(g) = g es
satisfecha ya que

g(UaU) = g(SUaSU) = g(an_lU) = g(UaU)
gW.W)=g(SW,SW)=g(-W,-W)=g(W.,W).
Ademas como WeV , se puede afirmar que g(W., W)= ||W|| =b’>0 y que

gU,U)=a’>0, ya que en V¢ se puede considerar una J — base {X, JX} tal
que U = X—zJX, U =X +iJX vy, por tanto,

g(U,U)=g(X —iJX,X +iJX)=
=g(X, X)+g(JX,JX)+ig(X,JX)—ig(JX,X)=*
=2g(X, X)=2|X| =a’ >0,
Aplicandg ademéls,~ la p_ropie~dad de antisimetria T(X,Y)=-T(Y,X), se
obtiene que T(U,U)=TU,U)=TW ,W)=0.

Lema 2.3.2.2

Si se usa la propiedad S(I') =T , cuyo significado es que T(SZ, SZ) = ST(Z, Z)
para cualesquiera Z,Z'e V¢, se obtiene:

TW,0)=0, TUW)=aU y T(UW)=aU,
donde a # 0 es una variable compleja.

¢ Usando la J-invarianza. Ver [K-N].
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Demostracion

Sien 7(SZ SZ) = ST(Z Z)) se toman Z=U y Z'=U 'y, se aplica el valor
conocido del campo tensorial de simetria S sobre U'y U respectivamente, se
obtiene que S(7(U,U)) =T(SU,SU)=T(iU,-iU)=TU,U), lo que implica que
T(U,U) tiene el valor propio I 6 es cero. Debido a la Nota 1.1.6 se sabe que
no se tiene el valor propio / por tanto, 7(U,U)=0.

Si ahora se considera que Z=U y que Z'=W, como antes, se obtiene
que S(T(U,W))=T(SU,SW)=T@\U,-W)=—iT(U,W) asi, T(U,W), al igual
que U, tiene asociado el valor propio —i por tanto, existe aeC tal que
TWUW)=al .

Como T(U,W)=QR1)=T(U,W)=aU =aU, se obtiene la relacién que
faltaba.

Ademas, como T # 0, necesariamente o # 0.

Ahora, se buscara la expresion de la forma canénica para (S,g,7), T #0.
Para ello, considerando a = pe” con p>0, se definen U'=(})e™U vy
W'=(},)W , entonces, aunque sin variar la notacion, se reemplazan U por U’
y W por W, obteniendo asi que el valor de las variables @’ y a es 1. En efecto,

gUU) =g(()e U, ()" U) = (/)gU,0) =1,
g W) =g (W)= (/AW W) =P/ =17 >0,
T W) =T(e U, (W) =Y b)TUW) = (Y, )l = ()T =U",
y ahora, aplicando (2.1) a esta tltima expresion se tiene que T(U'\ W' =U".

Asi, se concluye que para cada 3 — tupla de tensores (S, ¢,T) cumpliendo

las propiedades requeridas sobre V, existe una base (U, U, W) de VC (W e V')
tal que:

SU=iU SU=-iU, SW=-W,
gU,U)=gU,U)=gW,U)=gW,U)=0, gU,U)=1, gW,W)=2>0,
TW,0)=0, TUW)=U, T(UW)=U. (2.2)

Por tanto, se ha obtenido una forma candnica arbitraria y admisible para
la 3 —tupla (S,g,7), T #0.

Ademas, A > 0 es un invariante de esta forma canonica. En efecto, si se
consideran dos 3 — tuplas (S;.¢,,7,),j =1, 2, con diferentes valores de A, se
tienen dos métricas distintas sobre la misma variedad por tanto, no se pueden
superponer mediante una transformacion lineal f* V' — V.

UEX

59



UEX

00

ARIAS-MARCO

Ahora, se calcula el algebra de Lie £ de todos los endomorfismos 4 de V/
tales que A(S) = A(g) = A(T) =0 obteniendo que & =(0).
Lema 2.3.2.3

La relacion A(S) =0 significa que A-S=S-4, de donde se obtiene que:

AU=uU, AU=uU=y AW = wW (w real).

Demostracion

Si se aplica esta relacion y el valor conocido de S sobre W'y U, se obtiene
S(AW ) =(S- AW )=(A-SYW)=ASW)) = A(-W)=—-AW), lo que implica
que A(W) tiene asociado, como W, el valor propio —/ vy, asi, existe we R tal que
AW = wW y que S(AWU)=(S-AU)=(4-S)U)=A(SU))=AGU)=iAU);
por tanto, A(U) tiene asociado, al igual que U, el valor propio i y, asi, existe
ueC tal que A(U)=uU . Si ahora se conjuga esta ltima expresion, se obtiene
AU)=uU .

Por tanto, para calcular ¢ bastara con conocer el valor de u y w. Para ello,
se usaran los dos lemas siguientes:

Lema 2.3.2.4

La relacion A(g) =0 significa que g(4Z,2") = g(Z,AZ") para cada Z, Z' € V*.
Aplicandola, se obtiene que u+u =0 y w = 0.

Demostracion

En efecto, si se toma en dicha relacion Z=U, Z'=U y se aplican los
valores conocidos de g y A sobre Uy U, se obtiene que

0=g(AU,U)+gU,AU)=guU,U)+gU,ul)=(u+iu)gU,U)=u+iu .
Si ahora se toma Z=Z"'=W, de forma andloga se obtiene que
0=g(AW W)+ g(W ,AW)=2g(WW , W) =2wg(W,W)=2wA’
y, aplicando que A’ >0, se concluye que w=0.

Lema 2.3.2.5

De la relacién A(T)=0, cuyo significado es que para cada U,W eV°
AT(UW) =T (AUW)+ T (UAW), se obtiene que u —u=w.

Demostracion
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En efecto, si A(T(UW)) =T (AUW) + T (UAW) se aplica sobre los elementos

de la base, se obtiene que
AO)=TwU,W)+TU,wW)
17(7=(u+w)(7 y, asi, u —u =w.

Por tanto, usando u+u# =0, w=0y u—u=w, se concluye que u =u =0.

Asi, £ = (0).

Para calcular R bastard imponer las condiciones necesarias paraque (V, g,
S, R, T)seaunas— variedad algebraica. En efecto, si (V) g, S, R , T)esuna
s — Varledad algebraica, con T #0, usando la condicién ii) del Teorema 1.3.2,
se puede ver que R(X,Y)e ¢ para cada X;Y €V vy, asi, R =0. Inversamente,

cada coleccion ( V, g, S, 0, T) con tensores S, g y T satisfaciendo (2.2) es
una s — variedad algebraica.

Asi, toda s — variedad algebraica sobre ¥, con T #0, es de la forma (¥, g,
S, 0, T) con tensores S, gy T satlsfac1end0 (2.2) y, dependiendo sélo de un
parametro real 4> 0. Ademas, se tiene que h=£€=(0).

Paso 3

Debido al siguiente lema, se sabe que el correspondiente espacio s — simé-
trico simplemente conexo (M,g) no es localmente simétrico.

Lema 2.3.2.6

Para Uy U, elementos fijados de la base de ¥, se tiene que

(D,R)U,U)U #0.

Demostracion

En efecto,

(D,R)U,U)U =D, (RWU,U)U)~R(D,U,U)U -~ RU, DU - RWU,U)DU =+
—(V:) ROV, YU =( ) RQU,TYW =0

O=(/ )W =0.

Donde los calculos relativos a *, son los siguientes:

En primer lugar, se ve que DU = (A;)W;tO y que D,U=0. Como
D,U=aU+bU+cW y A* >0, calculando y sustituyendo el valor de a, by
¢, se obtiene lo buscado. Para ello, se usa la formula del Lema 2.1.2. Como
a=g(D,U,U), b=g(D,U,U) y ciz =g(D,U,W), se tiene que:

UEX

01



UEX

02

ARIAS-MARCO

2a=2g(D,U,U)=3g(T(U,U),U)=0,
2b=2g(D,U,0)=g(T(U,U),0)+2¢(T(U,U),U)=0,
2¢A* = 2g(D,UW) = g(T(U UYL W)+ 2g(T(U.W).U) =2
y, por tanto, a=b=0y ¢ =(Zz) . Como D,U =aU +bU +cW , si se calcula el
valor de a, b, ¢ y se sustituye, se obtiene lo buscado. Para ello, se usa la formula

del Lema 2.1.2. Como a=g(D,U,U), b=g(D,U,U) y ci’=g(D,U,W), se
tiene que:

2a=2g(D,U,U)=2g(T(U,U),U)+g(TU,U),0)=0,
2b=2g(D,U,0)=g(T(U,U),0)+g(T(U,0),U)+g(TU,0),U)=0,
2c4’ =2g(D,UW) = g(T(U,U), W)+ g(T(U,W),U)+g(TU,W),U)=0

y, por tanto, a=b=c=0.

Ahora, se calcula el valor de D, (R(U ,O)U). Para ello, primero se comprue-
baque D,U =0y D;,W =-U.Como D,U =aU +bU +cW , calculando y susti-
tuyendo el valor de a, b y ¢, se obtiene lo buscado. Para ello, se usa la formula
del Lema 2.1.2. Como a=g(D,U,U), b=g(D,U,U) y cA’ =g(D,U,W), se
obtiene que:

2a=2g(D,U,U)=g(T(U,U),U)+g(T(U.U),U0)+g(T(U,U),U)=0,
2b=2g¢(D;U,U) = 2g(T(U,0),0)+g(T(U,0),U)=0,

2e2’ =2g(D,U W) = g(T(U,U), W)+ g(TU,W),0)+g(TU,W),U)=0,
Yy, por tanto, a=b=c=0.Y, como D,W =aU +bU +cW , calculando y susti-
tuyendo el valor de a, b y ¢, se obtiene lo buscado. Para ello, se usa la formula

del Lema 2.1.2. Como a=g(D,W,U), b :g(DUW,U) y cA’ = g(DW., W), se
obtiene que:

2a=2g(D,W,U) = g(TW,0U),U)+g(TW,U),0)+g(T(U,U),W)=0,
2b=2g(DW,U)=2g(T(W,0),0)+g(T(U,0),W)=-2,
2cA° = 2g(D,W W) = g(TW,0), W)+ g(TW,W),U)+g(TU,W),W)=0

y, por tanto, a=c=0y b=-1.

Y, asi, ahora se obtiene que

D, (R(U,TU)U) =D, (RU,0)U +[D,,D,JU + D,

T(U.0)

=D, D,(DyU)~D,Dy(D,U) =~(%,:) Dy (D,W) = (/) D,U =0

U)=
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Ahora se realizan los calculos relativos a ¢.

Para calcular R(W,U)U, se necesita ver que D,U=0. Como
D,U =aU +bU +cW , calculando y sustituyendo el valor de a, b y ¢, se obtie-
ne lo buscado. Para ello, se usa la formula del Lema 2.1.2. Como a = g(D,U,U),
b=g(D,U,U) y cA’ =g(D,U,W), se tiene que:

2a=2g(D,U,U)=g(TU,W),U)+g(TU,U).W)+g(TW,U),U)=0,
2b=2g(D,U,U)=g(T(WU,W),0)+g(TU,0),W)+gTW,U),U)=0,
2cA’ = 2g(D,U,W)=2g(TU,W),W)+g(TW,W),U)=0
y, por tanto, a=b=c=0.
Asi,

RW,0)U =RW,0)U +[D,,D,]U +D;,, ,\U =

T(w.,0)

=D, DyU - DDy U -D,U =—( /)W .

Y, para calcular R(U,U)W , se necesita ademas saber que D,W =-U .Como
D,W =aU +bU +cW , calculando y sustituyendo el valor de @, b y c, se obtiene
lo buscado. Para ello, se usa la formula del Lema 2.1.2. Como a =g(D,W,U),
b=g(D,W,U) y cA’ =g(D,W,W), se obtiene que:

2a=2g(D,W,U)=2g(T(W,U),U)+g(T(UU).W)=-2,
2b=2g(D,W,U)=g(T(W,U),0)+g(TW,0),U)+g(TU,0),W)=0,

247 = 2g(D,W, W)= g(T(W,U) W)+ g(TW,W),U)+g(T(U,W),W)=0

y,asl, b=c=0y a=-1.

Por tanto,

RU,OW =RU,UW +[D,,DyW +D; , ;W =

w.o T

=D, D,W -D,D,W =-D,U+D,U =0.

Paso 4

Ahora se ve que la s - variedad algebraica (¥, g, S, 0, T ) con T#0, no es
reducible. Para ello se usara el lema siguiente.

UEX
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Lema 2.3.2.7
Si se consideran U = (X+iY)/x/§ y Z= W donde X, Y, Z € V, se obtiene

SX=-Y,SY=X, SZ2=-Z,
gX,X)=g(Y.Y)=1, g(Z,2)= 1",
T(X,Y)=0, T(X,2)=X, T(Y,Z)=-Y,
y, que X, Y, Z son ortogonales.

Demostracion

En efecto, como SZ=SW=-W=-Z7 vy,

(/)X =Y)=iU =SU =S (*+4/) =( /;)(SX +iSY),

se tiene que SZ=-Z, SY=X y SX=-Y.

Por otra parte, como
0=gWU,U) =gz, %) =é[g(X,X)JrZig(X,Y)—g(Y,Y)],
1= 8(U.0) = (5,5 5) =S [8(X. X) + g (1. 7],
se tiene que g(X,X)=g,Y)=1y g(X,Y)=0. De la expresion
0=8(0.U)= 8(Z. ") =122 X) +ig(Z.1)],

se obtiene que g(Z,X)=0, g(Z,Y)=0.Y,como Z=W, 1> =gW . W)=g(Z,Z).
Ademas, de
0=TU,0) =T/, %1/) = é[f(X,X) +T(Y,Y)-i2T(X,Y)],

xaiy =U=TU,W)= L[T(X, W) +iT(Y,W)] = L[T(X,Z) +iT(Y,2)],

7z 7z

se concluye que T(X,Y)=0, T(X,Z)=X y T(Y,Z)=-Y .

UEX

Proposicion 2.3.2.8

No existe una descomposicionde V' =V, @V, tal que (V, g, S, 0, T) verifique
64 las condiciones dadas en la Definicion 1.3.2.3.
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Demostracion

En efecto, como V =(X,Y,Z), se puede suponer que Z eV,. Puesto que
T(X,Z)=X, se ve que la relacion T(X,Z)=Y 7 T'(z,X,7,Z) es satisfecha, si y
solo si, X €V,. Por otra parte, debido a que f(Y,Z )=-Y, se tiene que la rela-
cion T(Y,2)=>Y7,T'(zY,x,Z) se cumple, siy solo si, Y €V,. Por tanto, V =V,.

Asi, se puede afirmar que el correspondiente espacio s — simétrico simple-
mente conexo (M,g) no es reducible.

Paso 5

Como R=0 y h=(0) se tiene que la tabla de multiplicar del “algebra de
Nomizu” g estard dada solamente por la formula [X,,X,]=-T(X,,X,) para
cualesquiera X,, X, eV . Al calcularla se obtiene

[X,Y]=0, [X,Z]=—-X y [Y,Z]=Y,

donde V' =(X,Y,Z). En efecto, usando lo calculado en el paso 4 se tiene que
[X.,Y]=-T(X,Y)=0, [X,Z]=-T(X,Z)=-X y [Y,Z]=-T(Y,Z)=Y .

Paso 6

Ya que h=(0), para construir el espacio homogéneo buscado solamente sera
necesario calcular el grupo de Lie G asociado al algebra de Lie g.

Lema 2.3.2.9

Como el centro del algebra de Lie g es nulo, se puede aplicar la represen-
tacion adjunta, obteniendo asi, que el grupo asociado G es el grupo formado
por todas las matrices de la forma

e 0 x
0 e” y| donde x,y,z€eR.
0 0 I

Demostracion

Se comenzara probando que el centro de g=(X,Y,Z) es nulo; es decir, se
ve que Z(g)={Aeg:[4,X]=[4,Y]=[4,Z]=0}={0}.

Sea A=xX+yY+zZ, donde x,y,zeR entonces, usando el paso 5, se
obtiene que x=y=z=0. Veamoslo:

0=[4,X]=[xX +yY +2Z,X]=2[Z, X]= X,

UEX
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0=[A4,Y]=[xX +yY,X]=0,

0=[4,Z]=[xX+yY,Z1=x[X,Z]+ )Y, Z]=—xX + )Y,

para todo x,y,ze€/R entonces, x=y=z=0 ya que, X ¢ Y son linealmente
independientes.

Ahora, como Z(g)=(0) se puede usar la representacion adjunta
ad : g — End(g) para calcular la representacién matricial de g. Para ello, se
comenzara calculando las matrices asociadas a las aplicaciones lineales ad(X),
ad(Y) y ad(Z). La aplicacion ad(X):g— g, esta dada por:

ad(X)(X)=[X,X]=0
ad(X)(Y)=[X,Y]=0 asi, su matriz asociada por columnas es
ad(X)2)=[X.Z]=-X

0 0 -1
0 0 0
0 0 0

La aplicacion ad(Y):g— g, lo esta por:

adX)(X)=[Y,X]=0 0 0
ad(Y)Y)=[Y,Y]=0 ; asi, su matriz asociada por columnas es |0 0 [
ad¥Y)Z)=[Y,Z]=Y 0 0
Y ad(Z):g— g, lo esta por:
ad(Z)(X)=[Z,X]=X 1 0 0
ad(Z)Y)=[Z,Y]=-Y ; asi, su matriz asociada por columnas es |0 -1 0
ad(Z)Z2)=[Z,Z]=0 0 0 0

Por tanto, se tiene que la expresion matricial del algebra de Lie g es:

0 0 -1 0 0 0 1 0 0
g=<a"“|0 0 0 |+b-|0 0 I|+c-|0 -1 0]l:a'b,ceR
0 0 0 0 0 0 0 0 0

donde, si se considera que a=-a', se tiene que
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c 0 a
g=3|0 —-c bl:a,b,ceR;-
0 0 0

Ahora, usando la aplicacion exponencial exp:g — G, se calcula la expresion

matricial del grupo de Lie G.
c a

Dada una matriz 4=|{0 —-c b |eg, se sabe por [W] que:

0 0 0
. g . c" 0 ac"!

exp(A)=e’ =) pr =1+Z; 0 (=D"c¢" b(-=1)""c""|=
n=0 . n=1 k- 0 0 0

Z% 0 az(nil)!

n=0 n=0

_ (=D"c" N (=D"e" | _ - a1\ | — -

= 0 Z o bz oo =] 0 e b(ec*) =0 e° y|
n=0 0

n=0
0 0 I 0 0 1

Asi, se tiene que el grupo de Lie G es:

e 0 x
G=4|0 €e° yl|:x,y,zeR;.
0 0 1

Claramente, se observa que cada matriz de G se puede identificar con
la 3 — tupla (x, y, z) € R’ por tanto, se tiene que G es difeomorfo al espacio
euclideo R’(x,y,z).

Asi, G es el grupo de Lie simplemente conexo buscado cuya algebra de
Liees g.

A continuacion se calcula la métrica G — invariante g.
Lema 2.3.2.10

X, Y, Z g pueden ser identificados respectivamente con los campos vec-
toriales invariantes a izquierda sobre G

UEX
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.0 .0 0
e_
X

Demostracion

Se comenzara calculando los campos vectoriales invariantes a izquierda

e 0 a
sobre G. Para ello, dado 4=| 0 e b |eG, se tiene que la aplicacion trans-
0 0 1

lacion a izquierda asociada L, : G — G ,dadapor L,(g)=A4-g,paratodo geG,
actua de la siguiente forma:

e 0 x et 0 xe‘ +a
L((x,y,z2)=L,|| 0 €7 y||l=L(g)=4-g=| 0 e ye“+b|=
0 0 I 0 0 1

=(xe +a,ye “+b,z+c).

Se denotara por e=Id =(0,0,0) el elemento identidad de G.

e 0 0
Asi, la matriz asociada a la diferencial LA*E es| 0 e 0].Y setiene que
0 0 1
e 0 0
LA*e(ez\p%\E)ZLA*e(a_i\e)E(l 0 0)0 e 0 Eec%\Az(‘?Z\e%\())oLm
0 0 1
e 0 0
L@ 5= L G=(0 1 0)| 0 e® 0)=e™ gy =(e7) £ oLy,
0 0 1
= y
: -
e 0 0
L (G)=(0 0 1) 0 e 0|=d =)L,
0 0 1

08
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-z

, 0 0
Asi, € = e = y — son los campos vectoriales invariantes a izquierda
buscados. ¥ y z

Ademas, se identificaran con X, Y y Z respectivamente, debido a que

X =[X,Z]=[¢ £,L]=—¢ £,
Y=[Y,Z]=[e*£,2]=¢" L.

Por ello, se tiene que:

Lema 2.3.2.11

El producto interior g sobre ¥ =g induce la siguiente métrica Riemanniana
invariante sobre R’(x,y,z):

g=ed’ +edy’ + A’d’, A>0.
Demostracion

En efecto, se sabe que g(X,X)=g(Y,Y)=1, g(Z,Z)=1" y que el resto de

relaciones son cero. Asi, si se identifican X =¢° P Y=e~ ™ y, se obtiene que:
X Y

I=g(X,X)=e"g(£,2), 1=g(Y.,Y)= e’”g(;,g
A =g(Z,2)=g(&£.2),

y, por tanto, g(&,2)=e¢", g2(5.5)= e, g(£,2)=2" y que el resto de
componentes son nulas.

Asi, se tiene que

g= g(a,”)dx +g(€,a‘)dy +g(pz,&)dz +2g(ax,o))dxdy+2g(ax,g)dxdz+
+2g(5,D)dydz = e edx’ +edy’ + 1dz’,

donde A >0. Evidentemente, g es una métrica Riemanniana G — invariante.

Finalmente, se tiene que:

Lema 2.3.2.12

La simetria tipica s, de orden 4 en el punto o=(0,0,0) de R’(x,y,z) es
la transformacion dada por:

X'=-y, y=x, z'=-z.

UEX
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Demostracion
Debido al paso 4, se sabe que S,(X)=-Y, S,(Y)=X y S,(£)=—Z.
0 1 0
Asi, se tiene que la matriz asociada a §, por columnases |-/ 0 0
0 0 -1

Como lo que se quiere calcular es la simetria s, : M — M definida por
s,(x,3,z)=(x',y',z") y, cumpliendo (s,), =S, y s,* =1Id., se usard lo anterior
y la condicion (s,), =S, para obtener que:

x' Y o

0 1 0 &= = £
| 9 o

0 0 -1) (& 2 &
0z 0z 0z

de donde, x'=-y, y'=x, z'=-z.

Ahora, se comprobara que se satisface la segunda condicion, s,” =1d. En
efecto,

(x9 Vs 2)%(_)}7)@ _Z)#)(_xa =V, Z)#)(.)h_xa _Z)#)(-X} Y, Z)'

Asi, la aplicacion s, : M — M definida por s, (x,y,z)=(-y,x,—z), es la
simetria tipica buscada.

2.3.3. DIMENSION N = 4

Esta vez, no se calculan todos los sistemas de valores propios irreducibles
y maximales satisfaciendo al menos una relacion de la forma €0, =6,, i+ j,
sino que se comienza dando una relacion de todos los posibles sistemas de
valores propios maximales y, después, para cada caso en particular, se irdn
imponiendo el resto de las condiciones.

Proposicion 2.3.3.1

Los unicos sistemas de valores propios maximales para la dimension n =
4, son los siguientes:

A) (0,0°,0,0%) donde @=¢",

B) (0,0°,6°,0") donde ®=¢",

o (i,-i,-1,-1),

D) (-1,—-1,-1,-1).
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Demostracion

Debido a la Definicion 1.5.1, se tiene que los unicos sistemas de valores
propios posibles son 6 los de la forma (©,0,5,5) donde, @,5 cC\R, 6 los
de la forma (@,@, —-1,-I),con @ C\R, 6 (-1,-1,—-1,-1).

En el primer caso, se tiene que en su conjunto de relaciones caracteristicas
asociado X', solo pueden aparecer las siguiente relaciones

) _ O :(5)

=5, .:z@ OF =%,
_2 _ _(4) = :(6) —
O=EF,0E=%5, O5=0,

y sus conjugadas. Ahora, a partir de estas relaciones, se calcularan cuales seran
los conjuntos de relaciones caracteristicas maximales asociados que se pueden
obtener. Para ello, primero se consideraran los siguientes conjuntos:

() _®
! :{ =Z ysu conjugada}, 3= {@ =Zysu conjugada},

3 _ @ _
= {@E =@ ysu conjugada}, 3= {@E =EFysu conjugada} ,

©) _©) _
>’ {@: =5ysu con]ugada} 30 = {@E =@ ysu conjugada} .

A continuacioén, en cada X', i=1,...,6, se iran afiadiendo, una a una y
mientras que éstas sean compatibles entre si, desde la relacion (i+/) hasta la
relacion (6), i = 1,..., 6, obteniendo asi todos los posibles conjuntos con dos,

tres y, hasta como mucho 6 relaciones.
&) )

En 2 !, se observa que no se puede afiadir ni la relacion @ = = ni @?1): =
ni 0: = @ ya que, ninguna de las tres es compatlble con la relacion @ = 5.

Sin embargo, las relaciones GF @ y OF = : si que pueden ser afiadidas.
Asi, si se anade la primera relacion compatible, se tiene que

) 3 _
= {@ =5,05 =0 ysus conjugadas}
y, ademas, que es uno de los conjuntos max1males buscados ya que, si ahora
se afiade la relacion compatible que queda @H =5, se tiene, debido a que esta

puede ser obtenida facilmente a partir de las relaciones (/) y (3), que:

o 3 _ ) o) G _ @ _ ]
O =E5,05 =0 ysus conjugadas , =10 = 5,05 = 0,05 = = y sus conjugadas ;-

UEX
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Ahora se ve que no es posible obtener ningun nuevo conjunto, si en vez
3 _ ) _
de afiadir primero @= =@, se afade @= = 5. En efecto, para cualesquiera
0 G) _ ) _
dos relaciones del conjunto {@=5,05 =0,05 ==} ficilmente se obtiene

=

la tercera. Asi, se tiene que

1
[

0.

[
[

o ) _ ) o) 3 _ “ _ ]
O =E,05 =0 ysus conjugadas ; =< O = =0,0= = = y sus conjugadas

[
[
0]

o “ _ ) %) @ 3 _ ]
O =E,05 = 5 ysus conjugadas , =1 O = 5,05 = 5,05 = O y sus conjugadas

Si ahora se usan las dos relaciones de X' para calcular ® y =, se obtiene
facilmente que @’ =1y, asi, que el sistema de valores propios maximal asociado

a X' es el del apartado A.

Si ahora se supone que @ ;&1)5 y se(gstudia z 2(,4)c1aramente se observa
que no se puede afiadir ni la relacion @7)= ® ni QIH =5, ya que ninguna de
las dos es compatible f:())n la relac(lon ®=EFy @ # E. Sin embargo, se tiene

que las relaciones ®= = 5 y @5 =0 si que lo son. Asi, si se afiade la primera

relacion compatible, se tiene que

, (=@ _O® )
X7 =<0 =E5,05 = 5 ysus conjugadas

y, ademads, que es uno de los conjuntos maximales buscados ya que, si ahora
_(©) _
se afiade la relacion compatible que queda @= =@, debido a que esta puede

ser obtenida facilmente a partir de las relaciones (2) y (9), se tiene que:

e _ ) e _® _(© _ ]
O =5,05 = E ysus conjugadas y =10 = 5,05 = 5,05 = y sus conjugadas ;.

Ahora se ve, que no es posible obtener ningun nuevo conjunto, si en vez
_O _©) _
de anadir primero @= =5, se afade @5 =@ . En efecto, para cualesquiera
&) ©) ©®
dos relaciones del conjunto {@ = 5,05 =5,05 = }facﬂmente se obtiene la

UEX

tercera. Asi, se tiene que
_ ) ) _@ ) ) _ )
O =5,05 = 5 ysus conjugadas y =10 = 5,05 = 5,05 = O y sus conjugadas ; =

72
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e) _0) _ ) _® _®_  _0© )
=10 =E5,05 =0 ysus conjugadas ; =10 = 5,05 = 0,05 = X y sus conjugadas

Si ahora se usan las dos relaciones de X’ para calcular @ y =, se obtiene
facilmente que @’ =1y, asi, que el sistema de valores propios maximal asociado

a X’ es también el del apartado A.
&) ()

Para estudiar X7, se supone ademas de la relacion @5 =0, que @ # =
(2

y
O==E ni O =6, ya que ningun(a) de las dos es compatible con las rela-
5

_Qi

# &, asi, se observa claramente que no se puede afiadir ni la relacion
4) )

ciones anteriores. Sin embargo, @5 =5 es una relacion compatible y, si se

anade, se tiene que

; G _O )
2’ =<0= =0,0= = £ y sus conjugadas ; .

Como ahora no se tienen mas relaciones posibles para afiadir, se concluye
que X’ es otro de los conjuntos maximales buscados.

Asi, si ahora se usan las dos relaciones de X’ para calcular @ y =, se
obtiene facilmente que 5 =0°, £=0°, @=0" y @ =1; es decir, se puede
pensar que:

%

o

Por tanto, el sistema de valores propios maximal asociado a X’es el del
apartado B.
. 4 () _ @ "3 _ .
Ahora para estudiar X*, se suponeque @ # £, O # 5 y OF # O . Asi,
_®
claramente se observa que no se puede afiadir la relacion &= = = . Sin embargo,

_©6) _
se tiene que la relacion @= =@ si que es compatible. Asi, se tiene que

5]
03]

) %) _©) _ )
X7 ={0@5 = 5,05 =0 y sus conjugadas ; -
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Como no se tienen mas relaciones posibles para afiadir, X7 es otro de los
conjuntos maximales buscados.

Si ahora se usan las dos relaciones de ~* para calcular @ y =, se obtiene

—

facilmente que 5 =0°, 5=0°, =0’ y @ =1;es decir, se puede pensar que

o

2]

Asi, el sistema de valores propios maximal asociado a X* es el del apar-

tado B.
) s ) O “()
Para estudiar 2”, se supone ademas de la relacion @5 =5, que @ = &
b b
E)) ~G) _ NON 6)

O+ E,05 #0 y OF # 5. Asi, como no se puede afiadir @= =0, que

es la Unica relacion que queda,

_®
3’ ={ = =5 ysu conjugada}.

Como a partir de la relacion (5) y su conjugada no se puede determinar @
y &, se tiene que 2’ no es un conjunto maximal de relaciones y, por tanto,
no sera considerado.

El conjunto X’ tampoco sera considerado ya que no quedan relaciones por
afadir y de la relacion (6) tampoco es posible determinar los valores de @ y ='.

Si ahora se consideran los sistemas de valores propios de la forma
(@,@,—],—1), con @eC\R, se tiene que la Unica posibilidad para el con-
junto de relaciones es que X ={C~)(—1)=@ y su conjugada}. Asi, a partir de
la relacion @(-1)=O se obtiene que @’ =—1 y, asi, que @ =i por tanto, se
concluye que el conjunto de relaciones es maximal y que su sistema de valores
propios asociado es el C.

Finalmente el sistema (—1,—1,—1,—I) es también maximal.
Nota 2.3.3.2

A continuacion, no se realiza el estudio del sistema D, ya que en ¢l no es
posible encontrar ninguna relacion de la forma 6,0, =6,, i# j; es decir, debido
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a que se satisface la condicion iii) del Teorema 2.1.3. y, por tanto, los espacios
Riemannianos que proporciona son localmente simétricos.

Ahora, se estudiardn por separado cada uno de los sistemas de valores
propios maximales restantes.

2.3.3.1. Estudio del sistema de valores propios maximal A

Ahora, se desarrollara el estudio del sistema de valores propio maximal
(0,60°,0,0°) donde @ =e 7 , debido a que, evidentemente, satisface al menos
una relacion de la forma ©,0, =0, , k = L.

Sea ¥ un espacio vectorial 4 — dimensional, V' su espacio complexificado y
sea S: ¥V — Vuna transformacion lineal real con valores propios @ y @° = o,
ambos con multiplicidad dos. Ademas, sean g un producto interior sobre V tal
que S(g) = &y T #0 un tensor de tipo (1,2) tal que T(X,Y)=-T(Y,X) y
S(T) T . Si se denota con los mismos simbolos las extensiones lineales de
S,gy T al espacio V= V=V @y C, se puede encontrar una base de vecto-
res propios de S (U,,U,,U,,U,) tal que SU,=60U,, SU,=60U,, SU,=6U,,
ST, =60, .

Lema 2.3.3.1.1

La condicion S(g) = g significa que g(SZ,SZ") = g(Z,Z") para cualesquiera
Z, Z'e V. Si se aplica, se obtiene:

gU,U)=veC, gU,U)=a’> 0, acR, gU,U,)=b">0, beR,

y que el resto de relaciones posibles son cero.

Demostracion

Sien g(SZ, SZ') = g(Z, Z') se toman Z=U, y Z'=U,, jk=12,y se
aplica el valor conocido del campo tensorial de simetria S sobre U, y U,, se
obtiene que

gU,.U,) = g(SU,,SU,) = g(8U,,0U,) = 0’g(U,,U,),
de donde, g(U,;,U,)=0, j,k=1,2. Si ahora se toman Z= U y Z2'=U,,
j,k=1,2, se obtiene de forma andloga que g(U U)=0, j,k= 1 2.

Por otra parte, si Z=U,y Z'= _k, J-k=1,2,la condicion S(g) = g es satis-
fecha, ya que g(U U) g(SU SU) goU,; ®U) g, U) Jk=1,2.
Asi, gU,,U)=a’>0y g(UZ,U) b’ >0 debldo a que en V¢ se puede con-
siderar una J — base {X, JX} tal que U, =X -iJX y U] X+iJX, j=12Yy,
por tanto,
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gU,.U))=g(X —iJX,X +iJX)=
=g(X,X)+g(JX,JX)+ig(X,JX)—ig(JX,X)='
=2g(X,X)=2|x| >0, gU,.U,)=veC.

Ademas, aplicando la propiedad de antisimetria T(X,Y)=-T(Y,X), se
obtiene que 7(U,,U,)=T(U,,U,)=0, j=1,2.

Lema 2.3.3.1.2

Si se usa la propiedad S(T)=T, cuyo significado es que T(SZ, SZ') =
S(TZ, Z') para cualesquiera Z,Z'eV®, se obtiene:

T(U17Uz):a[71+ﬁ(72a f(UIJUZ):&UI-i_BUZa T(Ujaﬁk):()a Jrk=12

donde a,f € C y no se anulan simultineamente.

Demostracion

SlenT(SZSZ)—S(ZZ) setoman Z=U,y Z'= Uk, J.k=1,2 y se aplica
el valor conocido del campo tensorial de s1metr1a S sobre U; y U,, jk=1,2,
respectivamente, se obtiene que

S(TW,,0,)=T(SU,,SU,)=T(0U,,00,)=TWU,.U,), jk=12

lo que implica que T ;, U ), Jj.k=1,2, tiene el valor propio / 6 es cero.
Debido a la Nota 2.1.6 se sabe que no se tiene el valor propio /, por tanto
T(UJU) 0, jk=12.

Si ahora se considera que Z=U, y que Z'=U,, como antes, se obtiene
que S(7(U,,U,)=T(SU,,SU,)=T(OU,,0U,)=OTU,,U,), asi T(U,,U,), al
igual que U, y U,, tiene asociado el valor propio @ por tanto, existen a, € C
tal que T(U,,U,)=aU,+ BU,.

Puesto que 7(U,U,)= (2.3) =T(U,,U,)=aU,+pU,=aU,+pU,, se
obtiene la relacion que faltaba.

Ademas, como T # 0, necesariamente, ¢ y £ no pueden ser ambas cero
a la vez.

Lema 2.3.3.1.3

Para cada 3 — tupla de tensores (S, g,7~" ), cumpliendo las propiedades
requeridas sobre ¥ existe una base (U,,U,,U,,U,)de ¥ tal que:

7 Usando la J - invariancia. Ver [K-N].
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SU,=eu,, SU,=6U,, SU,=6U,, SU,=6U,, gU,U,)=¢gU,U,)=0,

g(Ustk)=0> j,k=1,2,
24

_ _ 1
g(UlaUI):]a g(UZ’U2):7’
TW,0,)=0, jk=12, TU,U,)=0, TU,0,)=U,.

La demostracion estd desarrollada en el Apartado B.1 del Anexo B.

Por tanto, se ha obtenido una forma candnica arbitraria y admisible para
la 3 —tupla (S,g,7), T #0.

Ademas, p > 0 es un invariante de esta forma candnica. En efecto, si se
consideran dos 3 — tuplas (S,,g,,T;),j = I, 2, con diferentes valores de p, se
tienen dos métricas distintas sobre la misma variedad, por tanto, no se pueden
superponer mediante una transformacion lineal f* V' — V.

Ahora, se calcula el algebra de Lie ¢ de todos los endomorfismos reales 4
de V¢ tales que A(S)=A(g)=A(T)=0.
Lema 2.3.3.1.4

La relacion A(S) =0 significa que A4-S =S5-4, de donde se obtiene que:

2 _ 2 _
AU, =Y alU,, j=12y AU, =% a0, j=12.
k=1 k=1

Demostracion

Si se aplica esta relacion y el valor conocido de S sobre U,, j=1,2, se
obtiene

S(AWU,) = (S AYU,) = (4-S)(U,) = A(SWU,)) = AOU,) = OAU );

por tanto, A(U,), j=1,2, tiene asociado, al igual que U, y U,, el valor propio
2
@,y asi existen a eC, j,k=1,2, tal que AU, :Zank, j=1,2. Si ahora

k=1

2
se conjuga esta Gltima expresion se obtiene AU, = ZE?U vo J=12.
k=1
Por tanto, para calcular ¢ bastara conocer el valor de af y Ej'.‘ , Jk=1,2.
Para ello, se usardn los dos lemas siguientes:
Lema 2.3.3.1.5

La relacion A(g) =0 significa que g(4Z,SZ") = g(Z,AZ") para cada Z, Z'
e V°. Aplicandola, se obtiene
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1, =1 2, =2 2 2—1
a,+a, =0, a,+a, =0y a;+p-a, =0.

Demostracion

En efecto, si se toman en dicha relacion Z=U, y Z'= U, vy, se aplican los
valores conocidos de g y A sobre U, y U,, se obtiene que

0:g(AU1,Uj)+g(U19AU1):a;g(U1aU1)+a12g(UzaU1)+‘_l11g(U1aU1)+a12g(U1vU2)
O=a +a .

Si ahora se toman Z=U, y Z'= U, y, se aplican los valores conocidos de
gy A sobre U, y U,, se obtiene que

0:g(AUz’Uz)"'g(Uz:AUz):a;g(UnUz)+azzg(Uz’Uz)+‘_121g(U27U1)+‘722g(U2’Uz)

1 _
0=—2(aj +a22),
P

y, aplicando que p’ >0, se tiene a; +a;, =0.

Ahora, si Z=U, y Z'=U, vy, se aplican los valores conocidos de gy A
sobre U, y U,, se obtiene

Ozg(AU,,Uz)+g(U,,Al72):allg(U,,Uz)+a,zg(Uz,Uz)+6721g(U,,l7,)+(722g(U,,U2)

_ 2, =1
0=—a; +a,

r 2 2—1
y, asi, a; + p’a, =0.

Lema 2.3.3.1.6
_De la relacion A(T) =0, cuyo significado es que para cada UW € ye
A(T(UW)) = T(AUW) + T(UAW), se obtiene

—7 1 2 —2 _
a,=a,+a, y a, =0.
Demostracion

En efecto, si se toman U=U, y W=U,,
A(T(U,,U,) =T(AU,,U,)+T(U,,AU,),

AWU)=T(a'U, +aU,,U)+T(U,,a'U,+alU,),

E,IU, +E,2l72 =afl7, +a22171
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y,asl, @ =a, +al y a; =0.

Se concluye que a; =a, =0, a;=-2a, y aj+a/ =0, j=12. De donde,
se pueden expresar a, j,k=1,2, en funcion de a;.

Asi, ¥ = (B), donde el endomorfismo B satisface

BU,=iU,, BU,=-iU, BU,=-2iU,, BU,=2iU,."

Ahora se calcula R . Para ello, sea ( ¥, g, S, R, T ) una s — variedad alge-
braica donde T 20, g y S satisfacen (2.4). Usando la condicioén ii) del Teorema
1.3.2, se puede Verque R(X,Y)et paracada X,Y eV y que R(Z,Z)et®, C
paracada Z,Z'e V¢ asi, se tiene R(UI,UJ) a, By R(UI,U]) b B, i,j=12.

Como en V', la primera identidad de Bianchi es
S(R(Z,Z)Z"=&(T(I(Z,2"),2"),
se tiene en particular que
RWU,,U)U,+RU,,U)U,+RU,,U)U, =0, (2.5)
RU,U)U,+RU,,U)U,+RU,U)U,=U,. (2.6)
Y, asi, se puede concluir

E(U,,UZ)=1?((71,172)=I§~(U,,U_2)=1§(U,,UZ)=R(U,,I71)=0, @
RWU,,U,)=-iB.
En efecto, si se sustituye en (2.5) y se aplica el endomorfismo B, se tiene
a,,BU,+b,,BU,+b,,BU, =0,
—ia, ,U, +ib, U, - 2ib, ,BU, = 0.

Como U,, U, y U, son linealmente independientes, se concluye

E(UnUz) = R(UJ’Uz) :ﬁ(UlﬂUz) :ﬁ(U]’UZ) = E(UI’UI) =0.

Si ahora se usa (2.6) de forma analoga, se obtiene R(U,,U,)=—iB
Como B(R)=0, de

B(R(U,,U,)Z)=(BR)U,,U,)Z+R(BU,,U,)Z +R(U,,BU,)Z+R(U,,U,)BZ

¥ Se obtiene facilmente, dandole a @, el valor i y usando las relaciones anteriores para obtener el
resto.
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y de R(U,,U,)=0, se obtiene (BR)U,,U,)Z =0 para todo ZeV®; de for-
ma analoga, se sigue que

(BRYU,,U,)Z=0, (BR)U,U,)Z=0, (BR)U,U,)Z=0, (BR(U,U)Z=0,

para todoZ e V¢ vy, por otra parte, de

B(R(U,,U,)Z) = (BR)(U,,U,)Z + R(BU,,U,)Z + R(U,,BU,)Z + R(U,,U,)BZ

y de R(U,,U,)=—iB se obtiene —iB’Z = (BR)U,,U,)Z + 2i’BZ — 2i’BZ —iB’Z
y, asi, también (BINQ)(UZ,Uz)Z =0 paratodo Z € V. En particular, R(Z,Z"R=0
para cualesquiera Z, Z'eV¢. Ademis, S(R(T(Z,Z'),Z"))=0 para todo
Z,7'.Z"e V©; es decir, se satisface la segunda identidad de Bianchi.

Asi, (V, g S, R, TN“) con T #0, dada por (2.4) y (2.7) es una s — variedad
algebraica sobre J para cada p> 0y, puesto que £€=(B), hct y B(R)=0,
se concluye también que h=¢=(B).

Por otra parte, procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba
que (D, R)U,,U,)U,#0 para U,, U, clementos fijados de la base de Ve y,
asi, el correspondiente espacio s — simétrico (M, g) no es localmente simétrico.

Ademas, aplicando D de [L — O, Pag. 458], se sabe que el orden del espacio
s — simétrico correspondiente es k = 3.

Lema 2.3.3.1.7

Si se consideran U, = (X, +iY,)/N2 y U, =(X,+iY,)/2 donde XY eV ,
i=1,2, se obtiene que (X,,X,,Y,,Y,) forman una base ortogonal de Vverlfl-
cando

SX,=Cos(%) X, —Sen(%£)Y,, SY,=Sen(%4)X,+Cos(%)Y,,
SX, =Cos(“£) X, +Sen(4)Y,, SY,=Cos(4)Y, - Sen(4)X,,

g(XJaX1) :g(YnY]):I’ g(XzaXz):g(Yz:Yg):_ga

7(X,Y)=0,i=12, T(X,X,)=X, T(X,Y)=Y,
f(YlaYz)z_Xl’ f(XD 2)_ YI’
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R(XI’YI) :R(XzaYJ) :R(XJ’YZ) :R(XI’XZ) :R(YI’YZ) =0,
R(X,.Y,)=2B.

Demostracion

En efecto, como SU,=0U,, SU, =0U,, se tiene

(Cos(ZT”)X, —Sen(%”)Y,)+i(Sen(27”)X] +C0s(27”)Y,):@X, +iOY, =
= SUN2 = SX, +iSY,,

(Cos(“T”)XZ +Sen(47”)Y2)+i(Cos(47”)Y2 —Sen("T”)XZ)=@X2 —i@Y, =
=28U, = SX, —iSY,.

Asi, SX,, SY,, i=1,2, son las expresiones del enunciado. Notar ademas,
que son satisfechas las relaciones SU,=0OU, y SU,=0U,, debido a que

Cos (ZT”) = Cos (47”) y Sen (27”) =—Sen (47”)
Por otra parte, como

+i +i 1 .
0=gWU,U,)=g(""/5,% %)=E[g(Xl,Xz)—g(Yz,YJ)Jrlg(XI,K)],
r7 +i —i 1
0=gU,U)=g(""" %)=3[g(X1=X;)+g(YpYz)L
se tiene g(X,,X,)=g(¥,.Y)=1 g(X,Y)=0. De
X,+iY; X,+iY, ] .
0=gWU,,U,)=g(*"",* %)=Z[g(XzaXz)—g(Yz»E)H?g(Xz,Yz)],
1 r 7 X, +iY, X,-iY. 1
7 =8WULU) =g, ) = Jlg (X, Xo) + (1, K],
. 2
S€ S1guc g(XZDXZ):g(Y29Y2):?5 g(XzaYZ):O Ya por
) . 1 . .
0=g(UnUz)=g(X’HY/ﬁaX2“%)=ﬁ[g(XuXz)—g(Yn1@)+1g(XnYz)+lg(Yan)]a

7 +i —i 1 : :
0=gWU,,U,)=g(""/5,% Y%)=ﬁ[g(Xl,Xg)+g(K,IG)+lg(X2,K)—lg(X,,Yz)],

se obtiene g(X;, X,)=g(¥,Y,)=g(X,Y,)=g(X,,Y)=0.
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Si ahora se aplica el mismo método, usando los valores dados en (2.4) para
la torsién y en (2.7) para la curvatura, se obtienen los resultados dados en el
enunciado.

Puesto que, en este caso, dimh=1/, la tabla de multiplicar del “Algebra de
Nomizu” g=V +bh estd dada por la férmula
[X,Y]=-T(X,Y)-R(X.,Y), X,YeV
[X,A]=-4X, XeV, Aeb,

respecto a la base (X,,Y,,X,,Y,,B) y usando el Lema 2.3.3.1.7, se obtiene la
siguiente tabla:

[X,,B]=Y), [X,,Y,]=0, [X,, X,]1=-X,, [X,V]=Y,
[Y,Bl==-X,, [V,X,]=7, Y, n]=X,,

[X,,B]=-2Y,, [X,.,},]=-2B,

[Y,,B]=2X,.

Realizacion geométrica

En primer lugar, debido a que [X,,Y,]=—-2B, la suma de m +H no es directa
y, por tanto, no se puede considerar directamente el espacio vectorial m sino
que se deben analizar g y b.

Para ello, se considera la foliacion dada por X, e Y,. Puesto que la foliacion
es de dimension 2, se toman

0 0 1 0 0 0
X, =0 0 0|, ,=(0 0 1],
0 0 0 0 0 0
X, x, 0 v oy, 0 b, b, 0
X,=|x; x, 0|, ,=|y; y, 0|y B=|b, b, 0],
0 0 0 0 0 0 0 0 0

donde x,, y,, b €R, i=1,2,3,4. Ahora, usando la tabla de multiplicar, se calcu-
lan los coeficientes indeterminados y se sigue

0 0 0 -1 0 0 1 0
X,=0 -1 0|, Y,=|-1 0 0|y B=|-1 0 0.
0 0 0 0 0 0 0 0
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Asi, hb={yB:yeR} y g={aX,+ pY, +aX,+bY,+cB:a,f,a,b,ceR} =

a c-b «a
=< —(c+b) -a p|:a p,abceR
0 0 0

El siguiente paso es calcular los grupos de Lie H'y G asociados a dichas alge-
bras. Para ello, se usard la aplicacion exponencial exp:g—>G y exp:h—> H .

Sea A4 e€g entonces,

© An 0 A2n+1 0 AZn
exp(4) = I+ + =
p(4) Z; ! Z(2n+])! Z(2n)!

n: n=0 n=1
@  c-b a Cosh(\d) 0 (aa+(c—b)B)E
=|~(c+b) -a S M+ 0 Cosh(Nd) (B—-a)—(c+b))E |=
0 0 0 \/3 0 0 1
a b o
=l d pleqG,
0 0 1

donde d=a’—(c+b)(c-b), E =M y, ademas, se prueba directa-
mente que a'd'—c'b'=1. Por tanto, el gla{lpo de Lie G es el grupo formado por
todas las matrices de la forma

a b «
G=<lc d pl:ab,c,d,a,feR, ad—cb=1;-
0 0 1
Sea C eb, entonces
) Cn 0 C2n+l 0 C2n COS}/ Sen}/ 0
exp(C) = =1+ + =|—-Seny Cosy 0|eH .
MO = = 2 G & P

Por tanto, el grupo de Lie H es el grupo formado por todas las matrices
de la forma
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Cosy Seny 0
—Seny Cosy 0
0 0 1

tales que y e R.

A continuacion se calcula la métrica G — invariante g.

Lema 2.3.3.1.8

Se puede representar la base del algebra de Lie g, (X,,Y,,X,,Y,,B) por
los campos vectoriales invariantes a izquierda siguientes

Xlzai+ci, lebi+di, X :ai_biJrci_di

oa Op oo O " "oa b oOc od’
6 o o .o 6 o6 o0 0

Y,=-|a—+b—+c—+d— =a—-b—+c—-d—
’ [aéb oa ‘od 6cjy3 o et e

Demostracion

Se comienza calculando los campos vectoriales invariantes a izquierda sobre
a, b «a

0 o o

G. Para ello, dado 4=|c¢, d, p, |€G, se tiene la aplicacion translacion a
0 0 I

izquierda asociada L,:G — G, dada por L,(g)=A4-g, para todo geG, que

actua de la siguiente manera:

a b «a
L,(a,B,a,b,c,d)=L,||c d p||=L,(g)=A4-g=
0 0 1

aa+bc ab+bd aoc+bp+a,
=|\ca+dc cb+dd co+d f+p, |=
0 0 1

=(aa+bp+a,,ca+d f+p, ,aa+bc,ab+bd,ca+dc,cb+dd)

Se denotara por e=1d =(0,0,1,0,0,1), el elemento identidad de G.

Asi, la matriz asociada a la diferencial LA*e es
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a, ¢, 0 0 0 0

b, d, 0 0 0 0

0 0 a 0 ¢, 0

D:

0 0 0 a, 0 c

0 0 b 0 d, 0

0 0 0 b 0 d

Por tanto,

L, (Xq) L, (w‘ =(1 0 0 0 0 0)-Dza‘4 ;’Q‘A+c‘ %‘A= 1,
L. (Y)=L.G5)=(0 1 0 0 0 0)D=b £ +d & =Y,
L, W, )=L,, (aa‘) (0o0o100 0)-Dza‘ 2a| +C\A%\A W,
L, Wy)=L, (5)=(0 0 0 1 0 0)D=a & +c & =W,,
LWy )=L,(£)=(0 0 0 0 I 0)D=b L +d & =W,
L, W, ‘) LA*(ad‘) (0 0 00 0 I)D= 6—’317‘ +d‘A%‘ W,

Asi, X, Y, W,, W,, W, y W, soncampos vectoriales invariantes a izquier-
da. Como la dimension de nuestro espacio es 5 se tiene que estos no forman
una base. Ademas, como 0=[X,Y,]=[aZ +c bEZ+d5]=0, se identifican
X,, Y,, con dos de los campos invariantes a 1zqulerda buscados Ahora, los
tres campos restantes buscados tales que junto con X Y, formen base, sean
invariantes a izquierda y, satisfagan la tabla de multiplicar son X, =W,-W,,
Y,=—(W,+W,) Yy B=W,—-W,. Estos campos se han obtenido imponiendo las
condiciones correspondientes sobre W,, W,, W, y W,.

Ademis, si se considera G como el espacio total, R? como el espacio base,
H como la fibra y la proyeccion z':G — R” dada por 7'(g) = (u,v,x,y) donde
u=a,v=p x=L(a’+b’-c’-d’) ¢ y=ac+bd, G es un fibrado principal
sobre R* con grupo H.

En efecto, debido a [P, Pag. 25], se sabe que G es un fibrado principal sobre
¢, con grupo H donde 7:G — ¢, es la proyeccion candnica.

2 2
Sea ¥ :9,— R’ definida por ¥([g])=(a,p, u’aﬁbd)
a b «a 2
donde g=|c d p|eG.Ademsas, si g'=hg donde he H y geG se tiene

0 0 1
que ¥([gD) =¥ (gD

UEX
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Como dim(%,) =dim(R*)=4 y en la matriz Jacobiana de ¥ se tiene un
menor 4x4 distinto de cero, aplicando el teorema de la funcion inversa ¥
es un difeomorfismo local. Como ¥ es inyectiva se concluye que ¥ es un
difeomorfismo global.

G

R4

g
/\‘ i |
l :
4
/ v % )
G/H

Asi, se define 7' =¥ o r,la cual es suprayectiva, C” y, ademas, z(H)=0,,,
”’(H) = (0503030) *

Por tanto, G es un fibrado principal sobre R’ con grupo H.

Lema 2.3.3.1.9

Para cualquier m e G, las proyecciones de los vectores tangentes X, Y,,
X,, Y, sobre ¢j,=R* en el punto 7'(m) son las siguientes:
- 5 0 o .
X, =ai+c£, X,=(a’+d’ =b" —c’)—+2(ac-bd)—, ¥, 940
ou Ov ox oy ou ov

il

Y, = 2(cd - ab)ﬁ—z(ad +bc)i
ox oy

UEX

Demostracion

Debido a 7(X,)=X,, zl(Y,)=Y,, i=1,2 y puesto que la matriz asociada
a la aplicacion 7, es
86
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& &2 (1000
| 0000
Ac|E B E R0 a e
%5 5 5|00 b d
%%%% 0 0 —c a
$ 55300y

se tiene

(X)) = ﬂ*(ai+c—) (a,c,0,0,0,0)- A= (a,c,0,0)= a£+c£=z\~’1
op ou  Ov

De manera anéloga, se obtienen las expresiones buscadas de ¥, X, e ¥,.

Por otra parte, como los campos vectoriales son invariantes a izquierda la
métrica buscada g sobre ¢, =R’ es G — invariante. Asi, g(X,, X, D, g(Y.Y),
g( Xle) i,j=1,2, no dependen de la eleccion de me G . Ademas debido a
que 7' es una sumersion Riemanniana se tiene que la métrica es una isometria
sobre vectores ortogonales a la subvariedad H, ([D, Pag. 185-186]), por tanto,

S S S 5 - 2
gX, X)) =g, Y)=1, g(X,,X,)=g(¥,, 2)=7
y las restantes son cero. Si ahora, utilizando X,, ¥, se calculan ﬂ, 9 y
ou Ov
utilizando X Y se calculan i, i, mediante unos sencillos calculos se
ox Oy

obtiene que la métrica Riemanniana invariante buscada sobre R*(x, y,u,v) es

g=(x+X"+y’ + D) du’ +(x+xX* +y° +1) dv’ =2y dudv+

(1+y)dx +(]+x)dy —2xy dxdy
1+x° +y°

donde, p> 0.
Finalmente, se tiene:
Lema 2.3.3.1.10

La simetria tipica s, de orden 3 en el punto 0= (0,0,0,0) de R*(x,y,u,v)
es la transformacion dada por:

UEX
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u'=Cos 2—” -u—Sen 2—7[ v, V' =Sen 2—” -u+Cos 2—” Vs
3 3 3 3
ir ir ir ir
x'=Cos -x+ Sen =-Sen x+Cos| — |- y-
(3) (Jyy (3) (Jy

Demostracion

Por el Lema 2.3.3.1.7, se sabe que

SX,=Cos(%) X, —Sen(%)Y,, SY,=Sen(%¥)X,+Cos(%)Y,,
SX, =Cos(“£) X, +Sen(4)Y,, SY,=Cos(4)Y, - Sen(4)X,,

Asi, la matriz asociada a S por columnas es

Cos(%) Sen(%) 0 0
—Sen (ZT”) Cos (27”) 0 0
0 0 Cos(4) —Sen()
0 0 Sen (“T”) Cos (47”)

Ahora se calcula la simetria s :M — M, definida por s, (u,v,x,y)=

=®',v',x',y" y, cumpliendo (s,)., =S, ¥ s’=1d.

Usando la condicion (s,), =S, se sigue:

2r 2r ou' ov' ox' o'
Cos(%)  Sen(%) 0 0 @ o ow w
_ 2z 2z a v Y

Sen( 3 ) COS( 3 ) 0 0 E VR A

4z — 4z al o x
0 0 COS (T) Sei’l( 3 ) Ox ox Ox Ox
iz iz a v o o
0 0 Sen ( 3 ) Cos ( 3 ) ay d oy

u'=C0s(2—ﬁ]-u—Sen(2—”j-v v’=Sen[2—”)~u+C0s[2—”J-v
3 3 ’ 3 3 ’
in 4z 4 sl
"=C + S =-S5 +Cos| — |-
X os(jjx en(g)yy en(3jx 0s(3}y.

Ahora, como (u',v',x',y") =s,(u,v,x,y) = (u,v,x, y) A, donde

UEX
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Cos(%) Sen(2) 0 0

e —Sen (ZT”) Cos (ZT”) 0 0
0 0 Cos(4) —Sen()
0 0 Sen ("T”) Cos ("T”)

=1d., se satisface la segunda condicion, s’ = Id.

Asi, la aplicacion s, : M — M es la simetria tipica buscada.

2.3.3.2 Estudio del sistema de valores propios maximal B.

Ahora, se desarrollara el estudio del sistema de valores propios maximal
(0,0°,0°,0%), donde ®=¢", debido a que, evidentemente, satisface al
menos una relacion de la forma 0,0, =0,,, k # L.

Supongamos que (V,S,g,R,T) es una s — variedad algebraica. Asi, V' es un
espacio vectorial 4 — dimensional, V* es su espacio complexificado y S: V' — Ves
una transformacion lineal real con valores propios @, £ =0°, £ =60°, @ =6".
Ademas, g es un producto interior sobre V' tal que S(g) gy, T #0 esun ten-
sor de tipo (1,2) tal que T(X,Y)=-T(Y,X) y S(T) T . Si se denota con los
mismos simbolos las extensiones lineales de S, gy 7 al espacio V<=V @, C,
se encuentra una base de vectores propios de S, (U,,U,,U,,U,) tal que
SU,=0eU,, SU,=0°U,, SU,=0'U,, SU,=6U,

A continuacioén, y de forma analoga a como se realizo en el Apartado 2.3.3.1,
se aplican las propiedades asociadas a gy T.

La condicion S(g) = g significa que g(SZ, SZ') = g(Z,Z') para cualesquiera
Z, Z'e V- Asi,
gU,U)=a’>0,aeR, gU,U)=b">0, beR,
y el resto de relaciones posibles son nulas.

Aplicando la propiedad de antisimetria 7(X,Y)=-T(Y,X), se sigue que
TW,U)=TU,U)=0, j=12.

Si se usa la propiedad S(7) =T , cuyo significado es que para cualesquiera
Z,7'eVC, T(SZ,5S2) = S(T(Z,Z"), se obtiene:

T, U)=aU,, T(U,U,)=pU,, T(U,U,)=au, y T(U,U,)=pU,

donde a, e Cy no se anulan simultineamente.

UEX
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Ademas, si ahora se realiza el cambio U; =1U,, U} =1U,, se observa que
las relaciones relativas a S'y T se mantienen 1ntactas sin embargo las relativas
a g son ahora las siguientes: °

gU,U)=1, gU,,U,)=1

y el resto de relaciones posibles son cero.

Se sabe, que el conjunto de relaciones caracteristicas asociado a (@,0 = ®*,
5=0',5=0")es Y(0,5)={05=0,05=0,05=5,605=5}.

Si se considera el caso a0 y =0 entonces, puesto que 7(U,,U,) =0, el
sistema reducido de relaciones caracteristicas es ¥’ = {@5 =0,0= = @} . Como
S(T(U,,U,))=0°TU,,U,), se tiene que ambas condiciones son compatibles, si
y solo si, @ =1 6 analogamente, si y solo si, = =@’ =@. Anadiendo al siste-
ma reducido de relaciones caracteristicas la condiciéon 5 =@ y su conjugada,
se sigue 3" =@’ =@ y su conjugada! y asi, que el sistema de valores propios
asociado es el sistema A), el cual ya ha sido analizado.

Supongamos que a=0 y f#0, entonces, debido a que T(U Uy = 0
el sistema reducido de relaciones caracteristicas es X" —{@_ =£5,05=E!.
Como ademas, S(T(U,,U,))=6’T(U,,U,), ambas condiciones son compatibles,
si y sblo si, @' =1 6 andlogamente, si y solo si, @ = 1. Afiadiendo al siste-
ma reducido de relaciones caracteristicas la condicion @= =1 y su conjugada,
se obtiene 3" ={@’ =@ ysu conjugada} y, que el sistema de valores propios
asociado es de nuevo el sistema A).

Ast, de acuerdo con la Proposicion 1.5.10, toda s — variedad algebraica del
tipo anterior, donde ¢f =0, proviene del sistema de valores propio maximal
ya estudiado (©,0=0°,0,0 =@’), donde O = e

Ahora se supone B #0 y se calcula el algebra de Lie ¢ de todos los
endomorfismos reales 4 de V¢ tales que A(S) = A(g) = A(f) =0.

Las siguientes pruebas son omitidas ya que se realizan de forma analoga a
las demostraciones desarrolladas en el Apartado 2.3.3.1.

La relacion A(S) =0 significa 4-S =S4, de donde:
AU, =U,, AU,=AU,, AU,=uU, y AU, =uU,.

Por tanto, para calcular ¢ bastara conocer el valor de 4 y u. Para ello, se
usaran las dos relaciones restantes.

La relacion A(g)=0 significa g(4Z,Z") + g(Z,AZ') para cada Z,Z'el".
Entonces, se obtiene A+A =0y u+u=0.

° Notar, que no hay un cambio en la notacion aunque se ha realizado el cambio de base.
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De la relagién A(f) =0, cuyo significado es que para cada U,W eV*®
A(T(UW)) = T(AUW) + T(UAW), se obtiene

a(A=A-m)=0y p(u—2-p)=0.
Ahora, resolviendo el sistema se concluye que A=y =0.
Asi, £ =(0)y, por tanto, R=0.
Como se ha supuesto que se tiene una s — variedad algebraica, se satisfa-

ce la primera identidad de Bianchi y, puesto que R=0, esta se convierte en
0=6(T(T(Z,Z"),Z")). En particular, se tiene

0=&(T(T(U,,U,),U,)=ppU, y 0=8(T(T(U,.U,),0,)) =aaU,,

de donde, a = =0, lo cual es una contradiccion con ¢f =0.

Asi, en el estudio del sistema de valores propios maximal B no se puede
encontrar una s — variedad algebraica distinta de las que ya han sido obtenidas
con anterioridad.

2.3.3.3 Estudio del sistema de valores propios maximal C

Ahora, se desarrollara el estudio del sistema de valores propio maximal
(i,—i,—1,—1), debido a que, evidentemente, satisface al menos una relacién de
laforma@@ =0 ,k#l

Supongamos que (V,S,g,R,T) es una s — variedad algebraica. Asi, V es un
espacio vectorial 4 — dimensional, ¥ es su espacio complexificadoy S: V' — V
es una transformacion lineal real con valores propios i, -i, -/. Ademas, g es un
producto interior sobre V tal que S(g) =gy, T#0 es un tensor de tipo (,2)
tal que T'(X,Y)=-T(Y,X) y S(T) T . Se denotan con los mismos simbolos
las extensiones lineales de S, gy T al espacio V<= V=V @, C.

Sean U, U eV vectores propios complejos de S, tales que SU =iU,
SU =—iU . Sea H el espacio propio (real) en ¥ correspondiente al valor propio
—1,ysean V,, V, e H tales que SV, =(=0V,, j=12y g,,V)=gW,,V,)=1,
g,.7,)=0.

A continuacioén, y de forma analoga a como se realizo en el Apartado 3.3.3.1,
se aplican las propiedades asociadas a gy 7.

La condiciéon S(g) = g significa que g(SZ, SZ') = g(Z,Z') para cualesquiera
Z, Z'e V- Si se aplica sobre los vectores U, U e V¢, se obtiene:

gU,U)=gU,U)=0, gU,Uy=a’> 0, aeR.

Aplicando la propiedad de antisimetria T(X,Y)=-T(Y,X), para todo
Fe {U,U,VI,VZ} se obtiene T'(F,F)=0.

UEX
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Si se usa la propiedad S(T)=T , se obtiene:
TW.0)=0, T0,,V)=0, TW.V))=alU y T(U,V,)= pU

donde, o, 8 e y no son ambos cero a la vez ya que T=0.

Ademas, si se realiza el cambio U'=LU, las relaciones relativas a Sy T se
mantienen intactas, sin embargo, las relativas a g sobre los vectores U, U e V',
son ahora: '

gU.0)=1 gU.U)=gU.0)=0
Calculando el algebra de Lie ¢ de todos los endomorfismos reales 4 de
V¢ tales que A(S) = A(g) = A(T) =0, se sigue que:
* Si B+ia#0, las — variedad algebraica es reducible y R=0.

* Si B+ia=0, se obtiene el mismo espacio simétrico generalizado que
en el caso A.

2.3.4 DIMENSION N =5

Para calcular todos los sistemas de valores propios irreducibles y maxi-
males que satisfacen al menos una relacion de la forma 00,=6,, i#j, se
comienza dando una relacion de todos los posibles sistemas de valores propios
maximales y, después, para cada caso en particular, se iran imponiendo el resto
de las condiciones.

Proposicion 2.3.4.1

Los tnicos sistemas de valores propios maximales para la dimension n =
5, son los siguientes:

A) (i,—iyi,—~i,~1)

B) (0,0°,0°,0°,0’) donde @ =7
C) (¢”,e 7, i,~i,~1)

D) (i,—i,—1,—1,-1)

E) (—1,-1,—-1,-1,-1)

' Notar, que no hay un cambio en la notacion aunque se ha realizado el cambio de base.
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Demostracion

Por la Definiciéon 1.5.1, se tiene que los unicos sistemas de valores propios
posibles son 6 de la forma (©,0, =, 5,-1), donde ©,5 cC\R, 6 de la forma
(0,0,-1,-1,-1), con O C\R, 6 (—-1,—1,—~1,—1,~1I).

En el primer caso, se tiene que en su conjunto de relaciones caracteristicas
asociado X, solo pueden aparecer las siguientes relaciones:

() (3) (6) 9 _

y sus conjugadas.

Siguiendo el resto del analisis de este sistema utilizando el método de la
Proposicion 2.3.3.1, se obtienen los sistemas A, B y C.

Si ahora se consideran los sistemas de valores propios de la forma
(©,0,-1,—1), con @ C\R, se tiene que la Gnica posibilidad para el conjunto
de relaciones es ¥ = {@(— )=0 ysu conjugada} . Como a partir de la relacion
O(-1)=6, se obtiene @’ =—1 y, asi que @ =i, entonces se puede concluir
que el conjunto de relaciones es maximal y que su sistema de valores propios
asociado es el C.

Finalmente, el sistema (—1,—1,—1,—I)es también maximal.

Nota 2.3.4.2

A continuacion, no se realizan los estudios de los sistemas de valores
propios maximales D y E, puesto que de D solo es posible obtener s — va-
riedades algebraicas reducibles; esto es, espacios simétricos Riemannianos
generalizados reducibles y, de E no es posible encontrar ninguna relacion de
la forma 00,=6,, i#j;es decir, se satisface la condicion iii) del Teorema
2.1.3 y, por tanto, los espacios Riemannianos que proporciona son localmente
simétricos.

Proposicion 2.3.4.3

El estudio del sistema de valores propios maximal C, se reduce al estudio
de los sistemas A y B.

UEX
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Demostracion

Sea S:V° — V® una transformacion real cuyos valores propios son los del
sistema C y sean U,, U,, U,, U,, W los correspondientes vectores propios
(donde W eV es real); es decir:

SU,=e”U,, SU,=iU,, SU,=e¢ %U,, SU,=—iU,, SW =(-)W (2.8)

Para cualquier tensor antisimétrico de tipo (1,2), T =0, tal que
T(SZ,SZ"Y=S(T(Z,Z"), se puede suponer

f(UzaW) :aUQ: f(ﬁan):aUza f(UnUz):ﬂU]a f(U],Uz):BUI, (2'9)

y que el resto de combinaciones son nulas, donde ¢, e Yy, no son ambas
cero a la vez puesto que T =0.

Sea (V,g,S,R,T) una s — variedad algebraica donde Sy T estan dados

por (2.8) y (2.9) respectivamente y, ademas, g(U,U,)>0, g(U,,U,)>0 y
g, wy>0."

Si @B #0 y se calcula el algebra de Lie ¢ de todos los endomorfismos
reales 4:V° -V los cuales, como derivacion, anulan S, g y T, se obtie-
ne £=(0) y, por tanto, R=0. Aplicando la primera identidad de Bianchi,
GIT(T(U,,W),U,)]=0 se obtiene aBU, =0 y, por tanto, a=0 6 f=0. Ello
es una contradiccién con off # (0, por tanto, sélo faltan por analizar los dos
casos en los que @ y A no se anulan simultdneamente.

Se sabe, por la demostracion de la Proposicion 2.3.4.1, que el con-
junto de relaciones asociado al sistema de valores propios maximal C),
(6%,67%,1', —i,—1), es X, = {E(—]) =5, O =0 ysus conjugadas} . Si ahora
se considera que ¢=0 y S =0, se obtiene que el sistema reducido de rela-
ciones caracteristicas es Zé) = {@,;«,: =0 y sus conjugadas} c ZB) y, asi, apli-
cando la Proposicion 1.5.10, se obtiene que es suficiente estudiar el sistema
de valores propios maximal B), (@,0°,0°,0?,0°), donde ®=¢". Sin
embargo, si « #0 y B =0 el sistema reducido de relaciones caracteristicas es
= { E(-I)=Z ysus conjugadas} X, aplicando de nuevo la Proposicion
1.5.10 se obtiene que es suficiente estudiar el sistema de valores propios maximal
A), (i,—i,i,—i,—1).

Asi, a continuacion, solo nos centraremos en el estudio de los sistemas de
valores propios maximales A y B.

"' Es facil probar esta tltima afirmacion usando la J—base (X,.JX,Y,JY) donde U, = X —iJX y
U,=Y-iJY.
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2.3.4.1 Estudio del sistema de valores propios maximal A

Teoria General

Sea V un espacio vectorial de dimension 4, V¢ su complexificado y sea J
una estructura compleja sobre V ([K-N], Capitulo 1X, Pag. 117), la cual puede
ser extendida sobre V¢ por linealidad y denotada por J de nuevo. Entonces,
Ve =rPa@r" donde,

VO ={X—-iJX:XeV}={ZeV . JZ=iZ},
VO =X +iJX: X eV}={Z eV :JZ=-iZ}.

Se sabe que la conjugacion compleja es un isomorfismo real entre V' y
Ve que JW Y cv?, JW)Yc V™ y, que J conmuta con la conjugacion
compleja.

Lema 2.3.4.1.1

Para cada ZeV®, Zy JZ son linealmente independientes sobre C .

Demostracion

Supongamos que aZ +bJZ =0 . Si ahora se multiplica por J y se aplica la
conjugacion compleja se obtiene @/Z —bZ =0 que, junto con la anterior ecua-
ciéon forman un sistema homogéneo cuyas variables Z yJZ no son nulas. Por
tanto, su determinante, aa +bb =|a|’ +|b[’, es nulo y, asi, a=0=b.

En lo que sigue, 4:V¢ -V serd un endomorfismo real de forma que
AV YV (y, consecuentemente que AV )V ®).

Lema 2.3.4.1.2

Siempre se tiene que AoJ=-JoA.

Demostracion

Paracada X eV, (X —-iJX)eVPWyA(X —iJX) e V™. Portanto, AX —idJX =Y +iJY
para algiin Y € V. Como A4 es real, se tiene que AX =Y, 4JX =—JAX. Asi, se
tiene la relacion AoJ =-Jo A sobre V'y, por linealidad se extiende sobre 7.

Lema 2.3.4.1.3

Cualquier relacion de la forma AZ =A1Z implica que

AZ =27, A(JZ)=-A(JZ), A(JZ)=-A(JZ).

UEX
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Demostracion

La primera identidad se tiene de forma inmediata si AZ = AZ. Para probarlo,
se separa la parte real y la parte imaginaria de Z'y A vy, sustituyendo se tiene
la igualdad. Asi, AZ =AZ=1Z.

La segunda identidad es clara usando el lema anterior; en efecto,
(Lema 2.3.4.1.3)
AJZ) = —J(AZ)=-JAZ =-A(JZ).
Y la tercera identidad se tiene ya que

_ (Lema 2.34.1.3) _ (I*Identidad)

AJUZ) =  —J(4Z) = -JAZ=-1(JZ).

Lema 2.3.4.1.4

Si el endomorfismo 4 tiene un valor propio complejo A € C, entonces V¢
tiene una base de vectores propios correspondientes a los valores propios
A, A, () y (4)-

Demostracion

Sea A # A un valor propio de A y sea Z € V¢ su correspondiente vector propio.

Si A+ A #0 entonces, debido al Lema 2.34.1.3, 4, A, (=2) y (=A) son valo-
res propios de A distintos entre si 'y {Z,Z,JZ,JZ}es la correspondiente base de
vectores propios.

Si A+ A =0 entonces, aplicando los Lemas 2.34.1.1 'y 2.34.13, Zy JZ son
vectores propios independientes de A y, Z y JZ son vectores propios indepen-
dientes de —A. Asi, {Z,Z,JZ,JZ} también es una base de vectores propios.

Lema 2.3.4.1.5

Si el endomorfismo 4 admite el valor propio nulo entonces, A=0 6
dim(Ker(4)) = 2.

Demostracion

Notar que es suficiente probar el lema sobre el espacio real V. Como,
para cualquier X eV tal que AX =0 se tiene, usando el Lema 2.3.4.1.2, que
A(JX)=0; es decir, que si X e Ker(A) entonces JX e Ker(A), se concluye
que 0 dim(Ker(A))=2 6, dim(Ker(4))=4y A=0.

Proposicion 2.3.4.1.6
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El endomorfismo A4 ¢ es el nulo 6 admite una de las siguientes formas de
Jordan (en el dominio complejo):

A 0 0 0
0 12 0 0
a) donde AeC,
0 0 -4 0
0 0 0 -1
A, 0 0 0
0 4, 0
b) 0 0 -i donde A4,,4,eR y, A,>0, 4,20,
1
0 0 0 -4
A1 0 0
0 A 0 0
c) donde 0<AieR.
0 0 -1 1
0o 0 0 -2

Demostracion

Si el endomorfismo 4 admite un valor propio complejo A entonces, debido
al Lema 2.3.4.1.4, A es diagonalizable y su correspondiente forma de Jordan es
aquella que tiene los valores propios en la diagonal; es decir, la a).

Supongamos que todos los valores propios de 4 son reales. Entonces, se
pueden distinguir los casos siguientes:

— Si existen dos valores propios no nulos A y u tales que | ,1| # | y|. Entonces,

debido al Lema 2.3.4.1.3, el resto de valores propios son —1 y —u . Asi, se
tiene que los divisores elementales correspondientes son

{(x=A), (x=p), (x+4), (x+p)} -

Por tanto, si se identifica y se supone que 0<A=1, y O0<u=41, la corres-
pondiente forma canonica normal o de Jordan es la del apartado b).

— Si A#0y u=0 se tienen dos posibles conjuntos de divisores elementales:
1° (X7, (x=A4), (x+2)}
2° {x, (x_/l)z (X+/1), x} .

La correspondiente forma de Jordan asociada al primero es
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S S S D

SIS S~

S > O
S

-A

Esta, indica que dim(Ker(4))=1 y, como esto contradice el Lema 2.3.4.1.5
no se considera. Sin embargo, en el segundo se sabe que un valor propio es
ceroy que 4= (0 entonces, debido al Lema 2.3.4.1.5, dim(Ker(A4))=2 Yy, por
tanto, se afirma que existen dos valores propios nulos y que la correspondiente
forma de Jordan asociada es la del apartado b) cuando 0<A=4, y 0=pu=4,.

Supongamos que so6lo se tienen dos valores propios reales A >0 y —A4. Apli-
cando el Lema 2.3.4.1.3 se sabe que si Z es el vector propio correspondiente

a A entonces, JZ es el vector propio correspondiente a —A y, viceversa. Por
tanto, se tienen dos posibles conjuntos de divisores elementales:

L2 {(x=A), (x=4), (x+4), (x+ )}
2° {(x=21), (x+/1)2}‘
La correspondiente forma de Jordan asociada al primero es la del apartado

b) cuando )<A=4,=41, y la asociada al segundo es la del apartado c)
cuando A>0.

Finalmente, si 4# 0 y todos los valores propios son el cero, debido al Lema
2.3.4.1.5, dim(Ker(A)) = 2. Ademas, se tienen tres posibles conjuntos de divi-
sores elementales:
1° {x,x, x, x}
2° {x%, x7}
3 {x"}

La forma candnica de Jordan asociada al primero es la matriz nula, lo que
indica que 4 =0, pero como se sabe que 4 # () no se considera esta opcion.
La asociada al segundo es la del apartado c¢) cuando A =0 y la asociada al
tercero es

S S S S
S S S ~
SIS ~ O
ST~ S S

la cual indica que dim(Ker(A4))=1, lo que contradice el hecho de que
dim(Ker(A)) =2 por tanto, tampoco se considera.
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Proposicion 2.3.4.1.7

Si A4 +#0 entonces, se tiene que en los casos a), b) y ¢) de la Proposicion
2.3.4.1.6 se satisface respectivamente que:

a) Existen U,,U, eV linealmente independientes tales que
AU, =2U,, AU,=AU,.
b) Existen U, .U, eV linealmente independientes tales que
AU, =AU, AU,=1U,.
¢) Existen U,,U, eV linealmente independientes tales que
AU, =AU, +U,, AU, =AU,

Demostracion

En esta se desarrollara la prueba de cada apartado por separado. En efecto:

a)Dado ZeV =V"@®V"™ tal que AZ=AZ es decir, un vector propio
de 1, se tiene que Z=Z7,+Z, donde, Z,,Z, eV . Si ahora se aplica el
endomorfismo A, se identifica U,=Z, y U,=Z,, como A¥V?)cV vy,
consecuentemente A(V”)c V", se obtienen las relaciones buscadas. Ade-
mas, U, y U, son linealmente independientes, en efecto, si no lo fueran,
U,=vU, con 0#veC entonces, aplicando el endomorfismo 4 se obtiene
que A =viZl y, separando e igualando parte real y parte imaginaria que
v =1.Asi, 1 =21eR es la contradiccion buscada.

b) Debido a que se esta en el apartado b) de la proposicion anterior se tiene
que existen X, X, eV linealmente independientes tales que AX,=21X, y
AX,=2,X,. Entonces, tomando en V¥ U,=X,-iJX,, U,=X,-iJX, y
aplicando el Lema 2.3.4.1.2 se obtienen las relaciones buscadas. Ademas, U,
y U, son linealmente independientes, en efecto, si no lo fueran, U, =vU,
con 0 #veC entonces, como AU, =AU,y AU, =A,U,, si se multiplica por
0#veC laprimera relacion y se aplica la hipotesis se obtiene que A,y =A,v
donde A, >0, A,>0 y v=a+ib. Ahora, separando e igualando parte real y
parte imaginaria de esta ultima relacion se obtiene que v e R y, por tanto,
que U,=vU, con 0#veR. Es decir, que X,—iJX,=vX,—iJvX, V. asi,
que X, =vX,, lo cual es la contradiccion buscada debido a que X, y X,
son linealmente independientes.

¢) Debido al apartado ¢) de la proposicion anterior se tiene que existen
X,, X, e V linealmente independientes tales que AX,=AX,+X, Yy
AX,=AX,. Entonces, tomando en V" U,=X,-iJX,, U,=X,-iJX, y
aplicando el Lema 2.3.4.1.2 se obtienen las relaciones buscadas. Ademas U,
y U, son linealmente independientes, en efecto, si no lo fueran, U, =vU,
con 0#veC entonces, como AU, =AU,+U, y AU, =AU,, se tiene que
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AU, =U, =AvU,, AU, =vAU, =vAU, +vU, =vAU, +vwU, = (VA +vv)U, .

Asi, A(v-v)=vv =0 Yy, de aqui, tanto en el caso cuando A es nulo, como
cuando no lo es (debido a que A( —v)es complejo puro) se obtiene que v =0,
lo cual es una contradiccién con nuestra anterior suposicion.

Proposicion 2.3.4.1.8

Sea (V, g, S, R, T)una s — variedad algebraica de dimension 5 cuyo
sistema de valores propios asociado es (i, -i, i, -i, -I). Se denotan por V',
y©D y D los correspondientes espacios propios de S en V¢ tales que
Ve =y +y" +y". Entonces, para cualquier base {U,, U,}de ¥ y para
cualquier W eV ™ AV, el tensor T satisface las relaciones

T, U)=wW, TU,U,)=0, i,j=12.

Ademés, la aplicacion T:7 x V" — ¢ toma, para una elecciéon adecua-
dade U, U,eV"” y WeV"" NV, exactamente una de las siguientes formas
canodnicas:

1. T(U,W)=0, i=1,2

2. TWU, WY =2T,, TU,W)y=A0,, >0, 1,20, A, =2,
3. TU,W)=AU,, T(U,,W)=2U,, AeC,

4. T(U,W)=U,+U,, TU,W)=U,, 120, LeR.

Demostracion

La primera afirmacion se sigue ya que, como S(1(Z,2' )= 7(SZ,87'") se
tiene que S(T(U,.U,))=T(SU,.SU,)=-T(U,,U,) implica T(U,,U,)=ulW y
que S(T(U,, U ) = T(SUI,SU) TGU,, —zU) T, U) indica que T(Ul,U)
tiene el valor pr0p10 uno y, por tanto, T(U,, U =0, donde i,j=1,2.

Ademas, la transformacion S determina una estructura compleja sobre el
subespacio V< =V 4y de €=y 4y 4 pyh,

Abhora, si se identifica S con J las hipotesis de las Proposiciones 2.3.4.1.6
y 2.3.4.1.7 son satisfechas y aplicables para obtener el resto de afirmaciones
buscadas.

En efecto, si se supone que A(Z)= T(Z,W) y que ZeV" entonces,
S(AZ)=S(T(Z,W))="=T(SZ,SW)=T(Z,~-W)=—-idA(Z) asi, A(Z)eV' "y,
por tanto, A(V?)c V. Ahora se ve que 4 es real; es decir que AVE NV)cV

2 Debido a la invariancia de T por S.
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donde V< =y 47" En efecto, si X eV e Y eV facilmente se observa
que entonces A(X)=A(X) y A(Y)=A(Y), por tanto, si Z=X+Y eV NV

A(Z) = AZ)=AX +Y)=AX)+ AY) = A(X)+ AY) = A(X)+ AY) = A(Z)

y, asi, A(Z)eV .
Aplicando ahora las Proposiciones 2.3.4.1.6 y 2.3.4.1.7 se obtiene, en el caso

de que el endomorfismo A4 sea el nulo, el apartado 1) y, cuando no lo es, los
apartados 2), 3) y 4).

Proposicion 2.3.4.1.9

Suponiendo que se tienen las mismas hipdtesis que en la Proposicion
2.3.4.1.8, sea la base {U,, U,}de V' y W eV nV . Entonces

a) gU,U)=gU,W)=0, i,j=12,

b) g(Z,Z)>0 para cualquier ZeV®, Z=#0,
©) RU,U)=RU,.W)=0, i,j=1,2,

d) R(Z,Z"W =0 para cualesquiera Z,Z' eV,
) T(T(U,W).U,)-T(I(T, W),U)=0, i=12.

Demostracion

El apartado a) es claro si se aplica la propiedad g(SZ,SZ")=g(Z,Z") cuando
Z=U,y Z'=U,, i,j=12Y, cuando Z=U, y Z'=sW, i=1,2.

El apartado b) es obvio si se desarrolla la expresion.

Para obtener el apartado c¢) primero es necesario ver que
R(Z,Z")oS=S0oR(Z,Z'). En efecto,

R(Z,Z")(SV)=(R(Z,Z")oS) V+S(R(Z,Z"WV)

y, como R(Z,Z')el, se sabe por la demostracion del Teorema 1.3.1.7, que el
primer sumando se anula.

Ahora, usando esta igualdad se prueba que R(Z,Z')= R(SZ,SZ'") . En efecto,
R(Z,2)SZ"=S(R(Z,2")2")="=R(SZ,52")SZ" para todo SZ".

Aplicando esta ultima igualdad cuando Z=U, y Z'=U,, i,j=12V,
cuando Z=U, y Z'=W, i=1,2, se obtiene el apartado c).

A continuacion se delpuestra el apartado d). Como R(Z,Z') et se sabe que
g(R(Z,Z"HU,U")+¢g(U,R(Z,Z"\U")=0. Si en esta se considera que U =W =U"'

3 Debido a la S — invariancia de R .
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se obtiene que 2g(R(Z,ZW, W) 0 y, como R(Z,ZW eV +V D (W}, se
tiene que R(Z,ZW = aU,+bU,+a'U,+b'U, +cW donde, ademés, debido a ¢
se sabe que ¢=0. Por otro lado, si Zy Z' son vectores propios de S entonces,
R(Z,Z")=0 salvo cuando Z eV y Z' eV 6, al contrario debido al apartado
¢). Asi, sean ZeV?, Z'eV ™ y W eV aplicando la § — invariancia de R
sobre R(Z,Z')W se obtiene que R(Z,Z"W V™" ; es decir, que a, a', byb'
son nulos como se buscaba.

Como se tiene una s — variedad algebraica se sabe que es satisfecha la
identidad de Bianchy GR(Z,Z"W =G&T(T(Z,Z'),W), para todo Z, Z'eVC y
W eV . Entonces, desarrollandola suponiendo que Z=U,, Z'=U i Lj=1,2
y, aplicando los apartados ¢), d) y, que T (Ul,U )=0, i,j=1,2 por la Proposi-
cion anterior, se obtiene que 7'(T (U W)U, )+T Tw,U),U, ;)=0 como indica
el apartado e).

En lo que sigue, se clasificara, por medio de la Proposicion 2.3.4.1.8 todas
las s — variedades algebraicas (V, g, S, R, T) cuyo sistema de valores propios
es (i, -i, i, -i, -1).

Primer Caso de la Proposicion 2.3.4.1.8.

De manera analoga al desarrollo del Apartado 2.3.3.1, se puede elegir un
vector unitario W € V™’ AV y una base {U,,U,} de V" tal que

gU,U)=veC, gU,U)=a’>0, acR, gU,U,)=b">0, beR,

donde el resto de relaciones posibles, relativas a la métrica, son nulas y, ademas
que

T, U)=uW, TU,W)=0y TU,U,)=0, jk=1,2

donde, 1’ €€ no es nulo ya que 7 #0. Ahora, siguiendo el método utilizado
en la demostracion del Lema 2.3.3.1.3 se obtiene que

g(UI:UZ) =0, g(UI’UI):]’ g(U2>(72):]a

que el resto de relaciones posibles relativas a la métrica son nulas y, que
TU,U)=uW , TU,W)=0y TU,U,)=0, j.k=12,

donde, xeC no es nulo. Si ahora se considera que u=pe” con p>0 vy
se remplaza U, por U, -e" | se obtiene que la tinica relacién modificada es
TWU,,U,)=pW . Finalmente, remplazando el vector W por pW, se obtiene
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que las unicas relaciones modificadas son T(U,,U,)=W y g(W,W)=p’ >0.
Entonces, se considerara que esta es la forma canonica comiin para T' y g vy,
que p es un invariante. Ademas, como, asi consideradas, S, g, y T junto con
R=0 satisfacen las propiedades i) — vi) del Teorema 1.3.2., determinan una
s — variedad algebraica.

Si se considera U, =(X/.+in.)/\/§ para j=1,2 y, donde X,Y eV, se
obtiene, desarrollando las expresiones anteriores y resolviendo las ecuaciones,
que (X,,X,,Y,,Y,,W) forman una base ortogonal de V/, verificando

g(X,;, X)=g(Y.Y)=1, gW.W)=p’, j=1,2,
T(X,, X,)=W, T(Y,.Y,)=-W
y, que el resto de relaciones son nulas. Por tanto, la correspondiente “Algebra

de Nomizu” g (ver férmula 1.2) esta completamente determinada por la tabla
siguiente:

[X,,X,]=—W, [V,,Y,]=W vy el resto de relaciones nulas.

Por otra parte, procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba
que (DUIR)(UNUZ)UI #0 para U,, U, elementos fijados de la base de V' ; por
ello, el correspondiente espacio s — simétrico (M, g) no es localmente simétrico.

Realizacion geométrica.

En primer lugar, notar que debido a que R =0, analizar el espacio vectorial
m es equivalente a analizar el dlgebra de Lie g.

Como se prueba facilmente, el centro de g no es nulo; entonces, no se
puede aplicar la representacion adjunta. Por ello, se considera la foliacion dada
por X,, Y, y W. Puesto que la foliacion es de dimension 3, se toman

0 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
X, = s Y= » W= ’
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a, a, a; 0 b, b, b; 0
X, = a, a, ay; 0 Y= b, by, by 0
a; a; a; 0 by by, by 0
o 0 0 0 0o 0 0 0
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donde, a;, b, € R, i,j=1,2,3. Ahora, usando la tabla de multiplicar, se calculan
los coeficientes indeterminados y se obtiene

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
X2: eY;:

1 0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Asi,

g={aX,+bY,+cW +aX,—-BY,:a,b,c,a, fe R} =

ra,b,c,a,feR ;-

S R D D
S S S D
S o &

S O O

El siguiente paso es calcular el grupo de Lie G asociado a dicha algebra.
Para ello, se usara la aplicacion exponencial exp:g— G .

Sea A e g, entonces

ooAn AZ
exp(A4) = =/+A+—=
p()gn! >
1000\ (0 0 0 a 000 0
{0 roo0jjoo0b) jooo 0 |
oo 1 0| |a B 0 c 0 0 0 ac+bfB|
000 1) 0 0 00 000 0
1 0 0 a 10 0 u
0 1 0 b 010 v
= I = EG.
2 aﬂ1c+—aa+5bﬂ x y 1 z
—
0 0 0 ; 00 0 I

Por tanto, el grupo de Lie G es el grupo formado por todas las matrices
de la forma
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u,v,x,,z€R ;.

S x O ~
S ~ D
S~ S O
~ N < 2

Ademas G es difeomorfo al espacio R’(u,v,x,y,z) ya que claramente

= (u,v,x,y,z) paratodo u,v,x,y,z€ R .

S ®x S ~
S = ~ O
S ~ S O
~ N o< =

A continuacion se calcula la métrica Riemanniana G — invariante g sobre
5
R (u,v,x,y,z).

Lema 2.3.4.1.10

Se puede representar la base del algebra de Lie g, (X,,Y,,X,,Y,,W) so-
bre R’(u,v,x,y,z), por los campos vectoriales invariantes a izquierda siguien-
tes:

Demostracion

En efecto, para cada Z € g, se considera su correspondiente transformacion
infinitesimal sobre R’(u,v,x,y,z). Para ello, dado p e R’(u,v,x,y,z) se con-
sidera su vector tangente Z, :=1,.(Z,) donde e=Ild.€e G y p,:G— R’ es la
aplicacion dada por g—> g p.

Para poder aplicar esto y calcular los campos buscados se define la aplica-
cion 4, ;) =i, °exp,oc, :R — R’ dada por ¢t —>exp,(tZ)-p y se prueba que
Z=pu,.(Z,) es %‘/ZO (4,.2/@®) . En efecto,

%\lzo (U 7)) = Hpe © eXp*ezm.o%\M, c, ()= (,up*p ° eXp*e:M,)(%":o (12)) =

=ty 0 CXPsyy NZ) =t (eXPspyy (D)= p1,e (Z2,) =2,
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[ 13 Cz 1z

exp.

G
Hp.z) ‘
/

P4
p

RS

Por tanto, para calcular Z'eR’(u,v,x,y,z), se calcula Z; para todo
p€R’(u,v,x,y,z) mediante la siguiente aplicacion:

. 5
Hipzy, R >R

- Hip.zys, )= %\m (/Ll(p,Z)(t)) = Z;;-

Ahora, aplicando el anterior desarrollo tedrico a cada uno de los elementos

de la base de g, (X,,Y,,X,,Y,,W), se obtienen los campos buscados. En efec-

0 0 0 1
0 0 0 0 5
to, dado X, = 00 0 0 €g, se calcula Xl’p para todo p e R’ (u,v,x,y,z)
0 0 0 0
como sigue:
1 0 0 ¢
= (X)) 0 1 0 0
e tX)=) —L—=]+tX, =
Xp,, (1X ) ; o ! 00 1 0l
0 0 0 1
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dado p=(u,v,z,x,y)€R’ se tiene

1 0 0 u 1 0 0 u+t
0 1 0 v 0 1 0
exp,, (1X,)- p = exp,, (1X,)- = E(U‘H:Vaxa)’az),
x y 1 z x y 1 z
0 0 0 1 0 0 0 I

asi,
XI,u - %‘r:a (’u(l%X/) (t)) - %‘1:() (eXp[d'(tX]) ' p) = (1’ 0’ 0’ 0’ 0) = %‘P

para todo p=(u,v,x,y,z)eR’. Los campos restantes se calculan de forma
analoga.

Ahora, usando el producto interior g sobre el algebra de Lie g y el Lema
2.3.4.1.10 se obtiene resolviendo unas sencillas ecuaciones que la métrica Rie-
manniana invariante sobre G es de la forma:

g=du’ +dv’ +dx’ +dy’ + p’ (udx +vdy —dz)’,
donde p>0.
Finalmente, se tiene:

Lema 2.3.4.1.11

La simetria tipica s, de orden 4 en el punto o =(0,0,0,0,0) de R’ (u,v,x,y,z)
es la transformacion dada por:

u=—v, vV=u, x'=-y, y=x, Z'=-z

Demostracion

Se sabe que SU,=iU,, SU,=iU,, SW=-W y Uj=i(Xj+in)
para j=1,2. Entonces, desarrollando y despejando se tiene que SX, =-Y,
y SY,=X,. Asi, la matriz asociada a §, por filas con respecto a la base

{X,,Y,,X,,Y,,W} de TM es

-1

0 0 0 o
==

1 0 0 0 0 =

0 0 0 -1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 -1
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Ahora, se calcula la simetria s,: M — M, la cual cumple que (s,),,

s, =1Id. y esta definida por s, (u,v,x,y,z)=',v,x,)',z").
De la condicion (s,), =S, se sigue que la matriz asociada a S, es

0o -1 0 0 0 u v ox oy oz
1 0 0 0 0 o v & by o
| x ax x! ' ax

0 0 0 _1 0 | ou ov ox oy Oz
0 0 ] 0 0 ou ov ox oy Oz
0o 0 0 0 -1 & ok x &
ou ov ox oy Oz

de donde se obtiene
ulz_va v'=u, x,:_y: y,:x: Z':_Z.
u

\%

Ahora, como (u',V',x",y',z") =5, (u,v,x,y,z)=A4-| x |, donde

y
z
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
A=10 0 0 -1 0
0o 0 1 0 0
0o 0 0 0 -1

y como A’ =1d., se satisface la segunda condicion, s * = Id.
Por tanto, la aplicacion s,: M — M es la simetria tipica buscada.

Asi, se ha obtenido el tipo 1 de la lista de clasificacion.

En lo que sigue, se prueba que no existe una s — variedad algebraica

r,g,S RT ) donde R#0 v, 8y T tengan la forma canonica anterior.

Para ello, primero se calcula el dlgebra de Lie € de todos los endomorfismos
reales A:V° >V tales que A(S)=A(g)=A(T)=0. De forma analoga a los
Lemas 2.3.3.1.4, 2.3.3.1.5 y 2.3.3.1.6 se obtiene con respecto a la base canénica
{U,,U,,U,,U,,W} que cada A€t se puede expresar de la forma siguiente:

AU, =Y alU,, AU, =% a/U, y AW =0,
J J
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donde a/ +a@, =0, para i,j=1,2,y a,+a; =0. Por tanto, el algebra de Lic ¢
es isomorfa a su(2).

Debido a la Proposicion 2.3.4.1.9 se sabe que las transformaciones R(Z,Z")
para los vectores propios Z, Z' son todas cero excepto posiblemente la trans-
formacion R(U,,U,), i,j=1,2, la cual pertenece a £ =¢®C.

Lema 2.3.4.1.12
Existen endomorfismos 4’,...,4* € ¢ tales que

RU,,U)=id", R(U,,U,)=A"+id’, R(U,,U,)=-A"+id’, R(U,,U,)=id".

Demostracion

1 )
En efecto, como U ==X, +iY), i, j =12, desarrollando se obtiene que

V2

E(U],ﬁl):é{—Ziﬁ(X],Y,)}:iAI, R(Uz,Uz):é{—ﬁR(Xz, 2)} id’,
R, T = 2RO X+ RO T+ =R, - RO ) = 4 4
RU,U,)== {R(XZ,X)+R( Y)}+11{R( Y, X))+ R(Y,, X)) = =4 +id’

Ahora, se desarrollan 6[15(U,,(7,)U2]=0 y G[R(UZ,UZ)U,]zo (primera
identidad de Bianchy) y, se obtiene

id'(U,)+(A* =idHU, =0 y id*(U,))— (4 +id’)U,)=0. (2.10)

Como A’ e su(2), j=1,2,3,4 se tiene que su correspondiente representa-
cion matricial es

, it! a’ +ib’
A]: . . . ) | —
[—a’-ﬁ-ib’ —it! ] j=12.34

Si ahora se desarrolla (2.10) usando las correspondientes representaciones
matriciales, se obtiene facilmente que

a'=—a' =1, b ==b'=F, {' =" =@’ +b") y b’ =d’. @2.11)

Asi, en particular 4% =-4".

UEX
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Si se denota por h— € a la subalgebra de Lie formada por todos los endo-
morfismos reales 4t tales que A(R)=0 y se supone que R =0 entonces,
debido a que todas las transformaciones curvatura estan en b, h=(0).

it a+ib

Dado A€b, sea Az[ . .
—a+ib it

j su representacion matricial. Si ahora,
utilizando el Lema 2.3.4.1.12 se desarrolla la relacién conocida dada por
ARWU,,U)Z)=R(AU,,U)Z+R(U,, AU)Z+RU, U)AZ, ZV°,

se obtiene que i(A'0A—AoA")=2i(b4’—ad’). Desarrollando esta ultima
expresion utilizando las representaciones matriciales correspondientes se obtiene
facilmente que
ab' —ba' =0, a(b'+)—b' +t°)=0,
a(b’ —t")+ta' —bb’ =0, b(a’ —t')+th' —aa’ =0. (2.12)

Para continuar el estudio, se consideran los dos casos siguientes:

a) Si h=t.

En este caso, debido a que dim(su(2)) =3, se tiene que a, b y t son varia-
bles linealmente independientes. Asi, de (2.11) y (2.12) se obtiene facilmente
que A'=4>=4>=4"=0 y, por tanto, que R=0, lo cual es la contradiccion
buscada.

b) Si h=t y h=(0).
Entonces, h es una subalgebra propia de su(2) y, por tanto, su dimension
serd 1. Asi, las matrices 4’ b, j=1,2,3,4, seran proporcionales.

Si A" =-4" =0, entonces todos los parametros de (2.11) se anulan excepto
posiblemente a’,b’,a’ y b’ y, se obtienen las relaciones

a=-bya=b. (2.13)

Aplicando (2.13) a (2.12) se obtiene que sus relaciones se reducen a
ab’-bb* =0y ba’ —aa’ =0 vy, si se supone que 4=A4" entonces", se tiene
que a’b’-b’b’ =0 y b’a’ —a’a’ =0. Aplicando ahora (2.13) se obtiene que
(b°Y +(’) =0 vy, de aqui, que todos los parametros son cero. Lo cual es la
contradiccion buscada.

Si A'=—A"#0 ysetoman A’ =14", A#0,y A’ =uAd", u+0, se tiene
que £’ =At", P=put', a’=2a' y b’ =pub'. Aplicando las dos primeras rela-

" Se puede suponer ya que 4, 4> € y A es genérico.
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ciones de (2.11) se consigue que a' =At' y b’ = ut' y, entonces, de la tercera
relacion de (2.11) se obtiene t' =0, en efecto,

t'=—t"=—(@’ +b’)=—(Aa' + ub")=—(A)’t' —(u)’t".
Por tanto, a’ =b' =0 y, entonces, a’ =b’ = 0. Asi, todas las matrices 4’ €b,
j=1,2,3,4, se anulan y se tiene la contradiccion buscada.
Segundo Caso de la Proposicion 2.3.4.1.8.

De manera analoga a la desarrollada en el primer caso de la Proposicion
2.3.4.1.8 se puede elegir un vector unitario W e V™" "V y una base {U,,U,}
de V' tal que

gU,Uy=1, gU,,U,)=1, gU,U,)=veC, vv<l, (2.14)

donde, el resto de relaciones posibles relativas a la métrica son nulas y, ademas
que

f(UDUZ)::uWa f(UJ'aUk):Ov j’k:1:2 (2.15)
TW, W)=AU,, TU,W)=1U,, 4,>0, 1,20, 1, >4,.

Si ahora se aplica el apartado e) de la Proposicion 2.3.4.1.9 cuando j=2 ¢
i=1,seobtiene que 4,11+ A, =0. Siahora se estudia esta ecuacion, se obtiene
que se deben analizar los casos siguientes:

A) Si 4,>4,>0 y A, #4,, entonces (—4,/A,) ff=p y si se considera
que u=a+ib, sustituyendo se obtiene que a=0=5» vy, por tanto, que u=0.

B) Si 4,=4,>0, entonces z+ =0 Yy, por tanto, u=ib.
C) Si A4, >4,=0, entonces A,1=0 vy, por tanto, u=0.

Ahora se calcula el algebra de Lie ¢ de todos los endomorfismos reales
AV 5V tales que A(S)= A(g)= A(T)=0. Para ello, de forma analoga a los
obtenidos en los Lemas 2.3.3.1.4, 2.3.3.1.5 y 2.3.3.1.6 se tiene que, de A(S)=0,

AU, =Y alU,, AU,=> a'U, AW =0

Jj=1.2 Jj=1.2

para cualquier 4€t, de A(g)=0,

al+a +va; +va, =0, a;+a, +va,+va, =0, (a +a,)v+a; +a, =0,(2.16)

y, de A(T)=0,
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(@} +a)u=0, (a,—-a))A =0, (a;-a)A=0, ai,—a;l, =0, ad,—a,,=0.2.17)

Ahora, aplicando estos resultados particularmente en cada caso, se obtiene
que:

A) 4,>4,>0y A, #4,. Entonces u =0 y se tiene el siguiente lema.

Lema 2.3.4.1.13

De las relaciones que provienen de A(7)=0 se obtiene que
1 _ =1 2 _ =2 2 1 _
a,=a,, a,=a, y a; =a,=0.

Y de las relaciones que provienen de A(g)=0 se obtiene que
a+a =0.

Demostracion

En efecto, debido a que u=0 y que A, >4,>0 se obtienen facilmente
las dos primeras relaciones. Ahora, si en a;1,—a/A, =0, se considera que
a; =a+ib y se desarrolla, se obtiene a(A,—14,)=0y b(4,+4,)=0, por tanto,
a; =0. Si ahora, de forma anéloga se estudia a/l, —a@,1, =0 se obtiene a. =0.

La altima relacion, se obtiene directamente sustituyendo a; =ai=0 en
al+a +va; +va; =0 y a;+a, +va.+va, =0.

Usando la relaciones obtenidas en el Lema anterior, facilmente se tiene que
£=(0) y, asi, que R =0. Por tanto, en este caso, cada coleccion (V, g, S, 0, T)
donde g y T estan dados por (2.14) y (2.15), es una s — variedad algebraica (ya
que se satisfacen las propiedades i) — vi) del Teorema 1.3.2.). Ademas, 4,, 4,
son invariantes reales y v=a +if es un invariante complejo satisfaciendo que
vw=a'+p° <.

1
V2
llando (de forma andloga a la hecha en el Lema 2.3.3.1.7) se obtiene que en la
tabla de multiplicar del algebra de Lie g dada por la formula (1.2) los unicos
corchetes no nulos son

Considerando U, = (X, +iY;), donde X, Y eV, j=L2,y desarro-

(X, W]=-2X,, [Y,W]=AY, j=1.2.

A

Ademas, también se obtiene (de forma andloga a la hecha en el Lema
2.3.3.1.7) que

g(Xjan):g(Yjan):g(WaW):17 g(X,,X,)=¢,.Y,)=q,
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g, X)) =—-g(X,.\,)=p.

B) Si A4,=4,>0. Entonces g+ u=0 Yy, por tanto, g =ib. De (2.17) se
obtiene que @’ =a/ paratodo i,j=1,2; es decir, que a’ son reales. Si ahora se
remplazan U, y U, por (U, +U,)/JQ+v+7¥) y (U,-U,)/\=v—7) respec-
tivamente, se obtiene que las relaciones basicas para T y g resultan inalteradas
a excepcion de que u es multiplicado por el factor negativo —2/ Ji-(v+v)
y el pardametro v es remplazado por v' = (v —v)/+/4—(v+V)’, el cual es ima-
ginario puro ya que, si v=a+if con F<0 (si no lo fuera cambiando U,
por U, y viceversa en (2.14) se obtendria) se tiene v'=i —ﬁ/\ll—az):iﬂ'
con 0< f3'<1 ya que antes se ha supuesto S<0 y vv <[. Por tanto, se ha
encontrado una base {U,,U,} e V" tal que

eWwW)=gU,U)=gU,U,)=1, gU,U,)=if, 0<p' <1, (2.18)

donde el resto de relaciones posibles relativas a la métrica son nulas y ademas,
que

. -2
T(U,U,)) = py——==W=ith | tcR, .
T ey &

TW,U0,)=0, jk=12, TU,W)=2U,, 2>0,

Ahora, de (3.16) y usando los hechos conocidos v'=if8' y @’ =a’ se obtiene
que a, =a; =0y a; +a)=0. Por tanto, el algebra de Lie ¢ estd generada por
un tnico endomorfismo 4, cuya matriz con respecto a la base {U,,U,} e V" es

a, a (0 -~
a, a; 1 0)
Para poder seguir el estudio se ha de tener en cuenta si ¢ es cero o no. Por
ello, se estudian los dos casos siguientes:
B1) Cuando ¢#=0. En este caso, usando (2.19) y el apartado c) de la Pro-

posicién 2.3.4.1.9 sobre la primera identidad de Bianchi desarrollada sobre
U,,U,,U, ysobre U,,U,,U, se obtiene que:

RULU)NU,+RU,UNU, =0 y RU,,U)U,+R(U,,U)U,=0. (2.20)

Como E(Ui,U,) €t®C =(4,),sesabe que ﬁ(U,.,Uj) =a;;4,,i,j=1,2.Sise
sustituye esto en (2.20) se obtiene a,,4,U, —a,,4,U, =0y a,,AU,—a,,4,U,=0.
Como el endomorfismo 4, es conocido, estas se reducen a a,U, +a,,U,=0y
—-a,,U,—a,,U, =0. Ahora, como U, y U, son linealmente independientes se
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obtiene a,, =a,, =a,, =a,, =0, que junto con el apartado c) de la Proposicion

2.3.4.1.9 implica que R=0.

Asi, tomando A, =1,=1>0 el algebra de Lie g puede ser expresada de
la misma forma que en el caso A) aunque como el producto interior sobre g
satisface el hecho de que o =0, se tiene que A y £ son los Gnicos invariantes
de la correspondiente s — variedad algebraica.

B2) Cuando ¢ #0. Se remplazan W, U, y U, por (I/Z)W, (I/ﬂ\/M)U,
y (sgn(t)/ \/Z\/m )U , respectivamente y, se denotan los nuevos vectores de
nuevo por W, U, y U,. Asi, (2.18) y (2.19) se expresan como sigue:

e, U)=gU,U)=a", gW.W)y=b", gU,,U,) =iy 2.21)

donde az(]/\/z\/M), b=1/A y y=p'/At, el resto de relaciones posibles
relativas a la métrica son nulas y ademas,

TW,U,)=iw, TU,W)=U, TU,W)=U,, TU,U,)=0, jk=12(2.22)

Aqui, a,b>0 junto con y son los tnicos invariantes de (S, g, T) y, ade-
mas, @’ >|y| yaque >0y 0<p'<1.

Abhora, el siguiente paso es buscar el algebra de Lie £. Para ello, siguiendo
los pasos habituales; es decir, aplicando que A(S)= A(g) = A(T) =0, se obtiene
que £ estd generada por el endomorfismo, que se denotard de nuevo por 4,,
cuya matriz, con respecto a la nueva base {U,,U,}eV?, es

a,l alz 3 0 -1
a, a 1 0)
Asi, para cualquier s — Varieda~d algEbraica W, g, S, R, T ) satisfaciendo
(2.21), 2.22) y €=(4,), se tiene R(U,U;)=4,4,, i,j=1,2, donde 4, eC.

Ahora, al igual que en el apartado Bl) la primera identidad de Bianchi implica
que

é(UI:U])UZ +1§(015U2)U1 :f(f(UzaU1):U1) :iUI
R(Uz’Uz)U1 +R(UZ’UI)U2 :f(f(UI’UZ)ﬂljz) :_iUz'

Y, por tanto, calculando los valores de 4,; € C, i,j=1,2, de forma analoga
a la utilizada en el apartado Bl) se obtiene

RWU,U)=RU,U,)=0y RU,,U)=RU,,U,)=i4,.  (2.23)

Asi, la correspondiente coleccion (V, g, S, R, T) satisfaciendo (3.21), (3.22)
y lo anterior es siempre una s — variedad algebraica ya que facilmente se com-
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prueba que se satisfacen las condiciones 1) — vi) del Teorema 1.3.2. Ademas,
el algebra de Lie h coincide con el dlgebra de Lie £. En efecto, para que esto
suceda, debido a la formula (1.2), sélo falta comprobar que 4,(R) =0, es decir,
que se satisface la siguiente relacion

A(R(Z,ZYZ")=R(A,Z,Z")Z" + R(Z, 4,2 Z" + R(Z,Z") A, Z"

para todo Z, Z', Z"eV. Asi, utilizando el apartado c) de la Proposicion
2.3.4.1.9 y (2.23) se comprueba que dicha relacion es satisfecha cuando se aplica
sobre ﬁ(Ui,Uj)Uk, R(Ui,Uj)Uk para i=j e i# j y, sobre R(U,,W)Z cuando
L jk=12, WeV y ZeVC.

Por tanto, el algebra de Lie g=V @h estd determinada por la siguiente
tabla de multiplicar:

[Unﬁz]:[UpUz]:_ion [U,,U,]=-iW, [UI’W]:_UJ >

[, wi=-U,, [U,,4,]=U,, [U,,4,]1=-U,. (2.24)

Si ahora se realiza el siguiente cambio de base

rT _ T T A .
7 WO (U)o, (i)
2 2 2
los vectores Z,, Z,, Z,, Z,, Z,, Z, forman una base real de g®C. Ade-
mas, usando (2.21) y (2.24) se tiene que la tabla de multiplicar y la métrica se
expresan de la forma siguiente:

[ZNZ/‘]:O para j=1,2,3, [Z,,Z,]=Z;, [2,,Z;]=Z2, y [Z;,Z,]=Z,,

Ys

2

_ — a _
g(ZnZ1)=g(Zzazz)=7a g(Z,,2,)=0, gW,W)=b",
g(ZI,Zj)=g(ZZ,ZZ)=% y 8(Z,,Z,)=0.

C) Si 4,>4,=0. Entonces p=0 vy, asi, si se realiza el cambio de base
consistente en multiplicar el vector U, por una unidad compleja z, se obtiene
facilmente que las relaciones para 7 y g no cambian a excepcion de que ahora
el pardmetro v es multiplicado por z . Ademas, se tiene el siguiente Lema cuya
demostracion puede ser vista en el Apartado B.1 del Anexo B.

Lema 2.3.4.1.14
Es posible elegir z de forma que g(U,,.U,)=zv=if', 0<p'<I.
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Asi, de la misma forma que antes en el Lema 2.3.4.1.13, de las relaciones que
provienen de A(T)=0 se obtiene que a, =@, y a; =a) =0 vy, de las relaciones
que provienen de A(g)=0 que a, =0, a;+a; =0y B'a; =0.

_ Notar, que si el valor de 4’0, entonces a; =0 vy, por tanto, que £=(0) y
R=0. Asi, para analizar el caso C) se consideran los dos subcasos siguientes:

C1) Si R=0. En este caso, se tiene que la tabla de multiplicar de g y el
producto interior g sobre ¥ =g son los mismos que los del caso A), si en este
se consideran 4, =0y a=0.

Si ahora se realiza el cambio de base dado por U, =(1/ V2 )(X ,+iY) y
U, =(1/ V2 )(X ,+iY,) se obtiene que g estd determinada por

[X, . W]=-24X, y [Y,,W]=4Y,
y, que g esta dada por

g(X,X,)=¢g,Y,)=0, g(X,,Y,)=—g(¥,X,)=p",
g(X]’Xj)zg(Yj&Yj):g(WeW):I

Asi, se tiene que en este caso, el algebra de Lie g es ahora reducible (en
el apartado A) no lo era) con la descomposicion g=(X,,Y,,W)®(X,,Y,). Pero
ello, no implica que la s — variedad algebraica (V, g, S, 0, T) sea reducible. En
efecto, aplicando metddicamente la Definicion 1.3.2.3 se obtiene que si S’ #0
entonces no es reducible y, por tanto, su interpretacion geométrica se realiza
de forma andloga al caso A).

C2) Si R#0. Entonces f8'=0 y el algebra de Lie ¢ estd generada por el
endomorfismo A4, cuya matriz asociada respecto de la base {U,,U,} es

)

Como R(Z,Z")et y debido a la Proposicion 2.3.4.1.9 se tiene que los unicos
elementos no nulos son ﬁ(Ui,Uj) =4,4,, i,j=1,2 donde 4, eC, 4U,=0
y 4U, =iU,. Por tanto, en particular se tiene que R(U,,U;)U, =0 y que para
4;€C e i, j=12, RU,U)U,=il,U,.

Desarrollando ahora la Primera Identidad de Bianchi como en los anteriores
apartados se obtiene

RU,U)U,+RU,U)U, =0y RU,,U,)U,+RU,,U)U,=0.

Y sustituyendo lo anterior
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IE(UNU]) :R(Unﬁz) :é(U27(71) =0y R(U2>(72) =it4,,

donde ¢#0 es un parametro real.

Ademas, igual que en el caso B2), se tiene que el dlgebra de Lie h coincidecon €.
Ahora, se puede comprobar que la s — variedad algebraica (V, g, S, R, T) es
reducible sobre la descomposicion g=(X,,Y,,W)®((X,,Y,)+h). En efecto, para
comprobar esto, primero se toma labaserealde V; {X,,Y,, X,,Y,,W}, que se obtie-
ne al realizar el cambio dado por U, = (1/\/5)()(, +iY)yU,= (1 V2 (X, +iY,)
y, se calcula 7 y R en esta base. Con ello se obtiene la tabla de multiplicar de
g, sobre la cual se observa que g=(X,,Y,,W)®((X,,Y,)+h). Asi, se obtiene
que el candidato para ver que la s — variedad algebraica (V, g, S, R, T) sea
reducible es V' =(X,,Y,,W)+(X,,Y,). Para comprobarlo, se calcula la expresion
de gy S en la base real y se comprueba que V' =V, +V, y que, si 7,:V >V,
g =gy, $=S,, R=R, y T'=T,, i=1,2, se cumplen las propiedades
expresadas en la Definicion 1.3.2.3.

Por otra parte, procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba
que en todos los casos A), B) y C), (D, R)(U ,U)U, #0 para U, elemento fijado
de la base de V¢, por ello, las correspondientes s — variedades Riemannianas
(M,g) no son localmente simétricas.

A continuacion, se desarrollan las realizaciones geométricas correspondien-
tes a los casos A), Bl), Cl) y B2).

Realizacion geométrica de los casos A), Bl) y CI).

Debido a que h=(0), para construir el espacio homogéneo buscado sola-
mente sera necesario calcular el grupo de Lie G asociado al algebra de Lie g.

Aunque el centro del algebra de Lie g es nulo en los casos A) y Bl), no
lo es en el caso Cl), por ello, en vez de aplicar la representacion adjunta (sélo
aplicable en los casos A) y B1)) se aplica el método de las foliaciones.

Para ello, se toma la mayor foliacion posible (la cual coincide en los tres
casos), que es la dada por {X,,Y,,X,,Y,}. Puesto que la foliacion es de dimen-
sion 4, se toman

0 0 0 0 1 00 0 0 0 00 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 1 00 0 0 0
X,=|0 0 0 0 0|, Y,=(0 0 0 0 0, X,={0 0 0 0 1|,
00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0

UEX

117



ARIAS-MARCO

00 0 0 0 w, W, w; w, 0
0 0 0 0 0 W, Wy, Wy ow,, 0
Y ,=10 0 0 0 0|y W=|w, w, w; w, 0|
0 0 0 0 I W, W, W, ow, 0
00 0 0 0 o 0 0 0 0

donde w, €R, i,j=1,2,34. Ahora, usando la tabla de multiplicar, se calculan
los coeficientes indeterminados y se sigue que

A 0 0 0 0
0 -4, 0 0 0

w=lo 0o 4 0 0|
0 0 0 -4 0
0 0 0 0 0

Asi,

g={xXX,+ )Y, +ZX, + WY, +tW X,y 2, w,te R} =

At 0 0 0 X
0 At 0 0o
=4 0 0 At 0 <z |:x,y,Z,wteR
0 0 0 -t w
0 0 0 0 0

A continuacion, usando la aplicacion exponencial exp:g — G, se calcula la
expresion matricial del grupo de Lie G.

Dada una matriz 4 g, por [W] se sabe que:

e 0 0 0 x

Colooe 0 0y

E exp(A)=e” = Z 1:' =0 0 € 0 =z
Tl 0 0 et w

0 0 0 0 1

Asi, se tiene que el grupo de Lie G es:
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e 00 0 x
0 e 0 0 vy

0 e 0 z|ix,yzwteR;.
0 0 e* w
0 0 0 1

S © S

Claramente, se observa que cada matriz de G se puede identificar con la
5 —tupla (x, y, z, w, )€ R’, por tanto, se tiene que G es difeomorfo al espacio
euclideo R’ (x,y,z,w,t).

Asi, G es el grupo de Lie simplemente conexo buscado, cuya algebra de
Lices g.

A continuacion, se calcula la métrica G — invariante g. Para ello, de
forma analoga al desarrollo de los Lemas 2.3.2.10 y 2.3.2.11 se obtiene que
X,,Y,,X,,Y,,W eg pueden ser identificados respectivamente con los campos
vectoriales invariantes a izquierda sobre G

ellt i e—l,t i Ayt i — At i a
ox

> B B

y —.
oy 0Oz ow = ot

Y, asi, que el producto interior g sobre ¥ =g induce la siguiente métrica
Riemanniana invariante sobre R’(x,y,z,w,t):

H A &My’ e d + e dw + di +

+2ale” " dydz + e dydw] +

+2p[eM ) dydz — e dxdw),

g=e

donde, 6 M > >0, X+ P <L, OM=0>0,0=0,0<PB <1, 6A\<0 A
=0,a=0,0<B<L

Asi, se ha obtenido el tipo 2 de la lista de clasificacion.

Finalmente, de forma andloga al lema 2.3.4.1.11, se tiene que la simetria
tipica s, de orden 4 en el punto o=(0,0,0,0,0) de R’(x,y,z,w,t) es la trans-
formacion dada por:

’

X=-y, y=x,zZ=-w, W=z, t'=—t.

Realizacion geométrica del caso B2).

Dada la base compleja {Z,, Z,, Z,}de g®C vy la tabla de multiplicar

[ZI’ZZ]:Zsa [22’23]221 Yy [stz]]:ZZa
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se comprueba facilmente que el centro de g®C es nulo. Asi, se puede aplicar
la representacion adjunta, al igual que en el Lema 2.3.2.9, del cual se obtiene
que se puede identificar

0 0 0 0 0 -1 0 10
Zycon|0 0 1| Z,con|0 0 0|y Z,con|—=1 0 )
0 -1 0 1 0 0 0 0 0

Es decir, con la base compleja del algebra de Lie so(3,C) . En consecuencia,
el grupo de Lie asociado es el grupo especial ortogonal complejo SO(3,C) y
asi, siguiendo la notacién de [H.1], g=(s0(3,C))* vy, por tanto G=SO(3,C).
Por otra parte, h=(4,) genera el subgrupo H de SO(3,C) de todas las matrices
de la forma:

0 -1 0 Cost —Sent 0
exp||/ 0 O0]|=|Sent Cost 0]
0 0 0 0 0 1

donde teR.

Para calcular ahora la métrica Riemanniana G — invariante sobre el espacio
homogéneo G/H , se considera el grupo G'=GL(3,C) de todas las matrices
complejas no singulares de la forma

a, a, da;
b, b, b
¢ 6 G

Asi, el grupo G =SO(3,C) es un subgrupo de Lie y, en particular, una
subvariedad de G'=GL(3,C). Los vectores {Z,, Z,, Z,} de g®C pueden ser
representados, de forma andloga a como se desarrolla el Lema 2.3.3.1.8, por
los siguientes campos vectoriales complejos invariantes sobre G'=GL(3,C):

Lea g Dy 0,000
"6a, “oa, ‘ob, ‘ob  ‘éc, oc

J J J

(2.25)

donde, los indices [i, j, k] recorren las permutaciones ciclicas del triplete [/, 2, 3].
Asi, las restricciones de los campos vectoriales complejos Z,, Z,, Z,, Zl, Zz,
Z, de la subvariedad G < G’ son tangentes a G y G — invariantes. Por tanto,
generan el algebra de Lie real de G.
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Por otro lado, resolviendo los sistemas de ecuaciones w/(Z;)=7,,,
i,j=12,3, se calculan las formas diferenciales lineales complejas sobre G,
obteniendo que:

-
w; =a,da, +b,db, +cdc,,

donde, los indices [i, j, k] recorren las permutaciones ciclicas del triplete [/, 2, 3].
Asi, si se denotan por w,, i=1,2,3 las correspondientes formas inducidas sobre
G, se tiene que w,, w,, w;, W,, W,, w;, son las formas diferenciales lineales
complejas invariantes sobre G, las cuales son duales a los campos vectoriales
complejos Z,, Z,, Z,, Z Z Z de G, es decir, que w,(Z,)= w(Z) Siis
w, (Z )=0, i,j= I 2, 3 a 10 1argo de la variedad G. (Notar, que las formas w
no son invariantes sobre G').

Debido a que la imagen de 4, se encuentra en la isotropia y que

2

8(Z,,Z)= g(Zz,Z)— . 8(Z,,2,)=0, gW.W)=0",

g(Z],Z) g(225Z )_ 2 y g(ZhZ) 0

Se obtiene, en primer lugar, que la expresion de la métrica es:
g=a’(w,, + wzwz)—g[(wj)f + () +(w,) +(9,) 1+ bW

donde, |;/| <a’ 'y, w esla forma diferencial lineal tal que w(W)=1y w(Z,)=0,
i=1,2,3. Ademas, como W =—i(Z,-Z,), se tiene que w=(i/2)(w,—w,) Yy asi,
sustituyendo en la anterior expresion de g, se concluye que

g= az(WJ"T}J +W2W2)_g[(w1)2 +("_V1)2 +(W2)2 +(W2)2]+b7|:wj+wj:|

donde, |y|<d’.

Entonces, g es una forma real sobre G, G — invariante y semidefinida posi-
tiva, las relaciones métricas del apartado B2) son satisfechas por los campos
vectoriales Z, dados por (3.25) ya que, W =—i(Z,~Z,) y, como la forma g es
también Ad(H) - invariante, ésta induce una métrica Riemanniana G — inva-
riante sobre el espacio homogéneo G/H , la cual se denota de nuevo por g.

UEX

Asi, se ha obtenido el tipo 3 de la lista de clasificacion.

Si ahora se considera el automorfismo @ de G' dado por
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a, a, a; Ez _[;1 [;3
@:\b, b, b |>|-a, a -al|,

¢ 6 G ¢ - Cs

se comprueba que @’ =1Id., @ conserva el subgrupo G=S0(3,C) y el
subgrupo H. Consecuentemente, @ induce el difeomorfismo ¥ de la variedad
G/H en si misma. Ademas, el conjunto de puntos fijos de @ en G se separa
en dos componentes una de las cuales es el subgrupo H 'y, como @ (w,)=,,
@ (w,)=-w, y @ (w,;)=Ww,, se tiene que @ (g)=g. Asi, se concluye que ¥
es una simetria de orden 4 de la variedad Riemanniana (G/H,g) en el origen.

Tercer Caso de la Proposicion 2.3.4.1.8.

De manera analoga al desarrollo del primer caso de la Proposicion 2.3.4.1.8
se puede elegir un vector unitario W e V™" AV y una base {U,,U,} de V'?
tal que

gU,U)=1, gU,,U,)=b", gU,U)=veC, vw<b’, (2.26)

donde el resto de relaciones posibles relativas a la métrica son nulas y, ademas
que

TU,U)=wW, TWU,U)=0, jk=12 (2.27)
TWU,W)=U,, TU,W)=1U,, 0#A=a+ibeC, b#0.

Si se aplica el apartado e) de la Proposicion 2.3.4.1.9 cuando i=j =1y
— 0 _ &)
cuando i=j=2, se obtiene que Au—Au=0 y que Ag—Au=0. Ahora, se

considera el parametro f=A°-17=(1+A)(A-1) vy, se tiene(1+1)=2a y
(A-=A)=i2b#0. Por tanto, si se supone que f =0, inmediatamente a =0 vy,
considerando u =c+id y sustituyendo en (1) y (2), se obtiene que ad —bc =0
y ad+bc=0 Yy, de esto, que ¢ =0. Sin embargo, si se supone que x#0, se
tiene que f=0 y, como (A1—A1)=i2b#0 entonces a=0. Aplicando esto jun-
to con (1) y (2) se obtiene que, ¢c=0, es decir que pu+u=0. Asi, se deben
diferenciar los casos siguientes:

A) f#0; es decir, cuando (A+A1)#0.

B) f=0y u=0; es decir, cuando (A+A)=0y u=0.

C) f=0, u#0 y u+m=0; es decir, cuando (A+1)=0, u#0 y
H+p=0.

Ahora se calcula el dlgebra de Lie € de todos los endomorfismos reales
A:VE >V tales que A(S)=A(g)=A(T)=0. Para ello, de forma analoga a
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como se obtuvieron los resultados en los Lemas 2.3.3.1.4, 2.3.3.1.5 y 2.3.3.1.6
se obtiene que de A(S)=0,

AU, =Y d/U,, AU, = a’U,, AW =0

j=1,2 j=1,2
para cualquier 4€t, de A(g)=0,

3) 4)
a +a +va, +va; =0, (a;+a;)b’ +va+va, =0,
1 -2 272 —1 @
(a,+a;)v+ab”+a, =0, (2.28)

y, de A(T)=0,

©) @ - _,.® , =
(@ +a)u=0, (a-a,)A=0, a,l—-aii=0, aji-a A =0. (2.29)

Ahora, aplicando estos resultados particularmente en cada caso, se obtiene
que:

A) Si(1+1)#0. Entonces =0 y se tiene el siguiente lema:
Lema 2.3.4.1.15
De las relaciones que provienen de A(T)=0 se obtiene que
a,—a;, =0y a; =a,=0.
Y de las relaciones que provienen de A(g)=0 se obtiene que

1, = 2, =2 -
a,+a, =0, a;+a, =0y (a,+a;,)v=0,

Demostracion

Debido a que 4 # 0 de (7) se obtiene que a; —a; =0, de (8)+(9) que a; =a;,
de (8)-(9) que a; =—a, vy, por tanto, que a; =a, =0. Por otra parte, sustitu-
yendo estos ultimos resultados en (3), (4) y (5) y, como b =0, se obtiene de
G) al+a' =0,de @) a’+a =0y de (5) (a' +a)v=0.

Asi, si v#0 el algebra de Lie £ es cero y por tanto R=0 vy, si v=0 el
algebra de Lie £ esta generada por el endomorfismo 4, cuya matriz asociada es

b5
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En este caso, usando (2.27) y el apartado ¢) de la Proposicion 2.3.4.1.9
sobre la primera identidad de Bianchi desarrollada sobre U,,U,,U,, i=1,2,
se obtiene que:

RU,,U)U,+RU,UNU,=0, i=1,2. (2.30)

Como R(Ui,ljj) et®C =(4,), se sabe que R(Ui,ljj) =44, 4 €C,
i,j=1,2. Si se sustituye esto en (2.30) cuando i=/ se obtiene que
—2,4U,+4,,4U,=0 y cuando i=2 que A,,4U,—4,4,U,=0. Como el
endomorfismo 4, es conocido, estas se reducen a il U,+il, U, =0 y a
iU, +id,U,=0. Ahora, como U, y U, son linealmente independientes se
obtiene 4, =4,,=4,,=4,, =0 que, junto con el apartado ¢) de la Proposicion
2.3.4.1.9, implica que R=0. Asi, para cualquier valor de v, (V, g, S, 0, T)
satisfaciendo (2.26) y (2.27) es la Uinica s — variedad algebralca posible (se com-
prueba facilmente que se satisfacen las condiciones 1) — vi) del Teorema 1.3.2.).

Ademas, procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba que
(Dy R)WU,,U,)U, #0 para U,, U, elementos fijados de la base de V€ ; por ello,
las correspondientes s — variedades Riemannianas (M,g) no son localmente
simétricas.

Por tanto, el algebra de Lie g=J esta determinada por la tabla de mul-
tiplicar:

[U.U1=0,i,j=12, [U,U,]=0, [U,W]==-20,, [U,,W]=-2U, (2.31)

y por el producto interior g sobre g=»J dado por (2.26).

Asi, A, by v son invariantes de estas s — variedades algebraicas.

B) Si (1+4)=0 y u=0. Entonces, A=ip con 0#peR. Ademas,
se pruecba facilmente que las transformaciones de V' que conservan las
relaciones T(U,,W)=AU,, T(U,,W)=AU,=-AU, son aquellas de la forma
U=aU,+pU, y U,=-pU,+aU,. Asi, si en particular se toma el cambio
de base dado por U;=(U,+BU,)/r y U, =(U2—,BU,)/r, donde S es una
raiz de la ecuacion VB’ —(b°-DB-v=0 vy r:\/\ 1+ pv+pv+pBb |eR,
se tiene ademas que g(U!,U})=1 (debido al valor de r )y que g(U,,U})=0.
(debido al valor dado a ).

Por tanto, se puede elegir un vector unitario W eV ANV y una base
{U,,U,} de V' tal que

gU,U)=1, gU,,U)=b", gU,,U,)=0 (2.32)

donde el resto de relaciones posibles, relativas a la métrica, son nulas y, ademas
que
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TW,U,)=0, TWU,U)=0, jk=12 (2.33)
TWU,W)=AU,, T(U,W)=-U,, A=ipeC, 0#peR.

Se tiene el siguiente resultado:

Lema 2.3.4.1.16

De las relaciones que provienen de A(T)=0 se obtiene que
aj—a, =0y a +a, =0.

Y de las relaciones que provienen de A4(g)=0 se obtiene que

aj+a =0, a;+a, =0y (b”-Da; =0.

La demostracion es sencilla si se desarrolla de manera analoga al Lema
2.3.4.1.15 pero imponiendo las nuevas condiciones de este apartado.

A partir de estas relaciones se observa que, dependiendo del valor de b
hay que analizar los dos casos siguientes:

B1) Si b” # 1. Entonces, debido a (b"" —1)a; =0 y a; +a@, =0 se tiene que
a;=al=0y,poraj-a, =0, a +a =0y a,+a, =0 se sabe que qa,, a; €eC
son imaginarios y que, a, =—a; . Asi, el 4dlgebra de Lie £ estd generada por el
endomorfismo 4, cuya matriz asociada es

i 0
0 —i)
En este caso, usando (2.33) y el apartado c) de la Proposicion 2.3.4.1.9

sobre la primera identidad de Bianchi desarrollada sobre U,,U 2,(71., i=12,
se obtiene que:

RU,.U)U,+RU,U)YU, =0, i=12. (2.34)

Como E(Ui,Uj)e?®C:<A0), se sabe que ﬁ(Ui,Uj) =44, 4;€C,
i,j=1,2. Si se sustituye esto en (2.34) se obtiene que A, 4U,—-1,4,U,=0,
i=1,2. Como el endomorfismo 4, es conocido, ésta se reduce a
AU, +iA,U,=0. Ahora, como U, y U, son linealmente independientes se
obtlene /IH =1,,=4,,=4,,=0 que, junto con el apartado c) de la Proposicion
2.3.4.1.9 implica que R=0. Asi, (V, g, S, 0, T) satisfaciendo (2.32) y (2.33),
es s — variedad algebraica ya que se comprueba facilmente que se satisfacen
las condiciones i) — vi) del Teorema 1.3.2.

UEX
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Ademas, procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba que
(Dg R)U,,U,)U,; #0 para U,, U, elementos fijados de la base de Ve, por ello,
las correspondientes s — variedades Riemannianas (M,g) no son localmente
simétricas.

Por tanto, el algebra de Lie g=V y el producto interior g sobre ésta, tienen
la misma forma que en el caso A) salvo que ahora A=ip y v=0.

Asi, 'y p son los unicos invariantes de la s — variedad algebraica.

B2) Si b =1. Entonces, debido a los siguientes lemas, se obtiene que la
correspondiente s — variedad Riemanniana es un espacio euclideo E’. Por tanto,
este caso no serd estudiado.

Lema 2.3.4.1.17
El algebra de Lie & es su(2).

Demostracion

Para el desarrollo de ésta se utilizaran las relaciones del Lema 2.3.4.1.16.

Como b =1, de (b"" —1)a; =0 no se obtiene informacién; de a, —a; =0,
a1j+51’ 2=0 y a§2+ 5221=0 se tie?e que a, a; ej(/f son imaginarios, y que
a,=-a, y,de a; +a, =0 que a, =—a, y que a, =—a, . Por tanto, el algebra
de Lie ¢ estd generada por el endomorfismo 4, cuya matriz asociada es

. 2
iy a
[ a; j }/ GR
-a, -—iy

Asi, E=su(2).

Lema 2.3.4.1.18

R=0 vy, por tanto, (V, g, S, 0, T) satisfaciendo (2.32) y (2.33) es s —
variedad algebraica.

Demostracion

En efecto, si R=0, entonces se satisfacen las condiciones 1) — vi) del
Teorema 1.3.2 y, por tanto, (V, g, S, 0, T) satisfaciendo (2.32) y (2.33) es s —
variedad algebraica.

Si ahora, se supone que R#0 y se sigue exactamente el mismo procedi-
miento que en el desarrollo del primer caso de la Proposicion 2.3.4.1.8, se prueba
que no existe una s — variedad algebraica (V,g,S,R,T) donde, R#0 y,gy T
tengan la forma canodnica anterior (en este caso la dada por (2.32) y (2.33)), ya
que se obtienen las mismas contradicciones. Por tanto, R=0.
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Finalmente se enuncia, el siguiente lema cuya demostracion puede ser con-
sultada en el Apartado B.l1 del Anexo B.

Lema 2.3.4.1.19

R=0 vy, por tanto, la correspondiente s — variedad Riemanniana es un
espacio euclideo E’.

Realizacion geométrica de los casos A) y Bl).

Debido a que h=(0), para construir el espacio homogéneo buscado sola-
mente sera necesario calcular el grupo de Lie G asociado al algebra de Lie g.

Para ello, considerando sobre (2.26) y (2.31), el cambio de base dado por
Z,=(U, +172)/\/(2+2b2) y Z,=(U, —172)/\/(2+2b2) , se obtiene que:

1Z2.Z21=12,,2,1=0, i,j=12, [Z,W]=-2Z,, [Z,,W]=2Z, (2.35)

y
2(Z,,Z)=v/(U+b)=a, g(Z,,Z,)=—v](I+b")=—a,
- — 1
g(Z,,ZZ)=0, g(ZpZ[):g(ZzaZz):Ea (2.36)
_ 1-v° ,
g(Z,,Z,)= =c, g(Z,W)=0,i=12,

2(1+b%)

donde la condicion v <b’, toma la forma a@+c’ <4.

Como el centro del algebra de Lie gx@z(Z I,ZZ,W> es nulo en los casos
A) y Bl), se puede aplicar la representacion adjunta de manera analoga al Lema
2.3.2.9, obteniendo asi, que la expresion matricial del algebra de Lie gxC es:

0 0 -4 0 0 0 A 0 0
gxC=<:z"-|10 0 0 |+W-0 0 Al|+t-|0 -4 0|:Z,welC,teR;=
0 0 0 0 0 0 0o 0 0
At 0 =17
=<1 0 -At AW | Zwel, teR}: o
0o 0 0 =

Ahora, usando la aplicacion exponencial exp:gxC — G, se obtiene, de
forma analoga al Lema 2.3.2.9, que el grupo de Lie G es el grupo formado por
todas las matrices de la forma
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M0 z
0 e™ w
0 0 1

donde 2227(1—@1’), w:WT(I—e’i’)eC yteR.

Si A+ 4 #0; es decir, se esta en el caso A), entonces el grupo G es difeomor-
fo a €’ xR . En efecto, si se calcula el Jacobiano de la aplicacion € xR — G

z w - : .
dada por (z,w,t) =>| =(I—€"),—(I—e*),e™ |, se obtiene que su expresion
t t

_ M M
es (1 te j[l te J-(/lei’). Como A #0, se tiene que si ¢ tiende a cero, el

Jacobiano tiende a —1° #0 y, que si t#0, el Jacobiano se anula si y sélo si
e =1y, tomando A=a+ib,siysolosi bt=kr, k#0,y, a=0 6 t=0, lo
cual es una contradiccion con A+ A4 #0 y t#0. Asi, aplicando el teorema de
la funcion inversa, se sabe que el difeomorfismo es local y, ademas, como la
aplicacion es inyectiva, es global.

Si A+ =0, es decir, se esta en el caso B1), entonces €’ xR es un cubri-
miento por abiertos (formado por un solo abierto) del grupo G. En efecto, si se
calcula el Jacobiano de la aplicacion €°xR — G dada por

(Z,W,t) - (;(1_eﬂf)’¥(1_e—it)’e—lfj )

]_elll ]_e—/ll
se obtiene que su expresion es ( J( )(le“) . Como A #0, se tiene
t t

que si ¢ tiene a cero, el Jacobiano tiende a —A° #0 y, que si 7 # 0, el Jacobia-
no se anula si y solo si e* =1y, como A=iy, y#0,siy solosi yt=2kr,
0+ k e Z . Por tanto, lo que se tiene es que la aplicacién (€’ xR)\ 4 — G\{Id}
es un difeomorfismo donde,

A={(zw0) dt=i2kr, ke 2"y ={(zw, 2y ke 27}
y

Asi, en ambos casos €’ xR es un recubrimiento por abiertos simplemente
conexo (formado por un solo abierto) del grupo G. Ademds, €’ xR puede ser
identificado con R’.

A continuacion se calcula la métrica G — invariante g.

De manera andloga al desarrollo del Lema 2.3.2.10, en este caso se obtiene
que Z,,Z,,We gxC pueden ser identificados respectivamente con los campos
vectoriales invariantes a izquierda sobre G
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Por ello, se tiene que el algebra de Lie g puede ser representada por la
siguiente transformacion infinitesimal del espacio €’ (z,w)xR(t):

= 7, O 0
Z=e" L yw=2,
2= Y ot

Z,=ei’i,z=ei’i,22 —iri
oz ow

Il
Q

Asi, de forma anéloga al Lema 2.3.2.11, el producto interior g sobre V' =g
induce una métrica Riemanniana invariante sobre R’(z,z,w,w,t) mediante la
siguiente forma diferencial compleja sobre €°(z, w)x R(¢):

g =ae M (d2) +@e M (dz)’ —ae’ (dw)’ —ae’™ (dw)’ +
+2ce P dzdiw+ &4 P dzdw] + e PP dzdz + eF P dwdw + (di)

donde A, a son parametros complejos, ¢ es un pardmetro real y aa +c’ <1/4.
En el caso A+1 =0 se tiene que a=0 y que c#0 ya que, si ¢ fuese cero,
la correspondiente métrica Riemanniana seria la euclidea y corresponderia al
caso B2).

Finalmente, se demuestra de forma analoga al Lema 2.3.2.12 que la simetria
tipica s, de orden 4 en el punto o=(0,0,0,0,0) de R’ es la transformacion
dada por:

Z'=iw, w=iz, t'=—t.
Asi, se ha obtenido el tipo 4 de la lista de clasificacion.

C) Si (A+A4)=0, u#0 y u+m=0. Entonces, A=ip con 0#peR y
p=it con 0#teR. Asi, se puede elegir un vector unitario W eV " "V y
una base {U,,U,} de V" de forma que ahora (2.27) se expresa de la forma
siguiente:

T, U,)=itw, TU,,U,)=0, jk=1.2
TU,W)=ipU,, T(U,W)=—ipU,, 0#peR, 0#tcR.
Realizando ahora el cambio de base dado por W' =W/p, U, =-iU, / \/m
y U, =U2/\/m se tiene que
(U, Uy =sgn(tp)W", TU;,U)=0, j.k=12
TWw, wH=U,, TU,,W)=-U,, 0#peR, 0#tcR.

UEX
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Si ahora se buscan U] y U} como combinacion lineal de U, y U; y, de
forma que T(U,,W")=U, y T(U,,W")=-U, se obtiene que U! =alU, + BU,,
U,=-pU, +aU, y T(U,,U,) =sgn(tp)aa+ BB)W". Asi, el coeficiente de ¥
no cambia de signo. Realizando ahora el cambio dado por U, =U, / J(@a@+ BB),

U, =U;/\/(ao7+/5’/7) y W=W", se obtiene

TU,U)=+W, TU,U,)=0, j.k=12 (2.37)
T, w)y=U,, TU,W)=-U,, 0#peR, 0#teR

donde, ademas, los casos (+) y (-) no son equivalentes.

Aplicando los cambios anteriores sobre g se obtiene que:
g(UpU]) =a’ > g(Uzaﬁz) = blza g(WaW) =c’ P g(UI,UZ) =v'eC,

y que el resto de relaciones posibles son nulas.

Ahora, manteniendo (2.27), se puede reducir el parametro v’ a cero. Para
ello, se remplazan U, y U, (aunque sin cambiar la notacion) por los vectores

(U1+ﬂU2)/w/(1+ﬂﬁ) y (U1+ﬂU2)/«/(]+ﬂB) respectivamente, donde S es

raiz de la ecuaciéon V)B° +(a’ —b"°)B—v' =0. Asi, las relaciones (2.37) perma-
necen inalteradas y se tiene que:

g(U],UI):a'z, g(Uz’Uz):bnza g(W,W)zcz, g(UnUz):O’

y que el resto de relaciones posibles son nulas.

Ademas, para cualquier cambio de base que se realice imponiendo que se
satisfagan las condiciones (2.37) y g(U,,U,)=0, se tiene que se conservan
todos los parametros a’, b" y ¢ 0 que se intercambian a'con b".

En consecuencia, se puede afirmar que se ha encontrado una base U,, U,,
W tal que satisface (2.37) y

g(UIJUI):aZ’ g(U29(72):b2’ g(W,W):CZ, g(U/ lZ) =0 (2‘38)

donde, a2b>0, c>0 y el resto de relaciones posibles son nulas. Mas aun,
a, b y c son invariantes de (S, g, T).

Para cualquier s — variedad algebraica (V, g, S, R, T) satisfaciendo (2.37) y
(2.38) se tiene que R # 0. En efecto, si R =0 se tendria que la primera Identidad
de Bianchi no es satisfecha ya que &(7(T(U,,U,),U,)=FU, #0.

A continuacion, de manera analoga a como se desarrolld en los casos ante-
riores, se calcula al algebra de Lie ¢.

Sea A<t, entonces, a partir de la condicion A(S) =0 se sabe que
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AU, =Y alU,, i=12, AU =Y a'U,, i=12, AW =0,
j=1,2 j=1,2

de A(g)=0 se obtiene que
1 1 0 2 2 @ 2 2 1 2 @
a,+a, =0, a,+a, =0, a;(b) +a,(a) =0
y de A(T)=0 que
) )
al+a; =0, a +a, =0.
Asi, de (1), (2) y (4) se obtiene que
a,=—a; =iy, yeR
y, de (3) y (5) que
2,72 2 @
a,(b"—a’)=0.
Por tanto, hay que analizar por separado los casos en los que a y b son

iguales 6 distintos.

Si a # b, entonces, por (6) y (5) a; =a) =0. Asi, el dlgebra de Lie £ es uno
dimensional y esta generada por el endomorfismo B cuya matriz asociada es

b2

Si a=b, entonces, por (5) —a; =a,=0. Asi, el algebra de Lie ¢ es dos
dimensional y esta generada por las matrices del tipo

. 2
( 7, j 7R, al eC;
—a, -ty
es decir, £=su(2).
Ahora, hay que ver las posibilidades que se tienen para el algebra de Lie
hct.Como R #0 sesabe que h=(0), por tanto, h serd uno 6 dos dimensional.
Si a#b,la dimé=1y E=<B> entonces, f)=<B>.
Sia=b,la dimt=2 y £€=su(2) entonces, 0 bien la dimh=2y h=su(2)
it u+iv
6 bien dimh=17 y h esta generada por B= ) ) J expresada en la
—u+iv it
base U,, U,. Si en este ultimo caso se calculan los valores propios de B, se
obtiene que son A, =+ivt’ +u’ +v’ . Ademas, si U, =aU, + pU, es el vector

propio asociado al valor propio A, entonces, U, =—fU, +@U, es el vector pro-
pio asociado al valor propio A (notar que se siguen manteniendo las relaciones
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(2.37) y (2.38)). En efecto, si se toman « y S de forma que BU, =AU, ; es
decir, que (B—-A, 1)U, =0 6 equivalentemente que

itha+u+iv)f=0
(—u—iva+itd f=0|

se aplica el conjugado a este sistema, se tiene en cuenta que A, =1 , se cambia
de signo la segunda ecuacion y se arregla la primera, se obtiene que

B

—(—u+iv)f—itha=0
—itA f+u+iv)a=0

es decir, que (B—A_I)U, =0. Por tanto, U, es el vector propio asociado a A .
En esta nueva base se puede suponer que aa + S8 =1, ya que se obtiene rea-

lizando un nuevo cambio de base dado por U;* =(1/aa+ pp )U;, j=12,¢l

cual sigue satisfaciendo las condiciones (2.37), (2.38) y el hecho de que U:*,
j=1,2, sean los vectores propios asociados a los valores propios A,, 4 . Asi,

B en la base U,, U,, es
A0
0o 1)

y, asi, se concluye que en este caso b estd generada por

b2

Por tanto, habra que distinguir y analizar los dos casos siguientes:

.o i 0
Cl) Si dimh=1 entonces, a>b y b=<B>=<(0 —ij>.

C2) Si dimh=2 entonces, a=b y h=su(2).
0
C1) Si dimh=/ entonces, a=b y h=<B>= [; j . En este ca-
—i

so, usando (2.37) y el apartado c) de la Proposicion 2.3.4.1.9 sobre la primera
identidad de Bianchi desarrollada sobre U,,U,,U,, j=1,2, se obtiene que:

RU,.U)U,+RU U, =5T (U, W), j=1,2. (2.39)

Como ﬁ(Ui,Uj) ebh=(B), se sabe que ﬁ(Ui,(j/.) =A,B, 4;eC,i,j=12.
Si se sustituye esto en (2.39) cuando j =1 se obtiene que —4,,BU, +4,,BU, =FU,
ycuando j=2 que A,,BU,—-4,,BU, =+xU,. Como el endomorfismo B es cono-
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cido, estas se reducen a —id, U, —il,,U, =xU, ya il,,U, +il,,U, =1U,. Ahora,
como U, y U, son linealmente independientes se obtiene A, =+i, A,, =Fi y
A, =4, =0. Asi, se concluye que:

RU,U,)=+iB, RU,,U,)=7iB, RU,,U,)=R(U,,U,)=0,
BU,=iU,, BU,=-iU,. (2.40)
Entonces, para poder realizar las distintas interpretaciones geométricas
habra que distinguir de nuevo dos casos:
C1A) Caso eliptico. Cuando se considera el signo inferior en (2.37) y (2.40).

C1B) Caso hiperbolico. Cuando se considera el signo superior en (2.37) y
(2.40).

Notar, que en ambos casos (2.37), (2.38) y (2.40) definen una s — variedad
algebraica ya que satisfacen las condiciones i) — vi) del Teorema 1.3.2. Ademas,
si a>b entonces, h=*t pero, si a=»b entonces, h=¢.

Tanto en el caso eliptico como en el hiperbdlico se tiene que las correspon-
dientes s — variedades Riemannianas no son localmente simétricas. En efecto,
en el caso eliptico es facil comprobar que (D, R)U,,U))U, #0 y en el caso
hiperbolico que (D, R)U,,U)U, #0.

Realizacion geométrica de los casos C14) y CIB).

C1A) Caso eliptico.

Para construir el espacio homogéneo buscado es necesario calcular el grupo
de Lie G asociado al algebra de Lie g y el grupo de Lie H asociado al algebra
de Lie b.

Para ello, considerando sobre (2.37) y (2.40), el cambio de base dado por
Z,=(4)U,+iU,) y Z,=(%4)(-U,+iU,), se obtiene que:
f(ZJ’ZJ = T(Zzazz) = W% > R(ZJ’ZJ) = _ﬁ(zz’zz) = _iB/:
7(Z,,W)=—iZ,, T(Z,,W)=—iZ,, BZ,=iZ,, BZ,=—-iZ,,
7(Z,,2,)=T(Z,,Z,)=T(Z,,Z,)=R(Z,,Z,) = R(Z,,Z,) = R(Z,,Z,) = 0.
Si ahora se considera el cambio de base W' = (/) (W —B) y B'=(/4)(W +B),
se tiene que la tabla de multiplicar asociada a g es
[Zjazz] :[Zznzz] =0, [Zjazj] =—iW', [Zzazz] =—iB'
z,wh=iz,, 1Z,,B'1=0, [Z,,W']=0, [Z,,B']=iZ,.
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Si finalmente se considera el cambio de base dado por Z, ( Y4 I) (X +iY)),
Jj=1,2,donde X}, Y eV se obtiene que la tabla de multlphcar asomada ag
es ahora la dada por

[X’ ,] W, [ ’3W’]:_Y'a [Y’sW,]:X,a
[X3.Y]1=B", [X},B']=-Y,, [V},B']= (2.41)

donde, el resto de relaciones posibles son cero. Asi, se obtiene que

8= (X}, Y, W) ® (X', Y], B) = 50(3) ® 50(3)
y que la subalgebra h= <B> = <B' - W’> = (B') @ <—W'> .

Abhora, usando la aplicacion exponencial se obtiene que el grupo de Lie G
es SO(3)xSO(3) y que H =exp(B')xexp(-W") donde, como

0 -1 0 Cost —Sent 0
B'=w'=|1 0 0| entonces, exp(B")=—exp(-W')=| Sent Cost 0 |.
0 0 0 0 0 1

Segun los cambios de base anteriormente realizados, se tiene que las rela-
ciones correspondientes a la métrica toman la forma siguiente:
g(X), X)) =gV, Y)=(a’+b")[4, g(X,Y})=g(¥,X})=(a’ -b)/4,
(X, X)) =g(¥.Y)=g(X.Y)=g(X},Y,)=0, gW.W)=c", (2.42)
donde W=W'+B'.

Asi, para calcular ahora la métrica Riemanniana G — invariante sobre el
espacio homogéneo G/H , se considera el producto directo GL(3,R)x GL(3,R)
de todos los pares de matrices no singulares de la forma

a, a, a, a a, 4a;
b, b, b,|x|b b, b,]|,
¢ ¢ ¢)\¢ & ¢

donde, a, b, c., ., b, &, i=1,2,3, son variables reales. Los vectores {X!,
X, Y, Y ‘ W’ B} de g pueden ser representados, de forma similar a como
se desarrolla el Lema 2.3.3.1.8, por los siguientes campos vectoriales invariantes
sobre GL(3,R)xGL(3,R):

¥ ey OOy 0L 0 O
! da, '0Oa '0Ob, '’ abl. oc; 7’ oc
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t
E

. 0 ~0 ~0 .0 .0
—a.—~+bl.—~—b.—~+cl.—~—c.—~,
"oa, 'ob, 'ob, o¢ ag

<
Il
K
[&))
[x

J

para los indices (i, j) = (1,2),(2,3),(3,1) y,donde, X]=X,,, ¥Y/=X,, , W'=X

12>
X,=X,, Y,=X,,, B'=X,,, forman una representacion del algebra de Lie
real g.

Asi, a partir de los campos vectoriales X, j,)~( ; s obtiene el subgrupo de
Lie G=S0(3)xS0O(3) de GL(3,R)xGL(3,R) y a partir del campo vectorial
X,, - X,, el subgrupo de Lie H; es decir, dado el par de algebras de Lie (g,h) se
ha obtenido su correspondiente variedad homogénea simplemente conexa G/H .

Ademds, a partir de X,,, X, , campos vectoriales invariantes sobre

ij? ij?
GL(3,R)xGL(3,R), se obtiene que sus formas diferenciales duales asociadas
son:

w, =ada, +bdb, +cdc, y W, =ada,+bdb, +Edé,.

Denotando por w); y W, para (i, j)=(1,2),(2,3),(3,1) las correspondientes
formas inducidas sobre G, se tiene exactamente que

W, (W) =wy (X)) = wy, (Y) =1, W, (B') = Wy, (X3) = wy, (Y)) =1
y que el resto de posibilidades son cero sobre G. Asi, usando (2.42) se sabe que:

a’ - - b’ - -
8= 7[(""23 + W31)2 +(Wy; + W31)2]+7[(W23 - W31)2 +(Wy; — W31)2] +

2
4 ~ N2
+7(W12 +W12)

es G — invariante y semi-definida positiva sobre G. Ademas, como es Ad(H)
— invariante se tiene que g induce una métrica Riemanniana G - invariante
sobre el cociente G/H , a la cual se denotara de nuevo por g. En efecto, como
usando (2.41) se tiene que

[B.X]1=-Y/. [B.Y=X/, [B.X;]=Y, y [B.Y;]=-X,
entonces, se comprueba facilmente que
Ad(H)g(X}, X)) = g(Ad(H) X}, Ad(H)X]) = g([B, X]],[B,X]]) = g(X}, X})
y, de manera analoga, que:
Ad(H)g(Y.Y))=g(Y.Y)), Ad(H)g(X;, X})=g(X}, X)),
Ad(H)g(Y,,Y,)=g(Y,.Y)), Ad(H)g(X.Y))=g(X..Y)), i,j=1,2,
Ad(H)g(X}, X)) =g(X], X)), Ad(H)g(Y,Y))=g(Y.Y)).

1°>%2 1°>%2
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Pero, para comprobar que g es Ad(H)-invariante hace falta verificar tam-
bién que, Ad(H)g(W ,W)=g(W,W). Para ello, se sigue el método desarrollado
en [Go — H, Pag. 82 - 83]. En efecto, como la suma es directa y el producto
es el cartesiano,

Ad(HYW = Ad(H)Y(W'+ B') = (H,x H,)(W'+ B (H,x H,)" =
—HWH, +H,BH,".

Y, como se sabe que

Cost —Sent 0 Cost  Sent 0
H,=H,"=| Sent Cost 0|, Hy=H,"=|-Sent Cost 0
0 0 1 0 0 1
y
0 -1 0
W'=B"=|1 0 0
0 0 0

entonces, Ad(H)W =W vy, asi, Ad(H)g(W ,W)=g(W,W).
Asi, se ha obtenido el tipo Sa) de la lista de clasificacion.
Si ahora se considera el automorfismo @ de GL(3,R)xGL(3,R) dado por

a, a, d4a a, 4a, 4 a —4, —4 a, -a, a
@:|b, b, b, |x|b b, b, |—>|-b b, b, |x|-b b, b, |,
¢ G G ¢ G G - ¢ Cs ¢ -, C;

se comprueba que @’ =1Id., @ conserva el subgrupo G =SO(3)xSO(3)
y el subgrupo H. En consecuencia, @ induce el difeomorfismo ¥ de la
variedad G/H en si misma. Ademas, el conjunto de puntos fijos de @
en G se separa en dos componentes una de las cuales es el subgrupo H.
Y’* como @° (w53) = W3 ¢*(W31) =W, cD*(*"Vu) =W, Q*(WB) =W,
@ (Wy,)=-w,,, y @ (W,)=-w,,, setiene que @ (g)=g . Asi, se concluye que
¥ es una simetria de orden 4 de la variedad Riemanniana (G/H ,g) en el origen.

C1B) Caso hiperbdlico.

Por un procedimiento similar al del caso C1A) se obtiene que la tabla de
multiplicar asociada a g es la dada por:

(XY =-W'", [ X, W']==-Y/, [Y,W']=X],
[X' Y,]:_B’3 [X;sB,]:_}]ZI’ [YZISB']:X;

2>%2
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donde, el resto de relaciones posibles son cero. Asi, se obtiene que
=XV, W)®(X,,Y,,B)=s0(2,])®s0(2,])
y que la subalgebra h= (B) = (B' - W’) = (B') @ (—W’) .

Continuando con el método utilizado en el caso anterior se obtienen los
campos vectoriales invariantes sobre GL(3,R)xGL(3,R)

X]Z — a]i_a2i+b1i_bzi+cli_czi’
Oa, Oa, ob, ob, oc, Oc,

0y 0,0, 0

J i J i J i
~ . 0 . o ~ o0 . o0 . 0
Xp=a,—/—a,— = —b,—=+¢,——-¢,—,
a, oa, ob, ob, oc, oc,
~ .0 . 0 ~0 ~o0 .0 .0
Xi.zal—~+a.—~+ I—N-‘r .—~+C,—~+C-—~,
' 'éa, 'eéa, ‘"ob, ’ob o¢ ag

para los indices (i, j)=(2,3),(3,1) vy, donde, X;=X,;, Y/=X,,, W'=X

31 12>
X,=X,, Y,=X,,, B'=X,,, forman una representacion del algebra de Lie g.

Asi, a partir de los campos vectoriales X, X ; se obtiene el subgrupo de

Lie G=S0(2,1)xS0O(2,1) de GL(3,R)xGL(3,R) vy, a partir del campo vectorial
X,,—X,, el subgrupo de Lie H, que es el mismo que el del caso eliptico; es
decir, que dado el par de algebras de Lie (g,h) se ha obtenido que su corres-
pondiente variedad homogénea es G/H .

El resto del estudio no varia con respecto al caso anterior.
Asi, se ha obtenido el tipo 5b) de la lista de clasificacion.

C2) Si dimh=2 entonces, a=b y h=su(2). Si ahora, al igual que en el
Lema 2.3.4.1.12 se considera que

RWU,U)=iA", RWU,U,)=A"+id’, RU,,U)=-4" +id’,
RWU,,U,)=id’ (2.43)
donde, 4’,...,4" € su(2), se tiene que la primera identidad de Bianchi implica
E(Uhﬁz)Uz +1§((715U2)U1 = 7:(7’;((]27[]1)5171) ,
RU,, U, +RWU,,U)NU, =T(T(U,,U,),U,)

y, por tanto, que

iA"(U)+ (A =i, =+U, y id'(U,)— (4’ +id)U,) =+U, (2.44)

UEX

137



UEX

138

ARIAS-MARCO

Recordar que aqui los signos (#) provienen de (2.37).

Como A’ e su(2), j=1,2,3,4 se tiene que su correspondiente representa-
cién matricial es

(i d
a= D) j=1.2.34
(—a“rib-’ it/ ] IZhonT,

Si ahora se desarrolla (2.44) usando las correspondientes representaciones
matriciales, se obtiene facilmente que

A'=-A", a'=¢, b'=t, t'+a’+b’ =+1 y b’ =a’. (2.45)
Recordar que cada endomorfismo 4 e€h=su(2) anula el tensor R. Asi, si

it a+ib

dado un elemento arbitrario 4 =[ je su(2) se desarrolla la rela-

—-a+ib  —it
cion (AR)(U ,U,)=0 vy se utiliza (2.43), se tiene que de
ARWU,,U)Z)=R(AU,,U)NZ+R(U,,AU)Z +RU,,U)AZ, ZV°,

se obtiene i(A'oA— Ao A")=2i(bA’ —aA’). Desarrollando esta tltima expre-
sién, utilizando las representaciones matriciales correspondientes, se tiene
facilmente que

alb’ —t"Y+ta' —bb’ =0, b(a’ —t')+tb' —aa’ =0. (2.46)

Como a, b y t son variables arbitrarias y linealmente independientes, se
consigue a partir de (2.45) y de (2.46) que

t'=a’=b’=+

1 -
) =+
3

Es decir, que

y, por tanto, que

L N -1 0
R(UI,U1)=—R(U2,U2)=i[ 03 L], (2.47)
3
RU U)—{O OJ RU U)—+(0 %j
1>~ 2 - _% 0 ] 1Y 2 - 0 0 .
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‘Como, ademas, se satisface la segunda identidad de Bianchi y la relacion
A(R) =0 para todo 4 e su(2), se tiene que (2.37), (2.38) y (2.47) determinan
una s — variedad algebraica.

Ahora, para poder realizar las distintas interpretaciones geométricas habra
que distinguir de nuevo dos casos:

C2A) Caso eliptico. Cuando se considera el signo inferior en (2.37) y (2.47).

C2B) Caso hiperbolico. Cuando se considera el signo superior en (2.37)
y (2.47).

Como en el caso hiperbolico siempre se tiene que DR=0 y en el caso
eliptico se tiene salvo cuando a’ =(§)c2 en (2.38), las correspondientes s —
variedades Riemannianas no son localmente simétricas.

Realizacion geométrica de los casos C24) y C2B).

C2A) Caso eliptico

Para construir el espacio homogéneo buscado es necesario calcular el grupo
de Lie G asociado al algebra de Lie g y el grupo de Lie H asociado al algebra
de Lie b.

Para ello, considerando el cambio de base dado por 4; = =347, j=123,4,
"= 3 3U,, i=1,2, se obtiene a partir de (2.37) y (2. 47) que las Unicas rela—
ciones no nulas son:

T, U)==3w, TU,Ww)=U,, TU,W")=-U,, (2.48)

R(U;aﬁll) = _R(Uz'aﬁ;) = _.‘41 H R(U;aﬁ;) = _(AZ +iA3) (2'49)

i 0 0 1 0 i
AI = ) AZ = s A3 =1 . s
0 —i -1 0 i 0

forman una base de §.

donde,

Si finalmente se considera el cambio de base dado por U’ ( /f) (X, +iY)),
Jj=1,2, donde X,, Y, eV, se obtiene, desarrollando en (2 48) y (2. 49) que
la tabla de multlphcar asomada al algebra de Nomizu g=V +h y dada por la
formula (1.2), es:

[Xjayj]:_An [X]’XZ]:A2+3W’ [ 7 2]_ A3n [ ] A
[Y,,Y,]=4,-3W, [X,.Y,]=4,, [X,,W]=-X,, [Y,,F]=1,, [X,,W]=X,,
[YZ,W]Z—Y], [W,A,]Z[W,AZ]Z[W,A3]=0, (2.50)

[X,,4]1=Y,, [Y,4]1=-X,, [X,,4]1=-Y,, [Y,,4]=X,, [X,,4,]=

25
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Y, 4,]=-Y,, [X,,4,]=X,, [Y,,4,]=7Y,, [X,,AS] , [Y,,4 ]: 25
[X,,4]=Y,, [V,,4]=-X,

Segtin los cambios de base anteriormente realizados, se tiene que las rela-
ciones correspondientes a la métrica (2.38) se expresan ahora como:

g(X,.X)=g(Y,Y)=3a’, j=12, gW . W)=c". (2.51)

Se sabe que h=(4,,4,,4;)=su(2) vy, si se identifican X,, X,, V,, ¥,, W,
A4,, 4, y A;, con una base adecuada del algebra de Lie su(3), de la forma
siguiente:

0 i 0 i 0 0 0 1
A=li 0 0|, 4=0 i 0, 4,=|-1 0 0],
00 0 0 0 0 0 0 0
1—10 0 0 i
==l 0 00 0 000,
0 0 2 10 0 0 0
0 0 0 00 0
Y,=|0 0 il Y,=|0 0 -I|,
0 i 0 01 0

se tiene que la tabla de multiplicar (2.50) es satisfecha. Asi, se concluye que el
algebra de Lie g es isomorfa al dlgebra de Lie su(3).

Por tanto, dado el par de algebras de Lie (g,h) se ha obtenido que su
correspondiente variedad homogénea es SU(3)/SU(2), la cual es difeomorfa
a la subvariedad S’ del espacio complejo €’(z',z°,z°) dada por la relacion
2’2"+ 2’27 + 2’27 =1 ([W], Pag. 125-127). Si se elige el punto o= (0,0,1)eC’
como el origen de S”, se tiene que el grupo G =SU(3) actlia sobre S’ efec-
tivamente a la izquierda.

A continuacién se calcula la métrica Riemanniana G — invariante g sobre S”.

Lema 2.3.4.1.20

La base del algebra de Lie g, (X,,Y,,X,.Y,,W, 4,,4,,4;), se puede repre-
sentar por los campos vectoriales invariantes a izquierda sobre S’ siguientes:

Aj:i[z’iﬂzﬁ—?i—?ij, A;:i( 20 10 32i2+fli,j,
15) 62 az 0z oz
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Demostracion

En efecto, para cada Z e g, se considera su correspondiente transforma-
cién infinitesimal Z~ sobre S’. Para ello, dado p e S’ se considera su vector
tangente Z, = u .(Z,) donde e=Id.€G y p,:G—>S’ es la aplicacion dada
por g—>g-p.

Para aplicar esto y calcular los campos buscados, se define la aplicacion
Hipzy = H,°€Xp,oc, R — S’ dada por t —exp,(tZ)- p. Debido a la demostra-
cion desarrollada en la prueba del Lema 2.3.4.1.10 se sabe que Z; =u,.(Z,)
es 1, (D)

Para calcular Z" € S’ se calcula Z; para todo p €S’ mediante la siguiente
aplicacion:

Hipzy, "R —> S’

£ iz, O = (M, 2/ (D) = Z,

Ahora, aplicando el anterior desarrollo teérico a cada uno de los elementos

de labase de g, (X,.Y,,X,,Y,,W, 4,,4,,4,), se obtienen los campos buscados.
0 0 -1

En efecto, dado X,={0 0 0 |eg, se calcula X Z para todo peS’
como sigue: 1 0 0

Cost 0 —Sent

e (tXI)n © (tXI)Zk © ([XI)M”
ex X)=)y —~—=1]+ + = 0 1 0
Pu (X)) Z,; nl ; 2k ,Z,;(zku)!

Sent 0 Cost

y su representacion real es
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Cost 0 —Sent 0 0 0
0 1 0 0 0 0
) A -B Sent 0 Cost 0 0 0
exp,, (tX,)=A+iB= =
B A4 0 0 0 Cost 0 —Sent
0 0 0 0 1 0
0 0 0 Sent 0 Cost

Sea peS’, como S’ cC’(z,z°,2)=R(x",x",x’,y",y’,y’) donde
z/=x/ +iyj , j=1,2,3, se considera que p= (xé,xg,xg,yé,y{f’y;) eS’. Asi,
se tiene que
(Cost)x, —(Sent)x,

x;
(Sent)x, +(Cost)x;

3

exp, (tX,)-p' =
Pu (1X,) P (Cost)y, —(Sent)y;

b
(Sent)y, +(Cost)y,
y, por ello, que
X =4 (M O) =5 (expy, (1X)) p) = (=x5,0,%;,-3,,0, ;)" =

- w0 HIi RN
" ox'] l» 0 6x3\p o 6y1‘p 0 6y3‘p
para todo p e S’. Por tanto, la expresion real del campo X, es:

X =—x—4+x—=-y —+y .
! ox’ ox’ oy’ oy’

Como z/ =x/+iy/ y 7/ =x/—iy/, j=1,2,3, se tiene que x’ =1(z/ +7/)

o _ 1o 4; 0
) i_z(axf+l(3)f)’

2
j=1,2,3, se obtiene que L=Lily 2o (L_L) j=1,2,3. Asi, sustitu-

¢ y'=5('-2'), j=123,y, como L 1L

oz/
yendo en la expresion real del campo X , se obtiene su expresion real expresada
en coordenadas complejas
+ 5 0 ;0 _; 0 _; 0

X =2 —-2—+472 —-2"—-

oz’ oz’ oz? oz!

La expresion de los campos restantes se calcula de forma analoga.
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Finalmente, si se denota la proyeccion natural por 7:SU3)— S’ vy, o
denota el origen de S’ entonces, Z = r,(Z,) para cada Z e g. Asi, en el origen
0=(0,0,1)e S’, se tiene que:

. . . . 2.( 0 0 . 0 0
(4), (), =(4), =0 w: =2 S-Fo ). (x0), = S+ 5]

. (0 0 . 0 0
(Xz)f’[g—g} (v )f‘(g*gj'

Ahora, la correspondiente métrica Riemanniana G — invariante g sobre
S’ esta inicamente determinada por el hecho de que las relaciones métricas
expresadas en (2.51) deben ser satisfechas por los vectores W, ( X,) , (Y,) ,
o o
j=1,2. Entonces, se puede encontrar g de una manera indirecta. En efecto,
claramente la forma cuadratica

g=iy dz"dz“w[ > zfdz-"][ > E’dz’), A>0, A+pu>0, (2.52)

i=1,2,3 i=1,2,3 Jj=1,2,3

es una métrica Hermitica SU(3) - invariante sobre €’. Si se denota también
por g la métrica Riemanniana inducida sobre §° (esto puede ser considerado
ya que S’ =SUC)y . [W], Pag. 125-127) entonces, se obtiene evaluando en el
origen 0=(0,0,1)e S’ que

g, =AY didz' + pd’dz’

i=1,2,3

g,(X, X)) =g,(¥],Y)) =2, j=12, g, (W W) =(4)(A+p).

Por otro lado, al imponer que las relaciones de (2.51) sean satisfechas, se
tiene que 1=3a’ y u :(%)cz — 34’ . Entonces, como en el caso de que p=0
se tiene la esfera Riemanniana estandar S° con curvatura positiva y constante,
se supondra que g’ #(3)c’; es decir que u#0.

Asi, se ha obtenido el tipo 6a) de la lista de clasificacion.

7 ! — — p— .
Claramente, la transformaciéon z"' =z72, z¥’ =—z', z¥ =Z7 sobre €’ induce

una simetria de orden 4 en el origen o de la variedad (S°,g). Y, en el caso de
que @’ = (%) ¢’, u=0 se tiene que la s — estructura regular inducida por esta
simetria dada en el origen no es paralela. Ademas, notar que no existen s —
estructuras no paralelas sobre los espacios 7, S° y S debido al Teorema 2.5.2
y al Teorema 2.5.4, que seran demostrados mas adelante en el Apartado 2.5.
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C2B) El caso hiperbo’lico

Sea {4,,4,,4,,W,X,,Y,,X,,Y,} labase del algebra de Lie su(3) que satis-
face la tabla de multlphcar (2 50) Si ahora se sustituyen X, por iX ., Y, por
iY¥,, j=1,2,en(2.50), se obtiene la tabla de multiplicar correspondlente al caso
hlperbohco Ademas, identificando X,, X,, Y, Y,, W, A4, A, Y 4,, con
una base adecuada del algebra de Lie 5u(2, ]) , se tiene que la nueva tabla de
multiplicar es satisfecha. Por tanto, el dlgebra de Lie g es isomorfa al algebra
de Lie su(2,1).

Asi, dado el par de algebras de Lie (g,) se ha obtenido que su corres-
pondiente variedad homogénea es SU(2,1)/SU(2), la cual es difeomorfa a
la subvariedad M del espacio complejo €’(z',z°,z') dada por la relacion
2'7'+2°7? -2’77 =—1. En efecto, como SU(2,1) se define como el grupo
de las matrices en SL(3,C) las cuales dejan invariante la forma Hermitica
—z'z7' = 2’Z° + 2’7’ entonces, procediendo de forma analoga a como en [W]
Pag. 125-127 se desarrolla el difeomorfismo entre §7' =SV, ' se obtiene
el difeomorfismo buscado.

Continuando ahora de la misma forma que en el caso eliptico, se obtiene
el tipo 6b) de la lista de clasificacion.

Cuarto Caso de la Proposicion 2.3.4.1.8

Se sabe que en este caso existe una base {U,,U,} de V" y un vector
WeV ™ nr tal que

TWU,U)=wW, T(U,W)y=U,+U,, T(U,,W)=U,, >0
g, U)=d’, gU,,U)=b", gW.,W)y=c’, g(U,U,)=veC,
con el resto de relaciones cero.

Si ahora se realizan, aunque sin cambio en la notacion, los tres cambios
de base dados por:

1° v, =Ly, U,=LU,, W'=Liw,

2° U=+U;, Uy =£U;, W”—W’ donde, g(U.,U})=b",

3% U'=U/-Rea)Uy, Ur=U, W"=W" donde g(U],U})=aeC,
se obtiene que

g(U17U1):a2’ g(Uzaﬁz):g(WaW):]’ g(UMUZ):)/i/‘ 72<a2’ (2.53)

donde y =Ima, g(U),U))=a", a’ =a” —(Rea)’, el resto de relaciones posi-
bles relativas a la métrica son nulas vy,

TW,U)=uwW, TWU,,0)=0, jk=12 (2.54)
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T, W)=AU,+U,, T(U,,W)=AU,, A1>0.
Notar que las relaciones relativas a 7 no han sido modificadas.

Ahora se calcula el algebra de Lie £ de todos los endomorfismos reales
A:VE 5V tales que A(S)= A(g)=A(T)=0. Para ello, de forma analoga a
como se obtuvieron los resultados en los Lemas 2.3.3.1.4, 2.3.3.1.5 y 2.3.3.1.6
se obtiene que para cualquier 4et, de 4(S)=0,

AU, =Y alU,, AU,=) a'U, AW =0,
j=1.2 j=1,2
de A(g)=0,
2 1 1 2 2 M 2 2 1 1 @
a (a,+a,)+iy(a, —a;)=0, a,+a, +iy(a,+a,)=0,
€)
(a +@;)iy+a, +a’al =0, (2.55)

y, de A(T)=0,
4) (&) (6) 7)
(a)+a))u=0, (a,-a,)A=0, (a;~a)A=a, (@ ~a;)l=a;,
(8)
(@' -a})+AMa; —a’)=0 (2.56)

Para continuar el estudio se diferenciardn dos casos dependiendo de si
A>0 6 A=0.

A) SiA>0. Entonces se tiene el siguiente lema:

Lema 2.3.4.1.21

De las relaciones que provienen de A(T)=0 y de A(g)=0 se obtiene

2 _ 1 _ 1 _ 2
a;=a,=a,=a,=0.

Y, por tanto, £=(0) y para cada s — variedad algebraica dada por (2.53),
(2.54), R=0.

Demostracion

Debido a que A0 de (5) se obtiene que a =7, v, asi, igualando (6) y (7)
que a!—a’, a;—a; € R pero como ambos son complejos puros, se concluye
que a;, a eR .

Por otra parte, aplicando todo esto en (2), se obtiene que a; =0 . Asi, de (8)
a;eR Yy a =0 Yy, entonces, de (6) @, =0. Por tanto, a partir de (3), a; =0.

Asi, £=(0) y R=0.
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Si, ahora, se desarrolla la primera identidad de Bianchi sobre (U,,U,,U,)
y se usa (2.54), se obtiene que Au=0 vy, asi, que y=0.

Ast, (V, g, S, 0, T) satisfaciendo (2.53) y (2.54) con g =0 es una s —
variedad algebraica (facilmente se comprueba que se satisfacen las condiciones
i) — vi) del Teorema 1.3.2)) con invariantes A, a, y .

Ademas, procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba que
siempre se tiene 0 (D, R)U,,U)U, #0 6 (D, R)(UI,W)U #( para U,, U,
elementos fijados de la base de V¢ y WeV, por ello, DR#0 vy las corres-
pondientes s — variedades Riemannianas (M, g) no son localmente simétricas.

Considerando que U, = /- (X, +iY;), donde X, Y, eV, j=1,2, utilizan-
do 2.54) y desarrollando dé forma analoga ala hecha en el Lema 2.3.3. 1.7, se
obtiene que la tabla de multiplicar del algebra de Lie g dada por la férmula
(1.2) y en este caso caracterizada por [X,Y]=-T(X,Y), X,Y eV es

(X, X,]=[Y,Y,]=[X.Y,]=0, i,j=12,
(X, W]=-2AX,-X,, [X,,W]==2X,, [Y,,W]=AY,+Y,, [Y,,W]=AY,.

Ademas, también se obtiene como en el Lema 2.3.3.1.7 que ahora (2.53)
toma la forma:

g(XI,X1)=g(Y,,Y[)=a2, g8(X,, X,)=g(,,Y,)=gW.W)=1,
g(XlnXZ):g(YIDYZ)Zon g(YlaXZ):_g(XMYZ):y’ g(XMYI):g(X27Y2):0'
B) SiA=0. Entonces (2.54) toma la forma
TU,U)=wW, TU,U)=0, jk=12 (2.57)
T, w)=U,, TU,,W)=0.

Si ahora se realizan, aunque sin cambio en la notacion, los tres cambios
de base dados por:

I Ul =iU,, U)=LU,, W' =1,
2 UT= U}, Ul= UL W7 =" donde, g(ULLT})=b",
30. Um UN Ug , U;": U;r , Wm — W” donde g(UIH, U;/) —qc @,

se obtiene que (2.57) no ha sido modificada y que ahora (2.53) es
gU,U)=a’, gU,U,)=gW,W)=1, gU,,U,)=0, (2.58)

donde, si g(Uy,U7) = a”’ entonces, a’ = a'"’ —aa . Notar, que asi se ha conseguido
que y=0 en (2.53).
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Las relaciones para calcular el algebra de Lie &, (2.55) y (2.56), se basan
en (2.53) y (2.54). Ahora es preciso calcularlas sobre (2.57) y (2.58) que no
son mds que (2.54) con A =0 y (2.53) con y =(. Por tanto, (2.55) y (2.56) se
transforman ahora en

1, = 0 2 | =2 ) 2 2—1 <
(a,+a,)=0, a;+a, =0, a; +a’a, =0,

4" (6 ,7") (8"
(a+a)u=0, ay =0, a -a, =0. (2.59)

Por tanto, siguiendo la demostracion del Lema 2.3.4.1.21, se obtiene que
a;=0=a’, a/+al=0 y que a/, a; son nimeros complejos puros. Asi, el
algebra de Lie € estd generada por un Unico endomorfismo B cuya matriz

asociada es
i 0
0 —i

Procediendo de forma analoga al Lema 2.3.2.6 se comprueba que siempre
se tiene (D, R)(U ,,U)U, =0 donde, U,,U, son elementos fijados de la base
de ¢, por ello, DR#0 y las correspondientes s — variedades Riemannianas
(M,g) no son localmente simétricas.

Para continuar el estudio se distinguirdn dos subcasos dependiendo de si
R es igual ¢ distinta de cero.

Bl) R=0. Si en este caso se desarrolla la primera identidad de Bianchi
sobre (U,,U,,U,) y se usa (2.57), se obtiene que u=0. Asi, (V, g, S, 0, T)
satisfaciendo (2.57) y (2.58) con g =0 esunas — variedad algebraica (ficilmen-
te se comprueba que se satisfacen las condiciones 1) — vi) del Teorema 1.3.2.)
donde el parametro a es el Unico invariante. Es decir, se obtiene el mismo tipo
de s — variedades algebraicas que en el caso A) pero con A=y =0.

Realizacion geométrica de los casos A) y Bl)

En primer lugar, notar que debido a que R =0, analizar el espacio vectorial
m es equivalente a analizar el algebra de Lie g.

Se prueba facilmente que, aunque el centro de g es nulo en el caso A),
no lo es en el caso Bl) entonces, no se puede aplicar la representacion adjunta
para resolver ambos casos a la vez. Por ello, se considera la foliacién dada por
X,, Y, X,, Y,. Puesto que la foliacion es de dimension 4, se toman
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00 0 0 1 00 0 0 0 00 0 0 0
00 0 0 0 00 0 0 1 00 0 0 0
X, =0 0 0 0 0|, ,={0 0 0 0 0, X,={0 0 0 0 1|,
00 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 w, W, w; w, 0

0 0 0 0 0 Wy Wy, Wy, w,, 0

Y,=(0 0 0 0 0,W=|w, w, w,; w, 0

00 0 0 1 W, W, w, w, 0

00 0 0 0 o 0 0 0 0

donde, w, e R, i, j=1,2,3,4. Ahora, usando la tabla de multiplicar, se calculan
los coeficientes indeterminados y se obtiene

A 0 0 0 0
0 -2 0 0 0
w={1 0 A1 0 0
0 -1 0 -1 0
0o 0 0 0 0

Asi,

g={xXX,+ )Y, +u'X, +V'Y,+tW X,y u'V,te R} =

th 0 0 0 X
0 ~tA 0 0
=t 0 tA 0 u|:t,x,yuVeR}
0 -t 0 —tA VvV
0 0 0 0 0

UEX

El siguiente paso es calcular el grupo de Lie G asociado a dicha algebra.
Para ello, se usara la aplicacion exponencial exp:g-—> G como en los casos
anteriores.

Sea A e g, entonces

148
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exp(4) = ZF =| te™ 0 et 0 eG.
= 0 —te* 0 ee*

0 0 0 0

S = | < =

Por tanto, el grupo de Lie G es el grupo formado por todas las matrices
de la forma

X, y,u,v,teR ;-

Q
Il
~
Q,
2
S
N
S
S

Ademas, G es difeomorfo al espacio R’(x, y,u,v,t).

A continuacion se calcula la métrica Riemanniana G — invariante g sobre
R’(x,y,u,v,t). Para ello, de forma analoga al Lema 2.3.2.10 o al Lema
2.3.4.1.10, se puede representar la base del algebra de Lie g sobre R’(x, y,u,v,t),
(X,,Y,,X,,Y,,W) por los campos vectoriales invariantes a izquierda

ox O )y  Ov u
Y, e Lyw-2, (2.60)
ov ot

los cuales satisfacen (2.53).

Ahora, a partir de (2.60) se tiene que

i=e*”~’()(]—t)(2), i:e’“()’,+tY2), i=e**’)(2, i=ei’Y2, ﬁzw,
Ox oy ou ov ot

y usando el producto interior g sobre el algebra de Lie g, resolviendo unas
sencillas ecuaciones, se obtiene que la métrica Riemanniana invariante sobre
G con respecto a las coordenadas x, y, u, v, ¢, es de la forma:

g=dt’ +e? M (tdx—du)’ + e (tdy + dv)’ +a’ (e dx’ +e*dy’ ) + 2y (dydu — dxdv)

donde, A, a y y son parametros reales tales que L > 0, a > 0y ¥V’ < d’.
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Finalmente, se tiene de forma andloga al Lema 2.3.4.1.11 que la simetria
tipica 5, de orden 4 en el punto 0=(0,0,0,0,0) de R’(x,y,u,v,t) es la trans-
formacion dada por:

X=-y, y=x,u'=—v,VvV=u, t'=—t.

Asi, se ha obtenido el tipo 7) de la lista de clasificacion.

B2) R#0.Es decir, E(Ui,Uj) =B para i, j=1,2 donde A, € C . Enton-
ces, u# (. En efecto, si se supone que =0 entonces,

T(T(U,,U,),U)=ul(W,U,)=-uU, =0

y, de la primera identidad de Bianchi desarrollada sobre (U,,U,,U,) para i=1,2
se obtiene que para i=1, 1, =4, =0 y para i=2, 1,=21,,=0, por tanto,
R=0, lo cual es la contradiccion buscada. Por otra parte, tomando = j=1
en el apartado e) de la Proposicion 2.3.4.1.9, se obtiene que u—uz=0. Asi,
HeER Y u+0.

Ademés, se puede ver facilmente que cualquier base {U],U;} de V¥ que
conserve las relaciones 7(U,,W)=U,, T(U,,W)=0 solo puede ser de la forma:

U, =aU,+bU,, U,=aU,.

Entonces, como el signo de x4 no varia en (2.57) al realizar el cambio,
este es un invariante de (S, g, T'). Asi, para continuar el estudio habrd que
considerar los dos casos siguientes y no equivalentes:

B2A) Caso eliptico. Cuando u<0.
B2B) Caso hiperbolico. Cuando x4 >0.

En lo que sigue se desarrollara el caso eliptico ya que, el caso hiperbolico
se estudia de forma similar.

Entonces se supone que u=-c’ <( y se remplazan los vectores U, y W
por U,/c y cW . Entonces, en lugar de las relaciones (2.57) y (2.58) se tiene

T, U)=-W, TU,U,)=0, j.k=12 TWU,W)=U,, TU,,W)=0,(2.61)

g(UpU[):bz’ g(UpUz)zlﬁ g(WaW):CZ’ g(UnUz):O: (2‘62)
donde b’ =a’/c?.

Desarrollando ahora la primera identidad de Bianchi sobre (U,,U,,U,) y
u,,u 2,(7 ,) ¥, aplicando la Proposicion 2.3.4.1.9, se tiene que

R(UI:UJ)UZ +R(U1aU2)U1 = T(f(Uz’Uz):UJ) = _Uz >
RWU,,U)U,+RU,,U)U,=T(T(U,,U,),U,)=0.
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Y, por tanto,
A,BU,-A,BU,=-U,, A,,BU,-1,,BU, =0,

donde, BU,=iU,, BU,=-iU,. En consecuencia, A, =—i, 4,,=21,,=21,,=0
y, por tanto, se obtiene que

R(U,,U)=-iB, RU,,U))=0, RU,U)=0, i#j, i,j=12. (2.63)

Asi, (7, g, S, R, T) satisfaciendo (2.61), (2.62) y (2.63) es una s — variedad
algebraica (facilmente se comprueba que se satisfacen las condiciones 1) — vi) del
Teorema 1.3.2.) donde b y ¢ son invariantes y = ¢ (se comprueba viendo que
B(R)=0). Ademés, DR # () excepto cuando ¢’ = 1. Por tanto, cuando ¢’ # /
las correspondientes s — variedades Riemannianas no son localmente simétricas.

Considerando que U, = /5(X,+iY,), donde X, Y, eV, j=1,2, utili-

zando (2.61), (2.63) y desarrollando de forma andloga a la hecha en el Lema
2.3.3.1.7, se obtiene que la tabla de multiplicar del dlgebra de Lie g=V +h dada
por la formula (1.2) es

[XpY]]:_B’[Xng]:W’[Xng]:O’[Y]st]:O’[YpYz]:_W’[Xzﬁyz]:O’
[X, ., W]=-X,, [Y,W]=Y,, [X,,W]=0, [Y,,W]=0,
[XjaB]:Y]a [YMB]:_XD [szB]:_YQ’ [Y2:B]:X2’ [W’B]ZO

Ademas, también se demuestra, como en el Lema 2.3.3.1.7, que ahora (2.62)
toma la forma:

gX,, X)=g(,Y)=b", g(X,,X,)=g(,.,Y,)=1, gW.,W)=c,(2.64)

g(X,X,)=g(¥,Y,)=0, g(¥,,X,)=g(X,,Y;)=0, g(X,,Y))=g(X,,V,)=0.

Realizacion geométrica

Para su desarrollo se considera la foliacion dada por X,, ¥, y W. Puesto
que esta es de dimension 3, se toman

0 0 0 I 0

0
X, = , ¥, = ’
0
0

SIS S S
S S© S O
S S S O
S~ O O

0
0
0

S S© S
S S S

0
0
0

S S
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X, X, x5 0 Vi Yo Vi 0 b, b, b; 0
X, = Xy Xy Xy 0 Y, = Y Vi Vi 0 y B= by by, by 0
Xy Xy Xy O Vi Vi Vi 0 by, by, by 0
0o 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0

donde, x,, y,, b, €R, i,j=123. Ahora, usando la tabla de multiplicar, se
calculan los coeficientes indeterminados y se obtiene

0 0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0
00 0 0 0 0 1 0 I 0 0 0
X]: ,)’1: yB:
1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Asi,
50(3) y
g= . x,v,ze€R ;-
0o 0 oo

El siguiente paso es calcular el grupo de Lie G asociado a dicha algebra
de Lie. Para ello, se usara la aplicacion exponencial exp:g—> G . Sea Aeg,
entonces

=

SO(3 !
exp(A4) = @ e

N

Ademas, como de forma analoga a la desarrollada en el Lema 2.3.4.1.10,
se tiene que
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X2=i, Yzzi, W—g, X, zi—xa ,
ox oy Oz ox Oz
0 0
Y=y——2z—, ——x—>
PP T

se puede representar g=JF +§ mediante transformaciones infinitesimales del
espacio Cartesiano R’(x, y,z). Asi, el correspondiente grupo de Lie G , consiste
en todos los movimientos euclideos de R’ que conservan la orientacion (giros
y translaciones) y el subgrupo A, correspondiente a la subalgebra de Lie §,
esta formado por todos los giros alrededor del eje z.

A continuacion se calcula la métrica Riemanniana G — invariante g sobre
M. Para ello, se considera el grupo G’ de todas las matrices de la forma

S

S

S
~ N e =

donde,
a, a, d4a;
det| b, b, b, |#0-

¢ 6 G

Entonces, G es isomorfo al subgrupo G de G’ caracterizado por la con-
dicion

al aZ a3
b, b, b,|eSOQ3)
c] CZ C3

y H es isomorfo al subgrupo de todas las matrices de la forma

Cost —Sent 0 0

Sent Cost 0 0 )
XPUB= 0y 1 »
==
0 0 0 1 =

Asi, de forma andloga a la desarrollada en el Lema 2.3.3.1.8 se obtiene que
el 4lgebra de Lie g y su subdlgebra h pueden ser ahora representadas por los
campos vectoriales G'-invariantes.
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X, =- ali+b1ﬁ+c,i + a3i+bj,i+c3i ,
Oa, 0ob, Oc; Oa, ob, oc,
Y]:a}i+b3i+cji_ azi_i_bzi_lrczi ,
Oa, ob, oc, Oa, 0ob; Oc,
Boafp e d (2,0 D)
0Oa, 0b, Oc, Oa, ob, oc,
Xzza]£+b]£+clﬁ, Y2=a2£+b2£+c2£, W=a3£+b3£+c3£,
Ox oy oz Ox oy oz Ox oy oz

los cuales son tangentes a G a lo largo de G ya que, al satisfacer la anterior
tabla de multiplicar pertenecen a g.

Por otra parte, de forma analoga a como se hizo en la interpretacion geomé-

trica del caso B2) del estudio del segundo caso de la Proposicion 2.3.4.1.8, se
calculan formas diferenciales lineales sobre G’, obteniendo que:

W, =a,da, +b,db, +c,dc,, W, =a,da,+b,db, +c,dc,,
w; = a,da, +b,db, +c,dc,, 1, =a,dx+b,dy+c,dz,
n, =a,dx+b,dy+c,dz, n;=a,dx+b,dy+c,dz .

Asi, si se denotan por w,, 7, i=1,2,3 las correspondientes formas induci-
das sobre G, se tiene que w, 7,, i =1,2,3 son las formas diferenciales lineales
invariantes sobre G, las cuales son duales a los campos vectoriales X, Y, W,
B de G, j=1,2; es decir, que

771(X2) = 772(Yz) =773(W) =1, W/(Y1) = WZ(XI) = Ws(B) =1,

y el resto de combinaciones son cero a lo largo de la variedad G. (Notar, que
las formas w/ no son invariantes sobre G').

Debido a que la imagen de B se encuentra en la isotropia y a (2.64) se
obtiene, la forma diferencial

g=0"((w) +(w))+(,) +(n,)" +¢°(m,)"»

la cual es semidefinida positiva, G — invariante y A4d(H)- invariante. Por ello,
esta induce una métrica Riemanniana G — invariante g sobre el espacio homo-
géneo G/H , la cual satisface las relaciones métricas (2.64).

Si se denota por #(3) el grupo de las translaciones de R’(x,y,z) y por |x
el producto semidirecto entonces, G =#(3) |x SO(3). Ademas, M denota el fibra-
do de la esfera unidad sobre R’(x,y,z); es decir, M =R’(x,y,z)xS’, donde
S? = {[a, ByleR :a*+ B +y° = ]}. En efecto, si se consideran las acciones
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p,:(t(3)|x SOB)xR’ >R’y p,:S0(3)xS* — §*

dadas por:
a, a, a; x
~ b1 bz b3 y ~ P
p,((g.(a,b,c,1)) = p, ,(a,b,c,1) | |=g-(a,b,c,I)>

¢ ¢ ¢ z

0 0 0 I
al a2 a3

pZ((g:(aaﬂay))):pz bI b2 bj 7(a9ﬁ97/) :g'(aaﬂ’y)t

c, ¢ G

entonces, se tiene que p:GxM — M dada por

p(§ 7p):p((g:g) ;((a,b,c,]),(a,ﬂ,)/))) :(g-(a,b,c,])’;g-(a,ﬂ,j/)’):
=(pj((g,(a,b,c,1)));p2((g,(a,ﬂ,}/))))=§-p

es una accion transitiva a la izquierda. Sea p =((0,0,0,1);(0,0,1)) =
=(0,0,0 ; 0,0,1)e M . Como facilmente se prueba que H es el grupo de iso-
tropia en p , se puede aplicar el Teorema 3.62 de [W] y, asi, obtener que la
aplicacion y:G/H — M dada por

H(EH) = p;(p,) = p(&:p,) =& p, = ((5,3,2,1;(a;,b;,¢,)) = (X, 3, 7;0,,b;,¢;)

es un difeomorfismo. Ademds, como geSO(3) se tiene que
(a,)’ +(b,)’ +(c,)’ =1, asi, al poder identificar a,, b,, ¢, con «, B, y se
asegura que se estd ante el difeomorfismo buscado.
a, a, da
Por otra parte, como | b, b, b, |€SO(3) se tienen las siguientes propie-
¢ G G
dades asociadas al grupo G:

(a])2 +(a2)2 +(a3)2 =1, ab+a,b,+ab,=0,
(bI)Z +(b2)2 +(b3)2 =1, ac,+a,c,+a,c; =0,

(6’1)2 + (Cz)z + (03)2 =1, b, +byc,+byc; =0

UEX

(a,)2 +(b,)2 +(c])2 =1, aa,+bb,+c,c,=0,

(a,)’ +(b,)’ +(c,)’ =1, aa,+bb,+c,c,=0,
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(a3)2 +(b3)2 +(c3)2 =1, a,a,+b,b; +c,c; =0.

Asi, aplicando las seis primeras propiedades del grupo G, facilmente se
tiene que

17, +(m,) +c () =dx’ +dy’ +dz” + (¢’ —I)(a,dx +b,dy +c,dz)’ -

Si ahora se derivan (a,)’+(b,)’ +(c;,)’ =1, a,a,+bb,+c,c,=0,
a,a; +b,b, +c,c, =0, se obtiene
() 2)
2a,da, + 2b,db, + 2c,dc, =0, a,da, +b,db, +c,dc, =—(a,da, +b,db, +c,dc;) ,
€
a,da, +b,db, +c,dc, =—(a,da, + b,db, +c,dc;)
y, asi, se tiene que

(I2)3)
w,)’ +(w,)’ =(a,da, +b,db, +c,dc,)’ +(a,da, +b,db, +c,dc,)’ =
(23
= (-a,da,—b,db, —c,dc,)’ +(-a,da, —b,db, —c,dc,)’ +(a,da, +b,db, +c,dc,)’ =
=(da,)’ +(db,)’ +(dc,)’ -

Entonces, la correspondiente métrica Riemanniana sobre M es inducida por
la siguiente forma diferencial cuadratica sobre R°:

g=dX’ +dy’ +d’ +b’(da’ +d B’ +dy’ )+ (¢’ — )adx+ Bdy + ydz)’ .

Por tanto, se ha obtenido el tipo 8a) de la lista de clasificacion. Notar, que
para ¢’ =1 lo que se tiene es el producto estindar Riemanniano E’xS?, el
cual es localmente simétrico.

Procediendo en el caso hiperbolico de forma similar al caso eliptico, se
obtiene el tipo 8b) de la lista de clasificacion. Pero en este caso, a diferencia
del caso eliptico, no hay ningun espacio que sea localmente simétrico.

Finalmente, en ambos casos se tiene, de forma andloga al Lema 2.3.4.1.11,
que la simetria tipica s, de orden 4 en el punto (0, 0, 0, 0, 0, 1) e M esta
inducida por la siguiente transformacion sobre R’ dada por:

X=-y, y=x,2Z=-z,a =8, fl=-a, y=y.

2.3.4.2. Estudio del sistema de valores propios maximal B.

Sea V un espacio vectorial 5 — dimensional, V¢ su espacio complexificado y
sea S:V° -V una transformacion lineal real cuyo sistema de valores propios
es (0,0°,0°,0°,0°) donde O = ¢’” . También se puede decir que el sistema
de valores propios es de la forma (©,,0,,0,,0,,~1) donde, ®, =60°, 0,=0.
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Ademas, sean g un producto interior sobre V' tal que S(g) =gy, T#0 un
tensor de tipo (1,2) tal que T(X,Y)=-T(Y,X) y S(T) T . Si se denotan con
los mismos simbolos las extensiones lineales de S, gy T al espacio V<=V &, C,
se puede encontrar una base de vectores propios de S, (U,,U,,U,,U,,W) en
V¢ donde, WeV y SU,=0U,, SU,=0,U,, SW)=-W

La condicion S(g) = g significa que g(SZ, SZ') = g(Z,Z") para cualesquiera
Z,7'e V. Si se aplica, se obtiene, de forma anéloga al Lema 2.3.3.1.1:

gU,U)=a’, gU,U,)=b", gW.W)=c’ (2.65)
donde, a,b,c e R Yy el resto de relaciones posibles son cero.

Ademés, aplicando la propiedad de antisimetria T'(X,Y)=-T(Y,X),
obtiene que T(U U= T(U U) 0, j=12. Y, si se usa la propledad
S(T )= T, cuyo s1gn1flcad0 es que T (87,87 = S(T (Z,7") para cualesquiera
Z,7'eVC, se obtiene de forma analoga al Lema 2.3.3.1.2:

T, U)=aW , TU,W)=pU0,, T(U,,W)=yU,, TU,U,)=56U, (2.66)

donde, § #0 y al menos uno de los pardmetros o, S, ¥ no es cero. En efecto,
si §=0 en (2.66) entonces, el sistema reducido de relaciones caracteristicas
X asociado al sistema de valores propios maximal B no contiene la relacion
o, 'éz =0, ya que, f(SUJ»SUz) :@1@2T(U1a(72~) :Qz_f(UpU» = Sf(UpUz);
es decir, ya que es la relacion asociada a T7(U,,U,) y, como tomando
®,=0,=0 en X, se obtiene X, por la Proposicion 1.5.10 se concluye que
realizar el estudio del sistema B cuando § =0 es equivalente a realizar el estu-
dio del sistema A, que ya ha sido analizado en el Apartado 2.3.4.1. Si ahora
se supone que ¢ = f=y =0 en (2.66) entonces, I no contiene las relaciones
0,-0,=-1, 0,-(-)=06, y 0,-(-)=06,; entonces tomando @, =-1, @, =i
en 2;, se obtiene DI asi, por la Propos1c1on 1.5.10 se concluye que reahzar
el estudio del sistema B cuando ¢ = 8=y =0 es equivalente a realizar el estudio
del sistema D, que ya ha sido analizado. Notar que, como eliminar una de las
tres relaciones (@,-0,=—-1 6 @,-(-1)=0, 6 O,-(-1)=0,) implica eliminar
las tres entonces, suponer que uno de los pardmetros (o 6 B 0 y) es cero
implica que los otros dos también lo son. Por tanto, ha concluido el estudio de
los parametros de la torsion.

Ahora se calcula el algebra de Lie ¢ de todos los endomorfismos reales
A:VE >V tales que A(S)= A(g)= A(T)=0. Para ello, de forma anéloga a
como se obtuvieron los resultados en los Lemas 2.3.3.1.4, 2.3.3.1.5 y 2.3.3.1.6
se obtiene, para cualquier 4t que, de A4(S)=0,

AU, =aU, AU —aU AW =wW

i

de 4(g)=0,

UEX
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—~
-
=

y, de A(T)=0,

@ _® @ _ &)
(a1 +a2)a =0, (aj _az)IB =0, (az _a1)7 =0, (a1 +a, _a2)5 =0.
)
En consecuencia, si a (5) se le impone (1), se obtiene (a,—2a,)5 =0 asi,
como 6#0, a,— 2a2 = () Por otra parte, como (a, 3,7) # (0,0,0), de (2) 6 (3) 6

®
(4) se obtiene que g, +a, =0. Ahora, de (7) y (8), se tiene que a, =a, =0, que
junto con w=0 indica que ¢=0. Por tanto, R =0 para cualquier s — variedad
algebraica que satisfaga (2.65) y (2.66).

Si se desarrolla la primera identidad de Bianchi sobre (U,,U,,U,),
U,,U,,U,) y (U,,U,, W) y, se usa (2.66), se sigue (—af +36)U, =0, ayU, =0
y oy = 0 respectlvamente Asi, se obtiene que y =0y aff =86 > 0. Por tanto,
af = p’ donde, p=|§| es un nimero real positivo.

Reemplazando U, por SU, se obtiene que (2.65) y (2.66) son ahora:
TW.U)=apW =p'W, TU,.W)=U,, TU,.W)=71U,,

7,0, = (5/’ 3) U, = pe“U,

g, U)=a’, gU,,U,)=ppb’ =b", gW.W)=c’
ademas, de la ltima relacion relativa a la torsion se sigue que |5ﬁ/ ,E| = 5=p

Volviendo a realizar un nuevo cambio de base pero reemplazando ahora U,
y U, por (I/p)e /U Y (I/p)e VU respectivamente, se obtiene

TWw,u)=w, TU,W)=U,, T(U,,W)=0, TU,,U,)=U, (2.67)

r 7 1 ' r7 1 2 "
g(UUU]):?az :aza g(U29U2):?b2 =b 27 g(WaW):CZ'

Por ultimo, reemplazando U, y W por (1/c)U, y (I/c)W respectivamente,
se obtiene que las relaciones (2.67) permanecen inalteradas y que

gU,,U)=a", g(Uz,Uz)ziZb”:bz, sgWw.w)=1. (2.68)
C
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Ast, (V, g, S, 0, T) satisfaciendo (2.67) y (2.68) es una s — variedad alge-
braica (facilmente se comprueba que se satisfacen las condiciones 1) — vi) del
Teorema 1.3.2.) y los parametros a, b son invariantes.

Ademas, procediendo de forma andloga al Lema 2.3.2.6 se comprueba que
(DU,R)(U]’UZ)UI #( para U,, U, elementos fijados de la base de ¥y, asi,
las correspondientes s — variedades Riemannianas (M,g) no son localmente
simétricas.

Asi, se tiene que la tabla de multiplicar del 4dlgebra de Lie g es:

[UI,U2]=—W, [UjaW]z__z’ [UI,U2]=—U2, [UZ’W]ZO’ [Ui,Ui]zo, i=12.

Considerando ahora que U,=X, +iY,, donde X, Y, eV, j=12,y de-
sarrollando en la tabla anterior, se obtiene que la tabla de multiplicar del algebra
de Lie g dada por la formula (1.2) es:

(X, X,]=—5(X,+ W), [X,Y,]=3Y,, [X,,W]=-X,,
Y, X,1==3Y,, [V, V,]=3(W-X)), [V, W]=1,
[X,.Y,1=0, [X,.Y,]=[X,. W]=[Y,.#]=0.
Ademas, también se obtiene (de forma andloga a la hecha en el Lema
2.3.3.1.7) que
(X, X)=g(Y.Y)=4d", g(X,,X,)=g(Y,.Y,)=4b", gW.W)=1
y el resto de relaciones son cero.

Considerando un nuevo cambio dado por X| = X, -7, / V3.V =X,+Y, / V3,
X, =2X,+W, Y!=X,-\J3Y,-W, W' =X, +~3Y,— W, se obtiene que

[X). X1]= =X} [X}Y)=0, [X.W=W,
Y, X ]1=-X,, [Y.\;]=Y;, [Y\W']=0,
(X, Y]=0, [X.,Y]=[X.,W]=[Y,,W']=0
Yy, que
gX, X)) =g\ Y)=3a’, g(X),X})=g(¥.Y))=gW' . W')=2b"+1,
gXY)=4a>, g(X},Y)=g(X;,W)=b"~1, g(¥;,W)=1-b" (2.69)

UEX

donde, el resto de relaciones son cero.

Realizacion geométrica

En primer lugar, notar que debido a que R =0, analizar el espacio vectorial
m es equivalente a analizar el algebra de Lie g.
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Aunque, se prueba facilmente que el centro de g es nulo, no se aplicara la
representacion adjunta. Asi, se considera la foliacion dada por X!, v, y W'.
Puesto que la foliacion es de dimension 3, se toman

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
o000 |00 0 1 100 0 0
X2: s Yz_ s W = N

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a; dp 4 0 b// b/: b13 0
le — Ay Gy Ay 0 e YI’_ b21 bzz b23 0
a; 4z A 0 b31 b32 b53 0
0 0 0 0 0o 0 0 0

donde, a,, b, € R, i,j=1,2,3. Ahora, usando la tabla de multiplicar, se calculan
los coeficientes indeterminados y se obtiene

-1 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
X, = ey =
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Asi,
—(u+v) 0 0 X
0 u 0 y ,
g= 0 0 v o u,v,x,y,z7 e R
0 0 0 0

El siguiente paso es calcular el grupo de Lie G asociado a dicha algebra.
Para ello, se usara la aplicacién exponencial exp:g— G .

Sea Aeg, entonces

e*(u*»\/) 0 0 x!ef(u+v) ef(quv) 0 0 X
A" 0 e 0 e 0 e 0 y

exp(4) = = = eG.
p(4) ,,Z:(; n! 0 0 e z'e" 0 0 e =z
0 0 0 1 0 0 0 1

Por tanto, el grupo de Lie G es el grupo formado por todas las matrices
de la forma
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e " 0 0 x
0 0
G= ¢ Y UV, X, v,Z€ER ¢ .
0 0 e =z
0 0 0 1

Ademas G es difeomorfo al espacio R’(u,v,x,y,z) ya que claramente
—(u+v)
e 0 0

X
0 0
¢ Y =(u,v,x,y,z) paratodo u,v,x,y,zeR .
0 0 e =z
0 0 0 1

A continuacion, se calcula la métrica G — invariante g sobre R’ (u,v,x, y,z) -
Para ello, de forma andloga al desarrollo de los Lemas 2.3.2.10 y 2.3.2.11 se

obtiene que X,Y,,X},Y,,W'eg pueden ser identificados respectivamente con

los campos vectoriales invariantes a izquierda sobre G

X;:ib Y/: 0 5 X;:ei(uw)ia YZ’:eui’ W':evi'
ov Ou Ox oy 0z

Y, asi, a partir de (2.69) se obtiene que el producto interior g sobre V' =g
induce la siguiente métrica Riemanniana invariante sobre R’(u,v,x,y,z):

g=2d’(du’ +dudv+dv’)+(2b° + 1)’ dx’ +edy’ +edz ) +
+2(b° = I)(e"dxdy + e"dxdz —e "™ dydz) .

Finalmente, de forma andloga al Lema 2.3.4.1.11, se tiene que la simetria
tipica s de orden 6 en el punto o=(0,0,0,0,0) de R’(u,v,x,y,z) es la trans-
formacién dada por:

u=v,vV=—(u+v), x'=y, y'=-z, z'=x.

Mas tarde, en el Corolario 2.4.3.2 se prueba que no hay simetrias de orden
4 sobre este espacio.

Asi, se ha obtenido la lista de clasificacion para la dimension n=75.

2.4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.1

UEX

2.4.1. EL ALGEBRA DE LAS ISOMETRIAS

Sea (V, g, S, R, T) una s — variedad algebraica, g=¥ + el algebra de

Lie estandar definida por (1.2) y M =G/H la correspondiente s — variedad 161
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Riemanniana simplemente conexa. Identificando } con el espacio tangente
.M donde p es el punto inicial de M, se denotard por ¥(A) el grupo de
las isometrias de M, [K-N, Vol. I, Pags. 161, 239] y por T(M, p) el grupo de
isotropia de ¥ (M) en p, [W, Pag.123]. Finalmente, se denotard por H el
grupo de isotropia lineal en p, obtenido a partir de la representacion lineal o
de T(M,p) en V=T M . Ademas, como esta representacion lineal es fiel, H
es isomorfo a T(M, p), [W, Pag.123].

Ahora, considerando el tensor diferencia D y el tensor curvatura Rie-
manniano R sobre V' dados por la férmula del Lema 2.1.2 y por la formula del
Lema 1.2.1.9 respectivamente se tienen las proposiciones y teoremas siguientes.

Proposicion 2.4.1.1

H es el grupo de todas las transformaciones lineales de ¥ conservando
los tensores g, R 'y D"R para n=1,2,.. Ademas, el grupo L de todas las
transformaciones lineales de V' conservando g, R y T es un subgrupo de H .

Demostracion

Como M es simplemente conexa, completa y analitica, la primera afirma-
cion se sigue de los resultados de [K-N, Capitulo VI] teniendo en cuenta que
D'"R=V"R para n=]1,2,... debido ello al Lema 1.2.1.10. En efecto, aplicando
el Corolario 7.3 y el Teorema 3.6 de dicho capitulo y como la conexion de
Levi-Civita no tiene torsion, se sigue que existe un unico isomorfismo afin
fed(M)=%(M), tal que f(p)=p.

Ahora, la segunda afirmacion se sigue de aplicar la formula del Lema 2.1.2
y la féormula del Lema 1.2.1.9. En efecto, si una transformacion P e GL(V)
conserva gy T entonces, también conserva D debido a la formula del Lema
2.1.2. Mas aun, si P conserva R entonces, también conserva R, DR, D’R,...
debido a la formula del Lema 1.2.1.9.

Proposicion 2.4.1.2

El algebra de Lie § de H estd formada por todos los endomorfismos
Aegl(V) que anulan g, R’y D"R para n=1,2,.... Ademas, el algebra de Lie

(={Begl(V):B(g)=B(T)=B(R) =0}

es una subalgebra de  y, en consecuencia, h < §.

Proposicion 2.4.1.3

Si h=[ entonces, el algebra de Lie asociada a T(M) es isomorfa al algebra
de Lie g=V +I (descomposicion como subespacios vectoriales) con la multipli-
cacion dada por las reglas:
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[X,Y]=(-T(X,Y),-R(X.Y)), X,YeV, [4,X]=A4X, Ael, XeV,
[4,B]= AB—BA, A,Bel.

Demostracion

~

Por un lado, es inmediato ver que g es efectivamente un algebra de Lie.

Por otra parte, se denota por G el grupo de Lie simplemente conexo con
dlgebra de Lie g y por L’ el subgrupo conexo de G determinado por I.
Obsérvese que en realidad, L’ es isomorfo a la componente unidad del grupo
L. Entonces, de forma analoga a la demostracion del Teorema 8 de [K.1] 6 a la
demostracion del Teorema 1.3.17, se puede ver que G‘/ L’ esun espacio homogé-
neo reductivo con una métrica Riemanniana G - invariante y mas atin, que este
espacio homogéneo Riemanniano es isométrico a (M, g). Por tanto, se puede
suponer que G actla sobre (M,g) alaizquierday G = T(M). Ademds, como
h=I se obtiene que el subgrupo de isotropia L’ es isomorfo a la componente
de la unidad del grupo H vy, por tanto, que también lo es a la componente de
la unidad del grupo (M, p) ya que « es un isomorfismo. Asi, se deduce que
G es isomorfo a la componente de la unidad del grupo T (M) vy, por tanto, que
sus algebras de Lie asociadas son isomorfas.

Proposicion 2.4.1.4

Denotando para k=0,1,...

b, ={degl(V): A(g) = A(R) = A(DR) =---= A(D'R) = 0}
se tiene que si f , =| para algin k entonces, h=I.
La demostracién es obvia ya que para cada k fijo se tiene que f ;D hol.

Los resultados que se enuncian en los siguientes Teoremas han sido obteni-
dos tras realizar unos calculos que aunque rutinarios son muy largos y tediosos.
Por este motivo, sus demostraciones no seran completamente desarrolladas.

Teorema 2.4.1.5

Las subélgebras de Lie § y | coinciden en todos los espacios simétricos
generalizados de dimension 3 y 4 de la lista de la clasificacion. Mas especi-
ficamente:

1. Para los espacios de dimension 3 y orden 4 se obtiene que

h,=1=(0)-

2. Para los espacios de dimensioén 4 y orden 3 se obtiene que

UEX
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60361:[550(2)'

Proposicion 2.4.1.6

Excepto en ciertos subespacios excepcionales de las correspondientes
variedades parametrizadas donde f, =[ y b, =I[, en cada tipo de espacios de
dimension 5 de la lista de la clasificacion, se obtiene que h, =I.

Como consecuencia, las subalgebras de Lie h y [ siempre coinciden.

Para expresar explicitamente el 4lgebra de Lie | sobre V' se usard la base
canonica de V¢, {U,,U,,U,,U,,W}; es decir, la misma base para la cual los
tensores asumian la forma canonica. Asi, se tiene que:

Teorema 2.4.1.7

Las subalgebras de las s — variedades algebraicas de dimension 5 estan
dadas explicitamente por:

Tipo 1) h=su(2)® so(2) ~u(2) ya que, dado A eh se tiene que

AU, = ZaljUj'*'S[—_]z’ AU, = Z ang—sUI, AW =0
=1,2 =12
donde, (a[j) € 5u(2)j, SER. '
Tipo 2)
A) Si 4,>4,>0 entonces h=(0).
B) Si 4,=4,>0, >0 entonces h=s0(2) ya que, dado Aeh
se tiene que

AU, =rU,, AU, =—rU,, AW =0

donde, reR.

C) Si 4,=4,>0, =0 entonces h=s0(2)® s0(2) ya que, dado Aeh se
tiene que

AU, =rU,+sU,, AU, =—rU,-sU,, AW =0
donde, r,seR.
Tipo 3) 6:50(2) ya que, dado A66 se tiene que
AU, =rU,, AU,=-rU,, AW =0
donde, reR.
Tipo 4)
A) Si A+A#0, v#0 entonces h=(0).
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B) Si A+41=0, v=0, b"” =1 entonces h=s0(2) ya que, dado Aeh se
tiene que
AU, =irU,, AU, =-ir"U,, AW =0

donde, reR.
C) Si A+ A#0, v=0, b” =1 entonces h=s0(2)®s0(2) ya que, dado
Aeh se tiene que
AU, =riU, +siU,, AU, =-riU,-siU,, AW =0
donde, r,seR.
Tipo 5)
A) Si a#b entonces h=s0(2) ya que, dado 4eh se tiene que
AU, =irU,, AU, =-irU,, AW =0
donde, reR.
B) Si a=b, entonces h=s0(2)® so(2) ya que, dado Aeh se tiene que
AU, =riU, +siU,, AU, =-riU,-siU,, AW =0
donde, r.seR.
Tipo 6) El resultado coincide con el del tipo I).
Tipo 7)
A) Si 1#0 entonces hh=(0).
B) Si A=0 entonces h=s0(2) ya que, dado Aeh se tiene que
AU, =irU,, AU, =-ir"U,, AW =0
donde, reR.
Tipo 8) =s0(2) ya que, dado Aeh se tiene que
AU, =irU,, AU, =-ir"U,, AW =0
donde, reR.
Tipo 9) b=(0).

Demostracion

Como ya se indicé anteriormente, los célculos a realizar para la obtencion
de los resultados enunciados, aunque metodicos, son largos y tediosos, por ello,
solo se desarrollara la obtencion del tipo 4) B).

Como en este caso R=0, se tiene que
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A Prop. 2.4.1.6

h = I={degl(t): A(g)=AT)=AR)=0}={Aegl(V): A(g) = AT) =0}
Suponiendo que W =U, y dado Aeh, para =123, j=1,2 se expresa
como
AU, =aU,+aU, +aU, +aU,+aU;, AU, =AU, ,
donde, aieR, a,eC, k=1,2,3,4.

Ahora, aplicando la condicion A(g)=0, de la misma forma que en el
Apartado 2.3, se obtiene que

AU, =alU,+alU,, AU, =a;U,+b’alU,, AU, =—-a'(U,+b’U,+U,+U,).

Y, aplicando la condicion 4(T)=0, siguiendo también el método usado en
el Apartado 2.3, se concluye que

AU, =irU,, AU,=-irU,, AU, =AW =0.

2.4.2. IRREDUCIBILIDAD

En lo que sigue, T°(M) denotard la componente unidad del grupo de las
isometrias T(M).

A partir del Teorema 3.5 de [K-N, Capitulo VI] y del Teorema 1.4.5 se
obtiene el teorema siguiente.
Teorema 2.4.2.1

Si M=M,xM, x---xM, es la descomposicion de De Rham de un espa-
cio simétrico Riemanniano generalizado simplemente conexo M entonces, los
factores de la descomposicion de De Rham también son espacios simétricos
generalizados y

T(M) > T (M,)x T (M,)x-x T (M)

Proposicion 2.4.2.2

Los espacios simétricos generalizados de dimension 3 y orden 4 de la lista
de la clasificacion son irreducibles.
Demostracion

Debido al Teorema 10 de [K.1] 6 al Teorema 2.1.1 se sabe que los espacios
simétricos generalizados de dimension menor que 3 son todos localmente simé-
tricos. Por tanto, se tiene que cualquier espacio simétrico generalizado reducible
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de dimension 3 debe ser localmente simétrico y, asi, se tiene la contradiccion
buscada.

Proposicion 2.4.2.3

Los espacios simétricos generalizados de dimension 4 y orden 3 de la lista
de la clasificacion son irreducibles.

Demostracion

Sea M (simplemente conexa) un espacio de esta clase tal que M =M, xM,.

Aplicando el Teorema 2.4.1.5 y la Proposicion 2.4.1.3 se obtiene que
dimT° (M)=35.

Como M no es localmente simétrica, M, y M, no pueden tener dimen-
sién 2. Asi, se supondrd que dimM,=3 y dimM, =1. Por tanto, M, es de
orden 4 y aplicando el Teorema 2.4.1.5 y la Proposicion 2.4.1.3 se obtiene que
dim%T'(M,)=3.

Por otro lado, como dim%°(M,)=1 y debido al Teorema 2.4.2.1 se sabe
que T°(M)~%°(M,)xT°(M,), se obtiene que dimT°(M)=4 y asi, se sigue
la contradiccion buscada.

Proposicion 2.4.2.4

Un espacio simétrico generalizado M reducible y simplemente conexo de
dimensién 5 siempre satisface que dim%°(M)=6 0, equivalentemente, que
h=s0(2).

Demostracion

Sea M un espacio de esta clase tal que M =M,xM,.
Debido al Teorema 2.4.2.1 se sabe que T°(M)~%°(M,)xT°(M,).

Si se supone que dimM,=3 y dimM, =2 entonces, el orden de M, es
4y M, es un espacio simétrico. Por tanto, como en la demostracion anterior
dim¥°(M,)=3. Ademas, usando el Teorema 2.1.1 6 el Teorema 10 de [K.1],
se prueba facilmente que dimT°(M,)=3.

Si se supone que dimM,=4 y dimM, =1 entonces, el orden de M, es 3
y, como en la demostracion anterior, dim%°(M,)=5 y dim%°(M,)=1.

Ademas, como el algebra de Lie g puede poseer una descomposicion
g=g,®g,, se tiene la proposicion siguiente.
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Proposicion 2.4.2.5

Todos los espacios simétricos generalizados de dimension 5 de la lista de
clasificacion son irreducibles.

Demostracion
Debido a la Proposicion 2.4.2.4 solo sera necesario analizar los tipos 2B),
3), 4B), 5A), 7B) y 8) del Teorema 2.4.1.7.

Siguiendo el desarrollo realizado en el Apartado 2.3 para obtener los dife-
rentes tipos de espacios, se observa facilmente que
para el tipo 3): g=s0(3,0C),
para el tipo 5A): g=s0(3)®@s0(3) 0 §g=s50(2,1)®s0(2,1),
para el tipo 8): g=s0(3)|® #(3) 0 §=s50(2,1)|® #(3) (|® indica suma semi-
directa)

y, que para los tipos 2B), 4B) y 7B), si se calcula el algebra de Lie g mediante
la Proposicion 2.4.1.3, se comprueba que g no posee una descomposicion en
suma directa de la forma indicada en la prueba de la Proposicion 2.4.2.3.

2.4.3. Los DiFereNTES Espacios SIMETRICOS GENERALIZADOS NO SON ISOMETRICOS

Teorema 2.4.3.1

En dimension 5, dos espacios simétricos generalizados cualesquiera per-
tenecientes a tipos diferentes de la lista de la clasificacion son siempre no
isométricos.

Demostracion

Una condicion necesaria para que dos espacios My M' de la lista de la
clasificacion sean isométricos es que T (M)~T°(M') 6 que §~g y h~b'.

Asi, si hxh en la tabla dada en el Teorema 2.4.1.7, necesariamente los
tipos correspondientes no son isométricos. Si en dicha tabla se tiene que §~ '
entonces, calculando por medio de la Proposicion 2.4.1.3 las correspondientes
algebras g y g', se comprueba directamente que g = g'.

Corolario 2.4.3.2

Los espacios simétricos generalizados de dimension 5 y del Tipo 9 de la
lista de la clasificacion son de orden 6 ya que no pueden ser de orden 4.

Ahora, hay que probar que dos espacios simétricos generalizados pertene-
cientes al mismo tipo pero con diferentes parametros nunca son isométricos.
Desafortunadamente, probar esto implicaria afrontar unas dificultades técni-
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cas enormes. Por ello, el estudio sera limitado a la obtencion del resultado
siguiente: “excepto en cada clase canonica, los parametros son “‘invariantes
infinitesimales” de la “variedad Riemanniana” ”; es decir, que dos espacios
simétricos generalizados del mismo tipo con pardmetros infinitesimales “cerra-
dos” nunca son isométricos. A continuacion, se aclarara el significado exacto

de esta afirmacion.

Sea T una clase candnica de un espacio simétrico generalizado en par-
ticular. En ésta, la variedad subyacente M es la misma para todos los espacios
de T y se tienen sobre M varias métricas g dependiendo de un cierto numero
de parametros A,,...,4, . Debido a su construccion, los espacios de la clase ¥
estan en correspondencia inyectiva con ciertas s — variedades algebraicas dadas
sobre el espacio 7 M y ademas se puede suponer que todas estas s — varieda-
des algebraicas tienen en comun una base canénica {Z,,...,Z } en el espacio
complexificado de 7 M .

En lo que sigue, se denota por Diff(M,0) el conjunto de todos los
difeomorfismos o : M — M que mantienen fijo el punto o y se elige un ele-
mento (M,g)e¥.

Definicion 2.4.3.3

Se denomina deformacion de (M,g) a la familia (M,g,,0,), te(-¢,¢)
donde, (M,g,)e%, o, € Diff (M ,0) y se satisfacen las condiciones siguientes:

a) Existen 4,(¢),...,4,(¢) funciones diferenciables tales que para cada 7, g,
es la métrica correspondiente a los parametros 4,(¢),...,4, (1) Y g,=g-

b) o, es la identidad y para cada t, o, es una isometria de (M,g) sobre
(M, g:) N

¢) La aplicacion ¢ — o, es un camino diferenciable en GL(T,M).

Nota 2.4.3.4

St h =0, para cada ¢, se consideran los campos vectoriales
g,, R, (VR),,...,etc sobre la variedad (M,g,) y se denotan de la misma for-
ma sus valores en el punto inicial 0. Como (VR),, (V’R),,...,etc son iguales
a (DR),, (D’R),,...,etc, debido al Lema 1.2.1.10, y (M,g,,0,) es una defor-
macion, se tiene que 4, es un camino diferenciable en GL(T M) y que

h(g)=g, h(R)=R, h(VR)=(VR),,...,etc. (2.70)

Asi, se puede enunciar y demostrar el Teorema siguiente.

UEX

169



UEX

170

ARIAS-MARCO

Teorema 2.4.3.5

Para cada clase ¥ del Teorema de clasificacion, los correspondientes
parametros son invariantes infinitesimales de la estructura Riemanniana en el
sentido siguiente: dado un espacio (M, g) e T con parametros iniciales 4,,...,4,
y una deformacion (M,g,,o,), se tiene que las funciones A,(),...,4, (¢) son
constantes.

Demostracion

Dada una base canénica {Z,,...,Z }eT“M para cada s — variedad alge-
braica (M, g,, S,, R, T)) correspondiente a los parametros A,(¢),...,4,(t),
se escriben las relaciones que expresan g, R, DR,... en términos de la base
{Z,,...,Z,} . Obsérvese que éstas involucran a los parametros A,(¢),...,4,(¢) -

Debido a (2.70) se obtienen estas mismas relaciones si se expresan los ten-
sores g, R, DR,... con respecto a la base {1 'Z,,....h"'Z }.

Derivando ahora estas ultimas relaciones, se tienen nuevas formulas en
funcién de los vectores 4 'Z., sus derivadas dh 'Z, /dt, los parametros A.(¢) y
sus derivadas dA,(r)/dt-

Entonces, realizando unos céalculos, metoddicos pero extensos, se obtiene para
cada tipo canonico por separado, que las relaciones que expresan g y R con
respecto a {h'Z,,....,h'Z } vy las derivadas de éstas, implican (d,(¢)/dt)=0
para [=1,... k.

2.5. S - ESTRUCTURAS NO PARALELAS SOBRE ESPACIOS SIMETRICOS

A lo largo de este apartado se probara que es cierta la conjetura enunciada
en la Nota de [K.1, Pag. 147].

Definicion 2.5.1

Una s — estructura regular {5 } sobre una variedad Riemanniana (M, g)
se dice paralela si VS =0 y no paralela si VS=0.

Como se indica en la Nota 1.4.3 y la Nota 1.2.1.2, todo espacio simétrico
Riemanniano (M,g) tiene una s — estructura paralela; la dada por las familias
de simetrias geodésicas.

Por otro lado, el Teorema 2.1.3 dice que un espacio (M,g) admitiendo una
s — estructura paralela es siempre localmente simétrico.

Todo esto motiva la conjetura enunciada en [K.1] que afirma:
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“Existen s — estructuras no paralelas sobre variedades simétricas Riemannianas”

Para probar que esta conjetura es cierta se debe encontrar algun ejemplo.
Para ello, se iran analizando la obtencion de los distintos espacios simétricos
generalizados de dimension 2, 3, 4y 5.

A partir del Teorema 2.1.1, la Nota 1.4.3, la Nota 1.2.1.2, el Teorema 1.5.8
y que el unico sistema de valores propios maximal para la dimensién 2 es
(=1,-1), se concluye el teorema siguiente. (El sistema (—1,—I) se ha obtenido
utilizando el método aplicado en la Proposicion 2.3.3.1).

Teorema 2.5.2

Los espacios simétricos Riemannianos de dimension 2 s6lo admiten s —
estructuras regulares paralelas.

Asi, serd necesario buscar ejemplos en las dimensiones 3, 4 y 5. Para ello,
se aplicaran los resultados siguientes.

Como se indica en el Teorema 1.2.3.9 y la Nota 1.2.3.10, cada variedad
simétrica Riemanniana (M,g) con una s — estructura no paralela, tiene la
propiedad de que su variedad cubrimiento universal asociada (M,§&) es simé-
trica y tiene una s — estructura no paralela. Asi, se puede limitar el estudio a
los espacios simplemente conexos.

Ademas, dada (M, g,{s }) unas — variedad Riemanniana reducible y sim-
plemente conexa donde, (M,g) es simétrico y {s } no es paralelo; es decir,

(M, g,{s,})=(M,, 8, {s,)x(M,,8,,{s7})

se tiene que (M,,g,) Y (M,,g,) son espacios simétricos y al menos una de
las s — estructuras s; s sf no es paralela. Por tanto, las s — variedades
Riemannianas reducibles y las s — variedades algebraicas reducibles no seran
esenciales en este estudio.

Nota 2.5.3

Existen s — variedades Riemannianas irreducibles que son reducibles como
variedades Riemannianas. Sirva de ejemplo, la variedad E’xS’(r) que sera
desarrollada en el Teorema 2.5.5.

Asi mismo, por el Teorema 1.5.8 se sabe que si un espacio simplemente
conexo (M,g) admite una s — estructura no paralela {s } entonces, también
admite una s — estructura no paralela {s;} correspondiente a un sistema de
valores propios maximal.

En consecuencia, todos los espacios simétricos esenciales admitiendo s —
estructuras no paralelas surgen de un sistema de valores propios irreducible y
maximal diferente de (-/,...,-1).
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Asi, no se analizaran los casos eliminados en el Apartado 2.3 debido a la
obtencion de s — variedades algebraicas reducibles, y si se revisardn aquellos
en los que la s — variedad Riemanniana correspondiente no es paralela y se
eliminé algun caso por ser localmente simétrico.

Los distintos casos a analizar, aparecen so6lo en la dimension 5 y en conexion
con los tipos 4), 6a) y 8a) de la lista de la clasificacion. En particular, son el
caso B2 y el caso C2A cuando =0 correspondientes al estudio del tercer
caso de la Proposicion 2.3.4.1.8 y el caso B2A cuando ¢’ =/ correspondiente
al estudio del cuarto caso de la Proposicion 2.3.4.1.8. Asi, se concluye que:

Teorema 2.5.4

Los espacios simétricos Riemannianos de dimension 3 y 4 sélo admiten
s — estructuras regulares paralelas.

Teorema 2.5.5

Todos los espacios simétricos Riemannianos simplemente conexos de
dimension 5 admitiendo s — estructuras regulares no paralelas son E’, §°(r)
y E’xS°(r). Mas especificamente:

a) Sobre el espacio E’ se obtienen s — estructuras regulares no paralelas
{ sf} de orden 4 dependiendo de un parametro real p >0, de la forma siguiente:

Si se identifica E” con el espacio €’(z,w)xR(t) se obtiene, como en el
tipo 4 de la lista de la clasificacion, una simetria o, en el punto o=(0,0;0)
dada por las relaciones

Ademas, si para cada p>() se considera el grupo de las transformaciones
transitivo y simplemente conexo G, dado por las relaciones

ipt, —ipt,
Z'=ez+z, w=e""w+w, '=t+t,

se tiene que el conjunto {s* : x € E’} coincide conel conjunto {goc og™:ge G,

b) Sobre el espacio §’(r) se obtiene una s — estructura regular no paralela
{s,} de orden 4, de la forma siguiente:

Si se identifica §°(r) con la subvariedad del espacio euclideo complejo
C’(Z',2°,2°) que satisface la relacion z'z' +2z°zZ° + 2’z =7’ se obtiene, como
en el tipo 6a de la lista de la clasificacion, una simetria o, en el punto inicial
0=(0,0,r) e S°(r) dada por las relaciones
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Ademas, como §°(r) = SU(3)/SU(2) setiene que el conjunto {s_:xe S’ (r)}
coincide con el conjunto {goo, og™:geSU(3)}.

¢) Sobre el espacio E’xS’(r) se obtiene una s — estructura regular no
paralela {s } de orden 4, de la forma siguiente:

Se identifica E’xS’(r) con el fibrado de las esferas sobre el espacio base
E’(x,y,z) determinado como el conjunto de los pares (m,t), donde me E’ y
teT (E’), |t|=r. Se considera el grupo de todos los movimientos euclideos
en E’ que conservan la orientacion, J°(E*), y su primer grupo de prolonga-
cion J'(I¢(E?)) actuando sobre el fibrado de las esferas E* x S’(r). Entonces,
identificando de una manera natural el fibrado tangente T(E’) con el espacio
E°(x,y,z;a, B,7), se puede identificar el espacio E’ xS°(r) con la subvariedad
de E° dada por la relacion @’ + 7 +y’ =’ Finalmente, considerando como
en el tipo 8a de la lista de la clasificacion, la transformacion sobre E° dada
por las relaciones

! ’ ’ ’ ! ’
X==), VY =X z=-z a:ﬂ’ ﬂ=—a, V=7
: S . 3 a2
se tiene que la transformacion inducida o, sobre E’xS?(r) es una

simetria de orden 4 de esta subvariedad en el punto (0,0,0;0,0,r). Por tan-
to, la s — estructura buscada {s :xe E’xS§’(r)} coincide con el conjunto

{goo,0g :geJ (I°(E))}.
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3. CLASIFICACION DE LOS ESPACIOS HOMOGENEOS

Este capitulo esta dedicado al estudio del articulo de O. Kowalski y L.
Vanhecke [K-V.3], cuyas técnicas seran de gran utilidad para el desarrollo de
la clasificacion de los espacios de la misma naturaleza en la dimension 6.

3.1. INTRODUCCION

Los espacios homogéneos naturalmente reductivos han sido estudiados por
numerosos autores como una generalizacion natural de los espacios simétricos
Riemannianos. Asi, D’Atri y Ziller en [D’A-Z] han desarrollado una teoria
general con muchos ejemplos y, D’Atri y Nickerson han probado que todos los
espacios naturalmente reductivos son espacios cuyas simetrias locales geodési-
cas conservan el volumen (ver [D’A] y [D’A-Ni]).

Otros autores, han dirigido su atencidn al estudio de la relacion existente
entre los espacios naturalmente reductivos y los espacios Riemannianos Con-
mutativos (en el sentido de 1. M. Gelfand), que también generalizan los espacios
simétricos. Para estudiar su geometria, estos comenzaron realizando la clasifi-
cacion de los espacios naturalmente reductivos en bajas dimensiones. Asi, los
espacios naturalmente reductivos de dimension 3 han sido clasificados por F.
Tricerri y L. Vanhecke en [T-V]. Ademads, O. Kowalski en [K.4] encontrd la
misma clasificacion, aunque en un contexto diferente, y ademas, probd que los
espacios naturalmente reductivos y los espacios conmutativos forman la misma
clase en dimension 3. Por otra parte, O. Kowalski y L. Vanhecke en [K-V.1] y
[K-V.2] dan la clasificacién de los espacios naturalmente reductivos y de los
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espacios conmutativos en dimension 4, donde, de nuevo, se ve que ambas clases
vuelven a ser la misma.

En [K-V.3] los autores dan una clasificacion (local) de los espacios natu-
ralmente reductivos en dimension cinco y, ademas, prueban que todo espacio
naturalmente reductivo de dimensidén cinco es un espacio conmutativo en el
sentido de I. M. Gelfand. Este hecho, da una nueva evidencia de que la conje-
tura general “Todo espacio naturalmente reductivo es un espacio de Gelfand”,
es cierta. Sin embargo, el reciproco de esta conjetura no es cierto debido a la
existencia de un grupo de Heisenberg generalizado, el cual es un espacio de
Gelfand de dimension seis pero no un espacio naturalmente reductivo. ([T-V,
Pag. 104], [Ka])

Para realizar el estudio de [K-V.3] se recordaran primero ciertas defini-
ciones y resultados relativos de espacios reductivos y naturalmente reductivos
y, posteriormente se desarrollarda la clasificacion. Finalmente, se probara la
conmutatividad de cada uno de los espacios del Teorema de la Clasificacion.

3.2. PRELIMINARES

Sea (M,g) una variedad homogénea Riemanniana tal que el grupo de las
isometrias ¥(M) actla transitivamente sobre M. Como se sabe que el subgru-
po de isotropia de T(M) en 0 M es compacto; entonces, si G < T(M) es
cualquier subgrupo de Lie conexo actuando transitivamente sobre M, se tiene
que el grupo de isotropia H es cerrado en Gy, que el grupo adjunto Ad_H
tiene clausura compacta en GL(g). Entonces, si G actia de manera efectiva
sobre el espacio de clases G/H por [P, Pag. 213] g es considerada como una
métrica Riemanniana G—invariante sobre G/H .

Como el algebra de Lie g de G admite un producto interior positivo
Ad;(H)-invariante se puede considerar la descomposicion ortogonal g=m+h,
donde b es el algebra de Lie de Hy m =(h)" es su complemento ortogonal en
g. Ademas, se supondra que esta descomposicion es reductiva; es decir, que
Ad(Hymcm.

Definicion 3.2.1

El espacio homogéneo G/H satisfaciendo estas condiciones serd deno-
minado espacio homogéneo reductivo (con respecto a una descomposicion
g=m+h dada).

En general, se puede tener mas de una representacion del espacio (M,g)
en la forma M =G/H y un espacio de clases fijado G/H puede admitir mas
de una descomposicion reductiva.
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Si se denota por V la conexion candnica del espacio homogéneo reductivo
(fijado) (M, g)=G/H ([K-N], T. II, Pag. 193) entonces, usando la identificacion
canonica m =7 M via la proyeccion 7:G — G/H ,en el origen o e M se tienen
las siguientes formulas para los tensores torsion 7' y curvatura R sobre V:

T(X,Y), =-X,Y],, R(X.Y), =-ad([X,Y],), 3.1

donde, X,Y em. Ademas, debido a que cualquier campo tensorial G — inva-
riante sobre M es paralelo con respecto a la conexion V, se tiene que

Vg=VT=VR=0. (3.2)

Sea tch la subdlgebra generada por todas las proyecciones [X,Y],,
X,Y em. Entonces, ¥ puede también ser considerada como el dlgebra generada
por todas las transformaciones curvatura R(X,Y), sobre el espacio tangente
T.M . (En efecto, recordando que la representacion lineal de isotropia de A en
T.M es fiel, se sabe que ¢ es isomorfo a la restriccion del endomorfismo que
va del algebra ad (¥) al subespacio m < g. A partir de (3.1) se obtiene el resto
de la demostracion.)

Segtin (3.2), se sabe que A4 et actiia como una derivacion sobre el algebra
tensorial de m=7 M por tanto,

A-g=AT=4-R=0 (3.3)

Ademas, a partir de (3.1), la identidad de Jacobi sobre g y (3.2), se obtienen
las identidades de Bianchi reducidas

S(R(X,V)Z2)=6&(T(T(X,Y),Z)) (3.4)
S(R(T(X,Y),Z))=0 (3.5)

donde, X,Y,ZeT M y & denota suma ciclica con respecto a X, Y, Z.

Se denominara algebra de transveccion del espacio homogéneo reductivo
G/H 6 de la variedad afinmente conexa (M,V), a la subdlgebra de Lie gc g
donde, g=m+¢ y, grupo de transveccion del mismo espacio, al correspon-
diente subgrupo de Lie G < G, [K.3, Pag. 37].

Asi, se tiene una nueva representacion (M, g)= G/ K, mediante un nuevo
espacio homogéneo reductivo con la misma conexion canénica V y donde, K
es isomorfo al grupo de holonomia restringido de (M,V) en el origen.

Otro hecho a tener en cuenta es que dadas la torsion 7 y la curvatura R
canonicas, es posible calcular el tensor curvatura Riemanniano R de (M,g)
en el espacio tangente 7,M a partir de la férmula
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R(X,Y)=R(X,Y)+[D,,D,]+D (3.6)

T(X.Y)
donde, D, denota la diferencia, V, -V, entre la derivada covariante Rieman-
niana y la canodnica. Ademas, D es un campo tensorial (también G — invariante)
el cual puede ser calculado a partir de la formula

2¢(D,X,Z)=g(T(X,Y),Z)+g(T(X,Z),Y)+ g(T(Y,Z),X) (3.7

(ver, [K.3]). Otro hecho a destacar es que (3.6) y (3.7) tienen la misma forma para
cualquier representacion reductiva del espacio homogéneo Riemanniano G/H .

Si se considera una variedad Riemanniana simplemente conexa (M, g) con
una representacion reductiva M =G/H , g=m+h, se sabe que conociendo sélo
esta ultima estructura de 4lgebra de Lie junto con el producto interior g sobre
m, se puede reconstruir la variedad homogénea (M, g) de una manera estandar.

Ademas, también se puede remplazar la estructura de algebra de Lie
g=m+h por los tensores torsion T y curvatura R dados sobre m por la
formula (3.1). Asi, (3.4) y (3.5) deben ser satisfechos y (3.3) se tiene para todo
Aet donde, t es el algebra (de holonomia) generada por las transformaciones
curvatura R(X Y). Inversamente, si T y R son conocidos, se puede reconstruir
el algebra de transveccion, g=m+ £, mediante las siguientes formulas debidas
a Nomizu [N, Pag. 62]:

[X.,Y]=(-T(X,Y),-R(X,Y)) (X.Yem),
[4,X]=AX (At X em), . (3.8
[4,B]=AB—BA (A4,Bet).

Esta ultima construccion es usada en problemas de clasificacion en una
cierta dimension tales como la clasificacion que se desarrolla en este Capi-
tulo. Para aplicarla, se comenzard con la clasificacion de ciertas estructuras
abstractas dadas sobre un espacio vectorial (R,T,g), las cuales satisfacen las
condiciones naturales de antisimetria, las identidades de Bianchi (3.4) y (3.5) y,
la condicion (3.3) en la cual el algebra ¢ esta generada por las transformaciones
curvatura abstractas. Asi, para cualquier estructura fijada, (R,T,g), se aplicara
la construccion (3.8) obteniendo un algebra de Lie ‘reductiva’, §=m+#£, con un
producto interior sobre m . Ahora, construyendo el grupo de Lie simplemente
conexo G, su subgrupo K y comprobando que éste es un subgrupo cerrado
de G, (hay que realizar esta comprobacioén debido a que no puede ser demos-
trada en el caso abstracto), se obtiene un espacio homogéneo reductivo de una
dimension dada y provisto de una métrica invariante.
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Este método junto con varias técnicas y algunos resultados computacionales
de [K.2]®, es el utilizado para obtener la clasificacion buscada.

A continuacion, se enuncian las propiedades de los espacios que se van a
clasificar.

Definicion 3.2.2

Una variedad homogénea Riemanniana (M, g) se dice que es naturalmente
reductiva si existe una representacion de la forma (M,g)=G/H, g=m+h,
satisfaciendo la identidad ([K-N], T. II)

[X,Y] ,Z)+{([X,Z]..Y)=0 (3.9)
(X1, 2)+ (X, Z),..Y)

donde, X,Y,Zem y ( , > denota la métrica inducida sobre m .

Si esta ultima identidad se expresa en términos de la conexion candnica,
se obtiene:

g(T(X,Y),Z)+g(T(X,2),Y)=0 (3.10)

donde, X,Y,Z son vectores arbitrarios sobre 7, M .

Asi, cualquier descomposicion reductiva g=m+§ satisfaciendo (3.9) (6
cualquier conexion V satisfaciendo (3.10)) se denominara adaptada. Notar,
que la misma variedad homogénea Riemanniana (M,g) puede tener mas de
una estructura naturalmente reductiva y, asi, mas de una conexion canonica

adaptada V.

Lema 3.2.3

Sea (M,g)=G/H un espacio naturalmente reductivo y V alguna de sus
conexiones canonicas adaptadas. Entonces, el espacio (M,g) es localmente
simétrico si el tensor curvatura R 6 el tensor torsion 7 se anulan.

Demostracion

Véase la formula (12) de [K-V.1].

Lema 3.2.4

UEX

Sea (M,g)=G/H un espacio naturalmente reductivo simplemente conexo
con una conexion canonica adaptada V. Si se supone que el espacio tangente
T'M en el origen admite una descomposicion ortogonal M =V, @V, tal que:

15 Este articulo ha sido analizado a lo largo de todo el Capitulo 2.
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r(T(X, V) =T(z.X,xY), i=12
ﬂi(k(X9Y)Z):k(ﬂiX,ﬂ'iY)ﬂ'iZ, i:],2

donde, X, Y, ZeT M y =x,, n, denotan las proyecciones canonicas. Entonces,
el espacio M se descompone como producto directo

(M,g)=(M,,g)x(M,,g,)

con dimM, =dimV,, i =1,2 y, donde, los factores (M,,g;), i = 1,2 son de nuevo
naturalmente reductivos.

Demostracion

Véanse las Proposiciones 3 y 4 de [K-V.1].

El siguiente lema, es un Teorema muy conocido de algebra lineal.

Lema 3.2.5

Sea V un espacio vectorial # — dimensional con un producto interior positivo

y sea A:V —V un endomorfismo antisimétrico. Entonces, el rango de 4 es

un nimero par 2k <n, hay una base ortonormal de 7, {X,,..., X}, y existen
Ays..., A, numeros reales tales que:

AX, = A,X,, AX,=-AX

12

(3.11)
AX,, =/1sz/{’ AX,, = _ﬂ’kXZk—I’

AX,, =...=AX, =0.

Asi, £id;, j=1,...,k son los valores propios no nulos del endomorfismo
Ay U, =X, ,+iX,,, U,=X,, ,—iX,,, j=1,....,k son los correspondientes

Jj=1

vectores propios. (i = V-1 denota la unidad compleja).

3.3. ENUNCIADO DE LA CLASIFICACION DE LOS ESPACIOS HOMOGENEOS
NATURALMENTE REDUCTIVOS DE DIMENSION 5

Notacion 3.3.1

El grupo SL(2,R) serasiempre representado como un subgrupo de SL(3,R);
es decir, como el grupo formado por las matrices de la forma
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S o &
S x>
~ O O

donde, ad —cb=1.

Teorema 3.3.2 (Teorema de la Clasificacion)

Una variedad Riemanniana / — conexa y naturalmente reductiva de dimen-
sion 5 es simétrica 6 descomponible 6 localmente isométrica a algin miembro
de los siguientes tipos de familias de espacios:

Tipo I. Las variedades homogéneas fundamentales son

SO(3)xSO(3)  SO3)xSL(2,R)  SL(2,R)xSL(2,R)
50(2), so(2), SO(2),

b

donde, SO(2), denota el subgrupo de todos los productos de matrices de la
forma

Cost —Sent 0 Cosrt —Senrt 0
Sent Cost 0 |x| Senrt Cosrt 0
0 0 1 0 0 1

donde, ¢t € R y r es un nimero racional. Ademas, sobre cada espacio fundamen-
tal hay una familia de métricas invariantes naturalmente reductivas dependiendo
de los parametros reales 4, p.

Asi, cada uno de los 3 subtipos de toda la familia de espacios localmente
no isométricos depende de dos pardmetros reales y uno racional.

Tipo II. Las variedades homogéneas fundamentales son

H,xSOB3)  H,xSL(2,R)
so2) Y T s0@)"

donde, H, denota el grupo de Heisenberg de dimension 3

UEX

1
0
0

S ~ =

y
z
1

y SO(2)"” denota el subgrupo de todos los productos de matrices de la forma
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1 0 ¢t Cosrt —Senrt 0
0 1 0|x| Senrt Cosrt 0
0 0 1 0 0 1

donde, ¢ € R y r es un nimero racional. Ademas, sobre cada espacio fundamen-
tal hay una familia de métricas invariantes naturalmente reductivas dependiendo
de dos parametros reales.

Asi, cada uno de los 2 subtipos de toda la familia de espacios localmente
no isométricos depende de dos pardmetros reales y uno racional.

Tipo III. La variedad homogénea fundamental es el grupo de Heisenberg
de dimension 5; es decir, el grupo formado por las matrices de la forma

S & O ~
S < ~ O
ST~ © S
~ N e =

Donde, las métricas naturalmente reductivas e invariantes a izquierda for-
man una familia 2 — paramétrica sobre él.

Mas explicitamente, toda la familia puede ser descrita como el espacio
cartesiano R’(x,y,z,u,v) con la familia de métricas dada por:

g= i(duz +dx2)+%(dv2 +dy’) + (udx +vdy — dz)’
P

donde A, p >0 son parametros reales.

Tipo IV. Las variedades homogéneas fundamentales son

SUG3)  SU@, D)
su2) Y su@)

Donde, sobre cada espacio hay una familia de métricas invariantes natu-
ralmente reductivas que dependen de dos parametros reales.

Ademads, como un caso especial, se obtienen esferas geodésicas en un
espacio proyectivo complejo CP’(1) 6 en un espacio hiperbdlico complejo
CH(-2), 1>0.
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3.4. DEMOSTRACION DE LA CLASIFICACION

Para el desarrollo de este apartado, primero se clasificardn las estructuras
abstractas (R,T,g) naturalmente reductivas (es decir, de forma que se satisfaga
la condicion (3.10)) sobre un espacio vectorial 7 de dimension 5, obteniendo un
namero finito de tipos. Entonces, procediendo sobre cada tipo como se indico
en el Apartado 3.2, se obtienen las familias de espacios naturalmente reductivos
de la lista enunciada anteriormente.

Puesto que soélo interesa el estudio de los espacios no simétricos, debido
al Lema 3.2.3, se supondrd que T#0 y que R#0. Ademas, usando el Lema
3.2.4, se iran eliminando los casos descomponibles que vayan apareciendo a lo
largo de la demostracion.

Asi, sea V un espacio vectorial real de dimension 5 con un producto interior
positivo g, un tensor torsion 7 # (0 y un tensor curvatura R # 0 tales que, (3.3),
(3.4), (3.5) y (3.10) son satisfechas.

3.4.1. CLASIFICACION DE 7' Y PROPIEDADES SOBRE R

Lema 3.4.1.1

Si {X,,...,X,} es una base ortonormal de /, aplicando la condicion (3.10),
se obtiene la siguiente expresion general para el tensor torsion 7 :

T(X,X,)= a, X, +a, X, +aX,

T(X,,X,)= ~a,X, +b,X,+b X,

T(X,,X,)= —-a,X,-b,X, +e, X

T(X,,X,)= —a,X,-bX,—c,X,

Tj(XZ,Xj) =a,X, +e, X, +d. X, 3.12)
TX,,X,)=aX, -c, X, +g5X;

T(X,,X,)=a,X, -d,X,-g.X,

T(X,;,X,)=b,X,+c,X, +h X,
T(X,,X;)=b.X,+d.X, ~h,X,

T(X,,X;)=c X, +g,X,+h.X,

La demostracion esta desarrollada en el Apartado B.2 del Anexo B.

Ahora, como R#0 y cada transformacién curvatura R(X.,Y):V >V es
antisimétrica, aplicando el Lema 3.2.5 se obtienen las dos posibilidades siguien-
tes (las cuales no son mutuamente excluyentes):
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(4) Existe una transformacion curvatura R(X,Y) de rango 2.
(B) Existe una transformacion curvatura R(X,Y) de rango 4.

A continuacion, se discuten ambos casos por separado.

Caso A (Rango 2)

En este caso, para una eleccién adecuada de la base ortonormal se sabe que,
existe una transformacion curvatura R(X,Y) de la forma 4,, donde,

A, X, =X,, A,X,=-X,, A4,X;=4,X,=4,X,=0. 3.13)
Entonces, utilizando (3.3), se sabe que 4,, .T=0; es decir
A, (T(X, X ) =T(4,X,, X )+T(X,,4,X)), i,j=1...5.

Lema 3.4.1.2

Si {X,,...,X;} es una base ortonormal de V] a partir de (3.13) y de la con-
dicién A4,,-T =0 se obtiene que (3.12) es:

T(X,,X,)= a,X,+a,X,+a,X,
T(X,,X,)= —a,X,
T(X,,X,)= —a,X,
T(X,,X,)= -a,X,

T(X,,X,)=a,X,

T(X,,X,)=a,X,

T(X,,X,)=a,X,

T(X,,X,)= +h X
T(X,,X,)= ~h,X,
T(X,, X,)= hX,

(3.14)

La demostracion esta desarrollada en el Apartado B.2 del Anexo B.

Ahora, para estudiar (3.14) se diferenciaran dos subcasos:

(A.1) Si a;=a,=a,=0.
(A.2) Si p=(a;+a’+a’) >0.
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Subcaso A.1

Sustituyendo el valor de los parametros en (3.14), para i =3,4,5 se obtiene
que

T(XNX,') :f(XZ’Xi):O'

Analogamente a como se procedid en el Capitulo 2, se desarrolla la segun-
da identidad de Bianchi (3.5) sobre los tripletes (X;,X,, X)), (X;, X, X)) y
(X, X5,X;), j=1,2 y, utilizando (3.14) para i=3,4,5, se obtiene que

R(X,,X)=R(X,,X)=0. (3.15)

También se desarrolla la primera identidad de Bianchi (3.4), sobre los tri-
pletes (X, X, X)), (X, X, X,) y (X,,X,,X,), i,j=3,4,5 y, utilizando (3.14)
y (3.15) se sigue que

R(X, X)X, =R(X,X)X,=R(X,,X,)X,=0, i,j=345. (3.16)

Asi, debido a la nueva expresion de (3.14), (3.15) y (3.16) se tiene que las
hipétesis del Lema 3.2.4 son satisfechas y nuestro espacio naturalmente reducti-
vo M se descompone como M’ xM?. En efecto, suponiendo que V, = <X X 2)
yV,= (X XX 5), se comprueban facilmente las condiciones de descomponi-
bilidad sobre la torsion y la curvatura.

Subcaso A.2

Ahora, se realiza el cambio de base ortonormal dado por

l >

1
X =X, X,=X, X;=;(a3X3+a4X4+a5X5),

Xi=aX,+BX,+7X;, X,=ad'X,+BX,+7'X;

UEX

de forma que los parametros «, S, y, a', ', ' estan determinados por la
condicion que X, X, y X; sean ortonormales entre si. Asi, sin realizar cam-
bios en la notacioén con respecto a los elementos de la base, pero denotando el
pardmetro h; por A, se sigue que ahora (3.14) se expresa:
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T(X,,X,)= pX,

T(X,,X,)=0

T(X,,X,)=0

T(X,,X;)= -pX,

T(X,, X;) =0 (3.17)
T(X,,X,)=0

T(X,,X,)=pX,

T(X,,X,)= AX,

T(X,,X,)= - X,

T(X,,X,)= AX,

El método utilizado para realizar el cambio de base es el aplicado en el
Capitulo 4. (Ver en el Apartado 4.2 el estudio del Subcaso A.1.2).

Ahora, para finalizar el estudio de este caso basta analizar (3.17) y com-
probar que nuestra transformacion curvatura original P = 4,, conserva la forma
(3.13) con respecto a la nueva base.

Para analizar (3.17) bastara con ver que ocurre cuando A es o no nulo. Si se
supone que A =0, se ve facilmente que la condicién de descomponibilidad sobre
la torsion del Lema 3.2.4 no es satisfecha, por tanto, no se puede asegurar que
este caso sea descomponible. Sin embargo, si se supone que A =0, y, de forma
analoga a la realizada en el Caso A.1, se calcula la expresion de la curvatura
utilizando las identidades de Bianchi, se tiene que, tomando V, =<X XX 5)
y V, :<X X 4>, las condiciones necesarias para aplicar el Lema 3.2.4 son
satisfechas y, por tanto, este caso es descomponible.

Nuestra transformacion curvatura original P = 4,, conserva la forma (3.13)
con respecto a la nueva base ya que

A12X1' =A4,X, =X, =X;, AIZX; =4,X,=-X, =—X1',
A,X;=A,(aX;+ X, +y X)) =ad, X, + B4, X, +y4,X;=0,
A, X, =4, X, + X, +y' X;)=d'4,X,;+ f'4,X,+y'4,X;=0,

, 1
A4,X5 = ;(aj'A]zXa +ta,4,X,+a;4,X;) .

Caso B. (Rango 4)

En este caso, se sabe que, para una eleccion adecuada de la base ortonormal,
existe una transformacion curvatura de la forma,
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RX,Y)=ad,+p4,,, af=#0
donde 4,, estd dado por la formula (3.13) y 4,, por

A, X, =4, X,=0, A4,X;=X, A4,X,=-X; A,X;=0. (3.18)

Entonces, de (3.3) se tiene la condicién (a4,, + B4,,)-T =0, que, aplicada
sobre (3.12) de forma analoga al Lema 3.4.1.2 da

oac,=ab, =0, Pa, =pPa, =0,
ad; + fc, =0, ag;—pb,=0,¢- (3.19)
ac;+fd; =0, ab; - pg; =0,

Abhora, para continuar el estudio habra que diferenciar dos subcasos:

(B.1) Cuando o’ = .

(B.2) Cuando a = £ #0 (notar que el caso @ =—p se obtiene al intercam-
biar X, con X,).

Subcaso B.1

A partir de (3.19), resolviendo los sistemas se obtiene que a; =a, =b, =b; =0
y que ¢, =c, =d;=g;=0. Por tanto, sustituyendo en (3.12) se sigue directa-
mente (3.17) donde, A, p son respectivamente a;, ;.

Subcaso B.2

Se considera P=4,,+ 4, vy, asi, los pardmetros o, f quedan libres.

Resolviendo los sistemas de (3.19) se tiene que

UEX

ds =—c;, g5 =b;

, sustituyendo en (3.12) se sigue
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T(X,,X,)= a, X,

T(X,,X,)= b X,

T(X,,X,)= e X,

T(X,,X;)= —a,X,-b.X,~c,X,

Zj(XZ’Xf): ~esXs (3:20)
T(X,,X,)= b X,

T(X,,X,)=a,X, +e, X, -b X,

T(X,,X,)= h X,
T(X,,X,)=b.X,—c,X, ~hX,

T(X,, X,)=c,X,+b X, +hX,

Nota 3.4.1.3
Si o =—p entonces, resolviendo (3.19), sustituyendo lo obtenido en (3.12)
e intercambiando X, con X, se obtiene (3.20).

Si se observa (3.20), se puede definir F, una transformacion antisimétrica del
subespacio V' =(X,,...,X,)cV, dada por FX,=T(X,,X;), para i=1,2,3,4,
donde, su matriz asociada,

0 —-a; -b; —c;
a; 0 ¢ —b
by —¢; 0 —h |
cs by hs 0
es antisimétrica.

Ahora, para continuar el estudio, se complexifica V' y sobre V' =V +iV
se consideran

U =X,+iX,, U,=X,+iX,. (3.21)

Asi, sobre el subespacio (U,,U,)cV'C se tiene que F es la transformacion
dada por

FU,=iaU, - ;7U2,} (3.22)

FU, = yU, +ihU,,

donde y =b; +ic; y los valores propios asociados son



ESPACIOS § - SIMETRICOS

#, = 4TiCas + b))+ (<477 = (ag =YY 1= 4l as +hy) + (477 +(as =)',
#y = 4iCas +hy) = (~477 —(a; =h)") 1 = 4il(as + h) = (477 +(a; = h}')']
los cuales, al ser imaginarios puros, se denotaran por u, =ip, u, =il.

Nota 3.4.1.4
Sobre el subespacio (U,,U,) V' los valores propios serian —ip, —iA.

Se diferencian dos nuevos subcasos para continuar el estudio:
(B.2.1) Si p=41.
(B.2.2) Si p#A.
Subcaso B.2.1
Resolviendo la ecuacion
(a5 +hy)+ (477 +(a; = b)) = (a5 +h) = (477 +(a;~ b))’

se obtiene a; =h; y b; =c, =0. Al sustituir esta expresion en (3.12) se obtiene
directamente (3.17) con A=p.

Subcaso B.2.2

Aqui se pueden considerar

U =

1

aU,+pBU, tal que |, +| B [=1 3.23)

para i=1,2, como los correspondientes vectores propios complejos de u, y
M, respectivamente. En efecto, si U/ =qU,+bU,, tal que FU)=pU y
la, [ +|b ['#1, i=1,2, al normalizar se obtiene

U = L S
JdalP+16F " JlaF+16F " JlaF+bF

donde, FU)=uU, y|a,| +|B.|'=1 para i =1,2. Asi, (3.21) se expresa como:

U,=aU,+pBU,

FU, =ipU,, FU, =iAU,. (3.24)

Ahora, suponiendo que

U, =X, +iX,, U, =X, +iX,, (3.25)

UEX
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se vera que {X,...,X,} es una base ortonormal. Para ello, se necesitara el
lema siguiente:

Lema 3.4.1.5

Si W, =Y, +iY¥,, W, =Y, +i¥, donde, {Y,,...,Y,} es base de V' vy

{W, ,W, } es base de V', entonces, {Y,,...,¥,} es una base ortonormal de V"

si y solo si se satisface el siguiente sistema de condiciones:
(w, 7, )= (W, I, ) =2,

- ) )] O

La demostracion esta desarrollada en el Apartado B.2 del Anexo B.

Asi, {X ,*,...,X:} es una base ortonormal. En efecto, como se sabe que
{X,,...,X,} es base ortonormal de V' y que U, =X,+iX,, U, =X, +iX, son
elementos de V'“, aplicando el Lema 3.4.1.5 se tiene que la relacion (3.26) es
satisfecha para los vectores U,, U,. Ahora, debido a (3.23) y desarrollando
unos sencillos calculos se tiene que {U;,U,} también satisface (3.26) y, por
tanto, aplicando de nuevo el Lema 3.4.1.5 se obtiene que {X;,...,X,} es una
base ortonormal, como se quiere demostrar.

Ademas, a partir de (3.25), (3.23) y (3.21) se obtiene que
X, =a,X,-bX,+c,X,~dX,,
X,=bX,+a,X,+d X, +cX,,
X,=a,X,-b,X,+c,X,-d,X,,
X,=bX,+a,X,+d,X,+c,X,,

donde o, =a,+ib,, B,=c,+id,, j=1,2 en (4.23). Ahora, tomando X; =X,

se tiene que {X,}’, es una nueva base ortonormal de V.

Lema 3.4.1.6

La expresion de T en la nueva base ortonormal de ¥, {X,}.,, es de nuevo

(3.17).
Demostracion
Tomando la expresion real de (3.24), dada por:
FX,=-pX,, FX,=pX,, FX,=-1X,, FX,=21X,,

se sabe que
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*

T(X;,X))=  -pX,
T(X;,X;)=pX,
T(X;,X;)= -2X,

*

T(X;. X;) = AX]

Para calcular el resto de componentes de la torsion se sustituye la expresion de
X:, i=1,2,3,4,5, como combinaciones reales de los X,, j=1,2,3,4,5, en el
conjunto de relaciones (3.20), obteniendo que 7(X;,X,) = SX,, T(X,,X};)=TX.,,
T(X,,X,)=UX;, T(X;,X,)=VX;, T(X,,X,)=WX;, T(X,,X,)=ZX; donde,
S, T, UV, W,Z €R. Ahora, aplicando (3.10) se obtiene que 7=U =V =W =0,
S=py Z=2y, asi, que la expresion de T es de nuevo (3.17).

Finalmente, como el operador curvatura P=4,,+4,, satisface que
PU,=-U,, PU,=-iU, ya que,

PU,=P(X,+iX,)= X, —iX, =—i(X, +iX,) = -iU,
PU,=P(X,;+iX,)=X,-iX,=-i(X,+iX,)=-iU,
entonces, también se tiene que PU, =—iU,, PU,=-iU,; en efecto,
PU, =P(aU,+BU,)=~i(a,U, + BU,)=~iU,,
PU, =P(a,U,+ BU,) ==i(a,U, + B,U,) ==iU,.

s’

De lo anterior se sigue que PX,=X,, PX,=-X,, PX,=X,, PX,=-X,,
PX;=0; es decir, que P conserva su forma de actuacién con respecto a la

nueva base ortonormal {X;}’, de V'y por tanto, P= A4, + 4,,.

Nota 3.4.1.7

En lugar de usar el Lema 3.2.5 se ha utilizado este método, un poco mas
complicado, para poder asegurar que el operador curvatura conservaba su forma
de actuacién con respecto a la nueva base ortonormal {X;}’, de V.

Ahora, se puede concluir lo siguiente:

Proposicion 3.4.1.8

Dados un espacio naturalmente reductivo (M,g)=G/H de dimension 5y
una conexién candnica adaptada V con tensor curvatura R y tensor torsion
T, existe una base ortonormal {X,,..., X sten V=T M (llamada base adapta-
da) para la cual T adopta la forma (3.17). Mas aun, existe una transformacion
curvatura
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R(X,Y):V >V

de la forma P=4,, 6 de la forma P=a4d,,+ f4,,, aff #0, con respecto a
alguna base adaptada.

Ademas, se tiene que:

Proposicion 3.4.1.9

Bajo las hipodtesis de la Proposicion 3.4.1.8 siempre se satisfacen las siguien-
tes identidades para el tensor curvatura canoénico R:

R(X,X;)=0, i=1234 (3:27)

PR(X,, X))+ AR(X,,X,)=0,
/IE(XZ,X3)+pR(X,,X4) :0>

~ ~ s (3.28)
pR(XlaX_;)_/IR(XZaXz;) = 09
/IR(XHXJ)_pﬁ(XZV)(‘;) =0,
S(R(X,,X,), X;)=ApX,, SR(X, X,),X,)= —/leS,} (3.29)
G(E(X]9X3)’X4):Apxz9 G(R(X23X3)7X4):_ipX1,

Demostracion
De la 2% Identidad de Bianchi (3.5) aplicada sucesivamente a (1,2,3), (1,2,4),
(1,3,4), (2,3,4) y usando la formula (3.17) se sigue (3.27).

Asi mismo, de (3.5) aplicada sucesivamente a (1,3,5), (2,4,5), (2,3,5), (1,4,5)
y usando la formula (3.17) se sigue (3.28).

Ademas, (3.29) es una consecuencia inmediata de aplicar la 1* Identidad de
Bianchi (3.4) sobre (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4), (2,3,4) y usar de nuevo la formula
(3.17).

3.4.2. OBTENCION DE LAS ALGEBRAS DE LiE £ v DE Los Espacios M
NATURALMENTE REDUCTIVOS 5-DIMENSIONALES.

Dada unabase {X/,..., X}, se introducen los operadores 4, ,, i,j=1,2,3,4,
i# j, dados por
A X=X, A, X, ==X, 4,X,=0, k=1234,5 k#i,j(330)

1]

los cuales son compatibles con (3.13) y (3.18).
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Denotando por ¢ el lgebra de Lie generada por todos los 4 € End(V') tales
que A-g=A-T =0, se tiene que:

Proposicion 3.4.2.1

Sea, como en la Proposicion 3.4.1.8, una base adaptada {.X,,..., X} . Enton-
ces, si A#p en (3.17), h=(4,,,4,,) y, si A=p en (3.17), h=(4,,,4,,,B,C)
donde, B=4,;+4,, y C=4,+4,,.

La demostracion esta desarrollada en el Apartado B.2 del Anexo B.

Proposicion 3.4.2.2

La tabla de multiplicar asociada al algebra de Lie h=(4,,,4

345

B,C) es

[AIZ’ A34] =0, [B,C]= 2(A34 - A12 )
[B,4,1=C, [B.A,]=-C, (3.31)
[C,AH]=—B, [C,A34]=B.

La demostracion estd desarrollada en el Apartado B.2 del Anexo B.

Ahora, denotando por ¢ el algebra de Lie generada por todas las transforma-
ciones curvatura R(X,Y), X,Y €V, se sabe por (3.3), que £ es una subalgebra
de bh. Entonces, se tiene el resultado siguiente:

Proposicion 3.4.2.3

Bajo las hipotesis de la Proposicion 3.4.1.8 existe una base ortonormal
adaptada {X,,...,X;}de V=T M tal que el algebra ¢, tiene una de las formas
siguientes:

(A) t=(4,,) 6 t=(ad,+pA4,,) donde aff#0,

(B) t= (A12=A34) P

(O t=(4;,-4,,8,0),

(D) t=(4,,,4,,,B,C).

4

UEX

Demostracion

Si dimt=1, el resultado se sigue de la ultima parte de la Proposicion
3.4.1.8. Asi, se ha obtenido (A).

Si dim€>/, se consideraran los dos subcasos siguientes:
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i) Cuando A# p en (3.17), suponiendo que A4,, €t 60 ad,,+ A4, ¢, se
elige una base fija adaptada {X,,...,X;}. Entonces, debido a que £ es una
subélgebra de b y a la Proposicion 3.4.2.1 se sigue (B).

ii) Cuando A= p en (3.17), suponiendo que 4,, €€ 6 a4, +[A4,, €t yque
t+(4,,,4,,), también se elige una base fija adaptada {X,,..., X} . Entonces,
debido a que £ es una subalgebra de h y a la Proposicion 3.4.2.1, existe un
endomorfismo S et de la forma

S=ad,+a'4,,+bB+cC

donde, b’ +c¢’ >0. Ahora se diferenciaran estos dos nuevos subcasos:

iia) Si A,,et. Usando la tabla de multiplicar (3.31) se tiene que
[4,,,S]=cB-bCet y que [cB-bC,A4,]=cC+bBet y, por tanto, como
es algebra de Lie, B, C et. Ademas, como por (3.31) también se tiene que
4;, =<[B,C]+ 4,, € £, se obtiene (D).

iib) Si P=aA,,+ A4, €t donde, aff #0. Usando la tabla de multiplicar
(3.31) se tiene que [P,S]=(a—pB)(cB—bC)et. Por tanto, si se supone que
a # 3, procediendo como en el subcaso anterior, se obtiene sucesivamente
que B,Cet y que 4,,—4,€t vy, asi, (C) 6 (D) (hay que considerar (C) ya
que (D) solo se tiene en el caso de que a#+f). En efecto, como «a# /S,
[[P,S],P]=(a—p)’ (bB+cC)et entonces, cB-bCekt, bB+cCet vy, por
tanto, B, Cet. Asi, [B,C]=2(4,,—A4,,)€t y se obtiene (C). Ahora, como
aff #0, también se tiene que A=a(4;,,—A4,,)et y Q=p(4,,—4,,)et y por
tanto, P+ Aet, Q—-Pet de donde si o #£f se sigue (D).

Sin embargo, si se supone que « = £, normalizando se puede suponer que
existe un endomorfismo S €t de la forma

S=ad,+ad'4,,+bB+cC
donde, b° +c’ =1. Ahora, realizando el cambio de base adaptada dado por
X! =cX,+bX,, X,=-bX,+cX,, X=X, i=3,45

se obtiene, con respecto a la nueva base, que P=4;,+ 4, y S=ad,,+a'4d;,+C’
donde C'=4;,+ 4;,. Ademas, se puede expresar S como

] r r ’ ] r 1 r ’
S =E(a +a')(4;, +A34)+3(a —a)(4;,—4;,)+C
y, asi, £ contiene un endomorfismo de la forma

0 =Cos®@(4;,— A4;,) + Sen®@C’
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donde, Sen® # 0. En efecto, como P,S et se tiene que

1 L(a+a)
L/H—j(a’—a)z J1+1(d -a) J

| 3@ -a) ,
{W(AM 2)+W ]

y, COmMo

1 ’
;E]O,]], MG[O,I[’
I+4(d' —a)’ 1+4(d' -a)’

1 2+ L(a+ad) 2:]
JI+4(d -a)y J1+4(d -a) ’

se sabe que existe @ €]0,2x[ tal que

ya ’
! = Sen® # 0 y _satad) =CosD

JI+1i(a -ay JI+1i(a -ay
Considerando una nueva base adaptada {X,,..., X;} dada por

X +iX, = (X)+iX)), X,+iX, = (X)+iX)), X,=X..

Es decir, tal que

X, =Cos % X] —Sen2 X!

X, = Cos2 X, —Sen2 X

X, =Sen X] +Cos2 X

X, = Sen< X, +Cos% X,

X, = X!

Y, realizando el cambio, se obtiene con respecto a la nueva base que
P=4,+4,et y QO=4,,—4,et. Por tanto, como Q+P=24,, €t y
Q-P=-24,,€t, se tiene que (4,,,4,,) €. Realizando ahora el mismo
estudio que en iia) pero en esta nueva base, se obtienen (B), (C) 6 (D).

UEX
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Asi, ya se puede comenzar con la clasificacion de una manera sistematica.
Para ello, se iran analizando por separado cada uno de los casos de la Propo-
sicion 3.4.2.3.

Analisis del Caso A de la Proposicion 3.4.2.3

_ Aqui se tiene que € =(P)=(a4,,+p4,,) donde a = 0. Entonces, denotando
R(X,,X)=a,P, i,j=1,...,4 y sustituyendo en (3.29) se obtiene que

Ba,=2p, aa;=aa,=aa;=aa, =0, aa,=2ip

y, por tanto, que

R(X,,X)=R(X,,X,)=R(X,,X,)=R(X,,X,)=0 (3.32)

R(X,,X,)=uP,  R(X,,X,)=vP (3.33)

donde, por el Lema 3.2.3, u, v no pueden ser cero simultineamente. Ademas,
como £ #0 (ya que sino lo fuera, de la primera relacion de (3.29) se obtendria
que Ap=0 Yy, por tanto, que el espacio seria descomponible) se puede supo-
ner ademas de 1>0 y p>0, que u="/#0, v="/#0 y P=ad, +pA4,
donde aff 0.

Asi, sustituyendo (3.32) y (3.33) en (3.29), se obtiene

uf=va=ip>0. (3.34)

Ademas, si

d=Aa-ppB, (3.35)

utilizando (3.34), multiplicando a ambos lados por —pB~" y por Aa™ se obtiene
respectivamente

p —ua=—pBld y F’—-vB=Aa"'d. (3.36)

Ahora, a partir de (3.1), (3.8), (3.17), (3.27), (3.32) y (3.33) se calcula la tabla
de multiplicar asociada al algebra de Lie g=V +¢ obteniendo
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[XI,X2]=—pX5—uP, [Xj,X4]=—/1X5—vP,
[X,,Xj]Z[X,,X4]Z[XZ,Xj]Z[XZ,X/,]:O,
[X19X5]:pX29 [Xzan']:_pX]a

(X, X,]=4X,, [X, X,]=-4X,, (3.37)
[P, X,]=aX,, [P, X,]=-aX,,
[P,X,]=BX,, [P,X,]=-pX,,
[P,X,]=0.
Nota 3.4.2.4

Obsérvese a partir de (3.37) que esta es un algebra de Lie reductiva; es
decir, que [¢,/]cV donde, t=(P).

Para continuar el analisis de este caso se distinguiran dos nuevos subcasos
dependiendo del valor de d.

Subcaso A.1 (d =0)
En este caso, se tiene que (3.36) se reduce a
P —ua=0y A’ —vp=0. (3.38)
Y, ademas, multiplicando p° —ua =0 por v y utilizando (3.34) se sigue que
pv—Au=0. (3.39)

Asi, reemplazando el vector X, por W =X, +up'P se define una nueva
descomposicion reductiva (observar que no es naturalmente reductiva)

a=(X,,X,,X,,X,,W)®(P)=V Dt

ya que, a partir de (3.37) se tiene que

[P, X,]=aX,, [P, X,]=—aX,,
[P’X3]=ﬂX4a [P>X4]=_:HX3’
[P,W]=0.

y, que V es algebra de Lie con la siguiente tabla de multiplicar:
[X]:Xg]:_pWa [X35X4]:_2’W,

[X1:X3]:[X19X4]:[X2:X3]:[X2aX4]:0’ (3'40)
[XnW]:[Xg’W]=[X35W]=[X4’W]=0'

UEX
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Ahora, identificando canoénicamente ¥ con T'M via la proyeccion canonica
7:G—G/H se obtiene un producto interior sobre ¥ con el cual la base es
ortonormal. Asi, siguiendo el mismo procedimiento que en el Primer Caso de
la Proposicion 2.3.4.1.8, se tiene que el espacio (M,g) es un grupo y puede
ser identificado con el grupo de Lie

1 0 0 x
0 1 0 y
G= (X, v,z,u,vER },
u v I z
0 0 0 1

el cual tiene una métrica invariante a izquierda dependiendo de los parame-
tros 4 y p. Por tanto, G puede ser identificado con el producto cartesiano
R’(x,y,z,u,v) donde cualquiera de las métricas es de la forma

g=Liaw +dx2)+§(dv2 +dy?) + (udx + vy — dz)’
P

Asi, se ha obtenido el Tipo III del Teorema de la Clasificacion.

Nota 3.4.2.5

Obsérvese que si A= p se obtiene, al igual que en el Primer Caso de la
Proposicion 2.3.4.1.8 y en [K.3], la familia de los espacios 4 — simétricos de
Tipo 1.

Subcaso A.2 (d #0)

Aqui, debido a que el determinante de la matriz del cambio de base
pv—Au#0, reemplazando X; y P por W,=pX;+uP y W,=1X;+VvP se
obtiene que {X,,X,,X,, X, W,,W,} es una nueva base del algebra de Lie
g=reot.

Asi, a partir de (3.37), (3.34), (3.35) y (3.36), se sigue que la tabla de mul-
tiplicar asociada al algebra de Lie g en la nueva base es
(X Xs 1=y, X, )= (0 —ue) X,y [Xo W1 =~(p" —ua)Xl,} 341)
[X3,X4]=_VV2’ [X37VV2]=(/12 _Vﬂ)Xw [X4a%]=_(ﬂ/2 —Vﬁ)X3.
Lema 3.4.2.6

A partir de (3.41) se obtiene que el algebra de Lie § puede ser identificada
con:
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a) §=s503)®@s0(3) si pPo-ua>0y A’ —vf>0,
b) §=s03)®@sl(2,R) si (p’ —ua)A’ —vB)<0,
O §=sI2,R)®sI2,R) si p’—ua <0y A —vB<0.

Demostracion

En los tres casos se realizara un cambio de base de forma que los coefi-
cientes de (3.41) sean +/, —1 y 0, para poder identificar la tabla obtenida con
alguna de las ya conocidas debido a la Clasificacion de las algebras de Lie de
Cartan. [H.1, Capitulos III, X]

Asi, si se supone que p° —ua >0y A°—vf >0y, se realiza el cambio de
base dado por

X, =(p’~ua)’ X, X,=(p'—ua)”X,,
X;=(A=vp X, X,=(A-vp)'X, (3.42)
W, =(p’ —ua)'W,, W, = -vB)'W,,

se obtiene que (3.41) es ahora

(3.43)

*

(X, X;1=-W,, [X;,W 1= X, [X;‘,W;]=—X;‘,}
[X;,X:] = _VV;’ [X;FoVV;] = X:a [X;’VV;] :_X3'

Por otra parte, se sabe que

0 1 0 0 0 I 0 0 0
so3)=( E,=|-1 0 O0|,E,=| 0 0 O0|,E;={0 0 I
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0

y su tabla de multiplicar asociada es

[EHEZ] :_E37 [E13E3] :Eza [E2>E3] :_E1.

UEX

Por tanto, identificando E, =W, =W, , E,=X, =X, y E,=X,=X,, se
obtiene que en este caso g= 50(3)®D s0(3).

En el caso de que (p° —ua)(A’—vpB)<0, se supone p° —ua>0 vy
A’ —vf <0 (ya que el andlisis del caso contrario se desarrollaria de forma
analoga) y, realizando el cambio de base dado por

199



UEX

200

ARIAS-MARCO

X =(p’ —uay " X,,  X;=(p’—ua)” X,
X, =(=2V+vp)VX,, X,=(-2+vB X, (3.44)
W, =(p’ —ua)'W,, W, =(=2"+vp)'W,,

se obtiene que (3.41) toma la forma

1°

X, X =W, (X=X, [XJ,VTG*]=—X*} (3.45)
(X5, X1 =0 [XG. 0, ==X, [X. 1= X,

Como ademas de lo dicho en el caso anterior sobre el espacio so(3) se
sabe que [H.1, Pag. 519]

0 0 0 1 00 0
s02,))=( E,=|-1 0 0|,E;=|0 0 0|,E,=|0 0 1|)~sl(2,R)
0 0 100 01 0

y que su tabla de multiplicar asociada es

[E4’E5]=_E6’ [E4’E6]=E5’ [E5’E6]:E4

B

identificando E, =W, , E,=X, y E,=X,, E,=W,, E;=X, y E, =X, se
obtiene que g = s0(3)® sl(2,R).

Por tltimo, si p° ~ua <0y A°—vf <0, se realiza el cambio de base dado
por
sz(—p2+ua)’%X,, X;=(—p2+ua)%X2,
X, =(-2V+p)’X,, X,=(-2+vB X, (3.46)
W) =(=p’ +ua)'W,, W, =(=2"+vB)'W,

obteniendo que la expresion de (3.41) es

(X, X =W, [X, . W 1=~ 2 [X;W]*]=Xf,} (3.47)

[X X )= W, X3, 1= =X, [X.07]= X,

Asi, por lo dicho en el caso anterior sobre el espacio sl(2,R), si
se identifica E,=W, =W,, E,=X,=X, y E,=X,=X, se obtiene que
g=sl(2,R)Dsl(2,R).

Por otra parte, se sabe que la subalgebra de isotropia ¢ esta generada por
P. Y, debido a W, =pX;+uP y W,=1X;+VvP, se obtiene despejando que



ESPACIOS § - SIMETRICOS

P=(hu—pv) (AW, = p,). (3.48)

Ahora se analiza cada caso del Lema 3.4.2.6.

En el caso a), a partir de (3.48) y como W, = pX, +uP, con respecto a la
nueva base (3.42) se tiene que

(pj —ua)” W — (2’ -vB)"’ W)=
(p

P=(Au=pv) (AW, = pl,) = (Au—pv) "(4 mwa) TP By
=(Au—pv)" Ap* —ua)W, = (hu = pv)"' p(A° =vpW, = —aW; - W,

(4.34)

/ I : -
Xy =2 O —uP)=— (0" ~ue)W; ~u(-aW = fW;)) = (349)
[ I
Lo eupniy = o .

A continuacion, se desarrolla la Realizacion geométrica correspondiente a
este caso a)

Como se sabe que §= s0(3)@ so(3), utilizando la aplicacion exponencial
exp:g— G se obtiene que G= SO(3)x SO(3) . Para calcular el grupo de Lie K
asociado al algebra de isotropia £, se sigue la realizacion geométrica realizada
en el Apartado 2.3.3.1. En este caso, debido a la demostracion del Lema 3.4.2.6
y (3.49) se sabe que

E={tP:teR}={t(-aW, - pW,):teR,af} # 0} =
={~t(W, +rW,):te RA,r =5 # 0, ={~tE, —r-tE, :te R,r 20} =
0 -t 0 0 -rt 0
=<0t 0 O|+|rt 0 O0|:teR,r=0
0 0 0 0 0 0

y, por tanto, utilizando la aplicacion exponencial exp:€— K se obtiene que K
es el subgrupo SO(2), de todos los productos de matrices de la forma

Cost —Sent 0 Cos(rt) —Sen(rt) 0
Sent Cost 0 |x| Sen(rt) Cos(rt) 0
0 0 1 0 0 1

donde, teR y r="%,#0.

Ademas, se considerara que r es un numero racional ya que en otro caso
el subgrupo K no seria cerrado en G . En efecto, como fijado 7,

UEX
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Cost —Sent 0 Cos(rt) —Sen(rt) 0
S'xS!=J| Sent Cost 0 |x| Sen(rt) Cos(rt) 0|:te [0, 271]
0 0 1 0 0 1

se tiene que SO(2), = S'xS! es un subespacio del toro para cada r. Por tanto,
se sigue la tesis ya que, cualquier subespacio del toro es cerrado si y solo si
tiene angulo racional.

A continuacion se calcula la métrica G — invariante g. Para ello, utilizando el
mismo método que en el Lema 2.3.4.1.10 se obtiene que se puede representar la
base del.élg.ebra de Lie §, (XI,XZ,Xj,).(é,,W].,I/VZ ) sobre Rf"(x{.,y_), j=12,3,
por la siguiente base de campos vectoriales invariantes a izquierda:

Wl a2 oyl 20 02
ox, 0ox, Ox, Ox, 0ox, ox;
. 0 0 . 0 0 . 0 0
W, =y,—-y,—, X, =y,——-y,—, X, =y,—-y,—.
2T oy, » ay T oy; . P, o oy Y oy;

Abhora, a partir de (3.42) y realizando unos sencillos calculos se sabe que
la nueva base es ortogonal y que

X X)) =g(X,, X)) =(p"~ua)”',  g(X;,X;)=g(X,, X))=(A"~vp)",
g W))=(p" —ua)”,  gW; W,)=(A"-vp)".

Entonces, resolviendo unas sencillas ecuaciones como en el capitulo anterior
y, utilizando que a partir de (3.36), (3.35) y tomando =%/ se tiene que

p—ua=p —plr''y A —vB=1"—pir,

para un r fijado se obtienen las posibles métricas Riemannianas dependiendo
solo de los parametros reales p, 4.

Ademas, debido al siguiente lema cuya demostracion puede ser consultada
en el Apartado B.2 del Anexo B, se puede concluir que los pardmetros 7, p,
A son esenciales; es decir, que todos los espacios localmente isométricos a esta
familia de espacios tienen estos pardmetros.

Lema 3.4.2.7

Calculando el tensor de Ricci y las curvaturas seccionales de nuestro
espacio (M,g) se obtiene que hay dos raices de Ricci dobles, 4 p° — pAr™ y
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1 2% — pAr, una raiz de Ricci simple, £(4° + p”) vy, dos curvaturas seccionales
a distinguir, £p’ y £2°.

Por tanto, se puede modelizar nuestro espacio (M,g) (salvo una isome-
tria local) como un espacio homogéneo M = G/K donde, G =SO(3)xS0(3),
K =80(2),, reQ ylafamilia de métricas invariantes naturalmente reductivas,
g, dependen de los parametros reales 4, p.

Realizando de forma analoga el estudio de los casos b) y ¢) del Lema 3.4.2.6
se obtienen los espacios

SOB3)xSL(2,R)  SL(2,R)xSL(2,R)
SO(2), Y S0(2),

donde, r € Q y la familia de métricas invariantes naturalmente reductivas, g,
dependen de los parametros reales A, p.

Asi, se ha obtenido el Tipo I del Teorema de la Clasificacion dada en el
Apartado 3.3 donde, cada uno de los 3 subtipos de toda la familia de espacios
localmente no isométricos depende de dos parametros reales y uno racional.

Analisis del Caso B de la Proposicion 3.4.2.3
Aqui, se tiene que £=(4,,,4,,). Entonces, se denota por
RX,X)=a,4,+b A, i j=1..5
donde, {X,,...,X,} esunabase ortonormal adaptada. Como se puede comprobar

facilmente que 4,, y 4;, conmutan con IE(XI.,X ;) para todo i, j, se pueden
expresar las condiciones 4,,-R=0y A4,,-R=0 de la forma:

R(A, X, X))+ R(X,,4,X,)=0,
R(A;, X, X))+ R(X,, 4, X)=0.
Por tanto, ademas de (3.27), se obtiene que
R(X,,X,)=R(X,,X,)=R(X,,X,)=R(X,,X,)=0. (3.50)
Asi, las transformaciones
R(X,,X,)=a,A,+b,4,,, R(X, X,)=a,A,+b,A4, (3.51)

generan ¢ y como dim =2, estas son las unicas transformaciones no nulas y
linealmente independientes.
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Desarrollando (3.29) y aplicando (3.50), (3.51), se obtiene que b,, =a,, =Ap.
Por tanto, tomando a,, =a y b, =, se tiene que

ié(XI’XZ) =ad,+ApAd;,, R(Xsaxzt) =ApA,, + 4, (3.52)

donde, a,feR y A’p’ #af (por ser linealmente independientes).

Asit, aplicando (3.17), (3.27), (3.50) y (3.52) sobre (3.8) se tiene que la tabla de
multiplicar asociada al dlgebrade Lie g=V @t =(X,, X,, X,,X,, X;,)D(4,,,4;,)
es:

(X, X,]1=—pX;—ad, - Apd;,, [X;,X,1=-AX;-ApA, -4,
[X19X3]:[XJ’X4]=[X29X3]:[X2’X4]=0’
[Xlan]:sza [X29X5]:_PX19 [X35X5]ZZX49 [X4’X5]:_AX33

(3.53)
[A12aX1]:X27 [A129X2]:_X17 [A12aX3]:[A125X4]:[A12>X5]:0:
[A34>X1]:[A347X2]:07 [A34:X3]:X4> [A34>X4]:_X3: [A34>X5]:0’
[4,,,4,,]=0.
Ahora, con el fin de simplificarla, se consideran

W,=pX;+tad,+ip4,, (3.54)
W,=AX;+ApA;, + B4,

W=21(p"'W, +ATW) =X, +i(p+ap™4, +§(/1+,m-1)A34,} (3.55)

A=5A W, =p W) =4(p—ap ) A, + LA =) A,,.

Por un lado, se obtiene una subalgebra ﬁ de g generada por los vectores
X, X,, X;, X,, W,, W, con la tabla de multiplicar siguiente (calculada a partir
de (3.53) y (3.54)):

(X, X, ]=-W,, [X,W]= (p2 —a)X,, [X,,W,]= _(pz —a)X,,
(X0, X, 1=, (X W)= (2 = PX,, (X, W,]1==(A" - p)X,  (3:50)
y el resto de relaciones nulas,
y por otro lado se obtiene la descomposicion

G=V®t=(X, X, X, X, W)®() (3.57)

que es reductiva, ya que [E,/’]c ¥, pero no naturalmente reductiva debido a
que la relacion (3.9) no es satisfecha si se toman X=X, Y=X,y Z=W.
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Ademas, en concordancia con (3.55), se tiene que {X,,X,,X,,X,,W} puede
ser considerada como una base ortonormal de V.

A continuacion, se desarrolla la Realizacion geométrica asociada a este caso.

Con el objetivo de determinar en este Caso B la variedad Riemanniana
simplemente conexa y naturalmente reductiva (M, g), se tiene en primer lugar
la representacion naturalmente reductiva obtenida (M,g)= G/K donde G es
el grupo correspondiente al dlgebra de Lie g que actiia sobre (M,g) como un
grupo de isometrias.

Sean G y K los subgrupos de G correspondientes a las subalgebras é
y t de g respectivamente. Entonces, como G actua transitivamente sobre
M,g)= G/K y K cK es el subgrupo de isotropia de G en el origen, se tiene

que K es cerrado en G y, por tanto, que (M,g)= G/K €s una nueva repre-
sentacion reductiva (que no es naturalmente reductiva en general).

Asi, los espacios buscados (M, g) en este Caso B, pueden ser reconstruidos
a partir de la descomposicion reductiva (3.57) en la forma (M,g)= G/ K.

Por otro lado, la descomposicion (3.57) proporciona ese tipo de espacio si y
solo si ehglendo un grupo de Lie simplemente conexo (6 con grupo fundamental

finito) G de g el correspondiente subgrupo K cG es cerrado.
Para obtener ahora los espacios buscados, se divide el estudio en dos sub-

casos.

Subcaso B.1 ((p>-a)(A*—f) # 0 en (3.56))

En este caso, comparando (3.56) con (3.41) se ve que tomando (p’—a) y
(A = B) como los parametros reales, r=(A° - B)pA~ (p° —a)™ como el para-
metro racional y siguiendo el método aplicado en el Subcaso A.2, se obtiene
de nuevo el Tipo I del Teorema de la Clasificacion.

Nota 3.4.2.8
Se considera que r = (1’ - B)pA~'(p’ —a)™ es el parametro racional ya que,

en el Subcaso A.2 se tenia que € estaba generado por P=4,,+r 4,, ¥, aqui, a
partir de (3.55) se obtiene que ¢ estd generado por 4 donde:

A=A, +(2 = )i~ (p* —a) " 4,
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Subcaso B.2 ((p>—a)(A*—f) =0 en (3.56))

En este otro caso, se puede suponer que (p’ —a)=0y (1’ —B) =0 ya que,
si se analiza el caso contrario se obtiene el mismo resultado y, debido a (3.52),
no se puede suponer que (p’ —a)=0=(1"-p).

Entonces, utilizando los métodos usuales seguidos en el Caso 4 y en el
Capitulo 2, se obtiene que el dlgebra ﬁ puede ser representada dependiendo del
signo de (1° - B) por H,xSO(3) 6 H,xSL(2,R) donde, H, denota el grupo

de Heisenberg de dimension 3 y el correspondiente subgrupo K — G generado
por el endomorfismo pi¥, — AW, es el subgrupo SO(2)" de todos los productos
de matrices de la forma

1 0 ¢ Cos(rt) —Sen(rt) 0
0 1 0|x| Sen(rt) Cos(rt) 0
0 0 1 0 0 1

donde, teR y r=%4#0.

Ademas, como en el Caso 4, se tiene que SO(2)” =K es cerrado en G
si y solo si 7 es un nimero racional y, que para un r fijado, todas las métricas
admisibles dependen de los parametros reales p y (17 —f).

Asi, se ha obtenido el Tipo II del Teorema de la Clasificacion.

Nota 3.4.2.9

Aunque SO(2)"” no es un grupo compacto por si mismo ya que ¢ € R, su
representacion adjunta si lo es (y, ademas, isomorfa a SO(2)).

Esto puede ser explicado por el hecho de que G no actia efectivamente

sobre G/ K aunque si casi — efectivamente ya que, la representacion efectiva
tiene la forma

G/N

(M’g):I%/N

donde, N es un subgrupo discreto de SO(2)"” (para t=2kn, ke Z), [P, Pag.
211].

Analisis del Caso C de la Proposicion 3.4.2.3

Aqui, se tiene que t=(4,,—4,,,B,C) donde, B=A4,,+4,,, C=A4,+A4,
Yy, que A= p. Entonces, realizando el cambio de base dado por X :ﬁ X,
i=1,...,5, se obtiene, sin realizar cambios en la notacion, que {X,}” es una
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base ortogonal con "X,- ":p*, i=1,...,5 Yy, en lugar de (3.17) la siguiente

expresion para el tensor torsion T :

f(XJer):Xp f(XJrX5):_X29 7':(sz)@):)(n
f(XJnX3):f(X1:X4):f(Xstj):f(Xz’X4):0a : (3’58)
f(X3,X4):X5, T(X3,X5):_X4’ f(X4’X5):X3

Asi, se denotard R(X,,X,)=a,(4,—A;,)+bB+c,C. i,j=1,...4.
Aplicando (3.28) y teniendo en cuenta que A= p, se obtiene que

R(X,,X,)=R(X,, X)), R(X,,X,)=—-R(X,,X,). (3.59)

Mas aun, para cada endomorfismo P de ¥, para todo X, YeV P-R=0
es equivalente a

[P.R(X,Y)]=R(PX,Y)+R(X,PY)
Asi, la identidad (4,, - 4,,)-R=0 implica
[4, -4, R(X,, X )]=0, [4,-4,,R(X,;,X,)]=0
y las identidades B-R=C-R=0 dan
[B,R(X,,X,)]=[C,R(X,,X,)]=0.
Desarrollando estas ultimas identidades utilizando (3.31), se obtiene que
b,=c,=0, b,=c;,,=0, a,;=c,;=0, a,=b,=0.
Asi,

R(X,,X,)=a,(4,-A4,,),
R(X X)) =a, (4, 4,).|
R(X,,X,)=b,,B,
R(X,,X,)=c,C

(3.60)

Ahora, utilizando (3.31) como antes y, ademas, (3.59) y (3.60) para i =/,...,5
se obtiene que a,, =c,, a partir de (B-R)(X,,X,)X, =0 » que a,, =—c,, apartir
de (B-R)(X,,X,)X,=0 y que q,,=b,, a partir de (C-R)(X,,X,)X,=0.
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Ademas, si se calcula la expresion de (3.29) en la nueva base y, se desarrollan
las identidades obtenidas utilizando (3.60) y las condiciones conocidas sobre

o . T
a;, by, ¢;» i,j=1,...,4, se obtiene que a,, =—%.

Por tanto, junto con (3.27) se tiene que la expresion exacta de R es:

1_'/"

R(X ), X,)=—1(4,—A,,), R(X,,X,)=1(4,~4,,),
R(X,,X;,)=-4B=R(X,,X,), (3.61)
ié(Xl’Xzf) = _§ = _R(X23X3)-

Ahora, utilizando (3.8), (3.58) y (3.61), se calcula la tabla de multiplicar

asociada al 4lgebra de Lie g=V +¢ obteniendo:

[v.—7 X, X, X, X, |X,|4|B|C
X, | 0 |-x,-+4] LB s X, | X, |-X,|-X,
X, |X,+14 0 -1 1B | -X,|-X,|-X,| X,
X, | -1 | ic 0 |-X,+14| X, |-X,| X, |-x,
X, | -4 1B |Xx,-14| 0 |-X,| X, | X, | X, | 362
X, | -x, | X, | -x,| X, [o|o|o]lo
4 | -x, | x, X, | =X, | 0| o |2c|-2B
B | X, X, | =X, | X, |0 |-2c| 0 |24
c | x, | -x, | x, | -x, | 0 |28 |-=24]| 0

donde, por simplificar, se denota A4,, —4,, por 4.

Realizando el cambio de base dado por:

X =—\3X,, X;=\3X,, Y =\3x,, Y, =\3x,, w=x,,
A=A, A4,=B, A,=C

y, escribiendo X,, X,, ¥,, ¥, en lugar de X, X;, ¥/, ¥, se obtiene la tabla
de multiplicar (2.50) que se encuentra en [K.2, Pag. 42]. Entonces, en este caso
se obtiene la familia de espacios 4 — simétricos del Tipo 6a descrito en [K.2]
6 en [K.3] y, que ha sido desarrollado en el Caso C2A) del estudio del Tercer
Caso de la Proposicion 2.3.4.1.8 del Apartado 2.3.4.1. Mas especificamente, se
obtiene la variedad subyacente S’ =SU(3)/SU(2) con una familia paramétri-
ca de métricas SU(3) - invariantes. Ademads, estos espacios son isométricos
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a las esferas geodésicas del espacio proyectivo complejo CP’ 6 a las esferas
geodésicas del espacio hiperbolico complejo CH”.

Posteriormente, se vera que esta familia es un caso especial de una clase
de espacios mas general, que se denominard Tipo IV en el Teorema de la
Clasificacion.

Analisis del Caso D de la Proposicion 3.4.2.3

En este caso, se tiene que ¢£=(4,,4,,,B,C) donde, B=A,+4,,
C=4,,+4,, ¥» que A=p. Entonces, como en el Caso C se tiene una base
ortogonal {X,}, con ”X,. ” =p',i=1,...,5, donde la expresion para el tensor
torsion T es (3.58).

Asi, se considerard R(X,X,))=a,4,+a;A,+bB+c,C, i,j=1,...4 Y
como en el caso anterior, se tiene (3.59).

Ademas, utilizando el mismo método que en el Caso C, respectivamente a
partir de 4,,-R=A,,-R=0 se obtiene que

[4,,R(X, X)]=0 Y [4,,R(X,,X,)]=0,

122 349

desarrollandolas utilizando (3.31), se sigue también respectivamente

b,=c,=0Y b,=c¢;,=0
es decir, que
R(X,,X,)=a,4,+a,4,,, R(X,,X,)=a,A,+d,A4,. (3.63)
A partir de B-R=C-R=0 se tiene
[B,R(X,,X,)]=R(X,,X,)+R(X,,X,)=2R(X,,X,),

[Csié(Xsz)] :_ZE(XNXQ

respectivamente y, desarrollandolas también utilizando (3.31) y (3.63) se sigue
que

~ 1 , ~ 1 ,
R(X,,X,) :3(5112 -a,)C, R(X,,X,) :E(a” —a,;,)B. (3.64)

Como a partir de C-R=0 también se tiene que

[C:R(X1:X3)] :R(X1>X2)_R(X3aX4)s
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desarrollando esta formula utilizando (3.31),(3.63) y (3.64) se obtiene que

r "o
A =0qzy> A3, =4, -

Asi, por ahora, se sabe que

jé(Xan) =a, A, +a,4,,
R(X;, X)) =a,d4,+a,4,,

. . ] ,
R(X,,X;)=R(X,,X,) :E(azz —a;,)B,

- ~ 1 ,
R(X,,X,)=-R(X,, X)) :E(azz —a,;,)C.

(3.65)

Ademas, si se calcula la expresion de (3.29) en la nueva base (es decir, se
supone que A=p=1) Yy se desarrollan las identidades obtenidas utilizando
(3.65), se obtiene que 2a),—a,=1.

Por tanto, junto con (3.27), se tiene que la expresion exacta de R es:

R(X,,X,)=(I-4a)A,,+(I-2a)A4,,,
R(X,,X,)=(1-2a)4,,+(1-4a)4,,,

R(X,,X,)=R(X,,X,)=-aB,
R(X,,X,)=-R(X,,X,)=-aC

donde, a #0 ya que si no lo fuera dimé¢=1.

Reemplazando ahora X, por W = X, +(I1-4a)4,, + (I1-2a)4,, y denotando
A,, — A,, por 4, utilizando (3.8), (3.58) y (3.66), se calcula la tabla de multiplicar
asociada al algebra de Lie g=J +¢ obteniendo:

(3.66)

[-—1] X, X, X; X, w A | B | C
X, 0 -w aB aC daX, | X, |-X,|-X,
X, 4 0 —aC aB | —daX, | -X,|-X,| X,
X, —-aB aC 0 W+2ad| 2aX, |-X,| X, |-X,
X, -aC | —aB | W-2a4 0 20X, | X, | X, | X,
/4 —daX, | 4aX, | -2aX, 2aX, 0 0 |2aC|-2aB
4 -X, | X, X, X, 0 0 |2c |-28
B X, X, -X, -X, —2aC |-2C| 0 24
C X, | -x, X, -X, 2aB | 2B |24 0
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Finalmente, se realiza el cambio de base dado por:
X =Q@la)*X,, i=l...4. X;=@a)'W-ad).

Entonces, si & >0, denotando X, por X,, i=1,...,5, se obtiene la tabla
de multiplicar (3.62) del Caso C aunque, en este caso, se tiene una familia dos
paramétrica de métricas invariantes sobre SU(3)/SU(2) dependiendo de p y
a . Esto coincide con toda la familia de espacios 4 — simétricos del Tipo 6a
descrito en [K.2] 6 en [K.3] y, que ha sido desarrollado en el Caso C2A) del
estudio del Tercer Caso de la Proposicion 2.3.4.1.8.

Sin embargo, si & <0, se obtiene el espacio SU(2,1)/SU(2) con una fami-
lia dos paramétrica de métricas invariantes; es decir, se obtiene la familia de
espacios 4 — simétricos del Tipo 6b descrito en [K.2] 6 en [K.3] y que ha sido
desarrollado en el Caso C2B) del estudio del Tercer Caso de la Proposicion
2.34.1.8.

Nota 3.4.2.10

En este ultimo caso se ha reducido la representacion original
M=U3)/U2) (6 M=U(2,1)J/U(2)) a la representacion M = SU(3)/SU(2)
(6 M =SU(2,1)/SU(2)) cambiando la descomposicion naturalmente reductiva
dada por (3.58) y (3.66) por una descomposicion reductiva (la cual no es natu-
ralmente reductiva en general). Ademas, observar que solo cuando o =1 se
obtiene el mismo resultado que en el Caso C.

Asi, se han obtenido las familias correspondientes al Tipo IV del Teorema
de la Clasificacion.

3.5. LA CONMUTATIVIDAD

El objetivo de este apartado es probar la conmutatividad de las Familias de
Espacios del Tipo I al IV del Teorema de la Clasificacion. Para ello, en primer
lugar se realizard un breve resumen de los conceptos tedricos necesarios acerca
de los espacios conmutativos y se indicard la metodologia a seguir.

Para profundizar en la comprension de la teoria aqui utilizada, en el Anexo
A se han desarrollado algunos conceptos sobre Operadores Diferenciales.

3.5.1. INTRODUCCION TEORICA

Sea M una variedad diferenciable, se representa por C*(M) el algebra de
las funciones diferenciales sobre M y por G un grupo de Lie actuando efecti-
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vamente sobre M. Entonces, un operador diferencial D:C*(M)— C*(M) se
dice invariante con respecto al grupo G (6 G — invariante) si

D(fo®,)=(Df)o,

para cualquier f'e C*(M) y cualquier ge G donde, @, denota la accion de
g e G sobre M.

Por el Teorema A.3.2.10 y el Corolario A.3.2.11, se obtiene el resultado
siguiente:

Teorema 3.5.1.1

Sea G/H un espacio homogéneo reductivo donde / es conexo y compacto
y G actlia a la izquierda sobre G/H . Entonces, el algebra D(G/H) de todos
los operadores diferenciales G — invariantes sobre G/H , tiene un niimero finito
de generadores.

Sea ahora, (M,g)=G/H un espacio Riemanniano homogéneo donde
G=%,(M) es el grupo conexo maximal de isometrias sobre (M,g). Enton-
ces, si el algebra D(G/H) es conmutativa, al espacio (M,g) se le denomina
conmutativo (6 espacio de Gelfand).

Por otra parte, debido a un teorema muy conocido de Gelfand se sabe que
cualquier espacio Riemanniano globalmente simétrico es un espacio conmuta-
tivo [Li].

Aunque en principio, mediante un célculo directo se puede comprobar si un
espacio homogéneo Riemanniano (M, g) es conmutativo 6 no, frecuentemente,
serd conveniente trabajar con un SPbgrupo Gc %,(M) el cual acte transitiva-
mente sobre My, tomar M =G/ H puesto que, de esta manera, si se consigue
demostrar que el algebra D(G/H) es conmutativa entonces, se tendra que el
algebra D(G/H) también lo es.

Para demostrar que el algebra D(G/ H ) es conmutativa, en primer lugar
es necesario encontrar un conjunto finito de generadores de D(é/ H). Para
ello, se considera una descomposicion reductiva §= V+6, del algebra g, una
base {X,,...,X,} de V'y se define la aplicacion del correspondiente anillo de
polinomios sobre R en el dlgebra envolvente universal de g, U(g),

AR[X .. X, 1> U@,

de la forma siguiente: dada una secuencia finita Y,,...,Y,, de elementos de
{X,,...,X,} se define

1 o
ALY, Y) :FZYU(I).YO'Q).“..YU(I{) e U(g)
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donde, la suma es sobre todas las permutaciones de los indices y la multipli-
cacion en el algebra envolvente, 7/(§), es representada por . Ahora, usando
la linealidad de A, se extiende esta definicion sobre R[X,,..., X, ].

Sea R’[X,,...,X,]R[X,,...,X,] el subanillo consistente en todos los
polinomios Adé(ﬁ) - invariantes de R[X,,...,X,] y sea {P,...,P} un siste-
ma generador de R’[X,,...,X,]. Entonces, se puede probar, como en [H.1],
que siempre existe tal conjunto finito de generadores y que las imagenes,
A(B), ..., A(P), en U(g) determinan un sistema generador de D(é/[—?).
(Véase la Nota 3.5.1.2.)

Abhora, si A(P), ..., A(P,) conmutan como elementos del dlgebra universal
U(§), se habria probado la conmutatividad de D(G/ H).

Aunque éste es un criterio un poco especial, sera suficiente para probar la
conmutatividad de las familias de espacios del Tipo I al IV del Teorema de
la Clasificacion. (Para tener un criterio mas general ver la Proposicion 2 de
[K-V.2)).

Nota 3.5.1.2

El uso de esta metodologia tiene sentido ya que, siguiendo [H.1] y [H.2],
se sabe que

Teorema 4.3.2.11 Corolario 4.3.2.7 ~ ([H.I],Pag.108,Prop.1.9)

DG/H)Y = Im)cI@ =~ Z(G)cDG) ~ U®).

Ademas, debido a la Nota A.3.2.2, se puede considerar que S(m) es
R[X,,....X,] € I(m) es R'[X,,...,X,].

3.5.2. DEMOSTRACION DE LA CONMUTATIVIDAD DE LAS FAMILIAS DE ESPACIOS
DEL Tiro I AL IV DEL TEOREMA DE LA CLASIFICACION.

El desarrollo de este apartado sera subdividido a su vez en dos. Asi, en
primer lugar, se demostrard la conmutatividad de las familias de espacios del
Tipo I al III del Teorema de la Clasificacion y después, la de la familia de
espacios de Tipo IV.

Tipos I Il y 1II

Aqui, el espacio Riemanniano (M,g) puede ser representado como
M =G/H donde, g=V +h es una descomposicién naturalmente reductiva en
la cual ¥V =(X,,...,X,), h=(4,,,4,,). Ademas, el tensor torsion T esta dado
por (3.17) y las unicas transformaciones curvatura no triviales son R(X,,X,)
Y R(X;, X,)-
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En primer lugar, con el objetivo de calcular el anillo de los polinomios
Ad(H) — invariantes, sera necesario conocer Ad(H).

Lema 3.5.2.1

Ad(H), correspondiente al dlgebra , actiia sobre V' de la manera siguiente:

X;=Cos@X,—Sen®X,, X;=CosVX,-Sen¥V X,, X=X

5 5

X, =8Sen®X,+Cos®X,, X, =Sen¥PX,+Cos¥' X,
donde @, ¥ eR.

Demostracion

Como tanto 4,,, 4,, como X,, X,, X,, X,, X, pueden ser considerados
endomorfismos de V; se tiene que g=V +hc End(V) y asi, al hacer actuar la
exponencial, G < Aut(V). Por tanto, se puede aplicar la Teoria general ([W],
Pag. 114, Formula (9)) como se indica a continuacion.

Por una parte, por [H.2, Pag. 284] se sabe que Ad . (h) sobre V se corres-
ponde con L., sobre 7,(G/H) vy, asi, en nuestro caso, se tiene

d d e d .
Ad,(C) ZE{aB(exptC)}t:O :Z{ BB 1}[:0 :E{ Bec},:o =BC

donde, Be Aut(V), CeEnd(V).

Por otra parte, como la descomposicion g=J +h es reductiva para todo
heH se sigue que Ad,(h)V <V . Ademas, como h=(4,,,4,,), un elemento
hebh se puede expresar de la forma

12>

0 ¢t 0 0 0
-t 0 0 0 0
h=|0 0 0 s 0
0 0 -s 0 0
0 0 0 0 0

donde ¢,s € R . Entonces, haciendo actuar la aplicacion exponencial, se obtiene
que los elementos de H son de la forma
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Cos®@ —Sen® 0 0 0
Sen® Cos® 0 0 0
h=expth)=| 0 0 Cos¥ —-Sen¥ 0|eH.
0 0 Sen¥  Cos¥ 0
0 0 0 0 1

Como los elementos de H pertenecen a Aut(V), se puede concluir que
Ad,(h) € Aut(End(V))-

Entonces, si se restringe Ad;(h) € Aut(End(V)) al subespacio generado
por los endomorfismos de V, X,, X,, X,, X,, X,, también denotado por V,
por ser Ad,(h) automorfismo, se sigue que la imagen de los elementos de la
base de V' proporciona la base del espacio Ad.(h)V 'y, por tanto, las filas de
la matriz asociada a A4d(h) son las imagenes de los elementos de la base de
V. Asi, como

Ad (WX, =hX, = X'

para j=1,...,5, se tiene que

X, Ad.(h)X, X, Cos®@X, —Sen® X,
X, Ad (W)X, X, Sen® X, + Cos® X,
X; |=| Ad,(WX, |=h-| X, |=| Cos¥ X, —Sen¥' X,
X, Ad;(h)X, X, Sen? X, +Cos¥ X,

S

[

X

5

X)) \4d,(hX,

donde @, Y eR.

Ademés, usando la complexificacion de V; V¢, se puede ver que el subanillo
R’[X,,...,X,] de todos los polinomios Ad(H) - invariantes en R[X,,..., X, ]
coincide con el anillo de polinomios R[X;+X;,X;+X;,X,]; es decir,
X7 +X], X]+X]y X, son los generadores de R”.

Las correspondientes A — imagenes en T{(g) son los operadores
X, oX, +X,°X,, X,*X,+X,-X, y X,. En efecto,
1 1
A(Xf+Xf):/1(Xf)+/1(Xj):§(Xi X, +X, -Xi,)+Z(Xj-Xj +X,0X,,)=
= XX, + XX

para i=1,3, j=2,4.
A continuacion, se probara que estos operadores conmutan en U(g).
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Todos los corchetes de Lie sobre V; a excepcionde [ X, X,], [X,, X,] (que no
son necesarios), son conocidos y estan dados por la formula [ X, X1= -T(X,, X))
y (3.17). Asi, los dos primeros operadores conmutan; es decir, el conmutador

D, =[X, X, + X, X,, X;e X, +X,:X,]=0.
Para finalizar, se calcula el valor del resto de los conmutadores obteniendo
D, =[X,e X, + X, X,,X;]=X,e X, e X, -~ XX, X, + X,0 X,e X, - X o X, X, =
=X, (X, X;]+H[X,, X 1o X, + X, o[ X,, X ]+[X,, X X, =

=X, opX, +pX,o X, =X, opX, —pX,; X, =0
y, de forma analoga, se prueba que

D, =[X;*X,+X,X,,X;]=0.

Tipo IV

Aqui, el espacio Riemanniano (M,g) puede ser representado como
M :G/K donde, g=V +¢ es una descomposicion reductiva en la cual
V=(X,...,X;)-

Suponiendo que 7 y R estan dados por (3.58) y (3.61) respectivamente; es
decir, considerando que M =SU(3)/SU(2), se tiene que g=V +¢ es el dlgebra
descrita en (3.62) y €=(4,,—A4,,,4,;+A4,,,4,,+4,,) -

Con el objetivo de calcular el anillo de los polinomios Ad(K) - invariantes,
se probara en primer lugar, que el grupo K generado por la subalgebra £ actia
transitivamente sobre la esfera unidad S’ < (X,,...,X,) c V. En efecto, como se
tiene la descomposicion reductiva so(4) = €@ so(3) donde, so(3) =(4,,,4,;,4;,) s
se puede identificar ¢ con el espacio tangente 7,5’ via la proyeccion fibrada

SOM4) _ ¢

7:50(4) > S0G3)

y, por tanto, el correspondiente subgrupo K — SO(4) actta sobre S’ transitiva-
mente. (De hecho, K no es mas que el grupo de los cuaterniones unitarios Sp(/) ).

En consecuencia, los Unicos polinomios independientes y Ad(K) - inva-
riantes en R[X,,...,X,] ¥, por tanto, generadores de R][X,,...,X5], son

4
Z(Xi)z y Xj'
i=1
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, Como las correspondientes A - iméagenes en 7{(g) son los operadores
ZX .*X, X,y los corchetes de Lie sobre V' que seran necesarios estan dados

i=1 ~
por la formula [ X, X,1=-T(X,,X,), i=1,2,3,4, usando (3.58) se demuestra
facilmente, que estos operadores conmutan en el algebra envolvente U(g).

Nota 3.5.2.2
El caso hiperbolico, M =SU(2,1)/SU(2), se desarrolla de forma analoga.
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4, CLASIFICACION DE LOS ESPACIOS HOMOGENEOS

En este capitulo, se clasifica la estructura abstracta y naturalmente reductiva
T sobre un espacio vectorial 7 de dimensiéon 6 que, segiin el método general
(ver [AM]), es el primer paso a seguir para demostrar el Teorema de clasifi-
cacion buscado.

Asi, a lo largo de todo el capitulo se tendran en cuenta los apartados Intro-
duccién y Preliminares del Capitulo 3.

Por otro lado, como solo interesa en el estudio de los espacios no simétricos,
debido al Lema 3.2.3, se puede suponer que 7 # 0 y R #0. Ademas, aplicando
el Lema 3.2.4, se iran eliminando los casos descomponibles que vayan apare-
ciendo a lo largo de la demostracion.

4.1. ENUNCIADO DE LA CLASIFICACION DE T

Dados un espacio naturalmente reductivo (M,g)= G/H de dimensién 6 y
una conexién candnica adaptada V con tensor curvatura R y tensor torsion T,
existe una base ortonormal {X,,...,X,}en V=T M (llamada base adaptada)
para la cual:

A) Si existe una transformacion curvatura R(X,Y):V —V de la forma P= 4,,
con respecto a alguna base adaptada, entonces, 7 adopta la forma (4.9).

B) Si existe una transformacion curvatura R(X,Y):V >V de la forma

P=qA,,+ B4, aff+0, con respecto a alguna base adaptada, entonces,
T adopta una y so6lo una de las formas (4.9), (4.23), (4.24), (4.25), (4.26).
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C) Si existe una transformaciéon curvatura R(X,Y):V —»V de la forma
P=ad,+ A4, +r4;, affy#0, con respecto a alguna base adaptada,
entonces, T adopta la forma (4.32).

Donde,
T(X,,X,)= e T(X,,X,)= DX,
T(X,,X,)=0 T(X,,X,)=0
T(X,,X,)=0 T(X,,X,)= T X,
T(X,,X;)=0 T(X,, X5)= -7,
T(X,,X,)= - pX, T(X,,X,)= -@X,
T(X,,X,)=0 T(X,,X,)= -T7X;
T(X,,X,)=0 T(X,,X,)=0
T(X,,X;)=0 T(X,,X;)= +T70X,
T(X,,X,)=pX, T(X,,X,)= DX,
(X, X,)= aX,+7X, T(X,.X,)= e
T(X,,X,)= —aX, T(X,,X;)= ~TVX,
T(X,,X,)= —7X, T(X,,X,)= - pX,
T(X,,X,)= aX, T(X,,X;)=T/; X,
T(X,,X,)= X, T(X,,X,)= uX;
T(X,,X,)=0 T(X,,X,)=0
p>0, a>0, t>0 (4.9) T >0, >0, ®#u=#0 (4.23)
T(X,,X,)= UX, 40X, | T(X,,X,)= DX,
7(X,,X,)=0 7(X,,X,)=0
T(X,,X,)= X, T(X,.X,)= T X,
T(X,,X;)= -7'X, -T X, T(X,,X;)= -TX,
T(X,,X,)= -DX, T(X,,X,)= -DX,
T(X,,X,)= ~TX, T(X,.X,)= -T70X;
7(X,,X,)=0 7(X,,X,)=0
T(X,,X;)=7'X, +T3X, T(X,,X;)= X,
T(X,,X,)=DX, 7(X,,X,)=0X,
T(X,,X,)= uX, | T(X,,X,)= O'X;+uX,
o T(X,,X,)= -7 X, T(X,,X;)= -7 X, -0'X,
= T(X,,X,)= —uX, T(X,.X,)= - uX,
T(X,, X,) =T X, (X, X;)=T" X, +O'X,
T(X,,X,)= uX, 7(X,,X,)= uX,
T(X;,X,)=0 T(X,,X,)=0
T,74i>0, 20, >0, D#u+0 (4.24) T,f’j>0, O £0, D>0, D= u+0 (4.25)
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I(X,.X,)= TX; + DX, T(X,.X,)=0
T, X3)=0 1(X,.X,) = pX;
(X, X0 = T X, T(X,.X,)= PX;
{(XI,Xj): -7'X, -7/ X, (X, X,)= -pX,
I, X)= -oX, T(X), X,) = -pX,
T, X)) = rRe (X, X,)= - pX,
((XZ,X4):0 7(X,,X,) = pX,
T(X,,X,)=1'X, +T)IX, FOX, X, = pX,
T, Xg) =X, (X, X,)= -pX,
{(XJ,X): O'X; +uX, (X, X,)=0
10X, X,) = -1 X, -0'x, FX,X)= - pX,
(X5, X,) = B F(X,.X,)=pX,
T X)=TEX, +OX, (X, X0 = pX,
(X, )= s OG-,
T(Xs, X)=0 (X}, X;)=0

T >0,7#0,0 20, ®>0, ®#u+0 (4.26) >0 (4.32)

4.2. DEMOSTRACION DE LA CLASIFICACION DE T

En efecto, sea V un espacio vectorial real de dimensién 6 con un producto
interior positivo g, un tensor torsion 7 #0 y un tensor curvatura R =0 tales
que, (3.3), (3.4), (3.5) y (3.10) son satisfechas. Entonces, si {X,,...,X,;} es una
base ortonormal de ¥, aplicando la condicion (3.10), se obtiene, de forma ana-
loga al Lema 3.4.1.1, la siguiente expresion general para el tensor torsion T :

T(X,,X,)=
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=
T(X,,X;)=
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=T.X,

_Tl,}zXz

71()(25)(4)27},42)(1 -
f(X29X5):]-},52XI -
_T;3X3 _TZZX‘x _T;5X5

T(X,,X,) =T/ X,

(X, X)) =T X, + T/, X,
T(X3, X)) =T X, + T, X,
T(X3, X)) =T X, + T X,

_Tl‘,‘ZXZ -
_T},)-_?Xz -
_T/szz -

T}?z X] + 7}42 X4 + ]-'152 X5 + ]-}62 X6
+TLX, + T X + T X,
+T7, X, + T, X,
+ ]-},6.§X6

Tl‘,'ix3
T1,53X3 - T1,54X4
T/',ssXa - T1(,54X4 - 7’,ij5

+ X, + T X+ T, X,
T‘;j X3 + 7‘254 X5 + T264 Xﬁ
T_;ij *T_;4X4 +T;5Xo

+ 7?54)(5 + T;‘;Xs
- 7";4)(4 + T;.sXa

- T3{,$4X4 - T375X5

“4.1)

UEX

7:()(4:)(5) = T1,54X1 +Tzf4X2 +T;4X3
f(Xan):T/ZX/ +Tz‘,ﬁ4Xz +T3f4X3
f(X5’X6)=TijI +T275X2 +T3(,55X3 +Z;75X4

_E?5X5

+ 7;65 X6
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Ahora, como R#0 vy cada transformaciéon curvatura R(X,Y):V >V es
antisimétrica, aplicando el Lema 3.2.5 se obtienen las tres posibilidades siguien-
tes (las cuales no son mutuamente excluyentes):

A) Existe una transformacion curvatura R(X,Y) de rango 2.
B) Existe una transformacion curvatura R(X,Y) de rango 4.

C) Existe una transformacién curvatura R(X,Y) de rango 6.

En lo que sigue, se discuten separadamente los tres casos.

4.2.1. ANAusis pEL Caso A (RaNGo 2)

En este caso, se sabe que, para una eleccion adecuada de la base ortonormal,
existe una transformacion curvatura R(X,Y) de la forma 4,,, donde

A,X, =X,, A,X,=-X,, A,X;=A4,X,=4,X;=4,X,=0. 4.2)

Entonces, utilizando (3.3), se sabe que 4,, .T=0; es decir,
A]z(f(Xian)) :T(A12Xi>Xj)+f(Xi:A12Xj); i,j=1,...,6.

Asi, procediendo de forma analoga al Lema 3.4.1.2, se tiene que si
{X,,....X,;} es una base ortonormal de ¥, a partir de (4.2) y de la condicion
A,,-T =0 se obtiene que (4.1) se puede escribir como:

T(X,,X,)= TLX,+TLX, + T X + T, X,
T(X,.X,)= -1,
T(X,,X,)= ~T),X,
T(X,X)=  -T)X,
T(X,,X,)= ~T7,X,

T(X,,X,)=T)X,
T(X,,X,)=T},X,
T(X,.X,)=T},X, . 4.3)
T(X,,X,)=T},X,

T(X,,X,)= +T, X +T7,X,
T(X,.X,)= ~T},X, +T75X,
T(X,,X,)= ~T7,X, ~ T35 X,

T(X,. X,)= I3, X, +T75X,
(X, X,)= )X, ~T/ X,
T(X,,X,)= TV X, + T X,
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Ahora, para estudiar (4.3) se diferenciaran dos subcasos:

A.l) Si ]}32 = ]}42 = ]’]52 = T]52 =0.
4.9 Sip=(TLY + (T + () +(T5)) >0,

Estudio del Subcaso A.1.

Sustituyendo el valor de estos parametrosen (4.3)para i = 2,...,6, j=3,...,0,
se obtiene que

(X, X)=T(X,,X,)=0.

_ Entonces, aplicando el Lema 3.2.5 a la matriz antisimétrica formada por
T(X,;,X,), T(X,,X,)y T(X;,X,), se sigue que la matriz torsion en la nueva
base ortonormal es
(X}, X))=T(X},X))=0,i=2,..,6,j=3,..,6
T(X5 X)) =T X + T X,
T(X5, X5 =-T{ X,
T(X},X))=-T5X, : 4.4)
T, X)) =T,
T(X;. X)) =T}5X;
T(X5,X;)=0

Para continuar el estudio de (4.4) se diferenciaran dos nuevos subcasos:

A.1D) Si T}, =T/5 =0, al sustituir el valor de estos parametros en (4.4), se
obtiene que T =0. Por tanto, por el Lema 3.2.3, se puede concluir que en este
caso, el espacio naturalmente reductivo asociado es simétrico.

A.12) Si p=(T3) +(T35)°) >0 se busca aplicar un cambio de base
ortonormal de forma que no afecte a la forma de actuacion del endomorfismo
A,,. Asi, se realiza el cambio de base ortonormal dado por

*

X, =X!

i i’

* ] ’ ! ’ ’ *
i=1’253’4a X6=_(T3,jX5+TS,ZX6)’ X5:a5X;+a6X!;
ol

de forma que los parametros a;, a, estan determinados por la condicion que
{X;,X,} sea un conjunto ortonormal. Asi, se obtiene que (4.4) es ahora:
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T(X,, X)) =T(X;,X))=0,i=2,...,6, j=3,...,6
T(X;, X)) = pX;

T(X;,X;)=0

T(X;,X))=-pX, . 4.5)
T(X,,X)=0
T(X;, X5) = pX,
T(X;,X))=0

Para calcularla se ha usado (3.10) y el hecho de que {X;}’, sea una base
ortonormal.

De forma anéloga a como se ha procedido en el Capitulo 2, se desarro-
lla la segunda identidad de Bianchi (3.5), sobre los tripletes (X, X,,X;),
(X3, Xe, X)) y (X, X, X)), j=1,2,5y, utilizando (4.5) se obtiene que

R(X,, X,)=R(X,,X,)=R(X,,X,)=0, j=12)5. (4.6)
Desarrollando también la primera identidad de Bianchi (3.4), sobre los tri-

pletes (X, X, X,), (X, X,.X,) y (X,.X,,X,), i,j=3,4,5 y, utilizando (4.5)
y (4.6) se sigue que

RX, X)X, =R(X,, X)X, =0, ij=125, ki=346. (4.7

Asi, debido a la nueva expresion de (4.5), (4.6) y (4.7) se tiene que las hipo-
tesis del Lema 3.2.4 son satisfechas y, por tanto, que nuestro espacio natural-
mente reductivo M se descompone como M’ xM’. En efecto, suponiendo que
v, =<X1*,X;,X;> y v, =<X;,X;,X;>, se comprueba facilmente la condicion
de descomponibilidad sobre la torsién y la curvatura.

Estudio del Subcaso A.2.

Ahora, se realiza el cambio de base ortonormal, el cual no modifica la

forma de actuacion del endomorfismo 4,,, dado por

1
X =X,, X;=X,, X6'=;(7—'1?2X3+]}T’2X4+711,52X5+711,62X6)7

3 4 5 6 3 4 5 6
Xy=a; X, +a, X, +a; X, +a;X,, X,=a,X,+a,X,+a,X;+a,X,,

'3 4 5 6
Xi=a;X;+a; X, +a; X;+a; X,
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de forma que los parametros al:", i=3,4,5, j=3,4,5,6 estan determinados por
la condicion que X;, X, X; y X, sean ortonormales entre si. Asi, se sigue que
ahora (4.3) se expresa:
T(X}, X;)= ¢
T(X},X})=0
T(X}, X})=0
T(X],X})=0
(X, X)=  -pX,
T(X},X))=0
T(X;, X)) =0
T(X,,X)=0 . 4.8)
T(X}.X))=pX]
(Xl x)) = AKX+ X,
T(X), X)) = —AX, +vX]
T} X)) = X, VX,
F(x), X)) = AX] X,
T(X}. X)) = X, ~nX;
T(X},X})= vX,+nX,

En efecto, para calcularla se utiliza (3.10) y el hecho de que {X] }’, sea
una base ortonormal. Asi, la expresion de 7(X;,X)), T(XZ’,X;.), i=2,...,0,
j=3,...,6 se calcula simplemente sustituyendo y teniendo en cuenta que la
base es ortonormal. Para la obtencion de 7(X3, X)), T(X,, X)), T(X;, Xp),
i=4,56, j=5,6 se tendra en cuenta que, como {X;, X, X;, X;} es un
conjunto ortonormal, el sistema de Cramer que forman tiene determinante 1y,
por tanto, existe la inversa y se puede expresar {X,, X,, X;,X,} en funcion
de {X}, X,, X;,X;}. Asi,

TXLX) =X+ X, 4 X+ X =g X+ g X[+ X+ pX,
TG, XD =g X1+ 8" X, + 8 Xy 4V,
TX, X)) =" X\ +g’ X, +g" X, +g" X,
T(X, X)=g" X} +g"X| +g" X +nX],
T(X,X)=g"X,+g"X,+g" X! +g"X],
T(XLX)=g"X;+g" X, + g7 X[+ g7 X},
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aplicando ahora (3.10), se obtiene que

g3=g4=g5=g7=g8=g11=g13=g14=g16=g18=g212g22=0,
9 15 10 19 g

g'=-A=-g" g=-p=-g", g'=v=-g",

Aplicando entonces el Lema 3.2.5 a la matriz antisimétrica formada a partir
de T(X!, X)), T(X,, X))y T(X. X}), realizando el correspondiente cambio
de base ortonormal, el cual conserva la forma de actuacion del endomorfismo
A,,, y utilizando (3.10), se obtiene que

*

1(X], X)) = PX;
T(X;,X))=0

T(X;,X))=0

T(X],X)=0

(X, X)=  -pX;

T(X;,X;)=0

T(X;, X)) =0

T(X5,X))=0 4.9
T(X, X)) = pX,

T(X:,X))= aX,+1X,
T(X;,X;)= -aX,

1(X;, X;) = -7X,
T(X;, X)) = aX;

T(X}, X5)= X;
T(X;,X5)=0

donde, 7=V’ +4°+n°)" vy a=a(A,uv,n). Ahora, para finalizar el de-
sarrollo de este caso, basta realizar el analisis de (4.9). Para ello, como p >0
solamente sera necesario ver que ocurre cuando «, ¢ son 6 no nulos. Asi, sera
preciso distinguir los casos siguientes:

a) Si =0y, a=0 6 a#0. Este es un caso descomponible donde

TM=(X,,X,,X,)®(X;,X,,X;).

En efecto, usando la segunda identidad de Bianchi (3.5) se obtiene
R(X,,X)=0, u=3,4,5, i=1,2,6

y, usando la primera identidad de Bianchi (3.4) se sabe que



ESPACIOS § - SIMETRICOS

R(X,,

X)X, =0, RIX,X)X,=0, uk=34,5 i,j=12,6.

Por tanto, aplicando el Lema 3.2.4 se concluye que el espacio correspon-
diente a este caso es descomponible.

b) Si 720 y a=0, este también es un caso descomponible donde

TpM :(X1=X27X3:X47X5)®(X5)'

En efecto, usando la segunda identidad de Bianchi (3.5) se obtiene

R(X,,X)=0, u=1,234.6.

Y, usando la primera identidad de Bianchi (3.4) se sabe que

R(X,,X)X;=0, wuk=1234,6.

Por tanto, aplicando el Lema 3.2.4 se concluye que el espacio correspon-
diente a este caso es descomponible.

Asi, se puede suponer que en (4.9), p>0, >0 y a>0. En efecto, si
7 <0 entonces, cambiando de signo X, y X, se obtendria que 7'=-7>0 vy,
si o <0 cambiando de signo X se obtendria que a'=-a>0.

Nota 4.2.1.1

Todos los cambios de base realizados a lo largo de todo el desarrollo del
Caso 4, siempre conservan la actuacion de la transformacion curvatura P= 4,,.

4.2.2. AnAusis DEL Caso B (Ranco 4)

En este caso, se sabe que, para una eleccion adecuada de la base ortonormal,
existe una transformacion curvatura de la forma,

R(X,Y)=ad,+p4,, aB#0
donde 4,, esta dado por la formula (4.2) y 4;, por

A, X =4, X, =0, A4, X;=X,, 4, X,=-X;, 4, X;=4,,X;=0.(4.9)

Entonces, de (3.3), se tiene la condicion (a4, +/3A34)-f =( que aplicada
sobre (4.1), de forma analoga al Lema 3.4.1.2, proporciona el valor nulo de los
siguientes coeficientes,

UEX
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T1,32=711f12=T4 T;5=T1?3=T1,65=T4,65=Ts,65=07

23 =

y los siguientes sistemas homogéneos de condiciones adicionales:

BT, +al}, = 0} BT}, +aly, = 0}

ol + BT,; =0

aT],64 +ﬂT;3 =0

~pIf, +alf, = 0} ~pI}, +al;, = 0}

al}; =BT}, =0

Asi, aplicando (4.10) sobre (4.1) se sigue que

T(X,,X,)=

T(X,,X,)=

T(X,X,)=

T(X,,X;)= ~T,X, =T}, X,
T(Xzan): _Tzi‘zXz_TJ,%Xs
T(X,,X,)=

T(X,,X,)=

f(Xz,X5)=7},52X1 _Tzf3X3
f(Xzan):TzZXI _T2f3X3
T(X,,X,)=

T(X,, X5) =T X, +T5,X,

T(X,, X,) =T, X, + T}, X,
f(X4,X5)=T1.54X1+T2?4X2+T§4X3
T(X,. X)) =T X, + T, X, + T}, X,
T(X,,X,)=0

- T1,54X4
_T],64X4

_Tz,54X4
- T;4X4

- T3,54X4
_T;4X4

aT1,53 - ﬂTzi; =0

E:SZX5 +T‘162X6
]11,53X5 +]},63X6
]-}:54X5 +T},64X6

7—'2.,53 X5 + 7-'2[,53 Xé
7’2?4 X5 + 7‘264 Xﬁ

]13,54X5 + 7;?4X6

(4.10)

@.11)

4.12)

Ahora, para poder aplicar (4.11) sobre (4.12) habrd que diferenciar nueva-

mente los casos siguientes:

B.1 Cuando a#1pf.
B.2 Cuando a=f.
B.3 Cuando o =—-p.
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Caso Bl (a#=xp).

A partir de (4.11) resolviendo los sistemas se obtiene facilmente que la
Unica soluciéon posible es la nula. Por tanto, sustituyendo esto en (4.12) se

sigue

T(X,,X,)=
T(X,,X,)=0
T(X,,X,)=0
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=0
T(X,,X,)=0

T(X,,X,) =T X,
T(X,, X,) =T}, X,
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=

T(X, X,)=
T(X,,X,)=
T(X,,X,)=0

T/,52X5 + T/l,ssz
_T1,52X2
_T1.62X2
T;4X5 + T3?‘4X6
_T3,54X4
- T3(,54X4
Tj,54X3
Ts'64X3

(4.13)

Para continuar con el estudio de esta matriz se distinguiran los siguientes

subcasos:

B.1.1) Si se supone que T}, =T/, =0. Entonces, se vuelven a distinguir

dos nuevos subcasos:

B.1.1.a) Cuando se considera que p=((T},)’ +(T},)’)” >0. Entonces,
al igual que en el desarrollo del Subcaso A.1.2, se realiza el cambio de base

ortonormal dado por

X=X, i=1234,

i i

1
X5 :;(7},54X5+T3!,54X6)’ X; =a,X;+a, X,
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de forma que los pardmetros a;, a, estan determinados por la condicion
que {X;,X,} sea un conjunto ortonormal. Asi, se sigue que (4.13) tiene
la misma forma que (4.5). Por tanto, el espacio asociado es descomponible
con

T,M = (X, X5, X5) @ (X3, X, X¢).

B.1.1.b) Cuando se considera que T;, =T}, =0 se sigue que, T=0y por
el Lema 3.2.3, el espacio asociado es simétrico.

B.1.2) Si se supone que p=((T},)’ +(T},)*)* >0, se realiza el cambio de
base ortonormal dado por

i

1 :
X=X, i=1234, X :;(713:54X5+T374X6)5 X5 =a;X; +a,X;

de forma que los parametros a;, a, estan determinados por la condicién que
{X; ,X; } sea un conjunto ortonormal. Asi, se sigue que (4.13) toma la misma
forma que (4.9).

Caso B2 (a = ).

Ahora, se considera que P = A,,+ A4,, y, asi, los parametros «, £ quedan
libres.

Resolviendo los sistemas de (4.11) se obtiene facilmente que

TJ,54 =-T,

23>

TJZ =-T;

23>

6 _ m6 5 _ s
=10, T,;=T,

y, sustituyendo en (4.12) se obtiene
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T(X,X,)= X+ 10X,
T(X,.X;)= TX+ T X,
(X, X,)= X +T)X,
T(X1,X5)= _T1,52X2_TJ.53X3_T/,54X4

7~W(XIan)z _T/(,SzXz_ngs_T/Z)Q

f(XpXj): _T1,54X5_TI,64X6
T(X,.X,)= T)X+ 10X,
T(X,,X,)=T)X, +T),X,-T,X, . (413)
f(Xz7X6):7}?2X1 +T1f54X3—T1’63X4

f(X3,X4)= ]—'3,54X5+T'3i‘4X6
7~w(Xg»X5)=T/,53X1_T1,54Xz _T3,54X4
f(X3>Xﬁ):T1(,53X1_T1,64X2 _T3,64X4
71()(4»)(5):T1,54X1"'T1,53X2"'713,54)(3

T(X,, X,) =T}, X, + T)5X, + T7, X,

T(X,,X,)=0

Si se observa (4.13), se ve que para i=1,2,3,4 se pueden extraer dos endo-
morfismos antisimétricos F(X,)=T(X,,X;) y G(X,)=T(X,,X,).

Ahora, lo que se busca es diagonalizar 'y G como indica Lema 3.2.5.
Si fueran simultaneamente diagonalizables, bastaria con realizar un cambio
de base, pero como se prueba facilmente que no lo son, lo que se harad sera
diagonalizar primero F'y obtener la nueva forma de (4.13) y, después, se dia-
gonalizara la nueva G.

Evidentemente, al diagonalizar los diversos endomorfismos es necesario que
se siga conservando la actuacion de la transformacioén curvatura P sobre la
nueva base ortonormal {X}’,; es decir, que su expresion en esta nueva base
sea P=4,,+4,,. En todo el proceso se seguird el método usado por Kowalski
y Vanhecke en [K-V.3], desarrollado y ampliado en el siguiente lema, cuya
demostracion puede ser consultada en el Apartado B.3 del Anexo B.

Lema 4.2.2.1

Dada la representacion real de la matriz asociada a un endomorfismo en la
base ortonormal {X,}/, de V',

UEX
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existe una nueva base ortonormal {X;}’, de V' de forma que se conserva la
actuacion de la transformacion curvatura P y la representacion real de la matriz
asociada a dicho endomorfismo se expresa ahora como

0 —p 0 0
p 0 0 0
0 0 0 -2
0 0 A 0

donde, p#0 y A#0.

Por tanto, para diagonalizar F' se considera

0 _T1,52 _T1,53 _T1,54
T1,52 0 T1,54 _TI,53

T, =T, 0 -T;

3.4
5 5 5
r, T, T, 0
que es la representacion real de la matriz asociada al endomorfismo F en la

base ortonormal {X,}’, y, aplicando el Lema 4.2.2.1, se sigue que F en esta
nueva base es

0 -« 0 0
r 0 0 0
0 0 0 -6
0 0 e 0

donde, 70, @ #0 vy, la expresion de la transformacion curvatura P sobre la
nueva base ortonormal {X;} es P=A4,,+4;,.

Por tanto, tomando X=X, y X, =X, se tiene que {X,}’, es la base
ortonormal de V buscada y, que respecto a ella, procediendo de forma analoga
al Lema 3.4.1.6, (4.13) toma la forma
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T(X,,X;)= X, +T)5X,
T(X;,X;)= v e
T(X;,X))= T3 X,
T(X;,X;)= -7X,

T(X;, X;) = —T5X, - T)3X; - T/ X,

T(X;,X;)= e
T(X;, X)) = 5 X,
T(X,, X)) =1X, . 419
T(X5, X)) =T/3X, +115X; - T/5X,

T(X;,X;)= OX; +T}}X,
T(X;,X,)= -0X,
T(X3, X)) =T/3X, =T/} X, ~TX,
T(X;,X5)= OX;
T(X5, X5) =T X, + TS X +T)5X,
T(X:,X,))=0

Ademés, como PX; =0y PX, =0 enlabase {X,}’,, se sigue conservando
la actuacion de la transformacion curvatura P.

Nota 4.2.2.2

Es conveniente recordar que, por la demostracion del Lema 4.2.2.1, si 7 =6
entonces (4.13) ya seria de la forma de (4.14) y, por tanto, no habria sido preciso
diagonalizar F.

Ahora se considera el endomorfismo G(X,)=T(X,X,), i=1,2,3,4 y
se procederd a diagonalizarlo. Para ello, se considera la representacion real
de la matriz asociada al endomorfismo G en la base ortonormal {X;}/,
que es

UEX

T T o
U A i
A I o
ToTh T
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y, aplicando el Lema 4.2.2.1, se obtiene que G en la nueva base ortonormal

(X}, es
0 -@ 0 0
@ 0 0 0
0 0 0 -u
0 0 u 0

donde, @ =0, u# 0. Obsérvese que la expresion de la transformacion curvatura
P sobre la nueva base ortonormal {X;}, es P=4,+4,,.

Por tanto, tomando X; =X, y X, =X, se tiene que {X; }?, es la nueva
base ortonormal de V buscada y, que respecto a ella, procediendo de forma
analoga al Lema 3.4.1.6, (4.14) toma la forma

T(X,, X)) = X!+ X
X7, XD = T XS

PO X)) = X
TXTXD) = e T T
T(X,),X')= DX,

(X)X = ~T XS
(X}, X)) = TS XS
T(X,, X)=1'X +T5 X, -T5 X, (4.15)
(X7, X ) =ox;

T X)) = O+ uX;
TG =TEX, -TExS o)

F(x; X)) = X

(X X)) =T X + T X +0'X]

(X, X;) = e
T(X; . X;)=0

UEX

Ademéds, como PX; =0 y PX, =0 en la base {X,"}/,, se sigue conser-
vando la actuacion de la transformacion curvatura P.

234
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Nota 4.2.2.3

Si @ =y, debido a la demostracion del Lema 4.2.2.1, (4.14) ya seria de la
forma de (4.15) y, por tanto, no habria hecho falta diagonalizar G.

Nota 4.2.2.4

En lugar de usar el Lema 3.2.5 se ha utilizado este método, que es un poco
mas complicado, para poder asegurar que el operador curvatura P conservaba su
forma de actuacion original respecto a la nueva base ortonormal {X; }7, de V.

En el Apartado B.3 del Anexo B se prueba el siguiente lema.
Lema 4.2.2.5

Si @ # pu y se supone que los pardmetros correspondientes a la diagonali-
zacion de G, d, =d, =0 (para entender la naturaleza de estos parametros ver
la demostracion del Lema 4.2.2.1) entonces, analizando los elementos de (4.15)
se sigue que 7} =0. Si ademds 7 =@ entonces, también se tiene que 7, =0,
'=1t#20y O'=0+0.

Asi, debido al Lema 4.2.2.5, para continuar el estudio se distinguiran los
casos siguientes:

B.2.1) Cuando 7=0 y @ =u.
B.2.2) Cuando 7=0@ y @ # pu.
B.2.3) Cuando 720 y @ =pu.

B.2.4) Cuando 70 y @ # u.

CasoB21(r=0 y @=yu).

En este caso, debido a la Nota 4.2.2.2 y la Nota 4.2.2.3, (4.13) ya seria de
la forma:

T(X,,X,)= X, + DX,
T(X,,X,)=0
f(Xan:) =0

UEX
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T(X,,X;)= -7X,
T(X,,X,)= ~DX,
T(X,,X,)=0
T(X,,X,)=0

T(X,,X;)=1X,

T(X,,X,)=DX,

T(X,,X,)= X, + DX,
T(X,,X,)= -7X,

T(X,,X,)= ~-?X,

T(X,,X;)= X,

T(X,,X,)= DX,

T(X;,X,)=0

(4.16)

Ahora, como @ %0, 7 #0 se define p=(z’ +®*)” >0 y entonces, al igual
que en el desarrollo del Subcaso A.1.2, se realiza el cambio de base ortonormal
dado por

i i

1 '
X.'=X., i:]72’374, X; :_(TX5+¢X6)5 X5 :a5X5+a6X6
Yo

de forma que los pardmetros a;, a, son determinados por la condicién que
{X;,X;} sea un conjunto ortonormal. Asi, se obtiene que (4.16) tienc la
misma forma que la expresion de la torsidn asociada al Caso b) del Estudio
de (4.9) aunque con un sélo parametro p. Por tanto, el espacio asociado se
descompone de la forma

TM = (X}, X5, X5, X0, X)) ©(X5) .

CasoB22 (=0 y @+ pu)

Como 7=, aplicando la Nota 4.2.2.2 se tiene que (4.13) ya es de la forma
de (4.14) y, ahora, como @ # u se aplica el analisis desarrollado anteriormente
para el endomorfismo G, suponiendo que «;,, B, a,, B, se toman de forma
que
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la, [+ B 1'=1, B eR (d;=0), |a; +| 5, [=1, B eR (d,=0).

Por tanto, aplicando el Lema 4.2.2.5 se tiene que 7}'; =0, T}, =0, ' =7 #0,
O =0 %0 vy, asi, (4.15) es

T(X,,X;)= X+ DX,
T(X],X;)=0

T(X;,X;)=0

T(X,,X;)= -7X,
T(X;, X;) = ~0X,
T(X5,X)=0
T(X,,X))=0
T(X,,X))=1X, : (4.17)
T(X;,X;) = DX,

T(X;,X;) = TX; + pX,
T(X;,X;)= 71X,
T(X;, X;) = - pX;
T(X,,X;)= X,
T(X,, X)) = HX;
T(X;,X))=0

Ahora, como @ %0, t#0 se define p=(z>+®°)” >0 y entonces, proce-
diendo como en el desarrollo del Subcaso A.1.2, se realiza el cambio de base
ortonormal dado por

i i

X'=X', i=1234, X, =—(CX.+®X)), X.=a,X.+a,X,
P

de forma que los parametros a;, a, estan determinados por la condicion que
{X; ,X; } sea un conjunto ortonormal. Asi, (4.17) en esta nueva base ortonor-
mal es

UEX
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T(X,,X})= pX,
T(X],X})=0

T(X],X;)=0

T(X],X))=0

T(X,, X)) = - pX]

T(X},X))=0

T(X;,X))=0

XX =0 (“.18)
T(X;,X))=pX]

T(X,,X))= AX! + BX]
T(X,,X!)= — AX]
T(X),X])= - BX,

T(X), X)) = AX;

T(X,, X)) = BX;

T(X.,X))=0

En el transcurso del calculo de la matriz torsién (4.18) se obtuvo que
A=(7)(@—p)#0; asi, tanto p como A4 son no nulos. Ahora, para terminar
el analisis de la torsion en este subcaso basta distinguir los dos casos siguientes
que dependen del valor del parametro B:

e Si B=0 entonces (4.18) tiene la misma forma que la expresion de la
torsion asociada al Caso ¢) del Estudio de (4.9). Por tanto, el espacio asociado
se descompone de la forma

T,M = (X, X5, X0) @ (X5, X}, X5).

e Si B#0 entonces (4.18) es del tipo de (4.9) y, como se vio en el Estudio
de (4.9), se puede suponer que p>0, A>0y B>0.

CasoB23(t#0@ y @=p).

El estudio de este caso es analogo al del Caso B.2.2 teniendo en cuenta que
el estudio general se desarrolla sobre el endomorfismo F. Ademaés, el resultado
que se obtiene es exactamente el mismo que en dicho caso.
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CasoB24(r#0O y @+ u)

Aqui, se considerara que los parametros correspondientes a la diagonali-
zacion de G son nulos; es decir, d, =d, =0. (Para entender la naturaleza de
estos parametros ver la demostracion del Lema 4.2.2.1.)

Asi, debido al Lema 4.2.2.5, se puede asegurar que T,; =0, @ #0y pu#0

en (4.15). Y, por tanto, para continuar con el estudio se diferenciardn los sub-
casos siguientes:

B.2.4.a) Cuando T} =0, @' =0y 7'=0.
B.2.4.b) Cuando T} =0, @'=0y ' #0.
B.2.4.¢) Cuando T/} =0, @'#0 y 7'=0.
B.2.4.d) Cuando T/7 =0, ©' 0 y ' %0.
B.2.4.¢) Cuando T} #0, ©@'=0y 7'=0.
B.2.4.f) Cuando T} =0, @' #0 y 7' #0.
B.2.4.g) Cuando T} #0, @'=0y 7' #0.
B.2.4.h) Cuando T} #0, @' #0 y 7'=0.

B.2.4.i) Cuando T} #0, @' #0 y 7' #0.

Subcaso B24.a (T} =0, @' =0y 7'=0)

Se obtiene que (4.15) tiene la misma forma que la expresion de la torsion
asociada al Caso b) del Estudio de (4.9). Por tanto, el espacio asociado se des-
compone de la forma

T,M =(X], X, X7, X, X))@ (X))

UEX

Subcaso B2.4.b (T} =0, @' =0y 7' #0)

En este caso, se tiene que (4.15) es

239



UEX

240

ARIAS-MARCO

ok

T(X,,X;)= X+ DX,
T(X; . X)=0

T(X;,X;)=0

T(X,,X;)= -'Xy
T(X,,X,)= -0X;
T(X;,X)=0

T(X;, X)=0

T(Xy, X)) =1'X, . (4.19)
T(X,, X, )=0X

Xy X)) = ux;

T(X;, X;)=0

T(X],X;)= -pX;

(X, X;)=0

X, X)) = ux;

T(X;,X;)=0

Ahora, como @ =0, 7' #0 se define p=(z>+®°)” >0 vy entonces, al
igual que en el desarrollo del Subcaso A.1.2, se realiza el cambio de base
ortonormal dado por

Kk ’ I 2 *k *k ’ ek Aok
X'=X", i=1234, X,=—(X]+®X)), X, =a,X; +a,X,
P

i

de forma que los parametros a;, a, estan determinados por la condicion que
{X; ,X; } seaun conjunto ortonormal. Asi, se obtiene que (4.19) en esta nueva
base ortonormal es
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T(X],X}) =

T(X],X))=0

T(X;,X}))=0

T(X,X))=0

T(X], X;) = -pX;
T(X}5,X})=0

T(X;,X))=0

T(X}, X)) =0

T(X),X;)=pX,

T(X}, X)) =

T(X}, X)) = - AX,
T(X},X;) = - BX,
T(X;,X}) = AX;

T(X}, X)) = BX;
T(X,,X))=0

PX;

AX!+BX,

(4.20)

Durante el célculo de la matriz torsion (4.20) se sigue que 4=—(/)u#0y
B = (%) #0; por tanto, (4.20) es del tipo de (4.9) y, como se vio en el Estudio
de (4.9), se puede suponer que p>0, A>0y B>0.

Subcaso B24.c (T} =0, @' #0 y '=0)

Es inmediato ver que (4.15) es directamente del tipo de (4.9).

Subcaso B24.d(T/; =0, @' =0 y ' #0)

En este caso, se tiene que (4.15) toma la forma

T, x;)=

T(X;", X7)=0

T, X)=0
T(X;,X])= -'X;
T(X,,X,)= QX

2

X +oX,

UEX
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(X, X])=0

(X7, X)=0

T(X;, X=X

T(X;), X)) =dX;

T(X;, X)) = OX; +uX,

N 4.21)
T(X;,X;)= -0'X;

T(X;, X)) = -pX;

T X)) = o'x;

TOx; X)) = ux;

T(X;,X)=0

donde, como @#0, 7' #0 se define p=(r>+®°)" >0 vy procediendo de
manera analoga a la del desarrollo del Subcaso A.1.2, se realiza el cambio de
base ortonormal dado por

i i

Kok ’ 1 ’ Aok Aok ’ Kk ok
X'=X", i=1,2,34, X,==('X;+0X)), X, =a,X] +a,X,
P

de forma que los parametros a;, a, estan determinados por la condicion que
{X;,X,} sea un conjunto ortonormal. Ahora, (4.21) en esta nueva base orto-
normal es
T(X}. X)) = pX;
T(X],X})=0
T(X],X))=0
T(X},X;)=0
F,x)=  -pxl
T(X,,X))=0
T(X),X))=0
T(X},X)=0 . 4.22)
T(X, X)) = pX;
T(X,X!)= AX!+BX,
T(X} X)) = - AX]
T(X;, X)) = - BX,
T(X}, X)) = AX;
T(X;, X;) = BX;
(x5, X)) =0
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Asi, (4.22) es del tipo de (4.9) y, como se vio en el Estudio de (4.9), se
puede suponer que p>0, A>0y B>0.

Subcaso B.24.e (T} #0, @' =0y 7'=0).
Ahora (4.15) es de la forma

T(X;, X)) = DX
T(X;.X])=0
(X)X} = X
F(x; . X)) = ~TEX
T(X,,X,)= ~OX]
T, X0 T
T(X,,X,))=0
T(X), X)) = +T X (4.23)
T(X), X=X,
T(X],X,)= ux
Fo;xhH= Iy
T(X;,X;) = —uX;
F(X; X)) =T0X]
T(X;.X;)= nX;
T(X{, X;)=0

donde, 7} #0 y 0# pu#® #0. Ademas, se puede suponer que 7)) >0, ya
que si no lo fuera, cambiando de signo X, si lo seria y que @ >0 ya que si
no lo fuera, cambiando de signo X, se obtendria (obsérvese que al hacer este
ultimo cambio de base ortonormal también cambiaria el signo de u).

Subcaso B24f (T} =0, @' #0 y ' #0)

Ahora (4.15) es
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T(X,, X)) = X! +0X]
T(X,,X;)=0

(X X)) = X
T(X;,X;)= -7'X; .

T, x;)= -oX;

T(X; X)) = ~T XS
T(X; . X{)=0

T(X,, X)) =1'X, +T X (4.24)
T(X,, X)) =0X/

T(X;, X)) = 1X;
T(X7,X;) = ~T XY

T(X;. X)) = —uX;
XX =17x]

T(X7, X)) = 1X;
T(X;,X;)=0

donde, T); #0, t'#0 y 0# pu#® #0. Ademas, se puede suponer que T}’ >0
ya que si no lo fuera, cambiando de signo X, si lo seria (obsérvese que al hacer
este cambio de base ortonormal también cambiaria el signo de ') y que @ >0
ya que si no lo fuera, cambiando de signo X, se obtendria (obsérvese que al
hacer este ultimo cambio de base ortonormal también cambiaria el signo de ).

Subcaso B.2.4.g (T #0, @' =0y 7' #0)

Ahora (4.15) es
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ok

T, X)) = DX,
T(X; . X =0

T(X; . X)) = T XS
T(X; . X{) = ~T X
T(X,),X)= —-oX;

(X) X)) = ~TX
T(X;. X])=0

T, X)) = T Xy (4.25)
(X, X)) =0X;

T(X;, X)) = O'XS + X,
T(X;, X7 = ~T XY -0'X;

T X)) = X
X, X)) =T/7x] +O'X;
T(X;,X;) = e
T(X;,X;)=0

donde, T/} #0, @' #0 y 0# p#® #0. Ademas, se puede suponer que 7}’ >0
ya que si no lo fuera, cambiando de signo X si lo seria (obsérvese que al hacer
este cambio de base ortonormal también cambiaria el signo de @)y que @ >0
ya que si no lo fuera, cambiando de signo X, se obtendria (obsérvese que al
hacer este ultimo cambio de base ortonormal también cambiaria el signo de ).

Subcaso B24.h (T} #0, @' =0 y '=0)

Ahora (4.15) es
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T(X",X)= X+ DX,
T(X; . X;)=0

(X X)) = X
T(X,,X,)= -'X) -7 X,
T(X",X,)= -0X;

(X X)) = T
T(X,,X,)=0

T(X;,X)=1'X, +T X, (4.26)
T(X,, X, )=0X,

T(X;,X))= OX, +uX,
O o S CD oy
T(X;,X;)= —puXy
T XD=TEX] K]
Tx; X)) = ux;
T(X;,X,)=0

donde, T/} #0, 7' #0, @' #0 y 0# p# @ #0. Ademas, se puede suponer que
T/} >0 ya que si no lo fuera entonces, cambiando de signo X; si lo seria
(obsérvese que al hacer este cambio de base ortonormal también cambiaria el
signo de 7" yde @)y que @ >0 ya que si no lo fuera, cambiando de signo
X, se obtendria (obsérvese que al hacer este tltimo cambio de base ortonormal
también cambiaria el signo de ).

Nota 4.2.2.6

Todos los cambios de base realizados a lo largo de todo el desarrollo del
Caso B.2, siempre conservan la actuacion de la transformacion curvatura
P=A4,+4,,.

Caso B3 (a=-p4).

Este caso ya ha sido analizado en el Caso B.2 debido a que, resolviendo
(4.11), sustituyendo lo obtenido en (4.12) e intercambiando X, con X,, se
obtiene (4.13).
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4.2.3. AnAusis bEL Caso C (Ranco 6)

Ahora, se sabe que para una eleccion adecuada de la base ortonormal, existe
una transformacion curvatura de la forma,

R(X,Y)=ad,+BA,+y4y, afy+0

donde 4,, y 4,, estan dados por las formulas (4.2) y (4.9) respectivamente y
As; por

Ay X = A5 X, = A;s X, = 45 X, =0, A, X;=X,, AxX;=—-X;. (4.27)

De acuerdo con (3.3), se tiene la condicion (a4,, + f4;, + 7A56)~f =0 que
aplicada sobre (4.1) de forma analoga al Lema 3.4.1.2, se obtiene

Tl,jz = lelz = T152 = T162 = Tzé,(s = Tzé5 = TI[,I3 = T165 = T3,54 = T3?4 = Tf5 = T3[,$5 =0(4.28)

y los siguientes sistemas homogéneos de condiciones adicionales:

T} + BT, +aTs, =0 BT, +aTy, T}, =0
al},+ T, ~ Ty, =0 0 YTy +al, = BTy, =0 (B) (4.29)

—ﬁTf3 - 77},54 + aT;, =0 ’ aT['; + 18T263 + 7T;4 =0

aTy, +yT55 =BTy, =0 T} - P, +al}, =0

donde, detA=detB=(a—F—-y)a+L-y)a-L+y)a+L+7).

Asi, aplicando (4.28) sobre (4.1) se sigue que

T(X,,X,)=0

T(X,,X,)= T X, + T X,
T(X,,X,)= T, X, + T, X,
T(X,,X,)= ~T, X, - T X,

T(X,,X,)= -TOX, - T, X,
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T(X,,X,) = T X, +T),X,
T(X,,X,)= T, X +T),X,
f(Xzan)z _Tz;X3 _T;4X4

i(Xzaxg): _T2,63X3_T274X4

T(X,,X,)=0

_ 4.30)
T(X3’X5) = TJ,53X1 +T2€3X2

T(X3, X)) =T X, + T}, X,
f(X4,X5) = T1,54X1 + Tz,54X2
T(X,, X,) =T/ X, + T, X,
T(X,,X,)=0

Ahora, para poder aplicar (4.29) a (4.12) habra que diferenciar los casos
siguientes:

C.1) Cuando det 40 se obtiene que la Gnica solucion de los sistemas A 'y
B es la solucion trivial; por tanto, 7 =0 y aplicando el Lema 3.2.3, se concluye
que el espacio asociado es simétrico.

C.2) Si detA=0, sera necesario analizar las diferentes posibilidades de
obtener que el determinante sea cero. Asi, se distinguiran los casos siguientes:

C21 Sia=p+y.
C.2.2) Si a=—(f+y).
C23) Sia=p-y.

C.2.4) Si a=—(B-7).

=]
=] Caso C2.1(a=pF+y).

A partir de (4.29), resolviendo los sistemas se obtiene facilmente que
T}, =T, =T,,=-T;, y que =T/, =T,,=T;,=T,,. Asi, sustituyendo en (4.30),
se sigue
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T(X,,X,)=0

T(X,,X,)= T, X, + Ty, X,
T(X,,X,)= T, X, - T,, X,
T(X,,X,)= -T,, X, - Ty, X,

f(X,,X6)= _T26,4X3+T25,4X4

T(X,,X,)= ~To, X, + 15, X,
T(X,,X,) = T, X, +T),X,
T(X,,X;)= X, -T,X, - (430
T(X,,X,) = -1, X, - T}, X,
T(X,,X,)=0

(X, X)= T.X,-T,X,

T(X,, Xg)= Tp,X,+T.,X,

7:()(47)(5): T274X1+TZ4X2

T(X, X)) =T, X, + T}, X,

T(X,,X,)=0

Para continuar con el estudio de esta matriz, se debe de realizar un cam-
bio de base ortonormal de forma que se conserve la actuacion del operador
P=ad,+ A4, +yAy, afy #0. Por ello, sélo se pueden realizar cambios de
base que entremezclen X; con X,, X; con X, y X, con X,. Por ello, se
distinguiran los casos:

C.2.1.a) Si se supone que T;, =T7, =0, entonces, T =0 y por el Lema

3.2.3, el espacio asociado es simétrico.

C.2.1.h) Si se supone que p=((T5,)’ +(T%,)’)” >0, se realiza el cambio
de base ortonormal (obsérvese que solo entremezcla X; con X ) dado por

X=X

i i, 0= 1,2,3,4, X; :é(Tzi;*X} +];74X6): X; =a;X;+a,X;

de forma que los parametros a,, a, estdn determinados por la condicién que
{X;,X;} sea un conjunto ortonormal y P(X;)=yX;, P(X;)=-yX;. Asi,
resolviendo el sistema, se sigue que a; =T2f4 / P, as= —Tf p / p y realizando el
cambio de base ortonormal utilizando (3.10), se sigue que (4.31) en esta nueva
base toma la forma
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T(X,X})=0

T(X],X})= pX;
T(X],X})= px;
T(X;,X})= - pX,

T(X;,X;)= - pX;

T(X;,X}) = - pX;
T(X3,X}) = pX;
T(X}, X)) = pX; : (4.32)
T(X), X)) = - pX,
T(X,,X))=0

T(X;.X))=  -pX,
T(X}, X)) = pX]

T(X}, X)) = pX]

T(X,, X)) = pX;
T(X;,X;)=0

Caso C22(a=—(f+7))

Este caso esta incluido en el anterior ya que, si se resuelve (4.29), se sustituye
lo obtenido en (4.30) y se intercambia X, con X, se obtiene (4.31).
Caso C23(a=pF-y)

Este caso también estd incluido en el Caso C.2.1 ya que, si se resuelve
(4.29), se sustituye lo obtenido en (4.30) y se intercambia X, con X, también
se obtiene (4.31).

Caso C24(a=—(B~-7))

Este Gltimo caso también esta incluido en el Caso C.2.1 ya que, si también
se resuelve (4.29), se sustituye lo obtenido en (4.30) y se intercambia X, con
X,, se obtiene (4.31).
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ANEXO A.

Para el desarrollo de este apartado se sigue [H.2, Pag. 233-287].

A.1. FUNCIONES DIFERENCIALES SOBRE R”

En primer lugar, es necesario establecer la notacion. Asi, sea x=(x,,...,x,)€R"

tal que |x|=(x7 +---+xj)%. Si V' < R" es un subespacio abierto, se denota por S(V)
el espacio de las funciones diferenciables valuadas complejas sobre V'y por 2D(V) el

espacio de las funciones en &(V) con soporte compacto y contenido en V.

Nota A.1.1

Aunque el principal interés es el estudio del espacio &(V), sera mas conveniente
trabajar con el espacio 2(V) puesto que, si U cV < R" entonces, D(U)c D).

Ademés, si 0, denota 9/dx, y a=(a,,...,a,) es una n — tupla de enteros «, >0,
se consideran las notaciones de multi-indice siguientes:

o o a, a _ .« a, _ —
D=0y ---00, x*=x{-x", lakFaq+-+a, al=al-al

Y, si a< B, donde B=(p,,...,,) es otra n — tupla de enteros positivos tal que S, <a;
para todo j, se consideran

=@, f, ) [“jL
ST B) pla-pr
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Y, asi, se tiene que la regla de Leibniz generalizada para la diferenciabilidad del
producto de dos funciones f'y g es:

(24
D(fg)= ), [ )(va ND“g). (A1)

Hrv=a
Definicion A.1.2

Sea V' < R" un subespacio abierto. Se dice que un operador diferencial sobre V
es una aplicacion lineal D: D(V)— 2D(V) de forma que para cada conjunto abierto

relativamente compacto U ¥ tal que U ¥ , existe una familia finita de funciones

a,e&V) donde a=(a,,...,a,), a,e Z"*, tal que

DD =" a,D*D,
@ (A2)

para todo @€ D).

Debido a esta definicion, un operador diferencial D sobre V satisface para todo
Y eDWV) que

sop(D¥) c sop(¥), (A.3)

Asi, D puede ser extendido a un operador lineal (también denotado por D ) de
EWV) en &) mediante

(Df)(x) = (DP)(x) (A4

donde xeV, fe&(V) sonarbitrarios y, @ es cualquier funcion en 2(V) que coincide
con f'en un entorno de x.

Por tanto, se obtiene el resultado siguiente cuya demostracion puede ser consultada
en [H.2, Pag.236].

Teorema A.1.3

D:D1V)— D) esun operador diferencial si y sélo si D es una aplicacion lineal
satisfaciendo la condicion (A.3).

A.2. OPERADORES DIFERENCIALES SOBRE VARIEDADES

Sea M una variedad diferenciable. Entonces, motivados por el Teorema A.1.3 se
tiene:
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Definicion A.2.1

Un operador diferencial sobre M, es una aplicacion lineal D:C’(M)— C (M)
tal que:

sop(Df) < sop(f),

para todo feC(M).

Si (U,®) es un sistema coordenado local sobre M, la aplicacion

D?:F — (D(Fo®@))od, (A5)

donde F eC’(@(U)), satisface la propiedad (A.3). Asi, usando (A.2) se obtiene para
cada conjunto abierto relativamente compacto W c U con W c U, una familia finita

de funciones a, € C*(W) donde a=(¢,,...,a,), a,€Z", tal que

Df =) a,(D*(fe@)ed, (A.6)

donde feC’(W).
Asi, andlogamente a (A.4), se puede extender la definicion de operador diferencial
sobre C*(M).

Siguiendo la notacién de Schwartz, se considera que

D(M)=C:(M), EM)=C"(M),

y, si K <M es cualquier subespacio compacto, 2, (M) denota el conjunto de las
funciones en 2(M) con soporte en K.

En adelante, se supondra que M tiene una base numerable de abiertos y se seguira la
notacion siguiente. Se denota por E(M) el conjunto de todos los operadores diferenciales

sobre Mysi fe&EM)y De E(M),elvalorde Df enp denotado por (Df)(p), a veces,
serd denotado por (D, (f(p)). Ademas, lacomposicion de dos operadores diferenciales D,
y D, sera denotada por D,oD,.Y, si My N son variedades diferenciales y, @: M — N
es una aplicacion diferenciable, se denota por d@, a la diferencial de @ en peM,

la cual aplica T, M en T, , N .

Notacion A.2.2

Si @:M — N es un difeomorfismo, fe D(N), ge S(N) y De E(M), se con-
sidera
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g =gow,  D*(9)=(D(g")” (A7)

Entonces, g” € &(M) y D® es un operador diferencial sobre N denominado la
imagen de D por @ .

Definicion A.2.3

Si @ es un difeomorfismo de M en si mismo, se dird que D es invariante por @

si y sélo si D® =D ; es decir, si y solo si para todo g e &(M) se tiene que

Dg =(D(go®))o @™

A.3. OPERADORES DIFERENCIALES INVARIANTES SOBRE GRUPOS DE LIE
Y ESPACIOS HOMOGENEOS

A.3.1. INTRODUCCION

Sea M una variedad diferenciable y @: M — M un difeomorfismo de M sobre si
misma. Se considerara, como en el apartado anterior que

fd) = f ° @7]’
para f e &(M) vy, que si D es un operador diferencial sobre M, D?se define mediante
D”:f > (Df")" =(D(f o @))o ™, S e&M).

Ademas, por la Definicion A.2.1, se sabe que D? es otro operador diferencial.

En este apartado, al operador D se le dira invariante bajo @ si D” =D ; es decir,
D(fo®@)=(Df)e® paratodo f e E(M). Ademas, esta notacion esta justificada ya que
DYf =(D(f")" ) =(D(f? @)@ =
=(D(f o @ @) o @ =(D(f))o @™ =(Df)”.

Para aplicar las ventajas del concepto de invariancia, seguidamente se estudiara la
invariancia de los operadores diferenciales bajo un grupo transitivo de difeomorfismos.

Definicion 4.3.1.1

Sea G un grupo de Lie, H = G un subgrupo cerrado de este y G/H la variedad
de las clases a izquierda, gH (g € G) . Se define D(G/H) como el algebra de todos los

operadores diferenciales sobre G/H los cuales son invariantes a izquierda; es decir,
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aquellos operadores diferenciales que son invariantes bajo todas las transformaciones

7(g):xH — gxH de G/H en si mismo.

Notacion A.3.1.2

Se denotara por D(G) el dlgebra D(G/{e}).

Definicion A.3.1.3

Sea L un grupo localmente compacto, ¥ un espacio vectorial topologico y Aut(V)
el grupo de los homomorfismos de 7 en si mismo. Una representaciéon z de L sobre

V' es un homomorfismo 7:L — Aut(V) tal que la aplicacion, (/,v) > z(l)v de LxV
en V, es continua.

Ademads, se dice que & es irreducible si {0} y 7 son los Unicos subespacios

cerrados de V invariantes bajo 7 (L).

A3.2. Ev ALcesra D(G/H)

Ahora, dado el espacio de las clases G/H, el objetivo es describir los operadores

en D(G/H). Para ello, primero se considera el caso H = {e}.

Definicion A.3.2.1
Si V' es un espacio vectorial de dimension finita sobre R, el algebra simétrica
S(V) sobre V es definida como el algebra de las funciones polinomiales sobre V"

valuadas complejas. Asi, si X,...,X, es una base de V, S(V) puede ser identificada
con el algebra (conmutativa) de los polinomios

kL xh
Dy, X X
(k)

Sea g el algebra de Lie de Gy exp:g— G la aplicacion exponencial que aplica
la recta RX que pasa por 0 en g sobre el subgrupo uniparamétrico ¢ — exptX de G.
Si X eg, se denota por X el campo vectorial sobre G dado por

(X)(g)=X(foL,)e)= {%f(g exp fX)} ; (A.8)

t=0

donde, fe&(G), geG y L, denota la translacion a izquierda de G en si mismo,
x — gx. Asi denotado, X es un operador diferencial sobre G y, si 4G, entonces

(XN =((X(foL))oL, Ng)=(X(f L))k g)=
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= {%(foLh)(h’fgexth)} = {%f(gexpf)()} = (1)),

=0 =0

es decir, X" =X vy, por tanto, X € D(G). Mas atin, el corchete sobre g esta definido
como

[X,Y]=XoV-VoX =X7-¥X,

donde X,Yeg.

El siguiente resultado, el cual relaciona S(g) y D(G), muestra en particular que

D(G) esta generado por X (X eg).

Nota A.3.2.2

Con excepcion de los escalares, que ahora se consideran complejos, este resultado
hace que D(G) coincida con el algebra ya introducida, e igual denotada, en el Capitulo
II, §1, No. 4 de [H.1].

Teorema A.3.2.3

Sea G cualquier grupo de Lie con algebra g y S(g) el algebra simétrica sobre g.
Entonces, existe una Uinica biyeccion lineal

A1:8(g) > D(G)

tal que A(X")=X" (Xeg, meZ"). Ademas, si X,,...,X

"

. es cualquier base de g

y PeS(g), entonces

(AP NG ={P(@,...,0,) f(gexp(t, X, ++++1,X )} _, s (A9)
donde fe&(G), 0, :g y t=(t,...,t,).
Demostracion
Fijada una base X,,...,X, de g, la aplicacion
gexp(t, X, +-+t X)) > (t,....t)

es un sistema de coordenadas sobre un entorno de g en G. Asi, (A.9) define un operador
diferencial A(P) sobre G.

Evidentemente, A(P)es invariante a la izquierda ((A(P))L" :A(P)) y, por (A.8)
MX) = )?[, i=1,...,n, asi, por linealidad A(X)= X para X € g. También,
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X2 /)()=X(Xe)= {%(ff NgexptX )} =

1=0

d|d d? |
= {E{gf(g exptX exp sX)}SO }[0 = {Ef(g exp zX)}mH:o =(AX))g),

donde, si X =) x.X,, se obtiene que

i=1

foxj(ﬂ(X X)) = (AUX) (g

De forma anéloga, para X eg,me Z" se tiene que
AX")=X" (A.10)

Paraun m e Z" fijo, las potencias X" (X € g) generan el subespacio S"(g) < S(g)
de los polinomios homogéneos de grado m. Asi, (A.10) muestra que la definicion de A4
no depende de la base elegida.

Seguidamente se prueba la inyectividad de A . Suponiendo que A(P)=0 con P=0,

sea aX;"---X!, el mayor término en P y sea f una funcion diferenciable sobre un
entorno de e en G tal que:

JEXPX, +e 4 1,X,) = 1] oot

n

para un ¢ pequeio. Entonces, (1(P)f)(e)#0 contradice el hecho que A(P)=0.

Ahora, se prueba que A es suprayectiva. En efecto, 4 aplica S(g) sobre D(G).

De hecho, si u € D(G), usando (A.6) existe un polinomio P tal que
Wf)e)={P(,,....0,) f exp(t, X, ++-+1,X,)} , = (AP)f)()-

Entonces, debido a la invariancia a la izquierda de u, se tiene que la igualdad

anterior se satisface para todo ge G. Asi, u=A(P).

Definicion 4.3.2.4

A la aplicacion 4 se la denomina simetrizacion.
Proposicion 4.3.2.5

Si Y,...,Y, g, entonces
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AY,,....Y,)=

P

gl

)i . .
E o Yooy Yo (A.11)

donde &, denota el grupo simétrico de p letras.
Demostracion

Este resultado se obtiene aplicando (A.10) sobre (¢,Y,+---+¢,Y,)", usando la con-

mutatividad de S(V) vy, entonces, igualando los coeficientes asociados a ¢,...,.
A continuacion, se resaltan algunos hechos correspondientes a la representacion
adjunta de G, 4d 6 Ad,; y a la representacion adjunta de g, ad 6 ad,.

Recordar que, si g€G, la aplicacién x — gxg™' es un automorfismo de G y el

correspondiente automorfismo en g es denotado por Ad(g). Ademas, en [W, Pag.114]
se demuestra que

exp Ad(g)X = gexp Xg ', (A.12)

para X €g, g € G, siendo la aplicacion g — Ad(g) una representacion de G sobre g,

la cual induce una representacion de g sobre g denotada por ad (Capitulo II, §§,
[H.1]). Asi, por definicion

Ad(exp X)=e“ ", (A.13)
donde, X eg y si 4 es una transformacién lineal, e* denota Z(I/n!)A" .De (A.12) y
(A.13), se deduce que para X,Y eg, ([W, Pag.115]), i

ad X(Y)=[X,Y]. (A.14)

Ahora, estas operaciones pueden ser extendidas sobre operadores diferenciales. Para

ello, se calculara (Td@)/( ) denotando respectivamente las translaciones a izquierda
y a derecha por

Liix—>gx y R ix—>xg,
Asi, para f e &(G) se tiene

[(Ad(2)X)1(x) = {% f(x exp(rAd(g)X))} -

=0

= {%f(xg exp(tX)g*I)} = {%ng (xgexp tX)} - ()N(fkg )xg) = ()~(ng )Rgf, @)
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y, por tanto,
(Ad(g)X)=X"".
Finalmente, para D € D(G) se define
Ad(g)D=D""". (A.15)

Asi definido, Ad(g) es un automorfismo de D(G).
Puesto que

(ad(X)(Y)) = XY - VX,

para D e D(G) se define

(ad X)(D)=XD-DX, (A.16)

entonces, ad X es una derivacion del algebra D(G). En efecto:

(ad X)(D1Dz) = X,(D1D2) _(D1D_7)/\7 = (/\7 D])Dz - (DIX)DZ +D1()~( Dz)_D1(D2X) =
=((ad X)(D)))D, +D,((ad X)(D,)).

Asimismo, como por (A.15), (ad X)"(D) es un operador diferencial de orden menor

o igual que el orden de D para D e D(G) se define

e“ X (D)= i—(ad X)' (D), (A.17)

n=0 n!

ya que no hay problemas de convergencia puesto que todos los términos de la serie
(A.16) pertenecen a un espacio vectorial finito dimensional.

Usando la formula de Leibniz (A.1), se obtiene la siguiente propiedad:

e *(D,D,) = i;(ad X)'(D,D,)= i% Z i:’—;'(ad X)(D,)(ad X)'(D,) =
_ (ad X)'(D)) (adX)f(Dz):eadX(D)eadX(D )

0<i, j<o0 il J!

Asi, Ad(expX) y “”* son automorfismos de D(G) los cuales coinciden sobre §,
por tanto, debido al Teorema A.3.2.3, estos coinciden sobre todo D(G). Consecuente-
mente, para D e D(G),

Ad(exp X)D = e“ * (D). (A.18)
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Lema A.3.2.6
Sean X eg y De D(G). Entonces,
XD =DX siysolosi D** =D
para todo teR.

Demostracion
Haciendo uso de (A.15)-(A.18), se sigue que
A.l5

o1 R ( ) ] A1) J0x)
lim—(D™" -D) = lmol?(Ad(exp tX)D-D) = 11rro1—(e“ (D)-D)=
= =0 ¢

>0

(A;”lim;(ii'ad(tX)"(D) —DJ = 1im§(t ad(X)(D)+ Zw:i'znad(X)n (D)j =
t—0 o n! t—>0 g n!

(4.16) _ ~
=ad(X)(D) = XD-DX.
Asi, si D™ =D entonces, XD=DX.
Por otro lado, si XD =DX entonces, ad(X)(D)=0 y, en consecuencia,
(A.15 o

X ) (A4.18) ; (4.17) 1
Dlewc Ad(CXth)(D) = e (tX)(D) — Z—'ad(tX)"(D):

n=0 1

=D+ 2%rﬂad(x)”*’(ad (X)(D)= D.

Corolario A4.3.2.7

Si se supone que G es conexo, se denota por Z(G) el centro de D(G) y por

I(g) < S(g) el conjunto de los polinomios A4d(G) -invariantes, entonces se tiene que

A(1(9))=Z(G) (A.19)

Mas atn, Z(G) es el conjunto de los operadores diferenciales invariantes a la

derecha de D(G); es decir, que es el conjunto de los operadores diferenciales bi -

invariantes sobre G.

Demostracion

Puesto que G es conexo, si se aplica el Lema A.3.2.5 se obtiene que
Z(G)={D e D(G):[D,X]=0 paratodo X que genere D(G)}=
={D e D(G): D% =D para todo g e G} =
={DeD(G):D"* =D, D" =D para todo geG} .
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Asi, Z(G) es el conjunto de los operadores diferenciales bi — invariantes sobre G.

Como m =X =16 4d(g)X , se tiene para todo P e S(g) que

AAd(g)P) = Ad(g)A(P),

Entonces, si P e I(g) se sigue que Ad(g)P =P y que A(P)= Ad(g)A(P), por tanto,
A(P) es bi — invariante, A(P)e Z(G) y asi, se satisface (A.18).
Seguidamente, se realiza el estudio del algebra de operadores D(G/H).

Sea G un grupo de Lie conexo y H — G un subgrupo cerrado. Sean g>b sus

respectivas algebras de Lie y m el subespacio complementario, g=m®h. Sean

(X,,-.,X,) vy (X,,,...,X,) bases de m y b respectivamente y, 7:G — G/H la pro-

yeccion natural. Entonces, si g € G, la aplicacion

(x5..x ) > m(gexp(x, X, +-+x,X,)) (A.20)

es un difeomorfismo de un entorno de 0 en m sobre un entorno de 7(g) en G/H vy,
la aplicacion inversa de (A.20) es un sistema de coordenadas local alrededor de 7(g),
el cual hace que G/H sea variedad. ([H.2], Capitulo II, Apartado 4)

Ademas, se sabe que h es el nucleo de la diferencial de la aplicacion =,
7.:g—>T,(G/H) donde o={H}eG/H, que la translacion 7(g), que aplica xH en

gxH , satisface woL, =7(g)ox y, que como 7oR, =7,
Adg(g)X =R ..o L.(X).
Por tanto, se tiene que

70 Ad;(h) X =7(h)., o m.(X), Xeg.

Asi, bajo el isomorfismo

9/b="T,(G/H) (A.21)

la transformacion lineal 4d,(h) de g/h se corresponde con la transformacion lineal
z(h)., de T,(G/H).

El espacio G/H se dice reductivo si el subespacio m =g puede ser elegido de
forma que

g=m®h y Ad;(h)ym cm para todo heH.

16 Como X e D(G) es invariante a izquierda.
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Si H es compacto (6 si solamente Ad,; () es compacto), entonces G/H es reductivo.
De hecho, g tendrd una forma cuadratica invariante definida positiva bajo A4d;(h) y

se podra tomar por m el complemento ortogonal de  en g. [P, P4g.220]

Sea D, (G)={DeD(G): D" =D paratodo he H} y f una funcién sobre G/H

entonces, se denota el levantamiento de f por f =for.

Asi, se tiene una descripcion de D(G/H) mediante algebras de Lie, cuando G/H
es reductivo.

Teorema A.3.2.8

Si G/H es reductivo, entonces la aplicacion w:u — D,, donde

u?’

(D,/)=uf.  fe&(G/H),

es un homomorfismo de D,,(G) sobre D(G/H). Como su niicleo es
D, (G)ND(G)h,
se obtiene el siguiente isomorfismo

D, (G)/(D,(G) N D(G)h) = D(G/H).

Demostracion

Sea ueD,(G) y fe2D(G/H). Entonces, uf es invariante a la derecha bajo H.
En efecto, por [W, Pag.258, Ej.23], se sabe que uf es invariante a la derecha bajo H si
y so6lo si ufoRh =uf, para todo he H. Como u €D, (G), u™ =u vy, asi

Wb (F)=uf, w(foR)R  =uf, u(foR)=uf °R,
Yy, como por otra parte
u(foR)=u(fomoR)=u(fom)=uf,
se obtiene lo buscado.
Asi, f,=uf y f,=D,f pertenecena D(G/H), donde D, es la aplicacion f — f,.

Como sop(f,) c sop(f), D, esun operador diferencial. Ademas, es G — invariante
ya que:

DIFS=(Df YO =D Yox(g) om= (D, omeL,, =
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D) =(ur ) =t er(@e L, -
= W(foroL))o L =u(foL)oL  =u"(f)=uf =D,f,

asi, DI =D, y por tanto, D, € D(G/H). También, u—> D, es un homomorfis-
mo; en efecto, como 5;;’ =u-v)f =u(vf)= u(rDj) = E_M(\D_j) = m) entonces
D, =D,-D,.

u-v

La aplicacion es suprayectiva ya que, dado E e D(G/H), existe un polinomio P
tal que

(Ef)(0) = {P(i,...,i%n(exp(x,x, - x,X,»)} (0). (A22)
Oox; Ox,

Debido a la G — invariancia,
(Ef (g -0)=((Ef)ot(g)(0) = E"* " (f o7(g))(0) = E(f** ")(0) =
:{P[ 0 .,i] f’(gI)(zr(exp(x,X,+~--+err)))}(o)=

ox,ox

»

=Jp i,...,i f(g-exp(x, X, ++x.X,))
ox, ox, o

En particular, si se toma g=he H , entonces

(Ef)0) = {P(ﬁ,...,i] F(h-exp(x, X, ++ x,X,))} =
Ox, Ox, -
={P[i,...,ijf(ﬁ(hexp(x,)(, +-~~+err)-h1)} =
0ox, Ox, w0
(A.IZ){ ( P P ) " }
= {P|—,...,— |f(expAd(h)(x, X, +---+x,X)) . (A.23)
Ox, Ox, (0

Por tanto, P es Ad(H)- invariante; en efecto, como

A.

EN©) = APN)0) y (E)0) = AAdRPNT)o)

entonces, A(P)=A(Ad(h)P) y P=Ad(h)P ya que A es inyectiva.

7 on = for(g)om=fomoL, = foL,.
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Si u=A(P)e D(G), entonces
u' (Aij) Ad(h) u= Ad(h) A(P)=A(Ad(h) P)=A(P)=u,

asi, u € D, (G). También,

W)g) = (AP )g) = {P[ai . ,i]f(g exp(x, X+t x,X,.))} -
X, ox,

x;=0

= Ef ()= (Ef o 7)(g) = (Ef )(g-0)

Asi, D, =F ya que f);? =uf = Ef. Por tanto, la aplicacién es suprayectiva.

Ahora se demostrard que D, =0 siy sOlo si u € D,,(G)ND(G)h. Para ello seran
necesarios el lema y el corolario siguientes.

En notacion, para cada d >0 se considera D?(G)= /I(Z S(9)) -

e<d

Lema A.3.2.9
D(G)=D(G)h® A(S(m)).

Mis alin, si D e D(G) y se descompone D =D, +D,, entonces D,, D, € D’(G).
Demostracion

Como A(S(g))=D(G), dado PeS(g) se demuestra por induccion que existe
Qe S(m) de grado menor o igual que el grado de P tal que A(P—Q)e D(G)h.

En efecto, si el grado de P es /, P es un campo. Por tanto, la afirmacion es cierta
ya que los campos se descomponen en parte vertical y parte horizontal.

Ahora se supone que la afirmacion es cierta para los P e S(g) de grado menor que
d y se prueba para un P de grado d.

En términos de las bases X,,...,X, de m y X

reloc

.,X, de b se supone que
P=Xo.. X",
Sie, ++e =0, setiene Q=P.

r+l

Sl er+1

+:--+e, >0, A(P) es una combinacion lineal en términos de )?a/ ~~~)~(ad ,
donde X, eh para algun i. Entonces, si a A(P)se le restan los términos de grado d

donde alglin X, €b (es decir, los elementos de D(G)h), como e, +--+e, >0 se

obtiene que todos los términos de grado d se cancelan y asi, se tiene un elemento de

D*(G) ; por tanto,
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A(P)-D e D(G)y para algin D e D*”'(G).
Aplicando la hipoétesis de induccion a D, se sigue que existe Q € S(m) de grado
menor o igual que d—1 tal que A(Q)—D e D(G)h; asi,
AMP)-D—-A(Q)+D=AUP-Q)e D(G)h
y se obtiene la descomposicion buscada.

Ahora se probara que la suma es directa. Para ello, sea P e S(m) distinto de 0. Por

(A.11) A(P) e D(G)h vy, por otro lado, existe una funcion f’(x,,...,x,) tal que

0 0 |z

Entonces, eligiendo f e C*(G/H) tal que

f((exp(x, X, +++x,.X,)) = £ (x,,....%,)

para x, suficientemente pequeflo, se tiene

APYf o7)(e) = APYF)(e) = {P[ai . .,ijf(exp(x,x, bt X, »} -
X, Ox,

>

0 0\ 0 0 |
:{P(a—x],...,aTr]f(xl,...,xr)}x._g Z[P(a—x],,a—nyfJ(o)io

Puesto que, D(G)h y A(S(m)) son invariantes por Ad;(H), debido a la reducti-
vidad se deduce que:

x;=0

Corolario A.3.2.10

Si I(m) es el conjunto formado por los elementos de S(m) que son Ad (H) -
invariantes, entonces

Dy (G) = (Dy (G) N D(G)h) ® A(I (m)).

Demostracion

En efecto,

D, G =D,GD(G)=(D(G)h® AS(m))) "\ D,G = (D, G D(G)h) ® A(I(m)).
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Ahora se puede finalizar la demostracion del Teorema A.3.2.8. En efecto, sea
ueD,(G) tal que D,=0. Aplicando el Corolario A.3.2.10, se tiene que u=u,+u,
donde u, =A(P,) con P, el(m). Ademas, por ser la suma directa D, =0 y D, =0.

Por reduccion al absurdo, se ve que u, =0. Si no lo fuera, existiria f € &(G/H)

tal que u, f #0, entonces (/5;7 )#0 y, por tanto, D, #0, lo cual contradice la afir-
macion anterior.

Asi, u,=0y u=u, € D,GND(G)Y. En particular, u € D(G)h y como D, e D(G/H),
se obtiene que D, =0.

Usando el Teorema A.3.2.8 y el Corolario A.3.2.10, se obtiene el resultado siguiente:

Teorema A.3.2.11

Sea G/H un espacio homogéneo reductivo. Entonces, la aplicacion 0> D,y es

una biyeccion lineal de I(m) sobre D(G/H). Mas explicitamente, si Q € I(m),

0o o

(D0 fNg-0)= I:Q[_ jj(g exp(x, X, +--+x.X)) |(0).

Ox, Ox,

Ademés, aunque la aplicacion O — D, ,, no es en general multiplicativa (salvo

cuando D(G/H) es un algebra conmutativa), se tiene que

D;pey = DaryDiey + Dicoys

donde Qe l(m) es de menor ¢ igual grado que la suma de los grados de P, y P,.

Ademas, a partir de este Teorema y utilizando el método de induccidn se obtiene:

Corolario A.3.2.12

Si I(m) tiene un sistema de generadores finito P,...,P y se denota por D, el

operador D, , entonces, cada D e D(G/H) puede ser escrito como:

(B)>

_ n n
D=3 a, DD
(n)



ANEXO B.

El objetivo de este apéndice es desarrollar las pruebas que han sido omitidas a
lo largo de los capitulos 2, 3 y 4 con el propdsito de facilitar la lectura de este libro.

B.1. CALCULOS CORRESPONDIENTES AL CAPITULO 2

Demostracion del Lema 2.3.3.1.3

Dado el sistema de valores propio maximal (@,0°,0,07), donde O = e ,0=06’
y, tal que SU, =0QU,, SU,=0U,, SU,=0U, y SU, =6U,, se sabe que los tnicos cam-
bios de base que conservan ésta propiedad solo pueden ser de tres tipos: proporcionalidad
6 combinacién lineal de U, y U, 6 combinacion lineal de U, y U,.

Recordar que debido a los Lemas 2.3.3.1.1 y 2.3.3.1.2, se tiene
gU,U)=veC, gU,U)=a’>0, acR  gU,U)=b’>0, beR,
que el resto de relaciones posibles son cero Yy,
W, U,)=aU,+p0,, T@O,0)=au,+pu, y TU.U)=0, jk=12

donde a,f € C no se anulan simultdneamente.

Si se realiza primero el cambio de proporcionalidad dado por

U;:fUn U;:fUz

UEX
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se obtiene facilmente que
gWULUN=1,  gWU,U)=1, gWU.U)=%=VeC,
TWULU) =40, + pU,) =40+ LU, =a'U; + pU,
y, que el resto de relaciones siguen siendo cero.

Si ahora se realiza el cambio dado por

—/U/ _/Uv
U[": a 1 + IB 2 s U;!
P p

_-pU;+al,

2 b

1=

donde p’ =a'a’+ 6 >0, se sigue de manera inmediata

"oy i 1 a e rrn
g(UnU]):]: g(UzaUz):?: T(UnUz):U]:

y que el resto de relaciones son nulas. Si para finalizar se denota U/ por U,, i=1,2,
se obtiene el resultado buscado.

_ _ ] _
g}, Uy =0 yaque, g(U,,U;)=—(&"v'— B"*V") yasi,cuando v =0, como v' = Lb ,
P a

se obtiene v'=0 y, por tanto g(U/,U7)=0.
Sin embargo, si v # 0 hay que ver que existen ' y B tales que &@’v'— V' =0.
En efecto, si &'=qa,+ia,, f'=p,+if,, y v'=a'+ib’, analizando el sistema
ald -ald +2baa, - Bia + Bia + 20 8,5, =0
alb' —a;b' - 2d'a,a, + Bib - Bib' +2d' 8,3, =0

con Mathematica©, se obtiene:

e Solucién 1.

_ a/ [a/Z +bv2a2 _(azz +b/2)ﬂ2
b

_ Na?+b a,-d' B,
! b'\/(l'2+b’2 ﬂ[: 3

br

¢ Solucién 2.

_avNa”+b’a, +(a” +b")p, Na” +b%a,+d' B,

o, = 5 -
! b/\/a/2+b/2 ﬂl br

UEX

H

e Solucién 3.

268



ESPACIOS S-SIMETRICOS

a,=- abla; +y-a"(a” +b")a; p, 5 —J-a"(@” +b")a; +a'b' B,
1= s _

12 1 2 ’
a“a, a’

e Solucién 4.

_ —d'ba; ++-a"(a” +b"”)a; B, b = J=a’ (@’ +b?)a; +a'b’ B,
- 1

> - 12 >

4 12
a a, a

1

Como v'=a'+ib"#0, se analizan los casos siguientes:

a'=0 y b'#0. En este caso, para cualesquiera «, y /f,, usando la solu-

cion 1 6 la 2, se obtiene el valor de «, y f,. Asi, existen «' y f' tales que
a’v-pv=0.

a'#0 y b'=0.Eneste caso, paracualesquiera &, #0 y f3,, usando la solucion
3 6 la 4, se obtienen @, y f,. Asi, existen o’ y ' tales que &@’v'— "V =0.
a'#0 y b #0. En este caso se puede aplicar cualquiera de las dos situaciones

anteriores. Asf, existen o' y S’ tales que a'’v' -7V =0.

Por tanto, g(U],U7)=0.

Demostracion del Lema 2.3.4.1.14

En efecto, se puede encontrar z ya que:

— Si v=0, no se modificaria ni T ni g al tomar cualquier zeC .
— Siv=if donde <0y vi<I;esdecir, -I1<f<0Yy,sebusca z=a+ib
tal que zv=if', 0<p'<1y |z|=1, se tiene que, como

zv=iaf+bf=if ,siysolosi, af=p"y bpf=0,
que b=0y a=+1.Y, como si a=1, entonces S’ <0, se tiene que z=—1.

— Siv=a#0eR donde v <1;esdecir, -I<a<]IYy,sebusca z=a+ib tal
que zv=if', 0< ' <1y |z|=1, se tiene que, como

zv=aa—iba=if', siy solosi, aa=0 y —ba=f',

que a=0y b=%/.Y,comosi -I<a<0 y b=-1, entonces S'<0, se tiene

UEX

que si —/<a <0, z=i.Sin embargo, como en el caso de que O<a <y b=1,

se tiene que B'<0, se concluye que si O<a <1, z=—i.

— Siv=a+if donde a#0, p#0 y vii<l;esdecir, a’+p° <1y -I1<f<0
y, se busca z=a+ib tal que zv=ip', 0<p'<1y |z|=1, se tiene que, como
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zv=(aa+bp)+i(af-ba)=if'
siy solo si

) (2)
ac+bf=0 y af-ba=p",

A
que, ahora, hay que encontrar a y b tales que satisfagan (1), (2) y @’ +b° =1. De (3) se
sabe que a=Cos¥Y y b=Sen¥ vy, aplicando esto sobre (1) se obtiene que

\P_Se”‘P: a

" Cos¥ p

b
a
Por tanto, si a=0 6 b=0, se tiene que =0 6 a =0, lo cual no puede ser. Asi, a #0
y b#0 y,por (3), b=+l y a#=*l, por tanto, ¥ # kz, k=0,1,... Asi, se cumple (1) y
(3), ahora se ve cuando se cumple (2). Si en (2) se toinan ay b tales que bla=—-a/p
se obtiene que (B’ +a’)a=pFB'. Ahora, como 0<(B°+a’)<Il y se puede tomar
—I<a<0 (en efecto, si ¥ es tal que 7Tg¥ 3 y Cos¥ >0, entonces ¥ +7 cum-
ple que Tg(‘l’+7r):—ﬁ y Cos(¥+7)<0, asi, se tomaria como ¥ a ¥'=Y¥Y+r),
se obtiene que —/<(8° +a’)a<0 vy, asi, que —1< BB <0. Como —I< <0, se con-
cluye que 0< B'<1 como se queria. Concluyendo, en este caso se toma z=a+ib tal

que bla=-a/B, -1<a<0 vy, tal que a=Cos¥, b=Sen¥ y Tg‘Pz—%.
Demostracion del Lema 2.3.4.1.19

Como R=0 se ve que R=0. Para ello, se usan las identidades del Lema 1.2.1.9
y del Lema 2.1.3, que son:

R,(X,V)=R,(X,V)+[Dy, D1+ Dy . (B.1)

2g,(D,X,Z)=g,(T(X.Y),Z)+g,(T,(X,2),Y)+g,(T,(Y,Z),X) (B.2)

para todo X,Y,Z eV . Ademads, se tiene que IéO(X,Y) =0, paratodo X,Y eV vy, que si
fu(X,Y):O para todo X,Y eV, entonces D =( para todo X,Y eV .

T,(x.Y)
Si se considera U, :(1/\/5)()(]. +iY;), j=1,2, se tiene, que si se quiere calcular,
usando (B.1), R(X,Y) para X,YeV:(X,,Y],XZ,YZ,W>, X #Y, en primer lugar se

necesita conocer la expresion de g y 7T en funcion de la nueva base y, el valor de
D, .D,, j=12.
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Sustituyendo y desarrollando el valor de U,, j=12,en (2.32) y (2.33), facilmente
se obtiene que:

T(X,,X,)=T(,,Y,)=1(X,,Y,) =1(Y,,X,) =0,
T(X,Y)=0, j=12, T(X,.W)=pY,, (B.3)
T, W)=pX,, T(X,,W)=-pY,, TX,W)=-pX,,

g(X,, X,)=g(Y,Y,)=g(X,1))=g(Y, X,)=0, gW.W)=1,
g(stYj)ZOs j=],2: g(X,,W)Zg(Y],W):O, j=1,2> (B.4)
gX, X)) =g(V.Y))=1/2, g(X,.X,)=g(Y,.Y,)=b"[2=1/2,

Por otra parte, usando (B.2), se obtiene que:

D, =D, =D, =D, =0. (B.5)

En efecto, si se tienen en cuenta (B.3) y (B.4) y, se desarrolla (B.2) tomando los
valores ¥ = X, X=X,,j=12y ZeVz(X,,YI,XZ,YZ,W>, se obtiene que DX,X] =0,
j=12,sisevuelveadesarrollarcon Y = X,, X =Y, j=12yZeV =(X,.Y,X,,Y,, W),
se obtiene que D, Y, =0, j=1,2 y, desarrollandolo por ultima vez con los valores
Y=X,, X=W,yZeV =<X,,YI,X2,Y2,W>, se obtiene que DX,W =0. Asi, se concluye
que D, =0. El resto se demuestran de manera analoga.

Por tanto, desarrollando (B.1), para los distintos X,Y €V :<X Y, XZ,YZ,W> tales

ARV Al

que X # 7Yy, sustituyendo los valores dados por (B.4) y (B.5), se obtiene que R(X,Y)=0
para todo X,Y e Vz(X,,Y,,XZ,YZ,W>, tal que X #Y.

B.2. CALCULOS CORRESPONDIENTES AL CAPITULO 3

Demostracion del Lema 3.4.1.1

En efecto, si se supone que T(X,,X,)=a,X,+a,X,+a,X,+a,X,+a, X,y se aplica
(3.10) entonces,

. G
a,=g(T(X,X,),X)) = —g(T(X,,X),X,)=0

UEX

3.10)

a, =g(f(X1,X2),X2)( = _g(f(Xz’Xz)aXz)

y, por tanto, T(X, X,)=a,X,+a,X,+a,X,. De forma andloga, si se supone

T(X,,X,)=bX,+b,X,+bX,+b,X,+b,X, y se vuelve a utilizar (3.10) entonces,
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3.10)

b, = g(f(x,,xj),x,)( = —g(T(X,,X,)),X,)=0
by = g(F(X X)), X) = —g(F(X,, X),X,)=a,
b= g(F(X,, X).X,) = ~g(F(X,,X,).X,)
y, asi, T(X,,X,)=-a,X,+b,X,+bX,. Analogamente, actuando sobre T(X,,X,),

T(X19X5)7 T(X27X3)7 7‘:‘(‘X727X'4)7 f(X27X5)7 f(X3’X4)7 f(X3’X5) y T(X4’X5) se
obtiene (3.12).

Demostracion del Lema 3.4.1.2
Si se aplica (3.3) sobre (3.12) se obtiene, por una parte que
A, (T(X,, X)) =T(4,X,, X,)+T(X,,4,X,)=0
y, por otra, que
A, (T(X,, X)) =4,(a, X, +a,X,+a;X;)=0.
En este caso, no se obtiene ninguna condicion sobre los pardmetros a,, i=3,4,5,

pero si se aplica este procedimiento sobre 7(X,,X,), debido a la ortogonalidad, se
obtiene que ¢, =d; =0 ya que, por una parte

A]z(f(Xva)) :f(AIZXI’X3)+f(X1’A12XJ) :f(X29X3) =a, X, +c, X, +d;X;
y, por otra,

A]z(f(X1=X3)) =4,(-a;X, +b,X,+b;X;)=a,X, .

Analogamente, actuando sobre f(X,,X4), f(XI,X5), f(XZ,Xj), f(XZ,X4),
T(X,,X,), T(X,,X,), T(X,,X;) y T(X,,X,) sesigue tambiénque b, =b; =c; = g, =0.

Por tanto, sustituyendo en (3.12) el nuevo valor de estos parametros se obtiene (3.14).
Demostracion del Lema 3.4.1.5
Como (WI W, >:<Y1 +iY,,Y, —iY, >z||YI "2 +||Y2 "2 se tiene que

(w, 7, V=2 siysolosi v, [ =1=|r . (B.6)

UEX

Como <WZ M, >:<Y3 +1iY,,Y, —iY, >=||I’3 ||2+||Y4 "2 se tiene que

(W, 7,y =2 siysolosi v, [ =1=|r,[ . (B.7)
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P um

Como <W, W, >:||Y, "2 +2i<Y, .Y, > "Y || < .Y, > se tiene que

<WI,W,>=0 si 'y solo si <Y Y>

Como (W, 1, )=, [ +26(x, 1, )|, [ = 2i(¥,.%, ) se tiene que
<W2,W2>=0 si y solo si <Y4,Y3>:0.

Y, como
(W, )= (¥, +i,.%, +0, ) =(¥,.¥, )= (%, ¥, )+i((¥,.7, ) +(¥,.7, ),

(7. )= (03, =i )= (1, e (v 0 (17 )=(, 00

se tiene que

~
~

(B.8)

=0
, (B.9)
by

donde, resolviendo los sistemas de ecuaciones que se obtienen a partir de las ecuaciones
(B.8) y (B.9) se tiene que

<W1,W2>:{) siy solo si

~
~

<W1,VI72>:0 si y s6lo si

S~ S~
~
~

RS
+

— T~
~
~

L L

1] 1l

S S

NI

r.Y

(. )=, 7, ) =0 sivy solosi (1,5, ) =(Y,.Y, ) =(¥,. %, ) =(¥...Y, )} =0.

Demostracion del Lema 3.4.2.1

Esta demostracion se realiza de una manera sistematica. Se comienza analizando
los endomorfismos de rango 2 y después se extiende el estudio a los de rango 4.

Asi, se comienza realizando el estudio sobre los endomorfismos 4., i#j,
i,j=12,3,4.
Como
Ay (T(X, X ) =T(4, X, X )+ T(X,,4,X)), i#],i,j=1234,5,
AIZ(g(Xiij)):g(AIZXi:VXj)Jrg(Xi’A]sz)a i,j21525394555

se verifica 4,,-T=A4,,-g =0y, por tanto, 4,,€h.

UEX
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Como

AX :A13(f(X1aX4))¢f(A13X1sX4)+f(X1>A13X4):07

se tiene que A,,-T #0. Y, si se buscan los posibles endomorfismos de rango 4 de la

forma A,;+ A4, ,i#j,i=2,3,4, j=1,2,4 tales que paralelicen la torsion y la métrica,

i
se obtiene que (4,;+4,,)-T=(4,+4,)-g=0 si ysolosi A=p en (3.17) y, que el
resto de posibles endomorfismos siguen sin satisfacer las propiedades buscadas. Por
tanto, B=A,;;+4,,€b si ysolosi A=p en (3.17).

Como

_2X5 :A/4(f(XnX3))¢f(A14X19X3)+f(X17A14X3):0,

se sigue que 4,,-T#0.Y, si se buscan ahora los posibles endomorfismos de rango 4

de la forma 4,,+4,., i#j, i=2,3,4, j=1,2,3 tales que paralelicen la torsién y la

ijo
métrica, se obtiene que (4, +4,,) T =(4,,+4,,)-g=0 siysolosi A=p en (3.17)y,
que el resto de posibles endomorfismos siguen sin satisfacer las propiedades buscadas.
Por tanto, C=4,,+ 4,,€h siy s6lo si A=p en (3.17).

Como

AX; = Az}(f(Xz’Xz:)) #* f(Az,?X2’X4)+f(Xz’Az,?X.«) =0,

se tiene que A,,-T #0. Si se buscan los posibles endomorfismos de rango 4 de la for-

ma A,,+A4,,i#j,i=13,4, j=12,4 tales que paralelicen la torsion y la métrica,

i
se obtiene que (A, +4,,)-T=(4,,+4,)-g=0 siysolosi A=p en (3.17) y, que el
resto de posibles endomorfismos siguen sin satisfacer las propiedades buscadas. Pero, a
diferencia de los endomorfismos anteriores, en este caso no se aflade ningun endomor-

fismo nuevo a ) ya que, 4,;+4,, =—(4;,+4,,) y este ultimo ya ha sido considerado.
Como

“AX, = A, (T(X,, X)) #T(A4,,X,, X,)+T(X,,4,,X,)=0,

se tiene que 4,,-T # 0. Si se buscan los posibles endomorfismos de rango 4 de la forma
Ay + Aij d
obtiene que (4,,+4,,)-T=(4,,+4,,)-g=0 siysolosi A=p en (3.17) y, que el resto

i#j, i=134, j=1,2,3 tales que paralelicen la torsion y la métrica, se

de posibles endomorfismos siguen sin satisfacer las propiedades buscadas. Pero, como
este endomorfismo ha sido obtenido anteriormente, como en el caso anterior, no se
afnadird ningiin endomorfismo nuevo a .

Como
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Ay (T(X, X)) =T(A, X X )+T(X, A, X)), i<j, i,j=1234,5,
A (g( X, X)) =g(4, X, X )+ g(X,, 4, X)), i<, i,j=12,3,4,5,

se sigue 4,,-T=A,,-g=0 vy, por tanto, 4, €b.

Demostracion del Lema 3.4.2.2

Para calcular la tabla de multiplicar de h=(4,,,4;,,B8,C) donde, B=A4,;,+4,, y

4>
C=4,,+4,,, se considerara en primer lugar que

A, 4, 1=a,4,+a,4,,+a;B+a,C, a,eR, i=1,...,4,
B,A,]=bA,+b,A,+b;B+b,C, beR, i=
CA,Z] A, +c,4,,+¢c;B+c,C, c;eR, i=

A, 1=dA,+d,4,,+d;B+d,C, d eR, i=1,...,4,
CA34] eAd,+ed,+e;B+e,C, ¢eR, i=1,...,4,
Cl=fiA,+ [, A, + B+ f,C, ffeR, i=1... 4.

y seguidamente, aplicando las identidades anteriores a los diferentes elementos de
la base ortonormal se ira obteniendo el valor de los coeficientes indeterminados. En
efecto, de

(4,4, )(X) =(a, 4, +a,4;, +a;B+a,C)X,)=a, X, +a,X;+a,X,,
[AIZ’ A34](X1) = (A12A34 - A34A12)(X1) =0

se tiene que, como la base es ortonormal, a,=a;, =a,=0 vy, de
(4, 4;,0(X;) = (a, 4, (X)) = a, X, [A),, 4, )(X;) = (4,45, — A3, 4,,)(X5) =0

se obtiene que a,=0. Asi, [4,,,4;,]=0.

Continuando con este método se obtienen el resto de valores indeterminados y,
por tanto, (3.31).

Demostracion del Lema 3.4.2.7

Dada la base ortonormal {X,,X,,X,,X,,X,} de T M, se necesitan los resultados
intermedios siguientes para calcular las curvaturas seccionales y las raices de Ricci
buscadas.

Lema B.2.1

Si D denota el tensor diferencia entre la conexion Riemanniana y la canonica

V-V, se tiene que

UEX
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Dy X,=0, i=1234,5, DyX,=-%X,=-Dy X,, Dy X,=0=Dy X,
Dy X,=0=D, X,, Dy X,=%X,=-D, X,, Dy, X,=0=D, X,,
Dy X,=0=D, X,, Dy X;=-%X,=-Dy X,, Dy X,=-¥%X;=-Dy X,,
Dy X;=%X,=-Dy X,, Dy X;=-%X,=-D, X,.

Demostracion

A partir de la formula (3.7),

2g(D,X,2)=g(T(X,Y),Z)+g([(X,2),Y)+g(T(Y,Z),X),

y haciendo uso de la expresion de la torsion T dada en (3.17) se calculan las expresiones
indicadas en el enunciado de la forma siguiente.

5
Para cada par de indices fijos i, j se sabe que D, X, = szka y

k=1

G3.7) B - .
ak = g(DX/Xian) = %g(T(Xian)’Xk)+g(T(Xi9Xk)5Xj)+g(T(stXk)5Xi) .
Entonces, aplicando (3.17) se obtiene a,, k=1,...,5 y asi, el valor indicado de DX,XI..

Lema B.2.2

Si R denota el tensor curvatura Riemanniano, se tiene que

R(XIDXZ)XZ :(_ua+%)X17 R(X13X3)X3 :0:R(X19X4)X47
RIX, X)X, =2 X,, R(X,,X)X,=0=R(X,,X))X,, R(X, X)X,=2X

7 2

R(X, X)X, =(—vB+4)X,, R(X,X)X,=%X,, RX,X)X,=%4X,,
R(X,, X)X,=-2X,, RX,X)X,=2X, R(X,X)X,=0,

R(X,, X)X, =up+2)X,, R(X,X)X,=-2X,, R(X,,X)X,=0,
R(X,, X)X, =up-2)X,, R(X,X)X,=2X, R(X,X)X,=0,
R(X,;, X)X;=0, =234, RX,X,)X,=up+L)X,, RX,X)X,=2X,
R(X;,X)X,=0, R(X,X)X,=-2X,, R(X;,X,)X,=0, R(X,X,)X,=0,
R(X,, X)X,=0, R(X,X)X,=0, R(X,,X)X,=0, R(X,X)X,=0.

UEX

Demostracion

Para obtener estos resultados se aplica metdodicamente la formula (3.6),

R(X,Y)=R(X,Y)+[D,,D,]+D.

T(X,Y)?
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la expresion obtenida para R dada en (3.32) y (3.33), la expresion de la torsion 7 dada
en (3.17) y los resultados del Lema B.2.1.

Recordar que segun [K-N] dado o, = <X X /.> un plano dos dimensional de 7,M
generado por una base ortonormal, se define la curvatura seccional de este por

K(o;)=gR(X,;, X)X, X)).

i

Asi, utilizando el Lema B.2.2 se obtiene que las curvaturas seccionales en este caso son:

Lema B.2.2

K(o,)=g(R(X,,X,)X,,X,) = _ua+p71’ K(o,;)=0=K(o,,), K(O'15):pT=
K(O-B):():K(O-M)a K(O-zj):pTzs K(O-jzt):_vﬂ-‘r%’ K(O-35):lTZa K(O-45)ZZTZ.

Por otra parte, denotando por S el tensor de Ricci, se denominan raices de Ricci
a los valores propios del endomorfismo diagonalizable s:7,M — T M satisfaciendo
para cada X,YeT M que

S(X,Y)=(sX,Y)=S(Y, X).

Asi, para calcular las raices de Ricci, en primer lugar habra que hallar la expresion de la
matriz 4=(a;), i,j=1,...,5 asociada a s y luego diagonalizarla. Para ello, utilizando
el Lema B.2.2, las propiedades usuales asociadas a la curvatura R y las curvaturas
seccionales anteriores, se calcula cada componente de la matriz 4 mediante

5 5
a,=(sX,. X ) =S(X,. X )= Y R(X,. X . X, X)) = Y g(R(X,. X)X . X,).
k=1 k=1
Entonces, se obtiene que los elementos de la diagonal de 4 son

5
a, =Y g(R(X,, X)X, X,)=0+K(c,,))+K(c,))+K(c,)+K(0;5) =2 —ua,

k=1

ay, = K(0),)+0+K(0,,)+K(0,,)+K(0,5) =& —uat =2~ pir~',

ass :K(O'13)+K(0'23)+0+K(O'34)+K(535):L;_Vﬁ:l_zz_,alra

2

a, =K(0,))+K(0,)+K(0,)+0+K(0,)=4~vf=4~pir,

2

UEX

ass =K(0,5)+K(0,5)+ K(o5)+K(0,5)+0 zé(ﬂz +p2)

y, que el resto de las componentes de A son todas nulas. Por tanto, la matriz 4 ya esta

diagonalizada y se concluye que los valores propios de esta son "72— pAry &~ par

con multiplicidad dos y +(4°+p”) con multiplicidad uno.
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B.3. CALCULOS CORRESPONDIENTES AL CAPITULO 4

Demostracion del Lema 4.2.2.1

En efecto, bajo las hipotesis de este caso y dada la representacion real de la matriz

antisimétrica asociada a un endomorfismo F en la base ortonormal {X,}’, de V', se

tiene
0 —-a; -b;, —c
a; 0 ¢ b
by —¢; 0 —h|

se considera V'“ =V +iV y
U =X,+iX,, U,=X,+iX,. (B.10)

Asi, sobre el subespacio (U,,U,)cV’“, se tiene que F, denotada por F€, es la
transformacion dada por

FU,=iaU,-7U,,
1 sUr =7 2} (B.11)

FU, =yU,+ihU,,
donde y =b;+ic; y los valores propios asociados son
= 4iCas + ) + (<477 = (a, = b)) = ila, + k) + (477 + (a, = 7)),
1y =4[i(as +h) — (~477 = (@ = b)) 1= 4illa, + b))~ (477 +(a; = h)')']
los cuales, al ser imaginarios puros se expresaran como u, =ip, p, =il.
Nota B.3.1

Sobre el subespacio (U,,U,)c¥'“ los valores propios serian —ip, —id.

Se diferenciaran dos casos para continuar el estudio:

a) Si p= 21, resolviendo la ecuacién

UEX

(as +hy)+ (497 +(a; —h)’) = (a;+h,)— (457 +(a; —h)’)’

se obtiene a;=h; y b;=c;=0. Y, por tanto, la matriz asociada a F' ya seria de la

forma buscada.

b) Si p# A, como en el Subcaso B.2 del Apartado 3.4.1, se considera
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U =aU,+BU, tal que |, +|B =1 (B.12)

para i=1,2, como los correspondientes vectores propios complejos de x, y u, res-
pectivamente. A continuacion se analizara la forma exacta de los parametros «,, S,
i=1,2. Para ello, primero habra que calcular exactamente los vectores propios U, U,

asociados a u, y u, respectivamente.

* Para calcular U, hay que resolver el sistema
(F€ ~u,1d)U;)=0,
el cual tiene solucion distinta de la trivial si y solo si
p= (a5 +hy) (477 +(as = h))*).

Como p es de esa forma, si se considera el signo +, resolviendo el sistema se
obtiene que

a, = ("4 )(hs —a,)— (477 +(a; —h,)’)*) = (%4,) 4,

donde, 4, :—((hj—a5)—(4;77+(a5—h5)2)%)>(). Como ¢, f,€C, a,=a,+ib,
B, =c,+id, calculando a,, b, c,, d, de manera que |a, | +|B,[’=1 se obtiene que

1 1 1-d (1+",,)
a, :__(AICICj _A1d1b5) R b1 :__(AICij + A1d1C5) s C,2 ZIT/W. (B.13)
277 27 A+

Por tanto, dado d, se puede conocer c,, a, y b,. Pero, no todas las elecciones de

d, son vélidas ya que, como ¢, e R y ¢’ >0 entonces,

dle - A{ 7 A{ A :
A+ A+

» Para calcular U, es preciso resolver el sistema

(F = u,1d)U;) =0.

el cual tiene solucion distinta de latrivial siy solosi A = ()((a; + h, ) F (497 +(a; — h,)’ ).
Considerando entonces el signo — en A y, resolviendo el sistema, se obtiene que

a, = (7%%7)((1”5 —a;)+(4yy +(a;— h5)2)%) = (iﬁ%V)AZ

UEX

279



UEX

280

ARIAS-MARCO

donde, A, =—((h;—a,)+(4y7 +(a;—h,)’)?)<0. Como a,, f,eC, a,=a,+ib,,
B, =c,+id, vy, asi, calculando a,, b,, c,, d, de manera que |a, |  +|fB,|'=1 se obtie-

ne que
1 1 1-d (1+%))
a,= %(Azczcs —4,db;), b, = ﬁ(Azczbs +4,dyc), sz = (12+A—27477)%W . (B.14)

Por tanto, dado d, se puede conocer c,, a, y b,. Pero, no todas las elecciones de
d, son validas ya que, como ¢, eR y ¢,” >0 entonces,

1 1
U+ U+ )"

, €

Nota B.3.2

El cambio de base ortonormal se puede elegir con la propiedad de que d,=0,

d, =0; es decir, suponiendo que f,,, €R. Asi, en esta nueva base, las relaciones de
(B.11) se expresan como:

FU, =ipU,, FCU, =iAU,- (B.15)

Ahora, suponiendo
U, =X, +iX,, U, =X, +iX,, (B.16)
se sabe que {X;,...,X:} es una base ortonormal, debido a la aplicacion del Lema 3.4.1.5

como se realizo en el Subcaso B.2 del Apartado 3.4.1., y, también, que respecto a ella
nuestra matriz F tiene la forma deseada

0 —p 0 0
p 0 0 0
0 0 0 -2
0 0 A 0

donde, p#0 y A#0.
Ademas, a partir de (B.10), (B.12) y (B.16) se sigue
X;=aX,-bX,+c,X,-d X,
Xi* =b X, +a, X, +d X, +c X, B.17)
X, =a,X,-b,X,+c,X;-d,X,
X, =bX,+a,X,+d,X,+c,X,

b



ESPACIOS S-SIMETRICOS

donde a;=a,+ib;, B, =c,+id;, j=1,2 en (B.12) y, ademas, se pueden expresar los
elementos {X,}’, en funcién de los elementos {X;}/, ya que, {X,,...,X,} es una
base ortonormal.

Finalmente, teniendo en cuenta que

PU, = P(X,+iX,)= X, —iX, =—i(X,+iX,)=—iU,,
PU, = P(X,+iX,)= X, —iX, = —i(X, +iX,) = —iU,,

el operador curvatura P=4,,+ 4,, satisface que PU,=-iU,, PU,=-iU, entonces,

también se tiene PU, =—iU,, PU, =—iU, ; en efecto,

PU; = P(a,U,+ BU,) =—i(a,U, + BU,) = —iU,,
PU, = P(a,U, + BU,) =—i(a,U, + B,U,) =—iU,

y, como a partir de lo anterior se obtiene que PX,=X,, PX,=-X,, PX,=X,,
PX,=-X, entonces, P también conserva su forma con respecto a la nueva base orto-
normal {X;}/, de V'y se denota por P=4,,+4,,.

Demostracion del Lema 4.2.2.5
Si @=#pu y se supone que d, =d, =0, como {X,'}’, es una base ortonormal,
usando (B.17) y (4.14) se tiene que 7] =0 ya que,

(B.17),(4.14)

TNXT =T(X,. X)) = [(ab, —ab)r+(cid, —c;d))O1X] =

dj=d5=0 (B.17)

= [(@b —ab)rlXy = (X7, X)rX] =0.

Si, ademas, se supone que 7 =@ entonces, 7}; =0 pues

(B.17),(4.14)

X =T(X, X)) = Uaa+bb)r+(cic; +dd)O1X] =
= [(a,a,+b,b,)T +(c/c,)O1X; = [~(c,c;,)t+(c;c,)O)1X; =0,

t'=7#0 (en este caso sin suponer que d, =d, =0) puesto que

*k ko -~ ek ok (817)(4]4) * * * * ok ok
CXTHOX] =T(XT, X)) = (@) +(B))r+((c)) +(d))OIX, + DX, =

(317),(9:1) ok ok ok ok ok ok (T¢0)
= (X X)X X =X DX, 0

UEX

y, @ =0 =0 (en este caso tampoco se supone que d, =d, =0) debido al hecho que
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ok ok ~ Aok ok (BI7),(4.14) * * * ® o o
OX; +uX, =T(X], X)) = (&) +®B))7+((c;) +(d))ONX] +uX; =
(B.17),(0=1) (O=r20)

= (X X)X+ X =0X] +uX, # 0.

UEX
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NOTACIONES

Las principales notaciones utilizadas a lo largo de este libro son:

\%

\

I

@

[ x

ad, ad,
Ad, Ad,
Ad H
AM,V)

Aut(V)
o

C* (M)
cpP
CcH"
D(M)

La conexion de Levi-Civita sobre M.

La conexion canonica sobre M.

La norma del vector X eV .

La suma directa.

El producto semidirecto.

La representacion adjunta del algebra de Lie g.
La representacion adjunta del grupo de Lie G.
El grupo adjunto.

El grupo de Lie de todas las transformaciones afines de
(M,V) en si mismo.

El grupo de todos los automorfismos de V.

De clase infinitamente diferenciable.

El algebra de las funciones diferenciales sobre M.
Espacio proyectivo complejo n - dimensional.
Espacio hiperbolico complejo # - dimensional.

El algebra de Lie de todas las derivaciones de grado cero
actuando sobre J(M).

El campo tensorial diferencia de las conexiones V-V.

UEX

283



UEX

284

ARIAS-MARCO

D)

D

DM)
M)
D(G/H)
D(G)

D, (G)
D(G)h
D(G)
Diff (M ,0)

exp
e’ exp(4)
En

End(V)
S(V)
&(M)

E(M)
£,
-
F(M)

El espacio de las funciones en &(V) con soporte compacto
y contenido en V.

Operador diferencial.

El algebra de las funciones diferenciales sobre M con soporte
compacto; es decir C.(M).

El conjunto de las funciones en Z(M) con soporte en K,
cuando K < M es subespacio compacto.

El algebra de todos los operadores diferenciales G — inva-
riantes sobre G/H .

El dlgebra D(G/{e}).
El conjunto {D € D(G): D* =D paratodo he H}.
El conjunto

P):P=X%--X%eS(g),X,...X emX

(AR

El conjunto /1(2 S°(g)) para cada d >0.

e<d
El conjunto de los difeomorfismos o : M — M que mantie-
nen fijo el punto o.

LX, eb,r=

El elemento neutro del grupo de Lie G.

La aplicacion exponencial.

Denota Z(]/ nl)A" si A€ g es una transformacién lineal.
n=0

El espacio R" con la métrica euclidea.

El conjunto de los endomorfismos de V.

El espacio de las funciones diferenciables valuadas complejas
sobre V.

El dlgebra de las funciones diferenciales valuadas reales sobre
M; es decirC*(M).
El conjunto de los operadores diferenciales sobre M.

Diferencial de f: M — N, aplicacion entre variedades dife-
ren- cialesen peM .

Transpuesta de f. .
El anillo de las funciones diferenciables valuadas reales sobre M.

Transformacion antisimétrica del subespacio
V'=(X,,....X,)cV, dada por FX,=T(X,,X;), para
i=1,2,3,4.

Transformacion F sobre el subespacio (U,,U,)c V'
La accion de g € G sobre M.

Meétrica Riemanniana.
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1(g)
I°(E%)

I°(R)

]h(Rj’)

M)
%,(M)
(M, p)
(M)

<

J
JII°(EY)

Ker(A)

Transformacion antisimétrica del subespacio
V'=(X,,...,X,)cV, dada por GX, =7~"(X,.,X6), para
i=1,2,3,4.

Grupo de transveccion.

Variedad Riemanniana homogénea.

El conjunto de las matrices asociadas a los endomorfismos
de V.

El Grupo General Lineal actuando sobre R".

Algebra de Lie del grupo de Lie G. Ademas, g =V @ §.
Algebra de Lie de GL(V).

Algebra de transveccion. Ademas, g=m+£.

Suma ciclica.

El grupo simétrico de p letras.

Grupo de isotropia lineal en peG.

El plano hiperbolico n - dimensional.

Grupo de Heisenberg de dimension 7.

El algebra de Lie del grupo de Lie H.

Para k=0,1,..., denota el conjunto

{Aegl(V): A(g)= A(R)= A(DR)=---= A(D*R) =0}

La identidad.

El conjunto de los polinomios 4d(G) — invariantes de S(g).

. . , 3
Grupo de todos los movimientos euclideos en E° que con-
servan la orientacion.

Grupo de todas las transformaciones afines positivas sobre
el espacio R’(x,y,z) que conservan la forma diferencial dx? +
dy’ + dz’

Grupo de todas las transformaciones afines positivas sobre el es-
pacio R’(x,y,z) que conservan la forma diferencial dx* + dy* — dz’.

El grupo de las isometrias sobre (M, g).

El grupo conexo maximal de las isometrias sobre (M, g).
El grupo de isotropia de T(M) en p.

La componente unidad del grupo de las isometrias (M) .
Clase canonica de un espacio simétrico generalizado.

La estructura compleja sobre V.

El primer grupo de prolongacion de [° (Ej) actuando sobre el
fibrado de las esferas E° x S°(r).

El ntcleo asociado al endomorfismo A.
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K(o,)
4

NN we

R

og

SVI
S(V)
§"(V)

SL(n,R)
SL(n,C)

SO(p,q)

La curvatura seccional asociada al plano o, .

)
El algebra de Lie formada por todos los endomorfismos 4 de V°
que paralelizan la métrica y, los tensores de simetria y torsion.

La aplicacion simetrizacion en los apartados relacionados con
Operadores Diferenciales.

La translacion a izquierda por g € G .

Variedad diferenciable.

Variedad Riemanniana.

Variedad afin.

Una deformacion.

El complemento ortogonal de f) en g. Ademas, m=T M .
El origen de la variedad homogénea M = G/H .
Transformacion curvatura original.

La proyeccion candnica de G en ;.
Las proyecciones candnicas de Ven V.
Campo tensorial curvatura asociado a la conexién V.
Campo tensorial curvatura asociado a la conexion V.

La translacion a derecha por g€ G.

El plano proyectivo n - dimensional.

El espacio de las n — tuplas de nameros reales.

Anillo de polinomios.

El subanillo de R[X,...,X,] consistente en todos los poli-
no- mios Ad.(H) - invariantes.

Soporte de la funcion ¥ € D(V).
Simetria Riemanniana en x.

El campo tensorial de simetria.
La esfera n — dimensional.

El algebra simétrica sobre V.

El subespacio de S(V) formado por los polinomios homogé-
neos de grado m.

El grupo especial lineal real n-dimensional.

El grupo especial lineal complejo n-dimensional.

El grupo de matrices en SL(p+¢,/R) las cuales dejan in-
)4 ptq

variante —fo + Z X7
i=1

i=p+1
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SO(n,C) El grupo ortogonal especial complejo n-dimensional.
SO(n) El grupo ortogonal especial real n-dimensional.
SO(2), El grupo de todos los productos de matrices de la forma

Cost —Sent 0 Cosrt —Senrt 0
Sent  Cost 0 |x| Senrt Cosrt 0| donde, teR y
0 0 1 0 0 1

7 es un namero racional.

No# El grupo de todos los productos de matrices de la forma
1 0 ¢ Cosrt —Senrt 0
0 1 0|x| Senrt Cosrt 0| donde, te/R y r es un
0 0 1 0 0 1

namero racional.

Sp(1) El grupo de los cuaterniones unitarios.

SU(p,q) El grupo de matrices en SL(p+¢,C) las cuales dejan in-
variante —Zp:zlfi + pi Z'z".

SU(n) El grupo e;;ecial u;l}igiio n - dimensional.

sl(n,R) Algebra de Lie de SL(n,R).

so(n) Algebra de Lie de SO(n).

so(p,q) Algebra de Lie de SO(p,q).

so(n,C) Algebra de Lie de SO(n,C).

su(p,q) Algebra de Lie de SU(p,q).

su(n) Algebra de Lie de SU(n).

S Endomorfismo diagonalizable de )M asociado a S.

S El tensor de Ricei.

o, Plano dos dimensional de 7,M generado por la base or-
tonormal <Xl.,Xj>. »

2(0) El conjunto de relaciones caracteristicas asociado a (@,). =]

2, El conjunto de relaciones caracteristicas asociado al sistema

de valores propios denominado B.

> Sistema reducido de relaciones caracteristicas, asociado a
una s — variedad algebraica.
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M)
T,(M)
:;’(mi)([w)
3I(M)
U,,..,.U

U(p,q)

n

U(n)
u(n)
U()
(M)
14

VC
Vg SR T)
V(Q)
@)
Z(9)
Z(G)

Sistema reducido de relaciones caracteristicas, asociado al
sistema de valores propios denominado B y a una s — variedad
algebraica.

El grupo de las translaciones sobre R".
Campo tensorial torsion asociado a la conexion V.

Campo tensorial torsion asociado a la conexion V.
El toro llano Riemanniano de dimension dos.

El fibrado tangente asociado a M.
El espacio tangente asociado a pe M .
El médulo sobre F(M) de todos los campos tensoriales dife-
renciables de orden contravarianﬁe p y orden covariante q.
El algebra tensorial; es decir, Z Jra)(M).

La base de 7. P

El grupo de matrices en GL(p+¢,C) las cuales dejan in-

p o Ptq o
variante —ZZ’E’ + z zZ'z".
i=1 i=p+1

El grupo unitario n — dimensional.

Algebra de Lie de U(n).

El algebra envolvente universal de §.
El grupo de las transformaciones afines de M.
Espacio vectorial.

Espacio vectorial complexificado.

s — variedad algebraica.

Espacio propio de S en ¥ asociado al valor propio @, .

Sistema de valores propios de S.

El centro del algebra de Lie g.

El centro de D(G).
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