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What a fool can do, another can.
Silvanus Thompson, Calculus Made Easy

Prefacio

El propodsito de este libro es proporcionar una descripcion sencilla y prdctica de cierta clase
de métodos matematicos que son extraordinariamente tutiles para cientificos e ingenieros y que,
generalmente, son considerados “no elementales”. Mi idea rectora es que estas matematicas no
son dificiles si se explican con cuidado y se tienen en cuenta las dificultades conceptuales que
involucran. Para que las deducciones sean lo mas claras posibles no he dudado en ser parsimonioso
en los desarrollos matematicos. Sé que asi el texto pierde esa tersura de lo matematicamente
elegante ...que en tantas ocasiones desconcierta a los estudiantes. Por ello he preferido guiarme
por el principio de que, dado que las matematicas y sus conceptos son inicialmente complicados,
hay que ahorrarle en lo posible al alumno la tarea, a menudo mecénica y sin interés, de averiguar
como se llevan a cabo las deducciones.

Un modo muy efectivo de ensenar y aprender métodos matematicos es mediante ejemplos en
los que estos métodos se muestran en accién. Este procedimiento es usado con profusién en este
texto (hay mas de 110 ejemplos resueltos). También he incluido cuestiones y ejercicios sin resolver
(més de 80) como modo de reforzar la comprensién de lo expuesto y, en ocasiones, provocar la
reflexion del lector sobre las materias tratadas.

En la pagina web http://www.unex.es/eweb/fisteor/santos/mma puede encontrarse ma-
terial que complementa a este libro (esta direccién se abrevia en ocasiones mediante el simbolo
). He incluido cuadernos de Mathematica que tratan sobre algunos de los tépicos contem-
plados en este libro. También he incluido los cédigos fuente y los ejecutables de los programas
QBASIC con los se ilustran algunos procedimientos numéricos que se estudian en el capitulo 4.
Por dltimo, he anadido enlaces con otras paginas web que contienen material til relacionado con
lo que discute en este libro.

Las notas que los profesores del Area de Fisica Teérica de la UEx hemos ido confeccionando
durante afios para impartir la asignatura de Métodos Matematicos de tercer curso de Fisica
fueron la base sobre la que se ha escrito este libro. Si estas notas se han convertido finalmente
en libro se debe en buena parte a Héctor Sanchez-Pajares quien pasé a XTEXuna muy primera
version de las mismas. También es es gran medida fruto del &nimo y apoyo incansable de Andrés
Santos. Por ultimo, es de justicia recordar la paciencia y compresién con la que mi familia ha
soportado mis largas horas de ausencia durante su elaboracion.

Santos Bravo Yuste

santos@unex.es
http://www.unex.es/eweb/fisteor/santos
Badajoz, primavera 2005
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Capitulo 1

Problema de Sturm-Liouville

La teoria general de autovalores, autofunciones y desarrollos en autofunciones es una de las
parcelas mds ricas y profundas de la matemdtica moderna.
F. Simmons [Sim93]

1.1. Introduccidén

La tarea principal en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones
iniciales consiste en encontrar la soluciéon de una ecuacién diferencial dada que satisface ciertas
condiciones iniciales, es decir, encontrar la solucién que satisface ciertas restricciones (condicio-
nes) sobre el valor que esta solucién y sus primeras n — 1 derivadas (si la ecuacién diferencial
es de orden n) han de tomar para un mismo valor de la variable independiente (es decir, en un
mismo punto).

» Ejemplo 1.1
Se puede comprobar que la ecuacién diferencial
y"(z) +y(x) =0,

con las condiciones iniciales (en el punto x = 0)

tiene la solucién

<

En este tema, sin embargo, nos dedicaremos al estudio de problemas de condiciones de con-
torno (CC), es decir, buscaremos y estudiaremos aquellas soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias que satisfagan ciertas condiciones en los contornos del intervalo de definicién de la ecua-
cion. Para ecuaciones diferenciales ordinarias, el contorno lo constituyen los dos puntos extremos
del intervalo en el que la ecuacién ha de resolverse.
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» Ejemplo 1.2
Queremos encontrar la funcién y(x) solucién de la ecuacién diferencial
y"(2) + Ay(x) = 0,
definida en el intervalo [0, 7] que satisface las siguientes condiciones de contorno:
0)=0
oo . 90 =0,
y(m) = 0.
Es facil ver que para A = 1 este problema de contorno tiene la solucién
y(z) = Asenx,

siendo A una constante arbitraria. Sin embargo si, por ejemplo, tomamos el valor A = 2, podemos com-
probar que el sistema no tiene solucién distinta de la trivial'! y(x) = 0. Vemos asi que el valor de X es
determinante para que el problema de condiciones de contorno tenga solucién (distinta de la solucién nula
trivial, por supuesto).

<

En lo que sigue, nos centraremos sobre una clase particular de ecuaciones diferenciales de
segundo orden conocidas como las ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville cuyas soluciones
habran de satisfacer ciertas condiciones de contorno. Veremos que muchas de las funciones im-
portantes en Ciencia e Ingenieria —habitualmente llamadas funciones especiales— son soluciones
de este tipo de problemas (ecuaciones de Sturm-Liouville mas ciertas condiciones de contorno).
Ademds, como veremos en un tema posterior, los problemas de Sturm-Liouville aparecen de for-
ma natural al resolver las ecuaciones en derivadas parciales mediante el método de separacién de
variables.

1.2. Ecuacién de Sturm-Liouville

1.2.1. Definicion de la ecuacidn de Sturm-Liouville

Sea la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden lineal y homogénea

4o [P @] + @) o) + 3@ yt) =0 (11)

definida en el intervalo cerrado [a, b], donde:

» p(z),p () = dgff) ,q(z),7(x) son funciones reales y continuas en [a, b].2

» p(z) y r(x) no cambian de signo en el intervalo a < x < b. Tomaremos por convenio (y sin
pérdida de generalidad) r(x) > 0, excepto, quizés, en puntos aislados en los que r(x) = 0.
A la funcién r(x) se la conoce como funcién peso.

= )\ es un parametro arbitrario.

Bajo estas condiciones, la ecuacién (1.1) es una ecuacion de Sturm-Liouwville.

!Trivialmente, toda ecuacién diferencial lineal definida sobre el intervalo [a,b] con condiciones de contorno
y(a) =0, y(b) = 0, tiene a la funcién nula y(z) = 0 como solucién. Esto es trivial, de modo que a esta solucién se
la llama (jcémo no!) solucién trivial.

2La condicién de continuidad en el contorno, es decir en = a 0 en = b, puede no satisfacerse en ciertos
problemas de Sturm-Liouville singulares (que se tratan en el apartado 3 de la pdgina 4). Por ejemplo, g(z) ~ 1/x
en el problema de Bessel definido en el intervalo [0,b > 0] (véase la seccién 2.8.8, pdgina 145).



1.2 Ecuacién de Sturm-Liouville 3

1.2.2.  Definicién del problema de Sturm-Liouville

Se llama problema de Sturm-Liouville al problema de condiciones de contorno constituido por
una ecuacién de Sturm-Liouville mds ciertas condiciones de contorno homogéneas® conocidas
como condiciones de contorno de Sturm-Liouville.

Condiciones de contorno de Sturm-Liouville

Sean ciertas condiciones de contorno homogéneas en © = a y x = b. Si para dos funciones
cualesquiera, f(x) y g(z), que satisfacen estas condiciones de contorno se verifica que?

* b
o) [r@f - s |} =
p)7°(6) ') — 9(0) 5/ (0] — p(a) (@) (@) — g(a) [ (@] =0, (1.2

entonces a esas condiciones de contorno se les llama condiciones de contorno de Sturm-Liouville.
Estas condiciones de contorno se clasifican en tres clases, dando lugar a tres clases de problemas
de Sturm-Liouville:

1. Problema de Sturm-Liouville periédico/Condiciones de contorno periddicas
Las condiciones de contorno para este caso son

{y(a) = y(b), (1.3)
y'(a) =y'(b),
y, ademds, ha de verificarse que

p(a) = p(b). (1.4)

Es facil de ver que esta ultima condicién, que por supuesto no es condiciéon de contorno
sobre y(z), es necesaria para que (1.2) se verifique. En efecto, sean f(z) y g(z) dos funciones
que satisfacen las condiciones de contorno anteriores. En este caso

fHa) = fr(b), gla) = 9(b),
fa) = fr(0), g'a) = 4g'b),
y por tanto
p(a) [f*(a) g'(a) = g(a) f*'(a)] = p(b) [f*(b) g'(D) — g(b) f*'(D)]. (1.5)
En este caso la relacién (1.2) se verifica trivialmente, tal como queriamos demostrar.
2. Problema de Sturm-Liouville regular/Condiciones de contorno regulares

Estas condiciones de contorno (llamadas condiciones de contorno regulares) son de la forma

1.6
ﬁly(b) + /82y/(b) = Oa /817 52 € Ra ( )

donde ni a1 y ag son ambas cero, ni tampoco 31 y (2 son las dos cero.

{aly(a) +agy'(a) =0, a1,00 €R,

Hay dos subtipos especiales de condiciones de contorno regulares:

3Sea {f;} un conjunto de funciones que satisfacen una cierta condicién de contorno. Decimos que esta condicién
de contorno es homogénea si cualquier combinacién lineal de las funciones f; satisface también esta condicién de
contorno.

4E] asterisco al lado de un simbolo representa su complejo conjugado: f* = ¢ — id siendo f = ¢ + id. Por
supuesto, ¢ es la unidad imaginaria.
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» Condiciones de contorno de Dirichlet. En este caso g = S = 0, con lo que (1.6) toma

la forma
y(a) =y(b) = 0.
» Condiciones de contorno de Neumann. Aqui ap = 51 = 0, y por tanto (1.6) se reduce
a

y'(a) =y'(b) =

Vamos ahora a demostrar que si dos funciones f
contorno (1.6), entonces se verifica la relacién (1.2

a1 f(a) +azf'(a
a1g(a) + azg'(a) = O.

Tomamos el complejo conjugado de la primera ecuacién para obtener el siguiente sistema
de ecuaciones

(z) v g(z) satisfacen las condiciones de
). Si f y g satisfacen (1.6) se tiene que
) =

arf*(a) + azf(a) =0,
arg(a) + asg’(a) = 0.
Dado que a1, a2 no son cero simultaneamente, debe ocurrir que
* *x/
T = r@dta) - (e gla) =0 (1.7)
para que la solucion del sistema sea distinta de la solucién trivial a; = ag = 0. Procediendo
de igual modo en el punto x = b se obtiene

fr(b) g'(b) = £'(b) g(b) = 0. (1.8)
Obviamente, los resultados (1.7) y (1.8) hacen que, tal como queriamos demostrar, se sa-
tisfaga la relacién (1.2)

3. Problema de Sturm-Liouville singular/Condiciones de contorno singulares
Quizas el modo més correcto de definir las condiciones de contorno singulares es diciendo
que son las condiciones de contorno de Sturm-Liouville, es decir, aquellas que hacen que
(1.2) se verifique, y que no son ni regulares ni periédicas. Estas condiciones suelen involu-
crar intervalos infinitos o semiinfinitos, o funciones p(x) que se anulan en los contornos, o
coeficientes de la ecuacién de Sturm-Liouville que se hacen infinitos en un contorno® (en
x = a, por ejemplo) o en los dos contornos, o bien condiciones que exigen que en los con-
tornos la solucién buscada sea continua, o acotada, o que diverja (vaya a infinito) de un
modo més lento que determinada funcién.b

Por ejemplo, supongamos que a y b son finitos y que
p(a) = p(b) = 0. (1.9)

Entonces * = a y x = b son puntos singulares’ de la ecuacién de Sturm-Liouville (1.1),
como es evidente sin més que reescribir (1.1) asi:

y”(I)qu/(x) /($)+ q(z) ( )+)\T('§;y($) 0.

p(z) p(x)

X
p(z)”

5Un ejemplo es la ecuacién de Bessel en z = 0.

5Un ejemplo de esta tltima posibilidad se da en la ecuacién de Hermite: véase la ecuacién (2.139), pagina 115.

"Se dice que xo es un punto ordinario de la ecuacién y” (x) + P(z)y (z) + Q(x) = 0 si P(x) y Q(z) son analiticas
en zo (es decir, si tienen un desarrollo en serie de potencias valido en algtin entorno de zo). En este caso, la solucién
y(z) es también regular (analitica) en este punto. Al punto que no es regular se le llama punto singular. Puede
encontrarse una discusién accesible sobre las soluciones de ecuaciones diferenciales en torno a puntos regulares y
singulares en las secciones 28, 30 y 31 de [Sim93].
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Esto significa que, en general, las soluciones serdn también singulares en estos puntos. Pues
bien, en el problema Sturm-Liouville singular que estamos considerando estamos interesados
sélo en aquellas soluciones que sean regulares en todo el intervalo finito [a, ] (incluyendo
los extremos = = a, x = b). Esto significa que f(z), f'(z), g(z) y ¢'(x) existen y son finitas
en x = ay x =b. Es ficil ver que en este caso, la ecuacién (1.2) se verifica trivialmente.
En efecto, es evidente que

p(a) [f*(a)g'(a) — g(a) f*'(a)] =0,

p(b) [F*(6) 9'(6) — 9(b) £/ (B)] = 0,
puesto que p(a) = p(b) =0y f(z), f'(z), g(x) y ¢'(x) son finitas en x = a y x = b al ser
funciones regulares en estos puntos. Por consiguiente, también en este caso, se verifica la
ecuacién (1.2). En definitiva, encontramos que las condiciones de contorno singulares

p(b) ;0: (1.10)

y(z) regular en = a, b,

son condiciones de contorno de Sturm-Liouville.

> Ejercicio 1.1

Otro ejemplo de condiciones de contorno singulares es

p(a) =0,
y(z) regular en x = a,

p(b) # 0,
B1y(b) + B2y’ (b) = 0.

Justifica que si dos funciones [ y g satisfacen estas condiciones de contorno entonces la relacion
(1.2) se satisface.

» Ejemplo 1.3

La ecuacién de Legendre (1 — 22)y”(z) — 2xy'(z) + My(z) = 0, con —1 < 2 < 1 es una ecuacién de
Sturm-Liouville singular en x = £1 cuyas soluciones son también, en general, singulares en x = +1.
Por tanto, si imponemos la condicién de contorno de que la solucién sea regular en los extremos
x £ 1, entonces, en general, el problema no tendra solucién. Decimos “en general” porque para
determinados valores de A, en concreto, para A =[(I+1) con [ =0,1,2---, la ecuacién de Legendre
s tiene solucién regular en x + 1 (pueden encontrarse mds detalles en la seccién 2.3.1, pagina 79).
Estas soluciones son polinomios, conocidos como polinomios de Legendre, que se estudiardn en la
seccién 2.3.

> Ejercicio 1.2

Comprueba que el polinomio de Legendre P;(z) = §(3z2 — 1) es una solucidn regular de la ecuacién
de Legendre cuando \ = 6.
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En los tres tipos de problemas de Sturm-Liouville que acabamos de discutir sélo existe so-
lucién (distinta de la trivial) si el pardmetro A toma valores restringidos a un cierto conjunto.
A estos valores se los conoce como autovalores y a las soluciones correspondientes se las llama
autofunciones.

» Ejemplo 1.4

Queremos resolver el problema de Sturm-Liouville

y"(x) + Ay(z) =0, (1.11a)
con las condiciones de contorno
cc: O =0 (1.11b)
y'(m) = 0.

Es decir, queremos encontrar todos los valores posibles (autovalores) de A que hagan que la ecuacién
(1.11a) tenga soluciones (autofunciones) que satisfagan las condiciones de contorno (1.11b). Por supuesto,
también queremos hallar cudles son estas autofunciones.

Las condiciones de contorno (1.11b) son regulares con ag = 1 = 0y a3 = B2 = 1. Por tanto, éste es un
problema de Sturm-Liouville regular en el que

p(z)
q(x)
()

I
—_ O

7
9

Vamos a discutir por separado los casos en los que A=0, A <0y A > 0.

e Si A =0, la solucién general de la ecuacién (1.11a) es y(x) = Ax + B. Pero y(0) = 0 exige B = 0, es
decir, la condicién de contorno de la izquierda exige que la soluciéon para A = 0, si existe, tenga la forma
y(x) = Az. Pero, la condicién de contorno a la derecha 0 = y'(7w) = A, exige A = 0. Es decir, el dnico
modo de que esta solucién satisfaga las condiciones de contorno (1.11b) es si A = B = 0. Es decir, la tnica
solucidn posible es la trivial y(z) =0si A = 0.

e Si A <0, la solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville (1.11a) es
y(z) = Acosh v —A\z + Bsenh v —\z.

Si en esta solucién tomamos x = 0 obtenemos que y(0) = A. Por ello, la condicién de contorno y(0) =0
implica A = 0. Por tanto, encontramos que la forma general de la solucién de la ecuacién (1.11a) es

y(x) = Bsenh vV —Az,

y por tanto

y'(z) = V=X Bcosh vV—)\z.

Imponiendo la segunda condicién de contorno, encontramos
y'(m) = 0= BV —XcoshvV—Ar = 0.
Esta relacion se verificara si se cumple al menos una de estas tres posibilidades:

coshv—Amr =0,
vV-A=0,
B =0.
La ultima opcion, B = 0, conduce a la solucién trivial. La segunda, A = 0 la desechamos pues no satisface

la suposicién inicial de que A < 0 (ademés la posibilidad A = 0 ya fue analizada antes y encontramos que
conducia a la solucién trivial). La primera opcién coshv/—Am = 0 es imposible si A < 0. En definitiva,
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para A < 0 no existe ninguna solucién posible [aparte de la solucién nula trivial y(z) = 0] del problema
de Sturm-Liouville (1.11).

e Si A > 0, la solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville (1.11a) es
y(x) = Acos vV Az + BsenVAz.

Si en esta solucién tomamos = = 0 obtenemos que y(0) = A. Por ello, la condicién de contorno y(0) = 0
implica A = 0. Por tanto, encontramos que la forma general de la solucién de la ecuacién (1.11a) es

y(z) = BsenV Az,

y por tanto

y'(x) = VAB cos Vz.

Imponiendo la segunda condicién de contorno, encontramos
y'(m) = 0= BV Acos VAr = 0.

Esta relacién se verificara si se cumple al menos una de estas tres posibilidades:

cos VAT =0,
VA=0,
B =0.

La ultima opcién, B = 0, conduce a la solucién trivial. La segunda, A = 0, la desechamos pues no satisface
la suposicién inicial de que A > 0. Nos queda por analizar la primera opcién: cos vV Ar = 0. En este caso,
se tiene que

cos VAT =0=VA==+(n+1/2), n=012--- (1.12)

Concluimos que sélo cuando A = A, = (n + 1/2)%, n = 0,1,2,--- el problema de Sturm-Liouville tiene
solucién. Esta solucion es la funcién

Y, () = Bsen (\/)\nx) = Bsen[(n+ 1) z] (1.13)

donde B es una constante cualquiera. El niimero \,, es un autovalor y ¢, () la autofuncién correspondiente
a este autovalor, del problema de Sturm-Liouville (problema de autovalores y autofunciones) dado por las
ecuaciones (1.11a) y (1.11Db).

<

En el ejemplo 1.4 anterior hemos visto que el problema de Sturm-Liouville (1.11) sélo podia
resolverse para ciertos valores concretos de A que hemos llamado autovalores y denotado por
An. La solucién que encontramos era Bsen|(n+ 1/2) x]. Como B es cualquier constante, ve-
mos que, estrictamente hablando, hay un ntdmero infinito de soluciones no nulas del problema
de Sturm-Liouville cuando A = \,, (tantas soluciones como valores posibles de B). Sin embar-
go, en el contexto de la teoria de los problemas de autovalores y autovectores (en la que se
incluye la teoria de Sturm-Liouville), todas las funciones anteriores son la misma autofuncién.
Por ejemplo, sen [(n 4 1/2) z], 2sen[(n + 1/2) x| y wsen[(n + 1/2) x| son tres modos distintos
de escribir la misma autofuncién. Es decir, “dos” autofunciones que difieran sélo en un factor
constante son en realidad la misma autofuncién. Ahora podemos entender por qué nos queda-
mos s6lo con uno de los dos signos de v\ en (1.12), digamos el positivo, y no consideramos el
signo opuesto a la hora de hallar las autofunciones 1, (z). La razén es que sen|[(n+ 1/2) z] y
sen|[— (n+1/2) z] = —sen[(n + 1/2) z] son la misma autofuncién al diferir s6lo en la constante
—1. Esto también justifica que habitualmente, por razones de sencillez o economia de escritura,
digamos que la autofuncién correspondiente a A, es simplemente ¢, (z) = sen[(n + 1/2) x] sin
incluir una constante multiplicativa arbitraria.
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Otra definicién de problema de Sturm-Liouville singular

Al comienzo de la seccién 1.2.2 hemos definido el problema de Sturm-Liouville como el proble-
ma de condiciones de contorno compuesto por una ecuacién de Sturm-Liouville y condiciones de
contorno de Sturm-Liouville definidas como aquellas para las cuales la relacién (1.2) se satisface.
Esta definicién es, por ejemplo, la que se usa en [Hab83, Gre98]. Sin embargo, en lo que se refiere
al problema de Sturm-Liouville singular esta definicién no es, ni mucho menos, general. Muy
habitualmente los problemas de Sturm-Liouville singulares se definen simplemente como aquellos
problemas de contorno en los que alguno de los coeficientes p(z), ¢(x), r(z) de la ecuacién de
Sturm-Liouville se anula o se hace infinito en un extremo del intervalo, o en los que el propio
intervalo es infinito [Sim93, CH62, Myi78|. Con esta interpretacién, no es necesario que las fun-
ciones solucién del problema de Sturm-Liouville singular satisfagan (1.2). Para entendernos, en
este libro nos referiremos a estos problemas como problemas de Sturm-Liouville latos. No obs-
tante, los problemas singulares en los que las condiciones de contorno son tales que la relacién
(1.2) se verifica siguen siendo muy importantes porque esta condicién implica que el operador de
Sturm-Liouville es hermitico (véase la seccién 1.5).

» Ejemplo 1.5

Sea el problema de condiciones de contorno formado por la ecuacién de Sturm-Liouville
d?y

dm2+/\y:O

definida en el intervalo infinito 0 < z y las condiciones de contorno y(0) = 0, e y(z) acotada para z — oc.
Segun la definicién que damos en este libro, este no es estrictamente un problema de Sturm-Liouville
singular pues las condiciones de contorno no garantizan que la relacién (1.2) se satisfaga. Sin embargo,
segun la definicién alternativa que hemos dado hace un momento, este si es un problema de Sturm-Liouville
singular (lato). La solucién de este problema es, como es facil de ver, ¢y (z) = sen(v/A)z) para cualquier
A > 0. Otro ejemplo de este tipo de problema de Sturm-Liouville se estudia en el problema 1.4.

1.2.3. Generalidad de la ecuacién de Sturm-Liouville

Existe una amplia clase de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden que pueden
escribirse en forma de ecuacién de Sturm-Liouville. Veamoslo.
Una ecuacién diferencial lineal cualquiera de segundo orden

ao(2)y” + a1 (x)y + as(x)y = 0,

se puede escribir como

Z;Eg v+ My — 0, (1.14)

/!
Y+
aop()

donde as(x) = A + az(x). Por otro lado, la ecuacién de Sturm-Liouville es de la forma

y//_{_p,(w) y/+
p(x)

y =0. (1.15)
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Comparando (1.14) con (1.15) se ve que la primera ecuacién es de tipo de Sturm-Liouville, si
p(x),q(z) y r(x) son tales que®

a(@) _ (@) = p(z) = exp [/x dx’ al(x’)] (1.16)

aw(@ — pla) @)
y

Atas(s) A ala)/r()

w@) o))

Es decir,

() — P

(@) = 22

o(x) = r(2) ax(a) = p(a) 22

En definitiva, la ecuacién ag(z) y” + a1(z) v’ + [N + a2(z)] y = 0 es equivalente a una ecuacién de
Sturm-Liouville (o simplemente diremos que es una ecuacién de Sturm-Liouville) pues podemos
reescribirla ast:

i [P0 @] + () u(@) + Ar)v(o) =0 (117)

si p(z),q(x) y r(x) estan dados por

p(z) = exp UI dz’ al(l‘,)} : (1.18a)

CLQ(.ZJ)
q(z) = p(z) Zzég (1.18Db)
r(z) = i)(('?)- (1.18¢)

Las unicas restricciones sobre a;(x) son las que se derivan de las exigencias (expuestas en la
seccién 1.2.1) de que p(x),p'(z),¢(x) y r(z) han de ser continuas y de que p(z) y r(x) no han de
cambiar de signo en el intervalo (a,b).

> Ejercicio 1.3

Sustituye (1.18) en (1.17) y comprueba que esta ecuacion se reduce a la ecuacion (1.14).

» Ejemplo 1.6

Comprobemos que
y' =2+ Ay =0

es equivalente a una ecuacién de Sturm-Liouville.

8La ausencia de limite inferior en la integral [ dz’ai(2")/ao(z’) significa que el valor concreto de este
limite inferior no tiene importancia. Es decir, en vez de escribir [*da’ a1(z)/ao(z") podriamos haber escrito
[ da’ ax(2")/ao(2") indicando que ¢ puede tomar cualquier valor (siempre no sea tal que haga que la integral no
exista).
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La ecuacién anterior es igual a la ecuacién de Sturm-Liouville (1.15) si

o) -2 = p(z) =e 27, (1.19)
a@) + A fa=0, 2
p(x) r(z) =p(z) = e
La ecuacién de Sturm-Liouville es por tanto
d —2x ./ —2x _
e [e™**y/(z)] + Ne > y(z) = 0. (1.20)

La forma de esta ecuacién nos sugiere otro modo menos formal de hallar esta ecuacién de Sturm-Liouville:
multiplicamos la ecuacién original por o(x),

o(x)y” — 20(x)y + Ao(z)y =0,
y nos preguntamos cudl debe ser o(x) para que esta ecuacién diferencial sea una ecuacién de Sturm-

Liouville. La respuesta se encuentra exigiendo que el coeficiente de y’ sea igual a la derivada del coeficiente
de y”, es decir

d
—20(x) = Zim) = o(xr) =e %",
En (1.19) se ha escrito que la solucién de p'(z)/p(z) = —2 es p(x) = exp(—2z) cuando la solucién general

es realmente p(z) = Aexp(—2z) siendo A una constante cualquiera. Sin embargo, se ve inmediatamente
que esta solucién conduce a la misma ecuacién de Sturm-Liouville, ecuacién (1.20), que p(z) = exp(—2x)
(jcompruébese!). Es por razones de sencillez (o economia) en la escritura por lo que no escribimos la
constante A. Esta razén es la misma que nos llevé a no escribir un valor para el limite inferior de integracién
de la integral de la ecuacién (1.16) dado que un limite de integracién constante sélo contribuye con un
factor constante delante de la funcién exponencial.

<
1.3. Espacios vectoriales y operadores lineales
El operador de Sturm-Liouville se define como el operador diferencial lineal
1 d d (x)
L= ——F— — — 1.21
r(z)dx [p(w) dx} + r(zx) (121)
de modo que la ecuacion de Sturm-Liouville puede escribirse como
Ly(x)=—-Ay(z). (1.22)

Discutiremos més adelante propiedades del problema de Sturm-Liouville en términos de espacios
vectoriales y operadores lineales. Por eso damos en la siguiente seccién, a modo de recordatorio,
algunos resultados acerca de estos temas.’

9Se asume que estos temas son conocidos por el lector: puede verse una discusién més detallada en el capitulo
10 de [But68] y el capitulo 3 de A. Doneddu, Algebra y geometria, Aguilar, Madrid, 1978.
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1.3.1. Definicién de espacio vectorial

Un conjunto V' de elementos 1 tiene estructura de grupo con respecto a la ley de composiciéon
interna + (suma) si cumplen las siguientes propiedades:

1. Propiedad asociativa:

Y1+ (Y2 + h3) = (V1 + h2) + 3.
2. Existencia de elemento neutro 0 definido por la relacién
Pv+0=0+79 =1.
Al elemento 0 también se le llama elemento nulo.

3. Todo elemento 1 posee su simétrico —:
b+ (=) =0.

En este caso se dice que (V,+) tiene estructura de grupo. El grupo es abeliano o conmutativo si
ademas cumple la propiedad conmutativa:

1+ ho = o + 1.

Un conjunto E de elementos ¢ (escalares) posee estructura de cuerpo con respecto a las leyes
de composicién + (suma) y x (producto) si cumple que:

1. El conjunto tiene estructura de grupo conmutativo con respecto a +.
2. El conjunto tiene estructura de grupo con respecto a x.
3. Laley x es distributiva con respecto a +:

01X(62+C3)261X02+01X03,

(61+CQ)X03201X03+02X03.

En este caso se dice que (F,+, x) tiene estructura de cuerpo.

El grupo conmutativo V' con ley de composicién + de elementos v (elementos que llamamos
vectores) es un espacio vectorial sobre el cuerpo E de elementos ¢ (con leyes de composicién + y
x) si la ley de composicién externa * de V' sobre E (es decir, * : E x V — V') posee las siguientes
propiedades:

1. Propiedad distributiva:
e (Y1 +v2) = cx by + cx Yy,

(1.23a)
(c1+co) x 9 =c1 %+ cax .
2. Propiedad asociativa:
(c1 X c2) % 1) = ¢1 * (co x 0). (1.23Db)
3. Invariancia bajo la multiplicacién por la unidad:
1x =1 (1.23c¢)

siendo 1 el elemento unidad de E.
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En lo que sigue llamaremos producto tanto a la ley de composicién x como a * y las denotaremos
a las dos mediante la ausencia de simbolo, es decir,

C1 X Cg = C1 C2,

cx P = c.

Aunque se usa el mismo simbolo, las operaciones x y * son distintas. La situacién es la misma para
el simbolo +, pues hemos usado este simbolo para indicar dos operaciones diferentes: 11 + 19, que
es suma de vectores, y ¢1 + c9, que es suma de escalares. También, por comodidad, denotaremos
al vector nulo por 0 en vez de escribir O.

» Ejemplo 1.7

Sea V = L? el conjunto de funciones f(z) (en general complejas) tales que la integral fab r(z)|f(z)|>dz
existe, siendo r(x) una funcién real siempre positiva. A estas funciones se las llama funciones de cuadrado
sumable en el intervalo [a, b] con respecto a la funcién peso r(z). Ahora queremos demostrar que la suma
de dos funciones es una ley de composicion interna dentro del conjunto de funciones de cuadrado sumable,
es decir, que sucede que f+g € L?si f € L? y g € L% Sea h(x) = f(x) + g(x), entonces

[h(2)|* = [f(2) + g(2)] [f* (2) + g7 ()]
=|f(@)]* + lg(@)* + 2Re[f* (x)g(x)] . (1.24)

Pero
Re [f*(z)g(x)] < |f(z)[lg(z)]

como es facil demostrar sin mas que escribir las funciénes anteriores en polares: f = |f|e!®, g = |g|e’’ de
modo que Re [f*(z)g(x)] = |f|lg| cos(B — ) < |f||g]- Por tanto, de (1.24) se deduce que

[A(@)]* < [f (@) + |g(2)* +2|f (2)]]g(2)| (1.25)

Pero de la relacién
0 < [[f(@)| = lg@))* = |f(@)]” + |g(@)]”> = 2|f(2)||g(=)|
se deduce inmediatamente que

2/ f(@)llg(@)] < |f (@) + lg(2)?

y por tanto (1.25) implica que
h(@)[* < 2 [|f(2)]* +1g(x)[] - (1.26)

Esta relacién nos permite asegurar que si las integrales f;r(m)|f(x)\2d:c y f;r(m)|g(x)|2dac son finitas
entonces la integral ff r(z)|h(z)|?dz también es finita, es decir, hemos demostrado que si f € L? y g € L?,
entonces h = f 4+ g € L2

Ahora ya es trivial ver que (L?,+) es un grupo conmutativo pues conocemos de sobra que la suma de
funciones satisfacen las cuatro propiedades (dadas al comienzo de la seccién 1.3.1) que caracterizan a un
grupo conmutativo. Por supuesto, es también bien sabido que el conjunto de los nimeros complejos C
tiene estructura de cuerpo con respecto a la suma y la multiplicacién. Ademas el producto de los nimeros
complejos por funciones satisface obviamente las propiedades (1.23). Concluimos por tanto que L? es un

espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros complejos.
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1.3.2. Definicién de producto escalar

Un producto escalar o interno en el espacio vectorial V' sobre el cuerpo (escalar) E es una
ley de composicién externa de V2 sobre E, es decir, el producto escalar asigna un elemento del
cuerpo de E a cada par de vectores v, ¢ del espacio vectorial V:

Producto escalar : V x V — E.
La notacién que usaremos para denotarlo es (1, ¢), es decir:
Producto escalar de ¢y ¢ = (1, ¢).

Esta operacion para ser realmente un producto escalar ha de satisfacer las siguientes propiedades:

1. Propiedad distributiva:
(Y, c11 + cap2) = c1 (9, p1) + ca(, 2).

2. Propiedad de simetria (llamada también propiedad de simetria hermitica):

(1, ) = (0, ¥)" (1.27)

donde el asterisco indica complejo conjugado.

(¥, ) = ||¥|*> > 0 siendo 0 si y sélo si 1 = 0. (1.28)

.z C.S. . . . . . .
La expresién 1) = 0 significa que v es nulo “casi siempre” !0, es decir, que v es nulo siempre

excepto, como mucho, en un conjunto de puntos que no modifican el valor nulo del producto
escalar (¢,1). A la cantidad ||| se la llama norma de ).

Utilizaremos muy a menudo la notacién de Dirac del producto escalar en la cual se escribe
(¥|p) en vez de (1, p), es decir,
(¥, 9) = (Ylp) (1.29)

Dos vectores ¢ y 9 decimos que son ortogonales entre si (o, simplemente, ortogonales) cuando
su producto escalar es cero:

Yy ¢ ortogonales < (¢|¢) = 0. (1.30)

> Ejercicio 1.4
1. Demuestra que la ley de composicién externa (9, @) = f;r(x)w*(x)gp(x)dx, donde r(x) > 0, es un
producto escalar sobre el espacio vectorial L? descrito en el ejemplo 1.7 de la pagina 12.

2. En la propiedad 3, ecuacion (1.28), se da por supuesto que la norma es un niimero real. Justifica que
esto es cierto.

OFn inglés, “almost everywhere”.
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1.3.3. Operadores lineales. Operadores hermiticos

Los operadores son “funciones” que actiian dentro del espacio vectorial, es decir, transforman
un vector en otro vector:

g Ay =g

Un operador A es lineal si

A(c1r + o) = cr Ay + ca Apa,  Ver, e, 91, 1s.

> Ejercicio 1.5

3

= d—ny(a:) es lineal para todo n y que
T

Comprueba que el operador D,, definido por la relacion D,,[y(x)]
el operador P,, definido por P,[y(z)] = y™(z) no es lineal si n # 1.

Todo operador lineal A tiene asociado su operador adjunto A en el espacio vectorial V. El
operador adjunto Af se define como aquel que verifica que

(0, AY) = (v, Alp)*, Vi, peV (1.31)

0, en notacion de Dirac,
(lAlp) = (YIAT|p)*, Vo, p e V. (1.32)

Si un operador es igual a su adjunto, A = A, se llama autoadjunto o hermitico.™!

Al vector v, que satisface la relacién

se le llama autovector de A, siendo A, su autovalor correspondiente. Al conjunto de autovalores
{An} se le conoce como espectro del operador A.
Autovalores y autovectores de operadores hermiticos

Sean 1, y ¥, dos autovectores (no nulos) de A cuyos autovalores son, respectivamente, A\, y
A

At = Amtm. (1.35)

En la notacién de Dirac los vectores ¢, v,. .., se representan por |¢), |¢), ...Con esta notacién
las ecuaciones anteriores se reescriben asi:

A|¢TL> = )\n|¢n>a (136)

A‘wm> = )\m’wm>a (1'37)

" Siguiendo una acreditada tradicién en Fisica [véase, por ejemplo, Quantum mechanics, por C. Cohen-Tannoudji,
B. Diu y F. Laloé (John Wiley & Sons, New York, 1993)] usamos los términos “hermitico” y “autoadjunto” como
sinonimos. No obstante, ambos términos no son estrictamente equivalentes. La distincién es algo sutil: véanse, por
ejemplo, los articulos “Self-adjoint extensions of operators and the teaching of quantum mechanics” por G. Bonneau,
J. Faraut y G. Valent, Am. J. Phys., vol. 69, 322 (2001), y “Operators domains and self-adjoint operators” por V.
S. Araujo, F. A. B. Coutinho y J. F. Perez, Am. J. Phys., vol. 72, 203 (2004). Si nos acogiéramos a estas sutilezas, a
lo largo de este texto deberfamos cambiar el término “hermitico” por “autoadjunto” puesto que asumimos siempre
que el dominio de accién del operador directo y su operador adjunto (es decir, el espacio vectorial sobre el que
actian) es el mismo.
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de modo que
<wm|A‘wn> = <¢m|/\n!1/fn> = A <¢m’¢n> (1.38)

Calculemos ahora (1, |Af|¢,,). Haciendo uso de (1.32) vemos que (¢,|Af1h,) = (Wn|Altpy)* v, a
partir de (1.37), obtenemos

donde en la dltima igualdad hemos empleado la propiedad de simetria (1.27) del producto escalar.
Restando las expresiones (1.38) y (1.39) se tiene

Si A es un operador hermitico, A = A, la expresién anterior es nula

0= ()‘n - /\:;1) <¢m‘¢n>
Por consiguiente:

1. Siy, = by, entonces 0 = (A, — A%) [|¥n]|? v, por tanto, A, = A% (es decir, A, es real) ya
que 9, # 0. Esto significa que los autovalores de operadores hermiticos son reales, A, € R.

2. Si A, # A\, entonces debe ocurrir que (¥,,|1,) = 0. Se concluye por tanto que los autovec-
tores asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Cuando a un autovalor dado A le corresponden M autovectores (linealmente independientes
entre si) se dice que este autovalor estd M veces degenerado. Los autovectores asociados a un
mismo autovalor (que en ocasiones se llaman autovectores degenerados) siempre se pueden escoger
ortogonales entre si. Un procedimiento sistemdtico para ello es el método de Gram-Schmidt.

1.3.4. Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Hemos visto que autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales. Vea-
mos que los autovectores degenerados correspondientes a un mismo autovalor pueden elegirse
ortogonales entre si.

Supongamos que A es un autovalor N + 1 veces degenerado y que los N + 1 autovectores
{¢0, %1, -+, N} con autovalor X son linealmente independientes entre s (es decir, ninguno de
ellos puede expresarse como combinacién lineal del resto). Estos autovectores podrian, en princi-
pio, no ser ortogonales entre si, ya que tienen el mismo autovalor (son degenerados). Sin embargo,
es posible construir un conjunto {¥, Y1, ...,¥n} de N+1 autovectores ortogonales entre si, todos
con el mismo autovalor \, a partir de los N + 1 autovectores {©0,¢1,--.,¢n}. El procedimiento
(método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt) es el siguiente:

o = ¥o,
1 = @1 + aroto,

' (1.41)
Yy = PYn + anoto + an1P1 + -+ app—1Yn-1,

YN = oN +anoto + an1¥P1 + -+ an N—1UN-1,

donde
_ (Ymlen)

Opm = ———— 15—~
o [4m|?
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No es dificil comprobar que {¥0,11,...,¥N} es un conjunto de N + 1 autovectores ortogonales
entre si cuyo autovalor es A:

<¢n|wm> =0, n 7& m,

Aty = M. (1.42)

> Ejercicio 1.6
Se pide:
1. Demostrar que \ es autovalor de U

2. Comprobar que los autovectores g, 11 y 12 son ortogonales.

3. Demostrar por induccion que g, 1, - - - YN son ortogonales para cualquier N.

1.3.5. Desarrollo en autovectores

De lo que hemos visto en las secciones 1.3.3 y 1.3.4 anteriores concluimos que si A es hermitico,
entonces siempre se puede conseguir que sus autovectores sean ortogonales entre si, es decir

donde 8,,,, es la delta de Kronecker. Ademéds, vamos a tomar como cierta esta afirmacién'?: los
autovectores {1, } del operador hermitico son una base del espacio vectorial V, es decir,

Vo e V,Heci,co,...} €C tal que |p) = chwn) (1.43)

donde con el simbolo E queremos expresar que la suma se extiende sobre todos los autovectores

n
de la base. Cuando la relacién (1.43) se verifica se dice que los autovectores {¢, } constituyen un
conjunto completo de vectores del espacio vectorial.

Coeficientes del desarrollo en autovectores de un vector |p) € V/

Sea {1, } una base del espacio vectorial V' de modo que cualquier vector perteneciente a este
espacio se puede expresar como combinacién lineal de esta familia,

o) =S caltn),  VIgheV. (1.44)

Para hallar los coeficientes ¢, multiplicamos escalarmente la expresion (1.44) por [¢,,), de modo
que haciendo uso de la ortogonalidad de los autovectores se obtiene que

(Ymlp) = ch<7pm|¢n> = CmH@bm”Z,

n

y por tanto

_ {mlo) (1.45)

Cm — 75 -
T lml?

A estos coeficientes los llamaremos coeficientes generalizados de Fourier o, simplemente, coefi-
cientes de Fourier.

12Fsta afirmacién no es siempre verdadera. Sin embargo, si es cierta para el operador hermitico de Sturm-Liouville
L operando sobre el espacio vectorial de las funciones de cuadrado sumable que es lo que nos interesa en este libro
(véase la seccién 1.4). Puede verse la demostracién de esta afirmacién en la referencia [CH62]. Véase también la
seccién 9.4 de [Arf85]. Se dardn méds detalles sobre esto en la seccién 1.4.
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Descomposicién espectral de un operador hermitico

La accién de un operador hermitico A sobre un vector cualquiera |p) puede expresarse facil-
mente como combinacion lineal de autovectores de A. Como hemos visto en el apartado anterior,
si {¢n} es la familia de autovectores de A entonces es una base de V' y cualquier vector |¢) puede
expresarse como combinacién lineal de estas autofunciones:

o) = ﬁ;jg [n). (1.46)

n

Si se aplica el operador A al vector |¢) se tiene que

o) =3 TN o

= ZAnWi‘lew (¥nep). (1.47)

Por tanto el operador A puede expresarse asi:
1

Nétese que podemos afirmar que el operador A es igual al operador del miembro derecho de (1.48)
porque ambos operadores aplicados sobre cualquier vector |¢) conducen al mismo resultado si la
relacion (1.47) es cierta. La relacién (1.48) se conoce como descomposicion espectral del operador

hermitico A.'3 Si los autovectores estdn normalizados, |1, [ = 1, la relacién (1.48) se convierte
en

El operador identidad I se define por la relacién

o) = |¢).

Es evidente que el operador identidad es hermitico y que los autovectores {1} del operador
hermitico A que son una base de V son también autovectores del operador identidad con auto-
valores iguales a 1:

H‘wn> = 1‘¢n> (1.50)
Por tanto

1
I= ;WWJH) <wn| (1'51)

A esta ecuacién se la llama relacién de cierre de la base {1, }.

1.4. Espacio vectorial y producto escalar en el problema de Sturm-Liouville

En las secciones siguientes aprovecharemos los resultados de la seccién anterior sobre opera-
dores y espacios vectoriales para resolver el problema de Sturm-Liouville, es decir, para resolver
la ecuacion de Sturm-Liouville con condiciones de contorno homogéneas de tipo Sturm-Liouville
(véase la seccion 1.2.2).

¥Debiera notarse lo ttil, més bien lo imprescindible, que nos ha sido la notacién de Dirac para expresar la
descomposicién espectral de un operador [c.f. ecuacién (1.48)] de un modo limpio y transparente.
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Operador de Sturm-Liouville. Recuérdese que, en términos de operadores, la ecuacién de Sturm-
Liouville se escribe

Ly(x) =—Ay(zx). (1.52)
donde el operador de Sturm-Liouville £ viene dado por
1 d d q(x)
= —— — — 1.
£ r(x) dx [p(a:) dm} + r(x) (1.53)

y las funciones p(x), ¢(x) y r(x) han de satisfacer las condiciones discutidas en la seccién 1.2.1
en el intervalo a < x < b de definicién del problema.

Espacio vectorial de las funciones de cuadrado sumable. Sea L?[a,b,r(x)] el conjunto constituido
por todas las funciones complejas f(x) que son de cuadrado sumable con respecto a la funcién peso
r(x) en el intervalo a < x < b, es decir, aquellas funciones para las que la integral f: r(x)|f(z)|? dx
existe (su valor es finito). Si ademds f(x) satisface las condiciones de contorno homogéneas del
problema de Sturm-Liouville, diremos que f € L%, [a, b, r(x)], donde L%, [a,b,7(z)] es el conjunto
de funciones de cuadrado sumable con respecto a r(x) que satisfacen las condiciones de contorno
de Sturm-Liouville. Este conjunto incluye tanto a soluciones del problema de Sturm-Liouville
como a no soluciones. Debe notarse que L% pla,b,r(z)] es un espacio vectorial sobre el cuerpo C
de los numeros complejos dado que:

1. (L%,,+) es grupo conmutativo.
2. (C,+, x) es cuerpo.

3. Laley de composicién externa x de L% [a,b,r(x)] con C tiene las propiedades adecuadas
(distributiva, asociativa y elemento neutro).

En lo que sigue, por brevedad y siempre que no dé lugar a confusién, escribiremos L? en vez
de L?[a,b,7(z)], L%, en vez de L%;[a,b,7(z)], y hablaremos de funciones de cuadrado sumable
sin mencionar explicitamente la funcién peso r(x) ni el intervalo de definicién a < x < b.

> Ejercicio 1.7

Demuéstrese que L%, es un espacio vectorial comprobando que satisface todas las condiciones requeridas
para ello. Este ejercicio nos exige poco mas que repetir los argumentos del ejemplo 1.7 de la pagina 12.

Producto escalar. En el espacio vectorial L? definimos un producto escalar de la siguiente for-
14
ma

b
<ﬁg>z<fm>=;/'dxdx)f%xnﬂx» (1.54)

A la funcién r(z) se la llama funcién peso. Es facil ver (hdgase como ejercicio) que la operacién
(f, g) asi definida satisface las tres propiedades que se exigen a un producto escalar:'5

(Wlerpr + capa) = c1 (o) + ea(lpa),
(el = (Pl
(W) = [¢]> >0 donde ||| = 0si y sélo si ¢ < 0.

14E] espacio vectorial L? con un producto escalar definido en él es un espacio de Hilbert.
15E] significado de ¥ = 0 se dio en la pagina 3.
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Nuestra definicion de producto escalar satisface esta tultima propiedad ya que, tal como vimos en
la seccién 1.2.1, la funcién peso es siempre positiva, r(z) > 0, excepto, como mucho, en puntos
aislados del intervalo (a,b) .

Debe notarse que el hecho de que f y g sean funciones de cuadrado sumable garantiza la
existencia del producto escalar (f|g). La demostracién de este resultado lo dejamos como ejercicio.

> Ejercicio 1.8

Demuestra que si f,g € L?[a,b;7(z)] entonces la operacién {f|g) definida por la ecuacién (1.54) existe (da
un resultado finito). Pista: téngase en cuenta el resultado siguiente (que se debiera demostrar)

[r(@)g(x) < [f*(2)g(z)| = |f(@)] g(x) 2+ | 2.

‘_2

Ya vimos que el problema de Sturm-Liouville sélo tenia solucién distinta de la trivial cuando
A toma ciertos valores concretos. A estos valores los llamabamos autovalores y, a las soluciones,
autovectores o autofunciones. Es claro, que esto podemos reexpresarlo asi: resolver el problema de
Sturm-Liouville equivale a hallar las autofunciones'® v, € L% 1, ¥ los autovalores A, del operador
de Sturm-Liouville £ dado por (1.21); estos autovalores y autofunciones satisfacen la ecuacién

1.5. El operador de Sturm-Liouville es hermitico

Vamos a ver que L es un operador hermitico dentro del espacio vectorial L% 1, s decir, vamos
a demostrar que

(f1£lg) = {9lL1H)* (1.56)

para cualquier f,g € L%L. Para ello hacemos uso de la definiciéon de producto escalar dada en
(1.54),

b
(fILlg) = / der() f*(z) L g(x)

) [i« (p(x)(i) + q(az)] g(x)

b
D) o)) + [ do @) ) g(o),

a

_ /abd:cr(:c) F() -

= /abdwf*(w) % (p

Integrando por partes la primera integral se tiene

b *
e = r@re 2Ol [ apn B [ r@aeon. 0

De igual modo hallamos

T b b * b
wlel) = '@ o) L2 — [aep@ LY+ [ g @) ato) 1o,
y por tanto
(1 b b * b
wlelfy = o@pe) T - [Caop@) T 4 [N argla) o) 1)

16Como es habitual, llamaremos autofunciones a los autovectores del operador de Sturm-Liouville.
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Restando esta tltima expresion de (1.57) se obtiene la identidad o formula de Green:

iela)  tlelsy” = {oie) [ )2 - s ]} (1.58)

es decir

(fILlg) — (glL1f)" = p(d) [f*(b) g'(b) — g(b) f*'(b)] — pla) [f*(a) g'(a) — g(a) f*'(a)]. (1.59)

Pero por definicion de L%L, si f,g¢€ L%L, entonces f y g satisfacen condiciones de contorno de
Sturm-Liouville, lo que significa (recuérdese la definicién de condicién de contorno de Sturm-
Liouville que dimos en la seccién 1.2.2) que la férmula de Green se anula y por tanto el operador
L es hermitico dentro del espacio vectorial L% ;- En resumen, concluimos que las condiciones de
contorno de Sturm-Liouville son simplemente aquellas que hacen que L sea hermitico.

1.5.1. Autovalores y autofunciones del operador de Sturm-Liouville

Por ser £ un operador hermitico, sus autovalores )\, son reales y sus autofunciones 1, (x) son
ortogonales bien autométicamente porque sus autovalores son distintos, o bien por construccién
(método de Gram-Schmidt) cuando las autofunciones son degeneradas.

Vamos a demostrar ahora un resultado del que deduciremos inmediatamente que todas las
autofunciones de un problema de Sturm-Liouville regular son no degeneradas.

Teorema 1.1 Sean f(z) y g(x) dos funciones que satisfacen la ecuacion de Sturm-Liouville (L +
)y = 0 y que ademds verifican la condicion de contorno reqular en la izquierda cay(a)+asy’(a) =
0. Entonces las funciones f(x) y g(z) difieren en una constante multiplicativa, es decir, f(x) =
Kg(x), siendo K una constante. Este resultado también es cierto si f(x) y g(x) verifican la
condicion de contorno en la derecha B1y(b) + B2y’ (b) =0

Vamos a demostrarlo. En el teorema se asume que f(z) y g(x) satisfacen las relaciones

(L+p)f=0,
(L+p)g=0.

Si multiplicamos la primera ecuaciéon por g y la segunda por f y restamos se tiene que
fLg—gLf=0 (1.60)

o, en forma explicita (usando la expresién del operador L),

S{r@d (10 ~sor - (o f )} o (1.61)

Como r(z) > 0, la expresion entre llaves ha de ser nula. Integrdndola sobre el intervalo [a, x] se

[ 1w (ra ) as- [“aw1 (s L) ae =0

Integrando por partes:

tiene que

p(a) f(z) g'(x

— [ £ @p) ¢ ) do o) 1) )
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Las integrales se cancelan entre si, de modo que sélo sobreviven los términos de contorno:

p(z) f(z) g'(z) — p(a) f(a) g'(a) — p(z) f'(z) g(z) + p(a) f'(a) g(a) = 0.

Esta férmula se conoce como férmula de Abel. Podemos reescribirla asi:

p(z) W(x; f,9) = pla) W(a; f,9) (1.62)
donde

2@ TG i o e
Wiaisg) = 10 B (@) @) - ot 1'0)

)

es el wronskiano de f y g en x. Por ser el problema se Sturm-Liouville regular, se tiene que

o1 f(a) + oz f'(a)
a1g(a) 4 azg'(a) =

0, (1.63)

Como aq, @ no son simultdneamente nulas, debe ocurrir que
‘f (a) [f'(a)
g9(a) g'(a)
luego el wronskiano de f y g es nulo en a, y por tanto, segin (1.62), también nulo en =z,
Wi(x; f,g) = 0, por lo que f(z) y g(z) son linealmente dependientes: f(x) = K g(z), siendo
K una constante cualquiera.'” Por supuesto, este resultado también es valido si las funciones
f(x) y g(x) satisfacen la condicién de contorno regular en la derecha en vez de la condicién de
contorno a la izquierda.

=W(a; f,9) =0,

> Ejercicio 1.9

Demuestra la afirmacion anterior. Pista: prueba a integrar (1.61) sobre el intervalo [z, b].

El resultado que acabamos de demostrar implica que si dos autofunciones distintas f,g € L% I
de un problema de Sturm-Liouville regular tienen el mismo autovalor (que llamaremos \),

Lf=M\f,
Lg = Ag,

entonces estas funciones sélo difieren en un factor multiplicativo constante: f/g = K, siendo K
una constante, es decir, f y g son la misma autofuncién (recuérdense las consideraciones que se
hicieron en la pagina 7 sobre este asunto).

Concluimos por tanto que en un problema de Sturm-Liouville regular a cada autovalor A le
corresponde una unica autofuncién f(z) (salvo un factor constante arbitrario trivial). En resumen:

Teorema 1.2 Todas las autofunciones de un problema de Sturm-Liouville reqular son no degene-
radas.

Terminamos dando un resultado que no demostraremos:'®

"Dos soluciones yi1 (z) y y2(z) de la ecuacién homogénea y(z)+ P(x)y' (z) +Q(2)y(z) = 0 en el intervalo [a, b] son
linealmente dependientes si y sélo si su wronskiano W (z;y1, y2) es idénticamente cero. Puede verse la demostracién
de este resultado en la seccién 15 de [Sim93].

¥Puede verse la demostracién de este teorema en el apéndice A del capitulo 7 de [Sim93] o en la seccién 7.2,
teorema 7.2.6, de [Myi78].
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Teorema 1.3 Los problemas requlares de Sturm-Liouville tienen una secuencia infinita de auto-
valores A\g < A1 < Ay < -+ donde lim,_,o Ay = 00, es decir, hay un ndmero infinito de auto-
valores existiendo uno minimo y sin existir uno mdximo. Ademds, las autofunciones v¥,, con
n=0,1,2,---, son reales y tienen n ceros en el intervalo abierto (a,b).

Tlustraremos estos resultados mediante el ejemplo siguiente.

» Ejemplo 1.8

Queremos hallar la solucién del problema de Sturm-Liouville

y'+Ay=0 0<z<1, (1.65)
con las condiciones de contorno,
0)=0,
co: 190 (1.66)
y(1)+hy'(1) =0, h>0.

Es claro que esto es un problema de Sturm-Liouville regular con p(z) =1, ¢(x) =0y r(z) = 1, es decir,
J2
=
En la resolucién de la ecuacién de Sturm-Liouville distinguiremos tres casos:

e \ = 0. Para este caso, la solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville es y(z) = Az + B donde, A
y B son constantes a determinar. Puede comprobarse sin dificultad que no existe solucién posible (aparte
de la trivial y(z) = 0) que satisfaga las condiciones de contorno (1.66).

e )\ < 0. Ahora, la solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville es
y(z) = A cosh(v—Az) + B senh(v —A\z)

donde A y B son constantes a determinar. Puede comprobarse que, también en este caso, no existe solucion
posible [aparte de la trivial y(z) = 0] que satisfaga las condiciones de contorno (1.66). Vedmoslo. De la
primera condicién de contorno se deduce que

y(0)=0= A=0.

Es decir,
y(z) = Bsenh v -z (1.67)

es la unica forma posible de la solucién de la ecuacién de Sturm-Liouville con A < 0 que puede satisfacer
la condicién de contorno en x = 0. ;Podra esta solucién satisfacer también la condiciéon de contorno en el
otro extremo, en x = 17 Si imponemos esta condicién de contorno, se tiene que

y(1) + hy'(1) = 0 = Bsenh vV—\ + hv/—AB cosh vV—\ = 0.
Dado que B = 0 conduce a la solucién trivial y(z) = 0, la dnica alternativa posible es que

senhvV—A+ hvV—Acoshv—\ =0,

o bien

tanh v—\ = —hv/—\. (1.68)

Esta ecuacién no tiene solucién para A < 0 si b > 0 (véase la figura 1.1).
e )\ > 0. En este caso, la solucion general de la ecuacién de Sturm-Liouville es

y(z) = Acos VAz + Bsen VAz.
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tanh(z
1.0 (2)
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Figura 1.1: Solucién gréafica de la ecuacién trascendente tanhz = —hz con z = +/—A\. La dnica

solucién posible es A =0si h > 0.

Veamos si existe algin modo de que una soluciéon con esta forma pueda satisfacer las condiciones de
contorno (1.66). De la primera condicién de contorno se deduce que

y(0)=0=A=0.

Es decir,
y(z) = BsenVz (1.69)

es la unica forma posible de la solucién de la ecuacién de Sturm-Liouville con A > 0 que puede satisfacer
la condicién de contorno en x = 0. ;Podra esta solucion satisfacer también la condicién de contorno en el
otro extremo, en z = 17 Si imponemos esta condicién de contorno, se tiene que

y(1) + hy'(1) = 0 = Bsen VA + hv/AB cos VA = 0.
Dado que B = 0 conduce a la solucién trivial y(z) = 0, la dnica alternativa posible es que

sen VA + hv/Acos VA = 0,

o bien

tan VA = —hV/A. (1.70)

Encontramos por tanto que el tinico modo de que el problema de Sturm-Liouville formado por la ecuaciéon
de Sturm-Liouville (1.65) més las condiciones de contorno regulares (1.66) tenga solucién distinta de la
trivial y(z) = 0 es si A toma justamente los valores'? solucién de la ecuacién (1.70). Cualquier otro valor
conduce a un problema sin solucién posible. La ecuacién transcendente (1.70) no tiene solucién explicita,
pero pueden estimarse sus raices graficamente, como se muestra en la figura 1.2. Las soluciones z, de
la ecuacién transcendente tan z = —hz nos proporcionan los autovalores de nuestro problema de Sturm-
Liouville. Es claro que existe una secuencia de autovalores Ag < A1 < Ag < --- con lim,, . A, = 00. Por
ejemplo, para h = 2, se obtiene numéricamente que z47 ~ +1'8366, 240 ~ +4'82032, z43 ~ +7'91705,

., y por tanto A\g =~ 3'37309, A1 ~ 23/2355, Ay ~ 62/6797, ...Las autofunciones correspondientes son
Yn—1(x) = senz,x con n = 1,2,---. Nétese que z, con n = —1,—2,--- no conduce a autofunciones
diferentes pues sen z,r = —senz_px. En definitiva, el conjunto de autofunciones distintas de nuestro
problema viene dado por

Yn(x) = sen \/Ex (1.71)

Por supuesto, estos valores no son nada més que los autovalores del operador de Sturm-Liouville £ = d?/dx®
que opera dentro del espacio vectorial L%, de las funciones de cuadrado sumable que satisfacen las condiciones de
contorno regulares (1.66).
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-20 -

Figura 1.2: Solucién grafica de la ecuacién trascendente tanz = —hz con z = v/\. Los autovalores
se extraen del valor de las abscisas z, de los puntos de corte de tan z (linea continua) y —hz (linea
discontinua) pues A\, _1 = 22. En esta figura hemos tomado h = 2.

Puede verse sin demasiada dificultad que v, tiene n ceros en (0, 1): sabemos que %ﬂ' <Ay < %ﬂ—f—
s

Z = (n+1) 7 por lo que 1, = Bsen /A, z tiene n ceros en (0, 1) pues sen (2% 7 ) y sen[(n+1) 7 2] tienen
n ceros en el intervalo 0 < x < 1. En las figuras 1.3 y 1.4 se muestra esto para las primeras autofunciones

Yo y 1.

> FEjercicio 1.10

1. Demuestra que las autofunciones (1.71) son ortogonales entre si. Ayuda:

1
/ sen(ax) sen(fBr)dr = [acosasen f — Fcos Bsenal/ (B — a?).
0

2. Resuelve ahora este ejemplo suponiendo que h < 0. Ten en cuenta que tanto

dtan(z) 1
dv cos?(x)
como
dtanh(z) 1
dr  cosh®(x)
son iguales a 1 en x = 0, de modo que las soluciones seran distintas dependiendo de si h > —1
6h<—1.

<«

En los problemas de Sturm-Liouville periédicos algunos autovalores pueden estar doblemente
degenerados. El siguiente problema nos da més detalles.

Teorema 1.4 Los autovalores de un problema de Sturm-Liouville periddico forman una secuencia
mfinita —oo < Ag < A1 < Ag < A3 < \q < ---. El primer autovalor Ay no estd nunca degenerado.
St Aom+1 < Aam+2 param > 0, entonces a cada uno de estos autovalores le corresponde una unica

autofuncion. Pero si Xopmt1 = Aam+2 a este (unico) autovalor le corresponden dos autofunciones
distintas.?°

20Este 1iltimo caso es justamente el que se da en el problema de Sturm-Liouville periédico que se discutirs en el
ejemplo 1.11.
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Figura 1.3: La autofuncién 1y (linea continua) Figura 1.4: La autofuncién 1 (linea continua)
tiene el mismo ndmero de ceros (ninguno) que tiene el mismo ndmero de ceros (uno) que
sen(mx) (linea de rayas) y sen(mx/2) (linea de sen(27z) (linea de rayas) y sen(3mwx/2) (linea
puntos). puntos).

La situacién para problemas de Sturm-Liouville singulares es mas compleja pudiéndose en-
contrar espectros continuos y discretos de autovalores.

1.6. Desarrollo en serie de autofunciones

Tal como discutimos en la seccién 1.3.5, dado que £ es un operador hermitico en L%L, sus
autofunciones {¢,,} constituyen un conjunto completo®' de L% 1, por lo que cualquier funcién
©(x) perteneciente a L%L puede “expresarse” como combinacion lineal de las autofunciones v,
(véase la seccién 1.3.5 en la pdgina 16). Vamos ahora a ser un poco més precisos y discutir qué hay
que entender exactamente por el término “expresarse”. Para ello vamos a empezar dando unas
cuantas definiciones. La primera de ellas ya se ha dado en la pagina 18, pero la recogemos aqui de
nuevo.

Funcién de cuadrado sumable. Una funcién ¢(z) es de cuadrado sumable en el intervalo cerra-
do [a,b] con respecto a la funcién peso r(z) si la integral f: dxr(z) |p(x)]? existe, es decir, si

ff dzr(z)|p(r)]? < oo. Al conjunto de todas estas funciones lo denotaremos por L2[a,b;r] o,
més abreviadamente, por L?. En el contexto de un problema de Sturm-Liouville con funcién
peso 7(z) e intervalo de definicién [a, b], llamaremos L%, (o L%, [a,b;7]) al conjunto de funciones
pertenecientes a L?[a, b;r] que ademds satisfacen las condiciones de contorno de este problema
de Sturm-Liouville.

Funcién continua a trozos. Una funcién ¢(z) es continua a trozos en un intervalo a < x < b si
este intervalo puede dividirse en un nimero finito de subintervalos a = zg < z1 < 22 - <z, = b
de modo tal que:

1. La funcién es continua dentro de cada intervalo abierto z; < = < x;41 y, ademas,

21V éase la seccién 9.4 de [Arf85]. Una exposicién més avanzada de las cuestiones tratadas en esta seccién puede
encontrarse en el capitulo VI de [CH62].
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¢(x)

a c b

X

Figura 1.5: Ejemplo de una funcién no suave en x = ¢ pues su derivada es discontinua en z = ¢. Sin
embargo si es suave a trozos.

2. La funcién se aproxima a un limite finito cuando x se aproxima a los extremos de cada
intervalo bien por la izquierda o por la derecha, es decir, existen los limites lim,_,,,— ¢(x)
y limy .z, + ¢(x) aunque los dos sean distintos.

Funcién suave a trozos. Decimos que una funcién ¢p(x) es suave a trozos en un intervalo [a, b]
cuando ella y su derivada son continuas a trozos en este intervalo.

» Ejemplo 1.9

La funcién ¢(x) = cos(x) + H(x) donde H(x) es la funcién salto de Heaviside??, es suave a trozos en el
intervalo [—m, 7], pues es suave para < 0 y > 0. En cambio, la funcién continua ¢(z) = |z| no es
suave pues su primera derivada es discontinua en x = 0, aunque si es suave a trozos, pues su derivada es
continua para x < 0y para z > 0.

Convergencia en media cuadratica. La serie
E Cn¢n(£)
n

converge a () en media cuadrética con respecto a la funcién peso r(z) en el intervalo [a, b] si
el error cuadrético medio con respecto a la funcién peso r(z) en el intervalo [a, ]

n 2 n
By = /bdxr(x) ol@) = Y entom(@)| = @) = 3 vmlo)|
a m=0 m=0

va a cero cuando n tiende a infinito, es decir, si

b n 2
lim drr(z) [(x) — Z cmPm(z)| =0.
a m=0

n—oo

2[(x) = 0 para x < 0, H(z) = 1 para z > 0.
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Ya estamos en condiciones de enunciar los teoremas referentes al tipo de convergencia que
puede esperarse de una serie de autofunciones de un problema de Sturm-Liouville. En lo que sigue
asumimos que {¢,(x)} son las autofunciones correspondientes a un problema de Sturm-Liouville
en el intervalo [a, b] con funcién peso r(x).

Teorema 1.5 Si p(x) es una funcion de cuadrado sumable con respecto a la funcion peso r(x) en
el intervalo a < x < b, (p(x) € L?[a,b;r]), entonces la serie de Fourier generalizada

> cnthn() (1.72a)

con b
= o [, e ) o) (1.72D)

converge en media cuadrdtica a p(x) en el intervalo [a,b).

Cn

Cuando esto sucede se dice que el conjunto {t,,(x)} constituye un conjunto completo con respecto
a la convergencia en media cuadrética para el conjunto de funciones de L?[a, b;7].

Teorema 1.6 (Convergencia punto a punto) Si el problema de Sturm-Liouville es reqular y p(x) es
una funcion suave a trozos en el intervalo a < x < b, entonces la serie de Fourier generalizada

n

con ,
Cn = WiHQ/ dxr(z) ¥ () o(x) (1.73Db)

converge a [p(z+) + ¢(x—)]/2 en cada punto del intervalo abierto (a,b). Si p(x) satisface las
condiciones de contorno de este problema, entonces la serie (1.73a) es absoluta y uniformemente
convergente a la funcion ¢(x) en todo el intervalo cerrado [a, b)].

Como es habitual, escribiremos p(x) = >, ¢,hn(x) tanto si Y cpthn(x) converge a ¢(z) en

media cuadratica como punto a punto, es decir, usaremos el mismo simbolo “=" para indicar

distintos tipos de convergencia de la serie. Las expresiones (1.72) [o (1.73)] se conocen como series
de Fourier generalizadas (o desarrollos generalizados de Fourier).

» Ejemplo 1.10
Queremos hallar todas las soluciones posibles (autofunciones) del problema de Sturm-Liouville
y'(x) — 2y (@) + Ay(a) =0, 0<a<m, (1.74)

con las condiciones de contorno
y(0) =y(m) =0 (1.75)

y expresar la funcién f(z) = xe® como serie de estas autofunciones.
La ecuacién (1.74), aunque no tiene la forma de una ecuacién de Sturm-Liouville, serd equivalente a la
ecuaciéon de Sturm-Liouville

pa)y"(x) + p'(2)y () + [a(2) + Ar(z)ly(z) = 0

si
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Es facil ver que esto se satisface si

En definitiva, vemos que
e—2x y//(x) _ 2e—2x y'(sc) + )\e—Qa: y(.’IJ) =0

es equivalente a la ecuacién (1.74) (es decir, tiene las mismas soluciones) y ademads ahora sf tiene la forma
de una ecuacién de Sturm-Liouville.

La ecuacién (1.74) es una ecuacién lineal de coeficientes constantes de modo que su solucién es sencilla.
Insertamos y(x) = e"* para obtener el polinomio caracteristico

r2—2r+X=0

cuya solucién es

ry = 1+ vV 1-A
Si A =1, la rafz es doble y la solucién de (1.74) es
y(@) = ¢*(Az + B).
En los demés casos con A # 1 la solucién es
y(z) =e” (Aevl*/\"”JrBefvl*’”) . (1.76)
Pasemos a buscar las soluciones que satisfacen las condiciones de contorno (1.75) distinguiendo los casos
A=LA<lyA>1:

e A = 1. Para que y(z) = e*(Axz + B) satisfaga la condicién de contorno y(0) = 0 debe ocurrir que B = 0,
de modo que la solucién serfa y(z) = Ae® x. En este caso, la otra condicién de contorno y(r) =0= Ae™ 7
s6lo puede ser satisfecha si A = 0, lo que nos lleva a que, cuando A = 1, la tinica solucién posible de (1.74)
con las condiciones de contorno (1.75) es la solucién nula (solucién trivial) y(x) = 0. Concluimos que A = 1
no es autovalor.

e A\ < 1. En este caso la solucién (1.76) puede escribirse de esta forma més conveniente: 3
y(z) =€e” (Acosh\/l — Az + Bsenhv1 f)\:c) . (1.77)

Es facil ver que la condicién de contorno y(z) = 0 exige A = 0, es decir exige que y(z) = Be® senh/1 — A z.
Pero la segunda condicién de contorno y(m) = 0 = Be™ senh+/1 — Am sélo puede verificarse si B = 0, lo
que nos lleva a que, si A < 1, la tnica solucién posible de (1.74) con las condiciones de contorno (1.75) es
la solucién trivial y(z) = 0. Concluimos que no existe ningin autovalor A menor que la unidad.

e )\ > 1. En este caso la solucién (1.76) puede escribirse de esta forma mds conveniente:
y(z) =e” (Acosx/ﬁerBsen\/ﬁx) .
Es fécil ver que la condicién de contorno y(z) = 0 exige A = 0, es decir exige que
y(z) = Be®sen VA — 1.

La segunda condicién de contorno y(w) = 0 = Be™senv/A — 1 puede satisfacerse, bien si B = 0, pero
esto nos llevaria a la solucion trivial, o bien si

senvA—1m=0,

ZPor supuesto las constantes A y B de (1.76) no son iguales a las constantes A y B de (1.77). Habitualmente
usamos las letras A, B, C,...para denotar constantes genéricas sin atribuirlas en principio ningin valor concreto.
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Figura 1.6: Comparacién entre la funcién xze® (linea de puntos) y la serie (1.81) (linea continua) en
la que se retienen los primeros (a) 20 términos, (b) 50 términos, (c) 100 términos, y (d) 100 términos
(detalle).

es decir, si VA —1=d+nconn=1,2,---, es decir, si
A=\, =14+n% n=1,2--- (1.78)

No hemos incluido el caso n = 0 porque este valor no conduce a A > 1. Las autofunciones correspondiente
a los autovalores A, son por consiguiente

Yn(x) =e"seny/ A, — lz =esennz, n=1,2---

Nétese que los valores n = —1, —2,--- no conducen ni a autovalores ni a autofunciones distintas.
El desarrollo de f(z) = ze” (en el intervalo [0, 7]) en serie de las autofunciones v, (z) viene dado por

xe® = Z entn () con ¢, = W (1.79)
n=1 n

donde
(Yplze®) = /07T dxr(z) Y, () z e,
foall = [ dor(a) o)
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Pero hemos visto al comienzo de este ejemplo que la funcién peso r(z) de este problema de Sturm-Liouville
es r(x) = e~2* de modo que

(Yplxe®) = / dx e2® ¢® sen(nz) x e = / dz z sen(nz) = (,1)n+1f7
0 0 n

i
[ | = / dr e™* 2 sen’(nx) = g,
0

y por tanto los coeficientes de Fourier son

2
n=(=1)"T = 1.80
e = (-1 2 (180)
El desarrollo de Fourier generalizado dado por la ecuacién (1.79) toma entonces la forma
re’ = i(fl)”+1 2 e’ sennx, 0<z<m. (1.81)
" Sz <

n=1
En la figura 1.6 se compara esta serie cuando se retienen sus primeros N términos, es decir

N
2
Sn(x) = Z(—l)"“ ~ e” sennx

n=1

frente a la funcién ze®. En las graficas de la figura 1.6 se observa un comportamiento irregular de la
serie truncada en las vecindades del extremo superior x = w. Puede apreciarse una tltima oscilacién
que sobrepasa notablemente a la funcién ze” y cuya distancia a esta funcion no disminuye de forma
apreciable cuando aumenta el niimero de términos que se retienen en la serie. El tnico efecto apreciable
es el desplazamiento de la posicién de estas oscilaciones hacia el extremo superior x = 7. Lo que estamos
viendo es un ejemplo de lo que se conoce como fenémeno de Gibbs.2* Podria parecer que el fenomeno de
Gibbs contradice el teorema 1.6 de la convergencia punto a punto. Esto no es asi porque las oscilaciones
tienden a irse hacia el extremo de modo que, para un x dado arbitrariamente cercano al extremo = = T,
siempre podemos escoger un nimero de términos suficiente grande que haga que las oscilaciones estén atn
mas cerca del extremo que el punto escogido y asi conseguir la convergencia punto a punto.

> Ejercicio 1.11

En el intervalo 0 < x < 7 se define la siguiente funcion:

_Jxe®, x#£2,
J@) = {407 r=2.

1. ;Es f(z) una funcién de cuadrado sumable en el intervalo [0,7] con respecto a la funcion peso
r(x) = e~2*? ;Es una funcién suave a trozos?

2. Demuestra que el desarrollo de esta funcién f(z) en serie de las autofunciones v, (x) = €* sen nx viene
dado por

— 2
(—1)"*? - e’ sennx, (1.82)
n=1
es decir, por el mismo desarrollo que encontramos para la funcién xe* donde x € [0,7] [véase la
ecuacion (1.81)]. ;A qué se debe que los desarrollos sean los mismos para las dos funciones?
3. La serie (1.82) converge en media cuadrdtica a las funciones f(x) y xe®. ;jPor qué?

=~

La serie (1.82) converge a la funcién xe* en el punto x = 2. jPor qué?
5. La serie (1.82) no converge a la funcién f(x) en el punto © = 2. ;jPor qué?

24Pueden verse més detalles en, por ejemplo, la seccién 14.5 de [Arf85].
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1.6.1. Error cuadrdtico minimo de una suma de autofunciones, identidad de Parseval y relacién
de cierre

Ahora nos preguntamos cudles deben ser los coeficientes a,, para que la suma y o @mthm ()
de las n primeras autofunciones de un problema de Sturm-Liouville (con funcién peso r(x) en
el intervalo [a,b]) sea una representacién éptima en media cuadratica de la funcién ¢(x). Una
aproximacion y . am¥m () a una funcién ¢(z) es éptima en media cuadrética cuando el error
cuadratico medio

Bn = o) - 3 ()| (1.83)
m=0

- <s0(96) =Y antbn@)e@) - Y amwm<w>> (1.89)
m=0 m=0

con respecto a la funcién peso r(x) en el intervalo [a,b] es minimo. Es fécil ver que

En = |lel? - Z am (P|tm) — Z A (mp) + Z Zarnal<wm|¢l> :
m=0

m=0 m=0 [=0

Pero (Ymlg) = cmllYml® v {@ltm) = (Ymlo)* = ciull¥m]?, y por tanto
n n n
E, = ||<PH2 - Z amc;an@Z)m||2 - Z akcm\llﬁmllz + Z |am|2||¢m||2-
m=0 m=0 m=0

Es decir,
n
En = H‘PH2 + Z (’am’2 — amCp, — a;kncm) meHz
m=0

Pero
|lam — Cm|2 = (am — cm) (am — cm) = |am|2 — A Cm — A Cry + ‘Cm|2a

por lo que podemos escribir

n
En =0l + Y (lam = eml* = leml®) [9ml*. (1.85)

m=0

2

Como |a,, — ¢p|” es siempre positiva, el error E,, es minimo cuando a,, = ¢,,. En este caso, E,

se reduce a
n

En = ol = 3 leml*llemll*. (1.86)

m=0

En resumen:

Teorema 1.7 Para un valor de n dado, la suma parcial )" _ ¢mthm(x) da lugar a una estimacion
de p(x) cuyo error cuadrdtico medio

n
2
E, = ng(x) - Z Cm¢m<x)H
m=0
es menor o igual que el de cualquier otra suma parcial Y1 o amPm(x):

[ot) = 3 entn@)[| < [Jot@) = 3 ammnta)|"
m=0
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La igualdad se produce cuando a,, = cpm, donde ¢y = (Ym|0)/||t¥m||?. El valor minimo del error
cuadrdtico medio es por tanto

n

min E, = [|¢l* = Y lem[*[¢ml®. (1.87)

m=0

> Ejercicio 1.12

Utiliza el programa Mathematica (u otro parecido) para comparar el error cuadrédtico medio que se comete
en el intervalo [0, 1] con respecto a la funcion peso r(x) = e* cuando se aproxima la funcién x e® con una

o . . . 20
combinacion lineal de las 20 primeras autofunciones que se hallaron en el ejemplo 1.10: 7" | a, €” sennz.
Comprueba que cualquier eleccion que hagas de los coeficientes a,, conduce a un error cuadratico medio
mayor que el que se comete cuando se usan los coeficientes de Fourier ¢, hallados en (1.80).

Por el teorema 1.5, sabemos que si ¢(x) es una funcién de cuadrado sumable con respecto a la
funcién peso r(x) en el intervalo [a,b] (¢(z) € L?[a,b;7]), entonces la serie >, cnibn () converge
en media cuadratica a ¢(x), es decir E,, — 0 para n — 0o. En este caso, de la ecuacion (1.87) se
deduce el siguiente resultado:

Teorema 1.8 (Identidad de Parseval) Para una funcion ¢ de cuadrado sumable se tiene que

lell? = leal®llenll® (1.88)

n

Relacién de Cierre.

La expresion general de la relacién de cierre era (véase la pagina 17)

1
I= Zn: WWJWW%

Podemos expresar esta relacién de un modo mas explicito:

b * (! (2 ,
= [ o't [Z W] o),

de donde se deduce?®

Sa—2)=3 W%(z) (). (1.89)

ZRecuérdese que la funcién delta de Dirac se define por las propiedades 6(z) = 0siz # 0y f(z) = f_oooo dx'§(x —
) (@),
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» Ejemplo 1.11

Mediante este ejemplo vamos a mostrar que la teoria del desarrollo de Fourier no es mas que un caso
particular de la teoria de Sturm-Liouville.
Sea la ecuacién de Sturm-Liouville con p(z) = r(z) = 1, g(z) = 0, A = k?, es decir, sea

d2
J+k2y:0’ a<z<a+lL, (1.90a)
dz?

junto con las condiciones de contorno

(1.90b)

y(a) = yla+ L),
y'(a) =y'(a+L).

Estas condiciones de contorno son periédicas pues p(a) = p(a + L). Este es por tanto un problema de
Sturm-Liouville periddico. Distinguiremos dos casos con soluciones distintas.

e Para k2 = 0, la solucién general es
y(z) = Az + B.

Es facil ver que la solucién y(z) = B, con B cualquiera, es una solucién aceptable del problema (1.90).
Nuestra primera autofuncién es 1y(z) = 1 para A = k? = 0, donde hemos escogido B = 1 por simplicidad.

e Para k% # 0, la solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville es
y(z) = Ae’k® t Be~ 7

Debemos ahora ver qué valores han de tomar A, B y k para que se satisfagan las condiciones de contorno.
De la primera condicién de contorno obtenemos

Aeik:a +B efik:a _ Aeik(a+L) +B efik(aJrL)

es decir ) ) _ .
Aezka (1 _ esz) + Befzka (1 _ efsz) =0. (191)

La segunda condicién implica
ikA eika —ikB e—ika —ikA eik(a+L) —ikB e—ik(a+L)

es decir,
Atk (1 — ehh) — Be~ihe (1 — e kL) =, (1.92)

Para que el sistema formado por las ecuaciones (1.91) y (1.92) tenga solucién distinta de la trivial (4 =
B = 0) debe ocurrir que el determinante de sus coeficientes sea igual a cero:

cika (1 _ eikL) e—ika (1 _ efich)
oika (1 . eikL) _ o—ika (1 . e—ikL) o
Desarrollando el determinante se obtiene
2(1—e* ) (1—e"*) =0.
Es decir, sélo los valores de k que hagan que se verifique, bien la relacién 1 — e**~
1 —e "L =0, conducen a soluciones distintas de la trivial. Estos valores de k son

= 0, o bien la relacién

=ky, n==%1,42, - (1.93)

(1.94)
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Por tanto, las soluciones del problema de Sturm-Liouville definido por las ecuaciones (1.90) tienen la forma
on(z) = Ap ehn® 4 B e ihne n==+1,42,---

con Ay B cualesquiera (incluso cero, aunque no simultdneamente). Nétese que o, () y ¢_,(x) tienen
igual autovalor pero son, en general, dos autofunciones distintas. Ademads, en general (es decir, para una
eleccién arbitraria de los coeficientes A,,, B,,, A_,,, B_,) estas dos autofunciones no seran ortogonales entre
si. Sin embargo, si escogemos A, =1y B, =0conn = +1,42, -+, las autofunciones correspondientes son
ortogonales y adoptan una forma especialmente simple que llamaremos 1, (x). Como %y(x) = 1, podemos
expresar todo el conjunto de autofunciones asi:

Yp(z) = ?™@/L =0, 41,42,

Otra eleccién posible, también muy habitual por la sencillez del resultado, es A, = B, = 1/2y A_,, =
—B_, = —i/2 con n = 1,2,---, obteniéndose wy(ll)(a:) = cos(2mnz/L), 1/17(12)(:10) = sen(2mnz/L). Como
to(z) = 1, podemos escribir todas las autofunciones de este modo:

V() = cos(kpz), n=20,1,2.--

V2 (z) = sen(knz), n=12--.

Por supuesto {¢,(z)} vy {wﬁf) (2), @ ()} no son més que las funciones (arménicos) de las series de Fourier.
Veamos a continuacién con detalle algunas de las propiedades de las autofunciones ¢, (z).

Degeneracion. Las autofunciones con n # 0 son doblemente degeneradas pues v, v ¥_, tienen el mismo
autovalor, A = k2. Este resultado estd de acuerdo con lo que afirmaba el teorema 1.4 en la pagina 24.

Ortogonalidad. Las autofunciones {1, } son ortogonales entre si. Esto es facil de demostrar pues

a+L a+L
<'(/Jn|1/)m> = / dx w;;(x) ¢m(x) = / dr eiQW(m—n)z/L_

Por tanto:

= Si m # n, entonces
L ( ) a+L
— i2m(m—n)x/L

a+L
lhal? = / dr =L

=0.

= Sim = n, entonces

En resumen,

siendo d,,,, la delta de Kronecker.

Desarrollo en serie. Si ¢(x) es una funcién definida en el intervalo a < = < a + L, entonces podemos
expresarla como un desarrollo en serie de Fourier,

o0

p(x)= > cathnl(w) = D cuet?m/t (1.95)

n=-—oo n=—oo

donde los coeficientes de Fourier ¢,, son

(Pnlp) 1/a+L —i2mnx/L
Cp = = — e 1T x)dz. 1.96
1al? L), o) (190)
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Si la funcién (z) es suave en el intervalo [a, a+ L], la serie de (1.95) converge punto a punto a p(z) (véase
el teorema 1.6); si ¢(x) es de cuadrado sumable, la serie converge en media cuadratica (véase el teorema
1.5).

Identidad de Parseval. En este problema de Sturm-Liouville, la identidad de Parseval dada por (1.88)
significa que

a+L
D el = 3 el (197

Relacion de cierre. La relacién de cierre dada por (1.89) toma en este caso la forma

]- > ; 2T™n ’
oz —a) =7 et (1.98)

n=—oo

Esta es una representacion habitual y 1til de la funcién delta de Dirac.

> Ejercicio 1.18

1. Comprueba que los resultados que hemos obtenido en este ejemplo estan de acuerdo con el teorema
1.4.

2. Calcula numéricamente y dibuja la funcién

1 N

= Z'M(m,z’)
E e L s

L n=—N

con ' = L/2 y L = 1, para diversos valores de N. Comprueba que la funcién se parece cada vez
mds a una funcién delta de Dirac centrada en x' = 1/2 a medida que N aumenta. ;Qué sucede si vas
aumentando el valor de L?

3.  Hemos dicho anteriormente que las dos autofunciones

©n (x) = A, ei27rnw/L +B, e—i27rn;E/L’

@—n(.ﬁ) = A—n e—i27‘rnz/L +B_, eiQﬂnm/L’

tienen el mismo autovalor \,, = 47*n?/L y que, en general, no son ortogonales entre si para cualquier
eleccion de los coeficientes Ay, A_,, B, y B_,. Dijimos ademas que si elegimos A, = A_, =1y
B, = B_,, = 0, entonces las dos autofunciones resultantes 1, (x) = e?™"*/L y o) , (x) = e"127z/L
si son ortogonales. También dijimos que la eleccién A, = B, =1/2y A_,, = —B_,, = —i/2 hace que
las autofunciones resultantes 1/17(11)(z) = cos(2rnz/L) y PP (z) = sen(2mna /L) sean ortogonales entre
si. En este ejercicio se pide:

a) Demostrar que p,(x) y ¢_n(x) son ortogonales si se satisface la relacién
A_nBy + AnB_, = 0. (1.99)

b) Comprueba que las elecciones anteriores (A, = A_, = 1y B, = B_, = 0 por un lado, y
A,=B,=1/2y A_, = —B_,, = —i/2 por otro) satisfacen esta relacién.

¢) Para cada autovalor ), encuentra otra pareja de autofunciones ortogonales entre si mediante una
eleccién de coeficientes A, A_,, B, y B_, (distinta a las anteriores) que satisfaga la relacion
(1.99).

Transformada de Fourier
Es bien conocido que cuando el intervalo de definicién de la funcién ¢(x) tiende a infinito, la serie de Fourier
que describe a ¢(x) se transforma en una transformada de Fourier. Vedmoslo. Por comodidad tomamos
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a = —L/2 y escribimos k = 2wn/L sin incluir el subindice “n” en k (la dependencia en n queda as{ sélo
implicita). De este modo escribiremos c(k) en vez de ¢, y las ecuaciones (1.95) y (1.96) se transforman en

; 2 Am
_ ikx _
o(x) —;C(k)e 5 k—O,ifaifw" (1.100)
1 [L/2 ‘
c(k) = z/ dx e p(z). (1.101)
L/2

Como Ak = 2—” entonces —Ak = 1. Multiplicando la ecuacién (1.100) por esta ultima cantidad, se tiene

:;Ak;ﬁc ethe ZAkcp etk

donde L2
L 1
P = goe =g | dee

—ikx

p(z).

Si tomamos el limite L — oo, lo que implica Ak — 0, estas sumas se transforman en integrales:

o) = [ ko (),

— 00

o(k) = % /_OO dx e o(z). (1.102)

A la funcién p(k) se la conoce como transformada de Fourier de ¢(x).

El resultado anterior puede entenderse como que cualquier funcién suficientemente bien comportadaZ®
en la recta real puede desarrollarse en términos de autofunciones asociadas a autovalores que forman un
espectro continuo.

> Ejercicio 1.1}

1. Emplea los argumentos anteriores que permitieron deducir la ecuacién (1.102) a partir de la ecuacién
(1.95), para deducir la relacién

1
§(x,2') = 2/ dk e*F(#=") (1.103)
s

a partir de la ecuacion (1.98).
2. Emplea la relacién (1.103) para demostrar que

(F(R)Ig(k)) = % (f(@)lg(z)).

» Ejemplo 1.12

La identidad de Parseval permite obtener sumas notables. Veamos un ejemplo (puede verse otro ejemplo
interesante en el problema 24 del capitulo 2). Sea la funcién ¢(z) = = con 0 < z < 7. Su desarrollo en

serie de Fourier
oo

pl@)= Y catule Z Cn @21 (1.104)

n=—oo n=—oo

26Con mayor precisién: si p(z) es suave (ella y su derivada son continuas a trozos) y absolutamente integrable
(es decir, existe [*_|¢(z)|dx) entonces ¢(x) puede expresarse mediante una transformada de Fourier.
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tiene los coeficientes

™ i 2
Cp = f/ e " rdr = (1.105)
0

La igualdad de Parseval (1.97) se reduce en nuestro caso a
L[ 2 |
— dra® = — +2 —.
T /0 e 4 + nzz:l 4n?

Pero la integral es igual a 72/3 y por tanto

2 2

o0

1 s T s
E — =2l — = — | = —.
= n? 3 4 6

Hemos asf encontrado que Y -, 1/n? = 72 /6. Esta relacién fue descubierta por Euler en 1735 y “es uno
de los hallazgos mds impresionantes de los comienzos de la teoria de series infinitas” [Sim93, seccién 34].
Calcular la suma de esta serie se conocié como problema de Basilea y fue por primera vez formulado por
Pietro Mengoli en 1644. Este problema se habia resistido desde entonces a los esfuerzos de los matematicos
mas brillantes de la época, por lo que su resolucién le proporcioné a Euler, a los 28 afios, una fama
inmediata.?”

<
1.7. Problema de Sturm-Liouville inhomogéneo
La ecuacion de Sturm-Liouville inhomogénea es
d d
7 [P0 90| + a0yt + pr@) @) = £, o € Lot (1.106)
28

donde ahora p desempena un papel generalmente muy distinto al de A en las secciones anteriores.
El término f(z) se conoce como término fuente. [También se llama término fuente a f(x)/r(x). |
Por supuesto, cuando f(z) = 0, recuperamos el problema de Sturm-Liouville homogéneo que
hemos estudiado en las secciones anteriores. En términos de operadores, la ecuaciéon de Sturm-
Liouville no homogénea toma la forma

(L+p)y(z) =

(1.107)

En lo que sigue nos restringiremos al estudio del problema de Sturm-Liouville inhomogéneo
consistente en la ecuacién de Sturm-Liouville inhomogénea con condiciones de contorno regulares

ay(a) + agy'(a) =
Bry(b) + By’ (b) =

)

2"En puedes encontrar mas informacién sobre este problema. Es muy recomendable e instructivo conocer
el ingenioso método que usé Euler para resolverlo.

28 Cambiando de simbolo queremos evitar confusiones procedentes de la notacién y, ademds, hacer hincapié en que
w no juega el papel de pardmetro indeterminado al que hay que encontrar los valores (autovalores) que conducen a
soluciones aceptables. Por lo general, en los problemas de Sturm-Liouville inhomogéneos p es un parametro cuyo
valor esta dado.
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Noétese que estas condiciones de contorno son homogéneas. También se llama problema de Sturm-
Liouville inhomogéneo a la ecuacién de Sturm-Liouville homogénea o inhomogénea con condi-
ciones de contorno inhomogéneas (este caso se estudiard en la seccién 1.9). Sin embargo, en
lo que sigue, salvo que se diga explicitamente lo contrario, cuando hablemos de problema de
Sturm-Liouville inhomogéneo nos referiremos a la ecuacion de Sturm-Liouville inhomogénea més
condiciones de contorno homogéneas.

A continuacién vamos a ver un resultado importante que nos proporciona las condiciones para
las cuales el problema no homogéneo (1.106) tiene solucién.

1.7.1. Teorema de la alternativa de Fredholm

Teorema 1.9 (Teorema de la alternativa de Fredholm) Salvo una excepcion, o bien el problema de
Sturm-Liouville inhomogéneo tiene solucion, o bien lo tiene el problema de Sturm-Liouville ho-
mogéneo. La excepcion es que el problema de Sturm-Liouville inhomogéneo tiene solucion incluso
cuando el homogéneo la tiene si y solo si la solucion del problema homogéneo es ortogonal a

f(x)/r(x).
Podemos formular este teorema de otro modo.

Teorema 1.10 (Teorema de la alternativa de Fredholm) Sea —\,, el autovalor n-ésimo del operador
L, y Yn(x) su autofuncion correspondiente:

E% = _)\n"ﬁn‘
1. Sip # A, entonces:

a) El problema homogéneo (L + p)y = 0 no tiene solucion.

b) El problema no homogéneo (L + p)y = f(z)/r(z) st tiene solucidn unica.
2. Sip= A\, entonces:

a) El problema homogéneo (L + \,)y = 0 tiene la solucion 1, # 0.

b) El problema no homogéneo (L + \,)y = f(x)/r(x) no tiene solucion salvo si y sdlo si
Yy, es ortogonal al término fuente, (Y, |f/r) = 0. En este caso la solucion no es unica
pues contiene un multiplo arbitrario de ,.

Tlustraremos este teorema con unos ejemplos.

» Ejemplo 1.13

Sea el problema de Sturm-Liouville homogéneo

y' +y=f(z), (1.108a)
{ y(f/(gi _ 8’ (1.108b)
f(z)=0.

La solucién de la ecuacién es
y(z) = Acosz + Bsenz.
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Imponiendo las condiciones de contorno se encuentra que

y(0)=0 = A=0
=A=B=0.

y(r/2)=0 = B=0
Es decir, el problema homogéneo no tiene solucién [aparte de la solucién nula trivial, y(z) = 0]. Segiin
el teorema de la alternativa de Fredholm, esto significa que el problema de Sturm-Liouville inhomogéneo
dado por las ecuaciones (1.108) con f(x) # 0 ha de tener siempre solucién. Vedmoslo con un caso particular
sencillo.
Sea el problema de Sturm-Liouville inhomogéneo [aqui f(x) = 1]

v +y=1, (1.109a)
o { y(0) =0, (1.109b)
y(w/2) = 0.
La solucién general de la ecuacion diferencial puede expresarse asi:
y(x) = solucién particular + solucién general homogénea = v, + ys.
Es facil comprobar que
Yp =1,
yn = Acosx + Bsenz,
por lo que la solucién de la ecuacién de Sturm-Liouville es
y(r) =1+ Acosz + Bsenz.
Imponiendo las condiciones de contorno a esta soluciéon encontramos
0)=0 =14+A4=0
y(:§2;=0 :>1-|—i:B=O} »A=B=-1,
y, por tanto, la solucién del problema de Sturm-Liouville inhomogéneo (1.109) es
y(x) =1—cosx — senz.
Esta solucién es tnica.
<
» Ejemplo 1.14
Sea el problema de Sturm-Liouville homogéneo
y' +y=fx), (1.110a)
e { y(0) =0, (1.110b)
y(mr) =0,
con
flz) =0. (1.110¢)

La solucién general de la ecuacion diferencial es

y(x) = Acosx + Bsenz.
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De la condicién de contorno y(0) = 0 se deduce que A = 0. De la condicién de contorno y(7) = 0 deducimos
también que A = 0. Esto significa que la solucién de este problema de condiciones de contorno es

y(x) = Bsenu,

siendo B una constante arbitraria. En definitiva, hemos encontrado que el problema homogéneo tiene
solucién. O dicho en otros términos: hemos encontrado que sen z es la autofuncién del problema de
Sturm-Liouville homogéneo (1.110), donde A = 1 es el autovalor correspondiente.

Sea ahora el problema de Sturm-Liouville inhomogéneo

y' +y=f(z), (1.111a)
J y(0) =0,
CC {y(ﬂ) s (1.111b)
con
f(z)=1. (1.111c)

i Tendra solucién este problema? Segun el teorema de la alternativa de Fredholm, este problema de Sturm-
Liouville inhomogéneo no deberia tener solucién ya que el problema homogéneo correspondiente (1.110),
como hemos comprobado hace un momento, si tiene solucién. No obstante, sabemos que hay una excepcion
a esta afirmacion si sucede que la solucién del problema homogéneo y(z) = B sen x es ortogonal al término
fuente f(x) = 1. Sin embargo esto no sucede pues [nétese que la funcién peso en este problema es r(x) = 1]

(y(@)|f(z)) = /OTF drBsen(xr) =2B #0

por lo que problema de Sturm-Liouville inhomogéneo (1.111) no puede tener solucién. Comprobémoslo.
Como ya vimos en el ejemplo 1.13, la solucién general de la ecuacién diferencial (1.111a) con f(z) =1 es

y(z) =14 Acosz + Bsenx.
Si imponemos las condiciones de contorno obtenemos

y(0)=0 = A+1=0

=il ible!
y(ﬂ'):o :>_A+1:0} jlmposible

Comprobamos pues que problema de Sturm-Liouville inhomogéneo (1.111) carece de solucién, tal como
nos aseguraba el teorema de la alternativa de Fredholm.

Demostracién del teorema de la alternativa de Fredholm

Nos demoraremos en esta demostracién porque en su transcurso aprenderemos cémo obtener
la solucién del problema no homogéneo en términos de las autofunciones del operador de Sturm-
Liouville L.

Sean {9y} las autofunciones del operador hermitico £ con las condiciones de contorno

{ ary(a) + azy'(a) Z 8 (1.112)

Bry(b) + G2y (b)

Llamaremos —)\,, a sus autovalores, es decir,

Ln = —Apibn. (1.113)
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A continuacién expresamos tanto la solucién y(z) del problema no homogéneo

(L+p)yz) = f((i)) (1.114)

como el término no homogéneo f(x)/r(x), en serie de las autofunciones {¢, }:

y(@) = enthn(2), (1.115)

/ ((xi = Y bat(a), (1.116)

COII29

r b
= S = e [ i 0 e

Sustituyendo estas relaciones en (1.114) se tiene que

(L4 D enthn =Y bathn

o, teniendo en cuenta la ecuacién (1.113),
Z Cn(:“’ - )‘n) % = Z bnwnu
n n

es decir,

Z[Cn(u - /\n) - bn} Y = 0.

n

Para que esto se verifique debe ocurrir que cada uno de los coeficientes de 1, sea nulo® y por
tanto
(b — Ap) cp = by . (1.118)

En la resolucién de esta ecuacién distinguimos dos posibilidades:
1. p# A\, para todo n, con lo cual de (1.118) se deduce que

bn

w— An

Cn
Esto significa que la solucion del problema no homogéneo puede escribirse como

y(x) = . b"An Yn(x) (1.120)

n

donde los coeficientes b,, vienen dados por la relacién (1.117), es decir

b *
y(z) = Zn: HwiHQ Ja dyff()g{if(y) Pn () (1.121)

29Gerfa también correcto escribir ¢, (z) en vez de 9} (z) dentro de la integral dado que ¢, (z) es real por ser
solucién de un problema de Sturm-Liouville regular.
30; Por qué?
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Si el problema es homogéneo [f(z) = 0], entonces b, = 0 y de la relacién (1.119) se deduce
que ¢, = 0. Esto significa que la solucién del problema homogéneo es la solucién trivial
nula. En otras palabras, descubrimos que el problema homogéneo

(L+p)y=0
con i # A, 1o tiene solucién (aparte de la solucién trivial nula).
2. u= Ay, para un m dado, de modo que (1.118) se transforma en
(Am = An) cn = b. (1.122)

Obviamente, en este caso el problema homogéneo (£ + pu)y = (L + A\p)y = 0 si tiene
solucién y ésta es justamente la autofuncién ¢p,: y(x) = ¥, (z). En lo que se refiere al
problema no homogéneo distinguimos dos posibilidades:

a) Sib, # 0, la ecuacién (1.122) para n = m es imposible ya que ningin c¢,, puede
satisfacer la ecuacién 0 - ¢, = by, # 0. Hemos de concluir que, en este caso, no existe
solucién del problema inhomogéneo.

b) Si by, = 0, esto es, si (¢Yp|f/r) = 0, la ecuacién (1.122) se reduce a 0 - ¢,, = 0, la
cual tiene solucién para cualquier constante c,, arbitraria. Por tanto, la solucién del
problema no homogéneo existe,

ntm m_>\n

pero no es unica pues la constante c,, puede tomar cualquier valor.

> Ejercicio 1.15

Como hemos considerado que el problema es de Sturm-Liouville regular, hemos asumido que los autovalores
no estaban degenerados. Sin embargo, es claro que en la demostracion no juega un papel relevante el hecho
de que las condiciones de contorno sea regulares. Dicho en otros términos: la demostracion anterior es
esencialmente valida para condiciones de contorno periédicas y singulares. Rehaz la discusion del apartado
anterior considerando la posibilidad de que los autovalores \,, estén degenerados.

1.8. Funcién de Green

1.8.1. Definicidon y propiedades de la funcién de Green

Un procedimiento muy importante para hallar la soluciéon de un problema de Sturm-Liouville
inhomogéneo consiste en utilizar la funcién de Green. Decimos que G(x, z') es la funcién de Green
de un problema de Sturm-Liouville inhomogéneo

f(z)

(L+p)yle) = )’ (1.124a)

—~

con las condiciones de contorno

: (1.124D)
, (1.124c¢)

ary(a) + azy(a) =

0
Bry(a) + Boy' (b) =0

Si:
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1. G(z,2') es solucién de la ecuacién de Sturm-Liouville pero con una fuente puntual situada
en ' € (a,b), es decir,

(L + p) Gz, 2') = §(x—2"), a<a <b. (1.125a)

2. G(x,2') satisface las condiciones de contorno en x = a 'y x = b, es decir,

a1G(a,z") + az ch(x,x’) =0, (1.125b)
B1G(b,x") + B2 gG(w, 2') =0. (1.125¢)
O x=b

Una vez hallada la funcién G(z,z'), la solucién y(x) del problema (1.124) original es

b
y(x) :/ dz' G(x,2") f(2') (1.126)

dado que esta funcién satisface la ecuacién diferencial (1.124a) y satisface las condiciones de
contorno (1.124b) y (1.124c). Esto lo justificaremos en la seccién 1.8.2, pagina 46.

La ecuacién (1.126) explica por qué hallar la funcién de Green de un problema es tan impor-
tante y util: la ecuacién (1.126) nos dice (por cierto, de un modo especialmente transparente)
que es suficiente resolver un sélo problema de Sturm-Liouville inhomogéneo, a saber, el problema
(1.125), para hallar la solucién (en forma de integral explicita) de todos los problemas (1.124)
que sdlo difieren entre si en el término fuente f(x); no es necesario ir resolviendo, méas o menos
penosamente, cada uno de estos problemas.

Propiedades de la funcién de Green

Antes de enunciarlas recordemos el siguiente resultado: sea g(x) un funcién discontinua en x
con una discontinuidad (o salto) de tamano Ag, es decir,

g(x) = g(x) + Ag H(z — x0),

siendo g(z) una funcién continua, Ag una constante y H(z — xo) la funcién salto de Heaviside
en xop; entonces

dg dg d dg dg
—=—4+Ag—H(z— = — =—+4Ag d(x — x9).
de dz Ay dx (z =) dr dz +Ag oz =)
Este resultado se ilustra en la figura 1.7.
> Ejercicio 1.16
Justifica la relacién J
%H(m — o) = d(z — o)

integrando esta expresion entre a y x con a < xg.

Vamos a demostrar dos importantes propiedades de la funcién de Green y de su primera
derivada que se utilizaremos mas adelante:

e Propiedad 1.
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9(x) 1 Hoo !
: A [
A9
X, x %, X
A Y |
§(x) g'(x)
X, X X, X

Figura 1.7: Representaciones gréficas de las funciones g(x), g(x), la funcién de Heaviside H (z— ), y
la derivada ¢'(x) de la funcién g(x). La flecha vertical en la figura inferior derecha pretende simbolizar
una funcién delta de Dirac situada en xg.

G(z,2') es continua para todo x € [a,b] (incluso para x = x’).

Nuestra demostraciéon empieza recordando que, por definicién, la funcién de Green G(z,z")
satisface la ecuacién de Sturm-Liouville

d

%[p(x) G'(z, 2] + [q(x) + Ar(z)] G(z,2") = §(x — 2). (1.127)

Si integramos, por ejemplo, sobre el intervalo [a, x| se tiene que
p(@) G (z,2') = pla) G (a, o) — / () + Ar(2)]G(z ') dz + / 520 dz.  (1.128)

Si G(z,2') tuviera una discontinuidad de tamano AG en zg € [a, b], su derivada G'(z, 2’) tendria
una discontinuidad infinita de tamano AG en xg € [a,b], es decir,

d n o d ~ ! o
%G(x,x) = d—G(m,a: )+ AG 6(x — o),

X

donde G(z,2') = G(z,2') — AG H(z — x0) es una funcién continua en zq. Por consiguiente, la
igualdad reflejada por la ecuacién (1.128) serfa imposible pues en z = xy el miembro derecho
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es finito mientras que el izquierdo es infinito debido a la funcién delta situada en xgy. Por tanto
no es posible que G(x,z’) sea discontinua en x = zy € [a,b]. Como z( es un punto arbitrario,

concluimos que G(z,z’) ha de ser continua en todo el intervalo [a, b].

e Propiedad 2.

La derivada de G(z,z'), a%G(x, x'), es continua para todo x excepto en el punto x = '
donde tiene una discontinuidad de tamano 1/p(z'):

= . (1.129)

9 /
, - %G(x,x)

$:x+

gG(x,az')

Vamos a demostrarlo. Integramos entre xg — € y g + € la ecuacién de Sturm-Liouville que

satisface la funcién de Green,

dzx dzx

0—¢€ 0—¢€

para obtener

/x% i {d [p(x)dG(x,x,)] +q(2)Gla, ") +W<$>G(””””'>} B /:0+55(x’x,) o ()

d To+e To+e€ To+e€
[p(x)d:UG(x, x’)} + / [q(x) + pr(z)] Gz, o) dx = / §(x,x") dx. (1.131)
xTro—E€ rpo—€ Tro—€
Distinguimos dos casos:
» 1o # 2’. Si tomamos el limite de € — 0 se tiene que
1’ d , xo+e€ a , x:xa'
i o) 6. 99)] = plaw) 56t .

y, dado que ¢(z), r(x) y G(x,2’) son funciones continuas,

xTo+e€
lim (q+ pur)G(z,2')dz = 0.
=0 To—€
Adems3s
xo+e€
lim §(x —2')dr =0
e—0 To—e

si zg # «’. Entonces la ecuacién (1.131) para xg # 2’ se reduce a

Z':.Z‘O ]

9 /
LT %G(.ﬁ,l‘)

Z’:IO

9 Ge,a)

pl@o) | 5

Esto significa que la derivada por la derecha es igual a la derivada por la izquierda en el

punto g, es decir, la derivada de G(z, ') es continua en x = xg # .

» 79 = 2’. En este caso, en las relaciones anteriores sélo cambia que

xTo+e€
lim §(x —2')dx =1,

e—0 To—e
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por lo que (1.131) se reduce ahora a

es decir,

1.8.2.  Solucién del problema de Sturm-Liouville en términos de la funcién de Green

En esta seccién vamos a demostrar que la funcién

y(z) = /b do' G(x,2") f(a) (1.132)

1. Es solucién de la ecuacién diferencial
L+ p)y(z) = f((;”)) (1.133a)

2. Satisface las condiciones de contorno
ary(a) + asy'(a) = 0, (1.133b)
Bry(a) + B2y’ (b) = 0. (1.133¢)

e Empecemos demostrando la primera propiedad, es decir, que (1.132) satisface la ecuacién
(1.133). Para ello es util definir las siguientes funciones:

Gi(z,2') = G(z,2') para z <1, (1.134)
Go(z,2') = G(z,2) para x>, (1.135)
es decir, G1(z, ) es la funcién de Green a la izquierda de 2’ y Ga(z, 2’) es la funcién de Green a

la derecha de 2’. Como G(z,2') es continua se tiene que G1(2/,2") = Ga(2/,2’). En términos de
estas funciones la expresién (1.132) podemos escribirla as:

T b
va) = [ o' Glaw') fla) + [ ! Glao!) 1 (@)

a:p ’ b
:/ dw’Gg(:c,a:’)f(a:’)—i—/ dz' Gy(z,2") f(2'), (1.136)

donde hemos usado que:

» En la primera integral la variable de integracién z’ va de a hasta z de modo que en esta
integral siempre se verifica que #’ < x y por tanto podemos sustituir el integrando G(z, z")
por Gao(z, ).

» En la segunda integral la variable de integracién z’ va de z hasta b de modo que en esta
integral siempre se verifica que 2’ > x y podemos entonces sustituir el integrando G(x, z')
por Gi(z, ).
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Ahora queremos comprobar que la funcién y(x) definida por la relacién (1.136) satisface la ecua-
cién (1.132); ecuacién que escribimos de esta forma:

p@) Y+ 0+ (@) @) + (@) @) = (). (1.137)

Para ello pasamos a calcular el valor de las primeras dos derivadas de y(z) usando la regla de
Leibniz:

d [b@ b=) oF db da
= F = Cdy+ F ~F =, 1.1
i Fend= [ Sy Pl ) g Pl (1.135)
La primera derivada viene dada por
Y [ 5ot 1) + o)) + [ 12 Gy, a!) 1) — G, ) ().
dx “ Ox ' " Ox ’ ’
(1.139)

Pero como G(z,2') es continua se tiene que G1(x,x) = Ga(z, x), de modo que la relacién anterior
se reduce a

T b
:/ dr' Gy(z,2") f(a:')—{—/ dx' G (z, 2" f(2'). (1.140)

Derivamos una vez maéas usando la férmula de Leibniz:

2 T 2
= :/ da:/a—Gz(%fE’)f( )+ @) 5, J —Ga(z,2)

dx? 0z
b 2
+/ dx’aaﬂGl(m,x’) fla') — f(x)gaa:Gl(a:,m). (1.141)

Como G4 (z,z) — Gy (z,x) = 1/p(x), se deduce que

2 T b T
ay :/ dz’' G5 (z,z") f(:z’)+/ do'GY (z,2") f(2") + @) ) (1.142)

dz? a . p(z)

Sustituyendo las expresiones de y”(x), y'(x) asi obtenidas en la ecuacién (1.137) y teniendo en
cuenta que G y Gy satisfacen la ecuacién3!

p(@)Gp(@,2") + /()G (2, 2') + [q(2) + pr(z)] Gn(z,2') = 0 (1.143)

es facil ver que la ecuacién (1.137) se verifica, tal como queriamos demostrar.

e Ahora demostraremos que (1.132) satisface las condiciones de contorno (1.133b) y (1.133c). Por
definicion, la funcién de Green satisface la condicién de contorno en x = a, es decir,

a1G(a,z') + as %

Multiplicando por f(z') e integrando sobre todo el intervalo a < x < b se tiene que

o
r=a

31Téngase en cuenta que G (z,2") y Ga(z,2") son funciones continuas en sus intervalos de definicién, a saber,
ena<z<z'yz <z <b, respectivamente.

/b da’ f(z') {alG(a,x’) + an 8833 G(x,a")
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Figura 1.8: La funcién de Green G(x, ') se construye a partir de dos soluciones y; e y2 que cumplen
las condiciones de contorno para la izquierda y para la derecha, respectivamente. Si ¢; y ¢2 no se
eligen bien, tendriamos situaciones inadmisibles, tal como la que se muestra en la figura, en la que
G(z,2") no es continua.

y por tanto
b o [P
o [ 1) Gl e | [ f) G| <o

De esta relacién, y teniendo en cuenta la ecuacién (1.132), se deduce que
ary(a) +agy'(a) =0,

que es lo que querfamos demostrar. Se procederia de modo anédlogo para demostrar que (1.132)
también satisface la condicién de contorno en x = b dada por la ecuacién (1.133b).

1.8.3. Construccién de la funcién de Green

En esta seccién vamos a mostrar cémo hallar (“construir”) la funcién de Green de un problema
de Sturm-Liouville aprovechando que conocemos que la funcién de Green ha de verificar las dos
propiedades que hemos deducido en la seccién 1.8.1 anterior, a saber, continuidad de G(z,2') y
discontinuidad de tamano 1/p(z’) de G'(z,2") en x = 2.

Sea yi(x) una solucién de la ecuacién homogénea (£ 4+ 1) y1(z) = 0 que satisface la condicién
de contorno en x = a. Andlogamente, sea y2(z) una solucién de la ecuacién homogénea (L +
1) y2(x) = 0 que satisface la condicién de contorno en z = b. En lo que sigue asumiremos que las
condiciones de contorno son regulares. Entonces,

a1y1(a) + agyy(a) =
Bry2(b) + B2ys(b) =

0,
0

Empezamos justificando que Gp(z, ') y la funcién y;(x) deben ser proporcionales. Sabemos
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que ambas funciones satisfacen la ecuacién Ly = —uy, es decir:
(£ + iy (z) =0,
(E + “)Gl(:E’ 1',) =0,

y que ademds verifican la condicién de contorno a1 (a) + asy)(a) = 0. Por el teorema 1.1 de la
pégina 20 esto significa que y1(x) y Gy (z,2’) difieren en una constante multiplicativa, es decir,

Gi(z,2') = ey ().
De igual modo se puede demostrar que

Ga(z,2') = coya(z).

En definitiva, para = # 2/, la funcién de Green G(z,z’

G(z,2") =Gi(x,2') =cryi(x) parax <o/,
G(z,2") =Ga(z,2') = caya(x) para 2’ < x.

viene dada por

Tal como se ilustra en la figura 1.8, si tomamos valores cualesquiera para las constantes ¢ y
2, entonces no podemos garantizar que la funcién G(x,z’) sea la auténtica funcién de Green
del problema puesto que sabemos que ésta ha de verificar las propiedades de ser continua en xz’
y que su derivada tenga una discontinuidad de tamano 1/p(z’) en 2’. En definitiva, para cada
', debemos escoger el valor de ¢1 y c2 [valores que dependeran del valor 2’ escogido y por eso
escribiremos ¢1(2') y c2(2')] de modo que G(z,z') sea continua en 2’ y que su derivada tenga una
discontinuidad de tamano 1/p(z’) en 2/, es decir, de modo que

c1(2) yi(a) — ea(a') ya(a') = 0, (1.144)
1
p(a’)’

(@) yr(a') — ea(2') ya(a) = — (1.145)
Existirdn soluciones ¢1(x'), ca(2’) de este sistema si y sélo si el determinante de sus coeficientes
es distinto de cero:

(') —ya(a’)

/. _ — /.
v (z)  —ih(2) # 0= Wla';y1, —y2] = —W[z'; 91, y2] # 0, (1.146)

es decir, si y sélo si el wronskiano W de y;(z) e y2(x) es nulo, o lo que es lo mismo, si y sélo
si y1(x) e ya(x) son linealmente independientes. Veamos que esto es realmente lo que ocurre. Lo
demostraremos por reducciéon al absurdo: si y; e yo fueran linealmente dependientes se tendria
que y1(z) = cya(x), por lo que y; (e y2 también) serfa solucién de la ecuacién homogénea

satisfaciendo ademads las condiciones de contorno homogéneas en x = a y en x = b (pues y; = cyo
e yo satisface la condicién de contorno en x = b). Esto supondria que p es un autovalor y la
funcién y;(x) una autofuncién de £, lo que irfa en contra, segin el teorema de la alternativa de
Fredholm, de la hipotesis de partida de que el problema de Sturm-Liouville inhomogéneo tiene
solucién.

> Ejercicio 1.17

/Podria ocurrir que el problema de Sturm-Liouville homogéneo tuviera solucién, y; (x) y que el problema de
Sturm-Liouville inhomogéneo también tuviera solucién? Una pista: ;es nulo el producto escalar (y; (x)|6(x—
a’)/r(x)) para todo z'?



50 Problema de Sturm-Liouville

En definitiva, hemos demostrado que y; e yo son linealmente independientes, por lo que su
wronskiano es distinto de cero y entonces podemos hallar ¢; y co mediante, por ejemplo, la regla
de Cramer:

0 —ya(z))
S —ys(2')
N | p(a) § _ ya(z') _ y2(2')
@)= Wi sy, —y2)  pla) W5y, —yo] — pla’) Wials y, o] (1.147)
y1(2') 01
y/(x,) - / /
eo(z') = 1 p)| _ (@) (1.148)

Wia'sy, —y2]  p(a!) W' y1,y2)
es decir

1
Gi(z,2') = —
Wiz’ y1,
Gz, ') = P(&') [f oz (1.149)
Go(x,2') = x z), a<z' <xz<b.
2( ) p($,)W[I’/;y1,y2]yl( )yQ( )

]yl(:c) yo(2'), a <z <a' <b,

Es facil demostrar que p(x') W2/, y1, y2] es constante pues
d d
—{p(@) Wiz ]} = —{p(@) 11 (@)ya(x) — v} (2) yo()] |

= 1 (a) () vh(a)] + o (@p(a)u ()

) [l ()] — 94 () ) (2)
= 1(2) [0(2) 92(&) — (&) )] — 92(0) [ a0) s (@) — ) 0 )
= 0.

En definitiva, escribiendo C' = 1/[p(a’) W (2')], obtenemos mediante el procedimiento de cons-
truccion la funciéon de Green

G, ') = {Gl(x’x/) = Cu@) o)

a<xz<da,
=Ts (1.150)
Go(z,2') = Cyr(2) ya(z), 2/ < <b,

correspondiente al problema de Sturm-Liouville dado por las ecuaciones (1.124).
La solucién y(x) del problema no homogéneo (1.124) sabemos que viene dada por la ecuacién
(1.126). Esta relacién toma entonces la forma:

b
y(z) = / dx' G(z, o) f (')

T b

_ / da’ Gz, ') F(2') + / da’ Gy (. ') (') (1.151)
¢ x ’ b

= Cinla) [ do' (@) £ + Cunle) [ e’ ol () (1.152)

De la relacién (1.150) se deduce que
G(z,2') = G2, z). (1.153)

Esta propiedad se conoce como simetria de reciprocidad o reciprocidad de Mazwell.
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1.8.4. Representacién de la funcién de Green en serie de autofunciones

La funcién de Green G(x,z’) puede obtenerse de una forma alternativa a la de la seccién 1.8.3
anterior mediante un desarrollo en serie de autofunciones del operador de Sturm-Liouville £. Si
asumimos que G(x,z’) es una funcién de cuadrado sumable®? en el intervalo [a,b] con respecto
a la funcién peso r(x), entonces podemos expresar G(x,z’) como una serie de autofunciones del
operador hermitico £ (serie que converge en media cuadratica):

Zan Von (2 (1.154)

donde A, y ¥, son los autovalores y las autofunciones (respectivamente) del operador L:

L = —Antn. (1.155)

Sabemos que la funcién de Green satisface la ecuacién
1

L G(z,2') = —6(xz — 2 1.156

(£ +p)G(z,2') @) (x — ') (1.156)

y que la relacién de cierre (véase (1.89) en la pdgina 32) es

r(x)

1 1
Y tale) Pn(a)) = —d(x — ), (1.157)
— |¢nll (
por lo que, usando (1.154), la ecuacién (1.156) puede escribirse asi:

(L+ p) Zan Y (z Z om HQ@Dn i (ah),

es decir,
an - wn
> Z ,W, T
Entonces ) ()
/ n T
an(2') = ————= 1.158
@)= R T (1459
y por tanto
1 ¢n(z)Yp(2)
G(z,7') = i ) 1.159
@) = e = (1.155)

La solucién del problema no homogéneo (£ + p) y(z) = f(z)/r(x) viene dada por

b
y(z) = / da’ f(z') G, ')

B 1 [P da (el f(a)
‘Zuwnrr? =

() (1.160)

32Por ejemplo, si el intervalo [a, b] es finito, la funcién serd siempre de cuadrado sumable dado que la funcién de
Green es continua.



52 Problema de Sturm-Liouville

con )
<¢n’f/’r> 1 / / / /
Cn = = da” y, (27) f(2).
Tl ¥l e !
Esta es la misma expresién que obtuvimos en (1.121), pagina 41. De hecho, el método usado
tanto aqui como alli para obtener y(x) es esencialmente el mismo.

De la expresion (1.159) se observa que la relacién de reciprocidad toma ahora la forma maés

general
G(z,2') = G*(2, z). (1.161)

Cuando las condiciones de contorno son regulares las autofunciones son reales (véase el teorema
1.3 de la pdgina 22) y, en este caso, la relacién anterior se reduce a la ecuacién (1.153), G(z, ') =
G(a', ), la cual se obtuvo asumiendo condiciones de contorno regulares.

» Ejemplo 1.15

En este ejemplo vamos a obtener la soluciéon de un problema de Sturm-Liouville a partir de la funcién de
Green en forma cerrada (por “construccién”) y en serie de autofunciones.
Sea la ecuacion diferencial de Sturm-Liouville no homogénea
d%y
en la que p(z) =1, q(z) =0, r(x) =1y p =0, con condiciones de contorno regulares de Dirichlet:
y(0) =0, y(L)=0. (1.163)

e Solucion por construccion. Empezaremos calculando la funciéon de Green de este problema de Sturm-
Liouville mediante el procedimiento de construccion. La solucién general de la ecuaciéon homogénea
d%y
dx?

es
y(z) = A+ Buz.

La solucién y1(z) = Ay + Bz de (1.162) que satisface la condicién de contorno en x = 0 es
1y1(0)=0=A;+B,-0=A4; = y1(x) = Byz.
La solucién yo(x) = Ay + Bax de (1.162) que verifica la condicién de contorno en x = L es
yo(L) =0= As 4+ BoL = Ay = —BsL = ys(z) = Bo(—L + ).

(Por supuesto, también podriamos haber dejado las expresiones en términos de As en vez de Bs.)
La funcién de Green serd por tanto

Las condiciones de continuidad de G en 2/, (1.144), y de discontinuidad de G’ en 2’, (1.145), nos permitirédn
calcular las funciones c¢; y co:

ci(z')a’ —ca(2’) (2" = L) =0,

N ez = 1
62($) 1( ) p(m/)

ya que p(z) = 1. La solucién de este sistema de ecuaciones algebraicas es

' — L
L )

C1 =
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por lo que la funcién de Green es

La solucién del problema de Sturm-Liouville es

L
y(x) :/0 dr’ f(2') G(z,z").

Por concretar, supongamos que f(x) = —x y L = 1. En este caso tenemos que
x 1

y(z) = / da' f(z') Gz, ') + / da’ f(z) Gr(w,2)
0 x

_ /Ow A’ (—a)a! (w — 1) + /: dr' (—2)z (2 = 1)

- %(1 —2?). (1.164)

> Ejercicio 1.18

Comprueba por sustitucion directa que (1.164) satisface la ecuacion diferencial (1.162) y las condiciones
de contorno (1.163).

e Solucion en serie de autofunciones. Ahora vamos a calcular la solucién del problema de Sturm-
. . 7’ . . . . . 2 e
Liouville en términos de una serie de autofunciones del operador de Sturm-Liouville £ = ddﬁ. La ecuacién
de autovalores de L es

a2y
Lp=—Ap=> 75 =M. (1.165)

Es facil demostrar que para A < 0 no existe solucién de (1.165) que satisfaga las condiciones de contorno
(1.163) (hégase como ejercicio). Veamos qué pasa para A > 0. En este caso la solucién general es

Y(x) = ¢1 sen VAz + ¢5 cos VA
Utilizando las condiciones de contorno (1.163) obtenemos

1/)(0)20:>01-0+02=0:>62:0,
(L) = 0= crsen VAL = 0= VAL = 7,27, 37+ -

Los autovalores son por tanto
N 2
An:(f) , n:1,27‘..
v las autofunciones correspondientes son
nmw
n =sen(—z|.
L

Su norma es

N

lall? =t i) = / () ) o) = / - (")
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Figura 1.9: La funcién de Green del ejemplo 1.15 expresada mediante serie de autofunciones truncada

en el término N, G(z,2) ~ —2% N L sen (“Fx) sen (“Za’) para L=1y a2’ =1/2.

Nétese que u = 0 # A, 1o que garantiza que el problema inhomogéneo tiene solucién (;por qué?). Utilizando
la férmula (1.160) se tiene que

Esta expresién no es mds que el desarrollo en serie de Fourier de G(z,’). En la figura 1.9 mostramos
esta funcién cuando se retienen los N = 1,3,5,15 primeros términos de la serie para L = 1y o’/ = 1/2.
Es notable lo rdpido que converge la serie hacia la solucién exacta G(z,2’) = —z/2 para z < 1/2 y
G(z,2') = (x —1)/2 para x > 1/2.

Hallemos ahora la solucién y(z) del problema de Sturm-Liouville original en términos de las autofunciones
para f(z) = -2y L=1:

y(x):/o dx' (—2') G(z,2") (1.166)

_ /O i (=) (_:2> > — sen (n) sem (na’)

n=1
1

— 1
) Z — sen (nwz) | d'z’ sen (nwa’)

|
Y
:]M‘ N

2
n=1 n 0
2 o= (—1)nt!
=3 Z % sen(nmx). (1.167)
n=1
Esta expresion es simplemente el desarrollo en serie de Fourier de la solucién y(z) = £(1 — 2?) que

obtuvimos en (1.164). En la figura 1.10 se compara esta solucién con la solucién aproximada que se
obtiene cuando se retienen los tres primeros términos de la solucién en serie de autofunciones (1.167).

<
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Figura 1.10: La solucién y(z) = %(1 — %) exacta (linea continua) y la aproximada (1.167) con los
tres primeros términos (linea discontinua).

1.9. Condiciones de contorno no homogéneas

Sea la ecuacién de Sturm-Liouville inhomogénea

S o] e b v+ o) = £,

0, en forma de operadores,

&+ ot = 12, (1.168)
sujeta a las condiciones de contorno inhomogéneas,
ary(a) + awy/(a) = a,
1.169
Bry(b) + B2y (b) = B, ( )
y sean y(x), F1(x) y Fa(x) las soluciones de
~ f(z)
L = )
&+ i) = 12 .
a1y(a) + aey’(a) = 0, '
B1y(b) + B2y’ (b) = 0,
(£ + p) Fi(z) =0,
a1 Fy(a) + asFl(a) = a, (1.171)
BrF1(b) + B2 F{(b) = 0,
(L4 p) Fo(z) =0,
a1 Fy(a) + asFy(a) = 0, (1.172)
P1F>(b) + BoF5(b) = 5.
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Entonces, la solucién del problema de Sturm-Liouville doblemente inhomogéneo [ecuacién de
Sturm-Liouville inhomogénea (1.168) mas condiciones de contorno inhomogéneas (1.169)] es

y(x) = ylz) + Fi(z) + Fa(z), (1.173)
como es facil de comprobar.

> Ejercicio 1.19

Comprueba mediante sustitucién directa en las ecuaciones (1.168) y (1.169) que y(z) = y(z)+Fi(x)+Fa(z)
es solucién del problema (doblemente) no homogéneo, siendo y(z), Fi(x) y Fa(x) las funciones definidas
por las ecuaciones (1.170), (1.171) y (1.172), respectivamente.

» Ejemplo 1.16

Sea el siguiente problema de Sturm-Liouville doblemente inhomogéneo

y'(z) = f(z), (1.174)
_ y(0) = a,
loleX {y(1)+y’(1) s (1.175)

Empezamos calculando la solucién g(x) del problema de Sturm-Liouville inhomogéneo con condiciones de
contorno homogéneas:

7'(2) = f(2),
| 70) = 0,
¢ {y(l) L) =0.

Para ello calculamos la funcién de Green, tal y como vimos en la seccién 1.8.3 anterior:

= Para0<z <z’ <1:
vl () =0 = yi(z) = Ajz + B;.

Imponiendo la condicién de contorno por la izquierda tenemos que
y1(0) =0= B; = y1(x) = Ajz.

= Para0 <z’ <z <1:
yg(l’) =0= yg(x) = AQ.I =+ BQ.

Imponiendo la condicién de contorno por la derecha obtenemos
y2(1) + y5(1) =0 =245 + By = By = —2A3 = ya(z) = As(z — 2).
Luego la funcién de Green es
Gi(z,2") =c1(2) y1(x) = c1(2)) 0<z<a,
Ga(z,2") = (2 ) y2(z) = ca(2’) (2 — 2), 2’ <a <1

Imponiendo las condiciones de continuidad de la funcién de Green y de discontinuidad de su derivada
hallamos las funciones c¢; y c¢s:

cr(x') 2’ —co(2) (2" —2) =0,

c1(x') — ea(2') = -1,
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cuya solucion es

Luego la funcién de Green es

!

Go(x,2’) = (x—Q)% 2 <x<1.

{Gl(:c,x’) = (x’—?)g 0<z<da,
)

Por tanto la solucién y(z) para una f(x) dada seréd

1

y(z) = ; do' G(x,2") f(2")

_ T 1
:x22/0 dx’ac’f(m')—&—g/x da' (2’ —2) f(2').

Ahora debemos calcular las funciones Fy(z) y Fa(z). El problema de Sturm-Liouville para Fj(z) es

F{(z) =0,
CC . Fl(O) = Q,
) F(1) + F(1) =0.

La solucién de la ecuacién diferencial es Fy(z) = Az + B. Imponiendo la condicién de contorno en x = 0,
se obtiene B = a de modo que F}(z) = Az + «. De la condicién de contorno en el otro extremo se deduce
que

Fi(1)+ F{(1 )7O¢2A+af0:>Aff§:>F1( x) =

M\Q

(2—-x).

El problema de Sturm-Liouville para F5(z) es

ce {F2<1>+F5<1> 5.

La solucién de la ecuacién diferencial es Fy(z) = Az + B. De la condicién de contorno en z = 0 se deduce
que Fy(x) = Az. Imponiendo la otra condicién de contorno se obtiene:

EW)+F(1)==2A=0= A== = F(z) ===z

En definitiva, la solucién del problema de Sturm-Liouville doblemente inhomogéneo dado por las ecuaciones
(1.174) y (1.175) es

y(x) = y(x) + Fi(z) + Fa(x)

:“7’ /dx’x' 8! /das (z' —2) (') + 2(2—x)+§x.

1.10. Cociente de Rayleigh

Existe una interesante relacién entre el problema de Sturm-Liouville y los problemas varia-
cionales.?? De hecho, esta conexién se utiliza para deducir muchos resultados sobre el problema

33V éase, por ejemplo, el capitulo 13 de [But68] o el capitulo 20 de [RHBIS].
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de Sturm-Liouville.?* En esta seccién sélo trataremos sobre el cociente de Rayleigh, que es una
de las facetas de tipo variacional del problema de Sturm-Liouville.
Sea la ecuacién de Sturm-Liouville homogénea

(L+Ny(z)=0 (1.176)

donde L es el operador de Sturm-Liouville,

[ r&) {;; [p(x)ddx] +q(:v>}-

Si multiplicamos la ecuacién de Sturm-Liouville escalarmente por y(z)
WL+ Ny) = ylLy) + Ayly) =0,
y despejamos el autovalor, se obtiene

. (ylLy)
A= (yly)

= R[y). (1.177)

Esta expresion es conocida como el cociente de Rayleigh. De forma mas explicita:

o —/ab dxr(z) y*(:c)r(lx) {ch [p(x);;y(x)} —{—q($)y(l»)}

b
/ dr r(z) y* (@)y(x)

2

o, integrando por partes,
dy

b b
@] - [ [p<sc> X —q(w)\y<x>|2]
Rly(z)] = . : (1.178)
[ dzrta) o)

1.10.1. Principio de minimizacién de Rayleigh-Ritz

El cociente de Rayleigh permite por tanto hallar el autovalor A correspondiente a una auto-
funcién dada y(z) pues A = Rly(z)]. Esto es poco practico porque el célculo del autovalor requiere
el conocimiento previo de su autofuncién, lo que no es siempre ficil o factible (ademas, normal-
mente, primero hay que conocer el autovalor para poder hallar la autofuncién correspondiente).
Sin embargo, el cociente de Rayleigh exhibe una propiedad muy 1util que permite la estimacion
de los autovalores A de un problema de Sturm-Liouville. La propiedad es la siguiente:

Teorema 1.11 Sea {Ao, A1, ...} el espectro de autovalores de un problema de Sturm-Liouville cu-
yas autofunciones correspondientes son {o(x),¥1(x),...}, siendo Ay el autovalor mds pequeno.
Entonces Ao es igual al valor minimo del cociente de Rayleigh para todas las funciones conti-
nuas que satisfacen las condiciones de contorno del problema de Sturm-Liouville (aunque no sean
soluciones de la ecuacion diferencial de Sturm-Liouville).

31Véase, por ejemplo, el capitulo VI de [CH62].
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Es decir:
Ao = min Rlu(x)]

= |-
du

[—puflu]b + [ e !pm 2l - a@) u|2]

= min ,

/ab d () [uf?

donde u(x) son funciones continuas que satisfacen las condiciones de contorno y que llamaremos
funciones prueba. Es claro que A\g = R[¢p]. La relacién (1.179) es facil de demostrar. Si u(x) es
una funcién “bien comportada”, sabemos que (véase la seccién 1.6)

(1.179)

= eata(z), con c,= <1|i’;:“|”|> (1.180)

Si u(zx) es una funcién continua y satisface las mismas condiciones de contorno homogéneas que
¥n, entonces la serie anterior es uniformemente convergente (véase el teorema 1.6 en la pagina
27) y puede derivarse término a término (véase el teorema 7.5 en la pagina 406), de modo que

Z Cnﬁwn Z cn wn )

Sustituyendo esta relacion en la expresién del cociente de Rayleigh,

_ (u[fw)
Rlu] = — ) (1.181)
se obtiene
< ZSLO:() Cn¢n| 222:0 Cm(_)‘m)l/}m>
R = - o 0
= S s entinl S5 o)
20 2m=0 AmCpCm (Un|¥m)
Zn ozm 0 chCm (Unltm)
g Mlealnl? s
Yoo lealT6al? (1152
Dado que A\g < A\, para n > 0, se tiene que
0o 2 2

T 2nzo [enlPl[¥nl?

En la ecuacién (1.182), la igualdad R[u] = A\ se da cuando ¢, = 0 para n > 1, es decir cuando
u = cog, es decir, cuando la funciéon prueba es justamente la autofuncién correspondiente al
autovalor minimo.

Este resultado se puede generalizar facilmente para la estimacién de otros autovalores. Por
ejemplo, supongamos que escogemos una funcion prueba u ortogonal a g, tal que

(olu) = 0 = co = 0.
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Entonces la ecuacién (1.182) se reduce a

>y Anlenllvn|®

Rlul =
= S e PP

(1.184)

Como A1 < A\, se tiene que

5% Afenl2lltnll?
Rlu] > =25
W2 S e Pl

La igualdad R[u] = A; se da cuando ¢, = 0 para n > 1, es decir, cuando (¢,|u) = 0 paran > 1
y por lo tanto, u = 1. La generalizacién es obvia y se traduce en el siguiente teorema:>>

= AL (1.185)

Teorema 1.12 El valor minimo del cociente de Rayleigh para todas las funciones prueba continuas

u(x) que son ortogonales a las n primeras autofunciones, g, ..., n—1, es el autovalor n-simo,
An-

En la préctica se obtiene de modo aproximado el espectro de autovalores estimando A1
mediante el cociente de Rayleigh de una funcién prueba v;,,1 ortogonal a las n funciones prueba
wo, ce ,1/}n obtenidas anteriormente. Lo ideal serfa escoger como funcién prueba u(x) una funcién
lo més parecida posible (idealmente igual) a la autofuncién (desconocida) ,,. Dado que vy, es
desconocida, la eleccion de esta funcién prueba deberia hacerse de modo juicioso incorporando
todos los conocimientos (aunque sean cualitativos) sobre el comportamiento o forma que se espera
tenga ¥p,. Veamos un ejemplo que nos permita entender mejor estas consideraciones.

» Ejemplo 1.17

Sea el problema de Sturm-Liouville

con las condiciones de contorno

Este es un problema de Sturm-Liouville regular con p(z) = 1, ¢(z) = 0, y r(z) = 1. Por el teorema 1.3
sabemos que para este problema hay una secuencia infinita de autovalores \yg < A\; < Ao < -+, vy que las
autofunciones ¥, con n = 0,1,2,-- -, son reales y tienen n ceros en el intervalo abierto (0,1). Esta dltima
informacién nos sera especialmente 1til a la hora de escoger las funciones prueba.

Este problema se corresponde con el de la ecuaciéon de Schrodinger para una particula en un pozo cuadrado
infinito siendo A,, proporcional a las energias posibles. También se corresponde con la ecuacién de los modos
de vibraciéon de una cuerda sujeta por los extremos, siendo A, las frecuencias al cuadrado de los modos
normales de vibracién cuya longitud de onda viene dada por 27 /v/X. La solucién exacta de este problema es
bien sencilla (y bien conocida): las autofunciones son ¢, = sen(yv/A, z) con A, = (n+1)?7%,n =0,1,2,...
En particular Ay = 72 ~ 9’8696.

Dado que p(x) =1, ¢(z) =0, y r(z) = 1, el cociente de Rayleigh es

1
+/ dx
o Jo
1
/da:|u|2
0

35Un teorema similar pero més general puede encontrarse en la seccién 13.9 de [But68].

djz
dx
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Figura 1.11: Funciones prueba ug(z): (a) ecuacién (1.186); (b) ecuacién (1.187) con a = 1/v/2; (c)
ecuacion (1.188); (d) ecuacién (1.189) (autofuncidn exacta).

1

du
Pero las condiciones de contorno hacen que [—u* } = 0. Luego
0
1 2
du
/ dx |—
0 d.’E

Rlu] =

i
/ dz |u)?
0

Vamos a continuacién a proponer funciones prueba que sean continuas, que satisfagan las condiciones
de contorno y que razonablemente puedan parecerse a 19 de modo que sus cocientes de Rayleigh sean
proximos al autovalor \g. Este ultimo criterio nos dice, por ejemplo, que dado que ¥ no tiene ceros en
(0,1), debemos proponer funciones prueba ug que tampoco tengan ceros en este intervalo.

Vamos a probar las siguientes funciones:

1.

o (x) = x si 0<z<1/2 (1.186)
T 11—z s 1/2<2< '

Para esta funcién tenemos que

1/2 1
/ dx +/ dx
0 1/2 1

)\0 S R[UO] = =3 i = 12.

1/2 1 141
/ x? da —|—/ (1—z)de 2 2
0 1/2




62 Problema de Sturm-Liouville

2.
4ax si 0<ax<1/4,
200 — 14+ 4(1 — i 1/4<x<1/2
up(z; ) = a—1+4(l-a) o [Asws1/2 (1.187)
20 —14+4(1—-a)(1—=z) si 1/2<z<3/4,
4da(l — ) si 3/4<zx<1.
Noétese que ug(z; 1/2) es justamente la funcién prueba de la ecuacién (1.186). Para la funcién ug(z; o)
tenemos que
Ao < Rlug(z; )]
1/4 1/2
2/ (4a)2dx+2/ [4(1 — a)]* d
0 1/4
1/4 172
2/ (4ax)? dx—|—2/ [2a — 14 4(1 — a)z]* dz
0 1/4
8(1 — 2a + 2a2)
T t(l+a+2a?)
., Qué valor hemos de escoger para el parametro indeterminado a? Evidentemente el que haga minimo
al cociente de Rayleigh:
dR ; 144(—1 + 202 1
(@) _ 1414200 1
do (1 +a+2a2)? NG
Para a = —1//2 se tiene Rlug] = 22252 ~ 126'76, mientras que Rlug] = 2222 ~ 1039 para
a=1/ V2. Este ltimo es pues el valor buscado. Esta funcién prueba conduce a una estimacién de
Ao que es levemente mejor que la estimacién Ag < 12 obtenida con la funcién prueba (1.186).
3.
ug =z (1 —x). (1.188)
Para esta funcién )
/ 1-— 2£L' 4
1-2+3
0 _ 3 _
)\0<RUO 1 _l_l+l_10
/ 2?(1—x)*de 3 2 9
0
4.
ug = sen(wzx). (1.189)
Para esta funcién .
/ 72 cos? (mx) dx
Ao < Rlup(x)] = 22 =72~ 987,

1
/ sen? (mz) da
0

que es justamente el valor del primer autovalor (Ao = m2) debido a que ug = .

Vamos ahora a proponer funciones prueba que sean continuas, que satisfagan las condiciones de contorno
y que razonablemente puedan parecerse a ¥; de modo que sus cocientes de Rayleigh sean proximos al
autovalor \; = 472 ~ 39’478. Este 1ltimo criterio nos dice, por ejemplo, que dado que 1); tiene un cero en
(0,1), debemos proponer funciones prueba u; con un cero en este intervalo. Por razones de simetria, éste
debe estar situado en z = 1/2. Ademé&s debemos escoger u; de modo que sea ortogonal a ug: {uq|ug) = 0.
Vamos a probar las siguientes funciones:

1.
4x si 0<ax<1/4,

w(z)=4¢2—4z si 1/4<x<3/4, (1.190)
dr—4 st 3/4<ax <1
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Figura 1.12: Funciones prueba u1(z): (a) ecuacién (1.190); (b) ecuacién (1.191) con a = 1/v/2; (c)
ecuacién (1.192); (d) ecuacién (1.195) (autofuncién exacta).

Esta funcién es ortogonal a cualquiera de las funciones ug que hemos usado antes por razones de
simetria pues es impar con respecto un origen situado en x = 1/2, mientras que las funciones ug eran
pares con respecto a este punto. Para esta funcién prueba tenemos que

1
/ 4%dx
_ 0 _
)\1 S R[Ul] = 1/4 172 = 48.
2/ (4x)2dx+2/ (2 — 42)* dx
0 1/4
2.
1
up =z (1—x) <2 - :c) . (1.191)
Esta funcién es ortogonal a cualquiera de las funciones ug que hemos usado antes dado que es impar
con respecto al punto = 1/2. Para esta funcién
1
-~ 2
/0 [—1/2 4+ 3z(1 — o))" dx 1/20
A < Rlug] = =3 = = 42.
5 5 5 1/840
(1 —x)*(1/2 — x)* dx
0
Esta funcién prueba conduce a una estimacién de A\; que es apreciablemente mejor que la estimacién
A1 < 48 obtenida con la funcién prueba (1.190).
3.

1

u = (2 - x) sen(rz). (1.192)
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Para esta funcién

[T (4 =)ot st

/01 (; _ x>2sen2(m) dx

1/4 4 72/24 2
- 1//24+ 7Tl//4 =1 * 27r2 = 4'101172 ~ 40'48. (1.194)
— /Iy e —

uy = sen(2mx). (1.195)
Para esta funcién

1
/ 472 cos? (mx) dx
0

A < Rluy] = = 4n% ~ 39'478,

1

/ sen’(27x) dx
0

que es justamente el valor exacto porque u; es igual a la autofuncién ;.

<

El célculo aproximado de los autovalores de un problema de Sturm-Liouville es especialmente
importante en Fisica Cudntica. Por ejemplo, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
tiene la forma

Hy = Ev

donde H es el operador hamiltoniano. En una dimensién, el hamiltoniano para una particula de
masa m sometida a un potencial V' (x) viene dado por
h? d?
H=————+4+V(
2m dx? + V(@)
donde £ es la constante de Planck divida por 27. La ecuacién de Schrodinger toma para este caso
la forma

> 2m 2m
[dw? - wa)} vt EY=
que es claramente una ecuacién de Sturm-Liouville con p(x) = r(z) = 1, ¢(z) = —%V(@ y

A= %E El calculo aproximado de A es pues equivalente al calculo aproximado de las energias
permitidas para la particula que se encuentra sometida al potencial V (z).36

36En las secciones 10.9-10.12 de A. Galindo y P. Pascual, Mécanica cudntica, Eudema, Madrid, 1989, puede
encontrarse una introduccién a los métodos variacionales con aplicaciones a problemas de Mecénica Cudntica.
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1.11.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Problemas

Sea {fn(z)}, con n = 0,1,2,--- una familia de funciones mutuamente ortogonales en el
recorrido de 0 a oo, con funcién peso e~*. Halla la ecuacién diferencial de la forma

2fn(x) + g(x) f,(x) + Afu(z) =0
que satisface la funcién f,(x).

Sea la ecuacién de Sturm-Liouville p(x)y” 4+ p/(2)y' — q(z)y+ Ar(z)y = 0 en el intervalo [a, b]
sujeta a las condiciones de contorno y(a) = y(b), y'(a) = ¥/ (b) con p(a) = p(b). Demuestra
que si las funciones p(x), ¢(z) y r(z) son definidas positivas, los autovalores A del operador
de Sturm-Liouville son positivos.

Sea la ecuacion diferencial (que podria no ser una ecuacién de Sturm-Liouville)
ca(x)y"(z) + er(@)y' () + co(w)y(w) = 6(z — '), a<a<h,

donde a < 2’ < by ¢;(x) es una funcién bien comportada. Demuestra que la solucién y(x)
es una funcién continua y que y'(x) es continua excepto en x = 2’. En este iltimo caso
halla el valor de la discontinuidad.

Halla todas las soluciones posibles del problema de Sturm-Liouville singular (lato)

$2y”+xy( )+ Ay(z) =0, x>1,
y(1) =0,

y(x) acotada para x — 0.

Encuentra la funciéon de Green del problema de Sturm-Liouville singular (lato)

4
vy +y ——y=flz), z>1,

x
y(1) =0,
lim y(z) = finito.

Halla y(z) si f(x) =1/z.

Los modos normales de vibracién de una cuerda tensa de longitud 2L, densidad p, y que
tiene una particula puntual de masa m situada en su punto medio, son las soluciones del
siguiente problema de Sturm-Liouville:

y' = —k? [1 + 7;5(:6)] y, —L<z<L, y(-L)=y(L)=0.

donde k2 es proporcional a las frecuencias w de estos modos normales (k? = w?p/T siendo
T la tensién de la cuerda). Se pide hallar los autovalores y autofunciones de este problema.
Calcula explicitamente los diez primeros autovalores y sus correspondiente autofunciones
cuando L =1y (i) m/p =01, (ii) , y m/p = 1. Representa graficamente las autofunciones
obtenidas.

a) Halla la ecuacién transcendente que determina los autovalores A, y obtén las auto-
funciones 1, (z) del problema de Sturm-Liouville definido por la ecuacién diferen-
cial y"(z) = —Ay(x) en el intervalo 0 < z < a con las condiciones de contorno

y(0) +ay'(0) = 0, y(a) — ay'(a) = 0.
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b) (Existe, en general, solucién del problema inhomogéneo
y'+(n/a)?y = f(x), y(0)+ay'(0) =y(a) —ay'(a) =07
En caso afirmativo, halla la funcién de Green correspondiente.
1.8. Halla los autovalores y autofunciones del problema de Sturm-Liouville
y'(x) =2y (x) + My(z) =0, O<z<m y(0)=y(x) =0.
Expresa la funcién f(z) = xe” como combinacion lineal de las autofunciones.

1.9. Demuestra que
N )\ 2 / / 27
Y+ 2y=0 ez =0 Y=o,

es un problema de Sturm-Liouville y halla sus autovalores y autofunciones.

1.10. a) Demuestra que y”(x) +vy'(z) + (1 + N)y(z) = 0 es una ecuacién de Sturm-Liouville

b) Encuentra los autovalores \,, y autofunciones 1, (x) del problema de Sturm-Liouville
y'(@) +y' (@) + 1+ Ny(z) =0, y(0)=0, y(1)=0.

¢) Encuentra la solucién del problema de Sturm-Liouville inhomogéneo

y'(@) + 9 () + Jy(@) = fx), y(0)=0, y(1)=0.
en la forma de desarrollo en serie de las autofunciones 1, ().
1.11. Sea el problema de Sturm-Liouville
(zy') + Ay =0, 0<z<1,
con y(0) = finito e y(1) = 0.

a) Halla los autovalores y las autofunciones correspondientes.

b) Usalos resultados del apartado anterior para obtener la solucién, si existe, del problema
no homogéneo
(zy) +ay=22, 0<z<1,

con y(0) = finito e y(1) = 0. ; Por qué puedes asegurar que este problema no homogéneo
tiene solucién?

1.12. Encuentra la funciéon de Green del problema
22y +xy — 9y = f(x), x>0, y(0)=finito, lim y(x)=0.
T—00

Halla la solucién si f(x) = 2.

1.13. Encuentra la funcién de Green del problema

% {e_kx y'(:c)] =f(z), 0<k<l1l, 0<z, y(0)=0, y(oco)= finito.

Halla y(z) si f(z) =e™™.



1.11 Problemas 67

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

Encuentra la funcién de Green asociada al problema y” — k*y = f(x), k> > 0, con las
condiciones de contorno y(£00) < oo.

Obtén en forma cerrada la funcién de Green para el problema inhomogéneo " —k?y = f(x)
0 < x < oo, con las condiciones de contorno y(0) = 0, y(c0) < oo, si (a) k # 0, (b) k=0
En ambos casos halla y(x) si f(z) =e " .

)

Halla la funcién de Green en forma cerrada del problema de Sturm-Liouville no homogéneo
' +y =2, 0<x<1, y(1)=4v(1), y(0)=finito.
Halla la solucién y(z) del problema a partir de esta funcién de Green.
Halla la solucién de la ecuacién diferencial no homogénea
y' K [1 + = 6(90)] y="Fy, -L<z<L, y(-L)=y)=0,
P
donde m > 0, p > 0y Fj son constantes, expresandola como combinacién lineal de funciones
de un conjunto completo. (Resuélvase primero el problema 1.6.)
Sea el problema no homogéneo 3" = f(x), 0 <z < L, y(0) =y (L) = 0.

a) Encuentra las autofunciones normalizadas del operador d?/dz? para las condiciones
de contorno dadas.

b) Escribe la funcién de Green G(z,z’) mediante desarrollo en serie.

¢) Obtén G(x,2’) en forma cerrada.

2

d) Encontrar la solucién del problema para el caso particular f(z) = 2* con L = 1.

Sea el problema inhomogéneo
y" = sen(3z) , 0<z<m,
con las condiciones de contorno y(0) = 0, y(w) = 0.

Halla la funcién Green del problema en forma cerrada.

S

Halla la funcién de Green como desarrollo de la autofunciones asociadas al problema.

Usa la funcion de Green para hallar la solucién del problema inhomogéneo.

o

S
~— ~— ~— ~—

QU

Supdn que la ecuacién hubiera sido y” +4y = sen(3x). { Tendria solucién este problema
inhomogéneo? Halla, si fuera posible, esta solucién a partir de la funcién de Green
expresada en forma de autofunciones.

e) Contesta a las mismas preguntas que en el apartado anterior pero para la ecuacién
y" + 9y = sen(3x).

Sea el problema no homogéneo y” + y = senz con las condiciones de contorno y(0) =
y'(27) = 0. (a) Halla la funcién de Green mediante un desarrollo en serie de las autofuncio-
nes normalizadas correspondientes. (b) Obtén la funcién de Green en forma cerrada. (c) A
partir de ella, resuelve el problema no homogéneo. (d) Halla la solucién para las condiciones
de contorno no homogéneas y(0) = 2, y/(27) = 0.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

Sea el problema no homogéneo
y' —ky=fz), 0<az<L, y(0)=y(L)=0.

Halla la funcién de Green (a) como un desarrollo en serie y (b) en forma cerrada. Com-
prueba la equivalencia de ambas expresiones.

a) Resuelve el problema de autovalores y” = —\y con las condiciones de contorno y(0) =
y(m) +y/(m) = 0.

b) Encuentra la funcién de Green de y” = f(z) que satisface las condiciones de contorno
anteriores mediante desarrollo en serie y también en forma cerrada.

(a) Halla en forma cerrada la funcién de Green correspondiente a la ecuacién
" 2, 2
Y +wy=f(z), 0<zx<2m w* >0,

con las condiciones de contorno y(0) = y(27) , ¥'(0) = ¢/(27). {Para qué valores de w? > 0
no existe solucién del problema? (b) Demuestra que estos valores de w? son justamente los
autovalores del problema homogéneo y halla las correspondientes autofunciones. ;Cual es
su grado de degeneracion?

Sea la ecuacién de Sturm-Liouville no homogénea
y'—mPy=f(x), 0<x<1, y(0)+¢'(0)=0, y(1)=0

donde m? > 0. Se pide hallar la funcién de Green correspondiente en forma de desarrollo
en serie de autofunciones.

Sea la ecuacion de Sturm-Liouville no homogénea
y'—mPy=f(z), 0<z<1, y(0)+y'(0)=0, ¢'(1)=0

donde m? > 0. Se pide hallar la funcién de Green correspondiente en forma de desarrollo
en serie de autofunciones.

Sea la ecuacién de Sturm-Liouville no homogénea
y' —m?y=f(x), 0<z, y(1)=0, y(oo)< oo
donde m? > 0. Se pide hallar la funcién de Green correspondiente en forma cerrada.

El método de la funcién de Green puede aplicarse a ecuaciones diferenciales ordinarias con
condiciones iniciales.?” Considérese un oscilador arménico amortiguado gobernado por la,
ecuacion

ft)

2+ 222" + w%x ===
m
donde \? < w% y supéngase que la fuerza externa es cero para t < 0. (a) Desarrolla la funcién

de Green y escribe la solucién z(t) que satisface las condiciones iniciales z(0) = 2/(0) = 0.
(b) ;Cudl es la solucién en el caso sobreamortiguado (A\? > w3)?

3TVéase, por ejemplo, la seccién 4.6 de [Mar75).
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1.28. Sea el problema de Sturm-Liouville (ecuacién de Schrodinger del oscilador arménico):

y' — 2’y + Ay =0, y(—o0) =0, y(o0)=0.

a) Justifica que ug(z; @) = (1 + az?) e es una funcién prueba razonable para calcular

el autovalor mas pequeno mediante el cociente de Rayleigh. Halla el valor de a que
conduce a un cociente de Rayleigh minimo. Compara el resultado asi obtenido con el
autovalor exacto A9 = 1 (energia del punto cero del oscilador lineal cudntico).

. i 2
b) Justifica que la solucién tiende a cero como =% /2

este trabajo si consultas la seccién 2.6.1).

para |z| > 1. (Puedes ahorrarte

¢) Repite el apartado (a) con la funcién prueba ug(z; o) = (1 + ax?)e ="/,

d) Justifica que uy (z; @) = 2(1 + az?) e**/2 es una funcién prueba que permite estimar
A1. Halla el valor minimo del cociente de Rayleigh correspondiente y compéralo con
el autovalor exacto A\ = 3.

Ayuda: para a > 0

o0
/0 " e dx = S pUTESE n=0,1,2,...

1.29. Sea el problema de Sturm-Liouville ¢ — V(2)y + Ay = 0, y(—o00) =0, y(o0) =0.

a) Para V(z) = 2 (ecuacién de Schrédinger de un oscilador cudrtico) calcula los dos
primeros autovalores mediante el cociente de Rayleigh usando las funciones prueba
up(z; ) = (14 az?)e ", ui(z; ) = (1 + az?) e, Compara con los resultados
exactos A\g = 10604, \; = 2/7997.

b) Repite el apartado anterior para el potencial V(x) = |z|. Los resultados exactos son
Ao = 1'0188, \; = 2/3381.

1.30. Sea el problema de Sturm-Liouville 1.6 anterior.

a) Usa el método del cociente de Rayleigh para hacer una estimacién del primer autovalor
y de la primera autofunciéon mediante aproximacién “lineal” de la autofuncién g:

(2) x4+ L, —L<z<0,
uoglxr) =
0 —2+L, 0<z<L.

b) Usa el método del cociente de Rayleigh para hacer una estimacién del primer autovalor
y de la primera autofuncién mediante una aproximacion “cuadratica” de yg:

() r+L+alz+L)?, —-L<x<0,
up(z) =
‘ —z+ L+ a(z — L)?, 0<z<L.

En este ultimo caso hay que hallar el valor 6ptimo de a.

¢) Propén una funcién prueba que, mediante el cociente de Rayleigh, te permita estimar
el segundo autovalor y la segunda autofuncion.

d) Compara los resultados aproximados obtenidos en los apartados (a), (b) y (c) con los
resultados exactos (que se deben haber obtenido en el problema 1.6) cuando L =1y

(i) m/p =01, (ii)) m/p = 1.
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1.31. Las energias permitidas y las funciones de ondas correspondientes de un sistema cuantico
formado por una particula sometida a un potencial pozo cuadrado de ancho 2L y una
barrera/pozo de tipo delta de Dirac situada en el medio pueden hallarse resolviendo el
siguiente problema de Sturm-Liouville:

y' —ad(x)y+Ay=0, a=const, —L<z<L, y(-L)=y(L)=0.

Escribe la ecuacién de Schrédinger de este sistema y muestra que A es proporcional a
la energia.

Compara los autovalores y autofunciones que se obtienen cuando a > 0, a = 0,
0>a>-2/L,a=-2/Lya<—2/L.

Calcula explicitamente los diez primeros autovalores y sus correspondiente autofun-
ciones si L=1y (i) a =01, (ii) a = 0, (iii)) a = =01, (iv) a = =2, (v) a = —4.
Representa graficamente las autofunciones obtenidas.

Usa el método del cociente de Rayleigh para hallar estimaciones de los dos primeros
autovalores y y las dos primeras autofunciones de este problema. Compara con los
resultados exactos para L =1y (i) a =1, (ii) a = 0, (iii) a = =01, (iv) a = =2, (v)
a=—4.



Capitulo 2

Funciones especiales

Special functions are sometimes called higher transcendental functions (higher than what?) or
functions of mathematical physics (but they occur in other fields also) or functions that satisfy
certain frequently occurring second-order differential equations (but not all special functions
do). One might simply call them “useful functions” and let it go at that ...

W. H. Press et al. [PFT93]

To paraphrase an aphorism attributed to the biochemist Albert Szent-Gydrgyi, perhaps special
functions provide an economical and shared culture analogous to books: places to keep our
knowledge in, so that we can use our heads for better things.

M. Berry, Physics Today, vol. 54, n. 5, p. 11 (2001)

2.1. Introduccién

Las funciones (quizds mal llamadas) especiales de la Fisica Matemética no tienen nada de
“especial”. En principio son tan “especiales” como las funciones trigonométricas o los logaritmos,
aunque por supuesto son menos habituales. Un nombre méas adecuado seria, sin duda, el de
funciones 4tiles. En todo caso, es licito preguntarse por el motivo de estudiar estas funciones y
sus propiedades.!

Es cierto que para la comprensién y buen uso de las mateméticas no se requiere una memoria
prodigiosa, pero, sin embargo, si es cierto que apenas podemos avanzar en matematicas si no
conocemos algunos resultados basicos. Entre estos resultados estan el conocimiento de las pro-
piedades de ciertas funciones “elementales” como las potencias, las exponenciales, las funciones
trigonométricas. . . Sin embargo, en muchas otras ocasiones, para ciertos problemas que aparecen
en Ciencia y en Ingenieria, hay otras funciones, habitualmente llamadas funciones “especiales”,
que pueden resultar tanto o mas utiles que las llamadas funciones “elementales”. En estos casos,
conocer las propiedades de estas funciones es clave para entender la propiedades del problema que
queremos analizar. Para ilustrar esta idea, supongamos que el comportamiento de cierto sistema

'En este punto, es muy adecuado (y divertido) leer las opiniones al respecto de Michael Berry en el articulo
Why are special functions special?, Physics Today, vol. 54, n. 5, p. 11, Abril 2001.
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(por ejemplo, el desplazamiento de cierto engranaje) viene regido por la siguiente expresién :

y(e) =1 — s + a2 24 - a3 26 . PR - o 210 . 6 12 - a7 14 . a8 16
2 6 24 120 720 5040 40320
o 18 @10 420 all 22 al2 24 13 126

— — — 2.1
362880 * 3628800 39916800 + 479001600 6227020800 * 2.1)

Seguramente, esta expresiéon nos informa de bien poco acerca del comportamiento de nuestro
sistema. Hay muchas preguntas que son dificiles de responder a la vista de la anterior expresién:
jes oscilante la solucién? jes creciente o decreciente? ;jde qué forma influye en la solucion el valor
del pardametro a? Sin embargo, si supiéramos que esa expresién no es mas que el desarrollo en serie
de potencias de y(r) = exp(—ax?), nuestro conocimiento del sistema se torna, en un instante,
casi total. Sabemos que la solucién no es oscilante, sabemos que la solucién es muy rapidamente
decreciente si a > 0 y muy rdpidamente creciente si a < 0. Es evidente que la solucién expresada
en términos de la funcién exponencial, y(r) = exp(—ax?), es mucho m4s 1til, es mucho m4s
informativa, que la dada por la ecuacién (2.1) debido a que conocemos muchas propiedades de
la funcién exponencial. De igual modo, si el comportamiento de un sistema viene descrito por la

e L 1 g2k
i) = 3 G (5)
probablemente muchos cientificos tendrian dificultades para saber qué pasa con ese sistema. Pero
si a esos cientificos les decimos que el comportamiento del sistema viene dado por la funcién
de Bessel de orden cero, y(x) = Jyo(z), entonces, todo se vuelve claro. Que ingresemos en este
afortunado club de personas que pueden entender las expresiones matematicas en las que aparecen
funciones especiales como las funciones de Bessel, los polinomios de Legendre o los de Hermite,
es uno de los objetivos principales de este capitulo.

Un gran ndmero de estas funciones especiales son autofunciones de ciertos problemas de
Sturm-Liouville. Este serd el modo habitual en el que presentaremos estas funciones: como solu-
ciones de un problema de Sturm-Liouville.

Antes de comenzar con el estudio de las distintas funciones especiales, vamos a discutir pro-
piedades generales de cierta clase importante de funciones especiales: los polinomios ortogonales.

funcién

2.2. Propiedades generales de los polinomios ortogonales

Sea {P,(x)} una familia de polinomios ortogonales reales (donde n = 0,1,2,... indica el
grado del polinomio) los cuales son solucién de un problema de Sturm-Liouville definido sobre
el intervalo [a,b] y funcién peso r(z). Como sabemos por la seccién 1.6, una funcién Q(x) de
cuadrado sumable en el intervalo [a,b] con respecto a la funcién peso r(x), puede expresarse
como serie de las autofunciones P, (z):

Qz) =) caPu(2)
n=0
COl’l2
P, I
= h = e [, e B
y

b
|Pall? = (B[P, = / du () P2(x).

2Recuérdese que estamos asumiendo que los polinomios P, (z) son reales.
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En particular, si Q(z) es un polinomio de grado n, se tiene que (ndtese el limite superior del
sumatorio)

Q@)=Y cmPn(z) con cpm= ﬁ"ﬁ. (2.2)

m=1

> Ejercicio 2.1

La afirmacion anterior parece natural y razonable: para construir una funcién polinémica cualquiera Q(z)
de grado n sélo necesitamos combinar un conjunto de n + 1 polinomios Py, (z) de grado m =0,1,--- ,n;
parece absurdo utilizar polinomios P,,(x) de grado m mayor que el grado de Q(x). Puede verse una
demostracion rigurosa en la seccién I1I-10 de P. D. Dennery y A. Krzywicki, Mathematics for Physicists,
(Dover, Nueva York, 1996). Este ejercicio tiene por objetivo mostrar un procedimiento para deducir este
resultado, es decir, para deducir la relacién (2.2).

1. Sea Q(z) = Y _yamaz™ y Pp(z) = >0, al(m)xl. Calcula los coeficientes b,, en funcién de al(m) y
¢m de modo que
n
Q@) =Y by Pu(2).
m=0
Sugerencias: calcula de modo recursivo los coeficientes b, empezando por el de indice mayor y
terminando con el de indice menor (por ejemplo, deduce que ¢, = bnagl"), es decir, que b, = asl")/qn)

y halla a continuacién que q,_1 = bn,la;n:ll) + bnaglnjl, es decir, que

_ n—-1— bnagﬂ_)l

bn—l -
(n—1)
anfl
Convéncete de que el procedimiento puede implementarse para el calculo sucesivo de ¢, _2, Gn_3, " , {1, g

2. Usa la propiedad de ortogonalidad de los polinomios P, (x) para demostrar que

P,
by = Cm = 7< ‘Q;
(| P

2.2.1. Relacion de recurrencia

Teorema 2.1 Los polinomios ortogonales verifican la siquiente relacion de recurrencia®

| Pa(®) = AnPoy1(2) + BuPu() + Cp Py 1 ()| (2.3)

donde los coeficientes A, y Cy, no son nulos yn > 1.

Este resultado simplemente nos dice que en el desarrollo del polinomio x P, (z) en serie de poli-
nomios ortogonales P,,(z) sélo aparecen los polinomios de grado m =n+ 1,n,n — 1.

La demostracién no es dificil. Sabemos que {P,(z)} son, por definicién, autofunciones de un
problema de Sturm-Liouville por lo que cualquier funcién (bien comportada) puede expresarse
como una combinacién lineal de los polinomios P, (z). En particular, la funcién zP,(z) es una
funcién polinémica y, por tanto, suave por lo que es valido escribir

(P2 Pn)

o
x Py(x) = Z cmPm(z) con ey = 5
2 [Pl

3Se llama relacién de recurrencia porque permite obtener recurrentemente todos los polinomios a partir de unos
cuantos conocidos inicialmente.
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Pero, ademés la funcién xP,(z) es un polinomio de grado n 4+ 1 por lo que [véase la ecuacién
(2.2)] el desarrollo se trunca a partir del término n + 1, es decir,

n+1

x Py(x) = Z em P ().
m=0

Esto significa que

P |xP,
CWZMZO para m >n+ 1. (2.4)
[P

Es decir, concluimos que
(PilePj) =0 si i>j+1. (2.5)

Pero, como es facil de ver a partir de la definicién del producto escalar,
b

(Plapy) = [ dor(@) Pio) 2 Py(a) = (PylaP)
a

(esto equivale a decir que x es un operador hermitico) por lo que (2.5) equivale a
(Pi|zP) =0 si i>j+]1, (2.6)

es decir,
(PjleP;) =0 si j<i—1.
En resumen, hemos asi probado que
<1—1
(PilzP)=0 si {7 "
j>1+1

Esta relacién implica que

_ (PulePy) _ {m <n-1 )

C g
" | P | m>n+1

Por tanto, s6lo son en principio distintos de cero los coeficientes ¢, con m tal que m <n—+1y
m > n — 1. En definitiva, sélo son en principio distintos de cero los coeficientes ¢,11,¢n v €n—1,
es decir,

x Pn(l‘) = Cn+1Pn+1(55> + CnPn(l') + Cnflpnfl(x)y

tal como queriamos demostrar.

Hallaremos ahora A,, B,,C), lo que nos servird de paso para demostrar que A,,C, # O.
Empezamos escribiendo los polinomios en forma explicita como suma de monomios:

Po(z) = alla™. (2.8)
m=0

Mediante esta expresién, la relacién de recurrencia (2.3) se convierte en

n n+1 n n—1
Z agg)zvm—l-l = A, Z aq(‘;rll—l-l)xm + B, Z a{ggb)xm +C, ags—l)xm
m=0 m=0 m=0 m=0

de la cual:
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» Igualando los coeficientes de los términos (monomios) de mayor grado, ™!, se deduce que

a™

+1
al” = 4,7 = 4, oy #0- (2.9)
an+1
Esta tltima expresion no puede ser nula porque an 75 0y T:fll #0si P,y Puy1 son

polinomios de grado n y n + 1, respectivamente.

» Igualando los coeficientes de los términos de z™ tenemos

o™ (n+1)
al™, = Ayl + Bpa(M = B, = =L — 4,2
a%n) a7(1n)
y por tanto
(")1 o)
B, = In- —, (2.10)
oD

expresion que podria ser igual a cero, pero no necesariamente.

El coeficiente C,, lo calculamos de un modo diferente: si multiplicamos escalarmente la expre-
sién (2.3) por P,_1(x) obtenemos que

Pn—l ’an> o <Pn ’.Z‘Pn_1>

(
C. = —
T [Paal? [ Po—1]]?

(2.11)

Pero, por (2.3), sabemos que x P,_1(x) = Ap_1P,(z) + Bh—1Pn—1(xz) + Cp—1Pp—2(x), luego la

ecuacién (2.11) se reduce a

An—1 HPnH2
(| Pr—a?

Esta ultima expresién no puede ser nula porque A, _; # 0 (como acabamos de demostrar) y las
normas de los polinomios son distintas de cero.

Aunque no lo haremos aqui, puede demostrarse (véase, por ejemplo, la seccién 8.3 de [AB74])
que:

C, = £ 0. (2.12)

Teorema 2.2 Los n ceros de los polinomios ortogonales P, (x) son reales, simples, y contenidos en
el intervalo abierto (a,b).

» Ejemplo 2.1

Vamos a utilizar las férmulas anteriores para deducir la llamada férmula de Christoffel-Darboux de los
polinomios ortogonales. Supongamos que una cierta una cierta clase de polinomios ortogonales {P,(z)}
satisface la siguiente relacién de recurrencia:

x P,(z) = AnPos1(z) + By Py (x) + C, P11 (),
relacién que por conveniencia volvemos a escribir asi:
Y Pu(y) = AnPria(y) + BaPu(y) + CnPo1(y).
Multiplicamos la primera relacién por P, (y), la segunda por P,(x) y restamos miembro a miembro:

(= y) Po(2) Pa(y) = An[Poi1(2)Pa(y) = Pu(@) Pri1(y)] = Cu[P(@) P (y) — Paoa1(x) Pu(y)).
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Expresando C,, mediante la relacién (2.12) y dividiendo por la norma de P, (x) se obtiene
Pp(z) Pa(y) An

(z—y) AR [Prs1(2) P (y) — Pa(z) Pag1(y)]
A,
- W[Pn(x) Po1(y) = Pu_1(z) Pu(y)].

Ahora sumamos sobre n desde 1 hasta m:

"N Py(2) Pu(y)  Ap

(I‘*y)z ||P ||2 = ||P ||2[Pm+1(l‘)Pm(y) 7P7"(I) Pm+1(y)]

_ Ao

[ Pol[?

Vamos a evaluar el término que hay dentro del segundo corchete teniendo en cuenta las relaciones (2.8) y
(2.9):

n=1

(2.13)
[P1(z) Po(y) — Po(x) Pi(y)]-

(0)
Q,
AoPi(2)Po(y) = =25 (at"w + ) af”
ap
(a5 af

i

( (0))2 (1)

(ag”)?e +

Ay )" ag

=a Bo(x)Po(y) + ——5
ap

De modo anélogo se calcula AgPy(z)P;(y) sin més que intercambiar el papel de x e y:

(a(O))za(l)
AoPy(y)Po(x) = y Po(y) Pola) + =055
ay

Por consiguiente
Ao[P1(2) Po(y) — Po(x) Pi(y)] = (x = y) Po(x) Po(y)-
Pasando este término al miembro izquierdo de (2.13) se obtiene

- Pn(m)Pn(y) _ Am
(gc—y)z | P2 B [IENE [Prt1(2) P (y) — P (%) Prg1 (y)], (2.14)

n=0

o equivalentemente, usando la ecuacién (2.9), obtenemos la relacién

f: PrL(x) Pn(y) _ a%n) Pm-l—l(x)Pm(y) — Pm(x) Pm-‘rl(y) (215)
2R T D [Pul? (@ —y) ’
conocida como la férmula de Christoffel-Darbouz.
<«

2.2.2.  Funcién generatriz

Dada una familia de polinomios ortogonales {P,(x)}, se llama funcién generatriz de esta
familia a una funcién G(z,t) tal que cuando se desarrolla en potencias de t los coeficientes del
desarrollo son los polinomios P, (z):*

Gla,t) = ipn(:c) ", zelab). (2.16)
n=0

4En ocasiones es més conveniente definir la funcién generatriz de un modo ligeramente diferente. Veremos un
ejemplo de esto con los polinomios de Hermite en la seccién 2.6.4. La idea de la funcién generatriz de un conjunto
de funciones no se limita a funciones polinémicas. Por ejemplo, en la seccion 2.8.5 se estudiard la funcién generatriz
de las funciones de Bessel de primera especie.



2.2 Propiedades generales de los polinomios ortogonales 77

También puede interpretarse como una funcién de x cuyos coeficientes son t” cuando se desarrolla
en serie de polinomios P, (z).

Una propiedad 1til de la funcién generatriz que permite deducir resultados acerca de los
polinomios ortogonales (en particular, el cdlculo de sus normas; véanse las secciones 2.6.5 y
2.7.1) viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.3 La condicion necesaria y suficiente para que {P,(x)} sea una familia de polinomios
ortogonales en el intervalo [a,b], relativo al peso r(x), es que la integral

b
I(t,t') = / drr(x) Gz, t) Gz, t') = (G(x,t)|G(z, 1)) (2.17)
a
sélo dependa de las variables t y t' a través del producto tt'.

Para demostrar este teorema desarrollaremos un poco la integral anterior. Dado que

=> Pu@)t",  Ga,t)=)_ Pp(x)t™
n=0

m=0

la ecuacién (2.17) se transforma en

- i i ™ (P, Py). (2.18)

n=0m=0
Pero:
1. Condicién necesaria: Si { P, ()} son ortogonales se tiene que (P,|Py) = || Pul|?0m, luego
I(t,t") queda
I(t,t") = (G(x,1)|G(z, 1) Z | P () |2 (22", (2.19)

que es un funcion sélo de tt'. Esta propiedad se usara en las secciones 2.6.5 y 2.7.1 para hallar
la norma de los polinomios de Hermite y polinomios asociados de Laguerre, respectivamente.

2. Condicién suficiente: Si I(t,t’) sélo depende de ¢t’, su desarrollo en serie de Taylor sobre
esta variable tt' toma la forma

oo

It ) => ()" I,.

n=0
Comparando con (2.18) encontramos que

Esto significa que {P, ()} es una familia ortogonal, tal como querfamos demostrar.

2.2.3. Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Vimos en el capitulo anterior que este método servia para construir un conjunto de funciones
ortogonales a partir de un conjunto de funciones degeneradas correspondientes a un mismo auto-
valor. La idea ahora es la misma: a partir de un conjunto de funciones linealmente independientes
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{¢n(z)} construimos una familia de funciones ortogonales {¢,,(z)} con respecto al peso r(z) en
el intervalo [a, b]. Las férmulas del método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt son:

Yo(x) = @o(z),
(Ymlen)

n—1
%(96) = (Pn(x) - Z amwm(x) con am = =5
= [[9mal

siendo, por supuesto,

b
(mlion) = / 02 (@)t (2)on (7).

En particular, si la familia de funciones linealmente independiente {¢,,(z)} son los monomios
{z"}, es decir, {¢n(z) = 2™}, el procedimiento de Gram-Schmidt nos permite hallar un conjunto
de polinomios ortogonales { P,,(x)} con respecto al peso r(x) en el intervalo [a, b].

» Ejemplo 2.2

Usando el procedimiento de Gram-Schmidt, los tres primeros polinomios ortogonales en el intervalo [a, b] =
[—1, 1] con respecto a la funcién peso r(z) = 1 son:

Po(l’) = ]-a
(Fo(z)|)
P(x)=0x— ——F—Fy(x),
S TV ERR
Py(z)]2?) (P1(2)|2?)
Py(x :I27<07P r) — ——-—"Pi(x).
2( ) HPOHQ 0( ) ||P1||2 1( )
Pero
1
<P0|x>:/ dxlxz =0,
-1
! 2
(Py|z?) = / dela® =2,
1 3
1
(Py|z?) :/ drxz? =0,
-1
1
[Pol?= [ dz1®=2,
luego,
Py(x) =z,
1
PQ(Q:) =x2 — g

Es claro que (P,,|z™) = 0 si n y m son de paridad distinta, por lo que P,(x) son polinomios alternativa-
mente pares e impares: Py(z) par, P;(z) impar, Py(x) par, Ps(x) impar, etc.

Los polinomios que se generan de este modo son, salvo por el valor de la constante de normalizacion, los
polinomios de Legendre, Pn(x) Es decir,

P (z) = cp Py (),
donde los coeficientes ¢, se escogen, por convencién, de modo que la norma de ]Sn(:v) sea igual a 2/(2n+1):
- 2
1Pa@)? = P = 5

En la tabla 2.1 se pueden ver los intervalos, funciones peso y normas que conducen a otros polinomios
ortogonales.

<
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H Polinomios ‘ Intervalo ‘ r(x) ‘ Normalizacién estandar H
2
L d —1<x<1 1 P l? =
egendre <z < | Py ]| o 1
. 2y—1/2 2 5 n#0,
Chebychev (TipoI) | —1<z<1 | (1—2) | Pa|l* =
T n=020,
Laguerre 0<z<o0 e [P.]I? =1
: ko 5 _ (n+ k)
Asociados Laguerre | 0 <z < o0 xhe™® | Pu||* = —
n!
Hermite —00 <z < 00 e’ | P2 = 277!/ 2n!

Tabla 2.1: Intervalos, funciones peso y normas de algunos polinomios ortogonales.

2.3. Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre son las soluciones de la ecuaciéon de Sturm-Liouville

(1—a?)y" =22y +11+1)y=0|, -1<z<l, (2.20)

que verifican la condicién de ser regulares en x = £1. En otros términos, son las soluciones de
problema de Sturm-Liouville singular,

LP(x) =—-NP(x), (2.21)
donde p(x) =1 —22,q(z) =0,7(x) =1y A\ =I(l + 1), con las condiciones de contorno
Py(£1) = finito. (2.22)

Cuando se resuelve la ecuacién de Legendre mediante serie de potencias (véase la seccién
2.3.1 siguiente) se encuentra que las condiciones de finitud de la solucién en x = +1 s6lo pueden
satisfacerse si [ = 0,1,2,... Es decir, los autovalores del problema de Sturm-Liouville singular
dado por (2.20) y (2.22) son

N=IU(1+1), 1=0,1,2,... (2.23)
Para estos valores de [, las soluciones (autofunciones) de la ecuacién de Legendre que satisfacen

las condiciones de contorno (2.22) existen y son los polinomios de Legendre, cuya representacion
en serie de potencias es

1/2)
Pe) = (0" g (1(2—l ;1)2'78)'— 2m)! =, (2:24)

m=0

donde por [I/2] denotamos la parte entera de [/2. La constante de normalizacién se ha elegido de
modo que P(1) = 1.

2.3.1. Resolucién de la ecuacion de Legendre mediante serie de potencias

En esta seccién comprobaremos que, efectivamente, los polinomios de Legendre son la solucién
del problema de Sturm-Lioville singular dado por las ecuaciones (2.20) y (2.22). Una discusién
mas detallada puede encontrarse en casi cualquier libro que trate sobre la resolucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante serie de potencias pues la ecuaciéon de Legendre es un ejemplo
clasico.’

5Véase, por ejemplo, la seccién 4.2 de [Myi78], la seccién 28 de [Sim93] o la seccién 12.10 de [Arf85).
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Empezamos buscando una solucion de la ecuacion de Legendre en forma de serie de potencias

o0
= g anx™.
n=0

Sustituimos en la ecuacién de Legendre y obtenemos

o0 [e.e]

(1—x2)Zn(n—1 anx"” —2$Znanx" 1. l—|—1)2anx":0,
n=2 n=0
es decir,
oo o0
Zn(n—lanm Z (n—1)ayz" —QZnanm +Il(l+1 Zanm =0. (2.25)
n=2 n=1 n=0

Podemos reescribir el primer término de esta ecuacién de otra manera haciendo el cambio n —
n + 2 en el sumatorio, es decir:

o0 o0

Z n(n —1aya™ 2 = Z(n +2)(n+ 1)api22"

n=0

(jcompruébese escribiendo explicitamente los primeros términos de la serie!) de modo que la
ecuacién (2.25) se transforma en

o o
Z n+2)(n+ Dapto + 11+ 1)ay) Z nn —1)apz" — 2 Znanx (2.26)
= n=1

Ahora agrupamos los términos que contienen potencias de z° (término independiente), ! y 2™
conn > 2:

0= [2@2 +1(l+ Dao] + {[I(l +1) — 2] a1 + 6as} x

+Z{ nn—1)=2n+1l+1]a, + (n+2)(n+ a2} z".

Para que esta relacion se verifique, los coeficientes que acompainian a las potencias ™ con m =
0,1,--- deben ser nulos y por tanto:

ag = — l(l ;_ 1) agp, (2.27&)

1) -2 (42
05— W+6) o — _(l;('“r) o (2.27b)
oy = — WD —nntl) = (=—n)itntl) = o, (2.27¢)

(n+2)(n+1) (n+1)(n+2)

La soluciéon general de la ecuacion de Legendre, como la de toda ecuacién diferencial de se-
gundo orden, se escribe como la combinacién lineal de dos soluciones y;(x) e y2(x) linealmente
independientes. Si escogemos a; = 0, obtenemos la solucion

x? xt
y1(z) =ap |1 —=1(1 + 1)5 + =21+ D)+ 3)1
6
x
)a“‘

(=) -2+ 1)I+3)(1+5 (2.28)
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Si escogemos ag = 0, la solucién linealmente independiente es

3 5

ya(w) =ar [z = (1= DI +2) 5 + (1= = DU+ DA+ 5
7

(=5 -3 -1+ +4)(1 + 6)% 4o (2.29)

> Ejercicio 2.2

Comprueba que de las ecuaciones (2.27) se deducen las expresiones (2.28) y (2.29).

Las series infinitas anteriores nos definen dos funciones y;(z) e y2(x) que son linealmente
independientes pues en yi(z) sélo hay potencias pares y en ya(z) sélo potencias impares de z.
La solucién general de la ecuacién de Legendre es pues y(z) = ciy1(x) + coyz(x), con ¢1 y co
constantes arbitrarias. Estas funciones y;(z) e y2(x) se conocen como funciones de Legendre y,
en general, divergen para x = +1 por lo que no satisfacen la condicién de contorno singular
(2.22). Hemos dicho que las funciones de Legendre divergen en general para x = +1 porque para
valores enteros de [ estas funciones se hacen regulares en x = +1. Esto no es dificil de ver: si
[ es un numero entero (I = 0,1,---), la relacién de recurrencia (2.27c) nos dice que a;49 = 0,
y por consiguiente, 0 = a;y4 = a;46 = ---. Por tanto, si | = par, la serie que define a y;(z) se
trunca y la funcién y;(x) no es mas que un polinomio de grado [; si [ = impar, es la serie que
define a y2(x) la que se trunca y la funcién yo(x) es un polinomio de grado [. En definitiva, si
I =0,1,---, hay soluciones en forma de polinomio de la ecuacién de Legendre. Dado que los
polinomios son funciones regulares para todo argumento, concluimos que estos polinomios son
la solucién del problema de Sturm-Liouville descrito por las ecuaciones (2.20) y (2.22) dado que
son soluciones de la ecuacién de Legendre y, ademds, son regulares en x = +1. Estos polinomios
son justamente los polinomios de Legendre si se escogen las constantes ag y a1 de modo que el
valor de los polinomios sea 1 en z = 1.

2.3.2. Paridad y valores especiales

Por inspeccién de la férmula explicita (2.24) de Pj(x) puede verse que Pj(x) tiene la misma
paridad que [:6
P(z) = —P(—z) sil esimpar,

P(z) = P(—z) siles par. (2:30)

Esto implica que
P, (0) =0 sil=impar
pues, en este caso, P;(0) = —F;(—0) lo cual exige P;(0) = 0.
Si [ es par, entonces solo el término (sumando) constante (es decir, el coeficiente de zV)

no es nulo cuando x = 0, con lo cual P;(0) serd igual al coeficiente de 2. Como el término
correspondiente a 2° se da cuando I — 2m = 0, es decir, para m = /2, se deduce que

I
2L (Lyr(g)ro
l!
ATEAVIES
2'[()Y]
6Si | es par [impar] entonces | — 2m es par [impar] para todo m = entero, luego z'~
por tanto P;(z) es funcién par [impar].

Py(0) = (—1)"/?

ol

= (-2

2m s funcién par [impar] y
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Figura 2.1: Primeros polinomios de Legendre P;(x) con [ = 0,1,2,3,4,5. La linea que corta [ veces
a la abscisa es la representacién del polinomio Pj(z).

2.3.3.  Primeros polinomios

Los primeros polinomios de Legendre normalizados mediante la condicién P;(1) = 1 son:

PO(:C> = 1>
Pi(x) =z,
Py(r) = (3% ~ 1),

1
= 5(51’3 — 333'),

1
Py(z) = §(35$4 —302% + 3),

Ps(z)

1
Ps(z) = g(63x5 — 702® + 15z),

En la figura 2.1 se representan estos seis primeros polinomios. Noétese que el nimero de ceros de

Py(x) es igual a l.

2.3.4. Férmula de Rodrigues

La férmula de Rodrigues proporciona una representacion diferencial de los polinomios de

Legendre.

Partimos de las siguientes propiedades de la derivada de un monomio:

d

d

En particular se tiene que

d

<> 2™ =0 paran>m.
dx

1
AN\ oy (21=2m)! 5,
<dx> T T U

m—n

T para n < m,

n) (2.31)

(Il —2m)!
(21 — 2m)!

—2m __

=T

d : 2l—2m
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Usamos esta 1ltima relacién en la expresién (2.24) de Py(x):

1 d\'
Pi) = Z(_l)m 2lm!(l — m)! <d:5) wt

0

d\! [1/2] 1 (1)
m,.2(l—m
2! <d:1c> E:O m!(l —m)! (-1)"= ' (232)

Esta ltima expresion es muy similar a la férmula del binomio de Newton. Seria igual si el suma-
torio se extendiera hasta [ y estuviera multiplicado por I! Pero, ;es licito extender el sumatorio
hasta {7 La respuesta es si ya que

! _ [1/2] 2(1—m) ! m2(1—m)
(=1)ma?t=m) (=D (=D
(G o N ) e 2.33
n’LZO m!(l —m)! n;) m!(l —m)! m:%}ﬂ m!(l —m)! (2:33)

y resulta que el segundo sumatorio, tras ser derivado ! veces, es nulo. Justificaremos esta afirma-
cién escribiendo

l

—1)mg2(—m)
Z (m')(lim)' = 22=211/21=2 | monomios de grado menor
m=[l/2]+1 ) '

Como

201/2] = l si [ es par,
C)li-1 siles impar,

se tiene que
[—2 sil es par,

20 —2[/2] —2 = ) .
[ —1 sil esimpar,

y por tanto el monomio de mayor grado que afadimos en (2.33) es /=2 si [ es par, o z!~! si

[ es impar. Pero, segin (2.31), su derivada [-ésima es nula en cualquiera de estos dos casos.

Esto significa que, efectivamente, los términos que anadimos, tras ser derivados [ veces, dan una

contribucién nula. Por tanto podemos escribir (2.32) en forma del binomio de Newton:

P(z) = 1/d lzl: L(_l)m 2(l-m)
"= o \dr ¢ mi(l—m)! “

l
(Y ey 20

Esta dltima expresién se conoce como formula de Rodrigues.

2.3.5. Representaciones integrales
Férmula de Schlafli

Partimos de la férmula integral de Cauchy,

(&) 161= 35 .00 -2 5 259
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Figura 2.2: Un contorno de integracién valido para la férmula de Schlafli en donde z =z € R.

siendo C' un contorno cerrado dentro del cual f es regular (analitica) y que incluye al punto s = z
(véase la figura 2.2). Escogemos ahora la funcién f(s) = (s? —1)!, que es regular en todo el plano
complejo, y elegimos como valor de z a un nimero real z dentro del intervalo [—1, 1]. Por tanto

(;;)l(a:z — 1)l = ;;idsm

Usando la férmula de Rodrigues (2.34) se tiene que

82 1\l
Pz) = QZ;M, 72 ds ((8 . I)ll)ﬂ, (2.36)

que es la formula de Schldfii.

Férmula de Laplace

Partimos de la representacién de Schléfli, escogiendo como contorno C' a la circunferencia con
centro en x € (—1,1) y de radio /|z? — 1|, es decir, excluimos los puntos z = £1 como centros.
De este modo tenemos que

s=a+ (22 — 1Y%, —m< <. (2.37)
El numerador de la integral de la férmula de Schlafli (2.36) toma la forma
s2—1=(s+1)(s—1)
= z4+1+ (22— 1D)Y2e%) [z — 1+ (2% — 1)/2e¥]

= (22— 1) + 2z (2> = 1)V/2e¥ 4 (22 — 1) &2
= 22(2% — 1)V/2 e (22 — 1) (1 4 &%)
1/2 eii@ + eiLP

2
= 2(2® — 1)Y2e¥[z + (2® — 1)Y2 cos ).

=2(2? = 1)V2e" |z + (22 = 1)

Por tanto .
(s — D! = 24(a? — 1)/2 e[z + (2® — 1)/% cos ] (2.38)

De la ecuacién (2.37) se deduce que

ds =i (z? —1)Y/2 e dop. (2.39)
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Sustituyendo (2.38) y (2.39) en la férmula de Schléfli (2.36), obtenemos

l .
i(z® = 1) dp

Bi(z) 1 /7r 2l (x? — )2 e[z + (22 — 1)1/? cos ¢]
xr) =
! 2027mi ) (22 — 1)““71 ill+1)e

™

=5 [z + (2% — 1)"/% cos o] dip.

Como la funcién cos ¢ es par, podemos escribir

s
Pa) =+ [ o+ @2 = )2 cos ol d, (2.40)
0

que es la formula de Laplace. Esta férmula es también valida para x = +1 ya que para estos
valores conduce a Pj(1) = 1y P(—1) = (—1)!, tal como debe ser. Nétese también que Pj(z) es
siempre real a pesar de que (22 — 1)1/2 es imaginario para —1 < x < 1. Esto puede justificarse
de la siguiente manera: si desarrollamos [z + (22 — 1)'/2 cos ]! mediante la férmula del binomio
de Newton, obtendremos sumandos proporcionales a:

» (22 — 1)V/2 cos ¢]™ siendo m par (m < l), y estos términos son reales, como puede verse
facilmente:

[(.%'2 _ 1)1/2]771 _ [’L (1 _ x2)1/2]m — ’Lm(l _ x2)m/2 _ :|:(1 _ $2)m/2 cR

para —1 <z < 1.
n [(22—1)12 cos ¢]™ siendo m impar. Ahora es cierto que (z2—1)'/? es un niimero imaginario
puro, pero si m es impar entonces en (2.40) estamos integrando una potencia impar de cos ¢
en el intervalo [0, 7]. Esta integral es nula, por lo que estos sumandos con m impar dan
una contribucién nula. En resumen, si m es impar, los términos imaginarios se anulan al
integrarse:

s s
/ (22 = 1) cos™ pdp = (2* — l)m/2/ cos™ pdp =0 si m impar.
0 0

2.3.6. Funcién generatriz

Vamos a hallar la funcién generatriz a partir de la férmula de Laplace (2.40):
o0
Gz, t) =) _ Pa)t!
1=0

/ dp Ztl[m + (22 — 1)? cos ¢!
0

=0

_1/7r dy
TJo 1—t(x+ Va2 —1lcosy)

donde se ha hecho uso de la relaciéon 1/(1 — ) = 1 + 2 4+ 2? + ... La integral anterior tiene
primitiva:

T

1 [ d 1 2 —b
G(z,t) = / Ld = — arctan 27 % an?
T Jo a+bcosp Ta2 — b2 a+b 2 o
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Figura 2.3: Célculo del campo eléctrico dipolar.

cona=1—txyb=—tVz2— 1. Pero

1
2 _ b2

tan0=0 — arctan0=20
tang:oo — arctanoo:g

} = G(z,t) =

y por tanto la funcién generatriz serd

1

V1— 2zt + 12

A partir de la funcién generatriz pueden obtenerse diversas propiedades de los polinomios de
Legendre. Por ejemplo,

Gla,t) = (2.41)

|_|I—‘

Gz =1,t) i =  Ppl)=1,
Z

Gz =-11t =

2.3.7. Funcién generatriz y campo eléctrico dipolar

Puede usarse la funcién generatriz de los polinomios de Legendre para hallar una expresién
aproximada del campo eléctrico generado por un dipolo eléctrico. Sea un dipolo formado por dos
cargas q y —q equidistantes del origen de coordenadas y que estan separadas por la distancia 2a,
tal como se muestra en la figura 2.3. Usando coordenadas polares (pues el campo tiene simetria
de rotacién con respecto al eje que pasa por las dos cargas +¢q y —¢q), el campo eléctrico en un
punto de coordenadas (r,6) viene dado por

con

r = (7"2 +a?— 2arcos0)1/2,

o = (7”2 + a? +2arc0s0)1/2.
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Pero
1 1 1
-z = G(cosb,a/r),
i 74/1—2cos(0)(a/r) + (a/r)2 ( /r)
1.1 L = G(cosb, —a/r).
r /T 2cos(0)(a/r) + (af1)? |

Por tanto

V(r,6) = . [G<0089 a/r) — G(cos b, —a/r)]
De la definicién de la funcién generatriz se deduce que
o a\mn
V(r,0) = 4 Z [Py (cos®) — (—1)" P, (cos )] (;)

r
n=0

Por tanto, usando las propiedades de simetria (2.30) de los polinomios de Legendre obtenemos

V(r,0) 2 Z Py, 11(cos ) (r>2n+1 ,

que es la expresion del potencial de un dipolo eléctrico expresado en la forma de un desarrollo en
serie de polinomios de Legendre. En particular, si r es mucho méas grande que a, la serie anterior
converge muy rapidamente y se puede aproximar el potencial V(r,6) del dipolo por su primer
término, (2qa/r?)P;(cosf), es decir,

2qa
V(r,0) ~ —qg cos 0 para > a.
r

Esta es la expresion aproximada habitual utilizada en las aplicaciones fisicas. La cantidad 2qa es
conocida como momento del dipolo.

Si la disposicién de las cargas hubiera sido +q¢ en x = a, —2¢ en © = 0y +q en = —a,
tendriamos un cuadripolo eléctrico lineal cuyo campo eléctrico, como es facil de comprobar,
vendria dado por

V(r,0) = = [-2+4 G(cosb,a/r) + G(cos 8, —a/r)]

{ -2+ Z (cos®) + (—1)"Pp(cos0)] (j)n}
_ ZPQn (cosf) ( >2n.

Si r > a, el potencial del cuadripolo eléctrico linear se puede aproximar por

IR IR

2

V(r,0) = T—?Pg(cos 0) +
a? 9
= (3 cos” 6 — 1) +

Siempre es posible disponer las cargas eléctricas de modo que el primer término del desarrollo de
V(r,8) en polinomios de Legendre sea P,,, es decir, V(r,0) ~ P,,(cosf)+ ---. A esta disposicién
de cargas se la llama monopolo si m = 0, dipolo si m = 1, cuadripolo si m = 2, octupolo si
m = 3, etc.
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> Ejercicio 2.8

Se pide hallar la disposicién de cargas de un octupolo lineal, es decir, la disposicion de cargas que conduce
a un campo eléctrico con la propiedad de que V(r,0) ~ Ps(cos@) + ---. Una pista muy sugerente: la
disposicién de cargas del dipolo y del cuadripolo estan “curiosamente” relacionadas con las férmulas mas
sencillas de la derivada primera y segunda central, respectivamente, mediante diferencias finitas de una
funcién (véase la seccién 4.3.1); ;podria ser que la disposicién del octupolo estuviera relacionada con la
expresion (mds sencilla) de la derivada tercera central? La respuesta es si. jEs esto sélo casualidad?

2.3.8. Desarrollo en serie de polinomios de Legendre

Sea o(z) una funcién de cuadrado sumable en el intervalo I = [—1,1]. Entonces podemos
escribir dicha funcién como

o(x) = ZCZPZ(:U) con ¢ = 7@’8‘? (2.42)
1=0

Dentro de un momento vamos a demostrar que la norma de los polinomios de Legendre viene

dada por

2
2 _
IR = 5 (2.43)

Usando este resultado podemos escribir el desarrollo en polinomios de Legendre de una funcién
¢(z) de un modo més explicito:

oo 1
o(z) = chPl(x) con ¢ = %T_Fl X dzx o(z)P(x). (2.44)
=0 B

Por supuesto, tal como se decia en los teoremas 1.6 y 1.5, pagina 27, el tipo de convergencia de
la serie Fourier generalizada (2.42) a la funcién ¢(z) depende de la continuidad y suavidad de
esta funcioén.

A continuacién vamos a demostrar la férmula (2.43) para la norma de P;. Lo haremos de dos
modos: mediante la férmula de Rodrigues y mediante la funciéon generatriz.

Primer modo: mediante la férmula de Rodrigues.
El cuadrado de la norma de Pj(z) es

1
IR = [ doPi(o) Pito)

1
— e [P - DY - 1) o (0.8

dz - dam dx
partes con u = [D!(2? — 1)1] y dv = [D'(2? — 1)!] dz, de modo que

- iy d am d\"
donde hemos utilizado la notacién D = — y D™ = = . Integramos (2.45) por

1
22l(l!)2

IIP = s {10 = 01067 = [ = [ a0 - 0 - )

B (2.46)
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El primer término (el término de contorno) es nulo ya que

=0 sin<l

D" 2 1 !
(x ) r==+1

= D"(z — 1) 1)!
. (z—-1)(z+1)

pues en esta derivada n-ésima, los términos resultantes contienen términos proporcionales a x — 1
y ax + 1 que son nulos en x = 1 y x = —1, respectivamente. Integrando por partes [ veces la
integral remanente en (2.46) se tiene que

1 21
121 = -0 [ @0 () @ vl (2.47)

1

(jx>2l (22 - 1)l = (;i)m zl: <i> (-1

n=0

_ <d$> 22— (x4 4.

— D2 pALA-2
=2)!'+04+0+---

Pero

Por tanto || P||? se reduce a

1
1P? = 253(2;2(—1)’ /_1 da (2> — 1)\,

Para evaluar esta integral usaremos el cambio de variable u = (x + 1)/2, es decir, z = 2u — 1.
Entonces

r=—-1=u=0,
r=1=u=1,
22— 1= (z+1)(z—1)=4du(u—1),

v la integral se convierte en

/1 dx(x2—1)l:2/1du[22(u—1)u]l

-1 0

1
(_1)l 22[—1—1/ du ul(l . u)l
0

= (-D)!'22HBU+1,1+1),

donde B(r, s) es la funcién beta:

1
B(r,s) = / dun™ 11 —u)¥t = L2
0

Recordando que I'(1 4+ 1) = [!, se tiene que
(20)!

2
12IP = 221(11)2 (-1 (—1)122”1(2;{!’_)1)'
) % (2.48)

que es el resultado que queriamos probar.
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> Ejercicio 2.4

Sabemos que (P|P,,) = 0 si l # m porque los polinomios de Legendre son soluciones de un problema
de Sturm-Liouville y P/(x) y Pp(x) son autofunciones con autovalores distintos. No obstante, podemos
demostrar esta propiedad de forma directa mediante un procedimiento muy similar al que acabamos de
seguir para hallar la norma de P;(z). Supongamos por concretar que m < l. Entonces:

1. Usa la formula de Rodrigues de los polinomios de Legendre para demostrar que

(P|Py) o / [D'(z? — DY [D™(2? — 1)™] d.

-1
2. Mediante integracién por partes [mira la deduccién que va de la ecuacion (2.45) a la ecuacion (2.47)]
demuestra que
1 d +m
wir) [ @0 () @ -man
1 dx

3. Usa la relacién anterior para demostrar que (P;|Pp,) =0 si m <.

Por supuesto, si hubiera ocurrido que m > [, sélo habria que intercambiar los papeles de | y m en la
demostracién anterior, por lo que se deduce entonces que (P|P,,) = 0 si l # m, que es lo que se quiere
demostrar.

Segundo modo: mediante la funcién generatriz.

Este método es mas sencillo que el anterior. Partimos de la funcién generatriz

Glat) = —— 3 A
V1 — 2t + t2 =0

Elevamos al cuadrado esta expresion e integramos en el intervalo [—1, 1],

1 x 1
| i = [ G =
/ 5303 4 B) Palo)
=0 m=0
[eolNe] 1
=3 S0 de [ dn R Pu
l*Om—O B

= ZtQZHP I12. (2.50)
Hacemos ahora el cambio y = 1 — 2tz + 2 en la integral (2.49). De este modo dy = —2t dx, los

limites de integracién son

r=1=y=1-2t+1>=(1—-1t)%
r=—-1=y=1+2t+t"=(1+1t)?
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y la integral se transforma en

/1 dx _ /(1—t)2 i@
g l=2at 412 e 2ty

1 (1+t)2 d7y
2t Ja—o2 Y

1 1+1¢
=-Inl——].
t 1-1¢

2t
Peroln(lit):it—gj:g—--~,porloque
141 B
In(—— ) =In(l+t)—In(l—t) =2 |t+ = + — + -
n(l—t) n(l+1¢) —In( ) [+3+5+ },

v la integral puede escribirse asi:

/1 dx 5 1+t2+t4+

,11—2$t+t2 3 5
0 t2l

2 ) 2.51
S o 251

Comparando el desarrollo (2.51) con el (2.50) se ve que

2

2 _
1B = -

(2.52)
» Ejemplo 2.3

En este ejemplo queremos desarrollar en serie de polinomios de Legendre la funcién |z| definida en el
intervalo [—1,1].
El desarrollo de |z| viene dado por la expresién

‘J}l - Z CZnPZn(m)7
n=0

donde sélo aparecen indices pares debido a que |x| es una funcién par.” Usando la expresién (2.44) tenemos
que

(Pon | |z[)
(| Panl|?

an+1 1
_an+t /d;z:|:1:|P2n(x)
—1

Cop =

2

=M“4n+1) /01 dx 2 Pap(x) (2.53)

"Los términos impares son nulos porque cani1 j_ll |z|P2n+1 = 0, ya que las integrales sobre un intervalo
simétrico en torno a x = 0 (aqui el intervalo es [—1,1]) cuyo integrando sea impar son nulas. En nuestro caso el
integrando es impar por ser el producto de una funcién par, |z|, por una funcién impar, Pany1(z). Este tltimo
resultado lo vimos en la ecuacién (2.30) de la pagina 81.
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pues |z| y Po,(x) son funciones pares. Usamos ahora la férmula de Rodrigues (2.34):
' 1 2 2
n=(4 1 d x D" - 1)
o = (i +1) [ o D7 1)

dn +1 ' d 2n—1(,2 2 b oanig 2 2
x D" X 1)°"| dx D" T 1) dx . 2.54
22n(2n)! {/o dx [ ( ™) /0 ( ) (254

La tltima relacién requiere n > 1. La primera integral que hay dentro de las llaves de (2.54) es nula,

Z‘DQn_l(a,‘Q _ 1)2n

puesto que:

= En z =0 se tiene que 0- [D*"~ (22 —1)*"] _ =0.

» D27 1(z2 — 1)2" es una suma de términos en los que siempre hay, al menos, un factor (z2 — 1)
(demuéstrese) por lo que todos estos términos son nulos en z = 1.

Analicemos ahora el valor de la segunda integral que hay dentro de las llaves de la ecuacién (2.54):

1 =
/ D2n71(x2 o 1)2n dr = D2n72(x2 o 1)2n O.
0 =

Esta expresion es nula en x = 1 por los mismos motivos que hemos dado anteriormente para justificar que
D*=1(22 — 1) es cero en x = 1. Por consiguiente

An+1 [(d\"?
Cop = L () (x2 _ 1>2n

22n(2n)! \ dz
=0
00 2n—2
_ dn+1 n o d (222
22n(2n)! L4 dz ’
= =0

donde hemos desarrollado (22 — 1)?" mediante la férmula del binomio de Newton. Es claro que todos lo

términos son nulos para x = 0 excepto el término independiente (el término que no depende de z). Este

término es
d 2n—2
(d) 2?72 = (2n — 2)!
T

2n—2 2n—m

Pero el monomio z es igual a (z?%) si m es tal que
n—2=4n-2m=2m=4n-2n+2=2n+2=>m=n+1.

Por tanto tenemos que

in +1 2n
"= ———— 1"t (2n —2)!
e = gamgesi (o r 1 ) D= 2)
n+1  (2n—2)!
= (—1)"*t >1
e g 1Y o s L

El coeficiente para n = 0 viene dado por

1 1! 1
c0:§<PO||x|>:§[11|x|d$:§.

Los primeros coeficientes del desarrollo en serie de |z| en polinomios de Legendre son

1 ) 3 13
cn = — Co = — Cp = —— Cp = ——
0 23 2 87 4 16’ 6 1287
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[N=1|N=2 | N=3 | N=4
z=0 [ 0.5 [0.1875[0.1172 | 0.0854
z=05] 05 [0.4219 | 0.4761 | 0.5089
z=1 | 05 [ 1125 | 0.9375 [ 1.0391

Tabla 2.2: Aproximacién Sy (x) a la funcién |z| para varios valores de z y N.

1 -

0.8

0.

6

-1 -0.75-0.5-0.25 0.25 0.5 0.75 1

Figura 2.4: Aproximacién Sy(x) (linea quebrada) y Sg(x) (linea continua) de la funcién |x|.

y por tanto
1 5 3 13
o = 3Pole) + 3Pale) — 1 Paa) + O (1) )
15 (1 7 13

Hemos escrito

o(Bon)-o(2)

porque P, (x) es del orden de la unidad (|P,(x)| < 1).
Sea Sy el desarrollo en serie de polinomios de Legendre de |z| con N términos:

N—

,_.

couPoy(x
=0

Esta serie converge muy rapidamente tal y como se muestra en la tabla 2.2 y en la figura 2.4.

Aproximacién de minimos cuadrados

Queremos hallar el polinomio py(x) = > _; ama™ de grado n definido en el intervalo [—1, 1]
que proporciona la mejor estimacién (en el sentido de minimos cuadrados) a una funcién dada
o(x). Es decir, queremos hallar los coeficientes a,, que hacen que el error cuadratico medio

1 1 n 2
B, = [ delpla) - pala))? = [ do [tp(x)— Zamxm]

-1 -1 m=0
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sea minimo. La respuesta a esta cuestion ha sido esencialmente dada en la secciéon 1.6.1, pagina
31 y siguientes, si nos damos cuenta de que los polinomios de Legendre estdn definidos en el
intervalo [—1,1] y su funcion peso es la unidad, r(x) = 1. Esto significa que el polinomio p,(x)
6ptimo (en media cuadrética), es decir, el polinomio de grado n que conduce a error cuadrético
minimo viene dado por

" 20+1 (1
pn(x) =) P(x), con¢g=—7— [ drp(x)P(x).
1

2
1=0

> Ejercicio 2.5

Obtén las férmulas del polinomio éptimo en media cuadrdtica de una funcién definida en el intervalo
[—a, a]. Hazlo también si el intervalo es [a,b].

» Ejemplo 2.4

En este ejemplo vamos a obtener el polinomio éptimo (en media cuadritica) de grado cuatro que aproxima
la funcién cos(z) en el intervalo [—1,1] y vamos a compararlo con el desarrollo en serie de Taylor hasta
orden cuatro de esta funcién. Llevando a cabo las integrales de la ecuacién (2.44) para ¢(z) = cos(z), se
obtiene que ¢o = sen(l), c2 = 15cos(1) — 10sen(1), ¢4 = 855cos(1) — 549sen(1). Por supuesto, por ser
cos(z) una funcién par, ocurre que ¢, = 0 cuando n es impar. Entonces

4

P (z) =) enli(w)

1=0

1695 sin(1) — 2625 cos(1) n 8295sin(1) + 12915 cos(1) 24 19215sin(1) — 29925 cos(l)x4
8 4 8

= 0'999971 — 0'49938522 + 003980872

La aproximacion que se obtiene mediante el desarrollo en serie de Taylor es

2 4

tay T T
=1—— 4+ —.
Py () 9 +24

En la figura 2.5 se representa la diferencia de las dos aproximaciones anteriores con la funcién cos(z). Es
evidente la superioridad de p**(z) sobre el simple truncamiento de la serie de Taylor, pi™ (z).

2.3.9. Relaciones de recurrencia de los polinomios de Legendre

Hallaremos la relacion de recurrencia de los polinomios de Legendre de dos maneras: la primera
a través de la relacién de recurrencia general (2.3) de la pégina 73, y la segunda mediante la
funcién generatriz. Terminaremos esta seccion obteniendo algunas relaciones de recurrencia para
la derivada P/(z) de los polinomios de Legendre.
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0.0015 +
‘ p,(X)-cos(x)
I
| I
| I
| I
| I
\
\ 0.0010 + )
' I
' I
\ 1
\ 1
\ 1
\ !
\ 1
\ 0.0005 + f
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
N s
S ~ = -
#@7@9‘@9&7’@@4 X
1.0 0.5 0|0 0.5 1.0

Figura 2.5: Comparacién del error py(z) — cos(z) donde py(x) = pS**(x) (Iinea continua) y ps(z) =

piay(z) (linea quebrada).

Relacién de recurrencia a partir de la relacidén de recurrencia general

La relacién de recurrencia general (2.3) es

xP/(x) = AjPy1(x) + BiP(x) + CiP—1 ()

verificdindose [véanse las ecuaciones (2.9), (2.10) y (2.12)] que

l ) I+1
L U 1
oD o oD [

donde aﬁf) se define por la relacién

l
P(z) = Z al g™,

m=0

Pero sabemos por la ecuacién (2.24) que los polinomios de Legendre vienen dados por

[1/2] (21 — 2m)! (/2] "
_ m . —2m __ —2m
Pla) = (1) Ul —m)\(l —2m)l" D Uiy
m=0 m=0
donde, en particular,
o o(20—2-0)!  (21)!
a =V 0~ sy

al(Z =0.
Usando estas expresiones en (2.57) se tiene
20! 27T+ 1))

20+1)  1+1

POl T @ +2)! @I+ D@I+2) 2+1
B, =0,
l 2 2-1 !
Ci T2+1

T2 —12+1 2

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)
(2.60)
(2.61)
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Sustituyendo en (2.56) se encuentra

[+1 l
zP(z) = mplﬂ(l‘) T n 1Pl—1(l‘)a
es decir
(20+1)2 Pw) = (1 +1) Pt (2) + 1 P (@), (2.62)

Relacién de recurrencia a partir de la funcién generatriz

Ahora vamos a hallar la relacién de recurrencia (2.62) partiendo de la funcién generatriz dada
n (2.41),
G(z,t) = (1 — 2zt + )~ V/2,

Derivamos G(z,t) respecto a la variable ¢,

r—t
(1 — 2zt +12)3/2

%(j = —%(1 — 2wt + %) 732 (—2z + 2t) =

para, reordenando términos, obtener

(1 —2xt+t2)%

5 (x —t) G(x,t). (2.63)

Pero la funcién generatriz se define como

o0
=Y Rt
1=0
lo que implica
[e.e]
=> Px)1t"
I=1

Sustituyendo este resultado en (2.63) obtenemos

ZZPl tl1—2lePl tl+ZlP tl“—azZP, ZP ks (2.64)

Aprovechando que los indices de los sumatorios son “mudos” vamos cambiar los indices en los
sumatorios teniendo cuidado de no invalidar la igualdad. Lo que haremos es cambiar los indices
de modo que nos queden todos los sumatorios expresados en potencias de t'. En general, si
nos encontramos con la suma y ;> F (D)t v queremos expresarla en potencias de ' debemos
realizar el cambio [, — lpew — M, 0, como escribiremos a menudo sin tanto detalle, I — [ —m
Por ejemplo, esto significa que

lotg +m — lyew

lola =1 = lpew — M =1 = lpew = m+n,

y por tanto la suma Y ;2 F(I)¢"*™ en términos del nuevo indice se escribirfa >°7° . F(I—m)t!
expresion que ya estd escrita en potencias de '8 Volviendo a la ecuacién (2.64), lo que hacemos

8Est4 claro que ir arrastrando los subindices old y new es pesado y, ademés, innecesario siempre que se preste la
atencién debida. Otra posibilidad menos “elegante” pero que provoca menos confusién es utilizar simbolos distintos
para el indice nuevo y viejo; digamos escribir [ en vez de loq y j en vez de lpew-
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es efectuar el cambio [ — [ 4+ 1 en el primer sumatorio, dejamos el segundo y el cuarto tal como
estan (pues ya estan expresados en potencias de tl), y en el tercer y quinto sumatorio llevamos a
cabo el cambio | — [ — 1. El resultado es

iz“ ) Pt —2szBtl+Zl—1 Pt —:L"ZPlt —ZPZ "
=0

Como todas las sumas estan expresadas con términos t!, es facil darse cuenta que el inico modo
de que la relacién anterior se satisfaga para todo t es si los coeficientes de # (l=0,1,2--+)
satisfacen las relaciones:

to . P1 = :EP(),
tl . 2P2 — 2z P1 = .TPl — Po,
tteonl>2: (I+1)Pyi—22lP+(—1)P_; =aP — P_,.
Noétese que la segunda relacién es un caso particular de la tercera. También la primera relacién

serfa un caso particular de la tercera si aceptamos la convencién de considerar que FPj(z) = 0 si
I < 0. En este caso, las tres relaciones anteriores se pueden sintetizar en la tercera de ellas:

(+1)Py1—22lP+(1—-1)P_y=aF —P_q, [1=0,1,2,---
0, equivalentemente,
2+ 1) xP(x)=(1+1)Pyi(z) +1P_1 (), 1=0,1,2,--- (2.65)

que es la relacion de recurrencia buscada.

Relaciones de recurrencia sobre - 4 p ()

Del mismo modo que en la seccién anterior, partimos de la funcién generatriz (2.41) pero
derivando ahora con respecto a x:

oG 1
o =5l -2t + )73/ (—21)

t

=T o zt@t)

es decir,

oG
_ A Yl
(1 —2xt+1t)

De la definicién de funcién generatriz se deduce que

— tG(z,1). (2.66)

oG
— l _ / l
G(x,t) = E P(z)t' = o E_OPZ(:L")t.
Sustituyendo este resultado en (2.66) se encuentra

oo o 0.9] o0
1=0 1=0 1=0 1=0
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Tal como procedimos anteriormente, hacemos cambios en los indices para que las sumas queden
expresadas en potencias de t' y de este modo poder igualar los coeficientes:

[e¢] o0 (o] o0
DVTIREE) SEAED SRS ULa)
1=0 =1 1=2 =1

Esta ecuacién implica
Pl(w) = 20 Pl_y (&) + Pl_y(w) = Pr_s(a) (2.67)

para [ > 2. Si consideramos que Pj(z) = 0sil < 0, entonces es ficil ver que es también vélida para
todo [. Esta es una de las relaciones de recurrencia (que involucran a la derivada) que satisfacen
los polinomios de Legendre.

Es posible deducir otras muchas relaciones que involucran a P/(z) a partir de (2.65) y (2.67).
A continuacién deducimos unas cuantas relaciones mdas usando una notacién que debiera ser
didfana:

2%(2.65) + (214 1)(2.67) = ]Dl/+1(x) — Pl'_l(x) =(20+1) P(x), (2.68)
%[(2.67)4—(2.68)] = Pl \(z) = (1+1) P(x) + 2 Pl(x), (2.69)
%[(2.67)—(2.68)} — Pl (2) = —I P(2) + 2 Pl(), (2.70)

(2.69),_,; +2(2.70) = (1 — 2?) P/(z) = 1 P_1(2) — Iz Py(z), (2.71)
@) +1270) > (1) Pl(w) = (14 Ve Pe) — (4 1) Pra(e)  (2.72)

Derivado una vez (2.71) y usando (2.70) para eliminar P, ,(z) redescubrimos que Fj(x) sa-
tisface la ecuacién de Legendre,

L1~ ) (@) = L Py (x) — 1 Pi(x) — L P(a)

dx
= l[~1 P(2) + = P/(2)] = 1 P(x) — lz P (x)
=—I(l+1)P(x)

es decir,
(1 -2 P'(x) — 22 Pl(a) + 1(1+ 1) Ai(x) =0,

que es justamente la ecuacién de Legendre tal como la escribimos en (2.20).

> Ejercicio 2.6

Obtendremos ahora la férmula de Christoffel-Darboux para los polinomios de Legendre. Partimos de la
férmula general (2.15):

= Pn (Jf) Pn (y) Am
n=0 n m
Pero para los polinomios de Legendre se tiene [véanse las ecuaciones (2.43) y (2.59)] que
2 [+1
121 A

T2+ Tt
con lo que sustituyendo estas relaciones en la férmula general encontramos

l
(@ =y) Y (2m+1) Pu(z) Pu(y) = (1 + 1) [Piea (@) Pi(y) — Pu(a) P (y)] (2.73)

m=0

que es la férmula de Christoffel-Darboux para los polinomios de Legendre.
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2.4. Funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre P/"(z) pueden definirse como las soluciones de la ecuacién
de Sturm-Liouville

2
1—x2

(1 -2y =22y + |I(1+1) — y=0, —-1<x<1, meZ, (2.74)

que son regulares en x = 1. En otras palabras, son las soluciones del problema Sturm-Liouville
singular

LP"(x)=—-\P"(x), N=IU(14+1) (2.75a)
con p(z) =1 — 22, q(z) = —m?/(1 — 2?), r(z) = 1 y condiciones de contorno
P"(—1) = finito, P"(+1) = finito. (2.75Db)

Los autovalores \; vienen dados por
AN =1(l+1), donde!l=enteroy |m|<I. (2.76)

Las autofunciones, P/"(x), son las funciones asociadas de Legendre de grado | y orden m. Estas
funciones P/ pueden expresarse mediante la férmula de Rodrigues:

P ) = (1 — a2y (;;) P(2) (2.77)
— x2ym/2 I+m
_ A—af)m” 21“) <(Zj) (22 — 1) (2.78)

Esta relaciéon se demostrard en la seccién 2.4.1.

Observaciones:

» La relacién (2.78) es valida para m negativos siempre que [ +m > 0, es decir siempre que
[ > —m, lo cual, por (2.76), siempre se verifica.

= Sim = 0 entonces las funciones asociadas de Legendre son simplemente los polinomios de
Legendre, P (z) = P,(x).

» La funcién asociada de Legendre P/™(x) es un polinomio de grado [ si m es par, pues
grado[(z? — 1)]] = 21
por lo que
d l+m
grado [() (z% — 1)1 =2l—(l+m)=1-m
dx
y por tanto

l+m
grado [P/"(z)] = grado [(1 —z2)m/? <(Z3) (z% — 1)l] =m+(l—m)=1L.
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2.4.1. Demostracién de la férmula de Rodrigues

Vamos a comprobar ahora que la funcién dada por la férmula de Rodrigues (2.77) es solucién
de la ecuacién asociada de Legendre (2.74). Por simplicidad en la notacién escribiremos la férmula
de Rodrigues asi:

P (z) = (1 —22)™2D™P(z) = (1 — 2®)™ u(x) (2.79)
donde e
D" = T
y

u(z) = D" P(x).

Si sustituimos (2.79) en la ecuacién asociada de Legendre (2.74) y tenemos en cuenta que

DP™(z) = (1 — 22)™/? <—1”_222 u+u/> ,
2mz  , m(m—1)z? —m

-y R

D2le(l,) — (1 o x2)m/2 [u// -

encontramos que u(x) ha de satisfacer la ecuacién
(1 — 2" —2(m+ D + [I(1+1) —m(m +1)] = 0. (2.80)

Por tanto, la férmula de Rodrigues (2.79) serd verdadera si la funcion u(x) = D™ P(x) satisface
la ecuacion (2.80). Vamos a comprobar que esto es lo que efectivamente ocurre derivando m veces
la ecuacién de Legendre (2.20):

D™[(1—2*) P'(z)] —2D™ [z P/(z)] + (1 + 1) D™P, = 0. (2.81)
Usando la regla (o férmula) de Leibniz que nos proporciona la derivada de orden arbitrario de

un producto de funciones,

n

D" [f(x) g(x)] = 3 (

Jj=0

n

j> (D" f ()] [D?g(x)], (2.82)

se deduce que

m

m _ .
D" (1 - )P ()] =3 < ) (D™ i(1 - 2?)] [DVFY).

=0 N/

Teniendo en cuenta que D™ J(1 — 22) =0 si m — j > 3, es decir, si j < m — 3, se obtiene que
D (1—a?) P (2)] = Y ( > [D™=I(1—2%)] [DP)].
j=m—2 J

Por tanto

m(m — 1)

5 D2 [(1 _ 1,2)] Dmf2‘Pl//
+ mD [(1 o $2)] Dmfl‘lj)l// + (1 o $2)Dm_[jl”

D™ (1 - 2%) B/ (2)] =

d d?
— . m _ s m - 2 Rl m
=—m(m—1)D"P, 2m$de P+(1-x )d$2D P,

= —m(m — 1)u — 2mazu’ + (1 — 2*)u". (2.83)
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Procediendo de igual modo se obtiene que

D™ [zP/(x)] = i (T) (D" ] [DIP]

= % (D) o

— mDm_IPl/ +$Dm.Pl/
d
dr
= mu + xu'. (2.84)

Insertando (2.83) y (2.84) en (2.81) es facil comprobar que u(x) verifica la ecuacién (2.80). Esto
es justamente lo que queriamos demostrar.

Por ultimo, debe notarse que las funciones P/ (x) definidas por la ecuacién (2.79) satisfacen
las condiciones de contorno (2.75b) dado que los polinomios de Legendre P;(x) son funciones
continuas. Esto significa que las funciones P"(x) definidas por la féormula de Rodrigues son
autofunciones del problema de Sturm-Liouville (2.75) dado que satisfacen la ecuacién de Sturm-
Liouville (2.75a) y las condiciones de contorno (2.75b).

2.4.2. Relacién de proporcionalidad de las funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre cumplen la siguiente relacién de proporcionalidad

(I —m)!

P (z) = (‘Umm

P"(z). (2.85)
Para demostrarlo emplearemos la representacién diferencial (2.78) de las funciones asociadas de
Legendre y haremos uso de la regla de Leibniz para evaluar las derivadas de orden l+m y [ —m
que aparecen en la relacién (2.78).

Para concretar, vamos a suponer que m no es negativo: m > 0. Evaluaremos primero Dl+m(x2—
1)} y después D" (2% — 1)! para hallar la relacién que liga a los dos resultados y asf inferir la
relacién que liga P (z) y P, ™ (x).

= Empezaremos evaluando D!*™(z? — 1) aplicando la férmula de Leibniz:

l+m
D”m@Q—Ul:§:<Lfm>UﬂwlNx+1ﬂ[DNx—Uﬂ. (2.86)
=0\ J

Es claro que

Dl+m_j($ + 1)l
Di(x —1)!

=0 si I+m—j>lsj<m,
-0 si j>1,
y por tanto (ndtese que los limites del sumatorio han cambiado)

ij(lf”ﬁ[pHm'qx+1y]pﬂgx_1y

j=m N J

Dl+m(x2 _ 1)1

~ |l

(I4+m)!  MNa+ 1) Yz — 1)
—~ jll+m—jg) (G-m!  (—))

m

(2.87)

<
Il
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» Evaluemos ahora D'~ (z? — 1)! para después relacionar el resultado con la expresién que

acabamos de obtener en (2.87) para D™ (22 — 1)!. Procediendo como en el caso anterior
no es dificil ver que

lm o :lm l—m—j l Jlmm 1\
DM (z? — 1) Z [D (z+ 1)1 [D/(z - 1)']

—  (l=m)! x4 1) Nz — 1)
S J=m=) ()t (=)

Vamos a intentar escribir esta expresion de modo que se parezca lo més posible a (2.87) para
poder asi ver claramente de qué modo se relacionan. Empezamos haciendo que el sumatorio
anterior tenga los mismos limites que el de (2.87) mediante el cambio j — j + m. Entonces
1=0—=j3=myj=I1l—m— j=1y se tiene que

zl: Nz + 1)m+i—m J)(g — 1)l—3+m

z—g) 5! (—Fk+m)

Dlm
Jj=

Sacando el factor (z + 1)™(x — 1)™ = (22 — 1)™ fuera del sumatorio, encontramos

l . .
_ Nz +1)77™ Iz — 1)1
l-m¢ 2 _1\ym
DIm(2? — 1) = (2% — 1) E l—j) i (= m) (2.88)

Jj=
Si comparamos (2.88) con (2.87) podemos ver que son muy parecidas pues ambas expresiones
contienen el término
1 ! I

. : (:Jc + 1)/~ .

JHl+m =) (j —m)! (l—J)!
dentro del sumatorio. Sin embargo, en (2.87) este término va multiplicado por (I + m)! mientras
que en (2.88) va multiplicado por (I —m)! Es por tanto evidente que

(z — 1)

Dl_m(:L‘2 _ 1) — (:E2 _ 1) 8 —T_ Z)' Dl+m( _ 1)l

)
— (1= T DR 1),

+
Usando este resultado en la definicién (2.78) de P/"(x),

(1 _ x?)—m/Q

B @) =50,

lem(x2 o 1)l7

se encuentra que

—-m 1_1'2_7”/2 m m I —m)! m
Ay = St oty G ey
o (L=m)! (1 — 2™/ m
= (=1) El—l—m;!( 2lz!> D™ (a® - 1)
ml=m)

que es justamente la relacién (2.85) que querfamos demostrar.
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1 Bt
n=0 /// N
0.5 7 2 o~
A n=2 AN
S s 1 \\
X r’l ¢ \\\\
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Y15~

Figura 2.6: Primeras funciones asociadas de Legendre. Figura superior izquierda: P* con n = 0, 1;

figura superior derecha: P3' con n = 0, 1, 2; figura inferior: P3' con n =0,1,2,3.

2.4.3.
damos las primeras funciones de Legendre usando las dos variables:

Pl = (1 — 2?12 = sen,
2%)Y? = 3cosfsen b,

P} =3xz(1

P} =3(1 — 2%) = 3sen?6,
3
P =2(52? —1)(1 - 2?2 = 5 (5cos® 0 — 1) sen o),

2
P? = 152(1 — 2°) = 15cosfsen? 6,

P} =15(1 — 2%)%? = 15sen’ 6.

2.4.4. Ortogonalidad, norma y simetria

Relacién de ortogonalidad

Las funciones asociadas de Legendre tienen la siguiente propiedad de ortogonalidad:

dz P" (@) P (x) = | P |Poyr,

/.

Primeras funciones asociadas de Legendre
Es muy habitual utilizar funciones asociadas de Legendre en las que su variable independiente
recorre el intervalo 0 < 6 < 7 tras realizarse el cambio de variable x = cosf. A continuacion

(2.89)
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donde el orden de m ha de ser el mismo en las dos funciones asociadas de Legendre para que
sean autofunciones del mismo operador de Sturm-Liouville.

Norma de las funciones asociadas de Legendre
La norma de P/"(x) viene dada por

2 (I+m)!
PP ——— 2.90
151" = 557 =) (2.90)

Vamos a demostrarlo. Empezaremos calculando || P/™||? para m > 0:
1
IR = [ de P @)p (@)
-1

1
- /_1 dz (1 —2*)" [D"P(x)] [D™Pi(x)]

donde en la dltima igualdad se ha hecho uso de la relacién (2.77). A continuacién integramos por
9
partes”:

! d

dx [DmlPl(w)] [(1—2*)™D™P(z)].

17 = [ - ) [P R@) [P R - / d

-1

El término de contorno es nulo pues el factor (1 — 22) es nulo en = & 1. Repitiendo este proceso
otras m — 1 veces (es decir, integrando por partes de igual modo m — 1 veces més) se obtiene

P2 = (~1) /

1
(dsFy(=) D™ [(1—a*)™D™P(x)]

1
(—1)“1/1 de Py(z) Qu(x). (2.91)

Es fécil darse cuenta que el término
Qi(z) = D™[(1 — 2*)"D™Py(z)] (2.92)

es un polinomio de grado ! ya que:

P(x) es polinomio de grado [,
D™ P(x) es polinomio de grado [ — m,
(1 —22)D™Py(x) es polinomio de grado (I —m) + 2m,

D™[(1—z*)™D™P(z)] es polinomio de grado (I —m) +2m —m = L.

Dado que Q;(x) es un polinomio de grado | podemos escribirlo como un desarrollo en términos
de los primeros [ + 1 polinomios de Legendre:

l .
) =Y apte). o= PR
=0

y por tanto podemos reescribir (2.91) como

l 1
IR = (0" Y0 [ de PP, (2.93)
j=0 71

9Usamos el cambio u = (1 — 2*)™D™P,(z) y dv = D™P,(z) dx
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Dado que (P;|P;) = || Pj||?6;j, se tiene que

2

Pm2:_1mP2 = (—1)™
1P = ()™ PP = (1™

q - (2.94)

Vamos a calcular ¢;. Sabemos que

P(z) = al(l)xl + Z monomios con grado inferior a [

En lo que sigue, los puntos --- representan monomios de grado inferior al término que se da
explicitamente y cuyos valores no tienen importancia en la demostracion. De este modo, escribi-
remos

Qi(x) = qlal(l):cl +--- (2.95)

Evaluamos ahora el término (monomio) de mayor grado de Q;(z) a partir de su definicién (2.92):
D" Pi(a) = D™ [aa! 4]

L

_( l—m .
BT TR
luego
(1—2*)"D™P(z) = (=1)"(® + - )" D" F(z)
—_(_1ym,® ! l+m
= (-1)"q (l—m)!x +
y
_ m 2\m mym _ m_ (1) I! (l+m)' l
(L+m)! o
= (—1)™ .
S e
Comparando con (2.95) vemos que
m (L +m)!
= (-1 . 2.96
Insertando este resultado en (2.94) se tiene
2 (I 4+m)!
m(|2 _ —1)m —1)m
IPPIE = (1" g (1)
es decir,
m 2 (I+m)!
1P )? = Ar1 El—m)' (2.97)
La norma de P,™(x) podemos calcularla haciendo uso de (2.85):
1 —m)?
—m||2 _ -1 m( m 2
L [ e | WL RE
2 (l—=m)!
_2 (=m) (2.98)

TA+1(+m)
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Simetria

Las funciones asociadas de Legendre tienen una paridad determinada por la suma de los
indices [ y m. Vamos a verlo haciendo uso de (2.78) con la variable —z:

(d(dx)>l+m (2 —1)%. (2.99)

1—=x
24!

<d<i>>l+m - (i d@lm = (O @)Hm‘

Luego insertando esta relacion en (2.99) y teniendo en cuenta (2.78), se deduce que

B (—a) = (1) P (a). (2.100)

2)m/2

P(—a) = |

Pero

2.4.5. Desarrollo en serie de funciones asociadas de Legendre

Sea ¢(x) una funcién de cuadrado sumable en el intervalo I = [—1,1], es decir, ¢ € L2
Entonces, en el sentido de la convergencia en media cuadratica, se verifica que

o0
(B )
(p(.ﬁU) = Z ClJDlm7 = ”ém“g ) (2101)

para m entero arbitrario. Usando (2.98), se tiene que

m)! !
o= QZT+1 Si_m;:/_l dzx P (z)p(x).

2.4.6. Relaciones de recurrencia

Debido a que las funciones asociadas de Legendre poseen dos indices, el orden m y el grado
[, existe una gran variedad de relaciones de recurrencia. Damos a continuacién unas cuantas.'®

Relaciones de recurrencia sobre las funciones asociadas de Legendre:
= De mismo orden y distinto grado:

Ql+1)zP™(x)=(1+m)P"(x)+ (I —m+1) P} (x). (2.102)

= De mismo grado y distinto orden:

2mx

m—+1
B = Gy

PM@)+[1(1+1) —m(m—1)]P" (z)=0. (2.103)

Relaciones de recurrencia sobre las derivadas de las funciones asociadas de Legendre:

= De mismo orden y distinto grado:
d
(1= )22 PP (@) = Lo P(z) — (14 m) B (2). (2.104)

= De mismo grado y distinto orden:

d 1 1
o2 12 % pm _ —pm+l .
(1-a)2 L priay = Pt ) -

10Pyeden verse éstas y otras relaciones mas, y, en algunos casos, sus demostraciones en [Arf85, AB74].

(I+m)(l—m+1)P" Nax). (2.105)
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2.5. Armdnicos esféricos

Las funciones conocidas como armonicos esféricos aparecen, por ejemplo, en la resolucién de la
ecuacién de Schrodinger para potenciales centrales, V(7) = V(r), constituyendo la parte angular
de las autofunciones (orbitales). Aqui las definiremos de un modo diferente.

Sea el problema de Sturm-Liouville

d*y 2
%—l—my:(), 0< o< 2m, (2.106)
con las condiciones de contorno periddicas
y(0) = y(2m), (2.107)
y'(0) = ¢/ (2m). (2.108)
Este problema es de facil resolucién. Las autofunciones son
V(@) = e™?, m=0,+1,42,... (2.109)

con autovalor asociado m?. Existe degeneracién pues ¥, v ©¥_,, tienen el mismo autovalor. La
norma de estas autofunciones es

2m 27
foml? = [ dperimeeme = [T ap—om
0 0

Los arménicos esféricos Y, (6, ) se definen por la relaciéon

Y™ (0, p) = Npp €™ P™(cos 6), (2.110)
donde 0 < <7, 0 <0 <7y Ny, es una constante que se escoge de modo que la norma de Y},
2 1 *
el = [ de [ dieoso) [vm6.0)] V6.0 (2111)
0 —1

sea igual a 1. Veamos qué valor ha de tomar N,,. Insertando la definicién (2.110) en (2.111)
encontramos

2 1
= [ [ deost) NP (R (eost)

= [ Niml* 27 | P |*
2 (I+m)!
= [Np|2 22 T
Nl ™ 27 53 =),
Por tanto, la exigencia de que la norma de los arménicos esféricos sea igual a la unidad, ||Y;™|| = 1,
requiere que
A +1 (I—m)
Ni, ==+ T Er——T
fm \/ 4 (I +m)!

;,Cual de los dos signos escogemos? La eleccién es arbitraria. Muy habitualmente se escoge el
signo negativo cuando m es impar y el positivo cuando m es par, es decir

Ny = (—1)“"\/2[4;T ! m (2.112)

A esta eleccion se la conoce eleccion de fase de Condon-Shortley.
En definitva, los armoénicos esféricos se definen asi:

nm(9,¢):(1)m\/ = Weimwﬁm(cose). (2.113)
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2.5.1. Ortonormalidad y propiedad de conjugaciéon de los arménicos esféricos
Ortonormalidad

Los arménicos esféricos forman una familia ortonormal de funciones, como es facil de com-
probar usando las propiedades de ortogonalidad de las autofunciones ¥, (x) = "™ y P (6):

27 1
Yy = /0 dp / 1d(cos€) N Ny €% PV 69 PV (05 6)

2m 1
= N Ny dp el(m/_m)“"/ d(cos 0) PP} (cos )
0 ~1

= Omm’ O 1"
Por consiguiente, el producto escalar (Ylm\Y},m/> es 1 si m =m’ y I =1; en cualquier otro caso es
nulo.
Propiedad de conjugacién
Los armonicos esféricos exhiben la siguiente propiedad bajo conjugaciéon compleja:
Y = (1)

Esta relacion es facil de demostrar:

_ (_1)m (_1)m\/2l4—7|; 1 meimw f)lm(COS 0)

= (=1)"Y"(,0). (2.114)

2.5.2. Simetria de los armdnicos esféricos

Si identificamos ¢ con el &ngulo azimutal y 6 con el angulo polar de las coordenadas esféricas
[véase la figura 2.7(a)], entonces Y, (6, ¢), y en general cualquier funcién F(0,¢), con 0 < ¢ <7
y 0 < 0 < 7, podemos interpretarla como una funcién de la direccién en el espacio.

Los arménicos esféricos tienen la importante propiedad de que el valor de Y, para una
direccién dada es igual a (—1)! del arménico esférico Y™ evaluado en la direccion opuesta, es
decir,

Y (r = 0,0+ m) = (1) V" (0, ). (2.115)
Esta propiedad es clave para la justificacién de la reglas de seleccién sobre el nimero cuantico
orbital de las transiciones electrénicas permitidas en los dtomos.!! La demostracién es simple.
Por la definicién (2.110) se tiene que

Y™ (1 — 0, + ) = Ny, ™+ pm (cos(m — 6))
= (=1)™ Ny, ™™ P (—cos(8))
puesto que ™™ = (—1)™ por ser m entero. Haciendo uso de la relacién (2.100) se encuentra
Y — 0,04 m) = (=1)™(=1)"F" Ny, €™ P (cos §)
= (=)' (0,9), (2.116)

tal y como queriamos demostrar.

Hyéase, por ejemplo, la seccién 8.7 de “Fisica Cuéntica”, R. Eisberg y R. Resnick (Limusa, México, 1979).
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Y

]

Figura 2.7: (a) El angulo polar 6 y azimutal ¢ describen una direccién (con sentido) en el espacio.
(b) lHustracién del teorema de la adicién: «y es el angulo subtendido por las dos direcciones descritas

por los angulos (61, ¢1) y (02, p2).

2.5.3. Primeros armdnicos esféricos

Estos son los primeros nueve arménicos esféricos con la fase de Condon-Shortley:

1
VY = — (2.117)
= i cosd, (2.118)
- Vidn ’
3 +ip
Yl =7 & senf e='?, (2.119)
5 (3 1
Yy = o (2 cos? f — 2) : (2.120)
)
Vit = F Y 3sen 6 cos § e (2.121)
5
vt = 96 3sen? § 2%, (2.122)

2.5.4. Desarrollo en serie de los arménicos esféricos

Teorema 2.4 Los armdnicos esféricos Y™ (0,¢) constituyen una base ortonormal del espacio de
funciones de cuadrado sumable definidas sobre la superficie de una esfera, o en otros términos,
funciones de cuadrado sumable cuyas variables son los angulos azimutal y polar de las coordenadas
esféricas.

Esto significa que podemos escribir

o0

F(0,0) = Y am¥™(0,9)  con ey = (Y"|F). (2.123)
1,m=0
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Como |m| <[ [recuérdese la relacién (2.76), pagina 99, de los polinomios de Legendre], se tiene
que

9] l
0,p) = Z Z cleEm(e,gO), (2.124)

=0 m=-1
con

T 1
= 071F) = [ o [ dlcost) V(0. F(0. ). (2.125)

No hemos presentado a ¥;™ como autofunciones de un operador de Sturm-Liouville (entre
otras cosas porque sélo hemos estudiado problemas de Sturm-Liouville sobre una variable inde-
pendiente) por lo que para demostrar este teorema no acudiremos a la teoria de Sturm-Liouville
tal como hemos ido haciendo hasta ahora. Sin embargo podemos justificar este teorema interpre-
tando o “viendo” F(f,¢) como una funcién que depende de la variable ¢ y del “pardmetro” 6.
Entonces podemos desarrollar F'(6, ¢) primero en serie de Fourier sobre la variable ¢:

o0

F(0,¢) = Z am(cosf) e, (2.126)

m=—0oQ

donde los coeficientes de Fourier a,, dependen del “pardmetro” . Pero ahora “vemos” a,,(cos6)
como funciones de # de modo que podemos expresarlas como serie de funciones asociadas de
Legendre

m(cosf) = Z A P (cos 6).
I=|m|

Insertando esta relacién en la ecuacién (2.126) encontramos que

FO.0)= Y > Aume™ PP (cost)

m=—oo l:\m\
l

:Z Z AﬂNl ™% P (cos 6)
= Om——l
l

A 3
—ZZNimY ?):

=0 m=—1

de acuerdo con la ecuacién (2.124).

2.55. Teorema de la adicién

Este es un teorema muy 1til que no demostraremos aqui.!?

Teorema 2.5 Sean dos direcciones en el espacio definidas por (61, p1) y (02, 92) y sea v el dngulo
subtendido entre estas dos direcciones (véase la figura 2.7(b)). Entonces

l
> (01, 00)]" Y™ (02, 02). (2.127)

m=—

4

P(cosy) = S|

12Pyede encontrarse la demostracién en la seccién 12.8 de [Arf85] o en la seccién 9.8 de [AB74].
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» Ejemplo 2.5

En Mecédnica Cuédntica y en Electromagnetismo es a menudo conveniente expresar el potencial eléctrico
V(r12) entre dos cargas puntuales situadas en 7 y 7 con 113 = |[F12| = |F2—71] en la forma de un desarrollo
de armoénicos esféricos (por ejemplo, para calcular la energia media de una configuracién electrénica de un
Atomo multielectrénico mediante perturbaciones!3). Vamos a hallar esta expresién en este ejemplo. Como
V(ri2) o< 1/r19, basta con desarrollar 1/r15 en arménicos esféricos. Por concretar, vamos a suponer en lo
que sigue que ro = || es mayor que 1 = |71|. En este caso:

1 1 1 ryt

me o [Fp 7)Y R4 = 2mrgcos()]Y? [L+ (r1/re)? — 2(r1/r2) cos(y)]*

Por tanto, empleando la definicién (2.41) de la funcién generatriz de los polinomios de Legendre se en-

cuentra que
— = E T +1 (cos).
1=0 "2

Usando ahora la expresién (2.127) del teorema de adicién podemos expresar el potencial eléctrico V (ri2)
entre dos cargas puntuales como serie de armoénicos esféricos:

e’} l

1
Wmm—:ZHMZ DV (01, 01) Y (02, 02).-

r
12 1—0 ——1

2.6. Polinomios de Hermite

2.6.1. Oscilador arménico en Mecanica Cudntica. Ecuacién de Hermite

Los polinomios de Hermite surgen en la resolucién del problema del oscilador arménico uni-
dimensional en Mecdnica Cudntica. La ecuaciéon de Schrodinger para una particula de masa m
sujeta al potencial armoénico unidimensional

es
h? d*0

V(y)U =&V

" 2m dy +Viy)

siendo &£ la energia total del oscilador. Haciendo el cambio

mw
T =4]—
hy

la ecuacion de Schrodinger del oscilador arménico unidimensional se reduce a

d2
E—22)0 = 2.12
Tz +( ) 0 (2.128)
donde 0g
E="". 2.12
o (2.129)

BV éase, por ejemplo, el capitulo 3 de “Introduccién a la teoria del 4tomo”, de C. Sanchez del Rio, Ed. Alhambra,
Madrid, 1977.
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Las soluciones fisicamente aceptables de (2.128) deben satisfacer la condicién

lim ¥(z)=0 (2.130)

|z|—o0

dado que ¥(z) ha de estar normalizada, es decir, dado que la integral [~ |¥(z)|*dz ha de ser

finita. Para |z| > 1 la ecuacién (2.128) es aproximadamente

2v o,
W:x U

lo que implica que

U(z) ~ e |zl > 1. (2.131)
Esto se puede justificar facilmente derivando dos veces ¥(x) ~ ote?/2 y comprobando que la
ecuacion d?V¥ /dx? ~ 22V se satisface cuando || — oo. La solucién que es fisicamente aceptable
segtin (2.130) es la de exponente negativo: W(z) ~ ¢~*"/2, El resultado (2.131) sugiere expresar
la solucién ¥(z) de este modo:

U(z) =y(z)e ™ /2 (2.132)
donde y(z) debe ser subdominante con respecto a e=/2 cuando 22 — 00, es decir, debe ocurrir
que

—x2/2
lfim ——— = 0.
el o0 y(x)

El procedimiento que acabamos de exponer para llegar a la expresién (2.132) se conoce como
factorizacion en el infinito.™

Vamos a buscar la ecuacién que debe satisfacer y(x). Para ello calculamos la primera y segunda
derivada de W¥(x):

V(z) = e (—zy +y)
\IJ//(ZE)

e (a?y —zy —y —ay +y")
= e " 2(2y — 2ay —y +y").

Por tanto la ecuacién (2.128) se reduce a
e 22ty — 2wy —y+y") + (E—a?)e Py =0,

luego

y' —2xy + 2’y —y+ Ey — 2%y =0,

es decir

y" —2xy +2ny =0, (2.133)

donde 2n = FE — 1. Esta ecuacion es la ecuacion de Hermite.

14E] nombre estd bien escogido, ;verdad?
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2.6.2. Resolucién de la ecuacién de Hermite mediante serie de potencias

El punto z = 0 es regular y el radio de convergencia es infinito pues no hay puntos singulares,
por tanto la solucién en serie de potencias de la ecuacién de Hermite puede escribirse asi:'®

(e.)
= g cmx™
m=0

Sustituyendo esta expresion en (2.133) llegamos a

[e o]

Zm( — 1) epz™ Z2mcmx +Z2ncmx =0.

m=2

Expresamos todos los sumatorios en potencias de 2™ mediante cambio de indices.'® Sélo hemos
de cambiar el primer sumatorio, que ahora estd en potencias de ™ 2. Llevando a cabo el cambio
m — m + 2 en el primer sumatorio obtenemos

[e.e]

Z (m+2)(m+1) cpgox™ Z 2m ™ + Z 2n e = 0.

m=0
Ahora podemos igualar coeficiente a coeficiente para obtener
(m+2)(m+1)cmy2 —2(m —n) ¢y = 0.
De esta expresion extraemos la relacién de recurrencia

Cmy2  —2(n—m)
cm  (m+2)(m+1)’

m=0,1,2,3,... (2.134)

relacién que permite hallar los coeficientes ¢, a partir de ¢ y ¢1 (que son arbitrarios). Por tanto,
la solucién general es

n(n — 2) n(n —2)(n —4)
y(x) = co [1—22| +22Ta:4—23 ol x5 .-
-1 1) (n— 1) (n—3)(n—
3! 5! 7!
= coy1(z) + c1y2(x).
xz2/2 2

Veamos si y(z) es subdominante con respecto a e~ para z© — oo. Para ello hemos de
saber cémo se comporta y(z) en esta regién. Este comportamiento viene determinado por el
comportamiento de ¢, para m grandes, comportamiento que, por (2.134), es

2
fmt2 o 2 para mo> 1. (2.136)
m

Cm

;Conocemos alguna funcién cuyo desarrollo para m grandes satisfaga (2.136)? La respuesta es

e“”2, como es facil de comprobar:
2 4 6 o0 m
v, v 2t z
o =14 g gt Z(m)!.
m=0 2

m=par

15Puede encontrarse una discusién detallada de la técnica de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
mediante series de potencias en, por ejemplo, [Arf85, BP92, Sim93].

6Este es el mismo procedimiento que empleamos, por ejemplo, para hallar las relaciones de recurrencia de las
funciones de Legendre en la pagina 96.
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Por tanto
1 Cm+2 _ (%)' _ 1
R O N
2/ m 2 : 2
. Cm+2 2 . . 22 2 . . .
y para m > 1 se verifica que ~ —. Por consiguiente y(x) ~ e*” para x* — oo. Si sustituimos
Cm m

esto en (2.132) tenemos que
U(z) ~ /2 s oo, |2%| — oo.
iPero esto no es fisicamente aceptable puesto que no se satisface la condicién (2.130)! Concluimos
que, para que ¥(x) sea aceptable, y(z) no se puede comportar como e’ para 22 — oo. Esto sélo
puede darse si n es entero, pues en este caso una de las soluciones particulares de (2.135), y1(z) o
y2(x), se trunca cuando m = n puesto que, por (2.134), si m = n entonces ¢p+2 = Cpyqg = -+ = 0.
En este caso se tiene que:
» Sin es par entonces la solucién y (z) es polinomio de grado n y
i (2) = ya(a) e /2
es una solucién matematica fisicamente aceptable.
» Sin es impar, ys(z) es polinomio de grado n y
() = yo(x) e "/
es solucién fisicamente aceptable.
Nétese que la condicion m = n = entero implica la cuantizacién de la energia: E,, = 1+ 2n con n

entero (n =0,1,2,3,...) que, por la ecuacién (2.129), es lo mismo que decir que la energia total
£ del oscilador armonico sélo puede tomar los valores

1

Los polinomios y;(z) e y2(x), normalizados de modo que ¢, = 2" (donde ¢, es el coeficiente
de z™ del polinomio de grado n) son justamente los polinomios de Hermite H,(z):

[n/2]
Hy(z) = Z(—l)mm_;iw (2z)"2m, (2.137)
2 Lml

> Ejercicio 2.7

Comprueba que la expresién (2.137) y la que se deduce de la ecuacién (2.135) coinciden si se exige que
cp = 2™,
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2.6.3. Definicién de los polinomios de Hermite como soluciones de un problema de Sturm-
Liouville

En la seccion anterior hemos presentado la ecuaciéon de Hermite y los polinomios de Hermite
partiendo del problema del oscilador arménico en Mecanica Cudntica. En esta seccién vamos a
retornar a nuestro procedimiento mas habitual en el que definimos las funciones especiales como
soluciones (autofunciones) de problemas de Sturm-Liouville.

Los polinomios de Hermite son las autofunciones del problema de Sturm-Liouville singular
constituido por la ecuacién de Hermite

y'(z) — 2y (x) + 2ny(x) =0, —00 < x < 00, (2.138)
junto con las condiciones de contorno (singulares)
lim ﬂi) — 0 para todo N finito, (2.139)
lx|—o0 T

es decir, se exige que la solucién y(x) buscada no vaya hacia infinito cuando |z| — oo més
rapidamente que cualquier potencia finita de z. Esta ecuacién no estd escrita en la forma estandar
de una ecuacién de Sturm-Liouville que, como sabemos, es

p(x)y" (x) +p'(x) v (x) + q(z) y(z) + Ar(z) y(z) =0

o bien

" @) @ T @ ) =
y'(x) + () y(x)+p(x) y( )+Ap($) y(x) = 0.

Comparando esta tltima ecuacién con (2.138) tenemos que
P (z)
p(x)
q(x
r(x A =2n,
)\(— =2n = 2
p(z) r(z) =plz) =e™,
de forma que la ecuacién de Hermite en la forma de ecuacién de Sturm-Liouville es

e*CL‘Q y//(x) — 9 efx2 ny/(l') + efg;2 )\y(x> — O, A =2n. (2140)

22

=2z = Inp(x) = —2? = p(r) =e ",

~

=0,

Como hemos visto en la seccién anterior, el inico modo de que las soluciones de la ecuacién
(2.138) o (2.140) satisfagan las condiciones de contorno (2.139) es si A =2n conn =0,1,2,....
Cuando esta condicién se verifica, las soluciones son justamente los polinomios de Hermite H,,(z).
Dicho de otro modo, A = 2n son los autovalores del problema de Sturm-Liouville y los polinomios
de Hermite H,(x) son las autofunciones correspondientes.

La constante multiplicativa arbitraria de la solucién de la ecuacién de Hermite (que es lineal
y homogénea, como toda ecuacién de Sturm-Liouville) se fija exigiendo la condicién de estanda-
rizacion:

Cgln) —9n

donde c%n) es el coeficiente del término de mayor grado del polinomio de Hermite de grado n:

H,(z)=2"z"+ A lgn=14 ... El polinomio de Hermite de grado n es
[n/2]

n! e
H,(z) = l;)(—m’fm_zwm) 2k, (2.141)
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2.6.4. Funcién generatriz

La funcion generatriz de los polinomios de Hermite se define del siguiente modo:

=3 Hnlz (2.142a)
n=0
o [n/2] 1
= Z > (- m " (2z)" 2k, (2.142b)
n=0 k=0

Nuestro objetivo en lo que sigue es sumar (2.142b) para expresar G(z,t) de un modo mas compac-
to. Para aligerar la escritura en las manipulaciones que llevaremos a cabo dentro de un momento
vamos a usar la notacién

1
(n,n —2k) = (—1)kk| t"(2z)" 2,

I(n —2k)!
de modo que el simbolo (i, j) es el modo abreviado de escribir

i—j 1

(i,)=(-1)z W
=¥

ti(20)),

lo cual se puede comprobar facilmente sin més que hacer i =ny j = n — 2k = ¢ — 2k. Usando
este simbolo, la expresién (2.142b) se convierte en

oo [n/2]

Z > (n,n—2k). (2.143)

n=0 k=0

Vamos a reordenar la suma (2.143) fijandonos en la tabla 2.3. Podemos ver que la suma de
(2.143) se lleva a cabo sumando primero los elementos de la tabla 2.3 siguiendo las filas (hori-
zontales). Los resultados de la suma sobre cada fila | g{":/ g] (n,n — 2k) es el resultado de la suma
de los términos de la fila n-sima] se suman a continuacién para obtener la funcién generatriz:
Gz, t) =3, [ E:J:/ g] (n,n — 2k)|. Por supuesto, esta suma puede realizarse en cualquier otro
orden (jsiempre que no se nos olvide ningiin sumando!). Por ejemplo, en vez de agrupar primero
sobre “filas” [que es lo que se hace en (2.142b)], podemos sumar agrupando los términos que
estan dispuestos sobre las “diagonales” de la tabla 2.3. Si hacemos esto, vemos que, por cada fila
que bajamos por la diagonal, el primer indice aumenta en una unidad y disminuye el segundo
indice también en una unidad. Por tanto la suma sobre la diagonal que empieza en (m,m) viene
dada por

i (m+ j,m — j). (2.144)
7=0

Por ejemplo, la suma sobre la diagonal que empieza en (2,2) es (2,2) + (3,1) + (4,0). Por consi-
guiente, agrupando sobre las “diagonales”, tenemos que (2.143) es igual a

)= (m+jm-—j). (2.145)

m=0 j=0
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(n/2]
n Z (n,n — 2k)

k=0
0

0| > (0,0-2k) = (0,0)

(1,1—2k) = (1,1)

k=0
0
>
kTO
2 | ) (2,2 2k) = (2,2) + (2,0)
k=0
1
>

3 (3,3—2k) = (3,3) + (3,1)
k§0
41> (4,4 - 2k) = (4,4) + (4,2) + (4,0)
k=0
2
51 (55— 2k) = (5,5) + (5,3) + (5,1)
k=0

Tabla 2.3: Primeros sumandos de (2.142b)

Es decir, retornando a la notacién estandar,

oo m

_ i1 m+j () M=
G(m,w—m}:jw:O( im0 20)

2t & m! ; i

Sl m L im g e

Haciendo uso de la formula del binomio de Newton encontramos

G(x,t)zz%(n—t)m
m=0

<[t —t)]™

:Z[ m! | '

0

3
I

Pero esto no es més que el desarrollo en serie de potencias de z de la funcién e* con z = t(2z —t).

Por tanto
Gz, t) = 2271 (2.146)

Esta es pues la forma compacta de la funcion generatriz de los polinomios de Hermite.

2.6.5. Norma de los polinomios de Hermite

Por supuesto, los polinomios de Hermite son ortogonales con respecto a la funcién peso r(x) =
22 .
e en el intervalo (—oo, 00):

(Hpp|Hy) = || Hp|* 6 (2.147)

Evaluaremos la norma || H,| a partir de la funcién generatriz. Para ello definimos la funcién
I(t,t):

I(t,t") = (G(z,t)|G(z,1)). (2.148)
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Usando (2.142a) y la propiedad (2.147) se deduce facilmente que

> 2
t)y=>" ”{ZT)Q (t")". (2.149)
n=0

Por otro lado, empleando la expresion (2.146) para la funcién generatriz, se tiene que

t t / dr e~ 2 t(2z—t) t’(21’—t’)

:/ dr e~ (22 =2z (t+t")+12+172)

! o0 N2
_ Q2 / da o~ (@11
—00

P 2
_ tht / dz e %
—00

_ ﬁ e2tt’
> on
= vEY Dy
n=0
Comparando esta iltima expresién con (2.149) se deduce que

| H,|? = 2"n!\/7. (2.150)

2.6.6. Desarrollo en serie de los polinomios de Hermite

Sila funcion o(x) es de cuadrado sumable con respecto la funcién peso r(z) = ™", es decir,
SH —w |o(x)|? dx existe, entonces, en el sentido de convergencia en media cuadrética, se tiene
que
> 1 > 2
_ _ —X
= nZ:Oann(x), e = TN /Ooe o(z)Hy(z) dz. (2.151)

Por supuesto, si Lp(a?) es suave a trozos, entonces la convergencia es punto a punto.

» Ejemplo 2.6

Vamos a hallar el desarrollo en serie de H,(z) de la funcién

o(r) = e** .

2z

o] 2 . .
Es claro quef7OO e™ | e?* |2 dx existe, es decir, ¢(z) = €2* es de cuadrado sumable con respecto a e

sobre toda la recta real. Por consiguiente, podemos escribir

e = Z enHp(x)
m=0
Pero
— Hu(z)
o _ 2x—1 n n
Glx,t=1)=e —z% . t
n= t=1
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Los coeficientes ¢,, del desarrollo (2.151) de e2* en polinomios de Hermite son entonces

e
n!’

Cp =

2.6.7. Foérmula de Rodrigues y paridad

Para hallar la férmula de Rodrigues de los polinomios de Hermite partiremos de la funcién
generatriz. Desarrollando esta funcion en serie de Taylor vemos que

1 "Gz, t
Glx,t) = Z n!@in )

n=0

tn
t=0

Comparando esta expresion con la de la definicion de la funcién generatriz,

o0

H, ,
G(z,1t) :Zﬁt ,

n=0

se deduce que
n

0
H,(z)= @G(az,t) . (2.152)
t=0
Sabemos que G(z,t) = e2et—t? — oz e*(I*t)Q, luego

o\" 2 O\" 2
Y _ (Y —(z—t)
<8t> G(z,t)=e <8t> e

0, si hacemos el cambio z — t = z,

oO\" 22 o\" .2
<(‘)t> G(l‘,t)—e 6t> €

I
D
&l\')
|
=
VN
SIS
N
o
Sl
N—
3
|
N
[ V)

I
©)

5]

[ V)
|
—_
3

VR
Q
Sl
~
3
o
L

B)
L
e

Haciendo ¢ = 0 en esta expresién y usando la ecuacién (2.152) se obtiene

Hy(z) = (=1)"e”’ (;;)ne—v"f2 (2.153)

que es la formula de Rodrigues.

Paridad
A partir de la formula de Rodrigues es facil ver que
H,(z)=(-1)"H,(—x). (2.154)

Es decir, la paridad de H,, es igual a la de n.
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~n=2 3 //10 \n=4 ///
VoS n=3 , 5 . / !
in=0 <o/~ \ el
ALBLASpE 8% 1/ L 5’ X
\ ;o / -5 v /
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/\ / -15 \ /
/ \ \ //
\\ // -20 \\ /
-25

Figura 2.8: Representacion gréfica de los cinco primeros polinomios de Hermite H,(z), n =0, 1,2, 3, 4.

2.6.8. Primeros polinomios de Hermite

Los primeros seis polinomios de Hermite son:

62* — 4822 + 12,
225 — 160x° + 120z,
425 — 4802* + 72022 — 120.

Noétese que el coeficiente de mayor grado del polinomio toma el valor de estandarizacién 2".

2.6.9. Relaciones de recurrencia

Vamos a hallar varias relaciones de recurrencia mediante la funciéon generatriz. Para ello
procedemos como lo hicimos con los polinomios de Legendre (véase la seccién 2.3.9, pdgina 96).
Derivamos la funcién generatriz respecto a t,

0 0

G, t) = [em—tQ] = (22 — 2t) G(x,1).

Pero G(z,t) = >_>° Hn() yn y por tanto la ecuacién anterior se puede escribir como

n=0 n!

>
nl
Ahora cambiamos los indices para que aparezcan sélo potencias de t" dentro de los sumatorios:

n=1
_ZZ n—l

o0

Z Hn+1

n=0
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Tgualamos los coeficientes de los sumatorios para obtener

t9 Hy(z) = 2xHy(x)

H"Jrl:gxﬂ_gh n>1

t"
' n! n! (n—1)V -

es decir
20Hy(x) = Hyy1(x) + 2nHy—q (), n > 0. (2.155)

La funcién H_;(x) que aparece en esta relacién para n = 0 no estd definida, pero su valor no
importa porque estd multiplicada por cero. En todo caso, quizas lo mas sencillo es considerar
que la relacién de recurrencia anterior es valida para todo n > 0 asumiendo que, por definicién,
Hfl(:E) =0.

Podemos hallar una relacién de recurrencia que involucra a la derivada H), () de los polinomios
de Hermite derivando la funcion generatriz respecto a x:

0
— =2 .
8xG($’t) tG(z,t)

Si sustituimos ahora G(x,t) por la expresién general tenemos

n! n!

o) o0
H] H.
Z n(ﬂf)tn:%Z n('x)tn
n=0 n=0
o.9]
=2y —mnth
nz;) n!

Cambiando los indices (n — n — 1 en el sumatorio de la derecha),

. H' > H,_
n(‘r)tn:2z 1(x)tn'

n=0 n=1

H'(z) =0,
Hy(x) _ ) Hoi(2)
nl T (n-1)"
es decir
H)(x) =2n H,_1(x), n > 0. (2.156)

2.7. Polinomios asociados de Laguerre

La ecuacion de los polinomios asociados de Laguerre es

zy' +(a+1—2)y +ny=0|, 0 <z < oo, (2.157)

donde o > —1 es un nimero dado y n juega el papel de autovalor. Cuando o = 0 la ecuacion se
conoce simplemente como ecuacion de Laguerre.
Para poner esta ecuacién en forma de ecuacién de Sturm-Liouville identificamos

a+1l—=x n

y' + y+-y=0
T x
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con
y// + p/(x) y/ + q(x) + )\T’(x) y = 0.
p(z) p(z)
Entonces
/
1 —
p(x):a+ x:>1np:(a+1)1nx—$:>p($):xa+le_x’
p(z) x
q(x) =0,
Ar(x) A(:;Z’ 1
= —73rz
p(x) x Y = s p(r)=a%e?
p(z) = )

Por tanto, la ecuacion de los polinomios de Laguerre en la forma de ecuaciéon de Sturm-Liouville
es
e ™ o ta%e (a+1—2)y + 2% “ny =0. (2.158)

La ecuacién es singular en z = 0 porque p(0) = 0.

El problema de Sturm-Liouville que da lugar a los polinomios asociados de Laguerre esta cons-
tituido por la ecuacién de Sturm-Liouville (2.157) o (2.158) y por las condiciones de contorno
(singulares)

y(0) = finito,

(2.159)
lim (—ﬁ) =0, con N finito.
T—00 I

Mediante un procedimiento similar al que se utilizé para los polinomios de Hermite en la seccién
(2.6.2), se puede demostrar [CH62, Sec. 10.4] que los autovalores son n = 0,1,2,3,... y las
autofunciones son los polinomios asociados de Laguerre de grado m y orden « dados por la

relacion!” .
L@ (@) = S (~1)F <" + a> Lok, (2.160)
" — k) k!
Si a no es entero el término binomial se expresa mediante funciones gamma:
n+a\ (n+ a)! B I'n+a+1)
<n—k> Cn—K)!(a+k) Th—-k+)T(a+k+1)

Si a = 0 entonces tenemos que L%O) (x) se reduce a los polinomios de Laguerre. En este caso, los
polinomios se denotan simplemente por L, (z), es decir, L,(z) = Lo ().
Los cinco primeros polinomios de Laguerre son

Lo(z) =1, (2.161)
Li(z) =1— (2.162)
Lo(x) = f[z — da + 27, (2.163)
Ly(z) = 5 [6 — 18z + 922 — 27, (2.164)
Ly(z) = i' 24 — 962 + 7222 — 1623 + 2] (2.165)

Y"En ocasiones [AB74] se definen los polinomios asociados de Laguerre con un factor n! extra, es decir, L (z) =

Sroo (DR () Mt
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> Ejercicio 2.8

Comprueba que L es solucién de la ecuacién asociada de Laguerre. Es decir, sustituye (2.160) en (2.157)
y comprueba que la ecuacion se satisface término a término.

., o
Relacién entre L y L,
Si « es entero se verifica que

da

L) = (-1

Luta(z). (2.166)

La demostracion es la siguiente. Partimos de la férmula de los polinomios de Laguerre:

= m 1,
Z (m — k) el gt
k=0
Ahora calculamos
d* o (n+ a)! 1 dezk
—Lpia(z) = —1)k .
dga Lrotal®) kzo( T e W) e
Pero
k!
d®xk — gk Sk > a,
s (k —a)!
r 0 sik<a
Por tanto
da n+ao

dmaan(:c):Z(—n’f((”* )l 1K

P n+a—k)! &2 (k—a)

Haciendo el cambio de indices kK — k + «, se obtiene

a o n+a)! 1 (k + «)!
o Lrtal® kzzo D "W k+a)2 & ="
B o e (n+ a)! 1
= (=) kzzo(_l)k(n—k)!(k+a)!k!xk
= (=1 Ly(2)

tal y como queriamos demostrar.

2.7.1. Funcién generatriz y norma
Funcién generatriz de los polinomios asociados de Laguerre

La funcién generatriz de los polinomios asociados de Laguerre es

t) = i Lo (z) " (2.167)
n=0
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0
n=0| (0,0) — > (0, k)
k?o
n=1| (1,0 (1,1) =Y (1,k)
k=0
n=2| (20 (2,1) (2,2) =) (2,k)

n=3 (3,0) (3,1) (3,2) (33) = > (3,k)

> (0 Y (1) > (n2) } (n3)
n=0 n=1 n=2 n=3

Tabla 2;1 Equivalencia de Go(z,t) = Y 02 > r_o(n,k) con > 22> > (n,k) donde (n, k) =
(—1)’“(" C“) k,t” z¥. Los términos que se suman en ambas expresiones son los mismos, pero en
Yool o> h_o(n,k) primero sumamos las filas [>")_,(n,k) es el resultado de sumar los términos
de la fila n-sima] para después sumar los resultados de estas sumas parciales, mientras que en
Y i 2 omey(n, k) primero sumamos los términos que estdn sobre la misma columna [} >, (n, k)
es el resultado de sumar los términos sobre la columna k-ésima], para después sumar todos estos
resultados parciales.

Vamos a buscar una expresién compacta para G (z, t). Para ello expresamos LS mediante (2.160)
y cambiamos el orden de la suma [véase la tabla (2.4)]:

1
Go(z,t) = Z Z (n + a) Etn k [«— suma primero sobre “filas”]

n=0 k=0

_ n + «Q l n k . “« il
= A t"x [« suma primero sobre “columnas”]

k=0n= k

Mediante el cambio de indices n — n + k se obtiene

& +k+a\l
Sy (") g

> tF = (n+k+a)!
L SN £,
k:o( S 2) n! (k + )!

Pero sabemos que el desarrollo en serie de potencias de 1/(1 — ¢)?, siendo a un ndimero real
cualquiera, viene dado por la férmula del binomio generalizada

G <"+Z—1> tnzzmt". (2.168)
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Identificando a — 1 con k 4+ a vemos que

R . (xt)" —(k+a+1)
Galo ) = 3V

oo k k

_ 7(a+1) (—1) xt

- oS G (1
k=0

e—zt/(l—t)

= (e (2.169)

que es la funcion generatriz de los polinomios asociados de Laguerre de orden c.

Norma de los polinomios asociados de Laguerre

Vamos a hallar la norma de los polinomios asociados de Laguerre del mismo modo que lo
hicimos con los polinomios de Hermite. Para ello definimos la funcién I(¢,t") como el producto
escalar de dos funciones generatrices:

Ia(tv t,> = <Ga($, t)’GCY(x7 t/)>

o0
:/ drz®e ™ Gy(z,t) Gy, 1)
0

1 1 /Ood Y Lt
= rxr € ex —X D a— P — .
(1— o+ (1 — ¢)att P 1t 1-¢

Lyt 1t
I—t 1—t (1-t)1—¢)

Pero

por lo que hacemos el cambio
1—tt

YTTaona—vy
para obtener

It t)=(1 —tt’)‘(o‘“)/ dyy®e™V.
0

La integral no es més que la funcién gamma (en la forma conocida como integral de Euler):

o
al=T1+a) = / dyy®e™, (2.170)
0
y por tanto
Io(t,t') = o (1 — tt/)~ (o)

'Z (@ +n) (2.171)

aln!
Pero por las propiedades de ortogonalidad de los polinomios asociados de Laguerre se tiene que

Ia(t,t/) = <Ga($,t)’Ga($,t/)>
= > lIzalP )" (2.172)
n=0

Comparando (2.171) y (2.172) se deduce que

(a+n)!.

- (2.173)

IZ3 11 =
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2.7.2. Desarrollo en serie de L.

Dado que los polinomios asociados de Laguerre son autofunciones de un problema de Sturm-
Liouville en el intervalo 0 < x < oo con funcién peso r(z) = z“e~*, sabemos que podemos
expresar cualquier funcién ¢(z) suficientemente bien comportada (véase la seccién 1.6, pagina
25) en la forma de un desarrollo generalizado de Fourier en términos de L (z):

o0

= Z cnLy(z) con ¢ = (ozj—!n)! /000 drz®e™ LY (x)p(x). (2.174)

2.7.3. Foérmula de Rodrigues

Usando la férmula de Leibniz (2.82) encontramos que

(eSO (@

_ n+ o at+k (_1\k ,—x
Z<>a—|—k’x (=1)%e

o n! (n+ a)!
=z"e kzzo(_l)k(n—k)!k! (a—i—k)!mk

=z%e " nlLly(x)

y por tanto

L% (z) = 1 e <d>n (z"Fte™), (2.175)

n! dx

que es la formula de Rodrigues para las funciones asociadas de Laguerre.

2.7.4. Relaciones de recurrencia

Partimos de la funcién generatriz (2.169). Procedemos tal como hicimos con los polinomios
de Legendre (seccién 2.3.9, pdgina 96) y con los polinomios de Hermite (seccién 2.6.9, pagina
120), y derivamos la funcién generatriz con respecto a t:

0G, a+1 T
— (0% 7t N (6% ’t )
ot~ 1ot Gt = g Gal@t)
es decir,
520G

(1—1) ata =[(a+1) (1 —1t) — 2] Ga(z,1).

Como Gu(z,t) = > 27 Lot™, la expresién anterior se convierte en

o o0 oo
ZnLgt”_l - QZnL%t” + Zan{t”'H = (a+1—-=x ZLO‘t” — ZLO‘IS”'H
n=1 n=1 n=1

n=0
Ahora cambiamos los indices de modo que dentro de los sumatorios sélo aparezcan potencias de
t":

o0

oo o0
> (n+1)Lo - ZZnLo‘tn—i—Z n—1)Lo_t" = (a+1-2) > Lit"—(a+1)> L& 1"
n=0 n=1

n=0
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Esto requiere que, para n > 2,
wLy(r) = —(n+1) Ly (x) + (2n +a+1) Ly(z) — (n+ o) Ly (z) (2.176)

donde hemos agrupado los términos con igual polinomio de Laguerre, dejando aparte el término
> Ejercicio 2.9

Escribe las relaciones de recurrencia paran =0y n = 1.

También podemos hallar otra relaciéon de recurrencia que involucra a la derivada de los poli-
nomios asociados de Laguerre si, en vez de derivar respecto a t, derivamos con respecto a x:

0Go t
or  1—t

es decir oG
1—t¢ = —tG,.
(1-1) o G

Insertando Go(z,t) =Y 7 L% ™ en esta expresién encontramos que

> dL > dL
n— ntn+1 Latn+1
dz Z

n=0 =

Hacemos el consabido cambio de indices para expresar los sumatorios en potencias de t" y asi po-
der igualar término a término:

o o0 oo
AL Lo == Lot
dx dx n—1
n=0 n=1 n=1

De aqui se deduce la siguiente relacién de recurrencia para n > 1:

dL% dL%—l @
e A (2.177)

Combinando (2.176) y (2.177) se encuentra facilmente esta otra relaciéon de recurrencia:

v L3(@) = nL3(w) — (n+ 0) L (o). (2178)

También existen relaciones de recurrencia entre polinomios de érdenes distintos. Dos ejemplos:

noi(@) + Ly~ () = Ly (x), (2.179)
%La( ) = —Lo(z). (2.180)

> Ejercicio 2.10

Demuestra la validez de las relaciones (2.179) y (2.180).
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2.8. Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son soluciones de la ecuacién de Bessel:

22y +ay + (22 =)y =0|. (2.181)

Si v no es un nimero entero, las dos soluciones linealmente independientes son las funciones de
Bessel de primera especie de orden v, J, () y J_,(z):

Jiv(x :() Zk, <>2k (2.182)

Por tanto, si v # entero, la solucién general de la ecuacién de Bessel es

y(x) = AJ,(z) + BJ_,(x). (2.183)

> FEjercicio 2.11

Comprueba por sustitucién directa que (2.182) es solucién de la ecuacién de Bessel.

Si v = n es un ndimero entero, las funciones J,,(x) y J_,(x) no son linealmente independientes
y, por tanto, y(z) = AJy(x) + BJ_,(x) no seria ya solucién general de la ecuacién de Bessel.

Veamos que, efectivamente, J,(x) y J_,(x) son linealmente dependientes. Por concretar,
supongamos que n es un entero positivo. Entonces

= () R () () T R ()"

Pero los términos del primer sumatorio son nulos porque 1/(k — n)! = 0 dado que k < n y el
inverso del factorial de un entero negativo es nulo. Por tanto

1@ = (5)" S wan (5)

Haciendo el cambio k£ — k + n, se deduce que
T\ —n (=1)k+n gy 2k+2n
0= ()" S )
@) =1{3 kzzo (k+n)l k! \2

T\ — —1)k x
=" (3) 2 o (5)
= (=1)"Jn(x). (2.184)

Hemos asi demostrado que si v = n € Z, entonces J,, y J_, no son linealmente independientes.
En la figura 2.9 se representa J,,(x) paran =0,1,2,3.

Una solucién de la ecuacién de Bessel que es linealmente independiente de J,(z) para todo v
es la funcién de Bessel de segunda especie o funcién de Neumann (en ocasiones también llamada
funcién de Weber):

Y, (z) = Ny(z) = lim Jo(z) cos(am) — J_a(x).

2.185
a—v sen(a) ( )
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Figura 2.9: Representacidn grafica de las cuatro primeras funciones de Bessel de primera especie J,, ()
con n = 0 (linea continua), n = 1 (rayas), n = 2 (rayas y puntos) y n = 3 (puntos).

Por consiguiente, tanto para v entero como para v no entero, la solucién general de la ecuacién
de Bessel con indice v puede escribirse como

y(x) =AJ,(x) + BN,(x). (2.186)

Por supuesto, si ¥ no es un nimero entero, el denominador sen(v7) no es nulo y el limite anterior
es, trivialmente,

Jy(x) cos(vm) — J_,(x) '

sen(v)

Ny(x) =

En este caso, la solucién general de la ecuacién de Bessel puede reescribirse como combinacién
de dos funciones de Bessel de primera especie:

B . cos(vm) 2 B .
ylz) = A (@) + Bsen(wr) In(2) sen(v) (%)
B cos(vm) 2) — B .

B [A+Bsen(y7r)] Tu(2) sen(v) T-(@)

= AJ,(x)+BJ_,(2).

Si v = n es un ndmero entero, entonces cos(nm) = (—1)", por lo que el numerador de (2.185)
es nulo ya que, como hemos visto hace un momento, J_,(z) = (—1)"J,(x). Por supuesto, para
n = entero, el denominador sen(nm) de (2.185) es también nulo, por lo que, en principio, se
da una indeterminacién de tipo 0/0. Esta indeterminacién se resuelve efectuando el proceso del
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limite con cuidado, por ejemplo, aplicando la regla de L’Hopital:

N, () = { %(Ja cos(am) —) J_qa) }

% sen(am

—asen(an)J, + %‘]Oj’ cos(am) — 8‘8]—;0‘
7 cos(am)
a=n

Utilizando en esta ecuacion el desarrollo en serie de potencias de J1,(z) dado en (2.182) es posible

deducir que'®
2 9 X 2r
No(z) = ;m( ) -2 Z_; (2) (2.187a)
y, paran > 1
e = T (5 o~ & I (5 S M ()
B (2.187h)

donde 9(z) = I'"(2)/T'(2) es la funcién psi (o funcién digamma) que para valores enteros vie-
ne dada por ¢( ) = =y vy ¥(n) = —y + 3" 1/r, siendo v = limy, a0 (>Cr,t—Inm) =
0’57721 56649 - - - la constante de Euler (también llamada constante de Euler-Mascheroni) [AS72].
Una propiedad importante de las funciones de Bessel de segunda especie N, (x) es que, como pue-
de verse por la expresién anterior, estas funciones divergen en x = 0 si v es entero. Esta propiedad
se verifica también si v no es entero, como es facil de comprobar.

En la figura 2.10 se muestran las funciones de Bessel de segunda especie N, (z) para n =
0,1,2,3.

> Ejercicio 2.12

Teniendo en cuenta que

e
vi(=v!) =
(=) sen T
comprueba que, para v > 0,
v—1D! /2"
N,(z) = L ) () +
T T

cuando x — 0.

En resumen, para z < v se tiene que

1
Jy(x) ~ = (f)y, para v >0,

v \2
2
No(z) ~ ;lnx, (2.188)
- 1! /2\"
Ny(x) ~ _w= <> , para v >0.
7r x

8Pyede verse la demostracién en la seccién 6.1 de [ABT74]. La demostracién requiere conocer la derivada de
la funcién gamma (funcién factorial), la cual se puede expresar en términos de la funcién digamma (véase, por
ejemplo, el capitulo 10 de [Arf85]).
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Figura 2.10: Representacién grafica de las cuatro primeras funciones de Bessel de segunda especie N,
con n = 0 (linea continua), n =1 (rayas), n = 2 (rayas y puntos) y n = 3 (puntos).

2.8.1. Ecuaciones reducibles a ecuaciones de Bessel

Muchas ecuaciones que se encuentran en la practica son resolubles en términos de la funciones
de Bessel aunque no tienen, en primera instancia, la forma de la ecuacién de Bessel (2.181). Para
identificar muchas de estas ecuaciones, el resultado siguiente es especialmente 1til:

d dy
= g0 by =0 2.189
() vt = (2.189)
se reduce a la ecuacién de Bessel (2.181)
plu F (=) u=0
dt?2 " dt B
mediante el cambio
t=aVbz/®, (2.190)
w=z"""%y, (2.191)
donde
2
= 2.192
c—a+2 ( )
1-a
= 2.193
c—a-+2 ( )

Es decir, la solucién de (2.189) vendria dada por
y(z) = 2"/ (a bxl/a> (2.194)

2l (4, (avhat’) + BN, (avBat)]. (2.195)
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Si b <0, el argumento de u en (2.195) es imaginario. En este caso, la solucién u(t) vendria dada
como combinacién de las funciones de Bessel modificadas [véase la relacién (2.233)] de modo que
la solucién seria:

y(z) = 2/ [AL, (oz\/m:vl/o‘) + BK, (a\/m:vl/o‘)} , b<O.

Todas las expresiones anteriores carecen de sentido si ¢ —a + 2 = 0, pero en este caso la ecuacién
(2.189) no es mas que una ecuacién de Euler.

> Ejercicio 2.13

Comprueba por sustitucién directa que, tras los cambios de variable (2.190) y (2.191), la ecuacion (2.189)
se reduce a una ecuacion de Bessel.

» Ejemplo 2.7

Queremos resolver la ecuacion
y'+Vry=0. (2.196)

Esta ecuacién es de la forma (2.189) con a =0,b=1y ¢=1/2, por lo que a = 4/5, v = 2/5. Por tanto,
los cambios (2.190) y (2.191) son

4
== 5/4’
5.’L‘

U = x_1/2y,

y la ecuacién (2.196) se reduce a
d*u du 2\ ?
P b t— + [P 2 =0
dt2+dt+[ (5)]“

u(t) = AJys(t) + B Noys(t).
Por tanto, segin (2.194), la solucién de (2.196) es

4 4
y(a?) = :CI/Q |:A J2/5 (5.'1/'5/4) + BN2/5 (5$5/4):| .

cuya solucion es

2.8.2. Funciones de Bessel como oscilaciones amortiguadas

Las figuras (2.9) y (2.10) muestran que las funciones de Bessel de primera y segunda especie
tienen el aspecto de oscilaciones amortiguadas. Esto es facil de entender si observamos que la
ecuacién de Bessel (2.181)

2

V@) + 1@+ (12 ) oo =0

22
puede reescribirse en la forma de un oscilador linear amortiguado,

y' () + M (t) + ky(t) =0,
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Figura 2.11: Funciones de Bessel de primera especie Jo(z) y J1(z). Linea continua: valor exacto; linea
discontinua y punteada: aproximacién asintdtica de Jy y Ji, respectivamente, hallada mediante la
ecuacién (2.197).

donde el coeficiente de amortiguamiento A\ = 1/t y el coeficiente de restitucién (‘“constante”
eldstica) k = w? = (1 -2 /t2) dependen del “tiempo” t. Es claro que, a medida que el tiempo
crece, el amortiguamiento es cada vez menor y las oscilaciones se asemejan cada vez mas a
oscilaciones arménicas de frecuencia unidad pues, parat — 0o, w? = k — 1. Este comportamiento
se aprecia claramente en las figuras (2.9) y (2.10). De hecho [AST72] (véase también el problema
15, pagina 470)

9\ 1/2

Jy(z) ~ <7r:z> cos ( — % — y%) , st x>, (2.197)
9\ 1/2

Ny(z) ~ <7m;) sen (ac - Z - yg) , st x>, (2.198)

232

ww) = (2) e (- 70Ty 4 120

T 4 2 x3/27

donde 71 (z) y r2(x) son funciones acotadas cuando x — oo. En las figuras 2.11 y 2.12 se comparan
los valores exactos de de Jo(z) y J1() con sus aproximaciones asintéticas!® dadas por la relacién
(2.197), y los valores exactos de Ny(x) y Ni(x), con los proporcionados por la ecuacién (2.198).
El acuerdo es muy bueno incluso para valores relativamente pequenos del argumento x.

De estas expresiones se deduce inmediatamente una estimacién de los ceros de las funciones
de Bessel. Sea oy, €l m-simo cero (cuando ordenamos los ceros de menor a mayor valor) de la
funcién de Bessel de primera especie J,, (), es decir, J,(aum) = 0, y sea By, el m-simo cero de la
funcién de Bessel de segunda especie N, (z), es decir, N, (8,m,m) = 0. Entonces, es claro que para

19F] concepto de aproximacién asintética y el significado preciso del simbolo ~ se discute en la seccién 7.3.
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20t

Figura 2.12: Funciones de Bessel de primera especie Ny(z) y Ni(z). Linea continua: valor exacto;
linea discontinua y punteada: aproximacién asintética de Ny y N1, respectivamente, hallada mediante
la ecuacién (2.198)

X >> 12
vm m 2 9
vm m 2 - . 99

> Ejercicio 2.14

1. Compara las estimaciones de los primeros ceros de la funciones de Bessel Jy(x), Ji(x) y No(x) que
se obtienen mediante relacién (2.199) con los valores exactos (estos valores puedes encontrarlos en
casi cualquier libro de tablas matemaéticas, por ejemplo, en [AS72, SA96]).

2. Las ecuaciones (2.199) predicen que los ceros tienden a estar separados por la distacia w. Comprueba
hasta qué punto esto es cierto.

3. ;Por qué es de esperar que estas estimaciones mejoren a medida que el valor de la raiz crece y
empeoren cuando el orden v de la funcién de Bessel crece?

2.8.3. Relaciones de recurrencia

Vamos a hallar relaciones de recurrencia para las funciones de Bessel a partir de su desarrollo
en serie de potencias dado por la expresién (2.182). Usando esta relacion, escribimos:

B ad (—1)F o\v-1+2k = (—1)* x\ vH1+2k
J”‘lij”+1§k!(u+k—1)! (5) ikz_ok:!(unLkJrl)! (5) '
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Hacemos el cambio £ — k — 1 en el indice del segundo sumatorio de modo que los dos sumatorios
tengan potencias con igual exponente:

k—1

Jy—1in+1:kZ_0k!(V(J_rlljlil)'<§>y 1+2kiz _1 V+k) ( )V 1+2k
= (1/—11)| <§>V1+§:k,((yl kk ' (g)u 1+2k V+l<:i(—1)—1]<;]

(=D

Kl (v +k)!

Si sumamos,

aj) l/—1+2]€

1 x\v-1 = —1)F
Toa(@) + Jonle) = =5 (3) +”;k!((u+)k)! 5

T\~ TVY e —1DF sr\v
:”(2>1!y1!(2)+ M(z)+2k]’

k=1

obtenemos finalmente

Jy1 (@) + Ty (z) = %”J,,(x) , (2.200)

que es la (primera) relacién de recurrencia buscada. Si ahora restamos

Jy-1(z) — Jyq1(x) = < ) Z He (v + 2k) (2)v+2k 1
obtenemos
o) = e () = 2%‘]”(95) = 2J)(x)|, (2.201)

como es facil de comprobar.
Combinando las dos relaciones de recurrencia anteriores podemos construir muchas mas. Por
ejemplo, si sumamos miembro a miembro (2.200) y (2.201) encontramos

Jy_1(z) = %J,,(:v) (). (2.202)
Si ahora las restamos miembro a miembro obtenemos
Jyr(z) = gjy(a:) — J (). (2.203)

Estas dos tltimas relaciones nos dicen que a partir de una funcién de Bessel dada, J, (x), podemos
hallar todas las demds funciones de Bessel cuyo orden difiera del de J,(z) en un nimero entero.

Veamos ahora unas férmulas que permiten calcular directamente las funciones Jy, 4, () 6 J,—pm (.
a partir de J,(z). Empezamos evaluando

d(i [ vy, (x )] = :l:l/xi”_lJy(x) —i—xi”J,’/(x)

=+t [ng,(a:) + J,’,(a?)]
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que por las ecuaciones (2.202) y (2.203) se reduce a
d

e [aci”J,,(x)] = 42 7 (2). (2.204)
Por tanto p 14
[V — v - v — v—1
T [z T, (x)] = 2V J,—1(x) = o (x¥Jy) = 2" Jy_1(x). (2.205)

Vemos entonces que la aplicacion del operador diferencial D = %% sobre la funcién f(v,z) =
x¥J,(x) tiene por efecto el disminuir en una unidad el indice v. Es obvio que si repetimos el
proceso (aplicamos el operador) m veces, se obtendria f(v —m,,z), es decir,

1d\"
D" [ () = (— | [ (@) = 2" " Ty 2.2
] = (S B =) (2:200)
donde la notacién D" = (%%)m es un modo (estandar) de indicar que el operador D = %% se
aplica m veces.
La ecuacién (2.204) nos dice que
d —v —v
e (27", (2)] = =27  Jpga (2).
Dividiendo esta expresion por x se deduce que
1d J,(x) Jy+1(z)
-2 = — 2.207
rdx ¥ v+l 7 ( )
y por tanto
1d\™ J,(x) Jytm(x)
—— =(—-1)"———=1. 2.208
<:U dm) xv (=1) vtm ( )

No es dificil demostrar partiendo de la relacién (2.185) que la funcién de Bessel de segunda
especie N, () satisface las mismas relaciones de recurrencia que las funciones de Bessel de primera
especie J, ().

> Ejercicio 2.15

Utiliza la relacién (2.185) para demostrar que si cambiamos J por N en las relaciones de recurrencia
(2.200), (2.201), (2.202), (2.205) y (2.207), las expresiones resultantes son también vélidas. Dicho de otro
modo, demuestra que las funciones de Bessel de segunda especie N, (x) satisfacen las mismas relaciones
de recurrencia que las funciones de Bessel de primera especie J,(x).

2.8.4. Cdlculo de las funciones de Bessel mediante relaciones de recurrencia

El cémputo de las funciones de Bessel (al igual que muchas otras funciones especiales) puede
llevarse a cabo aprovechando sus relaciones de recurrencia. Por ejemplo, uno podria usar la
relacién (2.200),

2v
Jyi1(z) = ?Jy(x) —Jy—1(x), (2.209)
para calcular J,,11(z) con n > 2 a partir de, por ejemplo, Jo(x) y Ji(x). Sin embargo, hay que

tener cuidado con el uso de las relaciones de recurrencia porque éstas pueden ser inestables de
modo que, debido a errores de redondeo (precisién finita de nuestros cémputos), conduzcan a
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Figura 2.13: Funcién de Bessel de primera especie en = = 1, J,(1), para valores crecientes de n
calculados de forma rigurosa mediante Mathematica (circulos). Los cuadrados representan los valores
que se obtienen aplicando la relacién de recurrencia (2.209) a partir de Jy(1) ~ 0'7651976865579666
y J1(1) ~ 0'44005058574493355.

resultados incorrectos. Un buen ejemplo de este fendmeno lo constituye la relaciéon de recurrencia
(2.209) cuando se pretende usar para estimar valores de funciones de Bessel de un orden v dado
a partir de funciones de Bessel de orden menor. En la figura 2.13 se muestran los valores .J,,(1)
paran = 0,1,2--- calculados mediante la relacién de recurrencia (2.209) a partir de los valores
correctos (hasta 16 cifras significativas) de Jy(1) y J1(1). Es evidente que el procedimiento conduce
a resultados muy malos incluso para valores no muy grandes de n. ;Es entonces la relaciéon de
recurrencia (2.209) initil? La respuesta es no porque:

= Primero, su uso es adecuado siempre que n < z. Lo que sucede es que la relacién de

~

recurrencia es inestable a partir de n ~ x de modo que para n 2 x los resultados dejan de
ser fiables.?"

» Segundo, incluso para n 2 x, la relacién de recurrencia (2.209) puede usarse con provecho
para el computo de funciones de Bessel si se usa en el sentido de n decrecientes jsin necesidad

de conocer previamente el valor exacto de ninguna (!) funcién de Bessel! Explicaremos este
procedimiento (conocido como algoritmo de Miller) mediante el siguiente ejemplo.

» Ejemplo 2.8
Vamos a calcular Jp(1) usando la relacién de recurrencia (2.200) en el sentido de n decrecientes:
2v
Jo—1(z) = ?Jy(x) — Juy1(x). (2.210)

Sabemos por (2.188) que a medida que n crece el valor de J,(1) es cada vez mds pequeno. Supongamos
que paran = N +1, el valor de Jy41(1) es tan pequenio que, dentro de la precisién con la que trabajemos,

20Pyede verse una justificacién de estas afirmaciones en la seccién 5.5 de [PFT93].



138 Funciones especiales

podemos considerar que es igual a cero: Jy41(1) =~ 0. Para simplificar la notacién escribiremos el valor
(desconocido) de Jy (1) como a, es decir a = Jy(1). Entonces, de la relacién (2.210) se deduce que

JN—l(l) = QNJN(l) - JN+1 = 2Na,
Iy-2(1) = AN(N 1) ~1]a

Por concretar, supongamos que N = 8. Entonces

Jo(1) =
Js(1) =
Jo(1) = 16
Jo(1) = 223a
Js(1) = 2660 a, (o11)
Ja(1) = 26377 a,
J5(1) = 208356 a,
Jo(1) = 1223759 4,
J1(1) = 4686680 a,
Jo(1) = 8149601 a.

La clave del procedimiento que estamos usando reside en que el valor de a puede estimarse mediante la
relacién de normalizacién (2.218),

1=Jo(x)+2)  Jan(x)

que se demuestra en la pagina 140. Tomando x = 1 en esta relacién y teniendo en cuenta los resultados
de (2.211), se obtiene

1=Jo(1)+2 i Jan(1)

~ Jo(1) +2[J2(1) + Ja(1) + J6(1) + Js(1)]
~ 10650321 a.
Por tanto a ~ 1/10650321, y sustituyendo este valor en (2.211) encontramos que
Je(1) ~ 1/10650321 ~ 0938939 x 1077 — [0/942234 x 1077,
J7(1) ~ 16/10650321 ~ 0'150230 x 10~° — [0'150233 x 10~7],
Jo(1) ~ 223/10650321 =~ 0'209383 x 10~* — [0'209383 x 10~4],
Js5(1) ~ 2660,/10650321 ~ (/249758 x 10~3 — [0'249758 x 10~7],
Ju(1) ~ 26377/10650321 ~ 0'247664 x 1072 — [0'247664 x 10~2],
(
(
(

1R

) =~
) ~
)
)
J3(1) =~ 208356/10650321 ~ 0'195634 x 10~ — [0'195634 x 107,
Jo(1) ~ 1223759/10650321 ~ 0'114903 — [0'114903],
J1(1) =~ 4686680,/10650321 ~ 0/440051 — [0'440051],
Jo(1) =~ 8149601/10650321 ~ 0'765198 — [0/765198].

A la derecha de la flecha, entre corchetes, se han proporcionado los valores exactos. En el camino de calcular
Jo(1) hemos estimado también el valor de Ji(1), Jo(1) .... Los resultados son excelentes: la estimacién
y los valores exactos de J,(1) coinciden en seis cifras significativas para n = 0,1,--- ,6. Por dltimo, es
natural preguntarse qué valor de N habria que escoger para estimar J,,(x) con una precisién minima dada.
La respuesta, para n > 2, es N ~ n + an'/? donde a es una constante que, muy grosso modo, podemos
tomar como igual al ndmero de cifras significativas con las que se quiera estimar J,,(z) [PFT93, sec. 6.5].

<
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2.8.5.  Funcién generatriz de J,(x)

La funciéon
Glz,t) = exp B <t— 1)] _ ; () £ (2.212)

es la funcién generatriz de J,(x), con n entero, en el sentido de que el desarrollo de Laurent de
exp [£ (t — 1)] viene dado por 0% J,(x)t". Vamos a demostrarlo:

(;72: (g)m% i i k,m, ( )mkt (m=h), (2.213)

k=0 m=0 k=0 m=k+

De este modo hemos separado la funcién en dos sumas, la primera con potencias positivas (en el
primer sumatorio doble sucede que m < k), y la segunda con potencias negativas (en el segundo
sumatorio doble se tiene que m > k + 1). Intentaremos ahora poner estas sumas en funcién de
In(z).

Lo primero que vamos a hacer es cambiar el orden de los sumatorios en la primera suma: en
vez de sumar primero sobre las “lineas” lo hacemos primero sobre las “columnas” (véase la tabla
2.5) de modo que

m

S LI e S S e

Haciendo el cambio k = n + m en el segundo sumatorio de esta tltima expresién se obtiene que
la primera suma (doble) de (2.213) es

= Jn(x)t". (2.215)

Para evaluar la segunda suma (doble) de (2.213) hacemos el cambio k = m — n:
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’ H m=20 m=1 m=2 m=23 ‘
0
k=0 | (0,0) — ) (0,m
m=0
1
k=1 (10) (1,1) - (1,m)
m=0
2
k=2 (20 (2,1) (2,2) — Y (2,m)

3
k=3[ (3,0 (3,1) (3,2) (33) =) (3,m)

! ! ! !
D ok0) D (k1) > (k2) D (k3)
k=0 k=1 k=2 k=3

Tabla 2.5: Justificacién del cambio en el orden de la suma en (2.214), siendo (k,m) =
(=nm x)m+kt—(m—k)_

k!'m! (2

_nzltn( Zk' O

= it_”(l)”Jn(ﬂf)

zgjlj_n(x)t"

= f In(@)t" (2.216)

Como (2.213) es simplemente la suma de (2.215) y (2.216), deducimos que
> Tn(a)t”, (2.217)

que es la expresién que queriamos demostrar.
Como G(z,t = 1) =1y Ju(x) = (=1)"J_p(x) [ecuacién (2.184)], de la expresién (2.217)
anterior se deduce inmediatamente la relacién

L= Do) + 23 o), 2:218)

la cual es utilizada en el algoritmo de Miller (empleado en el ejemplo 2.8) para el cémputo de las
funciones de Bessel [PFT93, cap. 6].
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Funcién de Bessel de la suma

La funcién generatriz (2.212) de las funciones de Bessel verifica trivialmente que

Gz +y,t) = G(x,1) Gy, 1) (2.219)
y por tanto
(2.220)
Z Tz +y)t Z Z I )t (2.221)
n=-—oo m=—o0 |[=—00

En todos los sumandos del miembro derecho en los que, cuando m toma un valor dado, [ es igual
a n —m, se verifica que ™+ = t". Por consiguiente

(x+y) = Z T (@) T (1) (2.222)

m=—0oQ

2.8.6. Relaciones integrales

Si hacemos t = % en la funcién generatriz (2.212) se obtiene

_ ea:(ew — e’ig)/Q

_ ei:csene _ Z Jn(l‘) einG

Por consiguiente, la funcién de Bessel J,(z) es simplemente el coeficiente n-ésimo del desarrollo
en serie de Fourier de e™*"?, Pero como J_,(z) = (—1)"J,(x), la expresién anterior se convierte

en

eixsen@ + Z J [ 1n0 ( 1)n efinﬂ

= Jo(z) +2 Z Jon(x) cos(2nb) + i 2 Z Jon—1(z) sen[(2n — 1)0).

n=1

Es decir

cos(z sen 0) )+2 Z Jon(x) cos(2n8),

sen(x senf) = 2 Z Jon—1(x) sen[(2n — 1)0).
n=1
Multiplicando la primera expresién por cos(mf), la segunda por sen(m#) (siendo m un entero),
integrando las expresiones resultantes entre 0 y 7, y usando las propiedades de ortogonalidad de
las funciones seno y coseno sobre el intervalo [0, 7],

1/ df cosnf cosmb = %%m, n,m % 0,
0

s

1 (7 1
/ df sennf senmb = §5nm, n,m # 0,
0

s
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se deduce que

1 ™
/ df cos(xsenf) = Jy(x), (2.223)
T Jo
1 [7 Jp  si
= / df cos(zsen @) cosnb = { " S? "es Par, n # 0, (2.224)
™ Jo 0 sin esimpar,
1 [7 0 i
= / df sen(z sen 0) sennf = { S? "es Par, n#0 (2.225)
m™Jo Jn sl n es impar,
Sumando estas dos 1ltimas relaciones se obtiene
1 s
Jn(x) = / cos[nf — xsen ] db, n=0,1,2,... (2.226)
T Jo

que es una representacién muy util de la funcién de Bessel de primera especie. Por ejemplo, a
partir de esta expresion no es dificil deducir (véase el problema 15, pagina 470) la expresién
asintética (2.197) de J,(x) para n — oo.

2.8.7. Funciones de Bessel de orden semientero y funciones esféricas de Bessel

Las funciones de Bessel de orden semientero pueden expresarse en términos de funciones
trigonométricas.?! Para ello usamos la férmula de duplicacién de Legendre,

(k4 1/2)! = 27 Ck+D /r(ok 4+ 1)1

en la expresién en serie de potencias de J; /5(7),

o

2k+1/2
ijele) =2 (-1 k:' k+1/2) ( ) ’

k=0
de modo que

92k+1 4. 2k+1/2
Jiy2(@ Z (2k + 1)! 22k+1/2

\/7 p2k+1

Z 2k (2k +1)!

=14/ —senz. (2.227)
T

El resto de las funciones de orden semientero se pueden obtener a partir de las relaciones de
recurrencia (2.202) y (2.203):

Jn+1(x) = %Jn(w) F J(x).

Esta relacién evidencia que todas las funciones de Bessel de orden semientero pueden expresarse
como combinacion de funciones elementales.

21Las funciones de Bessel semientero son las dnicas que pueden expresarse en términos de funciones elementales.
Esto fue demostrado por primera vez por Liouville.
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> Ejercicio 2.16

Demuestra mediante las relaciones de recurrencia (2.202) y (2.203) que

2
J_1y2(z) =4/ —cosz,
2 /senx
J3/0(x) = \/ g ( _— —cos 33) , (2.228)

J_zj2(x) = — 2 (

™

COS T

+ sen x) .
T

Las funciones esféricas de Bessel j;(x) y de Neumann n;(x) se definen por las relaciones :

10) = [l (22200

(o) = | 2Nl (2.2200)

con [ entero. Teniendo en cuenta la relacién (2.185) y que cos(I+1/2)7 = 0y sen(I+1/2)7 = (1),

la funcidén esférica de Neumann puede escribirse de este otro modo:

(o) = (-0 o o), (2.229¢)

De estas relaciones, y teniendo en cuenta que Ji1/5(z) y Nyy1/2(2) satisfacen la ecuacién de Bessel
(2.181), es facil deducir que las funciones esféricas de Bessel satisfacen la ecuacién diferencial

2y (z) + 2xy/ (z) + [552 —l(l+1)]y(@)=0 (2.230)

con [ entero.
De las definiciones (2.229) y de los resultados (2.227) y (2.228) se deduce inmediatamente que

. sen
Jo(x) = —

cos x
no(z) = — —
. 1 /senx
o= (27 ),

z

1 scosz

nl(:c):—;< . —l—senm).

En las figuras 2.14 y 2.15 se representan las cuatro primeras funciones esféricas de Bessel y de
Neumann.

Existen otras funciones de Bessel que son ttiles en ciertos problemas:?2

» Funciones de Bessel de tercera especie o funciones de Hankel :

H(l)(x) = Jy(z) +iN,(z),

HP(z) = J,(x) —i Ny (x). (2.231)

22V éase, por ejemplo, el capitulo 11 de [Arf85].
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Figura 2.14
02}
n 0.0
n
02L !
I '/'
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04 - I’ i
[
|

Figura 2.15: Funciones esféricas de Neumann.

= Funciones esféricas de Bessel de tercera especie o funciones esféricas de Hankel :

WY (@) = [ HD (@) = ju(a) + (),
* (2.232)
WP (2) = | = HP (@) = julz) — inn(2),
2x
siendo n un entero.
y Ky (x) :
(2.233)

» Las funciones modificadas de Bessel I,,(x)
I,(x) =1"J,(ix),
K, (z) = gwl HD (iz).
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2.8.8. Funciones de Bessel y problema de Sturm-Liouville
Sea la ecuacion
22y (z) + 2y (z) + (K22 — v?) y(z) = 0, a<xz<b. (2.234)

Si hacemos el cambio de variable independiente u = kx, donde k es una constante (no nula, por
supuesto), se tiene que

dy dy d%y
I _ "_ 1.2
Y= dz kdu’ y =k du?’
y la ecuacién (2.234) se transforma en
d’y  dy
02 2 _ 2 _
T2 + U + (u* —v*) y(u) =0, (2.235)

que es la ecuacion de Bessel, tal como la definimos en (2.181) de la pagina 128. Por este motivo, a
la ecuacién (2.234) también se la llama ecuacién de Bessel. Esto significa que la solucién general
de la ecuacién (2.234) es

y(x) = AJ,(kz) + BN, (k).

Si dividimos la ecuacién (2.234) por z vemos que la ecuacién resultante es una ecuacién de
Sturm-Liouville con

q(r) =

r(z)
A

x,
k>
Las condiciones de contorno que aparecen usualmente en los problemas que involucran funciones
de Bessel son condiciones de contorno regulares:

{aly(a) + aoy/(a) = 0,
Bry(b) + B2y’ (b) = 0.

Nétese que esto es un problema de Sturm-Liouville singular porque g(x) diverge en z = 0. La
satisfaccién de las condiciones de contorno restringe los valores posibles de k a ciertos valores
concretos k,, que seran los autovalores. Las autofunciones correspondientes a k,, seran de la
forma

U () = Ady(kma) + BN, (kpx),

donde el valor de A/B queda por determinar. Por la teoria del problema de Sturm-Liouville
sabemos que las autofunciones {1, } forman una base del espacio vectorial de funciones p(z) de
cuadrado sumable con respecto a la funcién peso 7(x) = z en el intervalo a < z < b. Es decir, se
verifica que

(¥m o)
[bm*

(p(l‘) = Zcmwm(x)v Cm =

m

donde

b

(Gml) = / 0 2 Pm(2) ()
b

ml? = / dz s [Pm(@)]2.

a
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Cdlculo de la norma

Por supuesto, las autofunciones ,,(x) son ortogonales entre s,

b
(rnlthn) = / 02 7 () (@) = [l G

La norma de las autofunciones v, es

b
ol = / 0 2 [ ()]

b d 1
—/a dx [deHCZ] T/J?n(ff)

b b
= 5|~ [ de i) (@), (2.236)

a

Como ¢, () es solucién de ecuaciéon de Bessel (2.234),

k:2a:2y — VQy o my/ o m2y// _ I/2y o mdf(xy/),
T

se tiene que

k:?n x? UYm () = V2 Ym () — %

Si multiplicamos esta expresién por ], (),
2 .2,/ 2,1/ / d !
kmx wmwm =V %ﬂﬂm - $¢m%[x¢m]
d (1 1d 2
_ 20 (19 _ta /
Y dr <2¢m($)> 2 dx ($¢m) ’
e insertamos el resultado en (2.236), se tiene

1. b
loml? = k] (K2a® = v?) ¥, (@) + 2 W @)} . (2:237)
El valor concreto que tome la norma dependera de las condiciones de contorno de cada problema
particular.

» Ejemplo 2.9

Vamos a analizar el problema de Sturm-Liouville constituido por la ecuacién de Bessel (2.234) con v > 0
en el intervalo [0, b] y las condiciones de contorno regulares de Dirichlet

y(0) =0,

y(b) = 0.
La solucién general de la ecuacién de Bessel es y(z) = AJ, (kz) + BN, (kx). Imponiendo la condicién de
contorno en z = 0, y(0) = 0, se deduce que B = 0 dado que N, (0) diverge si v > 0 (véanse las ecuaciones
(2.187) y los comentarios subsiguientes). Por tanto la solucién ha de tener la forma y(x) = AJ,(kz). De

la condicién de contorno en & = b, y(b) = 0, se deduce J,(kb) = 0, lo que exige que el argumento kb sea
justamente igual a uno de los ceros de la funcién de Bessel de orden n.
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La funcién J,(x) tiene un ndmero infinito de ceros que denotaremos por ., con m = 1,2/3,...:
Ju(aym) = 0 . En resumen, encontramos que los autovalores y autofunciones (que no estdn degenera-
das) son:

b Qvm
m= 2,
Um(@) =, (a7 )

Para las condiciones de contorno contempladas en este ejemplo, la ecuacién (2.237) nos dice que la norma
viene dada por

mll? = SH25 40, ()

Pero, por (2.203),

¢;n($) = ka;(kmx) =k ﬁjy(kmx) - Ju-{—l(kmx) )
luego
¢;n(b) = —kpnJy11(kmd).
Por tanto

1
||1/JmH2 = §b2 [Jy41 (avm)]z .

El desarrollo en serie (serie de Bessel-Fourier) de una funcién ¢(x) arbitraria “bien comportada” en el
intervalo [0,b] es por tanto

o(x) = Z emJy (kmx) (2.238)

donde

b
/ dx xJ, (kmx)e(x)

1
5172 [Jy41 (avm)]2

Cmp =
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2.9. Problemas

2.1. Sea el conjunto de polinomios U, (x) (polinomios de Chebichev de segunda especie o de tipo
IT) definidos por la funcién generatriz

Gz, t) = (1 -2zt +t2)71 = i Un(z)t".
n=0

a) Halla la relacién de recurrencia de los polinomios Uy, 41, Uy y Up—1 .

b) Demuestra que Up(x) = 1 y, mediante la férmula de recurrencia, escribe los seis pri-
meros polinomios (n < 5).

¢) Calcula U, (1), U,(—1) y Uy,(0).
d) Demuestra que

Un(@) = (—1)"Up(~2).

2.2. Halla los primeros polinomios de Laguerre mediante el método de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt.

2.3. Demuestra que las derivadas P/(z) de los polinomios de Legendre forman un conjunto
completo en el intervalo [—1, 1]. Escribe la relacién de ortogonalidad.

2.4. Utilizando la funcién generatriz de los polinomios de Legendre, demuestra

o 41 1 1
Zw P(z)==In +$.
l*()l_‘_l 2 1—=x

2.5. Halla el valor de la integral
1
| dapito)
0
mediante:

a) La funcién generatriz.

b) La relacién de recurrencia (que previamente se deducird)
IR () + Pl (z) — 2P{(x) = 0,
¢) La relacién de recurrencia (que previamente se deducird)
Pliy(z) = Py () = (2L + 1) Pi(x).
2.6. a) Halla la integral fol dx x Pj(x) partiendo de la férmula de recurrencia pura.

b) Halla el desarrollo en serie de polinomios de Legendre de f(x) = |z|.

2.7. Demuestra que
o0

(1 — ) = — Z_% %Pn(:c).

Sugerencia: usa la formula de Rodrigues de los polinomios de Legendre.
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2.8. Demuestra que
F(1) = (1 +1)/2

a partir de:

a) La férmula de Rodrigues demostrando previamente que
<dm> (x — D}z + 1)

b) La funcién generatriz de los polinomios de Legendre.

=1+ (z+1D!

r=1

=1

2.9. A partir de la transformada de Fourier de los polinomios de Hermite obtén una represen-
tacion integral de los mismos.

2.10. a) Demuestra que

/ " dw e o2 Hy () Hyp (1) =

—00

VA2 20 A4 D)l G n + VA2 (14 2)! Onma + VT2 0 G mrs

b) A partir del resultado anterior, demuestra que

Z / dze ™ 22Hy(x)Hp(z) = 157 .
m=0" "

2.11. Demuestra que la transformada de Fourier de la funcién e /2 H, (z) puede escribirse como

exp(—k2/2)(—i)"Hy (k).

2.12. En espectroscopia molecular suelen aparecer con frecuencia integrales de la forma

/ dze™™ " Hy(2)Hpyp(x)

—0o0
con n, p, r enteros no negativos y p > r. Evaltia esta integral.

2.13. a) Demuestra que

/ doe™ zH (2)H., (z) = V2" 'n(n + 1) 6pm_1 + V2" (n — 1)l 6p st

—00

donde H) (x) = dH,(x)/dx.

b) A partir del resultado anterior, demuestra que
o 00 5
g / dve™™ xH) (2)H, ,(x) = V72" n(n + 1)! .
p=0""

A

2.14. Desarrolla la funcion e*® en serie de polinomios de Hermite y de polinomios de Laguerre.
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2.15. Evalda la integral

/ dr T e ™ LA (x) L2 (x) .
0

2.16. Halla la transformada de Laplace de los polinomios de Laguerre.

2.17. La parte radial normalizada de la funciéon de onda del dtomo de hidrégeno viene dada por

7 | 1/2
s(n—1 1).] 2 (ar) 24 (ar) |

Rnl(r) = |:a 2n(n—|—l)‘

donde « es una constante. Calcula la distancia media del electrén respecto del ntcleo:
(r) = [y~ drr® [Ru(ar)]?

2.18. Desarrolla en serie de polinomios de Laguerre la funcién salto f(z) = H(z — a), siendo H (z)
la funcién de Heaviside.

2.19. Los polinomios de Chebychev de primera especie (o tipo I), T,,(z), satisfacen la relacién de
recurrencia

Toyo(x) = 22T 41 (x) — Ty(2),
con To(z) =1y Th(z) = x.

a) Obtén la funcién generatriz
o0
Gz, t) =To(x) +2) _ Tu(x)t", |z <1, | <1.
n=1

b) Utiliza el resultado anterior para calcular T),(0), T,,(1), T,,(—1).

2.20. La funcién generatriz
[e.e]
Gola,t) = S Ch@t, |2l <1, |t <1,
n=0

de los polinomios de Gegenbauer de grado n y orden v viene dada por 1/(1 —2xt +t2)” con
v > 0.

a) Demuestra que
(n+2v—1)!

Cn(1) = nl(2v — 1)1~

b) Halla la relacién de recurrencia
(n -+ 1)Clr(2) — 20(n + V)CH(@) + (0 — 1+ 2)CY_ () = 0.

2.21. a) Demuestra que las funciones esféricas de Bessel de primera y segunda especie, j,(z) y
nn(z), satisfacen las relaciones de recurrencia

Far@) + Fua(e) = 2L o),

Nfn_1(z) = (n+ 1) far1(x) = 2n+ 1) £ ().




152 Funciones especiales

b) Usa estas relaciones de recurrencia para demostrar que

n+1

f(@) = faa (@) = = fa(@),
fa(@) = = fal@) - (o)

¢) Usa las relaciones de recurrencia anteriores para demostrar que

d

T (@) = 2™ o (0),
d

Tl @) = =2 (@),

2.22. Sean f,(x) las funciones definidas mediante las relaciones

r

:Z(flﬁ , M+ D fprr=2fn — for2 s fh=fo1 -

r=0

Demuestra que la funcién generatriz G(z,t) = > 2 (x)t" viene dada por exp(xt+1/t).

n=—oo J N

2.23. Halla los coeficientes del desarrollo en serie de Jy(k,x) de la funcién f(x) = 1 definida en
el intervalo 0 < z < a.

2.24. Sea

E cm n anmx )

la representacién en serie de funciones de Bessel de la funcién f(z) definida en el intervalo
[0, 1], donde au,y, es la raiz m-sima de J,(x).

a) Demuestra la relacién de Parseval

1 00
/ da x[f S Z Tns1 (atnm)]?
0

b) Escogiendo f(z) = a", prueba que las raices ay,, verifican la relacién

l\?)—‘

o0

T
a2, 4n+1)

m=1




Capitulo 3

Ecuaciones en derivadas parciales

3.1. Introduccién y definiciones

Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) es una ecuacion sobre una funcién incognita u
que depende de varias variables x, ¥, ... y en la que aparecen derivadas parciales de la funcién u:

2 2 2 n
F<:p,y,--- ou Ou 0*u 0%u O*u @ ,u)z(). (3.1)

"0x’ Oy’ 0x2 Oy?’ Oxdy’ T Oan T
Este tipo de ecuaciones son importantsimas en la Ciencia pues un nimero enorme de sistemas e
interacciones se describen mediante ecuaciones en derivadas parciales. Por ejemplo, la ecuacién
de ondas, la ecuacién de Laplace y de Poisson del electromagnetismo, las ecuaciones de difusién,

las ecuaciones de Maxwell, la ecuacién de Schrodinger y muchas otras son ecuaciones de este tipo.
En ocasiones usaremos una notacién mas abreviada para denotar las derivadas parciales:

x = y—aya = 520 xy—axay-

Por ejemplo, la ecuacién de difusién en una dimensién (en una linea) puede escribirse ast:
Ut = Ugz ;
la ecuacién de difusién en dos dimensiones (en una superficie) asi:
Ut = Ugg + Uyy ;
y la ecuacién de ondas en tres dimensiones (en un volumen) de esta forma:
Ut = Ugg + Uyy + Uzz -

El orden de la ecuacién en derivadas parciales es el orden de la derivada mas alta que aparece
en la ecuacién. Por ejemplo, las ecuaciones de difusién y de ondas que acabamos de ver son de
segundo orden. Una ecuacién de tercer orden es, por ejemplo, u; = Uzy..

Las ecuaciones en derivadas parciales se llaman inhomogéneas cuando tienen un término (un
sumando) en el que no aparece la funcién incégnita u. Esto implica que la funcién nula v = 0 no



154 Ecuaciones en derivadas parciales

es solucién de estas ecuaciones. Por ejemplo, la ecuacién u; = u,, es homogénea pero, en cambio,
ut = Ugz + f(x,y) no es homogénea.

Las ecuaciones en derivadas parciales lineales son aquellas en las que la funcién incégnita y
sus derivadas aparecen de forma lineal, es decir, son ecuaciones de la forma L[u] = f donde L es
un operador (diferencial) lineal, siendo f una funcién cualquiera. Esto significa que si u; y ug son
soluciones de una EDP lineal (en la que suprimimos el término inhomogéneo, si éste existiera)
entonces una combinacién lineal cualquiera de estas soluciones cjui + cous es también solucion
de esta EDP. Algunos ejemplos:

U = Ugy es lineal,

Ut = Uylgze es 1o lineal,
(ut)? = uy es no lineal,

Uy = z2ugy es lineal.

En definitiva, si las funciones u; y uo satisfacen una ecuacién en derivadas parciales que es lineal
y homogénea, entonces una combinacién lineal arbitraria de ellas, ciu; + coug, también satisface
esa misma ecuacion.

Es bien sabido que la solucién general de una ecuacion diferencial ordinaria de orden n contiene
n constantes arbitrarias. De modo similar, la solucion general de una ecuacién en derivadas
parciales de orden n contiene n funciones arbitrarias de las variables independientes. He aqui un
par de ejemplos a modo de ilustracion:

ou sol. general 1 2

o =z+y — u(r,y) = 5% +zy + (y),
82u sol. general
Sad = u(z,y) = e1(z) + v2(y).

Las funciones ¢(z), ¢1(x) v @2(z) son arbitrarias.

Usualmente no estamos interesados en “simplemente” conocer una expresion que satisfaga la
EDP en la region R en la que esta EDP esté definida; usualmente queremos conocer la expresiéon
u(z,y,---) que ademds satisfaga ciertas relaciones o condiciones sobre la frontera o contorno §2
de la regién R. Los conceptos de linealidad y homogeneidad también se aplican a las condiciones
de contorno:

» Las condiciones de contorno lineales son de la forma (L[u|)q = f donde L es un operador
lineal y donde con la notacién (L[u])q queremos indicar que la expresiéon (L[u]) se evalia
sobre el contorno 2.

» Las condiciones de contorno homogéneas son satisfechas por u = 0.

3.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

Las ecuaciones en derivadas parciales que con mas frecuencia se presentan en la Ciencia son
EDP lineales de segundo orden que involucran derivadas espaciales y, en su caso, temporales de
la funcién incognita. Estos son unos cuantos ejemplos:

= La ecuacién de ondas
2 1 9%
U= ——=
c2 ot?’

donde c es la velocidad de propagacion de la onda.

(3.2)
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= La ecuacién de Laplace

VZu = 0. (3.3)
s La ecuacion de difusion Lo
2 u
= —— 4
Viu= e (3.4)

donde k es la difusividad del medio.

» La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

—hiv%p + V(P = mQ¢ (3.5)
2m ot ’
» La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
2 9
- M = Ev. .
SV + V()Y = By (3.6)
= La ecuacion de Poisson
Viu = f(z,y,2). (3.7)
s La ecuacién de Helmholtz
V2u + Au = 0. (3.8)
s La ecuacion de Klein-Gordon
Ou+ ANu=0 (3.9)
1 0
R )
donde 0 = V< — 292

En este capitulo sélo estudiaremos EDP lineales. Las ecuaciones no lineales son mucho més
complicadas y pueden dar lugar a comportamientos muy interesantes. Un ejemplo bien conocido
es la ecuacion de seno-Gordon

Ugpy — Ug = SENU

en la que aparecen soluciones llamadas solitones y “breathers” con propiedades muy especiales.!

3.2.1. Clasificacién de las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

La forma general de una EDP lineal de segundo orden (y dos variables) es:

2 2u 2

o0“u ou ou
- +B - 4+D 4+ E e = .
Eroi (w,y)awy + C(z,y) oy + D(z,y) 5~ + E(z,y) - + F(a,y)u = G(z,y)

A@,y) Ox Oy
(3.10)

Estas ecuaciones se clasifican en tres tipos bésicos que exhiben caracteristicas comunes:

1. Ecuaciones parabdlicas: B> — 4AC = 0.
Son ecuaciones que describen flujos y procesos de difusién. Un ejemplo claro de ello es la
ecuacién de difusién (3.4), enlaque A=1,E=—-1/k,B=C=D=F=G=0.

1Véase, por ejemplo, “Solitons: An Introduction” de P. G. Drazin y R. S. Johnson (Cambridge University Press,
Cambridge, England, 1988).
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2. Ecuaciones hiperbdélicas: B> — 4AC > 0.
Describen sistemas vibrantes y movimiento ondulatorio. Un ejemplo es la ecuacién de ondas
(32)enlaque A=1,E=-1/> B=C=D=F=G=0.

3. Ecuaciones elipticas: B> — 4AC < 0.
Describen fenémenos estéaticos o estacionarios. Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es la
ecuacién de Laplace (3.3),enlaque A=C=1,B=D=FE=F=G=0.

El discriminante B2 —4AC depende de z, y por lo que la ecuacién puede cambiar de un tipo a otro
a lo largo del dominio de integracién, aunque esto es poco corriente. Los calificativos parabdlico,
hiperbdlico y eliptico proceden de la analogia con la clasificaciéon de las ecuaciones cuadraticas o
secciones conicas pues la ecuacion algebraica

A2z® + Bry+Cy* + Dz + Ey+F =0

es hiperbélica, parabélica o eliptica si B? — 4AC es, respectivamente, positivo, cero o negativo.

3.2.2. Condiciones de contorno

En este tema estudiaremos algunas técnicas de resolucién de ecuaciones en derivadas parciales
sometidas a ciertas condiciones de contorno. Es decir, la solucién buscada u(x,y) ha de satisfacer
una cierta relaciéon (condicién) sobre una curva abierta o cerrada (el contorno) del plano (x,y)
que actia como frontera [separa la regién de integraciéon dentro de la cual queremos conocer la
solucién u(z,y) del resto del plano (z,y)].

Existen tres tipos corriente de condiciones de contorno:

1. Condiciones de contorno de Dirichlet.
Son aquellas en las que u(z,y) se especifica en cada punto del contorno o frontera.

2. Condiciones de contorno de Neumann.
Se especifica en cada punto del contorno la componente normal a la frontera del gradiente
de u: Vyu = (Vu),

3. Condiciones de contorno de Cauchy.
Se especifica en cada punto del contorno tanto u con V,u.

Por analogia con las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, podria pensarse que
las condiciones de contorno adecuadas son las de Cauchy, pero esto no es siempre cierto, pudiendo
ser sobreabundantes. De hecho, las condiciones de contorno apropiadas, es decir, aquellas que
garantizan la existencia y unicidad de las soluciones, son diferentes segin la EDP sea hiperbdlica,
parabdlica o eliptica. Vamos a ver cudles son estas condiciones de contorno.

1. Ecuacién parabdlica. Ecuacién fisica: ecuacion de difusion.
Las condiciones de contorno habituales para esta clase de ecuaciones son las de Dirichlet o
Neumann. El tipo de contorno (frontera) es abierto.

Mediante un ejemplo fisico consistente en una barra conductora del calor se puede ver que
estas condiciones de contorno son las adecuadas para esta clase de ecuaciones. Consideremos
una barra inicialmente? (t = to) a temperatura u(z,ty) = f(x), cuyos extremos situados
en x = ay x = b se mantienen a la temperatura u(z = a,t) = uy(t) y u(x = b,t) = up(t).

2 .. . .. . . ey

Exigir que u(z,t) tome unos determinados valores para t = 0 es exigir que se satisfaga una condicién de
contorno en sentido amplio. Mas adelante, llamaremos condiciones iniciales a las condiciones de contorno que fijan
u(x,t) para un tiempo dado.
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Figura 3.1: Ejemplos de regiones de integracidn, condiciones de contorno y tipos de fronteras de las
ecuaciones (a) parabdlicas, (b) elipticas, y (c) hiperbdlicas.

Estas condiciones de contorno sabemos que son suficientes para determinar el valor de la
solucién u(z,t) en un instante posterior ¢ > to para a < x < b. En la figura 3.1(a) se
representa la region de integracién de este problema (zona rayada), es decir, la regién en la
cual queremos hallar la solucién. Es evidente que la regién de integracion es abierta porque
no especificamos el valor de u(z,t) para un instante ¢ > ¢y posterior al instante inicial
to. A esto es a lo que nos referimos cuando decimos que los contornos de los problemas
parabdlicos son abiertos.

> Ejercicio 3.1

¢ Cual seria el significado fisico de condiciones de contorno de Neumann en este ejemplo de la barra?
Pista: la solucion tiene que ver con la ley de Fourier de la difusion del calor.

2. Ecuacion eliptica. Ecuacion fisica: ecuacién de Laplace.
El tipo de condiciones de contorno habitual para este tipo de ecuacién también son las de
Dirichlet o Neumann. Pero el tipo de contorno (frontera) es cerrado.

Esto se ve claro con el siguiente sistema fisico: para determinar el potencial eléctrico u(z,y)
en el interior de una regién sin cargas (potencial que estd descrito por la ecuacién de Laplace)
es suficiente, bien conocer el potencial eléctrico en la frontera (condicién de Dirichlet), o bien
conocer el campo eléctrico normal a la frontera (condicién de Neumann) de esta regién. No
es necesario conocer ambos. Por ejemplo, en la figura 3.1(b) se ha representado una regién
rectangular ¢ < z < b, ¢ < y < d con condiciones de contorno de Dirichlet sobre su
frontera. Estas condiciones de contorno son suficientes para hallar la solucién en el interior
de la region de integracién (zona rayada). Es evidente que la regién de integracién es una
region cerrada. Por eso decimos que en los problemas elipticos los contornos son cerrados.

3. Ecuacién hiperbdlica. Ecuacién fisica: ecuacién de ondas.
En este tipo de ecuaciones, las condiciones de contorno més habituales son las de Cauchy.
El tipo de frontera (contorno) es abierta.

Un ejemplo fisico de esta ecuacién y de las condiciones de contorno adecuadas nos lo pro-
porciona la cuerda vibrante. Supongamos que la cuerda estd sometida a los desplazamientos
u(z = a,t) = ug(t) y u(z = b,t) = up(t) en los extremos z = a y = = b, respectivamente.
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Sabemos por nuestros conocimientos de Fisica (o simplemente por nuestra intuicién forma-
da por nuestra experiencia con cuerdas, hilos, cadenas, ... ) que para que el problema tenga
solucién tnica es necesario conocer no sélo la posicién inicial de la cuerda, u(x,tg) = f(z),
sino también su velocidad inicial, u;(z,ty) = g(z), pues la solucién en un instante poste-
rior, u(z,t), depende de si, por ejemplo, se encontraba inicialmente en reposo [g(z) = 0], o
moviéndose [g(z) # 0].

En la figura 3.1(c) se representa la regién de integracién de este problema (zona rayada),
es decir, la regién en la cual queremos hallar la solucién. Es evidente que la regién de
integracion es una region abierta. A esto es a lo que nos referimos cuando decimos que los
contornos de los problemas hiperbdlicos son abiertos.

Debe notarse que sélo hemos dado las condiciones de contorno mas corrientes o habituales
para cada tipo de ecuacion en derivadas parciales. Por supuesto, las condiciones de contorno que
pueden aparecer en la practica (para cada tipo de ecuacién) son muy variadas y no se dejan
encasillar en el esquema tan simple que acabamos de exponer.

En lo que sigue nos centraremos en exponer diferentes métodos de resolucién de ecuaciones
en derivadas parciales lineales de segundo orden.

3.3.  Separacién de variables

El mejor modo de estudiar y entender este método es viéndolo en accién, es decir, mediante
ejemplos resueltos.

» Ejemplo 3.1

Ecuacion de difusion en una barra finita.

Sea una barra de longitud L en la que la temperatura de sus extremos se mantiene a cero grados. En un
instante inicial ¢ = 0 la barra tiene una distribucién de temperaturas u(z,t = 0) = f(z). Nuestro objetivo
es determinar la temperatura u(z,t) de la barra en cualquier punto x en cualquier instante posterior ¢
para0<x < Lyt>0.

La EDP que describe la evolucién de este sistema fisico es?

%: %, 0<az<L, (3.11a)
cC { EO t)) % (3.11b)
CI :u(z,0) = f(). (3.11c)

En el método de separacién de variables se comienza buscando soluciones de la EDP de la forma
u(z, t) = X (z) T(t), (3.12)

es decir, como producto de funciones que dependen sélo de una variable independiente.* A las soluciones
de una EDP lineal que tienen esta la forma (producto de funciones que dependen de una unica variable) y
que ademsds satisfacen las condiciones de contorno homogéneas, las llamaremos soluciones fundamentales.
Una combinacién lineal (superposicién) cualquiera de soluciones fundamentales

- i Ap X (2) To(t) (3.13)

3Por supuesto, la etiqueta CC se refiere a “condiciones de contorno” y la etiqueta CI a “condicién inicial”
(condicién de contorno sobre la variable temporal)
4; Hace falta explicar por qué se llama método de separacidn de variables?
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sigue siendo solucién de la ecuacién en derivadas parciales (por ser ésta lineal) y sigue satisfaciendo las
condiciones de contorno (por ser homogéneas). A esta solucién la llamaremos solucién general. Nuestro
objetivo es determinar las funciones X, (z), T, (t) y el valor de los coeficientes A, que hacen que (3.13)
sea la solucién de la EDP que satisface las condiciones de contorno y la condicién inicial.
. Cuaél es la justificacién de buscar soluciones de la forma (3.13)7 La razén més inmediata es que este proce-
dimiento, inventado por Daniel Bernoulli (circa 1700), funciona. Por supuesto, no ha de funcionar siempre.
Hay razones mas fundamentales relacionadas con la expresién de funciones arbitrarias en forma de serie de
funciones ortogonales (funciones ortogonales que son soluciones de problemas de Sturm-Liouville conecta-
dos con la ecuacién en derivadas parciales a resolver; véase la seccién 3.5.4), pero no profundizaremos en
esta direccion.
Pasemos a calcular las soluciones fundamentales de nuestro problema (3.11). Sustituimos para ello u(x,t) =
X (x)T'(t) en la ecuacién en derivadas parciales (3.11a),

d d*X ()

X(x) dtT(t) = kT(t) e

y agrupamos en cada lado de la igualdad las funciones que dependan de una variable dada®

1 d 1 &X
doa’ = Xe e (3.14)

Noétese que hemos obtenido una ecuacién donde en cada miembro (a cada lado de la igualdad) hay una
funcién que depende de una tnica variable: hemos separado las variables. El tinico modo de que (3.14) se
satisfaga para cualquier valor de = y ¢ (jque son variables independientes!) es si cada miembro es igual a
una constante que, siguiendo la tradicién, llamaremos —\:

1 d 1 d?X

Toa W Xy dr

En resumen, las funciones X (x) y T'(t) que forman las soluciones fundamentales han de verificar estas dos
ecuaciones diferenciales ordinarias:

% = —\kT, (3.15)
(57)2( =-)2X. (3.16)

La solucién de la primera ecuacién es sencilla:
T(t) = Toe . (3.17)

Si A < 0 entonces T'(t) — oo cuando t — oo, es decir, si A < 0, la temperatura crecerfa sin limite a
medida que pasa el tiempo. Esto no es fisicamente razonable; de hecho, esperamos que T'(¢t) — 0 pues la
temperatura de los extremos de la barra esta fijada a cero. Estas consideraciones nos hacen ver que al
formular nuestro problema en términos fisicos, existen condiciones (que en un sentido genérico podémos
llamar de contorno) implicitas que no aparecen recogidas explicitamente en el enunciado del problema.
Lo que estamos diciendo es que la traduccién matemética dada en (3.11) del problema de conduccién del
calor en la barra no es completa: habria que afadir la condicién de contorno®

u(z,t — o0) = finita.

En definitiva, concluimos que esta condicién de contorno (implicita) requiere que A > 0. En cualquier caso,
como veremos un poco mas abajo, la resolucién de la parte espacial de este problema (es decir, el célculo
de las soluciones X (¢) admisibles) nos llevaria a esta misma conclusién: A ha de ser positiva.

Esto se consigue sin mis que dividir la ecuacién por la solucién fundamental X (x)T'(t).

5De hecho, podrfamos ser més precisos y exigir u(z,t — co) — 0 pues sabemos que la barra estd en contacto
térmico con dos focos (banos) térmicos que mantienen los extremos a temperatura cero. Esto significa que la
temperatura de toda la barra tenderd a cero a medida que pase el tiempo. Por tanto A = 0 no es tampoco
admisible, salvo si la temperatura inicial de la barra es igual a cero en todas partes, lo cual convertiria en trivial
al problema siendo su solucién la trivial: u(x,t) = 0.
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Ahora pasamos a buscar la forma que ha de tomar la parte espacial X (z) de las soluciones fundamentales.
Hemos visto que X (z) ha de satisfacer la ecuacién (3.16). También queremos que X (x) sea tal que la
solucién fundamental X (z)T'(¢t) satifaga las condiciones de contorno (3.11b). En resumen, X (z) ha de
satisfacer las relaciones

‘27)2( = —\X, (3.18a)
cC {X(L) . (3.18D)

Esto no es mas que un problema de Sturm-Liouville, el cual ya hemos resuelto en el ejemplo 1.15, pagina
53. Su solucion es

siendo C,, una constante arbitraria. (Ndtese que el problema de Sturm-Liuville (3.18) no tiene solucién
distinta de la trivial para A < 0.) En definitiva, las soluciones fundamentales son

nwx (nm)2
un(x,t) = A, sen (T) e k(E) n=123,...
donde la A,, = C,Tp.” Ahora bien, como cada una de las soluciones fundamentales u,(x,t) satisface la
EDP lineal (3.11a) y las condiciones de contorno homogénea (3.11b), entonces una combinacién lineal de
soluciones fundamentales también satisface la EDP y las condiciones de contorno. Esto nos lleva a escribir
la solucién general de la siguiente forma:

u(z,t) = i A, sen (?) o k()" (3.19)

n=1

Sin embargo, esta funcién no es atin la solucién de (3.11) porque, para cualquier eleccién de los coeficientes
A, no se satisface la condicién inicial u(x,0) = f(z) de la ecuacién (3.11c). Estos coeficientes han de
elegirse cuidadosamente de modo que

u(z,t =0) = i A, sen (?) = f(x). (3.20)
n=1

. Cudles son estos coeficientes? La respuesta es facil si nos damos cuenta que los coeficientes A, no son otra
cosa que los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(z). Dicho en otros términos, como
las funciones X, (z) = sen (nma/L) son autofunciones de un problema de Sturm-Liouville [el problema
definido por (3.18)], entonces cualquier funcién f(z) bien comportada puede expresarse en términos de las
autofunciones X, (x), siendo A,, los correspondientes coeficientes.® Por tanto,

4 lsennme/Lij@) % /OL £(2)sen (?) . (3.21)

|| sen nma /L]

En resumen, la solucién del problema (3.11) viene dada por la relacién (3.19) donde los coeficientes A,, se
obtienen de la ecuacién (3.21).
Por ejemplo si

f(z) = sen (ﬂ%) + % sen (371;) ,

"En el futuro nos ahorraremos el ir arrastrando las constantes arbitrarias procedentes de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales ordinarias pues sabemos que al final las englobaremos en una tnica constante multiplicativa.
831 esto te suena a chino, hards bien en repasar el tema dedicado al problema de Sturm-Liouville.
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la solucién (3.19) serfa
u(zx,t) = sen (E) e~k(r/L)%t +} sen sma e~ k(Bm/L)%t
’ L 2 L '
Un resultado interesante que podemos deducir de (3.11) es que los modos difusivos
nm 2
A,, sen (”Lﬂ> o k(%)

de longitud de onda L/(nw) menor (es decir, aquellos con n més grande) son los que mds rdpidamente
decaen. En particular, si existe el primer modo difusivo (esto es, si A1 # 0), se tiene que

u(z,t) ~ Ay sen (%) o h(E) ) t — 0. (3.22)

<

El procedimiento de resolucién que hemos empleado en el ejemplo anterior es bastante estdndar.
Resumimos a continuacién sus pasos principales:

1. Hemos de asegurarnos de que la EDP a resolver es lineal con condiciones de contorno
homogéneas. En caso contrario no es posible aplicar, sin més, el método de separacién de
variables. Veremos en el ejemplo 3.2, y con mas detalle en la seccién 3.5, cémo proceder
cuando las condiciones de contorno no son homogéneas.

2. Hay que hallar las ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes al asumir una solucién
expresada como producto de funciones de una sola variable (separacién de variables) e
introducir constantes de separacion.

3. Hay que determinar los valores (autovalores) de las constantes de separacién que permiten
la existencia de soluciones (soluciones fundamentales) en la forma de producto de funciones
de una unica variable que satisfacen las condiciones de contorno.

4. Tras hallar todas las posibles soluciones fundamentales, se expresa la solucién general como
combinacién lineal arbitraria de todas ellas y se calculan sus coeficientes de modo que esta
solucion general satisfaga la condicién inicial.

La condicién inicial se impone sobre la solucién al final, cuando ya hemos construido la solucién
general (en forma de superposicién de soluciones fundamentales) y, generalmente, después de
imponer las condiciones de contorno.

» Ejemplo 3.2

Cubo dentro de un bano térmico.

Sea un cubo de arista L inicialmente (t+ = 0) en equilibrio térmico a temperatura u = 0.° El cubo se
sumerge en un bafio a temperatura ug # 0. Se pide hallar u(7, t).

Las ecuaciones que describen este problema fisico son

1 0u
2
= -—— 2
U= P (3.23a)
CC: ulz,y,z,t) =ug para z,y,z = 0, L, (3.23b)
CI: w(z,y,2,0)=0. (3.23¢)

9Este valor nulo de la temperatura inicial no supone ninguna restriccién puesto que origen de temperaturas es
arbitrario.
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Este es un problema con condiciones de contorno no homogéneas.'® El procedimiento més sencillo para
superar esta dificultad y poder aplicar sin problemas el método de separacién de variables es llevando a
cabo el cambio de variables V (7, t) = u(7,t) — ug. Este cambio tiene una interpretacién fisica bien natural:
lo que hacemos es trabajar en una escala nueva de temperaturas V' cuyo cero es la temperatura del bano.
Sobre la nueva variable V' la ecuacién (3.23) se reduce a

10V

Viu=——

““rot

cC: V(x,y,zt)= (T) para x,y,z = 0, L. (3.24b)

(3.24a)

La EDP es lineal y las condiciones de contorno son homogéneas, por lo que podemos aplicar el método de
separacion de variables tal como se hizo en el ejemplo anterior.
Empezamos buscando soluciones de la EDP cuya forma sea el producto de funciones que dependen de una
sola variable
V(r,t) = R(MT (1),
donde
R(F) = X (2)Y (y)Z(2).

Sustituyendo esta expresion de V (7, t) en la EDP (3.24), se obtiene

1 dT
kKT dt”
Como cada miembro de esta igualdad depende de variables (jindependientes!) que no aparecen en el otro

miembro, se concluye que esto sélo puede verificarse si ambos miembros son iguales a una constante (que,
por conveniencia en la notacién, llamaremos \):

1 2p
VIR =

1 1 dT
—V?R= —— =~
R kT dt
La solucién de la ecuacion temporal % = —AkT es sencilla:
T(t) = e F,

Se deduce asi que A > 0 ya que la solucién no serfa fisicamente aceptable (condicién de contorno implicita)
si A < 0.
Resolvemos la ecuaciéon diferencial espacial

1
—V?R= -\
R
también mediante separacién de variables escribiendo!! R(7) = X (2)Y (y)Z(z) de modo que
1 d’X d’y d*Z
YZ XZ XY —|=-A
XYZ dx? + dy? + dz? ’

es decir,
1d*°X  1d°Y  1d°Z

Xd2 " Yar  Zd2

Esto sélo puede verificarse si % Cé;)ff no depende de z, % ‘2?2/ no depende de y, y % fj no depende de z,
es decir, si
1 d’°X o
Xaz ~
1dY 2
Y dy? ’
12z,
Zd=2

ODaremos en la seccién 3.5 una discusién méas detallada de cémo resolver este tipo de problemas.
"Por supuesto, podriamos haber sustituido directamente u(x,t) = X (2)Y (y)Z(2)T(t) desde el principio.
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donde «, By v son constantes tales que
o+ B2 ++% =\
Las condiciones de contorno homogéneas (3.24b) implican que X (0) = X (L) = 0, es decir

V(z=0,y,2,t)=0 = X(0)=0,
V(z=L,y,2t)=0 = X(L)=0. (3.26)

Vemos pues que la funcién X (x) de nuestra solucién fundamental X (2)Y (y)Z(z)T'(t) ha de ser la solucién
del problema de Sturm-Liouville

Las soluciones posibles (autofunciones) son

X, (z) =senay,, x

2

donde los autovalores o vienen dados por

T
anz = TLIZ
con n; = 1,2,.... Las soluciones para Y (y) y Z(z) se obtienen de igual modo:
7r
Yny (y) = sen 5nyy7 ﬂny = ny37
T
Zn.,(2) =senvyn_ 2z, Yn.= N
conny =1,2,... yn, =1,2,... En definitiva, las soluciones fundamentales son

_ x2 T T ™
Vianyn, (Frt) = e k(nitny+n2) Fxt oo (nwzx) sen (nyfy> sen (nzzz) )

La solucién general del problema homogéneo (3.24) es por tanto
o0 (oo} (oo}
V(’Fa t) = Z Z Z Anmnynzvnmnynz (F7 t)
ng=1lny=1n.=1
y, por consiguiente, la solucién general que satisface (3.23a) y (3.23b) es
Ng=1ny=1n.=1

Nos resta determinar los valores de los coeficientes A, n. que hacen que u(7,t) satisfaga la condicién
inicial (3.23c), u(r,t = 0) = 0. Es decir, los coeficientes A, », han de ser tales que

oo oo

—ug = Z Z i Apynyn, sen (nm%x) sen (ny%y) sen (nz%z) . (3.27)

ng=1lny,=1n.=1

L L
/ dw sen (nzw) sen (mﬁw) =—0
0 L L 2 "

Sabemos que
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sin,m=1,2,... De este resultado y de la ecuacién (3.27) se deduce que

L L /L
Appngn. = *(Ll;;)g /0 /0 /0 dx dy dz sen (anL—x> sen (ny%y) sen (nz%z) .

Pero
L T L 0 Ssi m,, es par,
sen (nw—w) dw = ——[1 —cos(ny,m)] =< 2L . .
0 L Ty T ——  si ny, es impar.
Ny T
Por tanto
64 . .
——5——Uo Sl 7Ny, Ny, N, son impares,
Anmnynz = TN Ny N,
0 en caso contrario.

En definitiva, el campo de temperaturas u(7,¢) del cubo viene dado por la expresién

oo

o 64 U s s Ck(n24n24n2) x>

u(7,t) = up—u ———sen (ng—a ) sen (ny—y ) sen (n,—z) e K=t Izt (3 98)

) 0 0 3 Y

ToNE Ny N, L L L

Mg Ny Nz =1
Ny, Ny Nz impar

Los modos difusivos con un valor de ng,n,,n, grande decaen muy rapidamente (exponencialmente) de
2 .
modo que para t > % el campo de temperaturas se puede aproximar por

L2
t> —.

T Y Tz
’ k

2
S, —3T5kt
~ - 2 = _J -
u(7,t) >~ ugp {1 3 € sen — sen — sen

» Ejemplo 3.3

Membrana vibrante circular.
En este ejemplo vamos a calcular los modos normales de vibracién de una membrana circular de radio p
sujeta por su perimetro (membrana de un tambor). En otros términos, queremos en este ejemplo encontrar
las soluciones que vibran (oscilan en el tiempo) con una tnica frecuencia w, es decir, buscamos soluciones
de la forma

V(7 t) = u(F) ™!

donde V' (7,t) nos da el valor del desplazamiento V' del punto de la membrana situado en 7 en el instante
t. Nuestro objetivo es, pues, determinar la dependencia espacial u(7) de esta solucién.

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de ondas (3.2) bidimensional

1 0%V

27/ (7 +) —
\Y V(T,t) = ?W’

se tiene que

eiwt V2u(77) _ iny)diQ eiwt
2 dt?

iw)? :
_ (62) u(f’) ezwt .

Es decir, la dependencia espacial de los modos normales de vibracién u(7) viene regida por la ecuacién de
Helmholtz:
V2u(7) 4+ k*u(F) = 0,

donde k = w/c es el nimero de ondas.
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En resumen, debemos resolver el siguiente problema

V2u(7) + k*u(7) = 0, (3.29a)
CC: wu(r=p) =0, (3.29b)

donde la condicién de contorno se debe a que la membrana circular de radio p esta sujeta (no se puede des-
plazar) en su borde. La simetria del problema aconseja utilizar coordenadas polares. En estas coordenadas

el operador laplaciano es
10 0 1 02
2_ -7 _ I,
V= ror <T8r> Tz o0

v la ecuacién de Helmholtz se reduce a

10 ( 0 192

Utilizaremos el método de separacién de variables y buscamos soluciones de la forma
u(r) = u(r,0) = R(r)0().
Sustituyendo en (3.29a) se tiene

0d [ d R & ,

es decir,

Rrdr \ dr r20 do2

o, si multiplicamos la ecuacién por 72,

2
rd (TdR>+k2T2:_1d®

1 1 d?
d (rdR) L LD g =0,

Rdr \ dr O do?”
Esta igualdad exige que cada uno de sus miembros sean iguales a una constante (que llamaremos n?):

rd [ d 1 420
raf a 22— PO o
Rar (rdrR) TR =g T

Por tanto R(r) y ©(¢) han de satisfacer las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

2o
d’R dR
2 2,2 2

Como la funcién u(r, ) ha de ser monovaluada, u(r, 8 + 27) = u(r,6) (condicién de contorno implicita),
debe ocurrir que O(0 + 27) = ©(6). Esto significa que la solucién ©(0) que buscamos debe ser solucién
del problema de Sturm-Liouville periédico:

00 + 21) = ©(0) . (3.32b)

Veamos cudl es su solucion:

= Sin #0, lasolucién de (3.32a) es simplemente una combinacién lineal de senos y cosenos:

0 _{ sen nf } (3.33)

cos nb
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donde el simbolo

{ f(x) } = Af(x) + Bg(x)

9(x)
es sOlo un modo, en ocasiones conveniente, de denotar una combinacién lineal cualquiera de las

funciones f y g. Debe notarse que (3.33) es valida incluso para n? < 0. En este caso (3.33) puede
escribirse de este modo equivalente:

| senh(v/—n?0)
o) = { cosh(v/—n?20) } ' (3.34)
= Sin =0, lasolucién es O(f) = A0 + B, siendo A y B constantes arbitrarias.
Pero la condicién (3.32b), ©(0 + 27) = ©(0), exige que:

= Sin # 0, entonces, por (3.33), debe ocurrir que n ha de ser entero, o, mds concretamente, debe

ocurrir que n = 1,2,... Debe notarse también que los otros valores n = —1, —2, —3,... posibles no
conducen a soluciones fundamentales, R(r) sen(nf) 6 R(r) cos(nf), distintas de las que se encuentran
con n = 1,2,... pues sen(—n#) = —sen(nf) y cos(—n#) = cos(nf). Debe notarse también que la

constante de separaciéon n? ha de ser positiva, pues si fuera negativa la solucién dada por (3.34) no
podria satisfacer la propiedad O(6 + 27) = ©(6).

= Sin =0, entonces debe ocurrir que O(f) = B = const. En este caso, la solucién fundamental viene
dada simplemente por R(r).

En resumen, todas las soluciones admisibles del problema de Sturm-Liouville (3.32) son

1
o(0) = { iizzz } para n=20,1,2,... (3.35)

Por otro lado, la ecuacién radial (3.31) no es més que la ecuacién de Bessel, cuya solucién es una combi-
nacion de funciones de Bessel de primera y segunda especie

 Jn(kr)
R(r) = { Ny (k) }
Pero sabemos que la funcién N, (kr) diverge cuando r — 0, por lo que no puede aparecer en la solucién

fundamental ya que, obviamente, la amplitud de vibracién de la membrana no puede ser infinita (condicién
de contorno implicita). Esto significa que las soluciones fundamentales son:

sen né
cos nb

u(r,@):Jn(k;r){ } para n=0,1,2,...
o de forma més explicita:
J()(]W‘),
u(r,0) = < J,(kr) sennb, n=12,...

Jn(kr) cosnd, n=12 ...

Si la membrana estd sujeta en su borde exterior, r = p, entonces u(r = p,8) = 0, y por tanto debe ocurrir
que
JIn(kp) =0, n=20,1,2,...

lo que implica que el nimero de ondas de los modos normales de vibracién no toma cualquier valor, sino

que son justamente iguales a

anm,
knm = ;

P
siendo ay,, es el m-ésimo cero de la funcién de Bessel de orden n: J,, (apm) = 0. Algunos de los valores
de estos ceros se dan en la tabla 3.1. Los modos normales de vibracién de la membrana circular son por
tanto:

uOmEJO(QOMT/p>7 m:172a"'7
ud, = Jn (@pmr/p) sennd, n=12..., m=12 ...,
ul, = Jp (apmr/p) cosnf, n=1,2,..., m=1,2,...
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Jn(x) QOni an2 Qn3 QOng Qns

Jo(x) | 240 552 865 11.79 14.93
Jl(X) 3.83 7.02 10.17 13.32 16.47
Ja(x) | 5.14 842 11.62 14.80 17.96
J3(X) 6.38 9.76 13.02 16.22 1941
Ja(x) | 759 11.06 14.37 17.62 20.83

Tabla 3.1: Valores de los primeros ceros de las primeras funciones de Bessel de primera especie
[AS72, SA96].

Los cuatro primeros modos de vibracién (es decir, los cuatro con frecuencia de vibracion wym, = cknm
menor) de la membrana son

2/4
Modo 1: k= 0, w= 2’403, up1(r,0) = Jo <2’40T>
p P P
u 4 (r,0) =J 3837 ) sen 0
3/83 c L1 ! P
Modo 2: k= , w=383—,
P P u§ 4(r,0) = J1 (3’83;) cos 6
r
14 . us 4 (r,0) = Jo (5’14p> sen 20
Modo 3: k= , w=25'14—,
P P ug 1 (r,0) = Jo (5'14;) cos 26
52
Modo 4: k= 55 , w= 5’523, up,2(r,0) = Jo <5,52r>
p p P

En la figura 3.2 hemos representado estos seis primeros modos de vibracién de la membrana circular. En la
figura 3.3 representamos la evolucion temporal de la membrana de un tambor cuya vibracién viene dada
sé6lo por el segundo modo de vibracién cosenoidal u§ 4 (r,8) = Ji(aq,17) cos@ sin mezcla de otros modos.

Es decir, hemos representado (la parte real de) uf ; (r,0) e"11",

Si quieres disfrutar de una representacién dindmica (una animacién) de estos modos de vibracién consulta

la pagina web http://www.unex.es/eweb/fisteor/santos/mma

> Ejercicio 3.2

1. Usa la tabla 3.1 para hallar los modos de vibracién 5, 6 y 7.

2. En este ejercicio se pide hallar el desplazamiento en un instante t cualquiera de una membrana vibrante

circular sujeta por su borde. Para ello resuelve la ecuacién de ondas bidimensional

) = i@QV
2 o2

mediante separacién de variables proponiendo soluciones fundamentales de la forma V(r,0,t)

V2V (7t

R(r)O(0)T(t) = u(r,0)T(t). Demuestra que T(t) =

vendria dada por la relacién

V(r,0,t) Z Uom (7, 6) { iwomt

o, equivalentemente, por

V(r6,) = 3 uom(r, e){ sen Wor?

elwomt

|

'Lwt

253

m=1

>

y que la solucion general del problema

Uin(1,0) | [ et
Ui (1,6) [ et
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Figura 3.2: Representaciones de los seis primeros modos de vibracién (de izquierda a derecha y de
arriba hacia abajo) uo, uf ;, uf 1, u5, u3;, o2 de una membrana circular de radio p = 1.
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Figura 3.3: Evoluciéon temporal a lo largo de un semiperiodo del primer modo de vibracién
ug 4 (r,0) e™1? para (de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo) t = 0,7/8,7/4,3T/8,T/2,
donde T = 27 /w; es su periodo de oscilacién.

donde wpm = cpm/ p-
Demuestra también que si la velocidad inicial es nula, Vi(r,0,0) = 0, entonces la solucién general
toma la forma (véase el ejemplo 3.5)

V(r,0,t) = Z Ay tiom (r, 0) cos Ot + Z Z { Z’C”"E:’ zg }coswnmt
m=1 nm

m=1n=1 ’

donde d,,, es una constante arbitraria a determinar por las condiciones iniciales. Finalmente escribe la
solucién V (r,0,t) para este caso si la posicion inicial de la membrana viene dada por (i) V(r,0,0) =
uo,1(r,0), (i) V(r,0,0) = ug1(r,0) + 2ui2(r, 0).

» Ejemplo 3.4

Potencial en el interior de un cilindro infinito.

Sea un cilindro de radio p y cuya superficie esta fijada a un potencial V(p,8) = f(0) que es independiente
de la posicién z a lo largo del cilindro. Queremos calcular el potencial en el interior del cilindro asumiendo
que éste es muy largo de modo que es posible despreciar los efectos de los extremos. Por este motivo
trabajaremos con coordenadas polares (r,6) en vez de usar coordenadas cilindricas (r, 6, z) dado que la
coordenada z no juega ningun papel en este problema. El problema matematico a resolver es

V2u(r, 0) =0, 0<r<p, (3.36a)
CC: wu(r=p,0)=f(0). (3.36b)
El laplaciano es polares es
VQ — 672 + 12 + iﬁ
or2  ror  r?206?
de modo que la ecuacién (3.36a) se reduce a

u  10u 1 0%u

w+;a+ﬁﬁ:0. (337)
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Usamos el método de separacién de variables y buscamos soluciones fundamentales de la forma u(r,0) =
R(r)O(8). Sustituyendo esta expresién en (3.37) se obtiene

d’R ©dR Rd*©
w2 rar ea Y (3.38)

es decir,
s 1d*R rdR 1 d%*0e
Pt = —
Rdr?  Rdr O dh?
Esta relacién sélo puede verificarse si el término de la derecha, que depende sélo de 6, y el término de la
izquierda, que depende sélo de 7, son iguales a una constante que llamaremos A\2:

(3.39)

2 72
g _T4°R _ rdR
NERar TR (340)
1 d%0
2T A1
O db? (3-41)

Para que la solucién sea monovaluada, la funcién ©(6) debe ser periddica con periodo 27: ©(0) = O(6+2w).
Este problema es justamente el problema de Sturm-Liouville periddico (3.32), pagina 165. Podemos concluir
como entonces que las tinicas soluciones admisibles son

O(0) = const

siA=0,y

0.(0) { sen nf } (3.42)

cos nb

si A = n. La ecuacién (3.41) sobre la variable radial es una ecuacién (equidimensional) de Euler:

d’R dR
2 2p _
En su solucién distinguimos dos casos:
1. n = 0. La ecuacién se reduce a R”"/R' = —1/r, por lo que In R" = —Inr + const y R’ = const/r, y
por tanto
R(r)=aop+bolnr = Ry(r). (3.44)

La solucién fundamental para n = 0 es por consiguiente

Inr

uow)—Ro(r)@o(e)—{ ! } (3.45)

2. n=1,2,--- Ahora buscamos soluciones de la forma R(r) = r® siendo « una cantidad a determinar.
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién anterior se obtiene ficilmente que o« = +n, de modo que
la solucién es

R (r) { - } (3.46)

La solucién u,(r, ) para este caso es por tanto

wn(r,0) = Ry (r)On(6) :{ sennf }{ - } . (3.47)

cos nb T

En resumen la solucién general de la ecuacién (3.37) es

[ee] (oo}
u(r,0) = ag +bolnr + Z (anT" + bnr_") cosnf + Z (cnr" + dnr_”) sennd. (3.48)
n=1 n=1
Pero sabemos que el potencial en el interior del cilindro es finito, en particular u(r = 0,0) = finito

(condicién de contorno implicita) de modo que en (3.48) los coeficientes de Inr y =" deben ser nulos
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para que la solucion final se comporte bien en r = 0. Por tanto, la solucién general de la EDP de Laplace
(3.36a) que satisface las condiciones de contorno implicitas (solucién finita y monovaluada) es:

u(r,0) =ag + Z anr" cosnf + Z cp " sennb. (3.49)

n=1 n=1

Por supuesto, los coeficientes a,, y ¢, de la solucién final se determinan exigiendo que la solucién satisfaga
la condicién de contorno (3.36b):

u(p,0) = f(0) =ag + Z anp" cosnf + Z cnp" senn. (3.50)

n=1 n=1

Notese que ag, a,p" v c,p™ son simplemente los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién

f(0):

1 2m
a0 = o ; f(6)do ,
1 2w
an p" = — f(0) cos(nf) db
T Jo
1 27
e pt = — f(6)sen(nd)do
T Jo

En la figura 3.4 se han representado las lineas equipotenciales en el interior del cilindro para varias
condiciones de contorno u(p, #) = f(#). La figura 3.4.(a) corresponde al caso en que

(3.51)

f(@):{l si 0<f0<m

-1 si #<60<2x

No es dificil comprobar que para este caso a, =0y

2
apt = (1= (=1") —.
e = (1= (-1)") —
En la figura 3.4.(b) se han representado las lineas equipotenciales para el caso en el que

1 si 0<60<n/2
-1 si n/2<f<n7
0) = - 3.52
1) 1 siom<60<3m/2 ( )

-1 s 3r/2<6<2rm

En este caso a, =0y
—4 (cos(E) + cos(222)) sin(%)2

nm '
Finalmente, en la figura 3.4.(b) se han representado las lineas equipotenciales cuando

n
Cnp =

1 si 0<0<m/2
2/3 si w/2<f0<mw
1/3 si w<0<3n/2
0 si 3m/2<60<2nm

£(6) = (3.53)

Ahora ag =1/2, a, =0, paran=1,2,...y

3— (=" (1 +2 COS(%))
3nm '

n
Cnp =
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Figura 3.4: Lineas equipotenciales en el interior del cilindro cuando el potencial sobre su superficie
u(p = 1,0) = f(0) viene dada por (a) la ecuacién (3.51), (b) la ecuacién (3.52), y (c) la ecuacién
(3.53). El potencial en una regién zona es tanto menor cuanto mas oscura es esa zona.

> Ejercicio 3.3

Calcula el potencial eléctrico en el exterior del cilindro, es decir, resuelve el problema

V2u(r,0) = 0, r>p, (3.54a)
CC: wu(r=p,0)=f(0) (3.54b)

teniendo en cuenta que u(r — 0o, 0) = finito.

» Ejemplo 3.5
En este ejemplo vamos a calcular mediante separacion de variables la solucién de la ecuacién de ondas

*u  d*u

Frclale- v (3.55)
que satisface las condiciones iniciales
Ou =0, (3.57)
ot |,
y las condiciones de contorno
u(0,t) =u(l,t) =0. (3.58)

Proponemos la solucién fundamental como producto de una funcién de x y otra de t: u(x,t) = X (z)T'(¢).
Insertando esta expresién en la EDP se obtiene

TX" = XT" + XT,

donde hemos usado la notacién X” = d?X/dx? y T" = d*T/dt?. Tras dividir por XT se obtiene:




3.3 Separacién de variables 173

El término de la izquierda depende sélo de la variable temporal y el de la derecha de la variable (indepen-
diente) espacial. Esto significa que la relacién anterior sélo puede ser cierta si ambos términos son iguales
a una constante que llamaremos —\2, es decir,

Para que la solucién fundamental © = XT satisfaga las condiciones de contorno para todo tiempo ¢ debe
ocurrir que X (0) = X (1) = 0. Por tanto X (z) ha de ser solucién del siguiente problema de Sturm-Liouville:

X" = - \X, (3.59)
X(0)=X(1)=0. (3.60)
Este problema ya se ha resuelto en el ejemplo 1.15, pagina 53, sin més que hacer L = 1 alli. Los tnicos

valores posibles de A (autovalores) que conducen a soluciones no triviales (no nulas) de la ecuacién (3.59)
que satisfacen las condiciones de contorno (3.60) son

A=\, =nm, n=1,23 -
Las correspondientes soluciones (autofunciones) son
X (x) = sen(Apx) = sen(nmx). (3.61)

La ecuacién para T correspondiente a cada uno de los valores (autovalores) posibles de la constante de
separacion, A = A\, = nm, es
T = —(\2 —1)T = —’T

n
y por tanto
T, (t) = Acos(wpt) + Bsen(wpt). (3.62)
Escribimos ahora la solucién general de nuestro problema (EDP, mds condiciones de contorno y més
condiciones iniciales) como superposicién de las soluciones fundamentales:

u(z,t) = i sen(nmx) [Ay, cos(wnt) + By sen(wyt)] . (3.63)

n=1

La condicién inicial (3.57) nos dice que la velocidad inicial es nula:

8 o0
0= a—? = Z wy, sen(nmz) [— A, sen(wnt) + By, cos(wnt)],_,
t=0 n=1
o0
= Z B, wy, sen(nwx),
n=1

lo que implica B,, = 0, por lo que (3.63) se reduce a

u(z,t) = Z A, sen(nmz) cos(wpt) (3.64)

n=1
oo

= Z A, sen(nmz) cos ( n2w2 — 1 ) .
n=1

Por supuesto, los valores de 4,, se determinan exigiendo que la solucién (3.64) satisfaga la condicién inicial
(3.56) que nos fija la posicién inicial:

o0
uo(z) = u(z,0) = Z A, sen(nmz).
n=1
Esto significa que los coeficientes A,, son simplemente los coeficientes del desarrollo de Fourier de la funcién
uo(x):
(sen(nmx)|ug)

1
A, = Tsen(nre)[F = 2/0 dz up(x) sen(nmx).
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3.4. Método de las transformadas integrales

Los métodos de resolucién de EDP que involucran transformadas integrales son especialmente
adecuados cuando los intervalos en los que el problema estd definido tienen un tamano infinito.
Consisten esencialmente en aplicar una transformada integral (tipicamente de Fourier o de Lapla-
ce) sobre la EDP de n variables para, en el espacio propio de la transformada integral, reducirla
bien a otra EDP con n — 1 variables, o bien directamente a una ecuacion diferencial ordinaria si
n = 2 . En estos procedimiento las condiciones de contorno (en sentido amplio, incluyendo las
condiciones iniciales) se insertan de un modo automatico.'?

En general, para ecuaciones parabdlicas (“difusivas”), conviene tomar transformada de La-
place con respecto al tiempo. Si las variables espaciales recorren la recta real, es conveniente
tomar transformada de Fourier. Si el espacio es semiinfinito, puede convenir tomar transformada
de Fourier seno o coseno o transformada de Laplace.

Vamos a estudiar esta técnica mediante unos ejemplos.

» Ejemplo 3.6

Transformada de Laplace.

Sea un medio semiinfinito cuya superficie x = (0 se mantiene a temperatura ugy. Si la temperatura inicial
del medio es u = 0, se pide calcular u(z,t).

Traducimos el problema fisico a lenguaje matematico:

Ou 0%u
E = 781‘2’ x > O, t> O, (365&)
0,t) =
cc . {0 = o, , (3.65b)
u(x — 00,t) — finito,

CI : u(z,0) =0. (3.65¢)

Usaremos u(x, s) para denotar la transformada de Laplace sobre la variable ¢ (que como operador deno-
taremos mediante el sfmbolo'® £) de u(z,t):

u(z, s) = Llu(z, t)] = /000 e " u(z,t) dt.

Tomamos ahora transformada de Laplace con respecto a t en la EDP:

Ou 0%u
/.38— = kﬁﬁ .
Pero o2 p 2
u ~
£ [ax] = 7= )

porque podemos intercambiar el orden de la integracién y la derivada dado que estas operaciones se llevan
a cabo sobre variables independientes. Por otro lado, la integral de

r ou / < 0u gt
| = e~ st 2
at |~ J, at
12No espero que las consideraciones anteriores se entiendan completamente en una primera lectura, aunque
si deberian ir adquiriendo sentido a medida que se estudien los ejemplos en los que se usan métodos de transformadas
integrales.
13Podriamos haber usado el simbolo £; para recordar que la transformada de Laplace se lleva a cabo sobre la

variable ¢, pero habitualmente se suprime este subindice porque se da por supuesto que se conoce sobre qué variable
se estd tomando la transformada integral.
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podemos evaluarla mediante integracién por partes ([ wdv = wv — [vdw) con el cambio

ou
dv = —dt
YT ™
w=e "
de modo que
v =u(z,t),

dw = —se~ % dt,

y por tanto

ou B st t=o00
L [875} =u(z,t)e

oo
+/ su(z,t)e " dt,
t=0 0

= —u(x,0) + s/ u(x,t)e 5t dt
0

—u(x,0) + su(x,s).

Con estos resultados vemos que la EDP se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria en el espacio de
Laplace, es decir, a una ecuacion diferencial ordinaria sobre u(z, s):

du s 1
— = -u — —u(x,0).
dz?  k k (,0)
En este problema la condicién inicial es u(z,0) = 0 de modo que la ecuacién anterior se reduce a
d*u s
- =23,
dz? k
cuya solucion es
u(z,s) = AeViT peVie,
Pero la condicién de contorno
lim wu(x,t) = finito
Tr— 00
implica (jpor qué?)
lim w(z, s) = finito,
T—00

lo que exige B = 0. Por tanto la solucion es
u(zx,s) = Ae Vir,

La otra condicién de contorno nos dice que u(0,t) = ug, por lo que

o (o) U
u(0,s) = / e ' u(0,t) dt = uo/ et dt = 2.
0 0 s

Esto nos permite fijar el valor de la constante A,

Uo

D G0,s)=Ae VIl = A= A=
S

de modo que

u(xz,s) = % e Vi,

Esta es la solucién de nuestro problema :-) pero no en el espacio directo sino en el de Laplace :-( Por
tanto ya “sélo” nos queda calcular la transformada inversa de @(z, s), £~ 1u(z, ), para obtener la solucién
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erfc(x) 2.0}

Figura 3.5: Funcion error erf(z) y funcién error complementaria erfc(z).

buscada u(zx,t). Este es en muchos casos el paso més dificil y el que hace que esta técnica tenga una
utilidad mé&s limitada. Consultando tablas de transformada de Laplace [AS72, SA96] vemos que

L -
— fls)= eV (3.66)

por lo que

u(z,t) = ug erfe ( (3.67)

i)

La funcién error complementaria erfc se define por la relacién

2 > 2
erfe(z) = — dy e
7

erfc(z) = 1 — erf(z),

2 x
erf(x) = ﬁ/o dy e V" .

La funcién de error complementaria se puede aproximar por

0, equivalentemente, por

siendo erf la funcién error'?:

1 1
erfC(x)NﬁweI2<12xz+-~‘>, T — 00
para argumentos grandes y por
2
erfc(r) ~1— —=x+ -+, r—0

NG

cuando el argumento es pequeno. Por tanto, para distancias grandes y/o tiempos cortos, es decir para

x/vV4kt > 1, se tiene que
4kt 2 T
t) ~ _ —x® /4kt 1
u(x,t) = ugy/ — 2 , Tm > 1,

y para distancias pequenas y/o tiempos largos

x T
u(x,t) =~ ug (1 — , <1
(,7) = o ( \/Wkt) Vakt

14En algunos textos en espaiiol la funcién erfc se denota por ferc, y erf por fer.
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Puede ser interesante calcular algunos valores fisicos. Supongamos que tenemos un material con coeficiente
de difusividad térmico k a una temperatura dada (digamos, cero) y queremos saber cuanto tiempo &
transcurre hasta que la temperatura en un punto situado a £ = 1 cm de su interior alcanza la mitad de la
temperatura del medio externo. Es claro que

Uo _ x
— =u(Z,t) =ugerf | —=
2 (@) = (2\/kt>

es decir

Pero erf(0'477) ~ 1/2, luego

y por tanto

T
Veamos lo que vale ¢ para algunos materiales. A 20 °C se tiene que:
s k=174 x 1075 m? /s para la plata (uno de los mejores conductores) por lo que t ~ 0’7 s;
= k=003 x 107% m?/s para el ladrillo corriente, de modo que # ~ 4200 s ~ 70 minutos;
» k=0012 x 1075 m? /s para la madera de pino, abeto, roble. .. por lo que # ~ 10500 s ~ 3 horas.

Moraleja: es mejor vivir en cabafia de madera que en palacio de plata.'?

> Ejercicio 3.4

Demuestra que si en este ejemplo la frontera en x = 0 se fija a temperatura 0 y la condicién inicial es
u(x,0) = ug para x > 0, entonces la solucién seria:

u(z,t) = ug ert (N‘%) . (3.68)

Sugerencia: escribe para este problema las ecuaciones correspondientes tal como se hacia en (3.65) y
demuestra que las ecuaciones que hallas se pueden obtener a partir de las del ejemplo anterior, ecuaciones
(3.65), sin méds que hacer en éstas el cambio u(x,t) — —u(z,t) + ug.

» Ejemplo 3.7

Transformada de Fourier y de Laplace. Funcién de Green

Queremos hallar la distribucién de temperaturas u(x,t) de una barra infinita con una distribucién inicial
de temperaturas u(z,0) = f(x).

0 t
En lo que sigue vamos a suponer que se satisfacen las condiciones de contorno u(z,t) — 0y % —0
x
para x — Foo. El problema fisico viene descrito entonces por las ecuaciones
ou 0%u
E = @, —o00 < x <00, (369&)
u(z,t) — 0 para r — =00,
cCC:<9 t 3.69b
MHO para x — o0, ( )
Ox
CI: wu(z,0)=f(z). (3.69¢)

15En lo que se refiere al confort debido al aislamiento térmico, se entiende =)
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Transformada de Fourier
Que el intervalo espacial vaya de —oo a oo, sugiere aplicar la transformada de Fourier sobre la variable
espacial z. Usaremos la siguiente notacién u(£,t) = Flu(z,t)] para denotar la transformada de Fourier de

u(zx,t) sobre la variable x:
o

(&, t) = Flu(z,t)] = / dr e % y(z,t).

—00

Empezamos calculando la transformada de Fourier del segundo miembro de (3.69a),

0%u *©  9%u _,
Z 7 = Z T o
}-[89@} [mdxaxQe ,

mediante integracion por partes:

2
P [8 u} _ Ou —

° e ou _.
. dr =— —i€x
N ~+ 1€ [m T I e

0x? ox
ou .| 700 © .
_ —i€x . —i€x -\ 2 —ifx
= 55 ¢ _Oo+z§[ue }_m+(z§) [mdxu(z,t)e .

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno (3.69b) esta expresion se reduce a

F [‘92“} = €26 1)

0a?

Por otro lado

ou 0

F [875} = a]'—[u(x,t)] = %ﬁ(f,t)

Teniendo en cuenta estas expresiones, la transformada de Fourier de la EDP de la difusién del calor (3.69a),

ou o%u
d M i [W}

viene dada por esta ecuacién diferencial ordinaria:

0 . ~
%u(& t) = _k€2u(§7 t) .

Su solucién es sencilla
2
u(é, ) = A(g)e . (3.70)

La funcién A(£) no es mds que la transformada de Fourier de u(z,t) en el instante inicial,
u(€,0) = A(E).

Pero, de la condicién inicial u(z,0) = f(z) dada por la ecuacién (3.69¢c), se deduce que
(6.0) = Flu(e.0)) = [ doe S f(a),
y por tanto

A9 = [ e )

— 00

La solucién (3.70) de nuestro problema en el espacio de Fourier es entonces

u(é,t) = /jo dr e % f(z) e het



3.4 Método de las transformadas integrales 179

Para hallar u(x,t) hemos de calcular la transformada inversa de Fourier de u(¢,t):

u(w,t) = FHa(g, t)]

1 [ o~
— 5 | deesten
27 J_ o
1 oo . oo . ,
_ % dé- ezgm/ dx' efzgz efkr£2t f(x/)
< N i&(z—a’) \—k&>t
= dz' f(z) Py dg e e (3.71)
—o0 —o0

Pero la transformada de Fourier de una funcién gaussiana es bien conocida [AS72, SA96]:

oo
/ d¢ eTie? e —

— 00

.2
ez/4a,

BE

luego la ecuacién (3.71) se transforma en

9
1 /
’U,({E7t) _ / dz’ f(.’l,'l) \/M e—(w—z )24kt

= /OO dr’ f(2')G(x,2';t),

donde i
Glz,2';t) = ——— ¢~ (@=a")*/4kt 3.72

( )= T (3.72)
es la funcién de Green del problema. Esta funcién es la de una distribucién gaussiana centrada en z’ con
una varianza (ancho) o2 = 2kt que aumenta linealmente en el tiempo.
Decimos que (3.72) es la funcién de Green del problema 3.69 porque es la solucién correspondiente a una
condicién inicial con fuente puntual f(x) = §(x,2’) en x = 2’. Dicho en otros términos: (3.72) es la funcién
de Green del problema (3.69) porque:

= Es solucién de la EDP de la difusién (3.69a), como es facil comprobar.
= Satisface las condiciones de contorno (3.69b).
= Satisface la condicién inicial u(x,0) = §(x, z") pues

lim

1
t—0 \/4rkt

e—(m—x/)2/4kt _ (5(I,$/) .

> Ejercicio 3.5

1. Demuestra por sustitucion directa que (3.72) es solucién de la EDP (3.69a).
2. Comprueba que (3.72) satisface las condiciones de contorno (3.69b).
3. Comprueba que la funcién

1 "2
z,2') = lim ———— e~ (#—")7/4kt
9 ) t—0 \/4rkt

es la funcién delta de Dirac porque (i) g(a’,2") = oo, (ii) g(x,2’ # x) =0, y (iii) ffooo de'g(z,2’) = 1.
La interpretacién “fisica” de la ecuacién
(oo}
u(x, t) = / dr’ f(2)G(z,2';t)
— 00

es la siguiente: la distribucién inicial de temperaturas f(x) se descompone en un continuo de impulsos
tipo delta de Dirac de amplitud f(a2'): f(z) = [7_da’f(2')é(x,2), siendo f(z')G(,t) la distribucién
posterior de temperaturas debida a cada “impulso” inicial f(2')d(x,2’) de amplitud f(z’). Como la EDP
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es lineal, estas distribuciones de temperaturas se suman (se integran) para obtener u(z,t).

Transformada de Laplace.
Vamos a resolver ahora el mismo problema aplicando la transformada de Laplace sobre la variable temporal
t que va de cero a infinito. Pero ahora vamos a considerar directamente que la distribucién inicial de
temperatura es puntual, es decir,

uw(x,0) = 6(z —2').

La solucién correspondiente es (o se conoce como) la funcién de Green G(z,z’;t) del problema (3.69). La
ecuacién a resolver es:

ka—QG(x x'it) = 0 —G(z,2',t) (3.73a)
Ox? ot B '

G(z,2';0) = §(z — 2'), (3.73b)

xEm G(x,x';t) = 0. (3.73¢)

No hemos asumido ninguna condicién (de contorno) sobre el valor de la derivada 0G(z,z';t)/0x para
x — +00 puesto que, como se verd, no es necesario.
Teniendo en cuenta que

c [;;G} =~ e

¥y que

4] [

=G(z,2;t) e - Jrs/ dt e " G(x,2';t)
0

t=0
= —G(z,2";0) + s G(z,7'; 5)
=—b@z—2)+sG

[donde se ha integrado por partes y se ha usado la ecuacién (3.73b)] la EDP (3.73a) se reduce, tras la

aplicacion de la transformada de Laplace, a una ecuacién diferencial ordinaria en el espacio de Laplace:
2@

8 5 +5sG=68(x—1).

Ya sabemos cémo enfrentarnos a este tipo de ecuaciones (ecuaciones no homogéneas con una delta de Dirac

como término fuente) pues son iguales a las que resolvimos para hallar las funciones de Green mediante

el método de construccién (véase la seccién 1.8.3) de los problemas de Sturm-Liouville. Procedamos como

entonces. Para x < 2’ tenemos que

092G

- = fé = é = A1 e\/%x +B e_\/%’”,
ox? k

y de las condiciéon de contorno para x — —oo se deduce que

lim G(z,2';t)=0= lim G(z,2';s)=0= B; = 0.

r— —0Q Tr— —00

De igual modo, para x > ',

2~ ~ ~ s s
TG _saia- AyeVE® 4By e VT,
or? k
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y por la condicién de contorno para x — oo se deduce que

lim G(z,2';t) =0 = lim G(z,2';s) =0= Ay =0.

T— 00 T — 00

En definitiva,

Para calcular A;(z') y Ba(z') imponemos sobre G(z,z'; s) la exigencia de continuidad en 2’ y de discon-
tinuidad de tamano —1/k de la derivada en 2’

Al e\/> BQ \/>z =

\/i |:—B2 e Vi —A; e\/%””/} =——

La solucién de este sistema es:

AFNEe* e By= go=c B
y por tanto
1 -/ iz -z /
Gilw,a'ss5) = 2\/1% e_ ':Ez_z,j, m/é x,
v © k , x <z,
es decir

~ 1 s ,
G(z,2';s) = e~ Vile=a'l
( ) 2Vks

Nos queda obtener la transformada inversa de Laplace de G para hallar G. Un procedimiento rapido
consiste en consultar una buena tabla de transformada de Laplace. Sin embargo, aqui lo haremos de un
modo menos directo, pero més instructivo. Sabemos que [véase (3.66)]

« £ e Vs
erfc () P—
2V/t L1 s

por lo que si derivamos con respecto a o en ambos lados de esta expresiéon encontramos

0 ¢ _ L emavs
aerc(Q\[) <— 7

El término de la derecha tiene justamente la forma de la transformada de Laplace cuya inversa buscamos.

co 8 0 2 2 1
f Y- xz_ii a2/4t
erC(Q\[) 9 f/;(\lﬁdl‘e —\/>2\/£€ )

se deduce inmediatamente que

1 _(z—z")?
e ikt
VAarkt

Este resultado es el mismo que el dado por la ecuacién (3.72), obtenido entonces mediante el procedimiento
de la transformada de Fourier.

G(z,2';t) =
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» Ejemplo 3.8

Método de las imagenes

Hemos visto en el ejemplo 3.7 que la solucién de un problema difusivo “libre”, es decir sin condiciones de
contorno (o, siendo més precisos, con todas las condiciones de contorno situadas en el infinito), viene dado
por la relacién

u(z, t) = /j)o dz' u(z',0)G(z,2';t) (3.74)

donde

PR SRy p

G(z,2';t) T e (3.75)
es la funcion de Green. En este ejemplo vamos a mostrar como es posible aprovechar este resultado para,
con un poco de ingenio, resolver problemas difusivos no libres, es decir, con condiciones de contorno no
situadas en el infinito.
Sea el problema difusivo de una barra semiinfinita (x > 0) con temperatura inicial dada por u(z,0) = f(z)
y cuyo extremo situado en x = 0 permanece temperatura cero: u(0,t) = 0. En principio, no es posible
aplicar directamente la relacién (3.74) para resolver este problema por no estar definido sobre toda la
recta real. Sin embargo, supongamos que quisiéramos resolver el siguiente problema definido sobre toda
la recta real: Calctlese el campo de temperaturas de una barra infinita con temperatura inicial dada por
u(z,0) = f(x) para x > 0y u(z,0) = —f(—=x) para x < 0 (véase la figura 3.6). Es evidente por razones
de simetria que para cualquier instante posterior la temperatura en x = 0 serd cero. Esto significa que

0 o
u(z,t) = /_ dx’ [—f(—2")] G(x,ai/;t)—i—/o dr' f(z") G(z,2';t)

0 %)
/ d(—2') [~ ()] G, —'s 1) + /O da’ f(z) G, ')

—/oodx’f( " G(z, —x';t)+/Ooodx’f(x’)G(x,$l;f)

_ _ \2
— /47rkt/ (z—a')? )4kt _ (x+=z") /4kt} (376)

es una solucién de la EDP de difusién para todo x (y en particular para x > 0) que satisface la condicion de
contorno u(0,t) = 0. Esto implica que la expresién (3.76) para x > 0 es justamente la solucién de nuestro
problema difusivo de la barra semiinfinita con uno de sus extremos a temperatura cero. El procedimiento
que hemos usado se conoce como método de las imédgenes. La razén es obvia si nos fijamos que hemos
resuelto el problema construyendo una condicién inicial a la izquierda de z = 0 que es la imagen “reflejada”
de la condicién inicial del problema original (véase la figura 3.6).

Para terminar, vamos a obtener la soluciéon explicita para el caso sencillo en el que la temperatura inicial
es constante: u(z,0) = f(x) = ug. En este caso (3.76) se reduce a

u(x,t) = T k: {/ dz’ e~ (@=2")*/4kt _ / dz’ e @)’ /4“} (3.77)
71'

Mediante el cambio ' = x + £v/4kt en la primera integral y ' = —x + £v/4kt en la segunda se obtiene

u(z,t) = u—\/O, {/ d¢ e 7/ d¢ 652}
T\ Jowyvar o/ VARE

(270} x/\/m —g2 QU() m/\/m —¢
= — dé et =— d€ e
ﬁ —x/V/4kt ﬁ

ef(x )
= U T .
O\ Vakt

Esta solucién coincide con la obtenida en el ejemplo 3.6 (véase el ejercicio 3.4).
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U(x,0)=f(x)

Figura 3.6: Campo de temperaturas inicial u(z,0) = f(z), x > 0, de una barra semiinfinita y su
imagen “especular’ —f(—x).

» Ejemplo 3.9

Ahora vamos a resolver mediante el método de las imégenes el problema

2
% - %, ~L/2<z<L)2 (3.78a)
co: JUTE20 =0, (3.78b)
| ulL/2,t) =0, '

CI : u(z,0) = 6(x). (3.78c¢)
Si el problema fuera “libre” (no hubiera condiciones de contorno en x = +1L/2) sabemos que la solucién
u(x,t) serfa simplemente la funcién de Green centrada en en el origen: G(z,z’ = 0,t). Esta funcién
se muestra en la figura 3.7(a). Por supuesto, esta funcién no es solucién de nuestro problema (3.78)
porque, por ejemplo, no satisface la condicién de contorno en x = —L/2: u(—L/2,t) = 0. Sin embargo,
podemos corregir este fallo mediante el método de las iméagenes si situamos ademéas una delta de Dirac en
x = —L, es decir, si consideramos la condicién inicial u(z,0) = §(x) —d(x+ L). La solucién correspondiente
u(z,t) = Gz, 2’ =0,t) — G(z, 2’ = —L,t) satisface evidentemente la condicién de contorno en © = —L/2
para todo instante posterior ¢ > 0 [véase la figura 3.7(b)]. Sin embargo, es también evidente por razones de
simetria que esta funcién G(z,0,t) — G(z, —L,t) no es cero en x = L/2, es decir, no satisface la condicién
de contorno u(L/2,t) = 0. Podemos de nuevo corregir este problema afiadiendo dos imagenes més a la
derecha de z = L/2 tal como se muestra en la figura 3.7(c). Es decir, consideramos la condicién inicial
(,0) = §(x) = d(x + L) — 6(x — L) — 6(x — 2L) cuya solucién correspondiente es u(z,t) = G(x,0,t) —
G(z,—L,t)— G(z, L, t)+ G(x,2L,t). Pero de nuevo, al corregir este problema, creamos otro en x = —L/2:
ahora esta solucién ya no satisface la condicién de contorno u(x = —L/2,t) = 0. Nuevamente podemos
corregir esto anadiendo en las condiciones iniciales dos imagenes delta de Dirac en © = —2L y © = —3L,
u(z,0) = 0(z)—d(z+L)—6(x—L)+5(x+2L)+6(x+2L)—6(xz+3L), de modo que la solucién correspondiente
es ahora u(z,t) = G(z,0,t) — G(z,—L,t) — G(z, L,t) + G(x, 2L, t) + G(x, —2L,t) — G(x, —3L,t) [véase la
figura 3.7(d)]. Pero de nuevo logramos satisfacer la condicién de contorno en x = —L/2 a costa de hacer
que de nuevo no se satisfaga la condicién de contorno en & = L/2. Por supuesto esto lo podemos corregir
de nuevo aniadiendo dos delta de Dirac en 2 = 3L y « = 4L (jcon qué signo?), lo cual a su vez provocaria
que...En este punto debiera ser evidente que este procedimiento podria continuarse indefinidamente y
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Figura 3.7: Resolucién del problema (3.78) mediante el método de las imdgenes. Las funciones repre-
sentadas son las funciones de Green correspondientes a las condiciones iniciales (a) u(z,0) = d(x),
(b) u(z,0) = é(x) — 6(x + L), (c) u(x,0) = d(z) —d(x + L) —d(x — L) + o(x — 2L), (d)
u(z,0) =9d(x) —d6(x+ L) —d(x — L)+ 0(x —2L) 4+ 6(z + 2L) — 6(z + 3L).
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que entonces se obtendria la solucién de nuestro problema (3.78) en términos de la siguiente serie infinita:

o

u(z,t) = Z (=1)"G(x —nL,t). (3.79)

n=—oo

> Ejercicio 3.6

1. Reflexiona y justifica que a medida que se van anadiendo mas iméagenes, es decir, a medida que se
consideran mds y mds términos en la serie (3.79), la funcién correspondiente

u(z,t) = G(x,0,t) — G(x,—L,t) — G(z, L,t) + G(z,2L,t) + G(x,—2L,t) — G(z, —3L,t) + ...

satisface las condiciones de contorno con un error cada vez menor.

2. Resuelve el problema (3.78) mediante el método de las imdgenes pero asumiendo que la condicién
inicial (3.78c) es ahora u(x,0) = 6(x,2") con —L/2 < &’ < L/2.

3. Resuelve el problema (3.78) mediante separacién de variables'® y compara la solucién obtenida con la
(3.79). ;Qué serie converge més rapidamente para tiempo cortos? ;jCudl converge méds répidamente
para tiempos grandes?

<«

16 Aunque este problema se ha resuelto ya esencialmente en el ejemplo 3.1, es bueno que lo resuelvas de nuevo.
Por supuesto, la solucién que obtengas debe ser igual a la (3.19) si desplazas el origen de coordenadas en la
cantidad L/2, es decir, la solucién de (3.78) viene dada por la ecuacién (3.19) si hacemos en esta ecuacién el
cambio £ — x + L/2.
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» Ejemplo 3.10

Queremos calcular la posicién u(x,t) de una cuerda semiinfinita (2 > 0) inicialmente en reposo y en la
que su extremo en z = 0 se desplaza segin la funcién f(t). Para ello hemos de encontrar las solucién de
la ecuacion de ondas

0%u 5, 0%u
5 =C 3.80
oz~ ¢ a2 (3-80)
que satisface la condicion inicial
u(z,0) =0, (3.81)
0
[ (3.82)
Ot |,—g
y las condiciones de contorno
u(0,1) = f(t), (3.83)
u(x — o0,t) =0. (3.84)

Esta ultima condicién nos dice simplemente que, en un tiempo t finito, podemos asumir que el desplaza-
miento de la cuerda para distancias z muy, muy grandes, es cero. Con mayor precision, podemos asegurar
que el desplazamiento de la cuerda es cero en las distancias x que sean mayores que ct pues el desplaza-
miento de la cuerda en z = 0 en el instante inicial £ = 0 no puede influir en el desplazamiento de la cuerda
en la posicién x > ¢t dado que la onda se propaga con velocidad ¢ . Otro modo posible de entender la
pertinencia de la condicién u(z — o00,t) = 0 es considerando que, para tiempos finitos, lo que supongamos
que vale el desplazamiento u a distancias infinitas no puede tener ninguna influencia en lo que vale u en
una posicién z finita porque, simplemente, esta influencia se propaga a la velocidad finita ¢ y no tiene
tiempo de llegar a x desde el infinito. Por eso, el valor que atribuyamos a u en el infinito no puede afectar
a nuestra solucién para x y ¢ finitos. Asumiremos que su valor es nulo, u(x — oo,t) = 0, porque esto
simplificard nuestros cédlculos, tal como se comprobard mas adelante.

Vamos a resolver el problema trabajando en el espacio de Laplace. Como hemos hecho hasta ahora,
escribiremos

u(z,s) = Lu(z,t)] = /000 dtu(z,t) e "

para denotar la transformada de Laplace de u(x, t). La transformada de Laplace del miembro de la izquierda
de la EDP (3.80),

2 0o o2
[SQu(Jc t)] %u(m t) e st dt,
0

puede evaluarse integrando por partes ([ wdv = wv — [ vdw) mediante el cambio

0%
dU = ﬁdt’
w=e"%,

de modo que
b
o’

dw = —se~* dt,

82 —st du e st
L {atzu(m,t)] = [e } —|—s/ —u x,t) .

El primer término de la derecha es cero [recuérdese la condicién inicial (3.84)] por lo que

[22 ] / —uxt e~ st dt.



186 Ecuaciones en derivadas parciales

La nueva integral volvemos a evaluarla mediante separacion de variables mediante el cambio

ou
dv = —dt
YT
w=e*
de modo que
v =u,
dw = —se *tdt,

c [aa;u(x,t)] =5 { et u(a, b)), o +s /0 h u(x,t) e dt}
= — su(z,0) + $%U(z, ).

Teniendo en cuenta la condicién inicial (3.83) obtenemos finalmente

02 9~
L [aﬁu(x,t)] = su(x, s). (3.85)
Por otro lado
02 © 9?2 st 0% [> — 0? _

pues la integral y la derivacion se llevan a cabo sobre variables diferentes independientes. Teniendo en
cuenta los resultados (3.85) y (3.86), la EDP (3.80) en el espacio de Laplace

2

L {g;u(a;,t)} =L {aaﬂu(x,t)}

se reduce a o2
2~ _ 2 ~
s“u(x,s) =c¢ @u(m,s), (3.87)
cuya solucién es
U(z,s) = A(s) ¥/ +B(s) e~5%/¢, (3.88)

Determinaremos A(s) y B(s) mediante las condiciones de contorno. La condicién de contorno u(x —
00,t) = 0 implica necesariamente @(xz — oo, s) = 0, por tanto A(s) = 0y la solucién ha de tener la forma

u(z,s) = B(s)e%/¢. (3.89)
Por otro lado, la condicién de contorno (3.83), u(0,t) = f(t), se transforma en el espacio de Laplace en
u(0,s) = LIf(t)] = F(s)

por lo que, de la ecuacién (3.89), se encuentra que B(s) = F(s). La solucién final de nuestro problema en
el espacio de Laplace es por tanto
U(x,s) = F(s)e o/, (3.90)

La solucién del problema en el espacio directo requiere hallar la transformada inversa de Laplace:

0, t<a/e,
ft—=a/c), t>uz/c,

donde H es la funcién de Heaviside. Lo que esta solucién nos dice es que el desplazamiento u(0,t) = f(t)
en el origen se propaga a lo largo de la cuerda con velocidad finita ¢ de modo que para x > ct no hay
desplazamiento, y para = < ct el desplazamiento inicial se ha transmitido sin amortiguar hasta la posicion
2 con un desfase (retraso) temporal igual a z/c.

u(z,t) = L7 [F(s) e_‘”/c} = H(t—2/o)f(t —x)c) = { (3.91)
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3.5. Problemas difusivos no homogéneos

En las secciones siguientes estudiaremos varios procedimientos para resolver problemas difu-
sivos no homogéneos, es decir:

» Ecuaciones en derivadas parciales homogéneas con condiciones de contorno no homogéneas.
= Ecuaciones en derivadas parciales no homogéneas con condiciones de contorno homogéneas.

= Ecuaciones en derivadas parciales no homogéneas con condiciones de contorno no ho-
mogéneas.

3.5.1. Homogeneizacién del problema

Un procedimiento sencillo para resolver problemas difusivos no homogéneos consiste en trans-
formarlos en problemas homogéneos mediante un cambio adecuado de la variable dependiente
(funcién incégnita).

Veamos un ejemplo de homogeneizacién de una ecuacion en derivadas parciales homogénea
con condiciones de contorno no homogéneas.

» Ejemplo 3.11

Temperatura de una barra finita con temperaturas fijas en sus extremos

Queremos hallar el campo de temperaturas u(z,t) de una barra finita de longitud L con temperatura
inicial dada por u(z,0) = f(x) y cuya temperatura en los extremos estd fijadaa Ay B:u(z =0,t) = Ay
u(x = L,t) = B. Las ecuaciones que describen este problema son:

ou _ o
ot 0z’
u(L7 t) = B7
CI :u(z,0) = f(x).

Ya vimos un caso parecido en el ejemplo 3.2. Por ser condiciones de contorno no homogéneas, no podemos
aplicar el método de separacién de variables sin méas. Lo que haremos es:

1. Obtener la distribucién de temperaturas cuando se alcance el equilibrio térmico: ug(x) = u(z,t — 00).
Dado que dug /0t = 0, las ecuaciones que satisface el campo de temperaturas estacionario ug(x) son

dQuE o
dz2
junto con las condiciones de contorno
U (0) = A,

La solucién de este problema es trivial: ug(z) = C1 + Cox. Exigiendo que se satisfagan la condiciones de
contorno se deduce que
B-A

L
2. Hallamos la ecuacion en derivadas parciales y las condiciones de contorno que satisface el campo de
temperaturas v(z,t) dado por las diferencia entre la temperatura actual y la de equilibrio:

up(z) =A+

x.

v(z,t) = u(z,t) —ug(z).
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La EDP que debe satisfacer esta funcion es:

- dx2 dx?

ou_ O v (0 Fu
ot Ox? ot ’

Como d*up/dx? = 0, entonces la EDP que satisface v(z,t) es

ov 8%v

ot 0z?’
Ademss es ficil ver que v(z,t) satisface condiciones de contorno homogéneas:

v(0,t) = u(0,t) —ug(0) =A—-A=0,
v(L,t) =u(L,t) —ug(L) =B — B =0.

Por tanto, encontramos que sobre la funcién v(z, t) nuestro problema se reduce a una EDP homogénea con
condiciones de contorno homogéneas. Esta ecuacién la podemos resolver ya mediante la aplicacién directa
del método de separacién de variables (véase el ejemplo 3.1):

o0
NTAL  _p(nx)?
U(I,t) ES ZansenTe k( L ) t.
n=1
Hallamos a,, a partir de la condicién inicial:
v(z,0) = u(z,0) —ug(z Z an, sen 0

por tanto
L
ap, = Z/o [f(z) — ug(z)] sen —— dx,

y la solucién del problema original con condiciones de contorno no homogéneas es
2
nmw
u(z,t) = ug(x —l—E ansen—e —k(E)¢

Sean cuales sean las condiciones iniciales dadas por f(z), sucede que u(z,t) — ug(x) para t — oc.

3.5.2. Ecuaciones en derivadas parciales con términos no homogéneos estacionarios

El método antes expuesto también funciona si hay fuentes estacionarias (no dependientes
del tiempo) de calor en el interior del medio. Su influencia viene descrita por un término no
homogéneo Q(x) en la EDP:

ou 0?u
ER k@ +Q(z),
co {u((),t) = A,
u(L,t) = B,
CI :u(x,0) = f(x).
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En este caso up(x) es la solucién estacionaria del problema

d2
k£f4wx@=o, (3.92)
CC . UE(O) = A,
" |ug(L) = B.

El campo de temperaturas auxiliar
U(.’L‘, t) = U(.’E, t) - UE(.'L')

es entonces la solucién de un problema completamente homogéneo pues

ou 0%u ov 0%v d*up
CA N EAN ALy
ot Ox? Q) = ot Ox? T T Q)
se convierte, tras usar (3.92), en la ecuacién
oo _ o
ot ox?

Las condiciones de contorno también son homogéneas,

u(0,t) = A= v(0,t) + ug(0) = A= v(0,t) =0,
u(L,t) =B = v(L,t)+ug(L) =B =v(L,t) =0,

y la condicién inicial se transforma en

u(z,0) = f(z) = v(z,0) = u(z,0) —ug(r) = v(z,0) = f(x) — ug(x).

» Ejemplo 3.12

Queremos hallar la distribucién de temperatura u(z,t) de una barra que inicialmente se encuentra a
temperatura cero [u(z,0) = 0], mantiene los extremos a esa temperatura [u(£1,¢) = 0] y posee en su
interior una fuente de calor de modo que:

Ju 0%u

=4

o =455 +8. (3.93)

Entonces ug(x) es la solucién de
PRACTRNP
dz? ’
que satisface las condiciones de contorno ug(—1) = ug(1) = 0. Esta solucién es simplemente

up(z) =1— 22

como es facil de comprobar. Si hacemos el cambio v(z) = u(xr) — ug(x) en la ecuacién (3.93) se tiene que

v 0%

— =4— 3.94

ot 0x?’ (3:94)
con las condiciones de contorno v(—1,t) = wv(1,t) = 0. Este problema completamente homogéneo se

resuelve facilmente mediante separacion de variables de modo similar a como se resolvié el ejemplo 3.1 en
la pagina 158.
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3.5.3.  Ecuacién en derivadas parciales con inhomogeneidad no estacionaria y condiciones de
contorno dependientes del tiempo

Ahora vamos a considerar un problema mas general en el que los términos no homogéneos de
la EDP y de las condiciones de contorno dependen del tiempo:

8u 0%u
. {um,t) = A(t),
u(L,t) = B(t),

(
CI :u(x,0) = f(x).

Este problema no es reducible, en general, a una EDP homogénea con condiciones de contorno
homogéneas, tal como hemos hecho en los casos anteriores. Sin embargo siempre es posible redu-
cirlo a una EDP no homogénea con condiciones de contorno homogéneas. Para ello tomamos un
campo de temperaturas de referencia, r(z,t) al que sélo le exigimos que satisfaga las condiciones
de contorno

Generalmente, lo més recomendable es escoger la funcién r(z,t) més simple posible que sea
compatible con estas condiciones de contorno. Una eleccion sencilla es, por ejemplo,

r(z,t) = A(t) + [B(t) — A()]

S

En términos de la funcién
v(x,t) = u(x,t) — r(x,t)

el problema (3.95) se reduce a una ecuacién en derivadas parciales no homogénea con condiciones
de contorno homogéneas:

u(0,t) = A= 0v(0,t) +r(0,t) = A= v(0,t) =0,
u(L,t) = B = v(L,t)+r(L,t) = B=v(L,t) = 0.

Veamos qué ecuacién en derivadas parciales satisface v(x,t):

2 2 2
%:k@ ov 8r_k811 8

Por tanto, encontramos que v(x,t) ha de verificar la EDP no homogénea

ov k@%

o oz —i—@(x,t),

con
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3.5.4. Método del desarrollo en autofunciones para ecuaciones en derivadas parciales no ho-
mogéneas con condiciones de contorno homogéneas

En la seccién 3.5.3 anterior hemos visto que el problema general (3.95) (EDP con término
no homogéneo dependiente del tiempo con condiciones de contorno inhomogéneas no estaciona-
rias) puede simplificarse en uno con condiciones de contorno homogéneas y EDP con termino
inhomogéneo no estacionario, es decir, en un problema descrito por las ecuaciones

ov 9%

9 k’@ +Q(x,t),

oo . 100 =0, (3.96)
v(L,t) =0,

CI: wv(z,0)=g(x).

Sabemos que el problema homogéneo asociado (problema que se obtiene del anterior haciendo

Q(z,t) = 0)

puede resolverse mediante separacién de variables, siendo la solucién (véase el ejemplo 3.1)

u(a:,t) = Zan(t)d)n(w) (3'97)
n=1

donde ¢, (x) son las autofunciones del problema de Sturm-Liouville

0%¢
o Jom=o.
$(L) = 0.
Sabemos que los autovalores y las autofunciones son
nm 2
W= (T)
gbn(:n):sennljﬂ n=12,...
v que los coeficientes a,, son
nm 2
an(t) = an(0) et = g, (0) e +(E) T (3.98)

Para resolver (3.96) expresamos la solucién buscada v(x,t) en forma de desarrollo en las
autofunciones ¢, (z):

v(@,t) =Y an(t)pn(z). (3.99)
n=1

Para cada t, v(z,t) es funcién de z sobre el intervalo [0, L], de modo que si, para cada instante,
v(x,t) es de buen comportamiento sobre la variable = en el intervalo [0, L], entonces puede
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desarrollarse en serie de ¢,(x). Por supuesto esta funcién es distinta para cada ¢t por lo que
los coeficientes del desarrollo dependen de ¢: a,, = a,(t). Nétese que aqui a,(t) surge como un
coeficiente de un desarrollo en autofunciones; a,(t) no tiene nada que ver con las soluciones de
una ecuacion que se encuentra al llevar a cabo el método de separacién de variables. Por ello,

an(t) no tiene por qué ser igual al valor de (3.98).
De la condicion inicial se obtiene
L
| s@inta)da
0
L
| s
0

Solo nos resta averiguar cudles deben ser las funciones a,(t) que hacen que (3.99) sea solucién
del problema (3.96). Para ello sustituimos (3.99) en la EDP:

Zan ¢n :>an( )—

0 0?
%ZkaZ+th Zan @bn aQZan ¢n —|—Q(l‘ t) (3'100)

Noétese que v(z,t) y ¢n(z) satisfacen las mismas condiciones de contorno. Si ademds v(x,t) y
Ov/0z son continuas, se puede demostrar que es valido derivar término a término las series de
(3.100), es decir se tiene que

d > ¢p
Z; on() = B an)) S50+ Qe ).
n=1 n=1

Pero d?¢/dz? = —\p¢n, por lo que

Z[aln(t) + Ankan](;sn(x) = Q($’t)'
n=1
Dado que ¢, (x) son ortogonales, se tiene que
day, _ (alQ) _ Jo #n(@)Q(a,t)da

— 4+ A\ kay, = = qn(t),
@t ~ (fnlon) ST 62 (x) do lt)

siendo @, (t) una funcién conocida. Hallaremos a,(t) resolviendo esta ecuacién lineal no ho-

mogénea de primer orden. Podemos resolverla, por ejemplo, introduciendo el factor integrante
Ankt
e’nit

da d
Ankt n _ Ankt _ Ankt
e ( o + A k:an) =2 (e an) =e an(t) .

Integrando esta ecuacion entre 0 y ¢ se tiene que

t
Mk a (1) — an(0) = / kT g (7) dr,
0
y por tanto

t
0n(t) = au (0) M e [N g (1)
0

Si Q(z,t) = 0, se reobtiene la solucién ya hallada mediante separacién de variables:

t) = Z an<t)¢n(x)

con an(t) = a,(0) e Akt
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3.6.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Problemas

Halla los modos normales de vibracién wu,, (z,y), y sus frecuencias de vibracién wy,, corres-
pondientes, de una membrana rectangular de lados a y b.
En la la pagina web http://www.unex.es/eweb/fisteor/santos/mma se proporcionan enlaces en donde

puede verse una animacion de los modos normales de vibracién de una membrana cuadrada.

Una membrana cuadrada de lado 7 sujeta por sus bordes es inicialmente desplazada de
modo que u(z,y,0) = f(z,y) siendo su velocidad inicial nula, u(z,y,0) = 0.

a) Se pide calcular su desplazamiento en cualquier otro instante.

b) Halla u(z,t) de forma explicita si el desplazamiento inicial es uniforme, f(x,y) = uo.

Una esfera sélida de radio b tiene una distribucién inicial de temperatura u(r,0) = ug(r) y
su superficie se enfria siguiendo la ley de Newton del enfriamiento (por conveccién)

du(r,t)
or

= _h(u - ul)‘r:b
r=b

donde u; es la temperatura (constante) del medio circundante y h es una constante. Halla
u(r, t).

Halla la solucién de la ecuacién de Laplace
V2u(r,0) =0

en el interior de:
a) Elanillo circular R; < r < Ry con las condiciones de contorno u(R1,0) = 0, u(Ra,0) =

cos 26. Sup6én que R1 =1y Ry = 2.
b) El circulo r < R; con la condicién de contorno u(Rq,6) = cos26. Supén que Ry = 1.
Una barra cilindrica muy larga (de longitud infinita para nuestros propésitos) de radio p
inicialmente (f = 0) a la temperatura constante ug se introduce en un bano térmico cuya

temperatura (constante) es uj. Calcula de forma explicita el campo de temperaturas de la
barra para cualquier instante posterior.

Halla la distribucién estacionaria de temperaturas u(z, y) en el interior de una placa cuadra-
da de ancho unidad cuyos lados se fijan a temperatura cero a excepcién del lado izquierdo
(x = 0) cuya temperatura es igual a ug [u(z = 0,y) = uo).

,Cudl es el campo estacionario de temperaturas en un disco homogéneo de radio unidad
aislado por sus caras y cuyos bordes estan fijados a la temperatura u(r = 1,0) = f(0)?
(Pista: problema equivalente al del ejemplo 3.4). Calcula la solucién si:

cos ().
b) f(0)=0si—7<0<0; f(f) =upsi0<O<m.

Resuelve la ecuacion de ondas
uxx+u:utt, OSSUS]_, t>07

con las condiciones de contorno u(0,t) = 0, u(1,t) = 0 y la condicién inicial u(z,0) =
sen(4nx), ut(x,0) = 0.



194

Ecuaciones en derivadas parciales

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

Figura 3.8: Posicién inicial de la cuerda en el problema 3.9

Una cuerda tensa de longitud L, fijada en sus dos extremos, es separada de su posicién
de equilibrio de manera que en ¢t = 0 tiene la forma de la figura 3.8. Su velocidad inicial es
cero, es decir, u(x,0) = 0. Encuentra la expresion del desplazamiento u(x, t) para cualquier
x € [0, L] y para todo ¢t > 0.

Una cuerda de piano de longitud L es golpeada en el instante ¢ = 0 cerca del punto
x = . Halla el desplazamiento u(x,t) posterior de la cuerda suponiendo que la cuerda
no estd inicialmente desplazada [u(x,0) = 0] y que su velocidad inicial viene dada por la
funcién

ou(z,t)

_ Jwocosm(z —§)/d, |z —E&|<d/2,
0, |z —¢| > d/2,

donde vg = const.

Un cuerpo semiinfinito situado sobre el semieje x < 0 se encuentra inicialmente a la tempe-
ratura ug . En el instante ¢ = 0 se coloca en contacto térmico con otro cuerpo semiinfinito
que ocupa las posiciones x > 0 y que estd a la temperatura inicial v = 0. Teniendo en
cuenta que la temperatura y su derivada espacial primera han de ser funciones continuas
en x = 0 (;por qué?) halla el campo de temperaturas u(z,t) en ambos cuerpos como la
solucién de

0%u _ ou

W - (‘T)E ’

N A1, x <0,
A(m){xg, z>0,

—00 < x <00, t>0,

donde A; y Az son constantes, y

u(z O)Z{ugzconst, z <0,

’ 0, x> 0.
Supongamos que la temperatura en la superficie (x = 0) de la Tierra varfa de forma
periédica en el tiempo de acuerdo con la expresién u(z = 0,t) = Ty + Tisenwt. (a) Calcula
la temperatura u(x,t) a una profundidad z admitiendo que la difusividad térmica k es
constante y que puede despreciarse la curvatura de la Tierra. (b) Halla la solucién si u(0,t) =
To+ > 0o Tpsen(nwt).
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Ayuda: £ [exp (—xW) sen (wt — xm)} = w/(w? + s?) exp (—Mm)

3.13. Se pide resolver el siguiente problema acerca de la distribucién estacionaria de temperaturas
en un sélido semiinfinito:

O*u(x,y) N O*u(x,y)

972 972 =0, y>0, —00 < & < 00,
| up = const , |z| < a,
w0 = { 2] > a.
lim u(z,y) < oo.
y—00

3.14. Una barra de longitud L se encuentra térmicamente aislada sobre su superficie lateral y sus
extremos se mantienen a temperatura cero. Si la temperatura inicial de la barra es constante,
u(z,0) = up, se pide encontrar la distribucién de temperaturas u(z,t) en cualquier instante
posterior mediante:

a) El método de separacién de variables.

b) El método de las transformadas integrales.

3.15. Halla mediante el método de la transformada de Laplace la solucién del siguiente problema
de difusion:

Pu ou
781;2_’}/(“_/”1):@’ O_SUS]., t>0’
con condiciones de contorno
ou ou
ou _ ¢ -0
Ox z=0 O =1

y condicién inicial u(z,0) = up.

3.16. Un modelo sencillo para describir la propagacién de organismos que se reproducen con
velocidad « y se dispersan al azar en el espacio (se difunden) viene dado por las ecuaciones!”

0 0?
—u(z,t) = kwu(x,t) + au(zx,t),

u(x,0) = 6(x),
lim w(z,t) =0.

T— 00

a) Utiliza el procedimiento de la transformada de Laplace para demostrar que su solucién
es

u(z,t) =

1 < ; x2 )
exp|at——] .
Varkt 4kt
b) Demuestra que en los contornos isoprobables, es decir, en los puntos (x,t) en los que
P(x,t) = P = const., se verifica que

Int 4k NEE
%:i 4ak—2k2—tln(\/4ﬂkP>] .

7V éase, por ejemplo, el capitulo 10 de L. Edelstein-Keshet, “Mathematical Models in Biology”, SIAM, Filadelfia,
2005.
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¢) Demuestra que para t — oo la velocidad de expansién de estos contornos, es decir, la
velocidad con la que los organismos se dispersan, se aproxima a

= +(4ak)/? .
d) Compara esta velocidad de expansién con la de un proceso puramente difusivo (o = 0),
x ~ Vkt, y extrae conclusiones.

3.17. Halla la solucién del siguiente problema de propagacién de una onda a lo largo de una
cuerda infinita:

0% 1 9%u cye £ 0
— = —00 < T < 00
o0x?2 2 ot?’ ’ ’

[ h, |z| < e,

“(f”’o)_{ 0, l|al>e
0
uet)|
ot =0

3.18. Una membrana vibrante circular estd sujeta por su perimetro (membrana de un tambor).
Halla la posicién de la membrana u(r, 0, t) en cualquier instante ¢ si inicialmente su despla-
zamiento viene dado por (a) u(r,8) = f(r,0), (b) u(r,0) = f(r), (c) u(r,) = uo.

3.19. Se pide calcular el campo estacionario de temperaturas de una superficie semiinfinita de
grosor T cuya base estd a temperatura T'(z), uno de sus lados a temperatura ug, y el otro
a temperatura u;. Es decir, resuélvase la ecuacion

o _
ox? = 0y?
donde u(z,0) = T(x) para 0 < = < 7, y u(0,y) = ug y u(m,y) = u; paray > 0. Por

supuesto u( y) = finito. Halla la solucién explicita cuando

Uy — U
T(.Z‘):To—I-UQ—I— 17T 0$,

siendo Tj una constante.
3.20. Usa el método de la transformada de Laplace para hallar la solucién de la ecuacién de ondas

0%u 1 0%u

92— 2ol —00 < < 00,
que satisface las condicién de contorno u(z,t) = finito para x — +oo y la condicién inicial
u(x,0) =senx, du/0t|,_, = 0.

3.21. Una barra de longitud 7 tiene inicialmente (¢ = 0) la temperatura u(z,0) = f(x). Sus extre-
mos se mantienen a temperatura constante, u(0,t) = 0, u(w,t) = 1. En el instante ¢t = 0 se la
pone en contacto con una fuente de calor no estacionaria dada por Q(z,t) = sen(3x)e™". Se
pide hallar la distribucién de temperatura u(x,t) en cualquier instante posterior mediante
la resolucion de la ecuacién

ou 9%u
pri ka 2—1—@(90 t).

Halla expresiones explicitas para u(zx,t) si (a) f(z) = x/m+senzx, y (b) f(x) = z/7+sen 3z.
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3.22. El método del desarrollo en autofunciones para la resolucién de ecuaciones en derivadas
parciales no homogéneas (método expuesto en la seccion 3.5.4, pagina 191) no estd limitado
a ecuaciones difusivas. Esto se ilustra en el presente problema.

a)

Resuelve la ecuacion ondulatoria

Pu  0%u 0< g <

a9 a0 0 Sr=T7,

ox?  Ot?
con las condiciones de contorno u(0,t) = u(w,t) = 0 y condiciones iniciales u(x,0) =
f(x), ug(z,0) = 0, para demostrar que la solucién puede escribirse como u(z,t) =

Yool an(t)dn(x) siendo ¢p(x), n =1,2,- -, las autofunciones del problema de Sturm-
Liouville )

d°¢

— +Xp=0

da? AP

con las condiciones de contorno ¢(0) = ¢(m) = 0.

Halla en forma de serie de autofunciones ¢, (x) la solucién de la ecuacién diferencial

no homogénea
0%u 0%u
922 + sen2x = 92
que satisface las condiciones de contorno u(0,t) = u(w,t) = 0, y las condiciones inicia-
les u(z,0) = f(z), u(z,0) = 0. Halla la solucién explicita si f(z) = sen 3z + 1 sen 2z.

0<z<m,






Capitulo 4

Métodos numéricos

4.1. Introduccidn

En Ciencia e Ingenieria son escasos los problemas que pueden resolverse de forma analitica
exacta. En ocasiones afortunadas logramos al menos hallar soluciones analiticas aproximadas; en
otras, nuestra solucién del problema es de un tipo menos especifico, mas global, més cualitati-
vo. Felizmente, en muchos casos podemos recurrir a la resolucién de estos problemas mediante
métodos numéricos. Encontraremos ejemplos de estas afirmaciones en el tema que dedicamos a
las ecuaciones diferenciales no lineales.

La importancia de los métodos numéricos es creciente debido la existencia generalizada de
ordenadores relativamente baratos y de gran potencia de cédlculo. Sin embargo, los métodos
numéricos adolecen de una acusada incapacidad para el anélisis. Por este motivo es generalmente
muy dificil entender un sistema si sélo se sabe de él lo que nuestros calculos numéricos nos han
proporcionado. Las expresiones analiticas o los resultados cualitativos tienen la enorme ventaja
de permitirnos entender de “un vistazo” lo que es relevante en un problema fisico. Alcanzar un
grado equivalente de certeza o comprension mediante procedimientos exclusivamente numéricos
sin apenas apoyos teodricos suele ser imposible o, si hay suerte, extremadamente laborioso. Por
ello, la aplicacion fructifera de los métodos numéricos requiere:

= Entender el problema que estamos resolviendo.

» Entender el procedimiento o algoritmo numérico que se emplea, es decir, sus fundamentos,
sus posibilidades, las circunstancias bajo las cuales podria dar malos resultados, etc.

= Conocer lo que vamos a obtener. Esto es poco méas que un corolario de las dos afirmaciones
anteriores. Pero lo cierto es que si obtenemos un resultado completamente inesperado, la
situacion es muy dificil: ;ha fallado nuestra comprensién del problema o el procedimiento
numérico?

;Hace falta decir que toda regla, incluido ésta, siempre tiene excepciones? En la dltima prescrip-
cién, hemos dicho que si se obtienen resultados numéricos completamente inesperados entonces
estamos en una situacion “dificil”. Este calificativo es probablemente adecuado para la mayor
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parte de las situaciones.! Sin embargo, en otras ocasiones, el calificativo deberfa ser el de “pro-
metedor” porque quizas lo que los resultados numéricos nos estdn anunciando es la presencia de
fenémenos nuevos (completamente inesperados) y la necesidad de nuevos conceptos tedricos. jHay
que tener los ojos siempre abiertos a lo extraordinario! Probablemente el ejemplo mas famoso
de esta situacién lo constituye lo que ahora se conoce como el problema de Fermi-Pasta-Ulam
(FPU) consistente en el sorprendente descubrimiento, hacia 1950, de una recurrencia casi perfecta
en la solucién numérica de 32 ecuaciones diferenciales no lineales hallada mediante el ordenador
MANIAC I en Los Alamos. El descubrimiento era sorprendente porque contradecia la “evidente”
idea de que la energia en un sistema conservativo de osciladores no lineales acoplados (un modelo
simple de un sélido cristalino) se distribuiria con el paso del tiempo de forma uniforme por todos
los grados de libertad del sistema. El andlisis de este problema, descubierto numéricamente y
cuyo andlisis es casi imposible sin el recurso de los cdlculos numéricos, tiene ya mas de medio
siglo de historia y atin hoy sigue siendo objeto de un estudio intenso.?

En este capitulo vamos a estudiar algunos conceptos y técnicas basicas de los métodos numéri-
cos que se emplean en Ciencia e Ingenieria.

4.2. Aritmética con precision finita

Cuando se hacen calculos numéricos mediante ordenador hay que ser conscientes en todo
momento de que el ordenador efectiia tipicamente estos cdlculos mediante nimeros que no son
exactos.? Esto es a lo que nos referimos cuando decimos que el ordenador trabaja con aritmética
de precisién finita. Esto puede tener consecuencias inesperadas (e indeseables) sobre los resultados
de nuestros cémputos. En esta seccién discutiremos brevemente estas cuestiones.*

4.2.1. Los nimeros son palabras

Los ordenadores representan internamente los nimeros que procesan mediante una ristra (o
lista) finita de digitos. Por ejemplo, el niimero 7 se representaria como una ristra finita de digitos
que comienza por 3141 . ... El tamano de esta lista depende del tipo de ordenador y del programa
de computacion que se utilice. Por ejemplo, en el programa QBASIC de Microsoft y en precisién
simple, el nimero 7 vendria dado aproximadamente por el ntimero 3'141593 (es decir, por un
numero de unos siete digitos significativos).

Usualmente los ordenadores representan internamente los niimeros en sistema binario (es
decir, de base 2). El sistema binario es tan ficil de entender como el decimal. Por ejemplo, el
ndmero binario (101'011)y representa al nimero dado por

(101°011)y =1 x 22 +0x 2 +1x2° +0x 27 1 x 272 +1x 273

11
=441+ 42,
1+ 4 g

Por supuesto, este niimero en notacién decimal es

54+0'25+0125=5375=5x10"+3x 107" +7x 1072 +5 x 1073.

1Se asume que el procedimiento numérico no es incorrecto de un modo trivial, como por ejemplo, por un error
de programacion.

2Véase, por ejemplo, The FPU problem: 50 years of progress, G. P. Berman and F. M. Izrailev,
http://arxiv.org/abs/nlin.CD/0411062, y Computational Synergetics and Mathematical Innovation, N. J. Za-
busky, Journal of Computational Physics 43, 195-249 (1981).

3Existen programas conocidos como programas de célculo simbélico que pueden operar de forma exacta con
nimeros enteros y con fracciones de ntiimeros enteros (jy con simbolos y transformaciones matematicas!). Algunos
de estos programas son Mathematica, Maple, Derive,. ..

4Pueden verse més detalles en [KC94, capitulo 2] y [Ant02, capitulo 2].
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Estos nimeros binarios se suelen representar mediante la representacion cientifica normaliza-
da. En el sistema decimal, la representacion cientifica normalizada del nimero 2 vendria dada
por

1
T = 4r x 10" con 75 <r <1y n entero. (4.1)

Es decir, todos los digitos aparecen a la derecha de la coma decimal siendo el primero distinto
de cero (a r se le llama la mantisa y a n el exponente de z). De este modo, por ejemplo,
43213 se representa como 0’43213 x 102. Similarmente, en el sistema binario la notacién cientifica
normalizada es

1
T = 4q x 2T™ con 5 < g <1y m entero, (4.2)

donde a g y m se les conoce como mantisa'y exponente, respectivamente, de .

Palabras y bits

Ya hemos dicho que los ordenadores representan los niimeros mediante una ristra finita de
digitos binarios. Tipicamente, en precision simple, utilizan 32 de estos digitos para cada ntimero. A
esta ristra de 32 digitos binarios se la suele llamar palabra, y cada uno de los 32 digitos binarios es
un bit.® La asignacién tipica de los bits de un nimero representado mediante la notacién cientifica
normalizada de (4.2) es:

1 bit para el signo de la mantisa.
23 bits para la mantisa.

1 bit para el signo de exponente.
7 bits para el exponente.

(4.3)

La utilizacion sistemaética de la notacién cientifica normalizada implica que el primer digito
de la mantisa ¢ es un 1, pues de ser 0 correrifamos la coma un lugar a la derecha y disminuiriamos
m en una unidad. De este modo no desperdiciamos un bit almacenando un digito que siempre
es 1. En otras palabras, la mantisa ¢ es un ntimero que se describe con 24 digitos siendo 1 el
primero:

q = (Ollagag PN a24)2.

Como se dispone de siete bits para almacenar el exponente m, se tiene que cumplir que
m<(1111111)y =27 —1=127.

Luego los nimeros que se pueden representar, si se usa la asignacién tipica de bits dada en (4.3),
estan comprendidos en el rango

(0'100...0) x 27127 < |z < (0'11...1) x 2127,
es decir,
9128 < || < 2127,
Dado que 227 ~ 1038, la anterior relacién es equivalente a
10778 < Jz| < 10%.

Es decir, si se representan los nimeros mediante palabras de 32 bits y se emplea la asignacién
(4.3), entonces el ordenador no puede manejar niimeros menores que 227 ni mayores que 2'27.
En este caso, cuando realiza una operacién numérica cuyo resultado es menor que 27127 el
ordenador (para ser precisos, el programa de célculo) da tipicamente un mensaje en el que indica
que se ha producido “underflow”; si el resultado el mayor que 27127, el mensaje es de “overflow”.

5A una agrupacién de 8 bits se la llama byte. Esta es la unidad tipica en la que se mide la capacidad de memoria
y de almacenamiento de una méquina. Sus multiplos usuales son el kilobyte (1.024 bytes), el megabyte (1024
kilobytes), y el gigabyte (1024 megabytes).
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Ndmeros enteros

Los ntmeros que acabamos de describir se conocen como nimeros de coma flotante®: son
numeros que tienen una “coma decimal”, es decir, son niimeros no enteros. Los nimero enteros
no tienen exponente, son todo mantisa, por lo que se representan con todos los bits de la palabra
excepto uno reservado para el signo, es decir,

n = (:I:alagag e a31)2 s (44)
donde hemos asumido que el nimero entero esta representado por una tnica palabra de 32 bits.
Por tanto el rango de los niimeros enteros viene dado por

—(111...11)3<n<+(111...1),

es decir,
—(231 —1) <n <231 — 1 =2147483647.

> Ejercicio 4.1

El esquema de asignacion de bits (4.3) es tipico, pero, por supuesto, quienes diseian los programas de
computo suelen emplear esquemas de asignacion mas refinados para mejorar el rango de valores que se
pueden emplear. Por ejemplo, el programa QBASIC nos informa en su pantalla de ayuda de los siguientes
limites:

Limits to QuickBASIC - Names, Strings, and Numbers

Maximum Minimum

Integers 32,767 -32,768
Long Integers 2,147,483,647 -2,147,483,648
Single precision numbers (positive) 3.402823 E+38 1.401298 E-45
Single precision numbers (negative) -1.401298 E-45 -3.402823 E+38
Double precision numbers (positive)

Maximum: 1.797693134862315 D+308

Minimum: 4.940656458412465 D-324
Double precision (negative)

Maximum: -4.940656458412465 D-324

Minimum: -1.797693134862315 D+308

¢ Cual crees que es el esquema de asignacién y el numero de bits empleados para cada caso? Ayuda:
log, (3/402823 x 10%%) = 128, log, (1401298 x 10~%%) = —149, log, (1'797693134862315 x 10%%) = 1024,
log, (4/940656458412465 x 10~32*) = —1074.

Nimeros de maquina

Los niimeros de maquina son aquellos que son representados de forma exacta por el ordenador.
En precisién simple son aquellos de la forma

r=(01ay...az)s x 2™ con a; =0, 1.
Un ntmero que no es de maquina seria aquel que viene representado por
T = (Ollag...a24a25...)2 x 2™ con a; = 0,1.

En las siguientes secciones vamos a ver varias situaciones (no tan especiales como podriamos
pensar) en las que los resultados que se obtienen son completamente erréneos debido a la precisién
finita con la que se procesan los niimeros en un ordenador. A los errores que tienen esta causa,
se les conoce habitualmente como errores de redondeo.

50 de punto flotante, si usamos al modo anglosajén un punto para indicar donde comienzan los digitos fraccio-
narios
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4.2.2. Pérdida de digitos significativos en la sustraccién de cantidades casi iguales

Supongamos, para simplificar la exposicién, que tenemos un ordenador que trabaja con nime-
ros decimales cuya mantisa es de 7 digitos decimales y que queremos hallar la diferencia « — y
donde x = 0'123456789 y y = 0'123454444. Sin necesidad de usar el ordenador sabemos que

x = 012345678900 - - -

' = 2 —y = 0/00000234500 - - - = 0'2345 x 107°.
y = 0'12345444400 - - -

Sin embargo, el ordenador, al estar limitado a usar nimeros con una mantisa de 7 digitos deci-
males, redondeara dichos niimeros con lo que la sustraccion sera

r' = 0'1234568

! 0’1234544} = 1’ —y' = 0/0000024.
y g

El segundo digito de la diferencia ya no es exacto. Si calculamos el error relativo vemos que es

muy grande

(z—y)— @ —y)
=Yy

~ 2%,

a pesar de que el ordenador utiliza nimeros con 7 cifras significativas (es decir, mantisa de 7
digitos).

> Ejercicio 4.2

El resultado que hemos dado antes ' — y' = 0'0000024 no estd en la representacién cientifica normali-
zada que usa el ordenador. Se pide, por tanto, escribir mediante representacion cientifica normalizada el
niimero z’ — 3y’ que calcularia el ordenador anterior. Como ayuda, aqui tenéis algunas posibles respuestas:

Quizas esto te sirva de ayuda: he usado el siguiente programa QBASIC en un ordenador,

x = .123456789#: y = .123454444#
r=x-y5

PRINT "x="; x

PRINT "y="; y

PRINT "x-y="; r

v el resultado fue
x= .1234568

y= .1234544
x-y= 2.346933E-06

. Qué ha pasado?

» Ejemplo 4.1

Este ejemplo muestra muy claramente la nefasta influencia que puede tener la pérdida de digitos significa-
tivos al restar cantidades muy parecidas. Para calcular la cantidad (z — 1)/e donde x =1+ ey e = 107",
conn =1,2,..., se ha confeccionado el siguiente programa en QBASIC que trabaja en precisién simple:



204 Métodos numéricos

PRINT " n", " eps", "((1 + eps) - 1) / eps"
uno = 1: nfin = 10
FOR n = 1 TO nfin

eps =uno / 10 "~ n

X = uno + eps

ratio = (x - uno) / eps

PRINT n, eps, ratio
NEXT n

El resultado del programa es:

n eps ((1 + eps) - 1) / eps
1 .1 1

2 .01 .999999
3 .001 1.000047
4 .0001 1.000166
5 .00001 1.001358
6 .000001 .9536743
7 .0000001 1.192093
8 1E-08 0

9 1E-09 0

10 1E-10 0

donde, debajo de la columna que empieza con la letra “n” aparece el valor del exponente n, debajo
de la columna que comienza con “eps” aparece el correspondiente valor de € y, a continuacién,
debajo de la columna que comienza con “((1 + eps) - 1) / eps” aparece el valor calculado
de de [(1 — €) — 1]/€e que, evidentemente, debiera ser 1.

4.2.3. Errores en la suma de cantidades con magnitudes muy distintas

Otra peligrosa manifestacion de la finitud de la precisién de los ntimeros de coma flotante
surge cuando se suman cantidades de magnitud muy diferente. El siguiente ejemplo ilustra este
hecho de una forma muy clara.

» Ejemplo 4.2

Vamos en este ejemplo a sumar 7 veces una cantidad muy pequena e. Obviamente, su valor exacto es ie.
El programa QBASIC que lleva a cabo esta tarea es:

n=10 " 7: uno = 1: eps =uno / n

PRINT " n="; n, "eps=uno/n="; eps
PRINT " i, " S", " error=S-eps*i", " % error"
suma = 0

FOR i =1 TOn
suma = suma + eps
IF i MOD 10 = 6 = 0 THEN
PRINT i, suma, suma - (i * eps), 100 * (suma - i * eps) / (i * eps)
END IF
NEXT i

Este programa suma i veces la cantidad 1/107 y muestra las sumas parciales bajo la columna que
empieza por S cuando i = 105, 2 x 106, 3 x 106,..., 9 x 10%, 10”. La tercera columna muestra
el error absoluto y la ultima da el error en tanto por ciento. El resultado es:
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n= 1E+07 eps=uno/n= .0000001
i S error=S-eps*i % error

1000000 9.906045E-02 -9.395477E-04 -.9395477

2000000 .2013732 1.373232E-03 .686616

3000000 .2977269 -2.273134E-03 -.7577113

4000000 .3871338 -1.286617E-02 -3.216542

5000000 .4765408 -.0234592 -4.69184

6000000 .5879304 -1.206963E-02 -2.011604

7000000 .7071397 7.139663E-03 1.019952

8000000 .826349 2.634895E-02 3.293619

9000000 .9455582 4 .555824E-02 5.062027

1E+07 1.064767 6.476746E-02 6.476747
El error que se comete no es nada despreciable.

<

> Ejercicio 4.3

Pepito Matemético ha intentado comprobar la fiabilidad de la férmula (1 + €)? ~ 1 + 2¢ (que acaba de
aprender) utilizando para ello el programa QBASIC que tiene en su ordenador. Su programa es el siguiente

PRINT "eps", "(1l+eps)~2", "2 eps"

FORm =1 TO 10

eps = 10 © (- m)
x= (1 + eps) "2
PRINT eps, x, x - 1
NEXT m

El resultado del programa es:

eps (1+eps) 2
.1 1.21

.01 1.0201
.001 1.002001
.0001 1.0002
.00001 1.00002
.000001 1.000002
.0000001 1

1E-08 1

1E-09 1

1E-10 1

2

eps

.21

2
2
2
2
2
0
0
0

0201

.001047E-03
.000332E-04
.002716E-05
.026558E-06
.384186E-07

Explicale a Pepito Matematico lo que ha sucedido.

Evaluacién del polinomio pérfido de Wilkinson

En esta seccién vamos a intentar llevar a cabo una tarea realmente sencilla (sobre todo para
un ordenador), a saber, sumar 21 numeros. Estos nimeros son los valores que toman los 21



206 Métodos numéricos
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Figura 4.1: Gréfica entre = 20 — 1076 y = = 20 + 107 del polinomio pérfido de Wilkinson
P(x) calculado numéricamente con un programa de ordenador que emplea una mantisa de 16 digitos
decimales mediante (a) la férmula (4.6), (b) la férmula (4.5).

monomios que forman el polinomio pérfido de Wilkinson. Este polinomio se define facilmente:

20

P(z)=[J@-n)=(@-1)(z-2)-- (z—20) (4.5)

n=1
= 2432902008176640000 — 8752948036761600000z + 138037597536407040002>
— 128709312451509888002> + 80378118226450517762* — 35999795179476072002:°
+ 12066478037803733602° — 311333643161390640" + 630308120992948962:°
— 101422998655114502” + 13075350105403952'0 — 1355851828995302
+ 113102769953812'2 — 7561111845002 + 40171771630z — 167228082020
+ 533279462 — 125685027 + 206152 — 2102 + 2. (4.6)

En la figura 4.1 se ha representado la evaluacién numérica del polinomio de Wilkinson en las
vecindades de la raiz r = 20 usando la férmula (4.6) mediante un programa (Mathematica)
que emplea nimeros con unos de 16 digitos decimales de mantisa. Si nos fidramos del resultado
numérico, podriamos concluir que la funcién P(z) tiene decenas de raices en el intervalo (20 —
107%,20+107°), 1o que es absurdo pues sabemos que el polinomio P(x) = Hiozl(x —n) tiene s6lo
20 ceros situados en z = 1,2, --- ,20. Simplemente este ejemplo (aunque daremos més) debiera
convencernos de la necesidad de ser cuidadosos y de no fiarnos ciegamente de los resultados

numeéricos: estos deben siempre ser comprobados jal menos en su orden de magnitud!”

> FEjercicio 4.4

La figura 4.1 es en principio sorprendente. Pero si pensamos un poquito, quizas no lo sea tanto.
1. ;A qué crees que se debe la evidente falsedad de la figura 4.1(a)?
2. ;Por qué, en cambio, la figura 4.1(b) ha sido evaluada correctamente?

3. Estima el nimero de digitos decimales de la mantisa que el programa deberia usar para que la figura
(a) adoptara un aspecto mas normal. (Pista: 202° = 1'048 - - - x 10%°)

7;No deberfamos saber “siempre” el orden de magnitud de la solucién de nuestro problema?
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4.2.4. |nestabilidad numérica

Decimos que en un proceso de computo se da inestabilidad numérica cuando pequenos errores
iniciales se van agrandando a lo largo del proceso hasta hacer que los resultados numéricos sean
incorrectos. En la seccion 2.8.4 de la pagina 136 ya vimos un ejemplo de cémo un algoritmo
de cédlculo numérico de las funciones de Bessel era inestable cuando se utilizaba la relaciéon de
recurrencia (2.209) en el sentido de indices crecientes. Aqui vamos a ver otro ejemplo de una
relacion de recurrencia inestable.

» Ejemplo 4.3

Queremos calcular la serie {z,,} definida de modo recursivo mediante las siguientes relaciones:

20 =1, (4.7a)
1
13 4
Tn+1 = gxn — gxn_l. (47C)

Lo haremos mediante el siguiente programa escrito en QBASIC:

DIM x(30)

x(0) =1 :x(1)=1/3

FOR n = 1 TO 19
x(n+1) =13 /3 *«x(m) -4/ 3 *x(tn-1)
PRINT n + 1, x(n + 1)

NEXT n

Los resultados del programa son:

2 1111112
3 3.703722E-02
4 1.234641E-02
5 4.118151E-03
6 1.383441E-03
7 5.040426E-04
8 3.395967E-04
9 7.99529E-04
10 3.01183E-03
11 1.198523E-02
12 .0479202
13 .1916739
14 .7666934
15 3.066773
16 12.26709
17 49.06836
18 196.2735
19 785.0938
20 3140.375

En la primera columna aparece n, en la segunda z,,. ;{Son correctos estos resultados numéricos? La res-
puesta es jno! No es dificil entender lo que ha pasado. La ecuacién (4.7c) es una ecuacién en diferencias

cuya solucién general es de la forma
1 n
Tp = A (3> + B4n,
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como puede (y debe) comprobarse por sustitucién. Sin embargo, la solucién particular que satisface xg = 1
yax; =1/3esz, = (%)n, pues
1\0
m0:A<3> +B4L=A+B=1
A = A = 17 B = O C.q.d.
1
=2 44B =
=3t 3
Por tanto, dado que la serie definida por (4.7) no es méds que {z, = (3)"}, descubrimos que la serie

que calculé el ordenador era completamente errénea. De hecho, a partir de n = 8 la serie se convertia en
creciente, cuadruplicindose aproximadamente cada término con respecto al anterior.

. Qué ha pasado? ;Cudl es la explicacién de este comportamiento tan extrano? La explicacion no es dificil
si nos damos cuenta de que el ordenador no trabaja con nimeros exactos. Esto significa que para él la
condicion inicial exacta xog =1y z1 = % es realmente xg = 14+6g y 1 = % + 61, siendo &g y 7 cantidades
pequeiias (préximas a cero) pero no nulas. Esto implica que B, aunque préximo a cero, no es estrictamente
nulo, es decir el ordenador “utiliza” la férmula x,, = A (%)n + B4™ con A~ 1y B ~0 pero B # 0. Esto
hace que para n suficientemente grande, el término B 4™ domine sobre A (%)n y encontremos erréneamente
una serie geométrica creciente en la que los términos se van cuadruplicando.

» Ejemplo 4.4
El iterador cuadratico o logistico
Tn1 = 43771(1 - an), 0<mo <1,

es un proceso con un comportamiento cadtico y que, por tanto, tiende a amplificar los errores (“efecto
mariposa”). Esto quiere decir que si el proceso comienza en x{, = xg + € con 0 < € < 1, resulta que
tras un nimero m de iteraciones (con m no muy grande) los valores de x;,,, = 4x;,(1 — 7,) difieren
sustancialmente de x,,. Por ejemplo, sea g = 1/3 y z{, = zg + € con € = 10710, En la figura 4.2(a) se
muestra c6mo evoluciona la diferencia E,, = |z, — 2 |. Se ve que E,, aumenta rapidamente (duplicdndose
por término medio en cada iteracién) alcanzando un valor del orden de la unidad tras poco més de 30
iteraciones.

En la figura 4.2(b) se muestra otro ejemplo espectacular de cémo el “efecto mariposa” arruina el computo
de una érbita {x,, } que tendria que ser peridédica. En esta figura se han calculado los primeros 80 puntos de
la 6rbita {z,,} que comenzé en zg = sen?(w/7). Es facil darse cuenta que esta 6rbita debiera ser periddica
con periodo tres pues:

z1 = 4sen®(m/7) [1 —sen®(n/7)] = 4sen®(n/7) cos?(w/7) = sen®(27/7),
zy = 4sen®(2m/7) [1 — sen’(27/7)] = 4sen®(2m/7) cos®(2m/7) = sen’(4x/7),
x5 = 4dsen®(4r/7) [1 — sen’ (47 /7)] = 4sen®(4r/7) cos® (4 /7) = sen®(87/7),

y como sen?(87/7) = sen?(m/7), concluimos que, de forma exacta, 3 = . Sin embargo, como muestra
la figura 4.2(b), el célculo numérico de esta 6rbita se malogra tras poco més de 50 iteraciones a pesar que
los célculos se han realizado con un programa que trabaja con numeros con unos 16 digitos decimales de
mantisa. La razén es clara:

sen’(87/7) = 0/188255099070633234737497557997880 . . .

no puede expresarse de forma exacta con 16 digitos decimales, de modo que ese pequeno error en su repre-
sentacién se amplifica (tipicamente se duplica) en cada iteracién y al cabo de unas decenas de iteraciones
la 6rbita no se parece en nada a la érbita auténtica correspondiente al valor exacto sen?(87/7).

. Qué sucede si repetimos esta experiencia con el valor 2o = 3/47 Es facil ver que z¢ es un punto fijo porque
1 = 3/4, y por tanto x,, = 3/4 para todo n. Sin embargo, como sabemos que el iterador cuadritico ampli-
fica los pequenios errores iteracion tras iteracion, podriamos pensar que si calculdramos numéricamente esta
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Figura 4.2: Resultados numéricos obtenidos mediante un programa que evalia el iterador cuadratico
usando una mantisa de unos 16 digitos decimales. (a) Logaritmo de E,, = |x,, — /| frente a n cuando
zo=1/3y xf, = 29 + 1071°. (b) Orbita {z,,} para z¢ = sen?(r /7).

érbita podriamos encontrarnos con una fenomenologfa similar a la que descubrimos con zg = sen?(7/7)
de modo que la érbita calculada se alejarfa del valor teérico x,, = 3/4 tras unas decenas de iteraciones.
Sin embargo, esto no ocurre jincluso llevando a cabo los cédlculos con programas o maquinas que empleen
muy pocos digitos de mantisa!l La razén es sencilla: sucede que 3/4 es un nidmero de mdquina pues su
representacion exacta en binario es bien simple: 3/4 = (0'11)5. Por tanto, cualquier ordenador que trabaje
con una mantisa de unos pocos bits serd capaz de implementar el iterador cuadratico de forma exacta
para este niumero concreto.

4.2.5. Problemas mal condicionados

En los problemas mal condicionados pequefios cambios en los datos que definen al problema
dan lugar a grandes cambios en las soluciones. Este concepto es muy similar al de inestabilidad.

No es en absoluto extrano encontrarse con problemas mal condicionados. Esto puede suceder,
por ejemplo, cuando se pretende calcular las raices de una funcién. Veamoslo. Sea r una raiz
simple de f(z) (por lo que f'(r) # 0). Si perturbamos f(z) y obtenemos F(z) = f(z) + e g(z)
con € < 1, jcldanto vale la correspondiente raiz R de F(x)? Si |e| < 1, es “razonable” pensar que
la nueva raiz serd R = r + h con |h| < 1. Estimemos el valor de h usando el teorema de Taylor
con la forma de Lagrange para el residuo:

Fir+h)=0% f(r+h)+eg(r+h)=0=
2

)+ h )+ SR ) + elor) + b (r) + g ()] = 0

donde ¢ y n son puntos intermedios del intervalo (r,r + h). Despreciando términos de orden h?
y dado que f(r) = 0 se tiene que

o 9
"E T + e () -
o bien, asumiendo que e ¢'(r) < f'(r),
B~ €9(r)
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Figura 4.3: Un problema mal condicionado: aunque f(x) y F'(x) difieren en una cantidad pequefia,
sus correspondientes raices 7 y R son muy distintas.

Noétese que si f'(r)/g(r) es pequetio, entonces h es grande incluso para valores pequenos de e,
en contradiccién con nuestra suposicién inicial de que |h| < 1. En la figura 4.3 se ilustra este
fenémeno.

Veamos a continuacién un ejemplo concreto.

» Ejemplo 4.5

El polinomio pérfido de Wilkinson. Ya vimos en la seccion 4.2.3 que este polinomio viene dado por

P(a:):H(m—n):(a?—l)(x—Q)--~(ac—20) (4.9)

= 220 — 2102 4 206152'® + - - - — 8752948036761600000z + 2432902008176640000. (4.10)

. Cémo se modifica el valor de la raiz r = 20 cuando cambiamos el coeficiente de 220 de 1 a 14 €? Es decir,
;cudl es la rafz correspondiente de la nueva funcién perturbada F(x) = P(x) + e 22°. Segiin lo discutido
mas arriba, esperamos que la nueva raiz venga dada aproximadamente por 20 + h, donde h es un ntimero

pequefio (|h| < 1) que vendrfa dado aproximadamente por la ecuacién (4.8) con f(z) = P(z) y g(x) = 2%
2
b e 920
17(20) 4 € ¢'(20)
~ €20
1914 €20207
pues
20 20
Fay=> [[@-n
= o
por lo que

Pero 22°/19! ~ 10, luego
€10?
T 14€109
Comprobamos de nuevo que el polinomio de Wilkinson es realmente pérfido: valores pequenisimos de € no
conducen a un valor pequeno de h. Por ejemplo:
3

14103

» Sie=10"6= |h| ~ =~ 1, que no es despreciable en absoluto.
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Figura 4.4: La funcién f(x) y sus correspondientes valores f,, en un conjunto de puntos equiespaciados
T

10
» Sie=10"8= |h| ~ 7 due no es mucho menor que 1.

1
" Sie=10"%= ||~ 5 que tampoco es mucho menor que 1.

4.3. Operaciones numéricas basicas

4.3.1. Diferenciacidon numérica

En esta seccién estudiaremos cémo calcular numéricamente la derivada de la funcién f(x)
en x = g = 0 a partir del conocimiento de alguno de los valores de f(z) en las vecindades de
z = 0. Las férmulas que obtengamos se pueden generalizar al caso en el que zy # 0 sin més que
trasladar el origen de abcisas al punto = = x.

Vamos a suponer que conocemos los valores f,, que toma la funcién f(z) en un conjunto de
puntos equiespaciados x,, (véase la figura 4.4):

Tpn=nh, n=0,£1,+2 ...

Nuestro objetivo es obtener expresiones aproximadas que nos proporcionen una buena estimaciéon
del valor de f/(0) = f’ en términos de f,. Para ello, empezamos desarrollando f(x) en serie de
Taylor en torno a cero

(4.11)

2 3

F() = F0) 4+ f1(0) + 53 J"(0) + 55 FP(0) + -

2 3 (4.12)
=foraf + 5 45 P+

donde hemos introducido la notacién f(™ 0)=f (") La serie de Taylor con el resto de Lagrange,

2 N-1 N

f@) = fotaf + 500"+t gy A+ 5 1066,

con £ € (0,x), nos serd especialmente 1til en todo lo que sigue. En particular

2

3
f:tlEf(:th):fOihf/+%f//ih

o 1) (413)
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donde 0 < &4 < hy —h <&_ <0. Restando f_; de f; obtenemos

h3
fi—fa=2nf+ 3 L&)+ f"(€2)]
y por tanto
/ fl -1 h72 1 "
=7 LF7 (&) + £"(6-)] -
Tenemos pues que®
/ fl f— 2
O(h?)|. 4.14
=R o0 (4.14)
Despreciando el término de orden h? podemos aproximar el valor de f/(zg) por la férmula
h—-ra
"~ 4.1
jrehoIs (415)

que es la derivada primera en diferencias central de tres puntos.® La férmula (4.15) es exacta
si f(z) es un polinomio de grado dos en el intervalo [—h,h], dado que entonces f”(£+) = 0.
Esto significa que la validez de (4.15) descansa en suponer que f(z) puede aproximarse por un
polinomio de grado dos que pasa por f_1, fo y fi-

De la expresion

h2
J+1 :foihf,‘i‘?f//(fﬂ:)

se deduce también que

h
gt he Bpney DN o,
o bien que
fO f,1 h " fO - f,1
= < - — )= - h).
R I ey S T o
Por tanto, despreciando términos de orden h, podemos aproximar f/(z) en z = 0 (es decir, ')
por
f/ fl h fO (416)
que es la derivada lateral derecha de dos puntos, o por
= % (4.17)

que es la derivada lateral izquierda de dos puntos. La derivada lateral derecha proporciona el
valor de f’ de forma exacta si f(x) es una funcién lineal en el intervalo [0, h]. De igual modo, la
derivada lateral izquierda proporciona el valor de f’ de forma exacta si f(z) es una funcién lineal
en el intervalo [—h,0]. Esto significa que las férmulas anteriores son tanto mejores cuanto mas
parecida es f(z) a una funcién lineal en esos intervalos.

8Recordemos que la expresién g(h) = O(h™) para h — 0 significa que limy, o g(h)/h™ = C = finito. Si sucediera
que C = 0 escribirfamos g(h) = o(h™). Esto se discute con mds detalle en la seccién 7.3 de la pdgina 407.

9El nombre procede del hecho de que para su célculo necesitamos conocer el valor de la funcién en el intervalo
[—h,h] (en —h y h para ser precisos) en cuyo interior hay tres puntos, —h, 0, h, que estdn centrados con respecto
a xo = 0.
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» Ejemplo 4.6

A continuacién transcribimos un programa QBASIC!? que calcula la derivada central de 3 puntos, y la
derivada lateral derecha e izquierda de 2 puntos, de la funcién f(z) = sen(x) en el punto x = xg = 1. Por
supuesto sabemos que el resultado exacto es f/(1) = cos(1). Después del programa damos el error de los
resultados [esto es, la diferencia f’ — cos(1)] tal como aparece en la pantalla del ordenador.

’Programa DERIVA.BAS
x0 =1 : h0 = .5 : f0O = SIN(x0) : exac = COS(x0)
FOR m = 0 TO 15

h=h0/2"m

fim = SIN(x0 - h) : fip = SIN(xO + h)

dc3p = (fip - fim) / (2! * h) ’Deri. central 3 puntos
dld2p = (f1p - f0) / h ’Deri. lateral dcha. 2 pts.
dli2p = (f0 - fim) / h ’Deri. lateral izqda. 2 pts.
e3 = ABS(dc3p - exac) ’Error Deri. central
e2d = ABS(dld2p - exac) ’Error Deri. lateral dcha.
e2i = ABS(dli2p - exac) ’Error Deri. lateral izqda
PRINT USING "#.###### "; h; e3; e2d; e2i
NEXT m

Los resultados son:

0.500000 0.022233 0.228254 0.183789
0.250000 0.005611 0.110248 0.099026
0.125000 0.001406 0.053929 0.051117
0.062500 0.000352 0.026639  0.025935
0.031250 0.000088 0.013233 0.013058
0.015625 0.000023 0.006596  0.006550
0.007813 0.000008 0.003292 0.003277
0.003906 0.000004 0.001637 0.001629
0.001953 0.000004 0.000813 0.000805
0.000977  0.000011 0.000385  0.000408
0.000488 0.000019 0.000141  0.000103
0.000244 0.000019 0.000019  0.000019
0.000122 0.000019 0.000225 0.000263
0.000061 0.000225 0.000713 0.000263
0.000031 0.000263 0.000713  0.001240
0.000015 0.000713 0.002666  0.001240

En la primera columna aparece el valor de h, en la segunda columna damos el error cometido por
la formula de la derivada central de tres puntos, en la tercera se da el error de la derivada lateral
derecha de dos puntos, y en la tultima columna se dan los errores de la derivada lateral izquierda
de dos puntos.

> Ejercicio 4.5

1. ;Qué formula proporciona los mejores resultados?

2. ;Se te ocurre la razén por la que para valores no excesivamente pequenos de h (digamos h < 0'002)
la derivada lateral izquierda de dos puntos conduzca a resultados levemente mejores que los de la
derivada lateral derecha de dos puntos?

3. ;Por qué para h muy pequenos los resultados empeoran en vez de mejorar a medida que h disminuye?

<

OF] cédigo fuente de este programa (v de otros programas en QBASIC que se dan en este capitulo) pueden
encontrarse en .
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Derivadas de orden superior

Pueden obtenerse combinando las expresiones del desarrollo de Taylor de f+1, f+2, etc. Por
ejemplo, sumando las expresiones de fi; v f-1 dadas por

fr1=flmo£h) = fothf + h; e ’;? "+ ’f; W(es)
se obtiene
Faotfaa=2fo+ B2+ fﬁ 79 () + 1]
De aqui se deduce que
pre D2kl BT e )]
es decir
pre AT o) (418)

Despreciando términos de orden h? obtenemos la expresién en diferencias conocida como derivada
sequnda en diferencias central de tres puntos:

"o J1—2fo+ f=
Y

Esta expresién proporciona la derivada f”(z) en = 0 de forma exacta si f(x) es polinomio de
grado tres en intervalo [—h, h], pues entonces f4)(£1) =0 para & € (zg — h, zo + h).

f (4.19)

> Ejercicio 4.6

Halla la expresion de la derivada tercera central de cinco puntos.

4.3.2. Integraciéon numérica

Estamos interesados en estimar la integral definida

b
I:/ f(z)dz. (4.20)

Para ello dividimos el intervalo de integracién [a,b] en un nimero N par de subintervalos de
ancho h,

(4.21)

Nos centraremos en obtener una férmula para la integral entre —h y h ya que siempre podemos
dividir (“discretizar”) el intervalo de integracion [a, b] en un conjunto de subintervalos elementales
de ancho!! 2h:

b a+2h a+4h b
/ f(z)dx = / f(z)dx + / fx)dx + -+ f(z)dz. (4.22)
a a a+2h b—2h
La idea bdsica de las férmulas que deduciremos a continuacion consiste en aprorimar f(x)
en cada intervalo elemental [(n—1)h, (n+ 1)h] por una funcion que pueda ser integrada de modo
exacto.

N1 as férmulas de integracién se llaman de tipo Newton-Cotes cuando el discretizado es equiespaciado
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f(x) 1 /

7

7

77 i

-5h  -3h -h 0 h 3h 5h X

Figura 4.5: Interpretacién geométrica de la regla del rectangulo. La integral de f(x) en cada intervalo
elemental de ancho 2h se aproxima por el drea rayada del rectangulo correspondiente.

Regla del rectdngulo

En este procedimiento de integracién numérica se aproxima el valor de f(z) en el interior de
cada subintervalo de ancho 2h por el valor de la funcién f(z) en el punto medio del subintervalo:

h h "
/f(a:)dx—/ fot ot Lo e
—h

_h 2
2h n _3h
_ s [
=20 fo+ f'5 _h+ 5 3 _h+
f// 3
:2hf0+0+?h + -
= 2h fo + O(h?). (4.23)

Esta es la férmula del rectangulo para un intervalo elemental. Usando el resultado (4.23) en (4.22)
y despreciando términos de orden igual o superior a h3, se obtiene

/b f@)do =2h[f(a+h)+ fla+3h)+--+ f(b—3h) + f(b— h)] + NO(K®)  (4.24)

Pero N = (b—a)/h [véase la ecuacién (4.21)] por lo que N O(h?) = O(h?) y la expresién anterior
se transforma en

/bf(:n)d:c:2h[f(a+h)+f(a+3h)+---+f(b3h)+f(bh)]+0(h2)
~2h[f(a+h)+ f(a+3h)+---+ f(b—3h)+ f(b—h)]. (4.25)

Esta férmula es conocida como regla del rectangulo. La interpretacion geométrica de esta regla
puede verse en la figura 4.5: aproximamos el drea bajo la curva f(z) por el drea de los rectangulos
de ancho 2h y altura f(a + (2n + 1)h) con n = 0,1,2,---. Dado que en (4.25) no se evalia la
funcién f(z) en los extremos (x = a y x = b) del intervalo de integracion, se dice que la regla del
rectangulo es abierta.!?

Regla del trapecio

Podemos mejorar la férmula anterior si aproximamos f(z) por una linea recta (interpolacién
lineal) en el intervalo = € [—h, 0], y por otra linea recta en el intervalo x € [0, h]. Veamoslo con
detalle.

12Es por tanto una férmula de tipo Newton-Cotes abierta.
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Expresamos la integral ffh f(x) dz como suma de dos integrales:

h
/ fle)de=1_+ 1
—h

donde

:/(;f(x)dx
I+:/0hf(x)dx

Evaluaremos I, e I_ por separado. Empezamos escribiendo el desarrollo de Taylor de la funcién
f(z) en torno a z = 0:

f

f@)=fo+ flz+ ”a: +-

Podemos expresar la derivada de f(z) en x = 0, f’, en términos de la derivada derecha de dos
puntos, (f1 — fo)/h, es decir, f' = (f1 — fo)/h + O(h), para asi obtener

f(z) = f+[f1hf° O(h)]:c—i—‘};”a:2+--- (4.26)

Utilizando la relacién (4.26) en la definicién de I se encuentra que

I+:/ [f —I—fl fom—I—O(h)x—i—f”xZ—i—---] dx (4.27)
0
_ fi—foh /" n?
= foh + gt O(h) + o gt (4.28)
=§ﬁ+m+0m% (4:29)

Nétese que si despreciamos los términos de orden h?, I, es simplemente la integral de la funcién

Foy = for 12200,

funcién que no es mas que la aproximacién lineal de f(x) que pasa por fo y fi (véase la figura
4.6).

Para calcular I_ procedemos de igual modo salvo en que ahora aproximamos f’ por la derivada
izquierda de dos puntos, f' = (fo — f-1)/h + O(h), de modo que

f(x)=fo+ [fo_hfl + O(h)} x+ ];”xQ + - (4.30)

y entonces

I_:/O [f TP [ f ! +O(h):c+f//x2+--l dz

2
J-1 fo
h 2

= §[f—1 + fo] + O(R?).

= foh+ I——"— + O(h®)
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f(x)

2,

Figura 4.6: Interpretacién geométrica de la regla del trapecio. La integral I, = foh f(x) dx se aproxima
por el area rayada del trapecio.

En definitiva, dado que ffh f(x)dx = I_ + I, encontramos que

h
[ @) de =G+ 260+ 1)+ 00|

Esta es la férmula del trapecio para un intervalo elemental. Usando este resultado en la ecuacién
(4.22) se obtiene

/bf(a;)da;:h [f(;)+f(a+h)+f(a+2h)+---+f(b—2h)+f(Qb)} +NO®M?).  (4.31)

Teniendo en cuenta que N O(h3) = [(b — a)/h]O(h3) = O(h?) [véase la ecuacién (4.21)] la
expresion anterior se transforma en

b
/ f(:c)dx:h[f(;)+f(a+h)+f(a+2h)+---+f(2b)} + O(h?)
:h[f(;)—l—f(a+h)+f(a—|—2h)+---+f(b—2h)—|—‘f(;)}, (4.32)

que es la regla del trapecio. Esta férmula es cerrada ya que requiere evaluar f(z) en los extremos
xr=ay x = b del intervalo de integracién.

Regla de Simpson

Ahora vamos a mejorar nuestras férmulas de integracién aproximando f(x) por un polinomio
de grado dos. La férmula de Taylor con resto de Lagrange nos dice que

" " (4)
f(x):f0+f’x+f7x2+“g—'x3+];—|x4+-~

Expresando f” en términos de la derivada central de tres puntos

Ji—=2fo+ f1

2 + O(h?)

f// —
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se deduce que

h h "
/ f(w)d:n:/ [f0_|_f’$_|_1fl_2fo—|—f—1x2+0(h2)$2+fx3

_h _h 2 h?2 3!
(4)
+f4—'x4+--- dx
2h 3h 3
—2fo+ fo1 @ 2h
fot [ 5 _h+ TS 3 _h+ (%) =3
f/// 74 h f(4) 5 h
_’_7 - <
34|, 4 5|,

=2hfo+ (f1—2fo+ f—1)g +O(h%).

Es decir,

h
[ @y =3lr v o+ 1+ 0|

Esta es la férmula de Simpson para un intervalo elemental. Usando este resultado en la ecuacién
(4.22) encontramos que:

/abf(x)d:):—;l

Pero N = (b—a)/h [véase la ecuacién (4.21)] por lo que N O(h®) = O(h*) y la expresién anterior
se transforma en

N/2 N/2
fla)+2>  fla+ (@n—2)h]+4) " fla+ (2n—1)h]+ f(b) | + NO(K®). (4.33)
n=2 n=1

r N/2 N/2 7

b
/ f(z) do = g f@)+23 fla+@n -2 +43 fla+ (@n— DA+ £(b) | +O(h) (4.34)
a L n=2 n=1 i
- N/2 N/2 -
~ 5 | fla)+ 23 fla+(2n =2k +4) fla+ (20— 1h] + f(b)], (4.35)
L n=2 n=1 i

que es la regla de Simpson.
Para hallar la aproximacion

h h
/ f(x)dxﬁg[f—1+4fo+f1]
—h

no hemos necesitado en absoluto conocer f"”, f ), ... por lo que de forma efectiva hemos apro-
ximado f(z) por un polinomio de grado dos: f(z) = fo + f'z + f"x2. Esto nos podria hacer
pensar que la regla de Simpson sélo seria exacta si f(x) fuera un polinomio de grado dos. Pero
esta conclusién no es cierta: la férmula de Simpson es exacta cuando f(z) es un polinomio de

grado tres. Vedmoslo explicitamente. Si f(x) es un polinomio de grado tres, resulta que

fx)=fo+ flo+ =2+ -2

es exacta. Como la integral entre —h y h de una potencia impar de = es nula, se tiene que la

expresion
h h f// h
/ f(x)d:z:/ fod:v—i—/ 2dx
—h —h 2 Jop



4.3 Operaciones numéricas bdsicas

219

es también exacta. Pero ya hemos visto (véase la pdgina 214) que si f(z) es un polinomio ciibico

que pasa por los puntos (—h, f_1), (0, fo), v (h, f1), entonces se tiene que

fi—2fo+ f1
h2

es una relacién exacta. Encontramos por tanto que, tal y como queriamos demostrar,

f// —

" fi=2fo+ o 2P|
/hf(m)dx:2hf0+1hglg

—h

= g[f—l + 4fo + fil,

es exacta si f(x) es un polinomio de grado tres que pasa por los puntos (—h, f_1), (0, fo), ¥

(h7 fl)
» Ejemplo 4.7

En este ejemplo empleamos un par de programas escritos en QBASIC que implementan las reglas del

trapecio y de Simpson, y con los que se calcula numéricamente la integral

4
I:/ e” dx.
0

El valor de esta integral es I = e* —1 = 53/598150033 - - - . Este resultado lo usaremos para comparar la
precision de los dos métodos numéricos a medida que aumentamos en ntimero de intervalos elementales, es
decir, a medida que hacemos el discretizado maés fino. En estos programas se emplean sucesivamente N =
2™ subintervalos elementales (es decir, h = 4/2™) con m = 2,3,---,20. A continuacién de los programas

en QBASIC damos los resultados que proporcionan tal como aparecen en la pantalla del ordenador.

> Programa TRAPECIO.BAS
DEF fnf (x) = EXP(x)
a=0:b=4
exacto = EXP(b) - EXP(a)
FOR m = 2 TO 20
n=2"m:h=(
suma = fnf(a) / 2
FOR i 1T0n -1
x=a+1ix*xh
suma = suma + fnf(x)
NEXT i
suma = suma + fnf(b) / 2
integral = h * suma
diferencia = exacto - integral
PRINT USING "N=#######  Error=##.######"; n; diferencia
NEXT m

Los resultados son:

N= 4 Error=-4.393803
N= 8 Error=-1.112003
N= 16 Error=-0.278870
N= 32 Error=-0.069778
N= 64 Error=-0.017448
N= 128 Error=-0.004364
N= 256 Error=-0.001095

N= 512  Error=-0.000256
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N= 1024 Error=-0.000069
N= 2048  Error=-0.000027
N= 4096 Error=-0.000034
N= 8192 Error= 0.000065
N= 16384 Error=-0.000031
N= 32768 Error= 0.000004
N= 65536 Error=-0.000008
N= 131072 Error= 0.000011
N= 262144 Error= 0.000164
N= 524288 Error= 0.000336
N=1048576 Error= 0.002502

El programa que implementa la regla de Simpson es:

> Programa SIMPSON.BAS
DEF fnf (x) = EXP(x)
a=0:b=4
exacto = EXP(b) - EXP(a)
FOR m = 2 TO 20
N=2"m: h=(b-2a /N
suma = fnf(a) : factor = 2
FORi=1TON-1
IF factor = 2 THEN factor = 4 ELSE factor = 2
x=a+1ix*xh
suma = suma + fnf(x) * factor
NEXT i
suma = suma + fnf(b)
integral = h * suma / 3
diferencia = exacto - integral
PRINT USING "N=########  Error=##.######"; N; diferencia
NEXT m

Los resultados son:

N= 4 Error=-0.265697
N= 8 Error=-0.018074
N= 16 Error=-0.001156
N= 32 Error=-0.000076
N= 64 Error=-0.000011
N= 128 Error= 0.000004
N= 256 Error=-0.000011
N= 512 Error= 0.000023
N= 1024 Error=-0.000015
N= 2048 Error= 0.000019
N= 4096 Error=-0.000038
N= 8192 Error= 0.000000

N= 16384  Error= 0.000034
N= 32768 Error= 0.000046
N= 65536 Error=-0.000008
N= 131072 Error=-0.000011
N= 262144 Error=-0.000038
N= 524288 Error=-0.000057
N= 1048576 Error= 0.000893

> Ejercicio 4.7

1. ;Qué método proporciona los mejores resultados?
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2. Habrds observado que aumentar N no siempre implica la mejora de los resultados. ;A qué crees que
es debido?

Cuadratura de Gauss

Se ha mostrado en las secciones anteriores que en los métodos de integraciéon numérica la
integral

B
= / r(2)f (2)dz (4.36)

se aproxima por la suma, finita
6} n
| rs@ie ~ S s (437)
@ k=1

donde n y los valores wy, son caracteristicos de cada método. Por ejemplo, si r(z) =1, a = -1y
0 =1, y usamos la discretizacion h = 1, la regla del trapecio es

1
| r@fe)s = 351+ £0)+ 5£0) (4.39)
mientras que la regla de Simpson es
! 1 4 1
/ r(z)f(z)dr ~ gf(—l) + gf(O) + gf(l) (4.39)
-1

Hemos visto que la regla del trapecio se puede entender como la férmula que resulta tras aproxi-
mar la funcién f(z) por la linea recta (polinomio de grado uno) que va de (z,y) = (-1, f(—1))
a (z,y) = (0, f(0)) y por la linea recta que va de (x,y) = (0, f(0)) a (z,y) = (1, f(1)). También
vimos que la regla de Simpson se puede entender como la relacién que resulta al aproximar f(x)
por un polinomio de grado dos que pasa por (—1, f(—1)), (0, f(0)) y (1, f(1)). Como es previsible,
la regla de Simpson es mejor que la regla del trapecio. Parece natural llevar esta idea mas alld y
obtener férmulas de integracién aproximadas mejores sin més que aproximar la funcién f(z) por
polinomios de orden mayor que dos.

Polinomios de interpolacién. El polinomio de interpolacién de Lagrange en n puntos, xx

con k =1,2,---,n, de una de una funcién cualquiera f(z) es un polinomio de grado n — 1 que
pasa por los n puntos (zy, f(xg)) con k =1,2,--- ,n y que viene dado por la expresién
n
Qu-1(x) =Y clw, ) f (z1) (4.40)
k=1
donde
e ay) = — B (4.41)

(x — 2)y (1)’

v(z) el polinomio de grado n dado por

(@) = (@ — 1)@ —a2)--- (@ — @), (4.42)
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V() = = (o —21) - (2 — Tp—1) (T — Tpp1) -+ (2 — @) (4.43)

T=x)

Cuadratura de interpolacién. Es fécil entender que a medida que el polinomio Q,—1(z)
aumenta de grado (pasa por mas puntos) la aproximacién de @,—1(x) a la funcién f(z) mejora
notablemente: f(z) ~ Qn—1(z). [Por supuesto, cuando f(z) es un polinomio de grado n — 1, la
férmula de interpolacién de n puntos conduce a un polinomio de interpolacién @Q,—1(z) igual a
f(z).] Por tanto

8 B
/ r(2) f(z)dz ~ / () Q1 (2)da (4.44)

B
z/ r(x)Zc(x,xk)f(xk)dm (4.45)

~ Z wi f (xg) (4.46)

donde 5
wk:/ r(z)c(z, x)dz. (4.47)

La férmula de integracién (4.46) se conoce como cuadratura de interpolacién (o interpolatoria).
Puede verse que la regla de Simpson se reobtiene si se usan tres puntos equiespaciados (lo que
implica polinomio de interpolacién de grado dos) situados en los extremos y en el punto medio del
intervalo de integracion. Cuando los puntos de interpolacién zj estan equiespaciados, las diversas
cuadraturas dadas por (4.46) se llaman férmulas de Newton-Cotes.

Formula de integraciéon de Gauss-Legendre. Sia = —1y 8 = —1 y se escogen
como puntos de interpolacién zj, a los ceros del polinomio de Legendre de grado n, P,(xy) = 0,
la férmula resultante se conoce como cuadratura de Gauss-Legendre. Esta férmula resulta ser
claramente mejor, para un nimero dado n de puntos de interpolacién, que las cuadraturas de
Newton-Cotes con un nimero de puntos de interpolacién mucho mayor que n. ;A qué se debe
esto? La respuesta es que, mientras la cuadratura de Newton-Cotes de n puntos es (en principio)
exacta si f(z) es un polinomio de grado n — 1, la cuadratura de Gauss-Legendre de n puntos
es exacta si f(x) es un polinomio de grado 2n — 1. La explicacién de este milagro reside en
las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre con respecto a la funcién peso
r(z) = 1 en el intervalo [—1,1]. En efecto, sea f(x) un polinomio de grado 2n — 1. Entonces el
cociente de f(x) por el polinomio vy(x) de grado n es igual a un polinomio @,,—(x) de gradon—1
con un resto R, _1(x) que es un polinomio de grado n — 1:

15 o1 oy Pt
7(33) - Qn—l( )+ ’Y(SU) ) (448)

es decir,
f(z) =v(z)Qn-1(z) + Rp—1(x), (4.49)

donde Q,,—1(x) y Ryp—1(z) son polinomios de grado n—1 dado que () es de grado n. Integrando
la expresion anterior se tiene

1

1 1
/ r(@f(a:)d:cz/ r(x)v(x)Qn_l(J:)daz—f—/ r(z)Rp—1(x) dx. (4.50)

-1 -1 -1
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Pero si y(x) es un polinomio de grado n que pasa por los n ceros del polinomio ortogonal P, (x),
es claro que «y(z) = const x P, (x). Esto significa que y(z) es ortogonal en el intervalo [a,b] con
respecto a la funcién peso r(x) a todo polinomio de grado inferior a n por lo que la primera
integral del miembro derecho de (4.50) es nula. Esto implica

/ ) )i = / () Ry (2) de (4.51)

-1 -1

Dado que R,,—1(z) es de grado n — 1, la férmula interpolatoria (4.46) de n puntos es exacta, por
lo que

1 n
/ r(z)Ry—1dx = Zkan—l(xk), (4.52)
-1 k=1
es decir, por (4.51),
1 n
| r@)f@ds =3 wk ) (15)
-1 k=1

Pero dado que y(zx) = 0, se deduce de (4.49) que f(xr) = Rp—1(zk), por lo que la ecuacién
anterior se convierte en

-1

1 n
[ r@s@)de =3 s ) (4.54)
k=1

Esto es justamente lo que querfamos demostrar: cuando f(x) es un polinomio de grado menor
o igual a 2n — 1, la férmula de interpolacién de n puntos ., wy f(xx) proporciona la integral
f_ll r(x)f(x)dx de forma exacta si los puntos de interpolacién xp son justamente los ceros del
polinomio ortogonal de grado n con respecto a la funcién peso r(z) en el intervalo [—1,1].13

> Ejercicio 4.8
EI método de Gauss-Legendre puede emplearse para calcular integrales ffr(m)f(x)dm, donde oo # —1 y

B # 1, sin mds que emplear un cambio de variable que transforme la anterior integral en otra cuyo intervalo
de integracion sea [—1,1]. ;Cudl es este cambio de variable?

4.4. C(Calculo de raices

Una de las tareas més bésicas del cdlculo numérico es el calculo de las raices (o ceros) de una
funcién. En lo que sigue denotaremos por 7 a las raices de la ecuacién f(x) = 0. En las secciones
siguientes describiremos cuatro métodos numéricos ttiles para la evaluacién de raices.

4.4.1. Método de la bisqueda

Este es un método muy simple que explota el hecho de que la funcién f(z) debe tener signos
distintos a la derecha e izquierda de la raiz. El procedimiento es el siguiente:

1. Sea zp un nimero menor que la raiz buscada y supongamos, por concretar, que f(xg) > 0.
Empezamos eligiendo un valor inicial pequeno arbitrario hg para el salto de la busqueda.

3En hay una practica en Mathematica que trata sobre el método de Gauss y que tiene por objetivo para
facilitar la comprensién de los contenidos de esta seccién.
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2. Evaluamos la funcién f(x) en x1 = xg+ hg y comprobamos si f(x1) es mayor o menor que
cero.' Entonces:

a) Si f(x1) es mayor que cero, es decir, si f(x) no ha cambiado de signo entre =g y z1,
asumimos!® que la raiz estd a la derecha de x; por lo que comenzamos de nuevo la
busqueda repitiendo el proceso desde el paso 2 pero con x1 haciendo el papel de z.

b) Si f(x1) es menor que cero, es decir, si f(x) ha cambiado de signo entre g y 1,
concluimos que la raiz buscada esta situada entre zg y x1. En este caso comenzamos
de nuevo en el paso 1, es decir partimos nuevamente de xg pero usando ahora un nuevo
paso de busqueda de un tamano igual a la mitad del anterior: hy/2 — h;.

3. El proceso se detiene cuando h,, alcanza un valor menor que uno prefijado (tolerancia) o
cuando el nimero de pasos sobrepasa un valor Ny, previamente establecido. El resultado
final del proceso es por tanto una estimacion del valor de la raiz T con una precisién
(tolerancia) de h, [suponiendo que f(z) ha cambiado al menos una vez de signo en el
transcurso del proceso].

Este método podria fallar:
» Si se sobrepasa la raiz buscada sin cambiar el signo de f(x).

= Si la funcién es discontinua y tiene signos distintos a cada lado de la discontinuidad. En este
caso, el método nos proporcionaria como raiz el punto en el cual la funcién es discontinua.

4.42. Método de la biseccién

Este es un método similar al de la busqueda que se basa también en el hecho de que a la
derecha e izquierda de la raiz la funcién f(x) debe tener signos distintos. El procedimiento es
como sigue:

1. Suponemos que la raiz buscada T estd entre ag y bg. Esto significa que f(ag) f(by) < 0.

2. Calculamos el valor de f(x) en el punto medio ¢y del intervalo [ag, by], es decir, calculamos
f(Co) con ¢y = (ao + bo)/2

a) Si f(ag) f(co) > 0, es decir, si f(ag) y f(co) > 0 son de igual signo, asumimos® que
la raiz estd entre co y by [pues entonces f(co) f(bp) < 0]. En este caso asignamos el
papel de ag, es decir, el papel de frontera izquierda, a ¢y y continuamos el proceso
empezando de nuevo en el paso 1.

b) Si f(ao) f(co) < 0, es decir, si f(bg) y f(co) > 0 son de igual signo, asumimos que la
raiz estd entre ¢y y ap [pues entonces f(cp) f(ao) < 0]. En este caso asignamos el papel
de by, es decir, el papel de frontera derecha, a ¢y y continuamos el proceso empezando
de nuevo en el paso 1.

3. El proceso se detiene cuando la distancia entre la frontera derecha e izquierda es menor que
un valor § > 0 prefijado (la tolerancia) o bien cuando el nimero de iteraciones n (es decir,
el nimero de veces que volvemos a empezar con nuevas fronteras) excede uno prefijado:
n 2> Npyax.

14gj f(x1) fuera igual a cero habriamos encontrado la rafz buscada: = x1.

5Debe quedar claro que esto es sélo una suposicién; uno de los defectos de este método es que podria no encontrar
la raiz si esta suposicién no se cumple. Esta dificultad se discute al final de esta subseccién.

6 Esto es s6lo una suposicién. En ciertas situaciones podria ocurrir que la raiz realmente estuviera entre ag y co.
Estas situaciones problematicas son de naturaleza similar a las discutidas en seccién 4.4.1.
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Figura 4.7: (a) Esquema grafico del método de Newton. (b) Un ejemplo en el que el método de
Newton no es capaz de encontrar el cero de la funcién f(x)

Es facil darse cuenta que este método fallara si la funcion es discontinua y tiene signos distintos
a cada lado de la discontinuidad. En este caso, igual que sucedia con el método de la busqueda, el
método de la biseccion nos proporcionaria como raiz el punto en el cual la funcién es discontinua.

4.4.3. Método de Newton

Para utilizar este método (también llamado método de Newton-Raphson) es necesario conocer
el valor de la funcién df /dz = f'(x). La interpretacién gréifica de este método se muestra en la
figura 4.7(a). Vemos fécilmente que la derivada de f(x) en el punto x,, viene dada por la expresién

de donde se deduce que
(Zn) (4.55)

Al utilizar el método de Newton se asume que z,, — 2 cuando n — oo, hecho que no esta siempre
garantizado como se ilustra en la figura 4.7(b). Las iteraciones z,, — =41 se detienen:

» Bien cuando la diferencia (tolerancia) |z,+1 — 5| sea menor que un valor prefijado,
= Bien cuando el ntimero de iteraciones alcance un tope Nyax preestablecido.

En general, el método de Newton converge muy rapidamente a la raiz buscada. De hecho, es
facil demostrar que bajo condiciones muy generales (véase [KC94, seccién 3.2]), si la cantidad
(error en el paso n) e, = |T — x,| es pequeiia, entonces e,11 = O(e2) (véase el problema 4.4).
Esto significa que el error disminuye cuadraticamente, es decir, que el método converge muy
rapidamente.
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» Ejemplo 4.8

En este ejemplo vamos a ver cémo se calcula la raiz cuadrada v R de un nimero cualquiera R mediante
el método de Newton.

Llamemos 7 a la rafz cuadrada de R. Entonces 7 = VR = #°> = R = 72— R = 0, es decir, la rafz cuadrada
de R es el cero de la funcién f(x) = 22 — R. Aplicando el método de Newton a esta ecuacion se tiene que

[véase la ecuacién (4.55)]
2
z,—R 1 R
x =T, — =—|z — . 4.56
n+1 n an 9 ( n + N ( )
Al parecer, esta férmula ya era conocida por los matematicos sumerios hace 4000 anos. También se atribuye

al ingeniero griego Herén. Veamos qué tal funciona usdndola para calcular /2. En este caso R = 2 y la
ecuacién anterior se reduce a

Tn 1
Tp+1 = ? —+ ;
n

El valor de v/2 es (daremos “sélo” los primeros 60 digitos decimales de cada niimero):

V2 = 1/41421356237309504880168872420969807856967187537694807317667 - - -
El método de Newton conduce a

o — 2

1/50000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 - - -
To 141666666666666666666666666666666666666666666666666666666666 - - -
x3 = 1'41421568627450980392156862745098039215686274509803921568627 - - -

1

zy = 1/41421356237468991062629557889013491011655962211574404458490 - - -
s = 1'41421356237309504880168962350253024361498192577619742849828 - - -
re = 1'41421356237309504880168872420969807856967187537723400156101 - - -

Los digitos que coinciden con los exactos han sido subrayados. Notese que este niimero tiende a duplicarse
en cada iteraciéon o, lo que es equivalente, el error disminuye cuadraticamente en cada iteracién. >

Ejercicio 4.9

Justifica la equivalencia de las dos afirmaciones anteriores.

4.4.4. Método de la secante

El método de Newton tiene el defecto de que requiere conocer la derivada de la funcién f(x)
cuyo cero queremos hallar y esto no es siempre factible. El método de la secante es muy similar
al de Newton pero no requiere el conocimiento de esta derivada. La idea clave en el método de la
secante consiste en sustituir la derivada f’(z,) que aparece en la férmula del método de Newton
[véase la ecuacién (4.55)] por una expresién aproximada:

F(n) — f(@n) — f(xnfl)‘

Tp — Tn-1

Esta aproximacién viene motivada por la definicién de la pendiente de la tangente f’(x,) como
el limite de la pendiente de la secante:

f'(zn) = lim

Z—Tn Ty — %
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Figura 4.8: Representacién grafica del método de la secante.

En definitiva, la férmula del método de la secante, equivalente a la férmula (4.55) del método de
Newton, es
Tpn — Tn-1

fxn) = f(zn-1)

Puede verse la interpretacion gréafica de este procedimiento en la figura 4.8. Para calcular la
estimaciéon x,4+1 es preciso conocer las dos estimaciones anteriores z, y z,—1, por lo que al
comenzar el cdlculo de la raiz  debemos proporcionar dos valores (estimaciones) iniciales: zq y
xI1.

Tl = Tn — f(an) (4.57)

4.5. Ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales

En el proximo capitulo 5, dedicado a las ecuaciones diferenciales no lineales, veremos la tre-
menda utilidad de los métodos numéricos de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por
ejemplo, cuando estudiemos las ecuaciones de Lorenz se verd que carecen de soluciones analiticas
(ni exactas ni aproximadas) y que su resolucién numérica es casi la tinica herramienta disponible
para analizar el comportamiento de sus soluciones. Esta situacion es de lo més corriente cuando
tratamos con ecuaciones no lineales. Las figuras 4.9 y 4.10 pretenden ilustrar esta situacion. En
ellas se representan las soluciones numéricas de dos osciladores amortiguados. En la figura 4.9 se
representa la solucién del oscilador lineal

Y'(@)+ 58/ (@) Fy@) = Weos(a),  w(0) =1, ¥(0)=0

cuyo comportamiento es sencillo. Por tanto no es irrazonable esperar que sea posible hallar una
solucién analitica (al menos aproximada) para este problema. Sin embargo, para el oscilador no
lineal

Y@+ 150/ + 9P @) = W0cos(a), y(0) =1, 4/(0) =0

encontramos una solucién completamente distinta con un comportamiento muy irregular. Es claro
que en este caso debemos perder toda esperanza de poder expresar la solucién de este oscilador
de forma analitica. En este caso, como en tantos otros, los métodos numeéricos se convierten en
una herramienta imprescindible.

En lo que sigue, estudiaremos los métodos numéricos de resolucién de ecuaciones diferenciales
centrandonos en la resolucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con
condiciones iniciales:

y'(x) = flz,y)  con  y(xo) = yo.



228 Métodos numéricos
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Figura 4.9: Solucién del oscilador lineal Figura 4.10: Solucién del oscilador no lineal
y"(z) + 01y (z) + y(x) = 10cos(z) con las y"(z) + 0’1y (x) + y3(x) = 10cos(z) con las
condiciones iniciales y(0) = 1, 3/(0) = 0. condiciones iniciales y(0) = 1, /(0) = 0.

Lo haremos asi debido a que:

= Las ecuaciones diferenciales de primer orden son muy simples de modo que los métodos que
estudiemos serdn méds faciles de entender al no quedar oscurecidos por las complejidades
propias de las ecuaciones diferenciales de orden superior.

» Los métodos son idénticos para ecuaciones (o sistemas) de orden superior cambiando sélo
la complejidad formal y la longitud de las manipulaciones (generalmente de naturaleza
meramente algebraica).

Algunas definiciones

Llamaremos ¢(z) a la solucién exacta de la ecuacién diferencial

Y (@) = f(z,y)
cuya condicién inicial es
y(xo) = yo.
Es decir, ¢(z) satisface la relacién
¢'(z) = f(z,0(x))  con  ¢(xo) = yo. (4.58)

El resultado de una resolucién (o integracién) numérica de una ecuacion diferencial ordinaria
es la estimacion aproximada del valor de la solucién ¢(x) en un conjunto finito de puntos x,, con
i = 0,1,.... Denotaremos por y, justamente a esta estimacion numérica de ¢(x) en el punto
n-ésimo, es decir, a la estimacién de ¢(x,): yn ~ ¢(x,). En muchas ocasiones los puntos x,, se
escogen de forma equiespaciada: h = x,4+1 — . En este caso x, = xg + nh. El nimero h es el
tamano del paso.

45.1. Método de Euler

Es el método mas sencillo, y por ello el mas 1util, para presentar las ideas fundamentales de la
integraciéon numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Sin embargo no es, ni mucho menos,
el mejor de los métodos numéricos. Su interés es principalmente académico.
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Empezamos integrando la relacién (4.58) entre xg y 1:

/$1 f(z, ¢(x)) dw = /””1 ¢'(x) dz = ¢(x1) — d(x0),

zo o

es decir,

1

o) = oa) + [ fla.0(w) do

Z0

=10+ /xl f(x, <Z>(x)) dx.

0

Podriamos hallar el valor exacto de ¢(z1) evaluando la integral anterior, pero esto requiere co-
nocer precisamente la solucién (desconocida) ¢(z). En el método de Euler esta integral se estima
mediante la regla del rectangulo:

/ " F e 6(x) dr = f(o,y0) (21 — o)

zo

es decir, se aproxima el area que hay bajo la curva f(ac,gb(m)) entre x1 y xg por el area del
rectangulo de ancho (x; — xg) y altura igual a la ordenada de la curva en su extremo izquierdo,
f(xo,y0). En definitva

$(x1) = ¢(x0) + f (20, $(0)) h- (4.59)

Esta aproximacién se puede entender también como la estimacién que se hace de ¢(z; = xo + h)
mediante el desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto z truncado a partir del orden h?:

do 2
d(x1 =xz0+h)=¢(xo) + —| h+O(h
)= dz |, ) (4.60)
= ¢(z0) + f (20, p(20)) h + O(R?).
La férmula (4.59) se reobtiene tras despreciar los términos O(h?). La estimacién numérica de
¢(x1) mediante el método de Euler es justamente

y1 = ¢(xo) + f (20, d(a0)) b
= o+ f(z0,90) h-
El error que se comete es de orden h? pues ¢(z1) = y1 + O(h?).

Para estimar ahora el valor de ¢(x) en el siguiente punto z2, procedemos como antes e
integramos ¢'(z) = f(z,¢(z)) entre z1 y xo:

2 €2
| ¢ =o(e2) ~ d(ar) = [ (o, 0(a) da.
1 X1
Aproximando nuevamente la integral mediante la regla del rectangulo se tiene que

/332 f(x, qS(x)) dx ~ f(ml, d)(:lcl)) (g — x1),

1

y por tanto

P(x2) ~ ¢(x1) + f (21, ¢(21)) (w2 — 21).
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Ahora encontramos una dificultad nueva: no sabemos cudnto vale la solucién exacta en el punto
izquierdo pues ¢(x1) es desconocido. Antes ¢(xg) era conocido pues venia dado por las condiciones
iniciales: ¢(zp) = yo. En el método de Euler esta dificultad se resuelve aproximando ¢(x1) por

Y1:

P(w2) =~ ¢(x1) + f(z1,0(21)) (w2 — 21)
~y1+ f(z1,91) (22 — 21)

o bien

d(x2) ~y1 + f(x1, 1) he

Al miembro derecho de esta ecuacién lo llamaremos ys:

Y2 =y1 + f(21,01) he (4.61)

Por tanto ys es la estimacion del valor de ¢(x2) que proporciona el método de Euler. Deberia ser
ahora evidente que cualquier otra estimacién y,4+1 de la cantidad ¢(z,41) segin el método de
Euler viene dada por la expresion

’ ¢($n+1) > Yntl = Yn + f(l'na yn) h ‘ . (4.62)

Esta relacién es conocida como ecuacién o formula de integracion de Euler. Su interpretacion
grafica se da en la figura 4.11.

» Ejemplo 4.9
Tlustraremos el método de Euler utilizandolo para resolver una ecuacion diferencial muy sencilla:
y(@)=z+y con y(0) = 1.

La solucién exacta es ¢(z) = —1 — x + 2€%, como se puede comprobar por sustitucién en la ecuacién
diferencial. Lo primero que hacemos es elegir (arbitrariamente) un tamano de paso, digamos, h = 0'1.
Calculamos ahora las estimaciones y,, mediante el método de Euler y comparamos con los valores exactos
@(zy,) que damos en negrita:

1 =01, y1=yo+hf(zo,y0) =1+01f(0,1)
—14+01(0+1) =11 < ¢(z;) = 11103

2 =02, yo=wy1+hf(z,p)=1+f(0111)
=11401(01+11) =122 < ¢(xg) =1'2428

Errores

Hemos visto en el ejemplo anterior que los resultados numéricos difieren de los exactos. Esto
es debido a la existencia de dos fuentes de error:
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o(x )|

Figura 4.11: Representacién grafica del método de Euler e interpretacion geométrica del error debido
a la discretizacién. (a) e, = ¢(xn+1) — Ynt1; (b) En = é(zn) — yn.

1. La primera fuente de error es la inexactitud de la férmula discretizada. El error que se
comete al calcular ¥y, mediante la formula discretizada suponiendo que y, fuera el valor
ezxacto, se conoce como error de discretizacion local, e,, del n-ésimo paso de integracién:

en = ¢(Tnt1) — Yny1 siendo y, = ¢(zy,) ezxacto. (4.63)
Por la férmula (4.60) sabemos que en el método de Euler este error es de orden h2. En el
ejemplo anterior (con h = 0'1) vefamos que

eo = ¢(0'1) — yy = 1’1103 — 1'1 = 0/0103.

La diferencia entre la solucion exacta y la numérica en un punto se conoce como error de
discretizacion acumulado:

En = ¢(xn) = yn. (4.64)

En el ejemplo anterior teniamos que
By = ¢(0'2) — yp = 1'2428 — 1'22 = 0/02.

No es dificil demostrar [KC94] que el error de discretizacién local que se comete en el método
de Euler es de orden h? si f(x,y) y sus primeras derivadas parciales son continuas en la
region de integracion. En la figura 4.11 se muestra graficamente en qué consiste el error de
discretizacion local y el error de discretizacion acumulado.

2. La segunda fuente de error es el niumero finito de digitos con los que se representan los niime-
ros en los calculos numéricos. Obviamente, este error puede reducirse usando un nimero
mayor de digitos. El error de redondeo acumulado se define por

R, =yn — Yy, (4.65)

siendo Y,, el valor calculado real e y, el que deberia haberse calculado si la precisiéon de
nuestros calculos fuera infinita. Este tipo de error es dificil de analizar.

El error total estd acotado por |E,| + |Ry|:
|9(zn) — Yo| = [¢(zn) — yn + yn — Yal|

< ‘QS(-Tn) - yn| + ‘yn - Yn|
< |En| + |Rnyl.
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4.5.2. Método del desarrollo de Taylor

En la ecuacion (4.60) mostramos que el el método de Euler se puede entender como procedente
del truncamiento en el orden h de la serie de Taylor

do h? d?¢ h® 3¢
h? df (x,¢ h3 d?f(x, ¢
= glan) + h S o) + oy TR+ G EIGEEN) e

Es evidente que podemos mejorar la estimacién del método de Fuler si retenemos més términos
del desarrollo de Taylor. Por ejemplo, si truncamos a partir del término de orden A2, la férmula
seria:

2

P(zny1) =¢(xn) +h f(2n, o(n)) + i [fo(@n, $(wn)) + f(@n, (x0)) fy(@n, d(zn))] + O(A?)

2!
(4.68)
pues
df (z,y(z)) dy
T@IE) _ fow,9)+ L fylem)
y, por la definicién de la funcién ¢(x),
do _

L= fwe).

Se ha usado la notacién f,(x,y) para referirse a la derivada parcial de f(x,y) con respecto al
primer argumento y f,(z,y) para referirse a la derivada parcial de f(x,y) con respecto al segundo
argumento. La férmula discretizada correspondiente a la férmula (4.68) es por tanto:

2
et =+ £ ) 57 U ) 5 i) Fys ) (4.69)

cuyo error local de orden h3.
La generalizacién a 6rdenes méas altos es inmediata. Sin embargo, este método tiene como
desventajas que:

» Requiere evaluar previamente las derivadas parciales fy, fy, fzz, - .. de f(z,y). Sin embargo,
la existencia de programas de céalculo simbélico hace que este requerimiento sea menos
penoso y més fiable que cuando, en los viejos buenos tiempos, habia que hacerlo “a mano”.

= No es factible si estas derivadas parciales no existen. Sin embargo, esto no es lo habitual.

4.5.3. Método de Euler Modificado

Dado que ¢(z) satisface la relacién ¢/(z) = f(z, ¢(x)), se tiene que

one) = oen) = [ 5 (e.00w) da. (4.70)

Estimaremos de nuevo la integral anterior mediante la regla del rectangulo, aunque ahora apro-
ximaremos el integrando por el valor de f en el punto medio, es decir, en z,41. En tal caso se
tiene que

/M+2 f(x, qb(x)) dx ~ 2hf(:nn+1, ¢($n+1)). (4.71)
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De hecho sabemos [véase la ecuacién (4.23)] que el error que se comete al usar esta regla de
integracion es de orden h3, es decir,

/xn+2 f(z,¢(2)) de = 2h f(vpi1, d(Tns1)) + O(R?). (4.72)

Usando y,+1 en vez de ¢(x,41) se obtiene la relacién

Tn+2
[ w6@) do = 2 f i)
La férmula discretizada del método de Euler modificado es por tanto

Yn+2 = Yn + th(anrl» ynJrl)' (4'73)

Para calcular y,, 12, es preciso conocer los dos puntos anteriores, yn+1 € yp. Por esta razén se dice
que es un método de dos pasos. Dado que al inicio del procedimiento de resolucién numérica solo
conocemos Yo, el valor de y; ha de hallarse por otros métodos. Por ejemplo, podemos hallar y;
mediante métodos de un paso, tales como el método de Euler simple, o bien mediante el desarrollo
de Taylor. Por ejemplo, usando este ultimo procedimiento, se tiene que

yl:y(“:x”h):y”jixomifxgmh2+0(h3) (4.74)

donde
% = f(z,y)
' d>y dy Oof ofdy Of af
@ " dr 0w T oydrox @Y gy
» Ejemplo 4.10
Apliquemos este procedimiento a la ecuacién del ejemplo 4.9 anterior:
y=xz+y, y0)=1

Recuérdese que la solucién exacta de esta ecuacion es ¢(x) = —1 — x + 2e®. Al igual que hicimos en el

ejemplo anterior, tomamos h = 0’1 como tamano del paso. Hemos primero de calcular y;. Lo haremos
mediante la serie de Taylor:

y(0) =1,
y'(z) = f(z,y) =z +y,
y'(x)=fot fl@,y)fy=1+(@+yl=1+2z+y,

luego

y'(0)=f(0,1)=0+1=1,
y"(0)=1+0+1=2.
Utilizando la expresién (4.74), tenemos entonces que

h2
yl:1+h+23:1+0'1+(0'1)2:1'11.
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La féormula de Euler modificada es para este ejemplo igual a

Yn+2 = Yn + 2- 0/1[1‘"4’_1 + y’n+1]a

luego tenemos que
yo = 14+ 0'2[0'1 + 1'11] = 1'242.

El valor exacto es ¢(0'2) = 1'2428. El método de Euler modificado ha proporcionado una estimacién
12 = 1’24 bastante mejor que el método de Euler simple, el cual conducia a yo = 1'22.

45.4. Métodos Predictor-Corrector

Presentaremos aqui dos métodos de este tipo: el método de Euler mejorado y el método de
Milne.
Método de Euler mejorado o método de Heun

Aproximamos la integral de

(@ns1) — d(an) = / " e ole)) de

mediante la férmula del trapecio [véase la ecuacién (4.29)]:

[ @ 0@) de = 5 1) + Fonsromin)] + O

~ g [f(zn,yn) + f(@nt1, Ynt1)],

para obtener la férmula discretizada del método de Euler mejorado o método de Heun:
h
Yn+1 = Yn + 9 [f(xna yn) + f($n+17 ynJrl)] . (4'75)

Este método es aparentemente initil porque el valor que queremos hallar, y, 1, aparece en el
argumento de f(x,y) en el miembro derecho de la férmula de discretizacién. Para solventar este
problema, lo que se hace es predecir este valor mediante otro método (con el de Euler, por
ejemplo). El valor estimado mediante este otro método es el valor predictor y lo denotaremos por
Un+1- Es justamente este valor el que se usa en el miembro derecho de la ecuacién de discretizacién
(4.75) para hallar un nuevo valor, es decir el valor corregido” de 1,1 1:

e = v+ g [Fn ) + F(nsn, )] (4.76)

Si utilizamos el método de Euler simple como método predictor se tendria que
gnJrl =yn+h f(:L'm yn)a

por lo que la férmula discretizada (4.76) se reducirfa en definitiva a

Yn+1 = Yn + g[f(xmyn) + f(xn—I—l?yn + hf(xnvyn))] . (477)

Esta formula es conocida como férmula de Heun.

17, Hace falta explicar por qué se dice que este es un método de tipo Predictor-Corrector?
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Método de Milne

En este método se aproxima la integral de
Tn+2
P(Tnt2) — dan) = / f(x? (:c)) dx
Tn
mediante la férmula de Simpson:

/ " f(l‘» ¢($)) dz = Z[f(@n,yn) + 4f (Tn+1, Ynt1) + f(Tnt2, Ynt2)] + O(h5)

~

Wl wl>

[f(xna yn) + 4f(mn+17 yn+1) + f(xn+2, yn+2)]7

para obtener la férmula discretizada del método de Milne:

h
Yn+2 = Yn + §[f(xna yn) + 4f<xn+17 yn-I—l) + f(xn-‘rQa yn+2>]-

Como en el caso anterior, resulta que el valor que pretendemos hallar, y,.2, aparece en el ar-
gumento de f(x,y) en el miembro derecho de la férmula de discretizacién. Este problema se
solventa, tal como hicimos anteriormente, utilizando otro método para predecir el valor y, 2.
Denotando por y,+2 a este valor predictor, tendriamos que el valor corregido segin la ecuacion
de discretizacién de Milne seria

h ~
Yn+2 = Yn + g[f(xna yn) + 4f(xn+1’ yn+1) + f(xn+2, yn+2)]' (478)

Debe notarse que este método es, como el método de Euler modificado de la seccién 4.5.3, un
método de dos pasos: para calcular y,+2 hemos de conocer previamente la solucién en los dos
puntos anteriores y, e y,+1. Por supuesto, para evaluar yo, el punto y; tiene que calcularse por
algun otro método de un paso (por ejemplo, puede usarse el método de Euler simple o el método
del desarrollo de Taylor).

455. Meétodos de Runge-Kutta

Estos son métodos muy populares por su facilidad de programacion mediante ordenador y
por la gran precision que pueden alcanzar. Los métodos de Runge-Kutta de orden m se disefian
para reproducir la estimacion de ¢, 11 — ¢, que proporciona la serie de Taylor

dé 26| 1 dmg
ap SVl 2. 2 2%
dx dx? Tt m! dx™

1
h+ =
+2

n

H(Tnt1) — ¢(xn) =

h™ 4+ O(h™ ) (4.79)
n n
si se trunca en el orden m. Es decir, la estimacién y,+1 — vy, de la cantidad ¢,4+1 — ¢, que
proporciona un método de Runge-Kutta de orden m vendria dada por los primeros m términos
de (4.79):
do 1 d?¢| 1 d™¢
—yp=—| h+=—"—"L| A+ .-+ — —| ™ 4.80
Ynt1 = Y dx’n To@E| T @ (4.80)
Dicho en otros términos, en los métodos de Runge-Kutta de orden m se hace que el error local
en = ¢(Tni1) — Yni1 sea cero hasta orden h™, es decir, e, = O(h™*1). Los métodos de Runge-
Kutta alcanzan este objetivo mediante la evaluacién de f(z,y(z)) en ciertos puntos y sin evaluar
ninguna derivada de la funcién ¢(z). Siendo més precisos, en el método de Runge-Kutta de orden
m se reproducen los m términos de la serie (truncada) de Taylor de la ecuacién (4.80) anterior
mediante la férmula

n

Ynt1 = Yn + a1k1 + agka + -+ + ki, (4.81a)
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con

kl - f(a:Twyn) ha
ky = flzn + a2 h,yn + baiki] b,
ks = flzn + ash, yn + bsik1 + ba2ko] I, (4.81b)

km = f[xn + amh7 Yn + bm,lkl + -+ bm,mflkmfl] h.

Los valores de los coeficientes o, a; y b;; se determinan de modo que ¢(zp41) — Ynt1 = O(h”“).

A primera vista, la férmula de discretizaciéon de Runge-Kutta (4.81) podria parecer muy
arbitraria y carente de justificacién. Sin embargo, un poco méas de atencién nos haria descubrir
que algunas de las férmulas de discretizacién que hemos hallado anteriormente no son mas que
casos particulares de (4.81). Por ejemplo, la férmula de Heun dada por (4.77) es un caso particular
de (4.81) con m = 2, OélzaQ:%yaQ:le:l.

> Ejercicio 4.10

Demuestra que, tras hacer el cambio h — h/2, la férmula de Milne (4.78) adopta la forma de la ecuacién
(4.81) si Yn42 estd dada por la férmula de Euler moficada e y,11 por la férmula de Euler.

En la siguiente secciéon nos limitaremos a deducir las féormulas del método de Runge-Kutta
de orden 2 (a pesar de que normalmente se usa el método de Runge-Kutta de orden 4) porque
el procedimiento para obtener las formulas de Runge-Kutta es el mismo para todos los 6rdenes
y, sin embargo, las manipulaciones algebraicas requeridas para obtener las férmulas de érdenes
superiores se hacen muy pesadas a medida que el orden aumenta.

Método Runge-Kutta de segundo orden

En el método de Runge-Kutta de orden 2 se pretende hallar una férmula de discretizacion de
este tipo:
Ynt1 = Yn + c1k1 + ok (4.82)

con

kl = f(mna yn)ha
kQ = f($n+ah>yn+bkl)h7

donde {a1, az,a,b} son pardmetros a determinar de modo que el error local e, = ¢(zp+1) — Ynt1

(4.83)

sea, como minimo, de orden h3. Por la definicién de error local asumimos que ¢(z,) = Y.
Calculamos ¢(x,,+1) mediante serie de Taylor hasta orden h%:
_ _ do 1 d?¢| 3
Ons1) = 00+ 1) = Blan) + dx] he 3 | 1+ O (4.84)

donde

do| _ do| _

d*¢|  d?*¢ d of dyof

A2 . = 42 o = [cl:nf<x’y(x))]n = [81: + d:n@y}n = fo(Tn,yn) + f($n7yn)fy(l“m?/n)-

En definitiva, tenemos que

2 2
A(@nt1) = Yn +h f(zn,yn) + %fx(xmyn) + %f(xm yn)fy(wmyn) + O(hg)' (4.85)
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Por otro lado, usando las expresiones de ki y ko de (4.83) en (4.82) se obtiene

Yn+l = Yn + ath f(xna yn) + agh f[xn + ah, Yn + bh f(wna yn)] (486)

Pero mediante el desarrollo en serie de Taylor de la funcién de dos variables flx, + ah,y, +
bh f(xn,yn)] en torno a x, e y, se encuentra que

f[-rn +ah,y, + bhf(xmyn)] = f(xnayn) + ahf:v(wnayn) + bhf(xnayn) fy(xna yn) + O(hQ)

Insertando este resultado en (4.86) obtenemos

Yn+1 = Yn + (051 + 042) hf(xnayn) + athQf:v(xn7yn) + ba2h2f(xn7yn)fy(xn7yn) + O(hg)

Restando esta ecuacién de la ecuacién (4.85) se encuentra que el error local e, = ¢(Tpn+1) — Yn+1
es igual a

€n :(1 — o] — 052) hf(xnvyn) + <; - aa2> hzfx(ajnayn)

+ <; — bOz2> h2f<xn7yn)fy(xn;yn) + O<h3)

Podemos hacer que el error local e, sea cero hasta orden h? si elegimos los pardmetros {aq, as, a, b}
de modo que

1
a1 +ag =1, aag = o, bagzi. (4.87)

Esto significa que en este método (método de Runge-Kutta de orden 2) el error local serd de
orden h3: e, = O(h3).

En (4.87) hay tres ecuaciones y 4 parametros a determinar, por lo que la solucién de estas
ecuaciones no es unica. Tenemos pues la libertad de elegir entre las soluciones posibles. Por
ejemplo, si escogemos a = 1 nos encontramos que

b=1,

1
a=1=>ay=-=
2 {041:%.

Se tiene entonces que la ecuacién (4.82) se convierte en

1 1

1
= Yn + i(kl + kz), (4.89)

con

ki = f(xfhyn)h?
ko = flzn + hyyn + b f(20, ya)]h.

La férmula (4.88) es una férmula tipo Runge-Kutta de orden 2 que coincide con la férmula de
Heun (véase la expresion (4.77) en la pagina 234).
Otra eleccién posible es

1 1
= — :1 = — = V.
a 2:>a2 =0 2:>a1 0
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Esta eleccién conduce a una férmula de tipo Runge-Kutta
Ynt+1 = Yn + k2,

h h
= Yn + §f(xmyn)

=y +hf xn+2

equivalente a la férmula del método de Euler modificado sin mas que hacer h — h/2 en la
expresion (4.73).

Método Runge-Kutta de cuarto orden
En el método de Runge-Kutta de orden 4 la férmula discretizada es de la forma

Yn+1 = Yn + a1k1 + aoko + azks + agky,

con

(Tns Yn ),

[Xn + ag h, yn + ba1k1]h,

[€n, + ash, yn + bs1k1 + bs2ka]h ,

[T + ash, yn + barky + bazks + basks]|h.

f
f
f
f

Los coeficientes «;, a;j by se buscan de modo que el error local e, = d(Tpt1) — Ynt1 sea cero
hasta orden h*, es decir, e, = O(h®). Expresando, tal como hicimos en el método de Runge-
Kutta de orden 2, el desarrollo de Taylor de ¢(x,, + h) e yp4+1 en términos de derivadas parciales
de f(z,y) e identificando coeficientes, se obtendria un sistema algebraico de 11 ecuaciones para
los 13 pardmetros {aq, ag, as, ay, az, as, aq, ba1, ba1, b3z, bai, baz, byz} a determinar.'® Podemos, por
ejemplo, elegir arbitrariamente ay = ag = % y hallar el resto de los coeficientes mediante las 11
ecuaciones. El resultado es

1

alzéa
_1 _ ! by =

az = 3, az = 3, 21 = 5

1 1 1
o3 37 as 2, 31 — O 32 — 27

1
as =g, ag =1, by =0, by =0, baz = 1.

En definitiva, tendriamos

Ynt+l = Yn + = (kl + 2ko + 2ks + k4) (4'90)

con

kl :f(mnayn)h
ko= f f + h
2 = Tn + 27yn 2 >

h
k3:f<xn 273/n >h’
k‘4:f(l‘n+hyn+k‘3h

??‘

18Pyeden verse los detalles de este desarrollo en la referencia [Myi78]
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Esta féormula discretizada es conocida como férmula de Runge-Kutta de orden 4 con coeficientes
de Runge o, simplemente, férmula de Runge-Kutta de cuarto orden, dado que son los coeficientes
de Runge los que se emplean de modo casi exclusivo. Muy a menudo se la conoce como férmula
de Runge-Kutta cldsica.

Por supuesto, otras elecciones de ao y a3 conducen a otras férmulas discretizadas también
vélidas [Ant02, sec. 11.4]. Por ejemplo, si elegimos as = a3 = 3/8, obtenemos la férmula discre-
tizada de Runge-Kutta con los coeficientes de Kutta:

1
Y1 = Yn+ g (k1 + 3k + 3ks + k4) , (4.91)
con

kl = f(xnayn)ha

h k
k2:f<xn+ayn+1)h,

3 3
2h ka ki
k3 = n ™ 2 Yn o 5 h,
3 f<37+3y+3 3>

ks = f(zn+h,yn + ki —ka+ks)h.

> Ejercicio 4.11

Demuestra que la férmula de Runge-Kutta (con coeficientes de Runge) se reduce a la regla de Simpson
cuando la funcién f no depende de y.

» Ejemplo 4.11
En este ejemplo estimaremos el valor de la solucién de la ecuacién diferencial
y=xz+y, y0)=1,
en el punto z = 0’2 mediante el método de Runge-Kutta de orden 2 y orden 4 usando un paso igual a
h=02.
Orden 2:

La ecuacién de Runge-Kutta de segundo orden es

1
Yntl = Yn + §(k1 + k2),
con

kl - f(xnayn) ha
ko = flon +h,yn + b f(2n, yn)] b

En nuestro ejemplo se tiene que
h=072,
y(0) =yo =1,
por lo que los valores de k1 y ko son

ki=(0+1)02=02,
ko = (024 1'2)0'2 = 0'28.
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Por tanto encontramos que
/ ]‘ / /
y(02)2y2:1+§(02+028)
=14+024
=124
Orden 4:

Utilizando el grupo de férmulas correspondientes al método de Runge-Kutta de cuarto orden, ecuaciones
(4.90), hallamos que

ki = f(0,1)0'2 =102,

/2 /2
@zf(0+%,L+%>OQ=@“+PDU2=U%,

0’2 024
%ZfOH_2J+ 2>OQ=wW+me?=WM&

ks= f(O+02,1+0244)0'2 = (0’2 + 1'244) 0’2 = 02888,
por lo que la solucién es
1
Yo =1+ G (0'2+2-0'24 + 20244 + 0'2888)
= 1/2428.

Como vimos en los ejemplos anteriores, la solucién exacta es ¢(0'2) = 1'2428. Luego el método de Runge-
Kutta de cuarto orden nos ha proporcionado con sélo un paso de tamafnio h = 0’2 una mejor estimacién

del valor exacto ¢(0'2) que cualquiera de los métodos vistos anteriormente (incluso cuando empleaban el

tamafo de paso mas pequefio h = 0'1).?

<

45.6. Sistemas de ecuaciones de primer orden

Los métodos numéricos que hemos presentado en la seccién anterior estaban disenados para
resolver una unica ecuacion diferencial de primer orden. Sin embargo, su generalizaciéon para
hacerlos aplicables a sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden no es especialmente
dificil. Por ejemplo, para el sistema

dx

E = f(ta xvy)v

o (4.92)
- =9tz y).

es facil demostrar que la férmula discretizada de Euler vendria dada por

{ T+l = Tp + hf(tna xmyn),

(4.93)
Ynt1 = Yn + L g(tn, Tn, Yn)-

De modo anéalogo, el método de Runge-Kutta de cuarto orden con los coeficientes de Runge
tomaria la forma

1
Tl = Tp + é(kl +2ky + 2ks + ka),

. (4.94)
Ynt1 = Yn + é(h + 215 + 213+ 1y),

YEn hay una practica en Mathematica en la que se compara el método de Euler y el de Runge-Kutta de
orden 4.
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con

kl f(t’rh*rn?yn) h )
ll - g(tnaxnayn) h )

I
k2_f< 2 7yn 2>h7
h l1
ly = tn atn 77 n o hv
2 g( +2 Ty + Y +2>
h l2
k == tn ) a h7
3 f( +2 2>
h lo
l3:g<t +§7xn >yn >h7
ko= f (tn +hxn+k3,yn+l3)h,
ly = g( +h, xn+k37yn+l3)h

La generalizacion a sistemas con un niimero mayor de ecuaciones es obvia.

4.6. Métodos numéricos para problemas de contorno

Hemos visto en la seccién anterior procedimientos numéricos para resolver ecuaciones dife-
renciales ordinarias con condiciones de iniciales. En esta seccion nos dedicaremos al estudio de
métodos numéricos capaces de resolver ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de
contorno (CC). Estos métodos suelen ser mas complicados, menos directos, que los que se usan
para resolver los problemas de condiciones iniciales. Las ecuaciones sobre las que aplicaremos los
métodos seran ecuaciones diferenciales de segundo orden:

y'(z) +p(2)y'(z) +q()y(z) = f(z)  com  a<z<b.

La generalizacién a otro tipo de ecuaciones no suele ser dificil. En esta seccién estudiaremos tres
clases de métodos: métodos en diferencias finitas, métodos iterativos, y métodos de tiro.

4.6.1. Métodos en diferencias finitas

Estos métodos se basan en la idea de discretizar la funcién incégnita y(z) en el intervalo de
interés [a, b]:
y(x) - {y07 Yty yn}
donde
Y(Tm) =Ym con a=z9g<x; < <Tp_1 <Tp=2>=

y traducir las condiciones diferenciales que determinan y(z) (es decir, la ecuacién diferencial)
en condiciones algebraicas sobre el conjunto {yo,...,y,}. El siguiente ejemplo debe hacernos
entender esto de un modo mas claro.

» Ejemplo 4.12

Queremos obtener una estimacién numérica de la solucién de la ecuacién diferencial

y'(x) = y(x) (4.95a)
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Figura 4.12: Discretizado y notacién para el ejemplo 4.12.

que satisface las condiciones de contorno
y(0) =1, y(l)=e. (4.95b)

La solucién exacta es y(z) = e, como puede comprobarse facilmente. Siguiendo la idea expuesta mds
arriba, vamos a ver cudl seria la traduccion algebraica de la anterior ecuacién diferencial, o, lo que es lo
mismo, la traduccion algebraica de la condicion: “la segunda derivada de la funcién incégnita en un punto
dado es igual a esa misma funcién en ese punto”, o, equivalentemente, la traduccién algebraica de que
la curvatura de y(z) por x,, es proporcional a y,,. Tomaremos en este ejemplo h = Zp41 — Ty, = 1/3
como valor de discretizacién (véase la figura 4.12). Sabemos por la seccién 4.3.1 que podemos aproximar
la derivada !/, de y(x) en z,, mediante la férmula de la derivada central de tres puntos (véase la ecuacién
(4.19) en la pégina 214):

no Ym—1 — 2Ym + Ym+1
ym - h2 :

Luego la “traduccién algebraica” de la ecuacién diferencial (4.95) en el punto genérico x,, es

Ym—1 — 2ym + Ym+1 _
h? s

Particularizando esta expresién en cada uno de los puntos del discretizado (en xg, x1, x2, y x3) se obtiene
el siguiente sistema algebraico:

90:17
Yo —2y1+y2
T—ylv
Y1 —2y2 +yz
T—y%

ys=e.

De este modo tenemos un sistema algebraico con cuatro valores a determinar, yg,y1,y2,y3 y cuatro ecua-
ciones a satisfacer. La solucién de este sistema (recuérdese que h = 1/3) es:

y0:]-7
9(19+9e) ,
=— 7 ~1'397
Y1 230 )
9(9+19¢) ,
= —— ‘2 ~19%
& 280 949,

Ys =¢€.
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A pesar de la discretizacion tan grosera que hemos empleado (h = 1/3), estos resultados estdn en muy
buen acuerdo con los exactos: e'/3 ~ 1/396, e2/3 ~ 1/948.
> Ejercicio 4.12

Usa el procedimiento anterior para hallar una estimacién numérica de la solucién del problema de condi-
ciones de contorno

y' (@) = —m?y(x)
con y(0) =1, y(1) = —1 para una discretizacién de tamanio h = 1/3. Compara con la solucién exacta.

<

En resumen, la clave para traducir las condiciones diferenciales que determinan y(z) (es decir,

la ecuacién diferencial) en condiciones algebraicas sobre {yo, ..., y,} consiste en expresar de modo
aproximado la derivada i-ésima de y(z) en x,, en la forma de una relacién algebraica (derivada
en diferencias) que involucre los valores discretizados {yo,y1, ..., ¥yn}. Si usamos la férmula de la

derivada central de tres puntos para estimar y,, (véase la ecuacién (4.15)) y la derivada segunda
central de tres puntos para estimar y/), (véase la ecuacién (4.19) en la pagina 214), se tiene que
en cada punto x = x,, la ecuacién diferencial

y" +p(2)y'(2) + q(z) y(z) = f(z)
toma la forma

Ymt1 — 2Ym + Ym—1
h2

o plarn) P (@) v = f (@) (4.96)

que es una ecuacién en diferencias finitas. En lo que sigue denotaremos a esta ecuacién (ecuacién
de discretizacién de la ecuacién diferencial en el punto z,,) mediante el simbolo E,,. Es decir,

1

Em: ﬁ

(1 — ;lp(fl'm)> Ym—1+ % (Q(l'm) h2 — 2) Ym + % (1 + ;lp(xm-i—l)) Ym+1 = f(xm)
(4.97)

Condiciones de contorno

Vamos ahora a discutir cémo incorporar las condiciones de contorno (CC) de modo que, junto
con las relaciones discretizadas de la ecuacién diferencial E,,, den lugar a un sistema

CCi=CC izquierda discretizada
Eq
E,
En—l
CCd=CC derecha discretizada )

que sea resoluble. Distinguimos dos posibilidades:?"

l. La condicién de contorno no involucra a la derivada (condicién de contorno de Dirichlet):

yla) =y =

20Galvo que se diga lo contrario, y sin pérdida de generalidad, nos limitaremos en lo que sigue a discutir la
condicién de contorno a la izquierda.
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En este caso el sistema en diferencias seria

CCi: Yo =«
— 2 + —
Bi: P p(e) B g = fla)

[I. La condicién de contorno involucra a la derivada (condicién de contorno de Neumann):
ary(a) + asy'(a) = a. (4.98)

Veamos dos modos naturales de discretizar esta condicién de contorno e incluirla junto con las
ecuaciones E,, en un sistema sobre {yo, y1, ..., ¥yn} que sea resoluble:

1. Un modo de implementar la condicién de contorno (4.98) en forma de diferencias finitas
es aproximando y'(a) mediante la férmula de la derivada lateral derecha de dos puntos:
y'(a) ~ (y1 — yo)/h [véase la férmula (4.16) de la pégina 212]. Por consiguiente la CCi
quedaria asi

ary(a) + as I ; B _ g
y el sistema adoptaria la forma
CCi: ary(a) + agu =
— 2y + _
E;: w + p(z1) y22hy0 +q(z1) y1 = f(21)

2. Pero la derivada en diferencias lateral (por la derecha o izquierda) es menos precisa que la
central ¥/, = (Ym+1—Ym—1)/2h (tal como vimos en la seccién 4.3.1). Sin embargo, si usamos
esta ecuacion en la frontera, es decir, en el punto xg, nos encontramos con la ecuacion

yo = (y1 — y—1)/2h,

siendo y_1 un valor ficticio [correspondiente al punto z_; = a— h situado fuera del intervalo
de definicién de y(z)] cuya introduccién anade una incégnita més al sistema algebraico.
Por supuesto, este sistema no es resoluble si no se anade una ecuacién mas que involucre
a y_1. El procedimiento habitual consiste en anadir la ecuacién genérica (4.97) en el punto
T = xg = a, es decir anadir la ecuacion Eg al sistema. En resumen, el sistema quedaria

oci CCpura @ oaqy(a)+ ag% = a,
Eo A0 4 plao) P+ alwo)yo = f(@o),
E

Mediante la notacién CCpyra nos referimos a la ecuaciéon de la condicién de contorno ex-
presada en forma de diferencias.

Veamos un par de ejemplos.
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» Ejemplo 4.13

Queremos hallar el sistema en diferencias correspondiente al problema de condiciones de contorno cuya
ecuacion es

y" (@) +p@)y () + q(2)y(z) = f(2).
y cuyas condiciones de contorno son
ary(a) + asy'(a) = a,
Bry(b) + Bay'(b) = B.

Utilizando la opcién 2 anterior y tras multiplicar todas las expresiones por h2, el sistema en diferencias
quedaria

CCipura : _%hy—l + OéthyO + %h’yl = Oéh27
Ty — CcC h h
Eo: (1 — §p0) Yy—1+ (qoh2 — 2) Yo + (1 + 5?0) Y1 = fohz’
h h
z1— Eq: (1—§p1) yo—|—(q1h2—2) Y1 + (1+§p1) y2 = fih?,

h
In—1 — Enfl : <]~ - 7pn71) Yn—2 + (qn71h2 - 2) Yn—1 + (1 + §pnfl) Yn = fn71h27
h h
E,: (1 - 7pn) Yn—1 + (QHh2 - 2) Yn + (1 + 7pn) Yn4+1 = fnh27
cC 2 2

CCdpura : 7?2}1:’!1171 + Bthyn + ?2’1 Yn+1 = ﬂh2

Ty —

Obtenemos asi un sistema algebraico lineal de n + 3 ecuaciones con n + 3 incégnitas.

<

Observaciones. En los métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias con
condiciones de contorno basados en la discretizacién de la ecuacién diferencial sucede que:

= La ecuacién diferencial ha de ser lineal para que, tipicamente, la resolucion del sistema
algebraico sea abordable.

= Se requiere mucha memoria de ordenador si utilizamos un nimero grande de puntos.

s A diferencia de los métodos de tiro que expondremos mas adelante, las condiciones de
contorno que involucran a y'(x) son féciles de implementar.

4.6.2. Meétodos de tiro
Sea el problema de condiciones de contorno

y'(z) + H [y (x),y(x), f(z)]

0, z € la,b],
ya)=a,  yb) =5, (4.99)

=p

donde H es una funcién no necesariamente lineal. Los métodos de tiro se basan en sustituir este
problema por otro de condiciones iniciales:

y'(z) + H [y (x),y(x), f(x)] =0, x € a,b],
y(a) = o, y'(a) =m]|.

(4.100)

La solucién de este tltimo problema depende obviamente del valor inicial m de la derivada (la
pendiente) /() en a, por eso escribiremos esta solucién asi: y(z;m). El objetivo de los métodos
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de tiro es dar en el blanco, es decir, determinar el valor m de la derivada de y(x) en a, 3/(a) = m,
de tal modo que y(x;m) satisfaga también la condicién de contorno a la derecha: y(b,m) = (.
En definitiva:

Buscamos el valor m tal que y(b;m) = f.

Dicho en otros términos, hay que encontrar un cero m de la funcién F'(m) = y(b; m) — (3, es decir,
Buscamos el valor m tal que F'(m) = 0.

La funcién F(m) se calcula integrando numéricamente la ecuacién diferencial de valores ini-
ciales (4.100) y evaluando la solucién en x = b. El cero de F(m) se puede calcular mediante
los métodos usuales que estudiamos en la seccién 4.4. Los métodos de tiro, en contraste con los
de diferencias finitas, pueden aplicarse sin dificultades especiales a ecuaciones diferenciales no
lineales.

> Ejercicio 4.13

1. Diseria un método de tiro que permita resolver la ecuacién diferencial (4.99) cuando una de las
condiciones de contorno involucra una derivada (condicion de contorno de Neumann). Por concretar,
supoén que

2. Haz lo mismo para el caso en el que ambas condiciones de contorno involucren la derivada. Por
ejemplo, supén que

4.6.3. Métodos iterativos en diferencias

Tlustraremos estos métodos mediante la ecuacion
y'(x) = f(x). (4.101)

La generalizacion a otro tipo de ecuaciones es inmediata. Si discretizamos la ecuacién anterior,
es decir, si la traducimos a su relaciéon equivalente en diferencias tal como hemos hecho en la
seccion anterior, obtenemos que para cada punto x,, la ecuacién discretizada es

1
Em : Ym—1 — 2ym + Ym+1 = h2fm = 5 (ym—l + Ym+1 — thm) = Ym- (4102)

En los métodos iterativos se interpreta esta ecuacién como una asignacién

(ymfl + Ym+1 — h2fm) — Ym (4103)

| =

es decir, como un procedimiento para obtener una estimacién del valor de la solucién y(z) en
un punto x,, a partir de estimaciones previas de y(x) en los puntos adyacentes ;-1 ¥ Tmt1-

Denotando por 3?'%° al valor previo de y(z) en el punto xj, la relacién (4.103) toma la forma

J

1 - .
5 (35 + s — h2 ) — e, (4.104)

. . .z . . .z iejo
Asumiendo que en cada iteracién, el valor y2'®¥° es una mejor estimacién de y(x,) que y,, 9,

es obvio que debemos realizar este proceso repetidamente hasta que el resultado de la iteracién
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[n]

converja. Si llamamos y;, a la estimacién de y(z,,) en la n-sima iteracién, podemos escribir
(4.104) de un modo mas conveniente:

1/ m n
) = 2 (Ll #5) (1109

En los método iterativos se asume que y,[g] converge cuando n — 0o y que este valor yl,io I es

una estimacién de y(z,,) tanto mejor cuanto menor es h. Dicho en otros términos, se asume que
yiﬁo [ y(xy,) cuando n — oco. El procedimiento condensado en la férmula (4.105) es conocido
como método de Jacobi.

Nétese que si usamos la férmula (4.105) en el sentido de m crecientes (“de izquierda a dere-
[n+1] [n+1]

cha”), cuando procedemos a calcular el valor yn,  ya conocemos la estimacién y,,";". Si, como
. . [n-}-l} . . . s [n]
estamos asumiendo, consideramos que y,, ;' es una mejor estimacién de y(xy,—1) que y,,," ;, pare-

ce razonable introducir este dato mejorado en nuestro calculo de y,[gﬂ}. El modo obvio de hacerlo

es cambiando el proceso iterativo (4.105) por este otro:

1 n n
yh = 5 (?Jlnﬂ} + ?J1[n]+1 - thm) : (4.106)

Este método iterativo, llamado método de Gauss-Seidel, converge mas rapidamente que el de
Jacobi y ademas es més facil de implementar.
Por ultimo, existe un método aun mas rapido que el de Gauss-Seidel y que también es facil

de implementar. En este método, conocido como método de super-relajacion, se estima y,[ng }

como una mezcla ponderada del valor previo de y,, (es decir, de ym]) y el valor de ymﬂ] que se
obtendria mediante el método de Gauss-Seidel:

y%H_l] - (1 B w)ym] Tt [ylg_i_”] Gauss-Seidel (4107)

donde w es el pardmetro de super-relajacién o pardmetro de mezcla. Para la ecuacién (4.101) de
nuestro ejemplo, esta relacién tomaria la forma

1 n n
1] — (1 — W)yl + wy (.%[ni} + y7[n]+1 - h2fm) : (4.108)

El valor é6ptimo del parametro w que hace que el método converja rapidamente suele estimarse
por tanteo. Nétese que cuando w = 1 se recupera el procedimiento de Gauss-Seidel.

Es licito preguntarse sobre la convergencia de estos métodos. El procedimiento mas sencillo y
efectivo para responder a esta pregunta es implementar los métodos y comprobar si convergen. Si
no lo hacen, habria que buscar otros procedimientos. Pero si convergen, sabemos que los valores
hacia los cuales tienden las iteraciones son la solucién (numérica) del problema.

> Ejercicio 4.1}

Demuéstrese que es cierta esta ultima afirmaciéon para cada uno de los tres métodos anteriores, a saber,
meétodo de Jacobi, método de Gauss-Seidel y método de super-relajacion.

» Ejemplo 4.14

A continuacién se da un programa en QBASIC que implementa el método de super-relajacién para resolver
el problema de condiciones de contorno

y'(z) + 1222 =0, y(0) =y(1) =0,
cuya solucién exacta es y(z) = z — a*

todos iguales a cero, es decir, yl?ﬂ = 0. El programa es el siguiente:

como es facil comprobar. Los valores iniciales de y,, se escogen
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’Programa SUPRELAX.BAS
n = 50 ’n debe ser par
h=1/n
omega = 1.9
DIM y(0 TO n), £(0 TO n)
FOR 1 = 0 TO n
x=1=x*xh
f(i) = -h *x h * 12 * x * x
y@i) =0
NEXT i
PRINT "omega="; omega, "n puntos="; n
PRINT "y en x=1/2 exacto", 7 / 16
FOR it = 1 TO 1001
FORi=1T0n-1
yp= (yG& -1 +y@E + 1) - £(E) /2
y(i) = (1 - omega) * y(i) + omega * yp
NEXT i
IF (it - 1) MOD 100 = O THEN
PRINT USING "iteracion=####t##, y(x=1/2)=#. ######"; it; y(n / 2)
END IF
NEXT it

Este programa imprime las estimaciones de y(xz = 1/2) cada 100 iteraciones. Estos valores deben
compararse con el valor exacto y(x = 1/2) = 7/16 = 0/4375. Damos a continuacién los resultados
que se obtienen para distintos valores de w (en el programa, w es la variable “omega”) :

T o L S

omega= 1 n puntos= 50
y en x=1/2 exacto .4375
iteracién= 1, y(x=1/2)=0.001110

iteracién= 101, y(x=1/2)=0.124469
iteracién= 201, y(x=1/2)=0.225867
iteracién= 301, y(x=1/2)=0.294880
iteracién= 401, y(x=1/2)=0.341391
iteracién= 501, y(x=1/2)=0.372724
iteracién= 601, y(x=1/2)=0.393831
iteracién= 701, y(x=1/2)=0.408049
iteracién= 801, y(x=1/2)=0.417628
iteracién= 901, y(x=1/2)=0.424080
iteracién= 1001, y(x=1/2)=0.428427
S o o o = W NSRS

omega= 1.5 n puntos= 50

y en x=1/2 exacto .4375
iteracién= 1, y(x=1/2)=0.002857
iteracién= 101, y(x=1/2)=0.291481
iteracién= 201, y(x=1/2)=0.393214
iteracién= 301, y(x=1/2)=0.424020
iteracién= 401, y(x=1/2)=0.433348
iteracién= 501, y(x=1/2)=0.436173
iteracién= 601, y(x=1/2)=0.437028
iteracién= 701, y(x=1/2)=0.437287
iteracién= 801, y(x=1/2)=0.437365
iteracién= 901, y(x=1/2)=0.437389
iteracién= 1001, y(x=1/2)=0.437397
o o o S S S ST
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omega= 1.9 n puntos= 50

y en x=1/2 exacto .4375
iteracién= 1, y(x=1/2)=0.007677
iteracién= 101, y(x=1/2)=0.437375
iteracién= 201, y(x=1/2)=0.437397
iteracién= 301, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 401, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 501, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 601, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 701, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 801, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 901, y(x=1/2)=0.437398
iteracién= 1001, y(x=1/2)=0.437398

Es evidente la gran influencia que tiene el valor del pardmetro de super-relajaciéon w en la rapidez
de la convergencia de las iteraciones.

4.7. Resolucion numérica de la ecuacidon de difusion

En esta seccién estudiaremos métodos numéricos de resolucién de ecuaciones en derivadas
parciales basados esencialmente en las ideas que discutimos en la seccién 4.6 anterior, es decir,
basadas en la discretizacién de las ecuaciones diferenciales para transformarlas en ecuaciones en
diferencias (es decir, algebraicas). De forma abreviada, nos referiremos a estos métodos como
métodos en diferencias. Son muy numerosas las formas de implementar estas ideas en métodos
numéricos eficientes [MM94, Ant02]. Discutiremos en secciones separadas los métodos correspon-
dientes a cada una de las tres clases de ecuaciones en derivadas parciales (parabdlicas, hiperbdlicas
y elipticas) dado que los métodos que son apropiados para cada clase suelen tener caracteristicas
comunes. Siendo maés precisos, desde un punto de vista computacional, lo mas apropiado seria
clasificar las ecuaciones en derivadas parciales en dos tipos de ecuaciones:

» Ecuaciones dinamicas, con evolucién temporal, tales como las ecuaciones parabdlicas e
hiperbdlicas.

» Ecuaciones estaticas, como son las ecuaciones elipticas.

La distincién desde un punto de vista computacional entre ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas
no es tan importante porque muchos problemas combinan aspectos parabdlicos e hiperbdlicos
y porque, muy a menudo, la resolucién de los problemas hiperbdlicos conlleva ciertos pasos
intermedios en los que hay que resolver problemas parabdlicos.

Notacidn

Empecemos mostrando la notacién habitual propia de los métodos numéricos en diferencias.
Para ello usaremos un ejemplo concreto. Consideremos la siguiente ecuacién en derivadas parciales
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(EDP) unidimensional y doblemente inhomogénea

0 0u
ai: = ko + Q1) (4.109)

e {( ) = A1),
(L,1) = B(t),
)

CL:  wu(z,0) = f(z).

Discretizaremos las funciones u(zx,t), A(t), B(t) y Q(x,t) que aparecen en la EDP en la forma
que se muestra en la figura 4.13, es decir,

s Az es el tamafio del paso de discretizacion de la variable espacial x.
= At es el tamano del paso de discretizacién del variable temporal t.
» z; es la posiciéon dada por jAz: x; = jAx.

s t,, es el instante dado por mAt: t,, = mAt.

. ug.m) es el valor de la funcién u(x,t) en la posicién x; en el instante ¢,,:

u(jAx, mAt) = u(xj, ty) = ugm).

« U ](m) es la estimacién numérica (en general aproximada) del valor exacto ug-m).

. ng) es el valor de la funcién Q(z,t) en la posicién x; en el instante t,,
Q(jAz,mAt) = Q\™.

» A, ¥y By son los valores de A(t) y B(t) en t,,, respectivamente.

4.7.1. Un método explicito para ecuaciones difusivas

Describiremos este método aplicandolo a la resolucion del siguiente problema difusivo:

ou 0%u

con

u(z,0) = f(z). (4.111)

Si u(z,t) fuera un campo de temperaturas, la ecuacién anterior describe el problema de la difusién
del calor en una barra con extremos a temperatura fija nula y temperatura inicial dada por la
funcién f(x).

Para resolver la anterior ecuacién numéricamente hemos de discretizarla, es decir, hemos
de hallar la ecuacién en diferencias correspondiente mediante la sustitucién de los operadores

{u(O,t) = u(L,t) =0,
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t
(m)_
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tm L 2 & ! Bm=uN
A(t) B(t)
@ &
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Figura 4.13: Discretizado espacio-temporal para la resolucién en diferencias de una ecuacién en deri-
vadas parciales unidimensional.

diferenciales por sus equivalentes en diferencias. Por ejemplo, podemos escribir (véase la seccién
4.3.1)

LD )

Iu i Y
v e R A
il .. A + O(At),
(m) (m) (m)
922 o = e + O(Ax)=.

Noétese que en la derivada temporal hemos usado la férmula discretizada correspondiente a la
derivada lateral.?! En definitiva la ecuacién diferencial (4.110) se transforma en al ecuacién en
diferencias

u§m+1) — u(.m) ugn_q — 2u§~m) +u

J =k
At (Ax)?
donde T(zj,t,m) = O(At) + O(Ax)? se conoce como error de discretizacién o error de trunca-
miento. Las condiciones de contorno y la condicién inicial de (4.111) se expresan asi:

(m)
I 4 T2, ) (4.112)

u(()m) = u(0,mAt) =0, (4.113)
ulT = w(L, mAt) =0, (4.114)
W = u(jAz,0) = f(jAz) = f(z;) = f. (4.115)

Despreciando el error de truncamiento 7'(z;, %), la ecuacién (4.112) se transforma en una

(m)

expresion aproximada que nos permitird estimar u; Como a estas estimaciones las denotamos
por U ](m), la ecuacién que obtenemos, tras despreciar T'(z;,t,,), es
(m+1) _ 77(m) (m) _ 577(m) (m)
U; U; U;Zi =207 + U;

j+1
~ =k (Ar)? . (4.116)

21 ;Lateral? Aqui serfa mds natural hablar de derivadas hacia delante o hacia atrds, dado que usualmente

tendemos a pensar que el tiempo avanza hacia delante y no hacia los lados. Si aceptamos esto, deberiamos decir
que hemos usado una derivada “hacia delante” (o “delantera”) de dos puntos.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.14: Solucién numérica mediante el método explicito de la férmula (4.117) de la EDP (4.118)
con (At = 00025, Az = 0'1), es decir, con S = 1/4, para t = 0,001,002, 003,004,008, 0'16.

Esta ecuacion la escribiremos de este modo mas conveniente:

kAt
(Az)* |

m—+1 m m m m
plm+h — Uj( )4+ 5 (Uj(fl) — 2UJ( ) 4+ UJ(H)) con S = (4.117)

J

Esta férmula, conocida como férmula en diferencias del método explicito, proporciona de forma

explicita una estimacion de la solucién u en el punto (z;, tm+1), u(zj, tm + At) = u(zj, tyg1) =

U(m+1)
J

.

, a partir del valor de U en z; y en sus dos puntos adyacentes, x;_1 y 1, en el instante

Estabilidad: jqué valores de At y Ax se pueden usar?

Mostraremos a continuacion mediante un ejemplo la importancia de la correcta eleccién del
tamano del discretizado (At, Az) cuando se emplea la férmula (4.117). Para ello vamos a resolver
la siguiente EDP:22

ou  0%u

— = 4.118

ot 0x?’ ( )
CC: wu(0,t) =u(l,t) =0,

CL: u(z,0) = {

x para 0<z<1/2
0 para 1/2<x<]1,

mediante el método explicito, ecuacién (4.117), usando diferentes valores de (At, Ax).

» Primera eleccién: (At = 0/0025, Az = 0'1). En este caso se tiene que el valor del pardme-
tro S de la férmula (4.117) es igual S = 1/4. El resultado de la integracién se muestra en
la figura 4.14. Se ve que los resultados obtenidos son sensatos.

22En hay una practica en Mathematica donde se resuelve este problema de difusién unidimensional.
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Figura 4.15: Solucién numérica mediante el método explicito de la férmula (4.117) de la EDP (4.118)
con (At = 0'01, Az = 0'1), es decir, con S =1, para (a) t = 0 (linea discontinua) y t = 0'02 (linea
continua) y (b) ¢ = 0,001,002, 0’03, 0'04.

> Ejercicio 4.15

La resolucién numérica de (4.118) mediante el método explicito con At = 0/0025 y Az = 0’1 en el
instante t = 0’02 da el siguiente resultado:

(0,0), (0'1,0/0935394), (0'2,0'175665), (0'3,0/231825), (0'4,0'248004), (0'5,0/220543),
(0'6,0'162534), (0'7,00979706), (0'8,0'0472595), (0'9,0'0168854), (1,0)

donde el par (x,U) nos proporciona el valor de U en la posicién .
Resuelve la EDP mediante separacion de variables y compara la solucién analitica parat = 0'02 con
los anteriores resultados numéricos.

» Segunda eleccién: (At = 001, Az = 0'1). En este caso se tiene que S = 1. El resultado
de la integracién se muestra en la figura 4.15.

No hay duda de que esta solucién numérica es completamente errénea. Lo que hemos
encontrado es que el método numeérico sintetizado en la férmula (4.117) se vuelve inestable
para S = 1.

Afortunadamente se sabe bajo qué circunstancias el método que hemos expuesto es estable.
Es posible demostrar [Hab83, seccién 13.3.4] (véase también el problema 4.16) que el método

explicito (4.117) es estable si

S < ! . (4.119)

11— cos (%)

Esta condicién se conoce como criterio de estabilidad de von Neumann. Dado que 1—cos ((N — 1)7/N
es siempre menor o igual que 2 (la igualdad se da para N — c0), podemos asegurar que, a fortiori,
el método es estable siempre que

1
1 —cos (W)

Es decir, podria ocurrir que el procedimiento sea estable incluso para S > 1/2 si

e [1-o (B527)]

<

S < (4.120)

| =
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pero lo que es siempre cierto es que el algoritmo serd estable si S < 1/2.
Vale la pena notar que si se escoge S = 1/2, la férmula (4.117) se reduce a

(m+1) _ L om) | ;r(m)
v = 2 im +ofm] |- (4.121)

Esta férmula es bien facil de recordar: la temperatura (solucién) en el instante t,,+1 = t,, + At
en un punto x; es igual al valor medio de la temperatura de sus vecinos en el instante anterior

tim.

Eficiencia-coste

Nétese que la condicién S = k At/(Ax)? < 1/2 implica que el valor de At que elijamos debe
verificar que
(Az)?
2k
es decir, si discretizamos finamente la posicién para alcanzar una buena precisién, esto es, si
escogemos Az pequeno, resulta entonces que At es muy, muy pequeiio, por lo que avanzar en el
tiempo con saltos tan diminutos resulta computacionalmente muy costoso. Esto ademéas puede
conducir a pérdida de precisién por acumulacién de errores de redondeo.

At <

(4.122)

EDP no homogénea

La generalizacion del método explicito que acabamos de ver a ecuaciones diferenciales parciales

no homogéneas® es inmediata. Es ficil ver que la versién discretizada de
ou 0%u
Fri k‘@ + Q(z,1),
ac: u(0,t) = A(t),
1) = B(t),

u(L,t) =
CL: u(z,0) = f(x),

vendria dada por

U§m+1)At_ e - kuﬁ - (QZZ;)Q s + Qi Az, mAL) + T(xj,tm)
con
u™ = A(mAt), (4.123)
u%n) = B(mAt), (4.124)
ol = f(jaw), (120)

Procediendo como en la pagina 252 deducirfamos aqui una férmula similar a la férmula (4.117)

la cual nos permitiria obtener U;mH) a partir de ](:Tl) y U ](m).

> Ejercicio 4.16

Escribase esta formula explicitamente.

ZNétese que son doblemente inhomogéneas: inhomogéneas en la ecuacién y en las condiciones de contorno.
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Para estos problemas no homogéneos se sigue verificando el criterio de estabilidad dado por
_ At
» Ejemplo 4.15

En este ejemplo damos un programa QBASIC que resuelve numéricamente mediante el método explicito la
s 224
ecuacién

ou_ o
ot Ox?

junto con condiciones de contorno u(0,¢) = u(1,t) = 0 y la condicién inicial

con k=1,

u(z,0) = fnexacta(x,0) = [e_20(”_1/zf _ e 20(e=3/2)° __e—20(m+1/%2}.
La solucién exacta de este problema es

u(x, t) = L [efQO (z—=1/2)%/7 _ 6720 (z—3/2)%/7 _ e,QO (I+1/2)2/T:|
T

con 7 = 1+ 80t. El programa es el siguiente:

’Programa EDPEXPLI.BAS

DEF fngauss (x, t) = EXP(-20 * (x - .5) =~ 2/ (1 + 80 * t)) / SQR(1 + 80 * t)
DEF fnexacta (x, t) = fngauss(x, t) - fngauss(x - 1, t) - fngauss(x + 1, t)
n = 30 ’numero de puntos (escojase par)

DIM u(n)

CLS

ix=1/n

dt = .0005 > dt=discretizado temporal

itmax = 200 > numero maximo de iteraciones

saltot = 40 > mostraremos los resultados cada saltot iteraciones
s =dt / ix © 2 ’ parametro S

PRINT "numero de puntos="; n

PRINT "dx="; ix;

PRINT ", dt="; dt;

PRINT ", ="; s

PRINT "numero de saltos="; itmax; ", t final="; itmax * dt
PRINT

t =0

u(0) = 0: u(n) =0
FORi=1T0n -1
u(i) = fnexacta(i * ix, 0)
NEXT i
PRINT "Errores en el punto medio para varios tiempos:"
FOR it = 1 TO itmax
uvieja = 0
FORi=1T0n -1
unueva = u(i) + s * (uvieja + u(i + 1) - 2 * u(i))
uvieja = u(i)
u(i) = unueva
NEXT i
IF it MOD saltot = O THEN
t =dt * it
dif = fnexacta(ix *n / 2, t) - u(n / 2)
PRINT USING "tiempo=#.######, error=#.#########"; t; dif

21Pueden verse més detalles en [Koo86].



256 Métodos numéricos

END IF
NEXT it
PRINT
PRINT USING "Valores en varias posiciones en t=#.######"; t
FORi=1T0n-1
IF i MOD 5 = 0 THEN
exacto = fnexacta(i * ix, t)
PRINT USING "u(##)=#.####"""", exacta=#.####"""""; i; u(i); exacto
END IF
NEXT i

Los resultados obtenidos con el programa para distintas elecciones de Az y At son:
1. Az =1/30 y At =0'005 (y por tanto S = 0'45):

numero de puntos= 30
dx= 3.333334E-02 , dt= .0005 , S= .45
numero de saltos= 200 , t final= .1

Errores en el punto medio para varios tiempos:
tiempo=0.020000, error=0.001334429
tiempo=0.040000, error=0.000661522
tiempo=0.060000, error=0.000449330
tiempo=0.080000, error=0.000396758
tiempo=0.100000, error=0.000313401

Valores en varias posiciones en t=0.100000
u( 5)=0.1303E+00, exacta=0.1298E+00
u(10)=0.2258E+00, exacta=0.2260E+00
u(15)=0.2608E+00, exacta=0.2611E+00
1(20)=0.2258E+00, exacta=0.2260E+00
1(25)=0.1303E+00, exacta=0.1298E+00

Los resultados son bastante buenos, siendo el error del orden esperado.
2. Az =1/30y At = 0001 (y por tanto S = 0'9):

numero de puntos= 30
dx= 3.333334E-02 , dt= .001 , S= .9
numero de saltos= 100 , t final= .1

Errores en el punto medio para varios tiempos:
tiempo=0.020000, error=1.983485937
tiempo=0.040000, error=%0.439629824E+09
tiempo=0.060000, error=%0.814366000E+17
tiempo=0.080000, error=%0.148818889E+26
tiempo=0.100000, error=%0.272760126E+34

Valores en varias posiciones en t=0.100000
u( 5)=-.8610E+33, exacta=0.1298E+00
1(10)=0.1859E+34, exacta=0.2260E+00
u(15)=-.2728E+34, exacta=0.2611E+00
u(20)=0.2819E+34, exacta=0.2260E+00
u(25)=-.1785E+34, exacta=0.1298E+00

En este caso el pardmetro S es mayor que 1/2 y la solucién numérica es completamente errénea.

<
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Otro método explicito: Método de Richardson

Este método pretende mejorar al método explicito anterior disminuyendo el error de discreti-
zado que se comete al evaluar la derivada temporal. Para ello, se sustituye la derivada (temporal)
“delantera” de dos puntos (véase la nota al pie de la pagina 251) por la férmula de diferencias
centrales de dos puntos

ou u§m+1) . ugm—l)
ot 2At
de modo que ahora el error de discretizaciéon es de orden (At)? [véase la féormula (4.14) en la
pagina 212]. Usando esta relacion, la ecuacién de difusién discretizada (en diferencias) queda

+ O(At)?,

(m+1) _ gy(m=1) (m) _ or(m) | gr(m)
ot —um) o o™ + Ul

2A¢ =k (Az)? ’

obteniéndose la siguiente ecuacién explicita:

(m+1) _ pp(m—1) | 2KAL ) (m) | rr(m)
Ut ~ +W(UH—2Uj +Uj+1>,

La idea que hemos expuesto parece muy buena pero, desafortunadamente, este método numeéri-
co tiene un “pequeno” problema: es siempre inestable por lo que no ha de usarse nunca. Esto
puede demostrarse mediante un andlisis de estabilidad de von Neumann (véase el problema 4.18
y la referencia [Hab83, sec. 13.3.4]).

4.7.2. El método implicito de Crank-Nicholson

En el método explicito (por supuesto, no en el de Richardson) que hemos visto en la seccién
anterior, discretizabamos la EDP
ou k82u
ot Ox?
aproximando la derivada temporal por la derivada “frontal” en diferencias de dos puntos:
(m+1) _ (m)
Ou Y Uy
O | (0 tm) At

Desde luego, lo mas natural es interpretar

At ’
como la férmula “frontal” en diferencias de la primera derivada de u(z,t) en el punto (z;,ty)
de dos puntos. Sin embargo, es posible interpretar la férmula (4.126) de otro modo: podemos
ver la férmula como la derivada central en diferencias de tres puntos de u(x,t) con respecto a t

evaluada en el punto intermedio (x;,t, + At/2). Es decir,

Ou _ gt 80 Z 0l tn) | (a2, (4.127)
ot (

wji’m‘f’%) At

Para completar la discretizacién de la EDP en este punto intermedio debemos proporcionar
la derivada segunda espacial en este punto intermedio. ; Cémo hacerlo si sélo sabemos de u(z,t)
en los puntos no intermedios (z;,t,)? Un modo bastante natural de resolver este problema es
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estimar esta derivada espacial mediante una interpolacién o mezcla lineal de la derivada segunda
de u con respecto a z en t,, y la derivada segunda de u con respecto a x en t,, + At:

0%u
Ox?

o
0z?

o
0x2

~

(zjtm+5")

+(1-=X)
(Ij,tm+At)

(4.128)

(xjvt’m)

Aqui A es el coeficiente que pondera la mezcla. Usando la férmula de diferencias centrales de tres
puntos se tiene que

m+1 m+1 m+1
o%u ) [u§—1 ) _ 2u§- ) + u§»+1 )

0x?

(m) (m) (m)
;G — 2w+
+(1—/\)[ i1 (Ai:)? J“]. (4.129)

(Az)?

(tm+3")
En definitiva la EDP se discretiza en (xj, t,, + At/2) mediante la relacién
U(m—&-l) . U(m)

T — k)
At

(m) _ orr(m) |, gr(m)
U™ —20™ + U

(m+1) _ gpp(m+D) | pp(m+1)
vyt — o™t 4 ult o
(Az)?

= (Az)2 o ] +k(1-2)

Habitualmente se toma A = % (en este caso el método se llama de Crank-Nicholson) y la ecuacién
queda

—sumt o1+ Sy Ut —sultt = su™ 4201 - Sy U™ + sUT) (4.130)

donde i At
S=—.
(Az)?
Puede probarse sin mucha dificultad [MM94] que, en este caso, el error de truncamiento 7'(z;, t,,)
es la suma de dos términos: uno de orden (Ax)? y otro de orden (At)2.

Es facil ver que si la EDP fuera

ou 9%u
Frie k@ + Q(z, 1),

la ecuacion en diferencias seria
m+1 m+1 m+1 m m m
—sumt 421+ sy Ut — suttt —su™ 4201 - Sy U™ + sUT)
+ 2At Q(xj, ty, + At/2) (4.131)

Este método tiene la ventaja de que es estable para todo S [Hab83, MM94]. Ademés, recordemos
que para que el método explicito fuera estable At tenia que ser, como poco, de orden de (Az)?
pues At = S(Az)?/k con S < 1/2. Dado que el error de truncamiento T'(z;,t,,) en este caso
venfa dado por O(At) + O(Ax)?, resultaba que el tamafio de paso At debfa de ser muy pequeiio
[del orden de (Ax)?] para que el error de truncamiento fuera de orden (Az)2. En el método de
Crank-Nicholson el error de discretizacién es O(At)? + O(Ax)?, por lo que podemos tomar un
At més grande (del orden de Ax) y ain asi tener un error de truncamiento pequeno [de orden
(Az)?.

Una desventaja del método implicito es que el calculo de U en el instante t,,11 a partir U en
el instante anterior, ¢,,, es mucho menos simple que en el método explicito pues es preciso resolver
el sistema algebraico (4.131). Sin embargo, desde el punto de vista practico, esta desventaja no
es muy relevante porque (4.131) es un sistema tridiagonal y puede resolverse mediante el llamado
algoritmo de Thomas de un modo muy eficiente.
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Algoritmo de Thomas

El sistema (4.131) puede escribirse de este modo més compacto

a; UMY 4 QU pat Ut =t =1 N - (4.132)

cuando las condiciones de contorno de la EDP son de Dirichlet (es decir, cuando no involucran

a ninguna derivada). En este caso Uém) yU ](Vm) estan bien determinados para todo m (es decir,
para todo instante). Es posible demostrar [Koo86, seccién 7.2][MM94, Sec. 2.9] que la solucién

U }mﬂ), j=1,...,N —1 del sistema tridiagonal (4.132) puede obtenerse mediante la férmula

(m+1) _ (m41);,(m+1) (m+1)
Uit = oy Uj +ﬁj .

Para simplificar la notacion escribiremos esta relacion sin superindice temporal asi:
Ujt1 = a;U; + ﬂj, (4.133&)

pero no debe olvidarse que a; y 8 pueden depender del tiempo ¢,,. Los valores de «; y 3; vienen
dados por

Oéj_l = ’yjaj

Bj—1 = j(a] Bj — bj), (41330)
donde )
0= a?— + a;raj’ (4.133¢)
any-1 =0,
Bn-1=Un.

Este procedimiento, que se conoce como algoritmo de Thomas, es estable si la matriz tridiagonal
es diagonalmente dominante, es decir, si [MM94, Sec. 2.9]

a; <0, a9->0, aj<0 y a9>\aj_\+\aj]

Los coeficientes de (4.131), a; = aj = -8, a = 2(1+.5), satisfacen obviamente estas condiciones.

» Ejemplo 4.16

En este ejemplo vamos a usar un programa QBASIC para calcular mediante el método implicito de Crank-
Nicholson la solucién numérica de la ecuacién®®

ou 0%u
a = k@ con k = 17

con condiciones de contorno u(0,t) = u(1,t) = 0 y condicién inicial
u(z,0) = fnexacta(x, 0) = [e—zo (@=1/2)* _ =20 (2-3/2)> _ ,—20 (x+1/2)2} .

La solucién exacta de este problema es

u(z,t) = —

L]

020 (2=1/2)*/7 _ (=20 (2—3/2)*/7 _ 420 ($+1/2)2/‘r:|

con 7 = 1+ 80¢t.

ZPueden verse més detalles en [Koo86].
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’Programa EDPCRANK

DEF fngauss (x, t) = EXP(-20 * (x - .5) ~ 2/ (1 + 80 * t)) / SQR(1 + 80 * t)
DEF fnexacta (x, t) = fngauss(x, t) - fngauss(x - 1, t) - fngauss(x + 1, t)
CLS

n = 30 ’numero de puntos (escojase par)

DIM u(n), alfa(n), beta(n), gamma(n), b(n)

ix=1/n

dt = .01 > dt=constante difusivax*discretizado temporal

itmax = 10 > numero maximo de iteraciones

saltot = 2 ’ mostraremos los resultados cada saltot iteraciones
s=dt / ix - 2

PRINT "dt="; dt; ", dx"; ix; ", ="; s

PRINT "numero de pasos="; itmax; ", t final="; itmax * dt

PRINT

PRINT "Errores en punto medio para varios tiempos:"

t =0

u(0) = 0: u(m) =0
FOR i =1TO0n -1
u(i) = fnexacta(i * ix, 0)
NEXT i
amas = -sS: amenos = amas: acero = 2 + 2 x s
alfa(n - 1) = 0: gamma(n - 1) = -1 / acero
FOR i =n -1 TO 1 STEP -1
alfa(i - 1) = gamma(i) * amenos
gamma(i - 1) = -1 / (acero + amas * alfa(i - 1))
NEXT i

FOR it = 1 TO itmax
beta(n - 1) = u(n)
FOR i = n -1 TO 1 STEP -1
b(i) = s *xu(d - 1) +2 % (1 - s) * u(d) +s * u(i + 1)
beta(i - 1) = gamma(i) * (amas * beta(i) - b(i))
NEXT i
u(0) =0
FORi=1T0n -1
u(i + 1) = alfa(i) * u(i) + beta(i)
NEXT i
IF it MOD saltot = O THEN
t = dt *x it
dif = fnexacta(ix * n / 2, t) - u(n / 2)
PRINT USING "tiempo=#.######, error=#.#########"; t; dif
END IF
NEXT it
PRINT
PRINT USING "Valores para varias posiciones en el tiempo=#.######"; t
FORi=1T0n -1
IF i MOD 5 = 0 THEN
exacto = fnexacta(i * ix, t)
PRINT USING "u(##)=#.####" """, exacta=#.####"""""; i; u(i); exacto
END IF
NEXT i

Los resultados obtenidos con el programa para distintas elecciones de Ax y At son:
1. Az =1/30 y At =0/0005 (luego S = 0/45):
dt= .0005 , dx 3.333334E-02 , S= .45
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numero de pasos= 200 , t final= .1

Errores en punto
tiempo=0.020000,
tiempo=0.040000,
tiempo=0.060000,
tiempo=0.080000,
tiempo=0.100000,

medio para varios tiempos:
error=-.000533998
error=0.002127796
error=0.005351275
error=0.007616609
error=0.008715063

Valores para varias posiciones en el tiempo=0.100000

u( 5)=0.1127E+00
u(10)=0.2123E+00
u(15)=0.2524E+00
1u(20)=0.2215E+00
u(25)=0.1287E+00

2. Ax=1/30y At =

, exacta=0.1298E+00
, exacta=0.2260E+00
, exacta=0.2611E+00
, exacta=0.2260E+00
, exacta=0.1298E+00

0’001 (luego S = 0'9):

dt= .001 , dx 3.333334E-02 , S= .9

numero de pasos=

Errores en punto
tiempo=0.020000,
tiempo=0.040000,
tiempo=0.060000,
tiempo=0.080000,
tiempo=0.100000,

Valores para vari
u( 5)=0.1127E+00,
u(10)=0.2123E+00,
u(15)=0.2524E+00,
u(20)=0.2215E+00,
u(25)=0.1287E+00,

3. Az =1/30y At =

dt= .01 , dx
numero de pasos=

Errores en punto
tiempo=0.020000,
tiempo=0.040000,
tiempo=0.060000,
tiempo=0.080000,
tiempo=0.100000,

Valores para vari
u( 5)=0.1126E+00,
u(10)=0.2120E+00,
u(15)=0.2521E+00,
u(20)=0.2214E+00,
u(25)=0.1286E+00,

100 , t final= .1

medio para varios tiempos:
error=-.000491738
error=0.002137989
error=0.005351812
error=0.007614762
error=0.008712739

as posiciones en el tiempo=0.100000
exacta=0.1298E+00
exacta=0.2260E+00
exacta=0.2611E+00
exacta=0.2260E+00
exacta=0.1298E+00

0’01 (luego S =9):

3.333334E-02 , S= 8.999999
10 , t final= 9.999999E-02

medio para varios tiempos:
error=0.004702628
error=0.003842652
error=0.005907238
error=0.007922173
error=0.008969218

as posiciones en el tiempo=0.100000
exacta=0.1298E+00
exacta=0.2260E+00
exacta=0.2611E+00
exacta=0.2260E+00
exacta=0.1298E+00

Nétese que At es igual a 0/01 en este tltimo caso por lo que el instante t = 0’1 se alcanza tras
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solo 10 pasos. Es instructivo comparar estos resultados con los del caso de la pagina 256 en donde
se usaba el método explicito con At = 0/0005 y Az = 1/30. All{ se necesitaron 200 pasos para
evaluar u(x,t) en el instante ¢ = 0’1 y, sin embargo, los resultados son similares a los obtenidos
mediante el método de Crank-Nicholson en el que At es veinte veces mayor.

4.7.3. Condiciones de contorno que involucran a la derivada

En los apartados anteriores discutimos el modo de resolver EDPs mediante un método explici-
to e implicito cuando en las condiciones de contorno no aparecia ninguna derivada (espacial, por
supuesto). Cuando en las condiciones de contorno aparece alguna derivada (condiciones de con-
torno de Neumann), los procedimientos anteriores no se pueden aplicar sin més. En este apartado
discutiremos cémo proceder en estos casos.

Por concretar, supongamos que la condicién de contorno en x = a (a la izquierda) es

9u = A(t).
Ox (z=0,t)

Expresamos esta condicién diferencial en forma de diferencias mediante la férmula de la derivada
central de tres puntos:

———— = A(ty) = Ap.
2Ax (tm) "
Luego la solucién estimada U en el punto ficticio x_1 = a — Az viene dada por
U = U™ —2Az Ay, (4.134)
Podemos usar esta relacién junto con la derivada lateral derecha (“delantera”) de dos puntos en el
tiempo y la central de tres puntos en el espacio®® para obtener Uémﬂ) en términos de UET), ém)

y Ul(m):
v = Ui+ s (U™ - 20§ + U,

Insertando la relacién (4.134) en esta ecuacion se obtiene

U™ — g™ 4 g (U{m) —2ui™ 4+ Ul™ —2Ax Am) . (4.135)

’ . m . . .
Esta férmula nos permite conocer Ué ) en todo instante. De este modo hemos conseguido reducir
nuestra condicién de contorno de Neumann a una condicién de contorno de Dirichlet y, por tanto,
podemos asi aplicar los métodos tal como se discutieron en los apartados anteriores.

> Ejercicio 4.17

Supdn que la condicién de contorno en x = 0 es

a1u(0,t) + o Ou = A(1).
Ox (x=0,t)

Escribe para este caso la relacién equivalente a (4.134) y (4.135).

26Esto es equivalente a decir que usamos el método explicito para hallar los valores de u sobre la frontera.
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4.7.4. Ecuaciones difusivas bidimensionales

Los procedimientos numéricos para resolver esta clase de ecuaciones bidimensionales (o de
dimensién ain mayor) no difieren esencialmente de los que hemos estudiado en la seccién anterior
para el caso unidimensional.

La ecuacion de difusién en dos dimensiones es

ou Pu Ou
T _p (28 Y 4.1
ot " <8m2 + 8y2> (4.136)

Discretizamos la regién en donde se busca la solucién de la EDP utilizando separaciones de
(m)

tamano Az, Ay, At. Denotaremos por ;g al valor de la solucién u(z,y,t) en los nudos (x; =
JAz,y; = Ay, t,, = mAt):

u(m) = u(jAx,lAy,mAt), j=0,...,N;, [=0,...,N, (4.137)

.77

y por U () 4 1a estimacién numérica del valor exacto u!™ il ),

Nos hmltaremos en esta seccion a describir un metodo explicito para resolver la anterior
ecuacién diferencial. Empezamos discretizando la EDP usando la derivada lateral derecha (o
delantera) de dos puntos para la derivada en ¢ y derivadas centrales tres puntos en z e y para las
derivadas segundas espaciales:

(m) (m) (m)
2 u —2u;,’ +u,
8715 _ Y- UL o(Az)?,
8$ (m]'uylytm) (AIL‘)
(m) (m) (m)
2 U —2u;,;,’ +u;
871211 — Jil—1 Jsl > J,l+1 + O(Ay)z,
OU° (@) 1.tm) (Ay)
(m+1) (m)
u. —Uu.
%“ ==L 4o,
t (mjuyl7tm/) t
La versién discretizada de la EDP es por tanto
m—+1 m
vt ol g K

- wim, — 2 U+ St —2u Ul (4.38)

At (Az)? (Ay)2= 2 pn
de donde se deduce que
(m+1) _ p(m) _ kAL o m) (m) _gpm) 1 KA o) (m) | gy(m)
Uj,l - Uj,l - (Al‘)Q [UJ - 2Uj,l + U J+1, l] (Ay)2 [Ujl 1 2U +U; l+1]
Si hacemos Az = Ay, se tiene que
m+41 m m m m m
vt v+ s ol Ut U v Ul —au (4.139)

donde S = k At/(Ax)?.
Resulta que este método explicito es estable cuando S < 1/4. Si tomamos el valor S = 1/4,
la ecuacion anterior se transforma en

[m+1) _ U](Jrl,l + Ujfl),l + Uj(l 1t U(l+1

Jil 4

(4.140)
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Es decir, la temperatura en el instante t,,4+1 = t,, + At en un punto z; es igual al valor medio
de la temperatura de sus vecinos en el instante anterior t,,.2”

> Ejercicio 4.18

Generaliza las formulas de esta seccion para el caso de ecuaciones difusivas tridimensionales.

4.8. Resolucién numérica de la ecuacion de ondas

Nos centraremos en la ecuacién de ondas unidimensional. La generalizacion a otras dimensio-
nes es inmediata. Sea la ecuacién de ondas unidimensional

0%u 5 0%u

— =c" — 4.141
a2~ © 92 (4.141)
con condiciones iniciales
u(:c,O) = f(l'),
ou (2) (4.142)
— = g(x).
ot z,t=0

Procediendo como en las secciones anteriores, es facil obtener la ecuacién discretizada correspon-
diente a la EDP (4.141) en el punto (z;,t,):

U(mq) B 2Uj(m) n U](m+1) U(T_nl) B 2Uj(m) + U(m)

J — 2 J+1
(At)? (Az)?
es decir
2 2
(m+1) _ opr(m) _ prm=1) € (A" 1 () (m) | rr(m)

Los errores cometidos en la discretizacién son de orden (Az)? y (At)? porque hemos usado la
férmula de la derivada segunda central de tres puntos.

En la ecuacién (4.143), para calcular U}mﬂ) es necesario conocer U;_1, U; y Uj;q en los

dos instantes inmediatamente anteriores ¢,, y t,,—1. En particular, para calcular U ](1) es preciso

conocer U;B)l, U;O), U;?r)l, U}:ll), U;_l), y U};ll). Para estimar estos tres ultimos puntos ficticios
procedemos de un modo similar al llevado a cabo en la seccién 4.7.3 para implementar las con-
diciones de contorno que involucraban derivadas, aunque ahora la derivada primera es sobre el
tiempo y en la seccion 4.7.3 era sobre el espacio. Esta no es una diferencia conceptual importante.
Procediendo como entonces, escribimos las ecuaciones discretizadas de las condiciones iniciales

(4.142) ast:

U = f(x), (4.144a)
o Uy 4.144b
oAt 9(x;). (4. )

2TEn hay un cuaderno de Mathematica que trata sobre la resolucién numérica de un problema difusivo
bidimensional.
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En la dltima ecuacién hemos usado la férmula de la derivada primera central de tres puntos para
que el error sea, como en la ecuacién (4.143), de orden (At)%. Las ecuaciones (4.144) cuando se
introducen en la ecuacién de discretizacién (4.143) para t = 0,

_ 2 (At)?
o =20~y 4 (éx))Q [Uj@l —2u® 4 Uﬁ)l] : (4.145)
dan lugar a la ecuacién
2 2
1 c?(At) 0 0 0

la cual permite calcular U ;1) a partir de las condiciones iniciales (4.142). Para calcular U ](m) si
m > 2 basta con la aplicacién directa de la férmula explicita (4.143). No es dificil demostrar
(véase la seccién 13.5 de [Hab83]) que esta férmula explicita es estable siempre que (criterio de
estabilidad de Courant, Friedrichs y Lewy?®)

e
- At

Esto significa que la velocidad de propagacién del método de integracién debe ser mayor que la
velocidad de la onda para que haya estabilidad.

4.9. Resolucién numérica de la ecuacién de Laplace

En lo que sigue nos centraremos en la ecuacién de Laplace V?u = 0, aunque debiera ser
evidente cémo generalizar los resultados que siguen a la ecuacién de Poisson VZu = p(7).
La ecuacion de Laplace
Viu =0 (4.147)

suele acompanarse de condiciones de contorno en las que se especifica el valor de u sobre la
frontera cerrada. Para el caso bidimensional y procediendo como en la secciéon anterior 4.7.4, es
facil ver que la versién discretizada de (4.147) viene dada por [véase (4.138)]

Uj-re = 2Uja + Ujra | Ujaor = 2Uju + Ujaa

(Ba)? YR
Si Az = Ay, se tiene que
Uit1p +Uj-11 + Uji—1 + Ujisr —4Uj0 0 (4.148)
(Az)?
es decir,
Uji = % Uit10+ Ui+ Uji—1 4+ Uj 4] (4.149)
donde j = 0,--- ,N, y I = 0,---,Ny. Esto constituye un sistema lineal de ecuaciones que, en

principio, puede resolverse por métodos de tipo estandar. Pero nétese que el niimero de ecuaciones
y de incégnitas es del orden de N, x N, [exactamente de (N, +1)x (NN, +1) ecuaciones e incognitas]
por lo que, incluso si el discretizado no es muy fino (es decir, si N, y Ny no son muy grandes) el
sistema de ecuaciones puede ser demasiado grande como para ser resuelto de un modo efectivo.

28R. Courant, K. O. Friedrichs y H. Lewy, Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik,
Math. Ann. (1928) 100, 32
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Esto es especialmente grave para medios tridimensionales: por ejemplo, para un discretizado de
tan sélo N, = N, = N, = 10, el sistema resultante tendria mds de 1000 ecuaciones e incégnitas.
En las secciones siguientes vamos a ver métodos alternativos en los que la solucién final se alcanza
tras sucesivas aproximaciones o iteraciones. La similitud de estos procedimientos con los de la
seccién 4.6.3 no es casual: uno puede entender los problemas de condiciones de contorno de la
seccion 4.6.3 como versiones unidimensionales de las ecuaciones de Poisson.

> Ejercicio 4.19

1. Escribase la ecuacion equivalente a (4.149) para el caso tridimensional.

2. Obtén las formulas de esta seccién si la ecuacion es de Poisson.

49.1. Métodos iterativos
Método de Jacobi

Este en un método iterativo que, en comparacién con los métodos de Gauss-Seidel y super-
relajacion que se discuten més adelante, converge lentamente. Su utilidad es por tanto mas bien
pedagdgica por ser punto de partida para la discusién de métodos més eficientes.

Partimos de la ecuacién de Laplace discretizada (4.149):

Ujs10+Uj—1+ U1 + Uj4a

(4.150)

Si los valores U, g del miembro derecho fueran los correctos, es decir, aquellos que se obtienen al
resolver (4.149), es obvio que la cantidad

Ujt1;+Uj—1;+Uji—1 + Uj41
4

(4.151)

serfa justamente igual al valor correcto de Uj;. Pero si los valores U, g en (4.151) no son los
correctos, esta expresion proporciona valores también incorrectos para Uj;. Sin embargo, si con
los resultados incorrectos asi obtenidos repetimos el proceso de modo iterativo, resulta que los
valores que obtenemos convergen, aunque de un modo muy lento, hacia el valor exacto [KC94,
secci6n 13.6]. En definitiva, interpretamos la férmula (4.150) como un modo de hacer una mejor
estimacion de Uj; a partir del valor de U en los puntos vecinos:

1
(Uj,l)nuevo — Z (Uj-i-l,l + Uj—17l + Uj,l—l + U'»H‘l)viejo , (4_152)
o bien
m+1 1 m m m m
Uj[‘,l = 4 (Uj[+]17l + Uj[—}l,l + UJ[‘JL + Uj[’yp]rl) : (4.153)

donde denotamos por U ][T] a la estimacién de u(z;, ;) en la m-ésima iteracién. Si U ][T] converge

[30] = lim;,—oo U (m), entonces U[OO]

il il satisface la ecuacion de Laplace

para m — oo, es decir, si Uj
discretizada (4.150).
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% actualizandose yf v J\
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Figura 4.16: Esquema de actualizacién de los valores en el método de Gauss-Seidel.

Método de Gauss-Seidel

Este es un método iterativo que converge mas rapidamente a la soluciéon de la EDP que
el método de Jacobi. Consiste esencialmente en la iteracién de Jacobi (4.153) aunque con una

[m+41]

importante diferencia: al calcular U; ;" mediante el promedio del miembro derecho de (4.153) se

o [n] . . .. ;.
utilizan los valores de U, ; mds actualizados que se conozcan, lo que significa que n no serd siempre
igual a m y que en algunos puntos se tendra que n = m—+1 (véase la figura 4.16). Segun el esquema

de barrido mostrado en la figura 4.16, se tiene que U, ][TH] se calcula mediante la férmula

m+1] _ L (2 (m] [m+1] m+1] _ gylm]
ol = 2 (vl + ol ol ol ) (4.154)
Esta relacién es conocida como féormula iterativa de Gauss-Seidel. El método de Gauss-Seidel,
ademds de converger mas rapidamente a la solucién que el método de Jacobi (tipicamente converge
el doble de rapido), es también més facil de programar al no ser necesario distinguir en el programa
entre valores actualizados y no actualizados de U.

Método de super-relajacién

El método conocido como método de super-relajacion suele ser ain més rapido que el de

Gauss-Seidel.?? Consiste en actualizar U[T}, es decir, estimar U[mH] [m}

ylnil

anadiendo a U un factor

w del cambio U [m] que se obtendria mediante la férmula de Gauss- Seldel Usando la
expresion (4. 154) esta dlferen(:1a se puede escribir asi:

[m+1] [m] _ [m+1] [m+1] [m] [m] [m]
gl gl = (Um +oim ol ol - ol
Luego, segun la descripcién del método de super-relajacion que hemos hecho, la formula iterativa
correspondiente a este método es:
[+1] [ml [m+1] [+1] [m] [m] [m]
vl = Ul + 2 (Ul ol ol ol - ao), (4.155)
siendo w un pardmetro (llamado pardmetro de relajacién) a elegir. Para w = 1 el método de

super-relajacién se reduce al de Gauss-Seidel. El valor mas adecuado (en el sentido de que la
convergencia sea méas rapida) de w para cada problema no suele conocerse a priori, de modo

29Puede verse una discusién algo mas detallada de estos métodos iterativos en la seccién 13.8 de [Ant02]
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que habitualmente se estima tras un breve tanteo con valores de w comprendidos entre 1 y 2. El
método se llama de super-relajacién porque un valor de w mayor que 1 implica una correccién al
valor de U][.Tln] mayor que la correccién propia del método de Gauss-Seidel.

> Ejercicio 4.20

Escribe las férmulas de Jacobi, Gauss-Seidel y super-relajacion para la ecuacion de Poisson.
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4.10.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

Problemas

Un ordenador que emplea diez digitos decimales de mantisa resuelve mediante un método
numérico extraordinariamente bueno la ecuacién y”(z) = 4y(x) con y(0) = 1, y/'(0) = —2.
El resultado se muestra en la figura 4.17. Resulta que esta solucién es completamente

2
1.75
1.5
1.25
y 1
0.75
0.5
0.25

2 4 6 8 10 12 14
X

Figura 4.17: Integracién numérica de y”(z) = 4y(x) con y(0) =1, /(0) = —-2..
errénea pues la solucién exacta es siempre decreciente.

a) Demuéstralo hallando la solucién exacta.

b) (Por qué crees que el ordenador da una solucién falsa? Estima el valor de x para el
cual la solucién numérica creciente pasa por y = 1 y compara tu estimacién con el
valor de la figura. ;Es coherente?

Estima el valor de v/4 mediante el método de Newton utilizando 2o = 4 como estimacién
inicial. Calcula hasta xs5.

Halla la relacién z,+1 = F(z,, R) que permite hallar la raiz cibica del nimero R. Utiliza
esta relacién para estimar el valor de ¥/8 comenzando con zg = 3. Calcula hasta xs.

En los problemas anteriores y en el ejemplo 4.8 se ha visto que el método de Newton
converge cuadrdticamente a la raiz  de la ecuacién f(x) = 0, es decir, que e,11 = O(e2)
para e, = , — < 1. Demuestra que ésta es una propiedad general del método de Newton.

Encuentra de qué orden en h es el error que se comete en las siguientes férmulas en dife-
rencias centrales de cinco puntos:

a) lﬁﬁ(f—2—8f—1+8f1—f2),

"o
b) ;= 12h2

(—=f-2+16f_1 —30fo + 16f1 — f2).

Halla numéricamente el valor de la solucion de
y=z+y, yl=0)=1,
en r = ('3, usando el tamano de paso h = 0’1, mediante los métodos de Euler, Euler

Modificado, Heun, Milne y Runge-Kutta de segundo orden. Calcula adema&s la soluciéon
mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden empleando un tamaro de paso h = 0'3.
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4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

Estima numéricamente el valor de la solucién de

y =zy, ylx=0)=1,

en r = 0’2, usando el tamano de paso h = 0’1, mediante los métodos de Euler, Euler
Modificado, Heun, Milne y Runge-Kutta de segundo orden. Calcula ademds la solucion
mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden empleando un tamano de paso h = 0/2.

Calcula numéricamente el valor de la solucién del sistema

T =y,
y = —Z,

ent=02conz(t=0)=1ey(t=0)=0, usando el tamano de paso h = 0’1, mediante los
métodos de Euler y Runge-Kutta de segundo orden. Compara con la solucién exacta.

Sea el problema de contorno doblemente inhomogéneo
y' —y=2e", 0<z<1, y(0) =0, y(l)=e.

a) Comprueba que xe® es una solucién particular y escribe la solucién general de la
ecuacién anterior sin tener en cuenta las condiciones de contorno. Halla solucién que
satisface las condiciones de contorno.

b) Resuelve el problema mediante diferencias finitas utilizando dos puntos (internos, no
en la frontera) equiespaciados. Compara con la solucién exacta.

¢) Comprueba que la solucién por diferencias finitas es
{y07 Y1,Y2,Y3, Y4, Z/5} = {07 0/2467 0,5997 1/0967 1/7837 6}

cuando se usan cuatro puntos. Compara con la solucién exacta.

d) Repite los apartados (9a) y (9b) si las condiciones de contorno son y(0) = 0, y'(1) = 2e.

Resuelve el problema anterior mediante el método de disparo, pero de manera analitica. En
otras palabras, halla la funcién y(1;m) que proporciona el valor de y en z = 1 en funcién
de la derivada, m, de y(x) en x = 0 y halla el cero, m, de la funcién F(m) = y(1;m) — e.
Muestra que y(z;m) es la solucién exacta.

Dada la ecuacién diferencial
d%y
da?
y las condiciones y(zo) = yo, y(zo + h) = y1 para h < 1. Halla una relacién de recurrencia
que permita calcular y(zo + nh) = y, con un error del orden h% en cada paso de integra-
cién. El método asi obtenido se conoce como método de Numerov (o, también, método de
Cowling) [Koo086, sec. 3.1].

+ k(x)y = S(z)

Resuelve numéricamente la ecuacién

mediante:

a) El método de diferencias finitas, usando el discretizado Az = 1/3.
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b) El método del disparo.
Compara con la solucién exacta.
4.13. Sea el problema de condiciones de contorno

&y
dx?

= f(x) (4.156)
con y(0) =y(1) =0.

a) Escribe la ecuacién en diferencias correspondiente aproximando la segunda derivada
mediante la férmula de diferencias centrales de tres puntos.

b) Divide el intervalo [0, 1] en tres segmentos (h = 1/3), escribe el sistema de ecuaciones
en diferencias equivalente al problema de contorno (4.156) y resuélvelo.

c) Halla la solucién aproximada en z = 1/3 y « = 2/3 para f(z) =2 -6z y f(x) =
6x(1 — 2x) y compara con las soluciones exactas. ;A qué atribuyes la igualdad o
desigualdad de los resultados?

4.14. Sea la ecuacién diferencial
yWa)=0 o0<z<1 (4.157)

con las condiciones de contorno y(0) =1, ¥/(0) = —4, y(1) =1, ¢'(1) = 4.

a) Demuestra que la solucién exacta de este problema es y(z) = 4(z — 3)>.

b) Halla una férmula en diferencias centrales de cinco puntos para la derivada cuarta y
para la derivada primera.

¢) Usando los resultados del apartado anterior, escribe las ecuaciones en diferencias finitas
correspondientes al problema de condiciones de contorno (4.157) si el discretizado es
igual a h = 1/2.

d) Halla la solucién de las ecuaciones anteriores. Compara con el resultado exacto y
justifica la similitud o diferencia entre ambos resultados.

4.15. Sea la ecuacion integrodiferencial

1
y'(@) + & /0 y(2)dz = ey(z)

Halla la solucién numérica de esta ecuacién en el intervalo 0 < x < 1 usando A = 1/2 como
tamano del intervalo de discretizacién si:

» Las condiciones de contorno son y(0) = 1, y(1) = e. Discretiza la ecuacién integro-
diferencial usando la férmula de la férmula central de tres puntos para la derivada
segunda y la regla de Simpson para la integral.

» Las condiciones de contorno son y'(0) = 1, y(1) = e. Discretiza la ecuacién integro-
diferencial usando la férmula de la férmula central de tres puntos para la derivada
segunda y la regla del rectangulo para la integral. Implementa la condicién de contorno
en x = 0 usando la férmula de la derivada primera central de tres puntos.

Compara la solucién numérica con la exacta que, en los dos casos anteriores, es y(z) = e*.
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4.16. Sea el problema difusivo

ot ox?
con u(0,t) = u(L,t) =0y u(x,0) = f(z). Queremos justificar en este problema el criterio
de estabilidad de von Neumann?’, es decir, justificar que el método explicito cuya ecuacién
discretizada es

ou i 9%u

kAt
(Az)?

(m+1) _ r(m) (m) _ opr(m) , pr(m) _
vt — vt 45 (Ui - 20 + UT) con =

es estable si S < [1 — cos (%)} 71.

a) Halla el valor de @ que hace que U j(m) = Q" 'A% gea solucién de la anterior ecuacién
en diferencias.

b) Demuestra que, para ese mismo valor de @, se tiene que U ](m) = QMsen(ajAx) y
U ;m) = Q"™ cos(ajAz) son también solucién.

¢) Demuestra que las condiciones de contorno exigen que « = ay, = nw/Lconn =1,2---.
(La solucién para cada «,, es un modo difusivo)

d) Demuestra que paran > N+1 no se obtienen modos difusivos distintos a los anteriores.
Esto significa que (nétese que n = N conduce a la solucién trivial) los modos difusivos
son los correspondientes an =1,2,--- /N — 1.

e) Escribe la solucién de la ecuacién en diferencias como una combinacién lineal de los
modos difusivos. ;A qué te recuerda esta solucién?

f) ¢Para qué valores de S se tiene que |Q| > 17 ;Qué les sucede a las soluciones ante-
riores si |@Q| > 1?7 ;Qué puedes concluir entonces sobre la estabilidad del método de
integracién explicito anterior?

4.17. La ecuacién de conservaciéon Ou/0t = —vOu/Ozx admite la aproximacién de diferencias
finitas siguiente:
n+1
UPt Uy R U,
At 2Ax

a) Usa el procedimiento simplificado de von Neumann (es decir, no te preocupes de hallar
la forma admisible de la parte espacial de los modos difusivos) para demostrar que
este esquema de integracion es inestable.

b) Demuestra que el cambio Ul — (U}, +UJ' ;)/2 estabiliza el método anterior siempre
y cuando vAt/Ax < 1.
4.18. Usa el procedimiento simplificado de von Neumann para demostrar que:
a) Elmétodo explicito de Richardson (expuesto en la seccién 4.7.1, pagina 257) es siempre
inestable.
b) El método de Crank-Nicholson es siempre estable.
4.19. Sea el problema de potencial
o ¢

W‘F@Tﬂ:ﬂx’y)

39Pueden verse més detalles sobre este método y este problema en [Hab83, sec. 13.3.4]



4.10 Problemas 273

4.20.

4.21.

donde 0 <z <1,0<y <1,y con las condiciones de contorno ¢(z = 0,y) = p(z = 1,y) =
0, o(x,y = 0) = p(z,y = 1) = 1. Divide el cuadrado unidad en celdas cuadradas de lado
Ax = Ay = i y calcula un valor numérico aproximado del potencial ¢(z,y) en los nudos
de la red resultante cuando (a) f(z,y) =0, (b) f(z,y) = 422(1 — ).

Halla una féormula explicita en diferencias finitas que, con un error de discretizacién temporal
de orden At y error de discretizacion espacial de orden (Ax)?, permita resolver la ecuacién
difusiva

ou_ ou | o

ot~ "oz ' 022
con la condicién de contorno (en la izquierda)

ou(z,t)
or |,

= A(t).

Escribe explicitamente las ecuaciones de discretizacién en x = 0y = = 1/2 si A(t) = 1,
Az =1/2, At =1/2, vAt/(2Ax) = P = 1/4y kAt/(Az)? = S = 1/2. Usa estas ecuaciones
junto con la condicién inicial u(z,t = 0) =1 y de contorno (en la derecha) u(1,t) = 1 para
hallar la solucién numérica aproximada en el instante to = 2At.

Se pide resolver numéricamente mediante el método explicito la ecuacion de difusién vy =
Ugzg con la condicién inicial u(z,t = 0) = sen 7z y las condiciones de contorno:

a) u(x=0,t) =0, u(zx=1,t) =0;

b) ux(r=0,t) =1, u(zx=1,t) =0.

Usa el discretizado Az = 1/3 y At = 1/18 para hallar la solucién u(xj, ;) en los puntos

espacio-temporales x; = jAx y t,, = mAt, m = 1,2, con un error de discretizaciéon de
orden Aty (Ax)?2.






Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales y sistemas no lineales.

Estabilidad

Nature, with scant regard for the desires of the mathematician, often seems to delight in
formulating her mysteries in terms of nonlinear systems of equations.

H. T. Davis

Linear systems are all alike, but each nonlinear system is nonlinear in its own way.

5.1. Introduccidén

El esfuerzo dedicado en los estudios de Ciencias e Ingenieria a las ecuaciones y sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales es una pequena fraccién del dedicado a las ecuaciones y
sistemas diferenciales lineales. Esto podria hacernos pensar que las ecuaciones no lineales son poco
importantes, que no son frecuentes en la Naturaleza y que, por tanto, no merecen mucha atencién.
La realidad es justo la contraria. Lo cierto es que las ecuaciones que describen muchos sistemas
y fendmenos fisicos son no lineales. Sin embargo, usualmente, estas ecuaciones se aproriman
por otras lineales porque el problema no lineal es simplemente inabordable. Por supuesto, en
muchas ocasiones las aproximaciones lineales son adecuadas y validas para la mayor parte de los
propésitos. Pero, y de esto hay que ser consciente, en otras muchas ocasiones la aproximacién
lineal es completamente inutil por no recoger las caracteristicas no lineales que son esenciales en
los fenémenos. Estas situaciones fisicas no lineales suelen darse en sistemas fisicos alejados del
equilibrio.

La teoria de las ecuaciones y sistemas lineales es un campo de investigacion que, desde el
siglo XVIII, ha sido muy estudiado y que esta acabado: nada (?) queda por descubrir. Sin em-
bargo, se sabe ain poco sobre las ecuaciones y sistemas no lineales: es un tema complejo, lleno
de sorpresas (jes divertido!) y muy vivo. Es facil convencerse de la verdad de estas afirmaciones
con sOlo nombrar algunos de sus términos caracteristicos: catastrofes, caos, atractores extranos,
solitones. . . Ante esto, es muy natural preguntarse: jpor qué son tan faciles [dificiles] los proble-
mas lineales [no lineales|? La clave estd en que los problemas lineales pueden descomponerse en
problemas més sencillos (“divide y venceras”) cuyas soluciones pueden al final combinarse para
obtener la solucion del problema original. Ejemplos en este mismo libro: la funcién de Green, el
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método de separacién de variables, solucion del problema de Sturm-Liouville como desarrollo en
autofunciones.

Hasta ahora, cuando nos enfrentdbamos con un problema diferencial (lineal), nuestro objetivo
casi Unico era hallar una solucién explicita. Sin embargo, este modo de atacar los problemas
fracasard, casi con total seguridad, cuando se emplee en los problemas no lineales ya que son
pocos, muy pocos, los que tienen solucién explicita conocida. En este capitulo mostraremos
ejemplos de dos modos distintos de abordar estos problemas:

1. En el primero se busca informacién cualitativa sobre el comportamiento global de las solu-
ciones. Nosotros nos centraremos especialmente sobre el problema de caracterizar la estabi-
lidad de las soluciones y el estudio del comportamiento de las soluciones en las vecindades
de ciertos puntos (los llamados puntos criticos).

2. En el segundo modo se buscan soluciones aprorimadas del problema no lineal. Ilustraremos
este procedimiento con los métodos de balance arménico y de Krylov-Bogoliubov.

5.2. Estabilidad

En sistemas fisicos reales es a menudo crucial saber si el comportamiento del sistema es es-
table, esto es, si pequenos cambios en las condiciones iniciales provocan cambios sustanciales en
su comportamiento. Nétese que en los sistemas reales siempre existen ruidos, pequenas pertur-
baciones, que hacen que las condiciones iniciales no estén bien definidas. Ademads, todos somos
conscientes de que no es posible determinar con precisién absoluta cudl es el estado inicial de un
sistema fisico real. Por ello es importante saber si el comportamiento de este sistema es sensible
a pequenas variaciones de las condiciones iniciales.

En esta seccién estudiaremos procedimientos que nos permitan determinar la estabilidad de
las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

5.2.1. Definiciones previas

Sea un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden! que escribiremos bien as:

dxz-
dt

:fi(x17$2a'--7$n;t)a i:1a2a"'7n (51)

o bien, de un modo més compacto, asi:

dX
a = F(X,t) (5.2)
donde
X = (x1,22,...,Zn),
F(th) = (fl(th)an(th)"" vfn(X’t))v
y

fi(X,t) = fi(z1,20,..., 20, 1).

LEn ocasiones, para abreviar, nos referiremos a este sistema diciendo que es un sistema n dimensional.
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X X1

Figura 5.1: Solucién estable. Figura 5.2: Solucién inestable.

En lo que sigue, llamaremos simplemente X (¢) a la solucién del sistema anterior que pasa por
Xy en el instante tg, y X(¢) a la solucién que pasa por Xy en el instante ty:

)Ev(t()) = )EPO = X(t)a (5 3)
X(tQ)EXO:> X(t) ’
Sin pretender por el momento ser precisos, diremos que una solucién X (t), con condiciones
iniciales dadas por Xy, es estable si pequenas desviaciones en las condiciones iniciales conducen a
soluciones que no difieren sustancialmente de dicha solucién. En otros términos, X (¢) es estable
[inestable] si es poco [muy] sensible a cambios en sus condiciones iniciales. En la figura 5.1
representamos un comportamiento tipico de una solucién estable, mientras que en la figura 5.2
se muestra el comportamiento de una solucién inestable.

Por supuesto, debemos proporcionar definiciones mas precisas de estabilidad. Para ello em-
pezaremos dando unas definiciones previas:

» Distancia entre dos soluciones X (t)y X(t):

n

IX() = X = || D lwilt) — za()]2. (5.4)

=1

A esta distancia se la conoce como distancia euclidea. Para nuestros propésitos, la forma
concreta de esta distancia no es importante. Por ejemplo, también podriamos haber usado
esta otra definicién de distancia entre las dos soluciones:

1X(8) = X (@0 =Y lai(t) — zi(t)]. (5.5)
=1

» Sean X y Xo dos puntos del espacio de fases “préximos”, es decir, sea || Xo — Xo|| pequefio,
y sean X (t) y X(t) las soluciones del sistema

dx
—r =Fx., (5.6)

que pasan por Xo v Xo, respectivamente. Entonces:
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e Diremos que X(t) es la solucién perturbada con respecto a la solucion de referencia
X(t).
e A la diferencia

X() = X() - X (1), (5.7)
la llamamos perturbacién de la solucién de referencia X (t), o simplemente, perturba-
cion.

e A la perturbacion en el instante inicial

X (to) = X (to) — X (to) = Xo, (5.8)

la llamaremos perturbacion inicial.

5.2.2. Definicién de estabilidad segun el criterio de Liapunov

Damos a continuacién la definicién de estabilidad segin el criterio de Liapunov usando tres
notaciones distintas:

= X(t) es estable si y sélo si
Ve >0, 36(e) / (€) = |zi(t) — Zi(t)] <, (5.9)
parat>tpei=1,2,...,n2

= X(t) es estable si y sélo si

Ve >0, 3d(e) / || Xo — Xol| <d(e) = || X(t) — X(t)|| <e para t>t. (5.10)

= X(t) es estable si y sélo si

Ve >0, 3(e) / | Xoll < d(e) = | X ()] < e para t> to. (5.11)

En definitiva, una solucién X (t) es estable si sus soluciones perturbadas se mueven siempre
arbitrariamente préximas a ella cuando las perturbaciones iniciales son suficientemente pequenas
(véase la figura 5.3).

5.2.3. Definicién de estabilidad asintdtica

Definiremos la estabilidad asintética también de tres modos equivalentes (sélo formalmente
distintos):

» X(t) es asint6ticamente estable si y sélo si
30 >0 / |zi(to) — Zi(to)| < 0 = Jim |zi(t) — z;(t)] =0, (5.12)
parai=1,2,...,n.
» X(t) es asint6ticamente estable si y sélo si

36> 0 / | X (1) ~ X(to)l| < 8= M [ X(£) ~ X(1)]| = 0. (5.13)
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X

—

(a) (b)

Figura 5.3: (a) Una solucién de referencia X (¢) estable (linea continua fina) y dos soluciones perturba-
das (lineas gruesas con flechas). (b) Comportamiento tipico en el plano de fases de una perturbacién
de la solucién de referencia estable de un sistema bidimensional.

= X(t) es asintéticamente estable si y sélo si

>0/ || Xo]| <6 = lim 1X (t)]| = 0. (5.14)

» Ejemplo 5.1

Vamos a estudiar la estabilidad de las soluciones® (jde todas las soluciones!) del sistema de ecuaciones

diferenciales Ix
— =—aX
a

donde a es una constante real. La solucién de este sistema es bien simple:
X(t)=Xge " donde Xo=X(t=0)
X(t)=Xpe " donde Xo=X(t=0)

Por tanto B B
1X(t) = X(#)|| =" [| Xo — Xol,

es decir, B _
X)) =e*" [ Xoll

Si tomamos 0(€) = ¢, se tiene que
Ve>0, 36(e) =€/ || Xo—Xo||<d=e€= || X(t) - X#)|<de " =ece ",

Por tanto, para t > 0, X (t) es solucién estable si a > 0, y asintéticamente estable si a > 0. Es evidente
que la solucién X (¢) no es estable si a < 0.

<

2Es decir, X (t) es estable si y sélo si para todo ¢ > 0 existe un valor de § que depende de e tal que si
|zi(to) — Zi(to)| < 9 entonces |x;(t) — Z;(t)| < eparat >toei=1,2,...,n

3Cuando estudiemos la estabilidad de todas las soluciones del un sistema diremos que estamos estudiando la
estabilidad del sistema.
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X

2

t=t,

N
NS

Figura 5.4: Esquema de un comportamiento tipico en el plano de fases de la perturbacién de una
solucién asintéticamente estable de un sistema bidimensional

5.2.4. Sistema perturbativo

Veamos qué ecuaciones ha de satisfacer la perturbacion X (t). Sabemos que

dX -
o PO ax o ax ]
dt = = 22— F(X,t) - F(X,0). (5.15)
ax F(X,1) dt dt
dt ’
Pero % — % = %)? , por lo que X satisface el sistema de ecuaciones:
dX _ I
o =F(X,t) - F(X,t) = F(X, X,t). (5.16)

Al sistema (5.16) lo llamaremos sistema perturbativo. Debe notarse que la solucién nula X =
(0,0,...,0) = 0 es siempre solucién del sistema perturbativo. Dado que la solucién de referencia
X se da por conocida, en ocasiones no se incluye como argumento en F' y se usa la notacién
abreviada ~

dX ~ =

— = F(X,t). 5.17

= = F(X,1 (5.17)

Dijimos que X (t) era estable si su perturbacién X (t) satisfacia la condicién (5.11). Obvia-

mente, podemos reescribir la ecuacién (5.11) de este modo:

Ve >0, 36(e) / | Xo— 0| <d(e) = || X(t) —0|| < e para ¢ > t. (5.18)

Pero (5.18) es la estricta definicién de estabilidad de la solucién nula X(t) = 0 del sistema
perturbativo. Esto significa que las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. La solucién X (t) del sistema F(X,t) es estable.

2. La solucién nula X (t) = 0 del sistema perturbativo F(X, X,t) es estable.
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Por lo tanto, X (t) es estable si y sélo si X (t) = 0 es estable.

Razonando de manera similar, es facil darse cuenta de que la siguiente afirmacion es también
valida: X (t) es asintdticamente estable si y sélo si X(t) = 0 es asintdticamente estable.

En resumen:

Analizar la estabilidad de la solucién X (t) del sistema
dX/dt = F(X,t)

es equivalente a analizar la estabilidad de la solucion nula )Nf(t) = 0 de su sistema
perturbativo

dX ~ - =
— =F(X,X,1).
dt (7 7)

5.2.5. Definicién de punto critico

Diremos que X es un punto critico del sistema % = F(X,t) si F(X.,t) = 0. La solucién
que comienza en estos puntos, X (tg) = X, no puede cambiar en el tiempo pues % ‘ vy, €, por
definicién de punto critico, cero. Por consiguiente

dX

— =0= X(t) = X, paratodot. (5.19)
dt |x_x,

Por este motivo a los puntos criticos también se les conoce como puntos fijos o puntos de reposo.
Debe notarse que, segin lo que acabamos de exponer, la solucién perturbativa nula X (t) = 0
es un punto critico o fijo del sistema perturbativo. Concluimos por tanto que:

Analizar la estabilidad de la solucion X (t) es equivalente a analizar la estabilidad del
punto critico X, = 0 de su sistema perturbativo

dX ~ - =
— =F(X,X.,?t).
dt (7 7)

Este resultado justifica la importancia de estudiar métodos que nos permitan determinar la
estabilidad de los puntos criticos. A esta tarea nos dedicaremos en las secciones siguientes. Pero
veamos antes un ejemplo.

» Ejemplo 5.2

Queremos analizar la estabilidad de las soluciones del sistema

d$1 —
a7
@_m (5.20)
a "

que, utilizando la notaciéon general, podemos escribir asi:

a-aln)-ro-(502) oo
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siendo f1(x1,22) = —x2 y fo(x1,22) = x1. Este sistema puede reescribirse como dos ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de segundo orden independientes (es decir, desacopladas):

d2$1 d dxl - i(_ )_ _
- dt T2) = —T1,

a2 dt \ dt
@_i dzs _i( )=—
a2 dt\at )T @\ T T

cuyas soluciones son

x1(t) = Ay cost + By sent,
x9(t) = Ay cost + Basent.

Entonces

xy(t) = — Ay sent + By cost,
— Az sent + By cost.

8
o~
—~

~
~—

Il

Por tanto, para t = 0,

Pero tenemos que

d
21(0) = Zo —o2),9 = —2(0),
t=0
d
x5(0) = prez z1],_o = 21(0).
t=0

Luego la solucién es

x1(t) = x1(0) cost — z2(0) sent,
x2(t) = x2(0) cost + x1(0) sen t.

Estudiemos ahora la estabilidad de la solucién X (¢) que pasa por Z1(0) y Z2(0). Lo haremos mediante el
analisis de la estabilidad de la solucién nula del sistema perturbativo. Veamos qué forma tiene este sistema
perturbativo. Para ello sustituimos la solucién perturbada X (t) = X () + X () en la ecuacién del sistema
dX/dt = F(X,t) [Ec. (5.21)]:

drq dTq da _ ~
R R BT
@:xl @'f'@:fl"‘gl

dt dt dt

Pero, por definicién, X (t) es solucién del sistema dX/dt = F, por lo que la ecuacién anterior se reduce a

A5, N
& 3,

dt dX ~ ~

i 2 FX), 5.22
T R R (5.22)
da

que es el sistema perturbativo. En este ejemplo tan sencillo encontramos que F' = F.
Recuérdese que dijimos que el anélisis de la estabilidad de X es equivalente a estudiar el comportamiento
de las soluciones de (5.22) en las vecindades del punto critico 0. Por ello analizaremos ahora la estabilidad
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de la solucién nula del sistema perturbativo. En este ejemplo la solucién del sistema original (5.20) es igual
que la del perturbativo (5.22) por lo que

Z1(t) = Z1(0)cost — T2(0)sent,
To(t) = Z1(0)cost + T2(0) sent.
Pero,
71(t) = 0] < [21(0) cost| + |22(0) sen t] < [21(0)] + [22(0)],
|Z2(t) = 0] < [21(0) cost| + |22(0) sen t] < [21(0)] + [Z2(0)].
Por tanto,

71(0) - 0] <o ¥ () —
Ve>0,35(e):§talque {-Tl() | }¢{ |Z1(t) — 0] < Z

|Z5(0) — 0] < & [Z2(t) = 0] <

Esto significa que X (t) = 0 es estable, lo que equivale a decir que X (t) es estable. N6tese que, sin embargo,
X (t) no es asintGticamente estable porque los limites lim;_, o Z1(¢) y im0 Z2(t) no existen.

» Ejemplo 5.3

En este ejemplo queremos estudiar la estabilidad de las érbitas planetarias circulares con respecto a
perturbaciones radiales, es decir, con respecto a perturbaciones que se producen en la direccién del radio
de la drbita. Por concretar, supongamos que el sistema que estudiamos es el formado por el Sol y la Tierra.
El lagrangiano del sistema viene dado por

1 .
L= §u(¢2 +720%) —U(r)

donde p es la masa reducida del sistema, r y 6 son la coordenadas polares de la posicion de la Tierra con

respecto al Sol y

U(r) = —é

es la energfa potencial correspondiente a la fuerza gravitatoria

dU k

Las ecuaciones del movimiento de la Tierra (ecuaciones de Lagrange) son

oL docL
= _ L= 2
a0  dt 99 0, (5:23)
oL doL
De la primera ecuacion se obtiene

oL 97

— = ur<f = const = /¢ 5.25

00 M (5.25)

que no es mas que la segunda ley de Kepler que dice que la velocidad aerolar %7’29 es constante. La segunda
ecuacién de Lagrange es )
pit — prf? = F(r).

Incorporando el resultado de (5.25) en esta ecuacién y dividiendo por u se obtiene

2
% = —g(r) (5.26)
donde .
g(r) = —. (5.27)
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Es evidente que la ecuacién (5.26) tiene una solucién sencilla cuando r es igual al valor constante R (lo
que implica una 6rbita planetaria circular de radio R) que satisface la relacién

ZQ
2~ 98
Usando (5.27) esta distancia es
62

Lo que queremos averiguar ahora es si esta Orbita circular es estable frente a perturbaciones radiales.
Noétese que en el diagrama de fases (radial) en el que representamos 7 frente a r, la érbita circular viene
representada por un punto situado en (r,7) = (R,0). Nuestra pregunta es: si en un instante dado ¢t = 0 la
érbita circular se perturba* de modo que el radio pasa de R a ryg = R+ ¢ y la velocidad inicial de 0 a
con zg/R < 1y &g < 1, jqué le sucede a la nueva érbita? Por ejemplo, jse aleja de la anterior de modo
que su radio crece y crece alejandose la Tierra del Sol?, o bien, en el espacio de fases (r,7), {permanece la
nueva érbita (trayectoria) moviéndose en las vecindades de la trayectoria original, es decir, moviéndose en
las vecindades del punto (R,0)? En el primer caso la érbita circular serfa inestable y en el segundo caso
seria estable. Para responder a estas cuesiones vamos a ver cémo evoluciona la perturbaciéon x = r — R.
Sustituyendo la relacién r = R + = en (5.26) obtenemos la ecuacién perturbativa:

. 2
T 2R3((1 + (a/R)]

- = —g(R+ua). (5.29)

Nétese que, segtin terminologia general que hemos usado hasta ahora, la solucién de referencia es X =
(R,0), la solucién perturbada es X = (R + ¢€,0), la perturbacién es X = (z,4) y el sistema perturbativo

X = FP(X,X,t) es

%f =i, (5.30)
di I
ey (RG] (5.31)

La solucién exacta de (5.29) es desconocida, pero podemos hallar una solucién aproximada vélida en las
vecindades del origen (z = 0,4 = 0) del sistema perturbativo si introducimos en (5.29) las aproximaciones

m =1- 3% +0(2?), (5.32)
g(R+z) = g(R) + ¢ (R)x + O(z?), (5.33)
con / B dg
g@R) = .

En este caso la ecuacién (5.29) se puede aproximar, tras despreciar términos de orden x2, por®

. 02 T ,
b {1 - SE} = g(R) - ¢'(R)a. (5.34)
Pero de (5.27) y (5.28) se deduce que ,
9(R) = uf B
por lo que (5.34) se transforma en
4+ Fgg%) + g’(R)] x =0. (5.35)

4Por ejemplo, debido al impacto de un planetoide.

Este procedimiento se conoce como “linealizacién” de la ecuacién original. En la seccién 5.4.2 se estudiardn
con detalle las condiciones bajo las cuales este procedimiento es valido y permite determinar la estabilidad de las
soluciones.
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Usando la definicién de g(r) dada en (5.27) se obtiene

Esta es la ecuacién de un oscilador lineal [de frecuencia w? = k/(uR3)] por lo que sus soluciones son
acotadas, lo que significa que el punto critico (z = 0,& = 0) es estable. Es decir, la solucién perturbada
(r = R+ x,7 = &) oscila alrededor de la érbita circular (solucién de referencia) (r = R,7 = 0). Segin
el criterio de Liapunov esto implica que la solucién (r = R,7 = 0) de la ecuacién (5.26) es estable. La
demostracion paso a paso de esta afirmacion seria igual a la llevada a cabo en el ejemplo 5.2, por lo que
no la repetimos aqui.

5.3. Estabilidad de sistemas lineales

En esta seccién estudiaremos la estabilidad de la solucién nula o punto critico (0,0, - ,0)
del siguiente sistema lineal auténomo de n ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneo
con coeficientes a;j constantes:

dl’l

—— = a11%1 + a12%2 + -+ - A1 Ty,

dt

dl‘g

o a21x1 + a22T2 + - - A2p Ty,

(5.36)

dx,
I = Ap1x1 + Gp2T2 + - - - Appln.

Se dice que este sistema es autéonomo porque en él no aparece la variable independiente ¢t de
forma explicita. En la seccién 5.3.1 haremos un estudio detallado del caso con n = 2 (caso
bidimensional). En la seccién 5.3.2 presentaremos algunos consideraciones vélidas para los casos
conn > 3.5

La justificacién de estudiar la estabilidad de sistemas lineales en este capitulo dedicado a la
estabilidad de sistema no lineales se dara en la seccién 5.4. Veremos entonces que en ciertos casos
puede decidirse cudl es la estabilidad de un sistema no lineal a partir del analisis de la estabilidad
de un sistema lineal relacionado.

5.3.1. Estabilidad de sistemas lineales de dos ecuaciones

En esta seccién estudiaremos el comportamiento global de las soluciones del siguiente sistema
lineal auténomo con coeficientes constantes:

dzx
a = a1z + by,
(5.37)
dy =agr +b
dt 2 2Y,

prestando especial atencién a su comportamiento en las vecindades del origen (0,0). Nétese que
este sistema tiene siempre un punto critico (o fijo) en el origen (z,y) = (0,0). Un sistema de este
tipo fue estudiado en el ejemplo 5.2.

5En la seccién 5.7 se estudiara la estabilidad de la solucién nula de algunos sistemas lineales con n = 3.
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En lo que sigue supondremos que el determinante de la matriz de los coeficientes no es nulo,

ai

b1
) (5.38)

Esto significa que la tnica solucion del sistema algebraico

arr + by =0,
asx + bay = 0,
es la trivial, z = y = 0, de modo que (z,y) = 0 es el unico punto critico. (Los casos con

determinante nulo se tratan en los problemas 5.5 y 5.6.)

Resolucién del sistema (5.37). Ahora, a modo de recordatorio y, también, para introducir la
notacién que usaremos mas adelante, vamos a mostrar cémo se resuelve el sistema diferencial
lineal (5.37) mediante el método de Euler.” En este método se buscan soluciones del sistema
lineal con la forma

7(t) = ((t),y(1) = (Ae™, Be™) = e™(A,B) = ™ &
Sustituyendo esta expresién en (5.37) se tiene

me™ A =aAe™ +bBe™,

me™ B = asAe™ +byBe™ .

es decir,
0= (a1 —m)A+ b B,

5.39
0:a23+(b2—m)B. ( )

Este sistema sélo tiene solucién distinta de la trivial (A, B) = (0,0) si el determinante de sus
coeficientes es igual a cero:

a;—m b
1a2 by ! m | = m? — (a1 + ba) m + (arbz — azby) = 0. (5.40)

Esta ecuacién se conoce como ecuacion caracteristica. Nétese que la condicion (5.38) implica que
m = 0 no puede ser solucién de la ecuacién caracteristica. La solucién de (5.39) es inmediata:
B m-—a as

1= S e (5.41)

Si la ecuacién caracterfstica tiene dos soluciones mj y mg distintas®, entonces (z(t),y(t)) =
(A1, By)e™'y (2(t),y(t)) = (A2, B2) e™2' donde

Bi mi—a a

i — 5.42
A1 b1 my — bg’ ( )
By mo— a1 a

— pr— ¢4
As b1 mo — b27 (5 3)

"Es muy conveniente que repases los resultados principales sobre la resolucién de sistemas de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Aqui sélo se dan unas cuantas expresiones a modo de recordatorio. Puedes consultar,
por ejemplo, el capitulo 10 de [Sim93].

8La discusién detallada de los otros casos puede verse, por ejemplo, en el capitulo 10 de [Sim93].
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son dos soluciones distintas linealmente independientes del sistema (5.37). La solucién general de

este sistema es ) N "
- z 1 mit 2 mot
7(t) = =c e +c e'"?
©) (y(t)> ' <Bl> ’ <32> (5.44)

Fooomat F mot
=c1§1e™" o e
donde c; y o son dos constantes que se determinan mediante las condiciones iniciales
7(0) = c1&1 + 262,
es decir, ¢; y co se obtienen resolviendo el sistema algebraico

x(O) = ClAl + CQAQ,

5.45
y(O) = C1B] + CQBQ. ( )
» Ejemplo 5.4
Queremos resolver el sistema
dz
df =3z — 2y,
d; (5.46)
= =2r—2
at — Y

Procedemos tal como hemos discutido anteriormente y proponemos soluciones de la forma (z(t),y(t)) =

(Ae™ Be™) =e™ (A, B). Al sustituir esta expresién en (5.46) y tras cancelar el término €™ encontramos
mA =3A— 2B, (5.47)
mB = 2A — 2B, '

cuya solucién es distinta de la solucién trivial nula (A = B = 0) sélo si

3—m —2 . 2 .
9 o | ™ —m—2=0. (5.48)

Esta es la ecuacién caracteristica. Sus raices son my; =2y mg = —1. 51 my =2, el sistema (5.47) se reduce

a

0=A-2B,
0=2A-4B,

cuya solucién es B = A/2. Por tanto, podemos escribir 51 = (2,1) si tomamos A = 2. De igual modo, para
my = —1, el sistema (5.47) se reduce a

0=4A-2B,

0=24- B,
cuya solucién es B = 2A4. Por tanto, & = (1,2) si tomamos A = 1. La solucién general del sistema (5.46)
es por tanto

(t) = (@(t), y(t) = c1&1 ™" a8y ™, (5.49)

(ng - (i) e e (;) e (5.50)

z(t) = 12e* +ey el

y(t) = c1e® +co2et.

es decir



288 Ecuaciones diferenciales y sistemas no lineales. Estabilidad

Soluciones en el plano de fases. La naturaleza de las soluciones del sistema y, por consiguiente,
el modo en el que las soluciones se comportaran en las vecindades del punto critico (0,0) depen-
derd del tipo de las raices caracteristicas m1, mo. Pasemos a analizar todos los casos posibles.

Caso A. RAICES REALES Y DISTINTAS.

Caso A-1. Raices reales, distintas y negativas: my < mg < 0.

En este caso la solucién general es

z(t) = c1 Ay €™ +eg Ag ™2

9.51
y(t) = 1By & e By o 551

Veamos qué aspecto tienen las soluciones (z(t),y(t)) en el espacio de fases. Para ello
consideraremos los siguientes casos:

= Cuando ¢ = 0 se tiene que 7(t) = ¢1&; €™, y la solucién correspondiente y(z) es

una recta generada por el vector &1, es decir,

z(t) = c; Ay ™! B;
=>y=—=1, 5.52
y(t) = ClBl em1t Y Alx ( )

de modo que la trayectoria y(x) es una recta de pendiente Bj/A; que pasa por el
origen (0,0) del plano de fases (x,y). Para ¢; > 0 se tiene una semirrecta y para
¢1 < 0 la semirrecta complementaria (al otro lado del origen).
» Cuando ¢; = 0, se tiene que 7(t) = 0252 e™2! y la solucién correspondiente y(r)
es una recta generada por el vector 52, es decir, es una recta de pendiente By/As
que pasa por el origen (0,0) del plano de fases (x,y):

y=—ux. (5.53)
= En general, cuando ¢; # 0 y ¢2 # 0 la solucién da lugar a una trayectoria descrita
por la ecuacién

Y N ClBl emlt +02B2 emQt o ClBl e(ml_mZ)t +c2 B2 (5 54)
x c1 Ay emit ey Ag emat a c1Ay e(mi—m2)t +c9 Ag ) ’

Dado que my > mj, se tiene que

de modo que todas las trayectorias, excepto una, tienden a entrar en el origen con
la pendiente By/A,. La tinica excepcidn es la trayectoria particular y = Bix/A;.

Cuando las trayectorias en las vecindades de un punto critico se comportan del modo
que acabamos de describir, decimos que el punto critico es un nodo estable. En la figura
5.5 representamos el aspecto de las trayectorias en el plano de fases correspondientes
a este caso.

Caso A-2. Raices reales, distintas y positivas: mo > mq > 0.
La discusién de este caso es idéntica a la del caso anterior y no la llevaremos a cabo.
La tnica diferencia reside en que la direccion de las trayectorias en el plano de fases
es ahora justo la contraria a las del caso 1 (véase la figura 5.6). Este punto critico se
llama nodo inestable.
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y
/ y=B x/A, y / y=B x/A,

/ A v

-~ x / x

y=Bx/A,

y=Bx/A,

Figura 5.5: Trayectorias en el plano de Figura 5.6: Trayectorias en el plano de
fases para el nodo estable. fases para el nodo inestable.

Caso A-3. Raices reales, distintas y de signos opuestos: mi1 < 0 < my.
En este caso la solucién general sigue siendo de la forma (5.51). Existen tres clases de
trayectorias:

= Cuando ¢y = 0 se tiene que

(Z‘(t) = ClAl emlt Bl (5 55)
—ux, .
y(t) = a1 By emt

es decir, la trayectoria es una linea recta de pendiente Bj/A; que pasa por el
origen. Esta trayectoria apunta hacia hacia el origen pues m; < 0 implica que
x(t) e y(t) tienden a cero cuando t aumenta.

= Cuando ¢; = 0 se tiene
By
Yy = A—Qaz, (5.56)

es decir, la trayectoria es una linea recta de pendiente By/As que pasa por el
origen. Esta trayectoria apunta hacia hacia afuera del origen pues mo > 0.

= En general, cuando ¢; # 0 y co # 0 las trayectorias vienen dadas por

Y By emit +coBs em2t

= = . 5.57
T 1A emit feog Ay emet ( )
Pero
i ¥ = B2
t—oo I AQ’
Y B
fm &£ =—"

dado que m; < 0 < mg. Por tanto encontramos que las trayectorias son curvas
que “vienen” asintéticamente de la recta y/x = By /A; (es decir, que tienden hacia
esta recta para t decrecientes) y tienden asintéticamente a la recta y/z = Ba/As
con t creciente. A este tipo de punto critico se le llama punto de silla (véase la
figura 5.7). Este punto es, por supuesto, inestable.
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y A

y‘&X\{/ /

T T

y=B,x /A,

Figura 5.7: Trayectorias en el plano de fases en torno a un punto de silla.

> Ejercicio 5.1

Demuestra que, en la solucién (5.51) y en términos de la condiciones iniciales o = x(0), yo = y(0),
las constantes c¢1 y co vienen dadas por

_ Asyo — Baxo _ Ayyo — Bimg

@ T AB, - AB° 7T ABy— ABy

Caso B. RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS mio = aif.

Caso B-1. Raices imaginarias puras: o = 0.

Las soluciones z(t) e y(t) son ahora combinaciones lineales de exp(if3t) y exp(—ift),
es decir, combinaciones lineales de cos(/t) y sen((t):

{ z(t) =c1(Aj cos Bt — Agsen Bt) + co( Ay sen Bt + As cos (t), (5.58)

y(t) =c1 (B cos ft — By sen Bt) + co( By sen Bt + Ba cos (t).

donde A; = Ay +iAy y By = By + iB son las soluciones (complejas) de (5.39)
correspondientes a la rafz m; [Sim93, Sec. 56]. Es decir, las soluciones z(t) e y(t) son
funciones periédicas por lo que todas las trayectorias (z(t),y(t)) son curvas cerradas
en el espacio de fases. El punto critico (0, 0) es estable pero no asintéticamente estable.
A este punto critico se le llama centro (véase la figura 5.8).

El sentido del giro de las trayectorias puede determinarse facilmente a partir del sis-
tema de ecuaciones (5.37) examinando, por ejemplo, en qué sentido las trayectorias
solucién cortan al eje de ordenadas (x = 0), es decir, examinando el signo de & para
x=0:si& < Opara(z =0,y >0)[od > 0para (z =0,y < 0)] entonces la trayectorias
giran en sentido contrario a las agujas del reloj, si & > 0 para (z =0,y > 0) [o £ <0
para (z = 0,y < 0)] entonces la trayectorias giran en el sentido de las agujas del reloj.
Por supuesto, igual de valido y sencillo es determinar el sentido de giro examinando
el sentido en el que las trayectorias solucién cortan al eje de abcisas (y = 0).

> Ejercicio 5.2

Demuestra que los centros son estables, pero no asintéticamente estables. El ejemplo 5.2 puede
servirte de ayuda pues en él esta hecha esencialmente esta demostracion.
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Figura 5.8: Trayectorias en el plano de fases para un centro.
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Figura 5.9: Trayectorias en el plano de fases para un foco estable.

Caso B-2. Raices complejas conjugadas con parte real negativa: o < 0. La solucién general
dada por (5.51) se puede escribir en este caso como
{ x(t) =e™[c1(Aj cos ft — Agsen Bt) + ca(Aq sen Bt + Ag cos ft)],

y(t) =e*[cy(B1 cos Bt — Bysen 3t) + co(By sen Bt + By cos ft)]. (5.59)

donde A; = Ay +iAy y By = By + iBsy son las soluciones (complejas) de (5.39)
correspondientes a la raiz m; [Sim93, Sec. 56]. Las soluciones x(t) e y(t) tienen la forma
de oscilaciones amortiguadas (pues o < 0) y por lo tanto la trayectoria (z(t),y(t)) en
el plano de fases es una espiral que se dirige hacia el centro (0,0). El punto critico
(0,0) es asintéticamente estable y se le llama foco estable o punto en espiral estable
(véase la figura 5.9).

Caso B-3. Raices complejas conjugadas con parte real positiva: o > 0.

Este caso es igual al anterior: la solucién viene también dada por (5.59), pero ahora las
oscilaciones son crecientes, por lo que la trayectorias en el plano de fases son espirales
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que escapan del centro. A este punto critico se le llama foco inestable punto en espiral
inestable.

El sentido del giro de las trayectorias de las espirales puede determinarse facilmente
mediante el procedimiento que explicamos para determinar el sentido de giro de los
centros, es decir, examinando en qué direccién los brazos de la espiral cortan al eje
de ordenadas (x = 0): si # < 0 para (x = 0,y > 0) [o ¢ > 0 para (z = 0,y < 0)]
entonces la trayectorias giran en sentido contrario a las agujas del reloj, si & > 0 para
(x =0,y >0) [0o4 <0 para (x =0,y < 0)] entonces la trayectorias giran en el sentido
de las agujas del reloj.

Caso C. RAICES IGUALES mi = mo = m.

Distinguiremos dos casos:

1. Cuando los coeficientes del sistema (5.37) cumplen que

{alzbgza#o, (5.60)

CLQZbl:O,

se tiene que este sistema se reduce al sistema desacoplado

{ t=az, (5.61)

y=ay.
2. Todas las demés posibilidades que conducen a una raiz doble.

Caso C-1. Sistema desacoplado.

Si introducimos las condiciones dadas en (5.60) en la ecuacién caracteristica (5.40),
obtenemos que m = a es una raiz doble:

2=0=>m=a.

m? —2am+a®>=0— (m—a)
En este caso, la solucién del sistema (5.37), o equivalentemente, del sistema desaco-
plado (5.61), es
z=ce™,
y=coe™,
Por tanto y/x = ¢1/co para todo c; y ca, es decir, todas las trayectorias son rectas que
se cortan en el origen. Al este punto critico se le llama nodo radial. Si m < 0, el nodo

es asintéticamente estable, y si m > 0, el nodo es inestable (véase la figura 5.10).

Caso C-2. Todas las demds posibilidades que conducen a una raiz doble.

Para este caso, la solucién general del sistema lineal auténomo dado por la ecua-
cién (5.37) es

x(t) = ciAe™ fca(Ar + At) ™,

y(t) =B em? +02(Bl + Bt) emt,
donde A, Ay, B, By son constantes definidas y c¢1, co son constantes arbitrarias. Ana-

lizemos a continuacién la forma que adoptan las distintas trayectorias (soluciones)
posibles en el espacio de fases.
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Figura 5.10: Trayectorias en el plano de fases del nodo radial estable.

» Para co = 0, se tiene la solucién

)

x(t) = clAemt} y

B
y(t) =c1Be™t r A

es decir, hay una trayectoria con forma de una recta de pendiente B/A que pasa
por el origen.

= La ecuacién de las trayectorias generales son las curvas

y B emt —1—02(31 + Bt) emt 1B+ coB1 + Bt

r  ciAemtyeg(Ap + At) emt A4 caAy + At

Pero vemos que
lim

t—»oo_ A’

luego todas estas trayectorias tienden asintéticamente a la recta y = Bz /A cuando
t — 00. De igual modo, dado que

lm =3
1rn—A7

t——o0

las trayectorias “vienen” asintéticamente de la recta y = Bxz/A. A estos puntos
criticos se les llama nodos (véase la figura 5.11). Nétese que estos nodos son
asintoticamente estables si m < 0.

La siguiente tabla resume lo visto en esta seccién:
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Figura 5.11: Trayectorias en el plano de fases para un nodo con raiz doble.

Naturaleza de las raices | Naturaleza del punto | Estabilidad del punto

my1 'y meo de la ecuacién ca-
racteristica.

critico (0,0) del sistema
lineal.

critico.

Reales, desiguales y del mis-
mo signo.

Nodo.

Asintéticamente estable si las
raices son negativas; inestable
si las raices son positivas.

Reales, desiguales y de signo
contrario.

Punto de silla.

Inestable.

Reales e iguales.

Nodo.

Asintéticamente estable si las
raices son negativas; inestable
si las raices son positivas.

Complejas conjugadas pero
no imaginarias puras.

Punto espiral.

Asintéticamente estable si la
parte real de las raices es ne-
gativa; inestable si la parte
real de las raices es positiva.

Imaginarias puras.

Centro.

Estable, pero no asintética-
mente estable.

En lo que se refiere a la estabilidad de los sistemas lineales, lo que hemos visto hasta ahora
puede resumirse asi:

El punto critico (0,0) del sistema lineal (5.37) es estable si y s6lo si las dos raices de
la ecuacion caracteristica tienen parte real no positiva y es asintéticamente estable si 'y
sélo si las dos raices tienen parte real negativa.

Veamos, finalmente, otro modo de discriminar la estabilidad de los puntos criticos atendiendo
a los coeficientes de la ecuacién caracteristica. Si la ecuacién caracteristica la escribimos de la
forma

2

m? — (a1 + ba) m + (arbs — agb1) = (m —my) (m —my) =m?>+pm+q=0

se tiene que las raices m; y me vienen dadas por

}: —pEVp*—4q
5 .

m1
ma2
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Focos Focos
inestables estables
\] ASINTO‘T‘ICAMENTE

ESTABLE

INESTABLE \\\S§5\\

Nodos estables

Nodos inestables

INESTABLE

7 °

Puntos de silla

Figura 5.12: Diagrama que muestra los distintos comportamientos del punto critico (0,0) de un
sistema de ecuaciones lineales dependiendo de los valores de p y ¢. La linea de puntos es una parabola
dada por la ecuacién ¢ = p?/4 que separa los focos de los nodos.

Es muy facil analizar la estabilidad del punto critico en términos de p y ¢. El resultado del
andlisis se muestra en la figura 5.12. Por ejemplo, encontramos que el punto critico (0,0) es
asintéticamente estable si y s6lo si los coeficientes p = — (a2 +b2) y ¢ = a1ba — azb; de la ecuacién
caracteristica son ambos positivos.?

> Ejercicio 5.3

1. En esta seccién hemos ido estableciendo sin demostracion, porque nos parecia evidente, cual era
la estabilidad del punto critico (0,0), esto es, la estabilidad de la solucién (xz(t),y(t)) = (0,0) del
sistema (5.37). No obstante, puede ser un ejercicio instructivo determinar la estabilidad de cada tipo
de punto critico aplicando cuidadosamente la definicién de estabilidad que vimos en la seccién 5.2.

2. Comprueba los resultados sintetizados en la figura 5.12.

3. Sea el sistema

d
SX(1) = F X(1)
x(t)
X(®) ( (1) >
y

9Este es el criterio de Hurwitz para n = 2; véase la seccion 5.3.2.
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b)

a)

Sea
-4 =2
=57,

es decir, sea el sistema

d
d—x = —4dx — 2y,
¢ (5.62)
d _ 3z +
dt v
Demuestra que su solucién general viene dada por
X(t)=cre™ & + e & (5.63)
donde my = —2 y mg = —1 son los autovalores de la matriz de coeficientes F' y

(1) ()

son sus correspondientes autovectores. Demuestra que si en t = 0 la solucién pasa por Xg =
(0,1/2), entonces ¢; =1 y ¢o = —1. Por iltimo demuestra que la solucién nula [o punto critico
(0,0)] es asintdticamente estable.

Demuestra que la solucion general del sistema

d
dil‘ =3z — Y,
d; (5.64)
— =4dxr—2
a -~ T
viene dada por (5.63) donde my = —1 y mg = 2 son los autovalores de la matriz de coeficientes

Y
(1) e=(1)

son sus correspondientes autovectores. Demuestra que la solucién nula [o punto critico (0,0)] no
es estable.

Demuestra que la solucion general del sistema

dz
—=—z-2,
dy (5.65)
Y r—3
g rTo
viene dada por (5.63) donde m; = —2 — i y mg = —2 + i son los autovalores de la matriz de

coeficientes y

5:(1?‘)7 52:(141@),

son sus correspondientes autovectores. Demuestra que la solucién nula [o punto critico (0,0)] es
asintdticamente estable.

Encuentra la solucién general del sistema

d
d—x =3z + 2y,
t (5.66)
dy _ o
o Y,

v demuestra que la solucién nula [o punto critico (0,0)] no es estable.
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5.3.2. Sistemas con mds de dos ecuaciones

Para sistemas lineales auténomos con coeficientes constantes con mas de dos ecuaciones, es
decir, para

( dx
=1 = 1171 + a12T2 + - - - A1pTp,
dt
d$2
g T G21%1 Tt ag¥y F - dgnln, (5.67)
dx ...............................
CT: = Ap1T1 + AnaTo + - - Appln,

con n > 3y a;; constante, los criterios para decidir sobre la estabilidad de la solucién nula son
los mismos que hemos visto en la seccién anterior. De hecho, el resultado enmarcado en la pagina
294 es esencialmente valido para sistemas con mas ecuaciones cambiando la palabra “dos” por
“todas”; es decir:

El punto critico (0,0,---,0) del sistema lineal (5.67) es estable si y sélo si todas las
raices de la ecuacién caracteristica tienen parte real mo positiva y es asintoticamente
estable si y sdlo si todas las raices tienen parte real negativa.

Por supuesto, la ecuacion caracteristica viene dada por

ailz —m ai2 o Aln
a1 agzy —m - ag
L ) (5.68)
Gn1 an2 Gpn — MM

Gracias al criterio de Hurwitz (también llamado criterio de Routh-Hurwitz) es posible saber
si es negativa la parte real de todas las raices de nuestra ecuacién caracteristica sin necesidad de
calcularlas:

Teorema 5.1 (Criterio de Hurwitz) Todas las raices de la ecuacion
cox” + eV ez e =0,

con co > 0, tendrdn partes reales negativas si, y solo si, todos los determinantes D, definidos
por

Dy =,
1 Co
D2 = ;
C3 C2
Cc1 O 0
Dy=|c3 ca a |,
C; C4 C3

c1 (O 0 0
cg c2 ¢ 0 (5.69)

D4 = )
Cs C4 C3 Co
Cr Cg C; C4
C1 Co 0 0
C3 Co C1 0
Dn - ’

Con—1 Con—2 Coapn—-3 *'° Cp
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son positivos, siendo ¢, = 0 para m > n.

> Ejercicio 5.4

Utiliza el criterio de Hurwitz para demostrar que:

1. Todas las raices de la ecuaciones
zt 42234+ 1424+15=0

y
22+ 224 -84 —8224312+30=0

tienen parte real negativa.

2. Alguna(s) de las raices de las ecuaciones
a* —62° + 162> — 262 +15=0

y
2® —102% +1022 4292 —-30=0

tienen parte real no negativa.

5.4. Estabilidad de sistemas no lineales

Ahora estudiaremos algunos criterios que nos permitirdn determinar la estabilidad de los
puntos criticos de sistemas no lineales auténomos.
Nos restringiremos, sin excesiva pérdida de generalidad, al caso de un sistema de segundo

orden: p
T
E = F(xay)v
(5.70)
Y _ Ga,y)
e~ Ty

Ademds, vamos a suponer (i) que el punto critico estd aislado, es decir, que existe un entorno en
el que no hay ningtin otro punto critico, y (ii) que estd situado en el origen.'®

5.4.1. Campo vectorial de direcciones y trayectorias solucién

Un procedimiento muy sencillo y eficaz para determinar graficamente las trayectorias solucién
del sistema (5.70) y, por consiguiente, para determinar la estabilidad de sus puntos criticos,
consiste en representar el campo vectorial de las direcciones (o pendientes) de las trayectorias
en la zona del plano de fases de interés (por ejemplo, en las vecindades de los puntos criticos,
si queremos conocer la estabilidad de estos puntos). Para llevar a cabo esta representacién se
eligen unos cuantos puntos (z,y) en la zona del plano de fase que nos interese y trazamos con
origen en cada uno de estos puntos un vector (una flecha) ¥(z,y) = (vs,vy) con componentes
proporcionales a F(z,y) y G(z,y), respectivamente, es decir

o~ (5) ()

donde ¢ es un nimero arbitrario pero independiente de los puntos (x,y) escogidos. En la figura

19T,0 consideraremos asi por sencillez en la exposicién. Si el punto critico estuviera situado en otro punto,
digamos en (zo,y0), analizarfamos su comportamiento estudiando la estabilidad del punto critico (z = 0,7 = 0)
donde T =z — xo, Yy =y — Yo.
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Figura 5.13: Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.72) y tres trayectorias solucién
(Iineas continuas delgadas) que comenzaron en (z,y) = (3,-3), (z,y) = (2,=-3'5) y (z,y) =
(3,-3'8).

5.13 se ha representado el campo vectorial del sistema no lineal

dz 9
E:x_ya

5.72
W, (5.72)
dt ’

junto con tres trayectorias solucién que comenzaron en tres puntos distintos del plano de fases
(z,y). Se ve en la figura que los vectores y las trayectorias de las soluciones se disponen de forma
alineada alli donde los vectores y las trayectorias coinciden, es decir, se observa que los vectores
situados sobre las trayectorias son tangentes a las mismas. Esto no es casual como es facil de
entender: la pendiente dy/dz de la tangente a la trayectoria en el punto (z,y) puede obtenerse
dividiendo la segunda ecuacién de (5.70) por la primera

dy _ G(z,y)
dr  F(z,y)

de modo que esta pendiente es justamente igual a la pendiente del vector ¥(z,y) que pasa por
el punto (z,y). Podemos entender esto de un modo ligeramente diferente: la primera ecuacién
de (5.70) nos dice que durante el tiempo dt la abcisa x de la trayectoria solucién cambia en
la cantidad dx = F(x,y)dt; la segunda ecuacién de (5.70) nos dice que la ordenada y cambia
en la cantidad dy = G(z,y)dt. Luego durante el intervalo de tiempo dt la solucién del sistema
pasa de (z,y) a (x + F(z,y)dt,y + G(x,y)dt). Luego un vector que vaya del punto (z,y) al
punto (x + F(z,y)dt,y + G(x,y)dt) nos estd indicando el sentido en el que se traza la trayectoria
solucién. Este vector es justamente proporcional al vector ¥(x,y) definido en (5.71). Ademas, la
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Figura 5.14: Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.72) en las vecindades del punto
critico (0,0).

magnitud de F(z,y) y G(x,y), y por consiguiente, el tamano de la flecha ¥(z,y) que aparece en
el diagrama de fases, nos indica la rapidez con la que se recorre la trayectoria solucién en el punto
(@,y)-

En resumen, una vez construido el campo vectorial de direcciones podemos trazar la trayec-
toria solucién que pasa por cualquier punto sin mas que trazar una linea que se dirija siempre en
la direccién en la que apuntan las flechas ¥(x,y) sobre las que pasa la trayectoria. Por supuesto,
esto es tanto mas facil de llevar a cabo cuanto mayor sea el nimero de flechas dibujadas. Por
ejemplo, no deberia ser dificil para el lector continuar en la figura 5.13 con la trayectoria, trazada
con linea mds gruesa, que comienza en el punto (x,y) = (3,—4) y que se ha truncado en las
vecindades del punto (z,y) = (-2, —3).

En la figura 5.13 es dificil apreciar cémo se comportan las trayectorias en las vecindades del
punto critico situado en el origen, (z,y) = (0,0). Por ello es conveniente trazar con mas detalle
el campo vectorial en las vecindades del origen. Esto se ha llevado a cabo en la figura 5.14. Es
ahora evidente que el campo vectorial en las vecindades del punto critico (0,0) es el propio de
un punto de silla: (0,0) es un punto inestable.

> Ejercicio 5.5

1. Excepto en los punto criticos, las trayectorias de los sistemas auténomos (5.37) nunca se cortan.
Sin embargo, esta propiedad no se verifica para sistemas no auténomos. jPor qué? Pista: si dos
trayectorias se cortaran en un punto jen qué direccién apuntaria el vector del campo vectorial
situado sobre el punto de corte? jse alinearia con una trayectoria y no con la otra? ;es esto posible?

2. Determina cudl de los campos vectoriales de la figura 5.15 es el campo vectorial correspondiente a
cada uno de los sistemas dados en las ecuaciones (5.62), (5.64), (5.65) y (5.66) del ejercicio 5.3.
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Figura 5.15: Campos vectoriales de las trayectorias de los sistemas (5.62), (5.64), (5.65) y (5.66)

5.4.2. Estabilidad en torno a los puntos criticos simples

Sea un sistema auténomo no lineal descrito por la ecuacién (5.70) que, en esta seccién, escri-
biremos asi:

dz

;= U + by + f(z,y),

(5.73)
dy
at = azx + boy + g(ajjy).

Ademads, vamos a asumir que:
1. a1, b1, ag y by son constantes reales que cumplen que

ar b
az by

£0, (5.74)




302 Ecuaciones diferenciales y sistemas no lineales. Estabilidad

2. f y g son funciones que tienen primeras derivadas parciales continuas para todo (z,y) y
ademas
T G ) PR (Y)Y (5.75)

(2)—00) /22 + 32 (@n)—(00) /22 + 32

Bajo estas condiciones, el origen (0, 0) es un punto critico aislado del sistema (5.73) que se conoce
como punto critico simple.

» Ejemplo 5.5

Sea el sistema

d

d—x:x—2y+x2,

d; (5.76)
= = 21 + 2y + 2¢°.

7 T + 2y + 2y

Se ve claramente que es de la forma (5.73) y que satisface la condicién (5.74):

’ L2 ’:—2#0.

-2 2
Ademds, como f(z,y) = 22 y g(z,y) = 2y?, también se satisface la condicién (5.75):

2 2 2 0
Sy oy x =1im =" —0, para todo 6,
(@y)—0,0) /22 + 42 (@y)—00) /22 +y2 =0 T

. g(z,y) , 292 . 2r2sen?d
lim —_—r = lim = lim
@y)=(00) /22 +y2  (@9)—=(00) /22 +y2 =0 T

donde hemos hecho el cambio (coordenadas polares) z = rcosf, y = rsen 6. El punto critico (0,0) es, por
tanto, un punto critico simple.

=0, para todo @,

<

La condicién (5.75) exige que los términos no lineales del sistema (5.73) [es decir, f(z,y)
y g(z,y)] tiendan a cero mas rapidamente que los términos lineales. Por tanto, parece sensato
conjeturar que el comportamiento de las trayectorias del sistema (5.73) cerca del punto critico
(0,0) esté dominado por los términos més relevantes (es decir, por los lineales) y, por tanto, las
trayectorias del sistema no lineal sean muy similares a las del sistema resultante tras despreciar los
términos no lineales.!! La figura 5.16 puede servir para aclarar esta idea un poco més. En la figura
5.16(a) se ha representado el campo vectorial de direcciones en las vecindades del origen para el
sistema no lineal (5.76) del ejemplo 5.5, mientras que en la figura 5.16(b) se ha representado el
campo vectorial de direcciones en las vecindades del origen para el sistema lineal resultante al
despreciar los términos no lineales, es decir, el sistema

dx

E =T — 2y7

dy (5.77)
—= =-2 2.

7 T+ 2y

Como se puede apreciar [jy como era de esperar pues los términos no lineales f(x,y) vy g(z,y) son
cuadréticos!] los dos campos vectoriales son casi indistinguibles (tanto mas cuanto més cerca del
origen miremos), por lo que es inmediato concluir que las trayectorias solucién de ambos sistemas
en las vecindades de (0,0) serdn casi idénticas. Esto implica que tanto para el sistema no lineal
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Figura 5.16: (a) Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.76). (b) Lo mismo pero para
el sistema lineal asociado (5.77).

como para el no lineal el punto critico (0,0) serd del mismo tipo (en este ejemplo, es un punto
de silla) y su estabilidad serd la misma (en este ejemplo, el punto es inestable).
Al sistema resultante tras despreciar los términos no lineales se le conoce como sistema lineal

asociado al sistema no lineal original. Por consiguiente, el sistema lineal asociado al sistema (5.73)
es

dzx
0 =a1x + by,
(5.78)
dy =a9xr +b
dt 2 2Y.

La conjetura que discutimos hace un momento es confirmada por los siguientes teoremas:

Teorema 5.2 (Tipo del punto critico) Sea (0,0) un punto critico simple de un sistema no lineal y
sean m1 y mo las dos raices caracteristicas de su sistema lineal asociado. Sucede que:

1. Simy yma son reales, desiguales y del mismo signo, entonces (0,0) es un nodo para ambos
sistemas.

2. Si m1 y ma son reales, desiguales y signo contrario, entonces (0,0) es un punto de silla
para ambos sistemas.

3. St m1 y ma son reales e iguales y el sistema linealizado no estd desacoplado, (es decir no
sucede que a; = by # 0, ag =b; =0) entonces (0,0) es un nodo para ambos sistemas.

4. St my y ma son complejas conjugadas con parte real no nula, entonces (0,0) es un punto
de espiral para ambos sistemas.

" Esta misma idea fue la que usamos en el ejemplo 5.3 para analizar la estabilidad de las érbitas planetarias
circulares.
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5. Simy yma son reales e iguales y el sistema linealizado si estd desacoplado (es decir, sucede
que a; = by # 0, ay = by = 0), entonces (0,0), aunque es un nodo para el sistema
linealizado, puede ser nodo o punto espiral para el sistema no lineal.

6. Simy ymg son imaginarias puras entonces (0,0), aunque es un centro del sistema lineali-
zado, puede ser un centro o punto espiral para el sistema no lineal.

Los casos recogidos en los apartados 5 y 6 se llaman casos fronterizos.

Teorema 5.3 (Estabilidad del punto critico) Sea (0,0) en punto critico simple de un sistema no
lineal y sean my1 y ma las dos raices caracteristicas de su sistema lineal asociado. Sucede que

1. Simy y mg tienen parte real negativa, entonces (0,0) es un punto critico asintdticamente
estable tanto para el sistema linealizado como para el no lineal.

2. Simi y mg son imaginarias puras, entonces el punto critico (0,0) aunque es estable para
el sistema linealizado, no es necesariamente estable para el sistema no lineal, pudiendo ser
asintéticamente estable, estable o inestable.

3. Si alguna de las raices my y ma tiene parte real positiva, entonces (0,0) es un punto critico
inestable tanto para el sistema linealizado como para el sistema no lineal.

No demostraremos estos teoremas, pero si los ilustraremos con un par de ejemplos.

» Ejemplo 5.6

Consideremos el sistema no lineal siguiente

dx

— =z 44y — 22,
;lt (5.79)
dit/ =6z —y+2zy.

Este sistema es de la forma (5.73), donde f(z,y) = —2% y g(x,y) = 2xy. Es ficil comprobar que se

satisfacen las condiciones (5.74) y (5.75), por lo que (0,0) es un punto critico simple. Esto significa
que podemos intentar caracterizarlo (saber su tipo y estabilidad) usando el teorema 5.2. Empezamos
construyendo el sistema lineal asociado a nuestro sistema no lineal original:

dx
Pt 4
L T + 4y,
dy
=2 =6z —y.
a Y

Vemos que la ecuacién caracteristica (5.40) de este sistema es

1_6m _14_m =m? 25 =0,
con lo cual las raices son m; = 5y mo = —5, es decir, reales, distintas y de signo contrario. Entonces el
punto critico (0,0), segin el apartado A-3 de la pdgina 289, es un punto de silla. Esto significa, segin el
teorema 5.2, que el punto critico (0,0) de sistema no lineal original (5.79) es también un punto de silla.
En la figura 5.17 se da el campo vectorial de las direcciones correspondiente a la ecuacién (5.79).

Como tarea extra vamos a calcular la ecuacion de las trayectorias que siguen las soluciones de (5.79) en el
plano de fases. Eliminando dt del sistema original, obtenemos la ecuacién diferencial

dy _ 6z —y+2xy

de  x+4y — a2 (5.80)
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Figura 5.17: Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.79) y dos trayectorias solucién.

que proporciona la pendiente de las trayectorias en el plano de fases (z,y). La solucién de esta ecuacién

de primer orden es
2y +322 —zy—2y° +¢=0,

donde ¢ es una constante arbitraria. Esta ecuacién describe las trayectorias solucién de (5.79) en el plano

de fases. Esta ecuacién cuadratica resolverse de forma explicita:

—x4+a?+V8c+2522 — 213 + #
y(x) = 1 . (5.81)

En la figura 5.17 mostramos dos trayectorias solucién obtenidas ambas tomando ¢ = 1 en (5.81), pero
en un caso (linea inferior) usando la expresién con el signo positivo delante de la raiz y en el otro (linea

superior) tomando el signo negativo.

> Ejercicio 5.6
1. Traza, con buen pulso, algunas otras trayectorias del sistema (5.79) sobre la figura 5.17.

2. Resuelve el sistema algebraico
0=x+4y — 22,

0=6x—y+ 22y,

para demostrar que el origen (0,0) es el dnico punto critico de (5.79).
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» Ejemplo 5.7

Vamos a determinar el tipo y estabilidad de todos los puntos criticos de este sistema no lineal:

d
dil‘ =8xr — y27
d; (5.82)
— = —6y + 62°.
at Yy + b6x
Las coordenadas (x,y) de los puntos criticos han de satisfacer el sistema de ecuaciones algebraicas
8z —y? =0,
v (5.83)
—6y + 62~ = 0.

Despejando la ordenada y, descubrimos que la abscisa x de los puntos criticos ha de ser solucién de la
ecuacion
r(2—x)(4+2z+2%)=0.

Esta ecuacién posee tinicamente dos raices reales: x = 0 y x = 2. Las ordenadas y de los puntos criticos
se obtienen sustituyendo estas raices en cualquiera de las ecuaciones del sistema (5.83). De este modo
obtenemos los puntos criticos P, = (0,0) y P> = (2,4).

o Andlisis del punto critico P, = (0,0)
Empezamos construyendo el sistema linealizado del sistema original (5.82) en torno al punto P; = (0,0):

dx

- =8
dt s
dy

= = _6y.
dt y

Es facil darse cuenta que el sistema (5.82) tiene la forma del sistema (5.73) y que verifica las tres condiciones
(véase la péagina 301) que hacen que P; = (0,0) sea un punto critico simple. Su ecuacién caracteristica

8—m 0

29 4R —
0 —m | =™ 2m — 48 =0,

tiene por raices a m; = 8 y mgo = —6, que son reales, distintas y de signo contrario, por lo que el punto
critico P, = (0,0) del sistema no lineal (5.82) es, segin el teorema 5.2, un punto de silla y, por tanto,
inestable.

¢ Anélisis del punto critico P, = (2,4)
Vamos ahora a estudiar el tipo y la estabilidad del punto critico P» = (2,4). Para ello utilizamos un nuevo

sistema de coordenadas (,7n) que se relaciona con el anterior mediante las ecuaciones
=z —2,
¢ (5.84)
n=y—4.

De este modo, el punto critico P, = (z = 2,y = 4) queda situado en el origen P, = (¢ = 0,7 = 0) del
nuevo sistema de coordenadas. Insertando (5.84) en (5.82), expresamos el sistema no lineal original en
términos de las nuevas coordenadas:

dc

=8(—8n—n’,
é’t (5.85)
CTZ = 24¢ — 61 + 6¢2.

Este sistema es de la forma (5.73), y es fécil ver también ahora que el punto critico (¢,n) = (0,0) es un
punto critico simple. Por ello intentaremos analizaremos su estabilidad a partir del sistema lineal

d¢
gt (5.86)
=L = 24¢ — 6n,

dt
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Figura 5.18: Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.82) y una trayectoria que co-
menzé en el punto (2,3'5).

que es el sistema linealizado asociado al sistema (5.85). La ecuacién caracteristica es

8—m -8 2
94 G | =™ —2m + 144 = 0.
Sus raices, mi2 = 1 + /1431, son complejas conjugadas con parte real positiva, por lo que, segin el
teorema 5.2, el punto critico P, = (¢ = 0,7 = 0) = (z = 2,y = 4) del sistema no lineal es un foco (o
punto espiral) inestable. En la figura 5.18 hemos representado el campo vectorial de las direcciones de las
trayectorias del sistema (5.82) junto con una trayectoria representativa.

Linearizacién y Jacobiano

Hemos visto que, en determinadas circunstancias, para analizar la estabilidad de un sistema
no lineal

dz

i F(:B>y)7

dt (5.87)
W Gy

dt - 7y I

en torno a un punto critico (zg,yo) es conveniente construir el sistema lineal asociado en tor-
no a este punto, o usando una terminologia habitual, que es conveniente linearizar el sistema
(5.87) en torno al punto critico (zg, yo). En el ejemplo anterior (5.7) hemos visto cémo proceder
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para hacer esto. Hay no obstante un procedimiento para linearizar un sistema que a menudo es
més conveniente debido a su simplicidad algebraica. Veamoslo. Definamos dos nuevas variables
independiente u y v (variables perturbativas) asi: © = xg + u, y = yo + v. Sustituyendo estas
expresiones en (5.87) obtenemos:

d d
(o +u) = = = Fwo +u, yo + ),

d;z gf) (5.88)
%(yﬂ + U) = a = G(l‘o + U, Yo + U)v

o, desarrollando F'(xo + u,y0 + v y G(xo + u,yo + v) en serie de Taylor en torno al punto critico
(.’170, y0)7

d
d—z = F(x0,y0) + Fr(x0,y0) u + Fy(x0,y0) v + términos de orden u?, v%, uv, y/o superior,
d
dit) = G(z0,y0) + Gz(x0,y0) u + Gy(x0, yo) v + términos de orden u?, v, uv, y/o superior,

(5.89)
donde F,, = 0F/0x, F,, = OF /0y, etc. Pero por definicién de punto critico F'(xo, yo) = G(z0,%0) =
0 de modo que el sistema anterior se reduce, tras despreciar los términos no lineales, al sistema
linearizado que estdbamos buscando:

du
—= = Fy(x0,y0) u + Fy(xo,y0) v,
(5.90)

dv
% = G$(,%'0’ yo) U+ Gy(x(h yO) v,

(i) - (G &) ) o

_ FCC(‘T7y) Fy(xvy)
1(e.y) = (Gx(x,y) Gy(, y)> (592)

se conoce como Jacobiano del sistema (5.87). La ecuacién caracteristica del sistema en el punto
critico (zp,yp) es simplemente

o, en forma matricial,

donde la matriz

det[J(xo,y0) —mI] =0, (5.93)

siendo I la matriz identidad [es decir, la matriz cuyo elemento (4, j) es 6; ;|.

Casos fronterizos

En el apartado anterior (pdgina 304) se dijo que estamos en un caso fronterizo cuando el
punto critico es un nodo radial o un centro. En estos casos no podemos decidir de qué tipo es el
punto critico del sistema no lineal a partir del analisis del sistema linealizado. Veamos un par de
ejemplos.

» Ejemplo 5.8

El punto critico (0,0) del sistema

(5.94)
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Figura 5.19: (a) Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.94) junto con una trayectoria
que comenzé en el punto (—1,—1). (b) Lo mismo pero para el sistema (5.95).

es un centro [véase la figura 5.19(a)], mientras que el punto critico (0,0) del sistema
d
ﬁ -y - x?)’
dy ) (5.95)
"

es ahora un foco [véase la figura 5.19(b)]. Sin embargo, el sistema linealizado de ambos sistemas no lineales
es el mismo

g _ Y
a7
(5.96)
d
dy _,
dt
y su punto critico (0,0) es un centro.
<
» Ejemplo 5.9
El punto critico (0,0) del sistema
d
71‘ — _y_x,/$2+y27
dt (5.97)
dy '
—=xz—y {172 + y27
dt

es un foco estable y, sin embargo, es un centro de su sistema linealizado:

de _ _
&=V
dy
dt
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Esto ultimo es facil de demostrar pues la ecuacién caracteristica es

‘ -mo -l =m?+1=0,

1 —-m

y sus raices m 2 = +1i son complejas conjugadas con parte real nula.
Veamos ahora que el origen del sistema no lineal es un foco estable. El sistema no lineal es més facil de
resolver expresdndolo en coordenadas polares (7,6). La relaciéon 72 = 22 + y? implica que

mientras que de § = arctan(y/z) se deduce
@ 1 dy)
N TS
_ x? x% —yde
22 + 42 )
es decir " ) J J
@_ (e
dt  r? (x at Y dt) ' (5:99)

Multiplicando la primera ecuacién de (5.97) por z, la segunda por y, y sumando, la ecuacién (5.98) se
transforma en
dr dx n dy
r—=x— —=
at ~ Car Yt

x {—y—x\/xQ—kyQ] +y [x—y x2+y2]

_ x2+y2)3/2

= ’,’3’

es decir,
dr
— =72,
dt
Por otro lado, multiplicando la segunda ecuacién de (5.97) por z, y la primera por y, y restando, la
ecuacion (5.99) se reduce a

L
a Cat YVar

:Qj|:x_y $2_|_y2:|_y|:_y_$ /x2+y2:|

— 2?42
= 7’2’
es decir,
de
>~
dt
Obtenemos de este modo un sistema equivalente al (5.97) con las variables r y 6 desacopladas:
d
d% =2, (5.100a)
de
—=1. 5.100b
o ( )
La solucién es inmediata:
1
= 5.101
" t+ 1/7"0 ’ ( a)

0=t + 0 (5.101b)
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y por tanto

x(t) cos[t + 0] , (5.102a)

_ 1
- t—|—1/’l“0

y(t) sen(t + O] . (5.102b)

_ 1
Ct+1/ro

Por supuesto, ry y 6y son constantes determinadas por las condiciones iniciales. La solucién anterior
[ecuaciones (5.101) o (5.102)] da lugar a trayectorias en el plano de fases que se dirigen en espiral hacia el
origen. Por tanto, para el sistema no lineal (5.97), el origen es un foco estable.

Puntos criticos no simples

Para los puntos criticos no simples la casuistica es mucho méas variada que para los puntos
criticos simples, es decir, el comportamiento de las trayectorias en torno a los puntos criticos no
simples es muy variado, generalmente complicado, no limitandose las formas de las trayectorias
a foco, centro, nodo o punto de silla. Como ejemplo, en las figura 5.20 representamos en torno al
punto critico no simple (0,0) los campos vectoriales de direcciones de los sistemas

dx

T nya
dt (5.103)
dy _ o — o
dt ’
Y d
d—x = 23 — 2xy?,
¢ (5.104)
W _ gy2y — g
dt '

> Ejercicio 5.7

Traza algunas trayectorias de las soluciones de los sistemas (5.103) y (5.104) sobre la figura 5.20.

5.4.3. Estabilidad por el método directo de Liapunov

Hemos visto en la seccién anterior que si un punto critico simple de un sistema no lineal
resulta ser un centro del sistema linealizado, entonces el teorema 5.3 no proporciona ninguna
informacién sobre la estabilidad del punto critico del sistema no lineal. Mas aun, cuando los
puntos criticos no son simples, el teorema 5.3 no sirve para determinar la estabilidad de estos
puntos criticos. Afortunadamente, existen otros procedimientos para determinar la estabilidad
de un punto critico aplicables incluso cuando el punto critico no es simple. En esta seccién se
discute uno de estos procedimientos: el método directo (o segundo método) de Liapunov.'?

Sea C' = (z(t),y(t)) una solucién (es decir, una trayectoria en el plano de fases) del sistema

dx
a :F($7y),
(5.105)
W _ Gla,y)
dt - 7y7

2Puedes ver otros métodos en las referencias [Ros81, Sim93] y, més abundantemente, en [Str94].
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Figura 5.20: (a) Campo vectorial de direcciones del sistema no lineal (5.103). (b) Campo vectorial de
direcciones del sistema (5.104).

y sea E(z,y) una funcién definida en una regién que contenga a C. Llamamos velocidad de
cambio de E[z(t),y(t)] = E(t) a lo largo de la trayectoria C, a la funcién dE/dt evaluada sobre
la trayectoria C: [dE/dt].. Esta funcién podemos expresarla asf:

s (8] -5+ 4],

dt |, Oz |dt Qy |dt
(5.106)
oFE oF
=—F+—G.
oz + oy G

A E(x,y) también se la llama derivada de E(x,y) con respecto al sistema (5.105).

Funcién de Liapunov

Supongamos que E(0,0) = 0 y sea R una regiéon que rodea al punto (0,0). Diremos que
E(z,y) es:

» definida positiva en R si E(x,y) > 0 para todo punto (x,y) # (0,0) de R;
» definida negativa en R si E(z,y) < 0 para todo punto (z,y) # (0,0) de R;
» semidefinida positiva en R si E(x,y) > 0 para todo punto (z,y) # (0,0) de R;

» semidefinida negativa en R si E(z,y) < 0 para todo punto (x,y) # (0,0) de R.

» Ejemplo 5.10

Supongamos que n y m son dos niimeros naturales (el 0 no est4 incluido). Entonces la funcién a 22" +by?™

es definida positiva si a,b > 0, o definida negativa si a,b < 0. En cambio, 22", 4?" y (z — y)?" son

semidefinidas positivas.
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<

Sea F(x,y) una funcién continua y con las primeras derivadas parciales OF/0z, OF /0y con-
tinuas en una cierta regién R que rodea al punto (0, 0). Decimos que E(z,y) es una funcion débil
de Liapunov del sistema (5.105) en R si, en esta regiéon R, es definida positiva y su velocidad de
cambio

. oF oF
E(z,y) = %F—f— @G,

es semidefinida negativa. Si su velocidad de cambio es definida negativa, entonces decimos que
E(z,y) es una funcion fuerte de Liapunov del sistema (5.105) en R .

Teorema 5.4 Si existe una funcion débil de Liapunov E(x,y) para el sistema (5.105) en una
region R que rodea al punto critico (0,0), entonces el punto critico (0,0) es, al menos, estable. Si
existe una funcion fuerte de Liapunov E(x,y) en una region R que rodea al punto critico (0,0),
entonces (0,0) es asintdticamente estable.

Puedes ver la demostracién de este teorema en el capitulo 8 de [Sim93]. La idea detras de la
demostracién es muy sencilla: si cuando el punto (x(t),y(t)) se mueve sobre cualquier trayectoria
solucién de (5.105) sucede que E(z,y) siempre disminuye, es claro que al final (z(t),y(t)) aca-
bara sobre (0,0), que es el inico minimo de E(z,y) (pues es una funcién definida positiva); esto
significa que el punto (0,0) es hacia donde tienden todas las trayectorias y, por tanto, este punto
es (asintéticamente) estable.

El siguiente teorema es un resultado 1til a la hora de proponer funciones de Liapunov.

Teorema 5.5 La funcion
E(z,y) = ax® + bxy + cy?

es definida positiva si, y solo si,

a>0, Yy b? — 4ac < 0,
y definida negativa si, y solo si,

a <0, Y b? — dac < 0.

Su demostracién es elemental.l?

» Ejemplo 5.11

El sistema p
dif = —Ql‘y = F($7y)7
d
CTZZ = -y = G(a,y),

tiene al origen (0,0) como tnico punto critico . Para determinar su estabilidad proponemos la funcién
de Liapunov E(z,y) = 2% + 2y%. Es claro que esta funcién es definida positiva en todo el plano (x,v).

138i ? — 4ac < 0, entonces la funcién z(x/y) = E(z,y)/y* = a(z/y)* + b(x/y) + ¢ no tiene ninguna rafz real, es
decir, z(x/y) no corta al eje z = 0, lo que significa que E es bien siempre negativa o bien siempre positiva. Si a > 0
es claro que z, y por tanto E, es positiva si z/y — 0o, luego F es siempre positiva para a > 0. Este argumento falla
si y = 0, pero en este caso E = az? y de nuevo encontramos que a > 0 implica E positiva excepto cuando z = 0.
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Ademais, su velocidad de cambio

E(z,y) = %fﬂu%@*
=2z (—22y) + 4y (2* — ¢°)
= —da?y + 42’y — 4y
— —4y4

es semidefinida negativa para todo (z,y), luego el punto (0,0) es, al menos, estable.

|
» Ejemplo 5.12
Sea el oscilador
i+ (2 +i*)r=0
0, en forma de sistema diferencial,
T = = F(z,y),
AU (#:9) (5.107)
y=—(a"+y )z =G,y),

Queremos mostrar que la funcién
B(a,y) =" (2 +° ~ 1) +1

es una funcién de Liapunov del sistema (5.107). Para empezar, es claro que E(0,0) = 0 y que E(z,y) es
definida positiva. Ademéds

. OF OF

= 22" (a? + 32y — 2ye” (¥ +yP)x
=0.

Por tanto E(z,y) es semidefinida negativa y E(z,y) es una funcién débil de Liapunov. En definitiva,
concluimos que el origen es, al menos, estable.

El hecho de que la velocidad de cambio E(z,y) sea nula para todo punto (z,y) nos permite ademés
determinar las trayectorias solucién (z(t),y(t)) del sistema (5.107) puesto que E(z,y) = 0 implica que
estas trayectorias son tales que la funcién F(z(t),y(t)) es constante. Es decir, las trayectorias solucién
(z(t), y(t)) satisfacen la relacién

ex2(w2+y2— H+1l=c
donde ¢ es una constante, o, equivalentemente,

y? = ce™™ 41— 22

En la figura 5.21 se ha representado el campo vectorial de las trayectorias del sistema (5.107) y dos
trayectorias particulares.

<«

La funciéon de Liapunov generaliza el concepto de energia de un sistema fisico. Esto puede
apreciarse en los siguientes ejemplos.
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1

Figura 5.21: Campo vectorial de las trayectorias del sistema (5.107) y dos trayectorias correspondientes
a ¢ =1 (curva exterior) y ¢ = —0'9 (curva interior).

» Ejemplo 5.13

Un oscilador arménico amortiguado (es decir, el movimiento de un oscilador arménico amortiguado) viene
descrito por la ecuacién diferencial

d*x dx
mﬁ“v‘C%“rkl’:O, c>0.

Esta ecuaciéon se puede reescribir como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden

dxr

_— = :F

pril (z,9),

d k c

ﬁ__ix_iy :G(may)7
m

dt m
que tiene a (0,0) como punto critico. Vamos a proponer como funcién de Liapunov a la energia total del
oscilador: L 1
E [ 2 - k 2
(z,y) = 5 my” + S ka’,
que, evidentemente, es definida positiva. Su velocidad de cambio
. OF OF
Ex,y)=—F+—G=
(@,y) = 5 F+ 9
(=)
=kzxy+my |—x——y| =
m m
= —C y2

es semidefinida negativa en todo el plano (z,y), lo que implica que la energia total es una funcién débil
de Liapunov en todo el plano. Por consiguiente podemos afirmar que (0, 0) es, al menos, estable.
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Como (0,0) es punto critico de un oscilador amortiguado, sabemos que este punto es asintdticamente
estable (pues la energia del oscilador decae hasta alcanzar su valor minimo en (0,0), lugar en donde el
oscilador se detiene), pero la funcién de Liapunov que hemos empleado no sirve para descubrir este hecho.

<

» Ejemplo 5.14

En este ejemplo aplicaremos el método de Liapunov para descubrir que en el campo de fuerzas centrales

F(r) = —kr™, donde n > —3, las drbitas circulares son estables bajo perturbaciones radiales pequenas.
Procediendo como en el ejemplo 5.3, pdgina 283, no es dificil ver que para F'(r) = —kr™ se verifica que
pr’f = const = £ (5.108)
y
82
T =—g(r) (5.109)
donde L
g(r) = ;r". (5.110)

Es evidente que una o6rbita circular con un radio R dado por la relacién

52

e 9(R) (5.111)

es una solucién posible. Queremos averiguar si esta orbita circular r = R es estable frente a perturbaciones
radiales « pequenas. Hallamos la ecuacién de la perturbacién x introduciendo r = R + x en (5.109):

22

i — ARt =—g(R+x). (5.112)

Por supuesto, esta ecuacién la podemos expresar como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer
orden:

de . .

= F(z,2), (5.113a)
g 2

@ B (R+2) =G (5.113b)

dt — p2(R+x)?
Para determinar la estabilidad del punto fijo (z = 0,4 = 0) proponemos a

2

1 0 ¥
E(x,i) = -4 + ———— R d
(@) = 5 + o + [ (R o)
como funcién de Liapunov. Veamos bajo qué condiciones E(x, ) es realmente una funcién de Liapunov.
Para empezar, es ficil comprobar que su razén de cambio es semidefinida negativa pues dE/dt = 0 para
todo z y &. Ademds F(x = 0,2 = 0) = 0. Para demostrar que E(x # 0,2 # 0) > 0 cuando = y & son
pequenos, desarrollamos esta funcién en torno del origen:

@2 0? (1 2 3a? ) 02 g (R) ,

Flr.i)=— 4+ — (122 4 22 -
(z, 1) 2+2M2R2 R+R2 2M2R2+g(R)x+ 5 x4+

Usando el resultado de (5.111) se deduce que

+ g’(R)] 2 4+ O0(2?)

i 1] 30
2 | u2R4
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Por tanto E(x, %) es mayor que cero en las vecindades del punto (z = 0,2 = 0) si

302

W +g'(R) > 0.

Teniendo en cuenta la relacién (5.111), esta condicién se reduce a
39(R) > —Rg'(R),

o equivalentemente, tras usar (5.110), a
n > —3.

En definitiva, hemos encontrado que si n > —3 entonces la funcién E(z,#) dada por (5.114) es una
funcién débil de Liapunov en las vecindades del origen (x = 0,4 = 0). Podemos por tanto asegurar que las
6rbitas circulares son estables para perturbaciones radiales pequenas cuando n > —3.' Debe notarse que
la funcién de Liapunov E(z, &) que hemos elegido en (5.114) no es més que la energia total del oscilador
no lineal dado por la ecuacién (5.112) cuando el origen de energia se elige de modo que la energfa total
sea nula en la posicién de reposo (z = 0,4 = 0).

> Ejercicio 5.8
Demuestra que E(z, ) dada por (5.114) es la energia total del oscilador (5.112).

5.5. Ciclos limite

Hasta ahora sdlo hemos obtenido informacién del comportamiento local de las trayectorias en
torno a los puntos criticos de los sistemas no lineales. Pero, aparte de este comportamiento local,
en los sistemas no lineales se dan también situaciones interesantes e inesperadas de tipo global
en las que aparecen comportamientos que son imposibles en los sistemas lineales. Empezaremos
estudiando en esta seccion cierto tipo de trayectorias caracteristicas de los sistemas no lineales
que son conocidas como ciclos limite. Mas adelante, en la seccién 5.7 echaremos un vistazo a un
sistema con comportamiento cadtico.

Sea un sistema auténomo no lineal

dx

Dl F(.’L‘,y),
i (5.115)
W _ Gy
dt - 7y b

donde F'y Gy sus primeras derivadas parciales son continuas. Una solucién (x(t),y(t)) de (5.115)
es periddica si ninguna de las dos funciones z(t), y(t) es constante, si estdn ambas definidas para
todo t y si existe un nimero 7" > 0 tal que

z(t+T)=xz(t),

y(t 4 T) = y(t), (5.116)

para todo t. El valor de T' més pequeno para el cual se satisfacen las relaciones (5.116) se conoce
como periodo de la solucién. Si C' = (z(t),y(t)) es una trayectoria cerrada de (5.115) en el

14Fn la seccién 8.11 del libro Dindmica cldsica de las particulas y sistemas por J. B. Marion (Reverté, Barcelona,
1975) se obtiene este mismo resultado mediante un andlisis similar al que se utiliz6 en el ejemplo 5.3 de la pdgina
283.
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plano de fases, entonces (x(t), y(t)) es una solucién periédica. Obviamente también la afirmacién
contraria es cierta: la trayectoria C' = (z(t),y(¢)) en el plano de fases es cerrada si la solucién es
periédica.!®

En un sistema lineal (véase la seccién 5.3) todas las trayectorias son o bien cerradas (si
las raices de la ecuacién caracteristica son imaginarias puras) o bien ninguna lo es (para m
no imaginarias puras). Sin embargo, en sistemas no lineales pueden darse trayectorias cerradas
aisladas, es decir, trayectorias cerradas rodeadas por regiones que no contienen a otras trayectorias
cerradas. Estas trayectorias (o las soluciones correspondientes) son conocidas como ciclos limite.
Cuando todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo limite, se dice que el ciclo limite es
estable.!6

La existencia de un ciclo limite estable en un sistema significa que en este se producen osci-
laciones automantenidas, es decir, se produce un comportamiento oscilante en ausencia de una
fuerza o senal externa. El reloj de péndulo es un sistema bien conocido en el que se da un ciclo
limite: si perturbamos su movimiento oscilatorio habitual (lo frenamos un poco o aumentamos
la amplitud de oscilacién con un golpecito, por ejemplo), sabemos que el péndulo es capaz por
st solo de restablecer su movimiento oscilatorio tipico. El “movimiento oscilatorio habitual” es
lo que llamamos ciclo limite y el movimiento oscilatorio que se aproxima este ciclo limite tras la
perturbacién es simplemente una trayectoria vecina al ciclo limite. Los ciclos limite son extraor-
dinariamente importantes en muchos sistemas fisicos y biolégicos (latidos del corazén, ritmos
circadianos del suenio, temperatura del cuerpo, dindmica de poblaciones, oscilaciones térmicas en
los océanos, ... )

» Ejemplo 5.15

El sistema no lineal

d

= —ytr(l-a? =y,

d; (5.117)
& =ety(l—a—y%),

tiene un ciclo limite. Para encontrarlo es mas conveniente expresar (5.117) en coordenadas polares (r,6) y
buscar la solucién (es decir, la ecuacién de las trayectorias solucién) en este tipo de coordenadas. Sabemos
[véanse las ecuaciones (5.98) y (5.99)] que

dr dx dy

T =t +y Y (5.118)
y
do 1 dy dx
il < T dt) . (5.119)

Multiplicando la primera ecuacién de (5.117) por z, la segunda por y, y sumando las expresiones resul-
tantes, la ecuacién (5.118) se transforma en

Jrde dy
dt dt d
wl-y+a(l—r)]+yle+y—r7)
= (2® )(1 %)
(1—7"2)

15Estas afirmaciones son bastante evidentes. En todo caso, puede verse su justificacién detallada en la seccién
13.4 de [Ros81].
16T a estabilidad de los ciclos limite se describe méds cuidadosamente en la pagina 319.
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Ahora, multiplicando la segunda ecuacién de (5.117) por x, y la primera por y, y restando, la ecuacién
(5.119) se reduce a

rzﬁ:xdﬁ_ydj
dt ar
=zlz+y(l—r)] —y[-y+z (-1
— 2% 2

=72

Obtenemos asi un sistema equivalente al (5.117) con las variables r y 6 desacopladas:

dr

E :7‘(1 —T2)7 (5120&)
db

— =1 12

- (5.120b)

Teniendo en cuenta que

/ dr 1 r2
—_—=—In| ——~= |,
r(l—r2) 2 1 — 12

la solucién de (5.120) es simplemente

1
e — (5.121a)
0 =t+0, (5.121b)

donde a es un constante arbitraria de integracion cuyo valor se determina a partir de las condiciones
iniciales:

1 1
ro=r({t=0)= 1+a:>a:%*1-
Sirg = 1, entonces a = 0 y la solucién es
r=1,
{9t+00,

que se corresponde con una trayectoria cerrada y circular de radio 1 que gira en sentido contrario a las
agujas del reloj. Si 79 > 1, entonces a < 0 y obtenemos que r > 1 parat > 0y que r — 1 cuando ¢t — oc.
Sirg < 1, entonces a > 0 y vemos que r < 1 parat > 0 y que, ademas, r — 1 cuando t — oo. Por lo tanto
existe una tnica trayectoria cerrada (r = 1) a la que todas las demds trayectorias tienden de forma espiral
cuando t — oo bien sea por dentro o por fuera. Esta trayectoria es un ciclo limite.

Estabilidad de un ciclo limite

Por la propia definicién de ciclo limite (recordemos, trayectoria cerrada aislada) las trayec-
torias en su vecindad solo pueden acercarse o alejarse de él. Este hecho nos conduce de forma
natural a la definicién de estabilidad de un ciclo limite (véase la figura 5.22):

= Un ciclo limite es estable si estd dentro de una regién en la que todas las trayectorias se
dirigen a él.

= Un ciclo limite es inestable si estda dentro de una regién en la que todas las trayectorias se
alejan de él.

» Un ciclo limite es semiestable si, en sus vecindades, las trayectorias en su interior [exterior]
se acercan y las trayectorias en su exterior [interior| se alejan del ciclo limite.



320 Ecuaciones diferenciales y sistemas no lineales. Estabilidad

(@) (b) (c)

Figura 5.22: Esquema de las 6rbitas tipicas alrededor de un ciclo limite (a) estable, (b) inestable (c)
semiestable.

Hay que ser consciente que en muchas ocasiones (sobre todo en ciencias aplicadas) el término
ciclo limite es sinénimo de ciclo limite estable.

» Ejemplo 5.16

Hemos visto en el ejemplo 5.15 anterior que el sistema no lineal (5.117) posee un ciclo limite con forma de
circunferencia de radio unidad. Ademads, resolvimos de forma exacta las ecuaciones del sistema no lineal
y descubrimos que todas las trayectorias solucién vienen dadas por la ecuaciones (5.121). De la ecuacién
(5.121) se deduce facilmente que el ciclo limite es estable pues todas las trayectorias de sus vecindades (de
hecho, todas las trayectorias) tienden a acercarse en forma de espiral al ciclo limite pues r(t) — 1 cuando
t — oo para cualquier valor inicial de 7.

Es instructivo observar que este resultado se podria haber deducido sin necesidad de resolver explicitamente
las ecuaciones (5.120). De hecho, un andlisis cualitativo de la ecuacién (5.120a) hubiera bastado para
convencernos de la existencia de un ciclo limite para r = 1. En la figura 5.23 se muestra cémo llevar a cabo
este andlisis. En esta figura se ha dibujado la razén de cambio de la coordenada radial de la trayectoria,
dr/dt = r(1—7r?), en funcién de r. Se ve inmediatamente que dr/dt = 0 en r = 1, es decir, toda trayectoria
con r = 1 tiene la propiedad de que su coordenada radial no cambia en el tiempo por lo que siempre
vale 1. Pero si la coordenada radial de la trayectoria es mayor que 1, » > 1, entonces dr/dt < 0, lo que
implica que esta coordenada radial disminuye en el tiempo y se acerca al valor de » = 1. De igual modo,
si r < 1, entonces dr/dt > 0 y por tanto la coordenad radial tiende a aumentar en el tiempo hacia valores
mds proximos a 1. En resumen, cualquier trayectoria con un valor inicial 7(0) # 0 tiende a acercarse a la
trayectoria con r = 1 que, por consiguiente, es un ciclo limite estable.

> Ejercicio 5.9

1. Supdn que la ecuacion radial (5.120a) fuera

dr

— =r(1-r)2-r).

= r(1=r)E-7)
Determina mediante argumentos cualitativos el niimero y estabilidad de los ciclos Iimite del nuevo
sistema.

2. Haz lo mismo si
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0.5 I'(l—l‘z) .
el N
§ 0.0
| -
©
—
-0.5 1
-—
0.0 0.5 1.0
r

Figura 5.23: Velocidad de cambio dr/dt de la coordenada radial r de las trayectorias solucién del
sistema no lineal (5.117). Las flechas indican la direccién en la que r cambia.

Existencia de ciclos limite

. Cémo podemos saber si existe un ciclo limite en el sistema (5.115)7 Los siguientes resultados,

que no demostrauremosn7 nos proporcionan una respuesta en ciertos casos.

Teorema 5.6 Toda trayectoria cerrada del sistema (5.115) debe rodear a un punto critico.

Teorema 5.7 (Teorema de Bedixson) Si
OF  0G

- + R

oxr Oy
es siempre positiva o siempre negativa en una cierta region del plano de fases, entonces el sistema
(5.115) no tiene trayectorias cerradas en esa region.

Teorema 5.8 (Teorema de Poincaré-Bedixson) Sea R una region acotada del plano de fases en la
que el sistema (5.115) no tiene puntos criticos. Si una trayectoria del sistema (5.115), a partir
de un cierto instante, permanece siempre dentro de R, entonces o la trayectoria es cerrada o bien
tiende de forma espiral hacia una trayectoria cerrada.

Podemos entender de un modo intuitivo (aunque hay que admitir que no riguroso) el origen de
este teorema: un poco de reflexién nos debe convencer de que no es posible trazar trayectorias
en una region bidimensional acotada que, sin cortarse entre si, no se salgan de esta regién, salvo
si la trayectorias tienden hacia un punto critico de esta region o tienden en espiral hacia una
trayectoria cerrada (ciclo limite).

Teorema 5.9 (Teorema de Liénard) Sean f(x) y g(x) dos funciones tales que:
1. Ambas son continuas al igual que sus derivadas.
2. f(z) es par y g(x) es impar con g(x) > 0 para todo x > 0.

8. La funcién impar F(z) = [ f(x)dx cumple que:

1"Pueden consultarse las demostraciones en las referencias [Sim93, Ros81, JS87], por ejemplo.
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a) tiene un cero en x = a > 0,
b) es negativa para el intervalo 0 < x < a,
c) es positiva y no decreciente para x > a,

d) F(z)— oo cuando x — oo.

Entonces la ecuacion
d?x dx

o 1@ S+ gla) =0

tiene una unica trayectoria cerrada (ciclo limite) que rodea al origen y todas las demds trayectorias
tienden a ella en forma de espiral cuando t — oo.

» Ejemplo 5.17
Veamos una aplicacién del teorema de Liénard. Sea la ecuacién de van der Pol

Pz

& dx
a2

+e(2® —1) o

+2z=0 con €>0.

En este oscilador

por lo que las condiciones 1 y 2 del teorema de Liénard se satisfacen claramente. Comprobemos ahora si
también se satisface la condicién 3. Para ello hemos de calcular F(z):

Ca i € 2
Flz)=¢ [ (@*—-1Ddr=e— —ax=-xz(z"—3).
o 3 3

Esta funcién tiene a = v/3 como tinico cero, es negativa en el intervalo 0 < z < /3, es positiva para
x > /3, satisface la condicién

dF ;
=@ =@ -1 >0 siz>V3,

y también cumple que F(z) — oo cuando © — oo. Se cumplen as{ todas las condiciones del teorema de
Liénard, por lo que concluimos que la ecuaciéon de van der Pol ha de tener un ciclo limite. En la seccién 5.6
estudiaremos un par de métodos que nos permitiran hallar una expresién aproximada de este ciclo limite.

<

5.6. Calculo de Soluciones Periédicas

En la seccion anterior hemos visto varios teoremas que nos permiten decidir sobre la existencias
de soluciones periddicas. Pero, ;cémo hallar estas soluciones periddicas? El procedimiento directo
pasaria por encontrar la solucién general exacta de nuestro sistema no lineal y estudiar bajo
qué condiciones se da una solucién periédica. Este modo fue el que empleamos en el ejemplo 5.17.
Sin embargo, hallar soluciones periddicas exactas de sistemas no lineales es una tarea muy dificil y
generalmente infructuosa (son muy pocos los problemas no lineales con solucién exacta conocida).
El procedimiento alternativo habitual consiste en hallar soluciones periddicas aproxrimadas que
representen de un modo aceptable a la solucion exacta desconocida.
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Vamos a estudiar a continuacion dos métodos —el método de balance arménico y el de
Krylov-Bogoliubov— para hallar soluciones periddicas aproximadas de osciladores no lineales
cuyas ecuaciones diferenciales las escribiremos asi:

dx y
d*z dx a7

El método de Krylov-Bogoliubov sirve ademés para obtener aproximaciones de soluciones cuasi-
periddicas, es decir, soluciones que son casi periddicas.

5.6.1. Método de Balance Armdnico

Este método, que es muy sencillo, proporciona soluciones aproximadas de muy buena calidad
siempre que la solucién exacta (que es desconocida) se asemeje a una funcién armonica cosenoidal
(o senoidal). Si la solucién desconocida es periddica, puede expresarse como serie de Fourier:

z(t) = i Ay, cos(nwt) + i By, sen(nwt) . (5.123)

n=0 n=1

En el método de balance arménico se propone la serie anterior truncada hasta un nimero finito
de términos como solucién aproximada de la ecuacién (5.122). En su forma més sencilla, que es la
que estudiaremos aqui, se retienen simplemente sus tres primeros armonicos; es decir, se propone
una solucién aproximada de la forma

x(t) = Ag + Aj cos(wt) + By sen(wt)

5.124
=c+ Acos(wt+ ¢). ( )

donde ¢ = Ay, A1 = Acosp y By = —Asenyp. Como estamos en principio sélo interesados en
describir el ciclo limite, es decir, como s6lo nos interesa hallar su “forma” y tamafo en el plano
de fases, podemos olvidarnos del valor de la fase ¢, la cual sdlo nos informa del instante en el
que la solucién (z, &) pasa por un punto dado del ciclo limite, y escribir

x(t) = ¢+ Acos(wt). (5.125)

Esto es equivalente a escoger como origen de tiempos ¢t = 0 el instante en el cual el desplazamiento
del oscilador z es méximo, esto es, cuando z = ¢ + A.

El método de balance arménico busca una solucién aproximada de la ecuacién (5.122) con la
forma funcional de (5.125). Por supuesto, la tarea consiste en estimar los valores 6ptimos de ¢,
Ay w que hagan que la solucién periédica aproximada propuesta sea una buena representacion
de la solucién periédica exacta desconocida. En el método de balance arménico ¢, A y w se
determinan exigiendo que la solucién aproximada propuesta (5.125) satisfaga la ecuacién (5.122)
en sus armoénicos mas grandes. Habitualmente los arménicos mas grandes son los de menor orden.

Si proponemos a x(t) = ¢ + Acoswt, como solucién, entonces

d

d—? = —wAsenwt, (5.126)
d2
er_ —w? Acoswt, (5.127)

dt?
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y la funcién f(x, %) se puede expresar en como un desarrollo en serie de Fourier:

d
f <x, df) = f(c+ Acoswt,—Awsenwt)

(5.128)
=k(c,A,w)+ g(c, A,w)coswt+ h(c,A,w)senwt + a.o.s.

donde a.o.s. son armonicos de orden superior, es decir, términos proporcionales a cosnwt y
sennwt con n > 2. Las funciones k(c, A,w) g(c, A,w) y h(c, A,w) son los coeficientes de la serie
de Fourier de la funcién f(x, %):

2

k(c, A,w) = % ; fle+ Acosy, —Awsen)) di, (5.129)
2w
g(c, A,w) = % ; fle+ Acos, —Awsen)) cosp dip, (5.130)
2w
h(c, A,w) = % fle+ Acosy, —Awsent)) sen) dip, (5.131)
0

donde ¢ = wt. Sustituyendo (5.126), (5.127) y (5.128) en la ecuacién diferencial cuya solucién
buscamos, es decir, en la ecuacién (5.122), obtenemos

k(c, A,w) + [g(c, A,w) — w?A] coswt + h(c, A,w)senwt + a.o.s. = 0. (5.132)

Para que al menos los tres primeros arménicos sean nulos debe ocurrir que

k(c, A,w) =0,
gle, A, w) —w?A =0, (5.133)
h(c, A,w) =0,

con lo que obtenemos un sistema cuyas soluciones son los valores de ¢, A y w buscados.

En la aplicacion del método de Balance Arménico, y también en el de Krylov-Bogoliubov,
aparecen a menudo integrales entre 0 y 27 de productos de potencias de las funciones seno y
coseno. Los siguientes resultados serdn por tanto ttiles cuando apliquemos estos métodos'®:

2n\ __ 2n\ __ (2’0— 1)”
(cos™™) = (sen”") = EESTE
{cos?"™ 1) = (sen?1) = 0, (5.134)
<C082n_1 senzm_l) = <COSQn sean_l) = (cosgn_1 sean_l) =0

donde n > 1 y m > 1 son enteros y

(f) = = / " F(6)ds.

~ o

A partir de (5.134) se pueden obtener muchos otros resultados. Por ejemplo:

1 3 1
(cos? sen?) = (cos?(1 — cos?)) = (cos?) — (cos?) = 2 %= %
4 2 4 2 4 6 3 5 1 (5135)
— 1— — _ _2_2_ 2
(cos™ sen”) = (cos™ (1 — cos”)) = (cos™) — (cos’) AETRET:
Bon -1 =(2n—-1)x (2n—3)--- x5 x 3 x 1. A esta funcién se la conoce como factorial doble. Su definicién

para numeros pares es: (2n)!l = (2n) x 2n —2) .-+ x4 x 2.
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» Ejemplo 5.18
En este ejemplo estimaremos el ciclo limite del oscilador de van der Pol
ite(@®—Di+z=0 0<e<l1, (5.136)

mediante el método de balance arménico. Esta ecuacion tiene la forma de la ecuacién (5.122) donde
f(x,3) = f(z,@)+xy f(z,i) = e (2? — 1)i. Empezamos sustituyendo x(t) = ¢+ A cos(wt) en la ecuacién
(5.136) y nos quedamos con los dos primeros armonicos:

r=c+ Acoswt,
i=—Awsenwt,

i=—Aw?coswt,

e(z? —1)i = k(c, A,w) + j(c, A,w) coswt + h(c, A,w)senwt + a.0.s.

Las funciones k(c, A,w), §(c, A,w) y h(c, A,w) son los tres primeros coeficientes de la serie de Fourier de

fle+ Acoswt,—Awsenwt). El primer coeficiente viene dado por
. 2w
k(c, A,w) = o / €(c? +2cAcoswt + A% cos’ wt — 1)(—wAsenwt) d(wt) = 0.
T Jo

Como k(c, A,w) = I%(c, A, w)+c, se tiene que ¢ = 0 es la tnica solucién posible de la ecuacion k(c, A,w) = 0.
Es decir, la solucién aproximada que buscamos tendrd la forma x(¢) = A coswt. Los otros dos coeficientes
de la serie de Fourier vienen entonces dados por

1 21
g(c, A,w) = f/ €(A?cos®wt — 1)(—wAsenwt) coswtd(wt)
T Jo
€ 2 2
= ——wA {AQ/ cos® 1 sen 1 dip — / senzpcoswdzb}
n 0 0
= 07
. 1 2
hic, A,w) = f/ e(A%cos’wt — 1)(—wAsenwt) senwtd(wt)
T Jo

27 2m
_c A{AQ 2 20 dip — 2 d}
w /0 cos” vy sen” Y di /0 sen” i dy

s

A2
=—cwA|—-1) .
cw (4 )

Por lo tanto, la ecuacién del oscilador de van der Pol, Ec. (5.136), en forma de armdnicos se reduce a

A2
—w?Acoswt —ewA (4 — 1) senwt+ Acoswt + a.o.s. =0,

es decir,
2

A
Al —w?)coswt —ewA (4 - 1) senwt + a.o.s. = 0.

Ahora elegimos w y A de modo que esta ecuacién se satisfaga, al menos, en sus primeros armdnicos, es
decir, los elegimos de modo que los coeficientes del primer arménico cosenoidal y senoidal sean nulos.
Esperamos que esto conduzca a una solucién aproximada x(t) = A cos(wt) aceptable si los arménicos de
orden superior son pequenios. En definitiva, hallamos la amplitud y la frecuencia resolviendo el sistema

algebraico
Al —w?) =0,

A2
wA[ES—1) =
¢ ( 4 ) 0,
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Figura 5.24: Campo vectorial de las trayectorias y ciclo limite numérico (linea punteada) del oscilador
de van der Pol para ¢ = 0’3. El ciclo limite calculado mediante el método de balance arménico se ha
representado con una linea continua.

cuyas soluciones son A = +2 y w = £1. Luego encontramos que
x(t) = 2cost, (5.137)

es una solucién periédica aproximada del oscilador de van der Pol. Los otros valores posibles de A y w,
a saber, A = —2 y w = —1 no conducen a un ciclo limite distinto. En definitiva, el ciclo limite que nos
proporciona el método de balance arménico viene dado por ecuacién (5.137). Un defecto obvio de este
resultado es que no depende de €. En la figura 5.24 se compara este ciclo limite aproximado con el que se
obtiene mediante integracién numérica cuando € = 0'3. El resultado es relativamente bueno incluso para
este valor no demasiado pequeno de e.

<

Hemos encontrado en el ejemplo 5.18 anterior que la constante ¢ era nula. Podiamos haber
previsto este resultado pues c¢ serd nula cuando la ecuacién del oscilador sea invariante bajo el
cambio x — —z. Es evidente que la ecuacién (5.136) tiene esta propiedad. Podemos entender
esta propiedad del siguiente modo: si la ecuacién del oscilador & = — f(z, &) es invariante bajo
el cambio © — —z, entonces f(x, &) = —f(—x, —x), lo que significa que la fuerza (o aceleracién
Z) que experimenta el oscilador en el punto (z, ) es igual y de signo contrario a la que sufre en
el punto (—z,—1). Esto se traduce en que las oscilaciones z(t) deben ser simétricas con respecto
x = 0, es decir, debe ocurrir que z(t) = —z(t + T/2) siendo T el periodo de las oscilaciones. En
este caso, la constante ¢ (constante que podriamos llamar de asimetria) debe ser nula para que
la solucién propuesta z(t) = ¢ + A cos(wt) sea simétrica con respecto a x = 0.

En las aplicaciones del método de balance arménico es muy habitual tener que desarrollar las
funciones sen™ x y cos™ x en serie de Fourier. Para estos casos, los siguientes resultados son muy
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utiles: 0 "
n— 1)
sen’" x = 271') — a9y €Os 22 + a.0.8.,
n!
2n — 1
cos®™ x = (2”') + aop, cos 22 + a.0.s.,
n!
- (2 — 1)1 (5.138)
sen”" = i senx — boy,_1sen3x + a.o.s.,
2n — 1)1
cos® g = ( o1 ? cos x + b, 1 cos 3x + a.0.s.,
n
donde n =1,2,... vy a y b son constantes cuyo valor no es, usualmente, necesario conocer.
» Ejemplo 5.19
Vamos a hallar una soluciéon aproximada mediante el método de balance arménico del oscilador
i +eza®=0. (5.139)

Debido a que la fuerza czz® es simétrica (impar) con respecto a z = 0, la solucién z(t) ha de simétrica con

respecto a © = 0: x(t) = —x(¢t + T/2). Esto nos lleva a proponer directamente como solucién aproximada
a la expresién

z(t) = Acoswt (5.140)

sin el término de asimetrfa dado por la constante ¢.2° En tal caso, sustituyendo (5.140) en (5.139) se
obtiene
—w?Acoswt + c3A3 cos® wt = 0. (5.141)

Pero, por (5.138) sabemos que cos® = %cos@ +a.0.s. (0, de forma exacta, cos® ) = %cos@ + % cos 30), de
modo que (5.141) se reduce a

<w2 + i03A2> Acoswt +a.0.8. =0 (5.142)
lo que implica
w? = ZC3A2. (5.143)

Esto significa que el método de balance arménico predice que las solucién de (5.139) es

0= s (VE 11).

(5.144)

es decir, predice oscilaciones de amplitud A y periodo

2r 4w 7'2552

w  \3Bes A NEY..

El oscilador (5.139) es uno de los pocos osciladores no lineales que tiene solucién analitica exacta, a saber,

x(t) = Acn(wt, k* = 1/2) (5.145)

T =

donde w? = ¢3A? y cn es una funcién eliptica de Jacobi de pardmetro k? = 1/2. El periodo de esta solucién
es

T_ 4K(1/2)  4K(1/2) N 7'4163

 w JaA T A

donde K (1/2) ~ 1’85407 es la integral eliptica completa de primera especie con argumento 1/2. Vemos que
el periodo estimado mediante balance armonico difiere del exacto en poco més de un dos por ciento. En la
figura 5.25 se comparan la solucién exacta y la proporcionada mediante el método de balance armonico.
El acuerdo es bueno.

19 Algunos valores: az = 1/2, as = 1/2, ag = 15/32, by = 1/4, bs = 5/16, by = 21/64.
2OEn cualquier caso, si hubiéramos tomado x(t) = ¢ 4+ Acos(wt) como solucién prueba, nos darfamos cuenta
inmediatamente que el método de balance arménico requiere ¢ = 0.
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0. 5;

-0. 5}

-1t

Figura 5.25: Comparacién entre la solucién aproximada (5.144) (linea discontinua) y la exacta (5.145)
(linea continua) del oscilador & + 2 = 0 con condiciones iniciales x(0) = 1 y i(0) = 0. Esta
condiciones iniciales implican la amplitud A = 1.

<
> Ejercicio 5.10
Halla mediante el método de balance armonico la solucién aproximada del oscilador
#+3c2x° = 0.
Determina el periodo de oscilaciéon y comparalo con el valor exacto:
T 4/m0(F) 1 _ 48573
I'(2) cA? cA?
» Ejemplo 5.20
La ecuacién de Rayleigh
=A@+ A3d® Wiz =0, A,\3>0, (5.146)

describe un oscilador lineal con un término que aporta energia a las oscilaciones, —A1 &, y otro que quita
energia A\3i3. Por este motivo no es dificil ver que deben existir oscilaciones automantenidas (ciclos limite):
si el oscilador esta préximo al reposo y por tanto & es cercano a cero, el término que aporta energia es
superior al que la extrae pues || > |i3| si |#| < 1; por otro lado, si el oscilador tiene mucha energfa de
modo que su velocidad es alta, || > 1, sucede que el término que quita energia es muy superior al que
la afiade pues entonces |@| < |#3]. En este ejemplo usaremos el método de balance arménico para estimar
este ciclo limite.
Como la ecuacién de Rayleigh es invariante bajo el cambio x — —z, el desplazamiento x(¢) ha de ser
simétrico con respecto al eje x = 0 de modo que ¢ = 0. Esto nos lleva a proponer directamente la soluciéon
aproximada

x(t) = Acos(wt). (5.147)

Insertando esta expresion en (5.146) y teniendo en cuenta que [véase (5.138)]

) 1
sen®z = Ssenz — Zsen&r

4
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se obtiene
2 34 (3 1 2
—w“Acoswt + A Awsenwt — A\gw” A 7 sen wt + 7 5en 3wt | +wiAcoswt =0 (5.148)

es decir 5
—w?Acoswt + A\ Aw sen wt — 1/\3013143 senwt + wi A coswt + a.o.s. = 0. (5.149)

Despreciando la contribucién de los arménicos de orden superior e igualando los arménicos més bajos se
obtiene la frecuencia w y amplitud A del ciclo limite:

w? =wd, (5.150)
4\

A? = . 5.151

3(4]3/\3 ( )

Un ejemplo curioso de un sistema fisico regido esencialmente por un oscilador de Rayleigh es el “oscilador
salino”: el nivel del agua salada en un vasito con un pequeno agujero en el fondo oscila alrededor de
su posicién de equilibrio cuando se sumerge en un vaso de agua pura. M. Okamura y K. Yoshikawa
(Physical Review E, volumen 61, paginas 2445-2452, afio 2000) han demostrado que estas oscilaciones
pueden describirse bastante bien mediante una ecuacién de Rayleigh. Para el sistema considerado por
Okamura y Yoshikawa esta ecuacién es

& —56& + 1’2 x 10%3 + 72 =0 (5.152)

donde las unidades empleadas son las del sistema cegesimal (x en centimetros y ¢ en segundos). Si usamos
la relacién (5.151), encontramos que la amplitud de oscilacién del oscilador salino serfa

%56
A= ~3x 10 %cm = 3um.
\/3><7><1’2><108 XA eme=Spum

Esta prediccion estd en relativo buen acuerdo con la amplitud experimental observada de 25 pm (al menos
se predice el orden de magnitud de las oscilaciones). jPor qué la prediccién no es mejor? Debe observarse
que en el oscilador experimental el pardmetro As = 1’2 x 10® es enorme lo que hace que no sea muy
afortunado despreciar en nuestras manipulaciones, tal como hemos hecho para deducir (5.151), el a.o.s.

%)\3&)3143 sen 3wt .

De hecho si tomamos A = 25um y w? = 7, este arménico despreciado es igual a 87 sen 3wt. Resulta que
la amplitud 87 de este armdnico es mucho mayor que la amplitud de cualquier otro arménico retenido en
(5.149). En la figura 5.26 se representa la solucién de (5.152) en el plano de fases. El ciclo limite es muy
diferente de una figura ovalada lo que nos indica que una solucién aproximada de la forma z(t) = A coswt
nunca podré representar adecuadamente el ciclo limite del oscilador (5.152).

En cambio, el ciclo limite de (5.146) con Ay = A3 = 1 es una figura muy parecida a un évalo lo que nos
anuncia que en este caso la solucién (5.151) debe describir adecuadamente el ciclo limite. De hecho, de
(5.151) se deduce A ~ 0’44 y w = /7, por lo que, segiin el método de balance arménico, el ciclo limite
viene descrito por

z(t) = 0'44 cos(VTt), (5.153)
i(t) = 0'44 x V/Tsen(V7t) = —1"15sen(V/7t), (5.154)
es decir, por una elipse en el plano de fases con semieje horizontal igual a 0’44 y semieje vertical de longitud

1’15. Esto estd en un muy buen acuerdo con el ciclo limite calculado numéricamente que se muestra en la
figura 5.27.
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Figura 5.26: Ciclo limite (linea cerrada externa) del oscilador de Rayleigh (5.152) donde v = #.
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N

Figura 5.27: Ciclo limite (linea cerrada externa) del oscilador de Rayleigh (5.146) con A\; = A3 = 1,
w%z?ydondevza’c.

5.6.2. Método de Krylov-Bogoliubov

El método de Krylov-Bogoliubov?! permite encontrar soluciones aproximads periédicas y/o
cuasiperiodicas de osciladores no lineales. Recuérdese que con el método del balance armédnico
tan sélo se pueden obtener expresiones aproximadas de las soluciones periédicas. El método de
Krylov-Bogoliubov se aplica a ecuaciones de la forma

Cf;;v—l—w%—i—ef(x,cz):o, 0<e<l. (5.155)
Si e = 0, la solucién de (5.155) es
x(t) = Acos(wt + ), (5.156)
y su derivada es
z(t) = —wAsen(wt + ), (5.157)

donde la amplitud A y la fase ¢ son constantes. Si 0 < € < 1, es razonable pensar que la solucién
de (5.155) serd formalmente muy parecida a la de (5.156), aunque ya no debemos esperar que

21Estos nombres en ocasiones también se escriben como Kryloff-Bogoliuboff.
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Ay ¢ sean constantes en el tiempo. Es decir, consideraremos una soluciéon formalmente igual a
(5.156), pero de amplitud y fase variable en el tiempo:

x(t) = A(t) cos(wt + (1)), (5.158)

donde A(t) y ¢(t) se determinan imponiendo que (5.158) sea solucién de (5.155). Pero esta
condicién no sera en general suficiente para determinar univocamente las funciones A(t) y ¢(t),
y por ello imponemos (arbitrariamente)?? una condicién adicional sobre A(t) y ©(t), a saber, la
condicion de que sean funciones que hagan que se verifique la relacion

Cc% = —wA(t)sen(wt + ¢(t)). (5.159)

En definitiva, A(t) y ¢(t) han de ser dos funciones que hagan que:
1. z(t) = A(t) cos(wt + ¢(t)) sea solucién de (5.155).

2. La derivada con respecto al tiempo de la solucién propuesta, ecuacién (5.158), venga dada
por (5.159).

Veamos qué ecuaciones han de satisfacer A(t) y ¢(t) para que se verifiquen estas dos condiciones.
Para ello derivamos la ecuacién (5.158) con respecto al tiempo

dx dA dy
i —wAsen) + o cos ) — EAsenqﬁ. (5.160)

Para abreviar, hemos usado la notacién ¢ = wt + . Imponiendo en esta ecuacion la condicién
(5.159) se tiene que
Acosy — pAsenty = 0. (5.161)

Derivando la ecuacion (5.159):
i=—w?Acosth —wAsentp — wAPpcos 1, (5.162)
y sustituyendo este resultado en la ecuacién (5.155), obtenemos
—w?Acost) —wAsent) —wApcosth + w?Acostp + e f(Acosh, —wAsent)) = 0,

es decir, _
—wAsenty —wApcos + € f(Acosh, —wAsenp) = 0. (5.163)

En conclusion, A(t) y ¢(t) son las soluciones del sistema formado por las ecuaciones (5.161) y
(5.163), es decir, soluciones del sistema

Acostyp — Apsentp = 0, (5.164)
—wAsent) — wApcost + € f(Acosy), —wAsen)) = 0. (5.165)

Vamos ahora a simplificar estas dos ecuaciones. Multiplicamos la ecuacién (5.164) por wcosv y
le restamos la ecuacién (5.165) multiplicada por sen ) para obtener

wA cos® ) — wpAsen cos + wAsen? vy + wAPseny cos P
—ef(Acosty,—wAsen) seny) =0, (5.166)

22Esta condicién se justifica (a posteriori) por contribuir a que las ecuaciones diferenciales sobre A(t) y ¢(t) que
se obtienen més adelante [véanse las ecuaciones (5.170)] sean suficientemente simples.
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es decir, .
wA — € f(Acosp, —wAsen))sent) = 0. (5.167)

Ahora multiplicamos la ecuacién (5.164) por —wsen ¢ y le restamos la ecuacién (5.165) multipli-
cada por cos 1), quedando

w?A cos Yseny + wpA sen? ) — w?A cos Yseny + wAp cos? 1)
—ef(Acosty,—wAsen) cosyp =0, (5.168)

o bien,

wAP — € f(Acost, —wAsen) cosp = 0. (5.169)

De este modo hemos obtenido un sistema de ecuaciones de primer orden (desacopladas) sobre A
y ¢ formado por (5.167) y (5.169):

A=S f(Acosty, —wAsen)senp,

v (5.170)

¥ = Aw (

La resolucién exacta de este sistema conduciria a unas funciones A(t) y ¢(t) tales que, sustituidas

en (5.158), nos proporcionarian la solucién exacta de la ecuacién (5.155). Pero el sistema (5.170)

es generalmente muy complicado y no se conoce cémo resolverlo de forma exacta. Asi que nos

conformaremos con resolverlo de un modo aproximado siguiendo las ideas de Krylov y Bogoliubov.
Para empezar, desarrollamos términos de la derecha de (5.170) en serie de Fourier:

Acos ), —wAsen)) cos .

o)

A= 5K0(A) + 5 > "[Kn(A) cosngp + Ly (A) senni)],
=l (5.171)
b= ﬁpo(A) + ﬁ ;[an) cos ntp + Qn(A) senny],

siendo Ky, K, Ln, Py, P, y Q los correspondientes coeficientes de Fourier:

Ko(A) = ;ﬂ 0% F(Acos b, —wAsen ) sen 1 dip,
K (A) = % 0% F(A cos 1, —w A senb) sen o cos e dif,
Lo(A) = % 0% F(A cos b, —wA senb) sen o sen e dap,
Py(A) = ;ﬂ 0% F(A cos, —wA sen i) cos i di,
Po(A) = % 0% F(A cos 1, —wA sen 1) cos v cos nab dif,
Qn(A) = % 0% F(A cos 1, —wA sen 1) cos v sen nh dip.

En la primera aprorimacion del método de Krylov-Bogoliubov se desprecian los efectos de los

armonicos de orden superior que aparecen en (5.171), de modo que nos limitamos a resolver el
sistema . c

A=— KO(A)a

v (5.172)
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es decir,
. € 2w
A= Py (Acost), —wAsen))sen) di,
o . (5.173)
€
5 — A —wA
Y=o ; f(Acost, —wAsen)) cos ) dip

Este sistema es mas facil de resolver que la ecuacion original y que el sistema (5.170). Sin embargo,
su solucién A(t) y ¢(t) sustituida en (5.158) conduce a que z(t) = A(t) cos(wt + ¢(t)) sea sélo
una solucién aproximada. Esta es la solucion aproximada que proporciona el método de Krylov-
Bogoliubov en su primera aproximacion. Pueden construirse aproximaciones de orden superior
[Mic81], pero no las estudiaremos aqui.

» Ejemplo 5.21

Como ejemplo sencillo en donde ilustrar el método de Krylov-Bogoliubov escogemos el oscilador lineal
amortiguado, el cual tiene la ventaja de que conocemos su solucién exacta y asi podemos compararla con
la expresion aproximada proporcionada por el método de Krylov-Bogoliubov. La ecuacién de este oscilador

es ,
d°x dx
ﬁ‘f‘.’lﬁ‘f—égzo, € > 0.
Esta ecuacién tiene la forma de (5.155) con f(z,2) = ¢ y w = 1. Podemos pues aplicar el método de
Krylov-Bogoliulov y, por consiguiente, asumimos que la solucién de la ecuacion puede expresarse de modo
conveniente de la forma (5.158). Para hallar A(t) y ¢(t) hacemos uso del sistema (5.173) que, en nuestro

ejemplo, se reduce a

2

f(Acostp, —wAsen) sen ) dip

€

.
Il

2w 0
2

(—Asent)senp dip

€

2r Jo

2m
:iA/ senqudqp:ﬂ,
0 2

2

€ 2w

$= omAw J, f(Acostp, —wAsen)) cos ) dip

€ 27

=5 ; (—Asen)) cos ) dy
2m

- sencosydy =0 .

2 0

Resolviendo estas dos ecuaciones diferenciales, es decir, resolviendo

obtenemos

Por tanto, la solucién de Krylov-Bogoliubov es

z(t) = A(0) e /2 cos[t + ¢(0)].
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Es instructivo comparar esta solucién con la exacta

z(t) = A(0) e~ /? cos [\/ 1- %t + ¢(0)

Ambas soluciones son muy parecidas, diferencidndose tinicamente en el valor de la frecuencia instanténea:
1 frente a (1 — €2/4)'/2. La diferencia es sélo de orden €2.

> Ejercicio 5.11

1. Demuestra que si en la primera ecuacién de (5.173) la funcién f no depende de la velocidad, es decir,
si f(xz,2) = f(x), entonces Ko(A) = 0 para todo A y por tanto A = 0. Esto implica que cualquier
amplitud de oscilacion es constante en el tiempo, lo cual, por supuesto, no es sorprendente: si f
no depende de la velocidad, el oscilador es conservativo, y la energia del oscilador, y por tanto su
amplitud, ha de ser constante.

2. Demuestra que si f sélo depende de la velocidad, es decir, si f(x,&) = f(&), entonces Py(A) =0y
la fase de la solucion es constante en el tiempo.

Ciclos limite y su estabilidad segtin el método de Krylov-Bogoliubov

En un ciclo limite la solucién z(t) es periédica. Si escribimos la solucién como z(t) =
A(t) cos(wt + @(t)), es suficiente que A(t) sea igual a una constante, que denotaremos por A,
para que la solucién sea periédica. Si A(t) = A., entonces A = 0, es decir,

A= gKO(AC) =0, (5.174)

de modo que las raices de la ecuacién Ky(A) = 0 son justamente las amplitudes (aproximadas)
A, de los ciclos limite.23 La fase ¢.(t) del ciclo limite con amplitud A, ser4 la solucién de

21
f(Accostp, —wA.sen)) cos dip.

€ €
— Py(A) = ——
14 w A, b(Ae) 2w Ac Jy

Como A, es constante en el tiempo, el miembro derecho de esta ecuacién es también constante
de modo que la solucién es trivial:

Pe(t) = weicPo(Ac) (5.175)

En definitiva, el ciclo limite vendria descrito por

et
wA.

z.(t) = A, cos (w t+ PO(AC)) (5.176)
que da lugar a una trayectoria cerrada (z.(t),Z.(t)) en el plano de fases.

Es bastante facil determinar la estabilidad de un ciclo limite mediante el método de Krylov-
Bogoliubov: basta con analizar el modo en el que A se anulaen A.. Si A < 0 (es decir, A decrece)

ZPor supuesto, estamos asumiendo que los ciclos limite existen: acabamos de ver en el ejemplo 5.11 que si
Ko(A) = 0 para todo A, lo que tenemos son infinitas soluciones peridédicas que no estédn aisladas y que por
consiguiente no son ciclos limite.
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(elm)Ky(A)

\)

(a) (b)

Figura 5.28: Dependencia de la velocidad de cambio de la amplitud, A, frente a la amplitud A en las
vecindades de A, para un ciclo limite (a) inestable y (b) estable. Las flechas indican la direccién en
la que la amplitud A cambia.

en la zona donde A < A,y A>0 (es decir, A crece) en la zona con A > A., vemos que A se
aleja de A., es decir, el ciclo limite es inestable:

A< A;=A < 0=A decrece . pe
A> A=A > 0=A croce } = Ciclo limite inestable. (5.177)
Esto es equivalente a decir que
dA
— 1
T >0 (5.178)

c

para los ciclos limite inestables (véase la figura 5.28).
Razonando de igual modo, si para A < A, resulta que A>0, y para A > A. se tiene que
A < 0, entonces las amplitudes tienden a acercarse a A., es decir, en este caso el ciclo limite es
estable:
A< A=A > 0=A crece

A> A=A < 0=A decrece } = (Ciclo limite estable. (5.179)

Por supuesto, esto es equivalente a decir que

dA

= 1
Sl <o (5.180)

Ac

para los ciclos limite estables (véase la figura 5.28).

> Ejercicio 5.12

Halla las relaciones del tipo de (5.179) y (5.180) para un ciclo limite semiestable.
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5.7. Caos y atractores extrafios. Ecuaciones de Lorenz

Hemos estudiado hasta ahora sistemas auténomos de tan sélo dos ecuaciones de primer orden.
Mucho de lo que hemos visto es también valido para sistemas de mas de dos ecuaciones. Sin
embargo, el andlisis de estos sistemas es més complicado porque:

1. Hay un nimero mayor de casos posibles. Este niimero aumenta con el orden del sistema.

2. Es dificil representar (je imaginar!) trayectorias en un diagrama de fases de tres o mds
dimensiones.

3. Para sistemas de orden mayor o igual que tres se producen fenémenos muy complejos y ex-
tranos que no se dan en sistemas de segundo orden. Estos fenémenos, que suelen englobarse
bajo el término de “caos”’, se estdn estudiando con intensidad desde hace relativamente
poco tiempo.?* Vamos a esbozar en esta seccién alguno de estos fenémenos a través del
andlisis de las famosas ecuaciones de Lorenz.

Ecuaciones de Lorenz

A principios de los anos 60, el meteordlogo E. N. Lorenz estaba interesado en descubrir de un
modo matemaético simple el comportamiento fisico de una capa de fluido calentado desde abajo.

Es comportamiento de este sistema nos es familiar a casi todos los que alguna vez (proba-
blemente en la cocina) hemos mirado un fluido (probablemente aceite) mientras se calentaba. Lo
que sucede es algo parecido a esto: si la diferencia de temperatura AT entre el fondo del fluido
y la superficie de éste es pequena, se produce una conduccién de calor de abajo hacia arriba sin
movimiento macroscopico apreciable de fluido; si AT es moderado, entonces el fluido de abajo
sube y desplaza al fluido frio superior, ddndose el fenémeno de conveccién (aparicién de rollos
convectivos); finalmente, si AT es muy grande, el fluido se mueve de modo turbulento.

Lorenz, después de drasticas simplificaciones en las ecuaciones del movimiento del fluido,
modelé el comportamiento de esta capa mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

do _ s

7 cxr—+oy,

d

—d? =rr—y—2Iz, (5.181)
Gy

i z+xy.

Estas son las famosas ecuaciones de Lorenz. Su aspecto no es muy terrible: ndtese que el sistema
seria lineal con coeficientes constantes si no fuera por la presencia de dos términos no lineales:
x z en la segunda ecuacién y zy en la tercera. En todo caso, su aspecto no hace presagiar que
sus soluciones puedan tener la riqueza de comportamientos necesaria como para poder describir,
aunque sea de modo muy cualitativo, un fenémeno fisico tan complicado como el calentamiento
desde abajo de una capa de fluido; sistema en el que, como hemos hecho notar anteriormente, el
fluido bien permanece inmévil bajo ciertas condiciones, bien se mueve de forma periddica, o bien
se agita de modo turbulento.

Las variables x,y, z del sistema estan ligadas con magnitudes fisicas: x estd relacionada con
la velocidad del fluido, y con la diferencia de temperatura en la direcciéon horizontal, y z con la
diferencia de temperatura en la direccién vertical. Los pardmetros o, r y b son reales y positivos.

24Es inicio del estudio intensivo sobre sistemas caéticos suele datarse hacia comienzos de los afios sesenta, con
los primeros trabajos de E. N. Lorenz



5.7 Caos y atractores extrafios. Ecuaciones de Lorenz 337

Los pardmetros o y b dependen del tipo de fluido (de su conductividad térmica y viscosidad) y
del grosor de la capa. Valores razonables de estos dos parametros para la atmdsfera son » = 10
y b = 8/3. El pardmetro r es proporcional a AT.25

Calculo de los puntos criticos

Para analizar este sistema (dentro de nuestra posibilidades) y empezamos localizando los
puntos criticos. En los puntos criticos se tiene que # = y = 2 = 0, por lo que del sistema (5.181)
se deduce que las coordenadas (z, y, z) de estos puntos criticos deben satisfacer el siguiente sistema
de ecuaciones:

—ocr+oy=0,
re—y—xz=0, (5.182)
—bz+zy=0.

De la primera ecuacién de (5.182) es facil ver que = = y. Sustituyendo este resultado en la segunda
y tercera ecuacién obtenemos
{x(r—l—z):o,

5.183
—bz+42%=0, ( )

Una solucién obvia es la trivial x = y = z = 0. Las otras las hallamos a partir de la primera
ecuacién de (5.183) de la cual se deduce que

z=r—1.
Sustituyendo este resultado en la segunda ecuaciéon obtenemos
x==2b(r—1), y==xyb(r—1).
Por consiguiente, si r > 1, hay tres puntos criticos:
P =(0,0,0),
P2=(\/b(7’—1),\/b(r—l)w—l), (5.184)
P; = (—\/b(r—l), —/b(r—1), 7'—1).

Sir < 1, entonces sélo existe el punto critico P; = (0,0,0).

Estabilidad de los puntos criticos

Una vez hallados los puntos criticos, analizaremos su estabilidad para asi conocer el compor-
tamiento de las trayectorias solucion del sistema en sus vecindades.

e Punto critico P, = (0,0,0)
Linealizando el sistema (5.181) en torno a este punto, obtenemos

@ ot

P oxr+ oy,

d

dit/ —rz—y, (5.185)
dz

Z =)

dt =

25E] pardmetro o es el nimero de Prandtl y r es el nimero de Rayleigh
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cuya ecuacién caracteristica
—o—m o 0
r —1-m 0 =(b+m)[m?*+(c+1)m—o(r—1)]=0, (5.186)
0 0 —b—m

tiene por solucién a

mlz—b,
1 1

my = —§(a+1)+§\/(0+1)2+4a(r—1),
1 1

mg = —5(o+1) - 5\/(U+1)2+40(r— 1).

Por tanto, la estabilidad del punto critico P; depende del valor de r. Si r < 1, las tres raices serdn
negativas (o tendran parte real negativa) y el punto critico serd estable. Pero si r > 1, my y mo
son negativas y mg se vuelve positiva, provocando que el punto critico P; se torne inestable (es
un punto de silla). Si ocurriera que r = 1, nos encontrariamos en un caso fronterizo con m; = —b
y mg = m3 = 0. En resumen:

r<l = mi,mo,mg <0 = P es estable,
r>1 = mi;,m3<0,me>0 = P esinestable.

e Punto critico Py = (\/b (r—1),yb(r—1),r— 1) = (0, Y0, 20)
Empezamos linealizando el sistema en torno a P,. Para ello hacemos un cambio de sistema
de referencia en el que trasladamos el origen a Ps:

r=x0+u,
Y=y +v,
Z=zytw.

Aplicamos el cambio de referencia a (5.181) y obtenemos

du

- = (@0 +u)+0o(y+v)
=—0x9g+0Yyp—ocu-+ov
=—0ou-+ov,

dv

E:mcg—i-ru—yo—v—(w0+u)(z0+w)
=7rxro—Yo—To20 FTU—V— U —ToW — UW
=(r—z)u—v—zow—uw,

dw

%:—bzo—bw+(mo+u)(yo+v)

=—-bzy+zoyo—bw+you+x9v+uv
=yu-+xov—bw+uv.
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Los términos no lineales (uv en la segunda ecuacién, y uv en la tercera) son cuadraticos por lo
que P es un punto critico simple. Teniendo en cuenta que r — zg = 1, el sistema linealizado es

W ut
i ou—+ow,
d
d—::u—v—xow, (5.187)
dw + b
— =you+ a9V —bw
siendo su ecuacién caracteristica
—0c—m +o 0
1 —1—-m —xg =0,
Yo xo —b—m
es decir,
m? 4+ m?(c+b+1)+b(oc+r)m+2bo(r—1)=0. (5.188)

Bien mediante un analisis algebraico cuidadoso de esta ecuacién (algo que no haremos aqui?®), o
bien mediante la aplicacién directa del criterio de Hurwitz (véase la seccién 5.3.2, pagina 297),
es posible llegar a la conclusion de que las tres raices de la ecuacién caracteristica tienen parte
real negativa si

o(c+b+3)
r<r.= ———". 5.189
c oc—b—-1 ( )
Para r > r. hay una raiz negativa y otras dos complejas conjugadas con parte real positiva. Esto
significa que P» es estable si r < 7. e inestable si r > r..

e Punto critico P3 = (—\/b (r—1), —\/b (r—1),r— 1) = (0, Y0, 20)

Procedemos con este punto de igual modo que con el punto critico P», obteniendo, tras hacer
la oportuna traslacion del sistema de referencia, el mismo sistema que para el punto Ps, es decir,
el sistema (5.187), y, por tanto, la misma ecuacién caracteristica (5.188). Por consiguiente, el
analisis llevado a cabo para P» es igualmente valido para Ps.

En resumen:
r<r. = Pyy Pjestables,

r>r. = P,y P;inestables.

> Ejercicio 5.13

Demuestra mediante la aplicacién del criterio de Hurwitz (véase la seccion 5.3.2, pdgina 297) que la
ecuacion caracteristica (5.188) tiene tres raices con parte real negativa si r < re.

iHacia dénde van las trayectorias?

Ya que P;, P, y P3 son inestables para r > r. (suponiendo que r. > 1), podriamos pensar
que las trayectorias de la solucion en el espacio de fases deben irse a infinito, pero es facil darse
cuenta de que esto no sucede, tal como mostraremos a continuacion.

26E] que tenga curiosidad puede ver este andlisis en la referencia [Dra92]
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Sea D(t) la distancia de la solucién (x(t), y(t), z(t)) al punto fijo (0,0, 4+ o). Veamos si esta
distancia aumenta en el tiempo para valores grandes de (z,y, z). Para ello vamos a calcular la
derivada temporal de D?(t)/2:

d D?(t) 1

G2 —aga Y Er—o)]
—xd—x—i— @—{—(z—r—a)%
~Tat TV dt

Teniendo en cuenta (5.181), esta ecuacién se reduce a

2
CZDQ(t):—ax(m—y)+y(rx—y—a:z)—(z—r—a)bz+(z—r—o)my

=02’ -1 b2 +b(r+o0)z

Es obvio que esta cantidad es menor que cero cuando (z,y, z) — oco. Luego, sorprendentemente,
vemos que para valores grandes de (z,y, z) las trayectorias no sélo no tienden al infinito sino que
tienden a reducir la distancia D(t), es decir, a acercarse hacia valores mas pequetios de (z,y, 2).
Entonces, jhacia donde van las trayectorias? Podriamos pensar que quizéas se dirijan hacia una
solucién periddica cerrada (ciclo limite o toro atractivo), pero se puede demostrar [Str94] que tal
cosa no es posible (de hecho las trayectorias son muy irregulares, véase la figura 5.30). Enton-
ces ghacia donde van las trayectorias? Puede verse numéricamente que las trayectorias solucién
tienden en el espacio de fases hacia una figura geométrica con aspecto de mariposa, llamada ma-
riposa de Lorenz (véase la figura 5.29), que es una estructura fractal cuya dimensién no es entera,
es decir, no es una linea, no es una superficie, no tiene volumen, su estructura es infinitamente
intrincada, es un atractor extrano.

Este comportamiento cadtico no se da para cualquier valor de r. Por ejemplo, para r = 100
(con ¢ = 10 y b = 8/3) las soluciones tienden hacia un ciclo limite estable. En general existen
intervalos de valores de r en donde las soluciones son cadticas, otros en donde tienden a ciclos
limites, otros en donde tienden a puntos fijos estables y otros en donde los atractores extranos y
los ciclos limite se alternan de un modo extraordinariamente complicado.?”

Sensibilidad a las condiciones iniciales

En las ecuaciones de Lorenz condiciones iniciales arbitrariamente préximas dan lugar, si se
espera lo suficiente, a soluciones completamente distintas (véase la figura 5.30) que, sin embargo,
deambulan trazando las alas de la mariposa por la region acotada que es el atractor extrano
(véase la figura 5.31).

» Ejemplo 5.22

Una de las caracteristicas més sorprendentes del comportamiento cadtico es que puede surgir en sistemas
no lineales con dimensién baja, es decir, con un nimero pequeno de variables independientes. Se sabe que
para que en un sistema auténomo se dé comportamiento cadtico el ntimero de variables independientes ha
de ser mayor o igual que tres. Las ecuaciones de Lorenz son un ejemplo de sistema cadtico con el nimero
minimo de variables posibles y que ademas es bastante simple. Una pregunta que podriamos hacernos es si
es posible encontrar un sistema caético ain mas simple que el de Lorenz. Esta pregunta ha sido respondida
afirmativamente por J. C. Sprott en su articulo Some simple chaotic flows, Physical Review E, 50 (1994)
R467.28 Sprott encontré 19 sistemas cadticos que son més sencillos que el de Lorenz bien porque contienen

*"Una descripcién més detallada puede encontrarse en la seccién 9.5 de [Str94].
28Puedes encontrar mas detalles sobre este trabajo (y descargar el articulo y programas relacionados) en la
pégina web de Sprott cuya direccién se encuentra en http://www.unex.es/eweb/fisteor/santos/mma
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menos términos (las ecuaciones de Lorenz tienen siete), bien porque el nimero de términos no lineales es
menor (las ecuaciones de Lorenz tienen dos). Uno de estos sistemas cadticos es el siguiente:

i

dy

@ _ . 5.190
priak 2 ( )
dz

= =1—ay.

dt i

Sin duda es bien simple: cinco términos, dos de ellos no lineales. En la figura 5.32 se muestra el aspecto
del atractor extrano de este sistema.
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Figura 5.29: Atractor extraino de las ecuaciones de Lorenz llamado mariposa de Lorenz. Se ha repre-
sentado la solucién numérica de las ecuaciones de Lorenz con o = 10, r = 60 y b = 8/3, para los
puntos iniciales (z(0),4(0), 2(0)) = (1,2,3) (linea continua) y (x(0),y(0), 2(0)) = (1,2,100) (linea
punteada). Para este sistema r. = o (6 +b+3)/(c —b—1) ~ 24’7 < r y los puntos criticos, aparte del
origen, son Cy = (£+/b(r —1),£/b(r — 1),r — 1) ~ (£12'5,4£12'5,59), y aparecen en la figura
representados por dos puntos en el interior de las alas de la mariposa.
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Figura 5.30: x frente a t para dos soluciones de las ecuaciones de Lorenz con condiciones iniciales
muy préximas cuando o = 10, r = 28 y b = 8/3. La linea discontinua es la solucién para la condicién
inicial ((0),4(0),2(0)) = (5,5,5), y la linea continua representa la solucién para (2(0),y(0), z(0)) =
(5’0001, 5,5). A partir de aproximadamente ¢t = 18 ambas soluciones siguen caminos claramente
distintos.

Figura 5.31: Solucién numérica de las ecuaciones de Lorenz con o = 10, » = 28 y b = 8/3, para
los puntos iniciales (z(0),4(0),2(0)) = (5,5,5) (linea continua) y (2(0),y(0), 2(0)) = (5’0001, 5,5)
(Iinea punteada). Para este sistema 7. =0 (0 +b+3)/(c —b— 1) =~ 24’7 < r y los puntos criticos,
aparte del origen, son Cy = (£+/b(r —1),&+/b(r — 1),r — 1) ~ (£8'5,£8'5,27), y aparecen en
la figura representados por dos puntos en el interior de las alas de la mariposa. Ambas trayectorias
siguen inicialmente caminos muy préximos, pero, tras cierto tiempo no muy grande, acaban trazando
trayectorias completamente distintas.
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Figura 5.32: Solucién numérica del sistema (5.190) para las condiciones iniciales (x(0),y(0),2(0)) =
(1,2,4). La solucién se ha representado hasta el instante ¢ = 400.
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5.8.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

Problemas

Analiza la estabilidad del punto de reposo del sistema lineal
T=x+ 3y,
Y =5T —y.
Analiza la estabilidad del punto de reposo del sistema lineal
T =3 +y,
j=(a® =Dz +y,
en funcién de los valores que tome el pardmetro real «.
Clasifica, segtn el valor de «, el punto de reposo del sistema
T=—-3z+ay,
Y =2z +y.

Analiza la estabilidad del punto de reposo de este sistema:

T=-T+z,
y:_Zy_Za
r=y—z.

Dibuja el diagrama de fases alrededor del origen de un sistema lineal de dos ecuaciones de
primer orden en el que una de sus raices es nula. Analiza la estabilidad del punto fijo (0, 0).

Demuestra que el diagrama de fases de todos los sistemas lineales de dos ecuaciones de
primer orden con raiz nula doble es equivalente al del sistema

T=x—8Y,
o1
y=-x-Y,
s

con s # 0 arbitrario. Comprueba que la solucion de este sistema es
x(t) = c1 + (c1 — c29)t,
1
y(t) = ca+ g(cl — co8)t,

siendo ¢1 y co dos constantes arbitrarias. Dibuja el diagrama de fases y analiza la estabilidad
del punto fijo (0,0).

En este ejercicio queremos analizar la evolucion de los sentimientos amorosos de Romeo
y Julieta. Sea R(t) la medida del amor de Romeo por Julieta en el instante ¢ y J(t) el
de Julieta por Romeo. Si esta medida es negativa, el sentimiento no es de amor sino de
rechazo. Un modelo simple de la evolucién de sus amores se basa en la consideracién de
que su amor crece o disminuye dependiendo sélo de sus sentimientos mutuos. Supongamos
que esta dependencia es lineal. Entonces

dR

— =aR+0bJ
7 all + ,
@:CR—i-dJ.

dt
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Sugiere nombres que describan el caracter de un enamorado, digamos de Romeo, para
las distintas combinaciones del signo de a y b.

Supén que el amor de Romeo aumenta (disminuye) si Julieta le ama (no le ama) y
el de Julieta aumenta (disminuye) si Romeo no le ama (si le ama). En este caso, las
ecuaciones tomarfan la forma

dR

= —a

a
dJ

= — bR
dt ’

con a >0y b>0. Traza el diagrama de fases de la evolucion de los amores de Romeo
y Julieta para este caso.

Supén que el amor de Romeo tiende a disminuir si él ya ama a Julieta y a aumentar
si Julieta le ama. Supon que Julieta se comporta exactamente de la misma forma. En
este caso, la evolucién de sus sentimientos vendria dada por

dR
— =aR+bJ
7 all + s
dJ
— =bR J
a +ad,

con a < 0y b> 0. Demuestra que:

1) Sia® > b?, entonces su relacién amorosa languidece hasta la indiferencia absoluta.

2) Sia? < b?, entonces su relacién amorosa puede transformase bien en pasién total
o en guerra encarnizada. Determina bajo qué condiciones iniciales se produce una
cosa u otra.

Supoén que la relacion amorosa esta gobernada por las ecuaciones

dR
il
dJ

Obtén el diagrama de fases de esta relacién.

Si te ha interesado este problema, puedes encontrar més detalles en el libro de Strogatz [Str94].(www]

5.8. Halla el tipo y la estabilidad de los puntos criticos del sistema

T=x—1Y,

y=1—uay.

Dibuja en el plano de fases (x,y) las trayectorias solucién en las vecindades de los puntos
criticos.

5.9. Sea el sistema no lineal

a)

&= 6r —y+a?
§ = az + 2y + y*.

Halla el tipo de punto critico y la estabilidad del punto (0,0) en funcién del valor de
a.
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b) Dibuja de forma aproximada las trayectorias solucién en las vecindades de este punto
para a = —21 y a = 0.

¢) Sea a = 0. Demuestra que (z,y) = (—6,0) es un punto critico simple y determina su
tipo y estabilidad.

5.10. Las ecuaciones de Lotka-Volterra

dr

5 — 0T —azy,
d
£2_0y+ﬁxy'

cona>0,¢c>0,a>0y >0 pretenden describir la evolucién de la poblaciéon x de una
especie (presas) que es cazada por otra especie (predadores) cuya poblacion es y.

a) Discute la adecuacion del sistema anterior a la descripcién del sistema predador-presa
e interpreta el significado de los coeficientes a, ¢, a y (.

b) Halla los puntos criticos del sistema y, mediante el andlisis del sistema linealizado,
discute su tipo y estabilidad. Haz un esquema de las trayectorias del sistema linealizado
en las vecindades de los puntos criticos.

¢) Demuestra que la ecuacién general de las trayectorias del sistema no lineal es
clnz — Bx + alny — ay = const .
Dibuja estas trayectorias en el espacio de fases para distintas condiciones iniciales.

5.11. Las ecuaciones

dz 9
EZELT—O'lCC — a1y,
d7y = €y — 0’23/2 — 2Ty
dt ’

con € > 0, e > 0,01 >0,00 >0, g >0, ag > 0, son ecuaciones de tipo Lotka-
Volterra que pretenden describir la competicién de dos especies (digamos conejos y ovejas),
con poblacién x e y, que, en un ecosistema dado, comparten un mismo alimento (hierba)
presente en cantidades limitadas. En lo que sigue supén que €1 =3, €2 =2, 01 =1, 09 =1,
o] = 2, a9 = 1.

a) Discute la adecuacién del sistema anterior a la descripcién del sistema de dos especies
competidoras e interpreta el significado de los coeficientes €1, €2, 01, 092, a1, Q2.

b) Halla los puntos criticos del sistema y, mediante el andlisis del sistema linealizado,
discute su tipo y estabilidad. Haz un esquema de las trayectorias del sistema linealizado
en las vecindades de los puntos criticos.

¢) Haz un esquema de las trayectorias en el espacio de fases.

5.12. Demuestra que la solucion nula de la ecuaciéon de van der Pol
i+e(x®—1)i+x=0, le] < 1,

es asintoticamente estable cuando € < 0 e inestable cuando € > 0.
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5.13. Halla la estabilidad de los puntos criticos del sistema
g =z(1+y°),
vy determina sus trayectorias de modo cualitativo.
5.14. Sea el sistema
T=y,
y=—4dx + z?.

a) Halla los puntos criticos. {Son puntos criticos simples? Determina su tipo y estabilidad.
b) Halla la ecuacién de las trayectorias que pasan por los puntos criticos.

¢) Halla de forma aproximada mediante el método de balance arménico las trayectorias
del sistema que pasan por las vecindades del origen. Utiliza el resultado obtenido para
determinar la estabilidad del origen (0, 0).

d) Dibuja un esquema de las trayectorias en el plano z — y.
5.15. Demuestra que todas las soluciones de
G4 @)z + a3 =0
tienden a cero cuando ¢t — oo.
5.16. Demuestra que el origen es un punto espiral del sistema
b= —y— oI,
y=z—-yva:+y?,
pero es un centro del sistema linealizado.

5.17. Halla valores de @ > 0, b > 0, m = 0,1,2..., n = 0,1,2... de modo que E(z,y) =
ax®™ + by?™ sean funciones de Liapunov para los sistemas

(a) &=—x—2y%, v =zy—y°. (5.191)
(b) @=y—a(z®+y%), j=—z—y(*+y%). (5.192)
() &=—-z+y—azy?, =20 —y—a’y (5.193)

5.18. Comprueba que 822 + 112y + 5y? es funcién de Liapunov del sistema

T=ux+4y,
y=—2x—5y.

5.19. Demuestra que el sistema dado en coordenadas polares

dr
% - ’I"f(?",@),
de

= g(r70) .

dt
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se reduce, en coordenadas cartesianas, al sistema

dx
o =2 f(r.0) —yg(r.6). (5.194)

dy
E - IEg(T,Q) +yf(7a79)
En lo que sigue sup6n que g(f) =1y que f(r,0) = f(r) es una funcién continua.

a) Si f(r) tiene n ceros, demuestra que el sistema (5.194) tiene un punto fijo y n soluciones
periddicas (ciclos limite) de la forma (x = ry, cost,y = r,, sent), siendo r,, uno de los
ceros de f(r). Analiza la estabilidad de cada ciclo limite en funcién del signo de f(r)
entre los ceros.

b) Supén que f(r) es un polinomio (digamos de grado dos) que pasa por r =1y r = 2.
Obtén el sistema no lineal dado por (5.194) cuyos ciclos limite son (cost,sent) y
(2cost,2sent).

¢) Supongamos que f(r) = 0 para todo r. ;Significa esto que hay un ciclo limite para
todo r?

d) (Bajo qué condiciones es lineal el sistema (5.194)7 Utiliza el sistema equivalente en
polares para demostrar que bajo esas condiciones el sistema (5.194) no puede tener
ciclos limite?

e) Usando tanto la representacién polar como la cartesiana, determina cuéndo es estable
el punto critico (z =0,y = 0).
5.20. Encuentra soluciones aproximadas mediante el método de balance arménico de:

a) T+x— %xs = 0, y compara con la relacién frecuencia-amplitud exacta del péndulo:

wz—l—A—2—|— 5A%
- 8 1536

+ O(A°).

b) I+ sen(z) =0,y compara con la relacién frecuencia-amplitud exacta del péndulo.

¢) &+ sgn(x) =0, donde la funcién signo sgn(x) se define asi: sgn(z) = —1 si z < 0,
sgn(z) =1sixz >0, ysgn(x) =0siz=0.

d) T+e"—e ™ =0.
e) &—xz+ax®>=0con0<a.

f) i+z—ar?=0con0< .

5.21. Encuentra soluciones aproximadas del oscilador

i+ @ +i%)r=0

mediante el método del balance arménico. Demuestra que z(t) = cos(t) es una solucién
exacta. Este oscilador se estudio en el ejemplo 5.12 de la pagina 314 y se calcularon las
trayectorias solucién (z(t),2(t)) exactas en el plano de fases. A la vista de la figura 5.12,
Jcudndo esperas que el método de balance arménico proporcione mejores (peores) soluciones
aproximadas?

5.22. Emplea el método de Krylov-Bogoliubov para hallar soluciones aproximadas de:

a) #+z+ex®=0.
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b) i+ax+ei?=0.

c) ¥+x+ed|lt=0.

d) &+ x+esgn(z) =0 (oscilador con amortiguamiento de Coulomb).

e) i+x—¢e(l—2%)2=0 (ecuacién de van der Pol).

f) i+ax+e(@+az®)=0.

g) I+ x+e(@+a") =0, donde n es un nimero natural (n =0,1,2,...)



Capitulo 6

Ecuaciones integrales lineales

6.1. Introduccidon

Al comienzo del tema dedicado a las ecuaciones diferenciales no lineales nos preguntdbamos
si su importancia se correspondia con la atencién que le ibamos a dedicar. La respuesta fue un no
rotundo debido a que las ecuaciones diferenciales no lineales aparecen en la descripciéon de un gran
numero de problemas de la Ciencia e Ingenieria. Esto, sin embargo, no es lo que sucede con las
ecuaciones integrales. Su presencia en las Ciencias no es tan generalizada y, ademas, la ecuaciones
integrales que aparecen en los problemas fisicos pueden en muchos casos reducirse a ecuaciones
diferenciales. No obstante, hay muchos problemas importantes en la Ciencia —problema de la dis-
persién en Mecanica Cuédntica, ecuacion de evolucién de la funcion de distribucién de velocidades
o ecuacién de Boltzmann, estructura de liquidos— que se expresan de forma natural en términos
de ecuaciones integrales (o integrodiferenciales, como es el caso de la ecuacién de Boltzmann) y
que no pueden reducirse a ecuaciones diferenciales (mds ejemplos pueden verse en [Jer99)).

Una clase de problemas especialmente importantes en donde surgen ecuaciones integrales son
los llamados problemas inversos que, de un modo cualitativo, pueden describirse como aquellos
en los que se pretende discriminar las causas individuales de un efecto (el cual es conocido)
cuando este efecto es el resultado de la superposicién (integracién) de estas causas. Un ejemplo
serfa el célculo de la distribucién de carga eléctrica p(7) en una regién del espacio € a partir del
conocimiento del potencial eléctrico V(7) que produce:

v - | LG

=7

Esta es una ecuacion integral porque la funcién incoégnita p(7) aparece integrada.
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6.2. Definiciones y clasificacién de las ecuaciones integrales

Una ecuacién integral es una ecuacién en la que la funcién incégnita aparece integrada.! Una
ecuacién integral lineal con funcién incognita p(z) tiene la forma

b
y/yumwww+m@=@¢@» (6.1)

donde:
= g(x) es una funcién conocida,
» k(z,y) es el nicleo o kernel de la ecuacién integral,
= )\ es una constante que a menudo desempena el papel de autovalor,

= © es una constante que introducimos para simplificar la exposicion y que puede ser cero o
uno.

En lo que sigue, salvo especificaciones mas detalladas que hagamos en su momento, supondremos
generalmente que el nicleo k(z,y) es una funcién continua en el cuadrado a <z <b, a <y < b,
y que g(z) v ¢(x) son continuas en el intervalo a < x < b. El nticleo k(x,y) se dice que es de
cuadrado sumable en el cuadrado a < x <b,a <y <bsi

b rb
/ / |k(z,y)|* dz dy = finito. (6.2)
La ecuacion integral puede escribirse de un modo mas compacto en términos de operadores
Akp+g=o0, (6.3)
donde % es el operador integral definido por
N b
ko= / dy k(z,y) o(y)- (6.4)

Las ecuaciones integrales se clasifican segun los valores que tomen los términos involucrados
en (6.1):

s Si © =0, la ecuacién es de Fredholm de primera especie:
b
3 [ dy k(e ) + g(@) =0 (6.5)
a
= Si © =1, la ecuacion es de Fredholm de segunda especie:

b
A/lwuxwww+¢@=¢@» (6.6)

lae .. ., . . s e . 1%

Si en la ecuacién también aparece la derivada (de cualquier orden) de la funcién incognita, entonces la ecuacién
es integrodiferencial. Estas ecuaciones son generalmente mucho més complicadas que las integrales y no seran
estudiadas aqui.
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» Sig(x) =0, la ecuacién es homogénea:

b
A / dy k(z, 1) p(y) = © p(x). (6.7)

La ecuacién es inhomogénea si g(z) # 0.

» Si k(z,y) =0 para y > x, la ecuacién es de Volterra:

A / " dy k(z, ) oly) + 9(z) = © (). (6.8)

Igual que para la ecuacién de Fredholm, la ecuacién de Volterra es de primera especie si
©® = 0, de segunda especie si ® = 1, homogénea si g(z) = 0, e inhomogénea si g(z) # 0.

En resumen:

» La ecuacién es de Fredholm si los limites de integracién son fijos y es de Volterra si estos
limites son variables.

= Si la funcién incégnita no estd fuera de la integral, la ecuacion es de primera especie, pero
si la funcion incégnita se encuentra también fuera de la integral, la ecuacién es de segunda
especie.

» La ecuacién es homogénea si g(z) = 0, e inhomogénea si g(z) # 0 .

Por ejemplo, .
/\/ dy k(z,y) p(y) = g(x) (6.9)

es una ecuacién inhomogénea de Volterra de primera especie y

3 [ dyhia) o) + gl0) = (o) (6.10)

es una ecuacion inhomogénea de Volterra de segunda especie.

En este capitulo nos vamos a dedicar en exclusiva al estudio de ecuaciones integrales lineales.
Las ecuaciones integrales no lineales son muchisimo més complicadas y generalmente requieren
técnicas muy especificas.

» Ejemplo 6.1

En la teorfa de liquidos, la funcién de distribucién radial ¢(r) es una funcién esencial porque contiene infor-
macion sobre la estructura de los liquidos y permite la estimacién de diversas magnitudes termodindmicas
de los mismos.? Algunas de las teorfas més fructiferas para determinar la funcién de distribucién radial
©(r) conducen a ecuaciones integrales para ¢(r). Por ejemplo, para un liquido formado por particulas que
interaccionan mediante un potencial u(r), la funcién ¢(r) vendria descrita en la teorfa de Percus-Yevick
por la siguiente ecuacién integral (ecuacién de Ornstein-Zernike):

o) = 1+c(r) + p [ olr7) = 1] (7= 7)) (6.11)
donde (ecuacién de cierre de Percus-Yevick)

log (r) + 2 oglip(r) — c(r)] (6.12)

2Véase, por ejemplo, el capitulo cuatro del libro States of matter, de D. L. Goodstein (Dover, Nueva York,
1985).
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y donde p es la densidad de las particulas (ntimero de particulas por unidad de volumen), k es la constante
de Boltzmann, y T es la temperatura absoluta del liquido. La ecuacién de Ornstein-Zernike junto con la
ecuacién de cierre de Percus-Yevick, constituye una ecuacion integral no lineal cuya soluciéon analitica sélo
es conocida para unos poquisimos casos especialmente simples.

6.3. Equivalencia entre ecuaciones integrales y ecuaciones diferenciales

Ciertas ecuaciones diferenciales pueden expresarse en forma de ecuaciones integrales, y vice-
versa. Veamos un ejemplo importante.
Sea la ecuacion diferencial lineal de segundo orden

¢"(x) + Al2)¢ (z) + B(x)p(x) = G(2). (6.13)
Integrando (6.13) entre a y x se obtiene la expresion
¢'(z) = ¢'(a) = - /x dy A(y)¢'(y) — /x dy B(y)e(y) + /m dy G(y)- (6.14)

Si ahora integramos por partes la primera integral del miembro derecho,

- / " dy A ()ely). (6.15)

xT

/ "y A () = Aw)e(y)

a
la ecuacién (6.14) se reduce a

#5) = (@) + Ala)p(a) - Alw)ola) + | "y [A'(y) - Bw)) o) + / "G, (6.16)

a

Integrando de nuevo entre a y x obtenemos

[ 80 = (@) - ot0) = [¢10) + Alao(a)] (@~ ) /th

/ dt/ dy [A'(y) — B(y)] ¢y +/ /atdyG(y).

Esta ecuacion puede simplificarse si usamos la relacién

/az dt /at dy(y) = /j dy (z —y) ¥ (y), (6.18)

la cual es facil de demostrar mediante la regla de Leibniz:
d 8@
dx a(z)

(6.17)

B(z) «
dy F(x,y) = / dy ?)F + F(x,ﬁ(x));l—ﬁ — F(x,a(x))j— . (6.19)

(x) X X X

Vedmoslo. Si derivamos el miembro izquierdo de (6.18) se tiene

< / dt / dy(y / dy(y) . (6.20)

Si derivamos el miembro derecho de (6.18) obtenemos el mismo resultado:

& [ vt = [ dyow). (6.21)
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Esto significa que ambos miembros de (6.18) difieren, como mucho, en una constante C, es decir,
X T xX
[ at [Cayvew) = [y pputay+c. (6.22)
a a a

Pero para = = a, esta relacion se reduce a 0 = 0 + C, por lo que C' = 0, lo que implica que la
relacién (6.18) es cierta. Usando la relacién (6.18) en (6.17) se obtiene

p(o) =p(a) + [¢(0) + Ala)o(a)] (o~ a) - | "y AW)e(y)

" " (6.23)
T / dy (z — y) [A'(y) - B)] o(y) + / dy (z — y)C(y) .

Escribiendo

9(@) = [¢'(a) + A(a)p(a)] (z — a) + /f‘f dy(z = y)G), (6.24)

k(x,y) =(z —y) [A'(y) — B(y)] — A(y),

la ecuacién (6.23) se convierte en la ecuacién de Volterra de segunda especie

o) = gla) + | " dy k() o). (6.25)

Se demuestra asi que la ecuacién diferencial (6.13) y la ecuacién integral (6.25) son equivalentes.
Debe notarse que, tal como se muestra en las ecuaciones (6.24), las condiciones iniciales de la
ecuacién diferencial [lo que vale la funcién incognita y su derivada en 2 = a, es decir p(a) y ¢'(a)]
estdn incluidas en el nicleo k(z,y) y en el término inhomogéneo g(z) de la ecuacién integral.

» Ejemplo 6.2

Queremos hallar la ecuacion integral equivalente al oscilador lineal
¢ () + o) =0 (6.26)
con condiciones iniciales
p(0)=1, ¢'(0)=0. (6.27)

Comparando (6.26) con (6.13) vemos que A(z) = 0, B(z) = w? y G(z) = 0. Usando (6.24) encontramos
g(z) = 1y k(z,y) = y —  de modo que la ecuacién integral equivalente al oscilador lineal (6.26) junto
con la condiciones iniciales (6.27) es

p(r) =1+ /Oz(y —z)p(y)dy. (6.28)

> Ejercicio 6.1

Demuestra derivando ¢(z) = z + [ (y — 2)¢(y)dy dos veces que esta ecuacion integral es equivalente a la
ecuacién diferencial ¢"(x) + w?p(x) = 0 con las condiciones iniciales p(0) = 0, ¢’(0) = 1.
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» Ejemplo 6.3

En este ejemplo queremos hallar la ecuacién diferencial equivalente a la ecuacién integral de Fredholm de
segunda especie

pla) = [ K(au)ely)dy (6.29)
0
con nucleo
T _ y(l - .27) , Y S Z,
k(z,y) {x(l—y), >z, (6.30)

Esta ecuacién integral se puede escribir asi:

ola) = [ Koy +? [ K )p)dy

x 1
—w?(1—x Wz - : :
=w(1 )/O yo(y)dy + L(l y) (y) dy (6.31)

Si derivamos una vez la ecuacién integral y tenemos en cuenta la regla de Leibniz (6.19) se obtiene

o (2) = — / "yl dy +w? (1 - 2) 2p(a) + o2 / (1—y) oy) dy — Pz (1 - 2) p(z)

=—u’ /Owyso(y) dy+w2/z (1 —y)e(y)dy. (6.32)

Esta ecuacién no tiene forma de ecuacién diferencial (es una ecuacién integro-diferencial). Pero si derivamos
una vez mas ya encontramos una ecuacion diferencial:

¢'(z) = - wiz p(z) - w? (1 - 2) p(2)
=2 p(z). (6.33)

Descubrimos por tanto que la ecuacién diferencial equivalente a la ecuacién integral (6.31) es el oscilador
lineal ¢ (x) +w?p(x) = 0. Ademds, es facil ver que si en (6.31) hacemos z = 0 se encuentra que ¢(0) = 0.
De igual modo, si en (6.31) hacemos & = 1, encontramos que ¢(1) = 0. Es decir, la ecuacién integral exige
que la solucién p(z) de su ecuacién diferencial equivalente satisfaga las condiciones de contorno ¢(0) = 0,
(1) = 0. Dicho en otros términos: la ecuacién integral de Fredholm (6.31) es equivalente al problema de
condiciones de contorno

¢ (2) +wip(z) =0, ¢(0)=0, ¢(1)=0. (6.34)

El nucleo k(z,y) de la ecuacién integral es la funcién de Green del problema de condiciones de contorno
(6.34).

> Ejercicio 6.2

Puesto que (6.29) equivale a (6.34), puedes hallar la solucién de la ecuacién integral (6.29) resolviendo
el problema de Sturm-Liouville (6.34). ;Qué valores ha de tomar w? para que (6.29) tenga solucién?
;Cudles son esta soluciones? (Volveremos a tratar en la seccion 6.9 sobre este método de resolucion de
ecuaciones integrales, es decir, sobre el método consistente en transformar la ecuacién integral en una
ecuacion diferencial equivalente.)

<

Lo que hemos visto en esta secciéon puede resumirse asi: las condiciones iniciales o de con-
torno juegan un papel fundamental en la transformaciéon de una ecuacién diferencial en una
ecuacion integral; si las condiciones son iniciales, la ecuacién integral que se obtiene es de Vol-
terra; si las condiciones son de contorno, la ecuacién integral resultante es de Fredholm, siendo
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su nucleo la funcién de Green del problema de condiciones de contorno diferencial. Sin embargo,
la transformacién inversa no es siempre posible: hay ecuaciones integrales sin ecuacién diferencial
equivalente.

En el resto del capitulo nos dedicaremos a exponer técnicas de resolucién relativamente ele-
mentales de ecuaciones integrales lineales. Por supuesto, una de ellas consistira en transformar
la ecuacion integral en una ecuacion diferencial equivalente. Esto se verd especificamente en la
seccion 6.9, pagina 382.

6.4. Ecuacién de segunda especie con nlcleo separable

Se dice que el nucleo es degenerado o separable si es de la forma
n
k() =Y 6il@) xi(y) (6.35)
i=1

con n finito.

» Ejemplo 6.4
Los siguientes ntcleos son separables:

k(z,y) = (z —y)? = 2® = 22y + ¢,
k(z,y) =e*t¥ =e® ¥,

k(x,y) = cos(y — x) = cosycosx + senysenx .

<

Las ecuaciones integrales con nicleos degenerados pueden resolverse mediante procedimientos
algebraicos muy sencillos. Veamos un ejemplo representativo.

» Ejemplo 6.5

Queremos hallar la solucién de la ecuacion integral

() = 2+ A / dy (x4 + 2%) o(y). (6.36)

Comparandola con la ecuacién (6.1) encontramos que

© =1,
g(x) = =,
k(z,y) = zy® + 2%y,

por lo que la ecuacién es inhomogénea de Fredholm de segunda especie con ntcleo separable.
La ecuacién (6.36) podemos escribirla asi:

1 1
p(r) =z + /\w/ dy y® o(y) + Az / dyy o(y). (6.37)
0 0
Si definimos

c :/0 dyy* o(y), (6.38)

1
¢ — /O dyyo(y). (6.39)
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la ecuacién (6.37) se reduce a
ox)=x+Azey + Arley. (6.40)

Sabemos pues, a falta de determinar el valor de las constantes ¢; y co, cudl es la solucién de (6.36). Para
hallar el valor de estas constantes sustituimos (6.40) en la ecuaciones que definen su valor, es decir, en
(6.38) y en (6.39). Asi obtenemos este sistema algebraico:

1
1 1 1
c1 :/ dyy?(y + Aery + Aeay?) = 1 + 1)\01 + 5>\62,
0

(6.41)
! o 11 1
cy = / dyy(y+Acry+Acy”) = o+ 5Aar+ 7 Ace,
o 373 4
Resolviendo mediante la regla de Cramer obtenemos
1 1
i TsA
SR St 40 R L
e -1 =Ly | 2401200 - X2°
1 1
Ly 1-1y
1y 1
. -3\ 3| 80
2 1—1x  —Ix | 240120022
1 1
—3A  1—3A
Sustituyendo estos valores en (6.40) obtenemos la solucién de la ecuacién integral (6.36):
60 + A 80
= A A 2
A YT STy W CR T T S el (6.42)

(240 — 60A) z — 80\ 22
240 — 120\ — A2

La ecuacién integral no homogénea de este ejemplo [ecuacién (6.36)] no tendra solucién si los valores de A
son justamente las soluciones de la ecuacién 240 — 120\ — A2 = 0, es decir, si A = —60 & 16+/15.

6.4.1. Ecuaciéon de segunda especie inhomogénea con nicleo degenerado

El procedimiento elemental que hemos empleado en el ejemplo anterior se puede generalizar
para que sea aplicable a cualquier nicleo de la forma (6.35). En este caso la ecuacién de Fredholm
de segunda especie, ecuacién (6.1) con ©® = 1, se convierte en

b n
o) = 9(0) + A [y i) i) £ (0 (6.43)
a i=1
Tal como se hizo en el ejemplo 6.5 anterior, definimos

b
qz/@m@ﬂw (6.44)

de modo que la ecuacién (6.43) se transforma en

p(r) = g(x) + X)) ;). (6.45)
j=1
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Sustituyendo ahora la ecuacién (6.45) en (6.44) se tiene que
b n b
o= [ Ao +AY e [ dytn) 65 (6.46)
a j=1 a

Este es un sistema algebraico de n ecuaciones y n incégnitas (las incégnitas son las constantes ¢;,
por supuesto). Una vez resuelto el sistema, las soluciones ¢; se sustituyen en (6.45) y obtenemos
la solucién () de la ecuacién integral (6.43).

Podemos escribir el sistema de ecuaciones (6.46) de un modo més compacto

n

¢ =b; + )\Zaij Cj <= b, = Z(éz] — )\aij) Cj, (6.47)
j=1 j=1

donde
b
b= [ dytat),
b
az‘jE/ dy xi(y) ¢;(y),

y 6;j es la delta de Kronecker. La ecuacién (6.47) en forma matricial es

c=b4+raceb=[1-\dc (6.48)
siendo 1 la matriz identidad. Por tanto

c=[1-xa]"'b (6.49)
es la solucién del sistema, siempre y cuand:o el determinante de la matriz 1 — A @ sea distinto de
cero, es decir, siempre y cuando la matriz 1 — A a sea invertible.
6.4.2. Ecuacién de segunda especie homogénea con nicleo degenerado: autovalores y auto-
funciones

Si la ecuacidén integral de Fredholm es homogénea, es decir, si g(x) = 0, el sistema (6.47) o
(6.48) correspondiente a esta ecuacién integral es también homogéneo:

0=[1-)\a]e (6.50)

En este caso sélo existira solucion ¢ distinta de la trivial ¢; = 0 para todo 7 si el determinante de
los coeficientes del sistema algebraico es nulo, es decir, si

det[1— @] = |1 —Xa| = 0. (6.51)

Esta es la ecuacion caracteristica del sistema. Las p raices A; de esta ecuacién, con 1 < p < n, son
los tnicos valores que hacen que la ecuacion integral tenga solucion distinta de la trivial. Estos
valores son justamente los autovalores del operador k, pues nétese que la ecuacién integral de
Fredholm?® homogénea

b
A / dy k(z,y) ¢(y) = (=)

3Las ecuaciones integrales de Volterra no tienen autovalores [Tri85], lo cual esté de acuerdo con nuestro comen-
tario de la pagina 356 acerca de la equivalencia entre las ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales y las
ecuaciones integrales de Volterra.



360 Ecuaciones integrales lineales

puede escribirse en términos de operadores [véase la ecuacion (6.3)] asi
)\%cp = .

Diremos entonces que ); son los autovalores* del kernel k(x,v). La solucién, o soluciones, de la
ecuaciéon homogénea con A = \; son las autofunciones ;(z) del nicleo k(z,y).

» Ejemplo 6.6

Consideraremos la ecuacién homogénea del anterior ejemplo 6.5, pagina 358,

p(x) = A/O dy (x y* + 2%y) (y).

La solucién ahora es casi igual que la (6.40), excepto por el término no homogéneo que ahora estd ausente:
o(x) = Az ep + A aes. (6.52)

Por consiguiente las constantes ¢; y co han de satisfacer el sistema [compérese con el sistema (6.41)]

1 1 1 1
61:1>\61+5>\62 <1—4)\> C1—5>\62:07

1 1 = 1 1 (6.53)
62:§>\C1+1)\62 —3)\01+<1—4)\) cs =0.

Para que este sistema tenga solucion distinta de la trivial ¢; = ¢ = 0 es necesario que

1 1
1—=-X —=A
AN
4 S l=1-2-2 . (6.54)
1 \ g 1 \ 2 240
3 4
Esta es la ecuacién caracteristica del sistema. Sus soluciones son A\; o = —60+161/15. Nétese que la ecuacién

homogénea tiene solucién justamente para los valores de A para los que la ecuacién no homogénea (véase
el ejemplo 6.5) no tiene solucién. Esto es un resultado general que discutiremos en la seccién dedicada a
los teoremas de la alternativa de Fredholm (seccién 6.5, pdgina 361).

Las ecuaciones (6.53) podemos reescribirlas asf

5 1
62_)\(1—4)\> C1,

6.55
Y I o
2T 1oaaTh
Vemos por (6.52) que las autofunciones toman la forma
C2
Yi(z) =Niaz (1 - Cm) : (6.56)
1

Usando (6.55) en esta relacién encontramos que las autofunciones correspondientes a los autovalores \;

son . )
vi(z) =Nax [1 + )\j <1 — 4)\i> x}

|

)\zclm[ —|—1_)\i/4a:

4Siendo completamente puristas y coherentes con las definiciones habituales de autovalores que hemos usado
en este curso, tendriamos que decir que los autovalores son realmente 1/\;, pero, siguiendo cierta tradicién de la
teoria de ecuaciones integrales —véase [CH62|, por ejemplo— llamaremos autovalor simplemente a A;.
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Dado que dos autofunciones que se diferencian por un factor constante son la misma autofuncién, podemos
escribir la expresion anterior de un modo més compacto suprimiendo la constante ci:

Vi(r) = [1 + Ai (1 - iAZ) x] (6.57)
— 2 [1 + 1A<3/4”3] . (6.58)

Sustituyendo los valores de A1 y A2 en (6.55) encontramos que:

= Si A=)\ = —60+ 16v/15 entonces
co 20 — 54/15

¢ —15+ 415
y de la ecuacién (6.57), o de la ecuacién (6.58), se deduce que la solucién (autofuncién) correspon-

diente es
20 — 5v/15
=z |14+ ———— x| . 6.59
vile) x[ —15+4¢ﬁx] (6.59)

» Si\= )y = —60— 16115 entonces
C2 20 + 5\/ﬁ

et 154415
y de la ecuacién (6.57), o de la ecuacién (6.58), se deduce que la solucién (autofuncién) correspon-

diente es
2 V1
0+5v15 ] . (6.60)

-
15 +4+4/15

Estas dos funciones 17 (x) y 12(x) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea.
Estas son por tanto las autofunciones del operador k correspondiente al nicleo k(x,y) = xy* + z%y.

Yo(z) = ll

<

Finalizamos esta seccién enunciando dos teoremas importantes acerca de autovalores y auto-
funciones de las ecuaciones integrales [CH62]:

Teorema 6.1 El numero de autovalores es finito si y solo si el nicleo es degenerado.

Teorema 6.2 El grado de degeneracion (o rango) de los autovalores de un nicleo k(x,y) de cua-
drado sumable es siempre finito.

6.5. Teoremas de Fredholm

Observando que cualquier niicleo de comportamiento normal podia escribirse en forma de una
serie de nucleos degenerados [Tri85, seccién 3.6], Fredholm dedujo un conjunto de teoremas para
ntcleos reales, conocidos como teoremas de la alternativa de Fredholm, que daremos aqui sin de-
mostracién. Estos teoremas son validos bajo condiciones muy generales. Por concretar, siguiendo
la referencia [Tri85], supondremos que el nicleo k(x,y) es de cuadrado sumable sobre el cuadrado
a<z,y<b,yque g(z) es de cuadrado sumable en el intervalo [a, b], es decir, supondremos que

b b
/ / \k(z,y)|? dz dy = finito, (6.61)

v que f: lg(x)|? = finito.?

SEstas condiciones se pueden relajar: véase, por ejemplo, la seccién 7.7 de “Partial Differential Equations of
Mathematical Physics and Integral Equations”, R. B. Guenther y J. W. Lee (Dover, Nueva York, 1996).
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Teorema 6.3 (Teorema de la alternativa) Con una excepcion, que se discutird en el teorema 6.5, o
bien la ecuacion no homogénea

b
p(z) = g(z) + A/ dy k(z,y) »(y)

tiene solucion unica para cualquier g(z), es decir, A\ no es un autovalor, o bien la ecuacion
homogénea

b
o) = A [ dyk(e.0) o)
a
tiene al menos una solucion no trivial, es decir, X es un autovalor y o(z) una autofuncion.

Los ejemplos 6.5 y 6.6 nos pueden servir para ilustrar este teorema. En el ejemplo 6.5 se
encontré que la ecuacion integral no homogénea

1
p(r) =z + A/0 dy (zy” + 2°y)p(y)

tiene solucién siempre que A # —60 + 164/15, es decir, siempre que el determinante de los
coeficientes del sistema (6.41) sea distinto de cero:

1 1
1—-X —=A 2
4 5 A
=1-=—-— . .62
_1)\ 1_}>\ 2 240#0 (6:62)
3 4
Sin embargo, en el ejemplo 6.6 descubrimos justamente lo contrario: para que la ecuacién integral

homogénea
1
o(z) = A/0 dy (zy* + 2%y)p(y)

tenga solucién distinta de la trivial p(z) = 0 debe ocurrir que el determinante de los coeficientes
del sistema (6.41) sea igual a cero:

1 1
1—=-X —=A 2
A A
4 S =124 2 (6.63)
SO N 2 240
3 4
Los valores de A que anulan a esta ecuacién, A = Ay = —60 + 16v/15 y A = Ay = —60 —

164/15 son los autovalores del ntcleo k(z,y) = 2y? + 2%y. Vemos pues que si A = A\j 0 A = A,
entonces la ecuacién inhomogénea no tiene solucion y, en este caso, la ecuaciéon homogénea si tiene
solucién distinta de la trivial [de hecho tiene dos soluciones linealmente independientes: véanse
las ecuaciones (6.59) y (6.60)]. Si, por el contrario, A\ # A1 y A # g, entonces la ecuacién
inhomogénea si tiene solucién unica [es la solucién dada en la ecuacién (6.42)] y la ecuacién
homogénea no tiene solucién distinta de la trivial.

Los siguientes teoremas a menudo se consideran parte del llamado teorema de la alternativa
de Fredholm.

Teorema 6.4 (Teorema de la alternativa (continuacién)) Si A no es un autovalor entonces \ tam-
poco es autovalor de la ecuacion transpuesta, es decir, no existe solucion de

b
wmzA/me%mwwy
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Pero si X es un autovalor, entonces A también es autovalor de la ecuacion transpuesta, es decir,
existe al menos una solucion (no trivial) de

b
p(r) = A/ dy k(y, ) p(y).

El nimero de autofunciones (degeneradas) correspondientes a este autovalor \ es el mismo para
los dos casos.

Teorema 6.5 (Teorema de la alternativa (continuacién)) Si A es un autovalor, la ecuacion no ho-
mogénea tiene una solucion si, y solo si, la funcion g(x) es tal que

b
{/dxamgw>=o

para toda funcion p(x) que sea autofuncion del operador transpuesto k(y,x) con autovalor \, es
decir, para toda funcion p(x) que satisfaga la ecuacion homogénea transpuesta

b
olz) = A / dy k(y,2) o(y).

Cuando las condiciones de este ultimo teorema se satisfacen, la soluciéon de la ecuacién in-
homogénea no es tnica. Esto es facil de entender. Supongamos por concretar que ecuaciéon ho-
mogénea con nicleo k(x,y) tiene r autofunciones p1(x), p2(x),. .., ¢,(x) con un mismo autovalor
X, es decir, p1(z), 2(),. .., or(z) son las r soluciones linealmente independientes de la ecuacién
integral homogénea p(x) = A fab dy k(x,y) ¢(y). La solucién general de esta ecuacion integral es

por tanto
T

P(z) = Z Cnon ()

n=1

donde ¢,, son constantes arbitrarias. Sea ademds @(x) una solucién cualquiera de la ecuacién no
homogénea. Entonces es evidente que

p(z) = @(z) + ¢(z) = p(z) + Z cnon ()
n=1

es también solucién de la ecuacién no homogénea. Por supuesto esta solucién no es tinica porque
los valores de ¢, son arbitrarios.

» Ejemplo 6.7

Con este ejemplo queremos ilustrar el teorema 6.5. Sea la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie

() = glz) + A / dy (2 + 7°) o). (6.64)

Esta es la ecuacion del ejemplo 6.5 si g(x) = x y la del ejemplo 6.6 si g(z) = 0. En el presente ejemplo
hacemos A = A\; = —60+ 1615y g(z) = 14+ (—4+2+/5/3)x. Es decir, la ecuacién que queremos resolver
es

o(z) =14 (=4 +2+/5/3)z + (—60 + 161/15) /01 dy (z y* + 2%y) o(y). (6.65)
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Dado que X es igual a uno de los autovalores de la ecuacién homogéna, A = A\, podriamos pensar que,
segtn afirma el teorema 6.3, la ecuacién inhomogénea (6.65) no tiene solucién. Sin embargo, es facil ver
que

1
| dzgta i) =o. (6.66)
0
donde
20 — 5V/15
)=z |l+ ———==
(@) l ~15+4V15 ]
es la tnica autofuncién del kernel transpuesto de k(z,y) = zy? + 2%y [ndtese que k(x,y) = k(y, )]

correspondiente al autovalor A [véanse las ecuaciones (6.59) y (6.60)]. Segin el teorema 6.5 anterior, esto
significa que la ecuacién (6.65) tendré soluciones no tnicas. En efecto, puede comprobarse por sustitucién
directa que la funcién @(z) = 1 — 3x/2 es solucién de la ecuacién (6.65), y como cipy(z) es solucién de la
ecuacién homogénea para cualquier valor de ¢, tenemos que

3 20 — 515
=l-ater|l+—— 6.67
p(z) i ter |+ — = x] (6.67)

es también solucién de la ecuacién inhomogénea (6.65). Por supuesto, dado que el valor de ¢ es arbitrario,
esta solucién no es unica.

> Ejercicio 6.3

Resuelve la ecuacién integral (6.65) mediante la técnica usada en la seccién 6.4 dado que su niicleo es
degenerado. Comprueba que el determinante de la matriz de los coeficientes del sistema algebraico que
obtienes [sistema que serd similar al (6.41 )] es nulo y que, sin embargo, el sistema tiene una solucién
distinta de la trivial, a saber, c; = —1/24 y ¢o = 0. ;/Bajo qué circunstancias tiene solucién un sistema
algebraico no homogéneo cuya matriz de coeficientes tenga determinante nulo? Comprueba que estas
condiciones se verifican en tu sistema algebraico.

6.6. Series de Neumann

Estudiaremos ahora un procedimiento muy simple para resolver ecuaciones integrales lineales
de segunda especie no homogéneas. Por concretar, en lo que sigue nos referiremos casi exclusiva-
mente a la ecuacién de segunda especie de Fredholm:

b
o(x) = g(z) + A / dyk(z,y) o)  con g(x) £0, (6.68)

pero casi todo lo que digamos sera también valido para las ecuaciones de Volterra sin mas que
cambiar b por x en el limite superior de integracién ([KKMS82, secciones 3 y 4]; véase también el
ejemplo 6.9 de la pagina 367). El procedimiento comienza con la conjetura de una solucién inicial
aproximada de (6.68). Por ejemplo, podemos suponer que

p(x) = po(r) = g(=).

Esto equivale a asumir que la integral f; dy k(z,y) ¢(y) y/o la constante A son pequenas. Esta
eleccion no es la tnica posible: si conociéramos por cualquier motivo una primera aproximacién
mejor que @o(z) = g(z), serfa aquella la que convendria usar.%

6Si escogemos o () # g(x), el procedimiento que vamos a exponer se conoce como método de las aproximaciones
sucesivas; si escogemos ¢o(z) = g(x) (y esta es la opcién que estudiaremos) el método se llama método de las series
de Neumann.
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Intentamos mejorar esta primera aproximacion sustituyendo ¢g(z) en el miembro derecho de
la ecuacion original (6.68), obteniendo

b
o(z) = o1 () = g(z) + A / dy k(z,y) ¢o(y)
a (6.69)

b
— g(z) + X / dy k(z,y) 9(y).

Sustituyendo a su vez esta primera aproximacién en el miembro derecho de la ecuacién original
(6.68) obtenemos una segunda aproximacion

b
oa(x) = glz) + A / dy k(z,y) 1(y)

=g(z) + A /ab dy k(z,y) [g(y) +A /b dy' k(y,y') g(y’)]

a

b b b
—g(w)ﬂ%/ dyk(%y)g(y)JrV/ dyk(w,y)/ dy' k(y,y') 9(y')
b b b
$)+A/ dyk(w7y)g(y)+>\2/ / dy dy' k(z,y) k(y,9") 9(¥/).

Es decir, la aproximacién de orden n + 1 se obtiene de la aproximacion de orden n a través de la
relacién de recurrencia

b
pnon@) = g@) +A [ dyh(z.p)gn(a). (6.70)
Repitiendo el proceso n veces se obtiene
p(x) ~ n(z) = Y N"Up(), (6.71)
m=0
donde
Uo(z) = g(x),
Ui ( / k(z,y1) 9(y1) dy1

// (z,y1) k(y1,y2) 9(y2) dy2 dy1 (6.72)

/ / (@, y1) k(y1,y2) - k(YUn—1,Yn) 9(Yn) dyp - - - dy2 dy; .

Haciendo n — oo en (6.71) obtenemos la serie
Z AU () (6.73)
m=0

que se conoce como serie de Neumann.” Esperamos que la solucién o(z) venga dada por esta
serie:

o(r) = lim ¢,(r) = lim Z AU (x) = Z AUy (), (6.74)
m=0 m=0

es decir, esperamos que la serie de Neumann converja a la solucién ¢(z). Veamos bajo qué con-
diciones esta serie converge a la solucion de la ecuacién integral.

"En se da un programa Mathematica que calcula esta serie.
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Convergencia de la serie de Neumann

Los criterios de convergencia para las ecuaciones de Fredholm y de Volterra vienen dados por
los siguientes teoremas:

Teorema 6.6 Supongamos que el nicleo k(x,y) es de cuadrado sumable en el cuadrado a < x < b,
a <y <b, es decir, supongamos que

b b
[ [ el rdy = o (6.75)

siendo « un valor finito. Entonces [Tri85] la serie de Neumann (6.73) converge hacia la solucion
o(x) de la ecuacion integral (6.68) siempre que

1
Al < —. 6.76
A<= (6.76)

Puede demostrarse [CH62| que la serie de Neumann converge uniformemente en el intervalo
a<xz<bsi|\ <1/[(b—a)M]donde M es una cota superior del valor absoluto de k(x,y) en el
cuadrado a < x,y < b.

Teorema 6.7 Sea la ecuacion de Volterra
pla) = 9(a) + X [ dyh(z.y) plu), (6.77)

donde g(x) # 0 es continua para a < x < b, y donde el nicleo k(x,y) es continuo en el tridngulo
a<z<b, a<y<z. Entonces [Jer99] la serie de Neumanny > X" U (z), con las funciones
U (x) dadas por las ecuaciones (6.72) en donde cambiamos b por x, converge a la solucion ¢(x)

de (6.77).

» Ejemplo 6.8

Sea la ecuacién integral de Fredholm de segunda especie

o) =a+5 [ =a)eld (6.79)

Su solucién, como se puede comprobar facilmente por sustitucion directa, es
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367

Vamos ahora a hallar una solucién aproximada haciendo uso de la serie de Neumann:

ps(x)

—x-i-l/l(y—x)<y+1)dy:x+1—x=+2x,
2/, 3 33 3
x+1/1(y—x)<1+2y>dy=2+2x

2), 373 93"
x+1/1(y—x)<2+2y>dy:2+7x

2/, 973 9 " 9"
strl/l(yx) <2+7y)dy7+7o:,

2/, 979 27 " 9
$+1/1(y—x) <7+7y) Y=+ oz,

2/, 27 9 27 " 27
w+1/1(y—x) <7+20y> yz% D,

2 )., 97 " 27 81 ' 27

1

x—i—%/_l(y—m) <2(1)+§Oy> y—g+g—1x:0'247+0'753m,

po(x) = -

Vemos que la solucién aproximada ¢, (x) mejora a medida que n aumenta y que tras ocho iteraciones la
aproximacion ¢g(z) es una muy buena estimacion de la solucién exacta.

> Ejercicio 6.4

Halla el valor de 1/« correspondiente a la ecuacién de este ejemplo. ;jEs mayor, igual o menor que 1/27

. Qué significa esto?

» Ejemplo 6.9

En este ejemplo vamos a resolver la ecuacién de Volterra

o) =1+ /O " oly) dy (6.79)

mediante el método de la serie de Neumann. Su solucién, como se puede comprobar ficilmente por susti-

tucién directa, es p(z) =

e”. Los primeros términos de la serie son:
®o (J}) = 1a

x
(pl(x)zl—l—/ ldy=1+x,
0

x 1'2
4,02(17):1+/ (1+y)dy:1+x+?7
0

3

x 2 9
903(30):14-/ lty+ L ay=142+2 +2 .
0 2 2 3!
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El término n-ésimo viene dado por

2 $3 "

-1 z

como es facil de demostrar por induccién (jhégase!). Pero e® = Y jx™/nl, luego vemos que la serie de
Neumann ¢, (x) converge a la solucién exacta pues ¢, (z) — e* cuando n — co.

» Ejemplo 6.10

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la dispersion de una particula de masa m y
energia E por parte de un potencial de interaccién V(7) puede escribirse como

(V2 + k) () = —4m U (7) 9 (7),

donde )
2 2m
Me=E
A M

Buscamos una solucién que satisfaga la condicién de contorno

. ik
Y(F) — etk (8, go)e— cuando T — 00
T

y donde \E0| = k. El primer término representa la onda plana incidente y el segundo es la onda esférica
dispersada producida por la interaccién de la onda plana con el potencial U(7). Es posible demostrar
[Arf85] que la ecuacién de Schrédinger y la condicién de contorno pueden combinarse en la ecuacién

integral
ik |T—T !
, € | |

W(7) :eiEO'F+/d3r T U (7).

La solucién de esta ecuacién puede expresarse mediante la serie de Neumann. La aproximacion de orden
cero,

() = et

nos describe simplemente la onda incidente, sin dispersién. La siguiente aproximaciéon proporciona un
resultado muy importante conocido como aproximacion de Born

ik |F—7"| .

() = eiEO'F+/d3F’ =T

La serie de Neumann en términos de operadores

En forma de operadores, la ecuacién integral de segunda especie que queremos resolver viene
dada por

Si despejamos f obtenemos
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Desarrollando formalmente [1 — )\E]_l en “potencias” de Ak se tiene que

=[1=Xk"Tg =) "(Ak)"g =D A"k"g,
n=0 n=0

que es la serie de Neumann si interpretamos que kn significa aplicar n veces el operador %
Bg= [ [ K k) Ko ) 9(0) don -+ dy s = U (o).
a a

Nucleos iterados

Hemos visto antes que
oo
=> N'Un(z)
n=0
con los coeficientes U,, dados por las expresiones (6.72), es la solucién en forma de serie de
Neumann de la ecuacién de Fredholm de segunda especie (6.68). Esta solucién puede escribirse
asi

p(z) = g(z)

+>\/abk(93,y1)g(yl)dy1
+A2/b [/bk(m yl)k(yl,w)dyl] 9(y2) dyz + - -
+>\"/ [/ / T, y1) k(Y1,92) -+ k(Yn—1,Yn) dy1 -+ dyn-1| 9(Yn) dyn

es decir,
b b
(@) = g() + A / k() g(yn) dys + -+ A" / Fon (2, ) ) s +

o0 b
)+ ZA"/ kn(2,9)9(y)dy (6.80)
n=1 a

donde hemos definido

ki(x,y) = k(z,y) (6.81)
(z,y) / / z,y1) k(y1,92) - k(Yn—1,y) dyr dyz - - - dyn—1. (6.82)

A estas funciones ky(x,y) se les conoce como nicleos iterados. Este nombre responde al hecho de
que es posible hallar &, (z,y) en términos de ky_1(z,y). Vedmoslo. La definicién de k,(x,y) es

n(,y) /k‘wm [/ /kyl,yz kE(Yn—1,vy) dyz- - - dyn—1| dyi.

Pero el término entre corchetes es justamente la definicién de k,—1(y1,y), luego se satisface
relacién de recurrencia

b
(2, 4) = / b, o) bnot () (6.83)
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Nicleo resolvente de la ecuacién de Fredholm de segunda especie

Se llama nicleo resolvente R(x,y;\) a la funcién que nos proporciona la solucién p(z) de la
ecuacién integral

b
p(z) = g(z) +/ dy k(z,y) o(y)
mediante la relaciéon

b
(@) = g(z) + / dy R,y \) g(y).

Por tanto, encontramos que la funcién R(x,y; \) definida mediante la serie de ntcleos iterados

o)

R(l’,y; A) = kl(xvy) + AkQ(x’y) +oe= Z )‘n_lkn(m)y) (684)

n=1

es el nucleo resolvente de nuestra ecuacién integral porque podemos escribir la solucién dada por
(6.80) como

b
(@) = glx) + A / R,y ) g(y) dy (6.85)

asumiendo que la serie (6.84) que define a R(x,y; \) es uniformemente convergente el el intervalo
[a, b] pues, en tal caso, es aceptable intercambiar el orden de la integral y el sumatorio en (6.80).
Las condiciones bajo las cuales la serie que define al niicleo resolvente converge uniformemente
son las mismas que hacian uniformemente convergente a la serie de Neumann (véase la pagina
366).

Finalizamos esta seccién hallando la ecuacién integral que verifica el nicleo resolvente. Para
ello multiplicamos k(z, z) por la expresiéon de R(z,y;A) dada por (6.84) e integramos sobre la
variable z entre a y b:

/dzkxz (z,y; A /dzk‘:nz )\”lk( Y)

:Z)\"_l/ k(x,2)kn(z,y)dz

Anilk?’b-i-l (LU, y)

n=

1
ka(z,y) + A ks(z,y) + Nha(z, y) + -
AT 1[R(x7y;A) —k(l’,y)],

y por tanto, tenemos que

b
Rz, ) = k(z, ) + A / k(2. 2) Rz, \) d (6.86)

Esta es la ecuacién integral que ha de cumplir el nicleo resolvente.

Lo que acabamos de ver también es valido para la ecuacion de Volterra de segunda especie
sin méas que cambiar b por x en el limite superior de integracion.
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6.7. Series de Fredholm

El método de Fredholm se basa en reemplazar la integral entre a y b por una suma, resolver
las ecuaciones algebraicas que resultan y tomar finalmente el limite continuo. Daremos aqui el
resultado final (la demostracién puede verse en [Tri85, seccién 2.5]).

La solucién de la ecuacién integral

b
p() = 9(o) + A [ dyka.) olo) (6.87)
en términos de la serie de Fredholm es
b
p(z) = g(z) + A/ dy R(z,y; \) g(y), (6.88)

donde R(z,y; ), llamado nicleo resolvente de Fredholm, es igual a al cociente de dos series

D@y A)
donde
D ) = A" .
(2,y: ) +n§ n! A" (6.90)
- 1)" n
D(\) = Z Cu A", (6.91)
siendo
k?(CC,y) k(xvzl) k?(fE,Zn)
b b k(z1,y) k(zi,21) - k(z1,2n)
B, (x,y) = / . / dzidzy - -+ dzn | k(z2,y) k(z2,21) -+ k(22,2n) (6.92)
k(zn)y) k(zruzl) k(Zn,Zn)
Yy
k(z1,21) k(z1,29) k(z1, zn)
b b k(z2,21) k(z2,22) -+ k(22,2n)
C, = / .- dzidzy -+ dzy | k(z3,21) k(z3,22) -+ Fk(z3,2n) | . (6.93)
k(zn, zn) k(zn, 22) k(zn, 2n)

Por ejemplo, los tres primeros términos de estas series son

b
k(x, k(x,z
D(x,y; M) = k(z,y) — A/ dz k((zl ZZ//)) k:((zl 2'11)) ‘ +
A2 [brb k(z,y) k(z,z1) Kz, 2)
+ 2|// dzidze | k(z1,y) k(z1,21) k(z1,22) |+ 7
- Jada k(227y) k(22721) k(ZQ,ZQ)

k(zl, 21) k(zl, 22)
k(z2,21) k(z2,22)

b )\2 b rb
D(A):l—)\/ dzlk(Z1,21)+2'// dz1 dzo
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A menudo es mas conveniente evaluar estas series mediante las siguientes relaciones de re-

currencia® [Tri85, seccién 2.5]:
b
Cn :/ Bn—1(878)d3>
a

b
BAmwzcaumw—n/"mm@Bmuawm,

donde

Co=1,
BO(xvy) = k(fE,y)

» Ejemplo 6.11

Vamos a hallar la solucion de la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie

1
ﬂ@:x+A/'@—m¢@my

-1

(6.94a)

(6.94b)

(6.94c)
(6.94d)

(6.95)

mediante el procedimiento de las series de Fredholm. Emplearemos las relaciones (6.94) cuya imple-
mentacién es mds sencilla que la de las relaciones (6.92) y (6.93). Teniendo en cuenta que el ntcleo

es k(z,y) = —x + y, encontramos que

1 1 1
C = / By(s,s)ds = / k(s,s)ds = / 0ds=0
—1 -1 ~1

Bi(w.y) = Cu(-a+) [ K(w,5) Bo(s,y) ds

-1

=—/Jex+wes+ww

—1

2
= 3 + 2zy.

A partir de estos resultados podemos calcular Cy y Bo(z,y):

! L2 8
CQZ/ Bl(s,s)ds:/ S 428% ) ds = -,
1 1 \3 3

Bo(z,y) = Co(—x 4+ y) — 2[1 k(xz,s) Bi(s,y)ds

_2(—x+y)—2/11(—z+5) <§+2sy) ds = 0.

Como By = 0, se deduce inmediatamente que C,, = 0y B, (z,y) = 0 para n > 3. Por consiguiente las

series de D(\) y D(z,y; A) se truncan (se convierten en polinomios en \):

n

D) =1+ ~— 3
n=1 :

8En se proporciona un programa Mathematica que permite calcular las series de Fredholm mediante este

procedimiento.
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D(w,y;\) =

n=0

2

de modo que el nicleo resolvente es

—x4+y—A(2/3+2zy)

R(z,y;\) = Tr 4023

y la solucién final es por tanto

cp(x)::c+>\/

1
3z+2A
dyR Ny =222
) y R(z,y,\)y FFWBLE

que es la solucion exacta.

La ecuacién integral que hemos estudiado en este ejemplo se reduce, si tomamos A = 1/2, a la ecuacién
integral (6.78) del ejemplo 6.8, pagina 366, ecuacién que resolvimos entonces mediante el método de la
serie de Neumann.

<

La importancia de la solucién de Fredholm estriba en que la series D(z,y; A) y D()) tienen
asegurada la convergencia bajo condiciones muy débiles: sélo es preciso que el nicleo k(z,y) sea
acotado o de cuadrado sumable en en cuadrado de integracién [KKMS82, Tri85].

Es posible demostrar que los autovalores de la ecuacién homogénea son los ceros de D()\).
Como argumento de plausibilidad nétese que cuando g(z) = 0 la férmula de Fredholm nos conduce
a p(x) = 0, que es la solucién trivial salvo si D(A) = 0. Un corolario del teorema 6.1, pdgina 361,
es que D(A) es un polinomio si el nicleo es degenerado.

Autofunciones en forma de serie de Fredholm

A fin de obtener una expresién para las autofunciones volvamos al caso inhomogéneo y encon-
tremos una identidad para valores arbitrarios de A sustituyendo la solucién de Fredholm (6.88)
en la ecuacién integral de partida (6.87):

b D(xz,y: A b b b D(z,y; M
3 [t PR ) =3 [Cayka o)+ [dekten) [T a5 EDg0). 696
Como g¢(y) es una funcién arbitraria, esta igualdad requiere que
b
D(a.y: \) = k(z,y) DY) + )\/ dz k(z, 2) D(z,; A). (6.97)

Nétese que multiplicando esta relacién por Ag(y)/D()) e integrando entre a y b, se obtiene la
relacién (6.96). En particular, haciendo A = \,,, se tiene que D(\,) = 0, y por tanto

b
D(@,9: M) = A / dzk(x, 2) Dz, M). (6.98)

Esto significa que D(x,y; \,) es una autofuncién correspondiente al autovalor \,, independien-
temente del valor de la variable y. Si A\, es un autovalor no degenerado sucede que

D(l‘, Y; >\n) = Fn(x) Gn(y)a (6'99)

donde F,,(x) es la verdadera autofuncién, pues obviamente verifica que

b
F.(z) = )\n/ dz k(z, z) Fp(2).
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Serie de Neumann vy serie de Fredholm

En notacién de operadores, la ecuacién integral no homogénea se escribe como
=g+ Ak,

cuya solucion formal es

p=(1-2k)""g.
El desarrollo en serie de potencias de este operador da precisamente la serie de Neumann
©=g+kg+ kg + kg + - (6.100)
Por otra parte, la férmula de Fredholm puede escribirse como
o =[1+ARW\)]g. (6.101)
Tenemos asi la identidad formal

(1—=Ak) "' =1+ARN). (6.102)

6.8. Teoria de Schmidt-Hilbert

En esta seccidn veremos cémo utilizar los autovalores y autofunciones de la ecuacion integral
homogénea para hallar la soluciéon del problema no homogéneo de un modo muy similar a como
se hacia en la seccién 1.7 [véase en particular la ecuacién (1.121), pagina 41] con el problema de
Sturm-Liouville inhomogéneo. Empecemos con unas definiciones:

» Diremos que un nicleo k(x,y) es simétrico si es igual a su transpuesto:
k(z,y) = k(y, z).

= Un nicleo k(x,y) serd hermitico si es igual a su transpuesto conjugado:

k(z,y) = [k(y,z)]".

Obviamente un nicleo real simétrico es hermitico. Nos restringiremos en lo que sigue a
nicleos reales simétricos aunque mucho de lo que digamos serd también vélido para los
ntcleos hermiticos.

» Definimos el producto escalar de dos funciones ¢(z) y g(x) por

b
(olg) = / dx o*(z) g(2).

Si las funciones son reales (y es lo que supondremos en lo que sigue) esta definicién se
reduce a

b
(plg) = / dz () g(x).
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6.8.1. Algunas propiedades de los nticleos reales simétricos
= Todo nicleo simétrico (no nulo) de cuadrado sumable tiene al menos un autovalor.

» Es facil demostrar que los autovalores de un nicleo real simétrico k(z,y) son reales, es
decir, que

Ao [P dy k(@, y) a(y) = () } e (6.103)

k(xz,y) real y simétrico
Este resultado es también valido para los ntcleos hermiticos.

= Las autofunciones correspondientes a autovalores distintos son ortogonales si el ntcleo es
simétrico y real:

Ap = Uny Ay o Y con A, # A
oo CTTT L = () = 0. (6.104)
k(x,y) real y simétrico
Si un autovalor estd degenerado, sus autofunciones se pueden ortogonalizar mediante el
método de Gram-Schmidt, de modo que

Por supuesto, las afirmaciones (6.103) y (6.104) son igualmente validas para nicleos hermiti-
cos v pueden demostrarse siguiendo el mismo procedimiento que se empled en la seccién
1.3.3, pagina 14, para operadores hermiticos genéricos.

> Ejercicio 6.5

Demuestra los resultados (6.103) y (6.104).

= Una propiedad importante de los nticleos reales simétricos es que su espectro de autovalores
nunca esta vacio [Tri85]:

Teorema 6.8 Todo nucleo simétrico de cuadrado sumable tiene al menos un autovalor.

» En general las autofunciones 1, (x) del nicleo real simétrico k(z,y) no constituyen un
conjunto completo de funciones, es decir, no podemos expresar cualquier funcién (bien
comportada) como combinacién lineal de las autofunciones v, (). Sin embargo, bajo ciertas
condiciones, estas autofunciones si constituyen un conjunto completo para cierta clase de
funciones ¢(x). El siguiente teorema nos aclara cudles son estas condiciones [Tri85, seccién
3.10].

Teorema 6.9 (Teorema de Hilbert-Schmidt) Si la funcion o(x) puede escribirse de la forma

b
o(z) = / dy k(z,y) 8(y) (6.105)

donde k(x,y) es un nicleo real simétrico de cuadrado sumable en el cuadrado a < x < b,
a <y <b,y la funcion “semilla” ¢(y) es de cuadrado sumable en el intervalo a <y < b,
entonces la serie

{tnlep)

[4n]|?

o0
Zanwn(x) con ap =
n=1
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converge en media cuadrdtica a ¢(x):

2

— Z amﬂ)m(l‘) =0.
m=1

Como es habitual, esto lo escribiremos simplemente asi:

lim
n—oo a

= Z:l antn(z) con ap = ﬂﬁj‘fg (6.106)

Esta serie es uniforme y absolutamente convergente si la funcion A(zx) definida por
b
[ Wy = 2)
a

es acotada en el intervalo a < x < b.

Desarrollo del nicleo en sus autofunciones

Supongamos que el nicleo k(x,y) puede expresarse como serie de sus autofunciones ¥, (y):

y) - Zan(ﬂf)%(y) (6'107)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién integral que satisface ¥, (x),

b
Um(z) = Am / dy (2, y) Y (y), (6.108)

se tiene que

es decir,

Am[m

Sustituyendo esta expresién en (6.107) se obtiene

— 1 ¢n(2) Yuly)
E:M Hw HQ . (6.110)

Esta relacién la hemos obtenido tras suponer que k(x,y) puede expresarse en serie de autofun-
ciones. jBajo qué condiciones es cierta esta suposicién (y las manipulaciones subsiguientes)? El
siguiente teorema nos da una respuesta [Tri85, Jer99]:

am(x) =

(6.109)

Teorema 6.10 (Teorema de Mercer) Si el nicleo k(x,y) es continuo, simétrico, de cuadrado su-
mable en el cuadrado a < x < b, a <y <b, y tiene sélo autovalores positivos (o como mucho, un
numero finito de autovalores negativos) entonces la serie de autofunciones de (6.110) es absoluta
y uniformemente convergente a k(z,y).
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6.8.2. Resoluciéon de la ecuacién no homogénea

Queremos resolver la ecuacion integral de Fredholm de segunda especie

b
o(z) = g(z) + A / dy k(z,y) o(y), (6.111)

con nucleo real y simétrico. Supongamos que conocemos las soluciones de la ecuacién integral
homogénea asociada

b
n() = Ay / dy k(z, ) ¥n (v), (6.112)

donde 1, es la autofuncion correspondiente al autovalor A,. Asumiremos en lo que sigue que todas
las autofunciones son ortogonales entre si, es decir, que (¢, |¢,,) = 0 incluso si 1, y 1y, tienen
el mismo autovalor A\, = A, con n # m, es decir, incluso si las autofunciones son degeneradas.
Por la ecuacién (6.111) vemos que ¢(z) — g(z) es una funcién generable por el nicleo k(x,y)
donde ¢(y) juega el papel de la funcién semilla ¢(y) que aparece en la ecuacién (6.105). En este
caso, el teorema de Hilbert-Schmidt nos asegura® que podemos expresar () — g() en serie de
autofunciones

p(x) —g(x) = dtn(@), (6.113)
n=1
b
b= [ bu(e) lola) - (o) ds (6.114)
— a, — by, (6.115)
donde \
ap, = / dx () o(x) (6.116)

son los coeficientes generalizados de Fourier de la funcién incégnita, y donde

b
by, :/ n(x) g(x) de (6.117)

son los coeficientes generalizados de Fourier del término no homogéneo g(z) dado.
Nuestro objetivo es determinar d,, en términos de los coeficientes (conocidos) b,,. Insertando
la relacién (6.111) en (6.114) encontramos

b b
dy = / d () A / dy k(z,y) o(y) (6.118)

o, equivalentemente, escribiendo k(y,x) en vez de k(x,y) (lo cual es licito porque el niicleo es
simétrico) e intercambiando el orden de integracién:

b b
dy = / dy p(y) A / 0 K(y, ) (). (6.119)

?Como es habitual asumimos que o(x), y k(z,y) satisfacen las condiciones del teorema de Hilbert-Schmidt, a
saber, que () es de cuadrado sumable en el intervalo a < z < b y que el nicleo es de cuadrado sumable en el
cuadrado a < x,y < b.
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Pero como 1, (z) es autofuncién del nucleo k(z,y), la ultima integral se reduce a ¥, (y)/Ay, de
modo que

AP A
n=1 | dyvn(y)e(y) = —an. (6.120)
A Ja An
Usando este resultado en (6.115) encontramos
A
dp = = dy — by, (6.121)
An
de donde se deduce que
A
dn = by, . 6.122
WY (6.122)

Por tanto, la solucién buscada ¢(z) = g(z) + > 02y dptn(x) es

pla) = glx) +AY 1
n=1""

0, equivalentemente,

olz) = g(e) 423 L1l o

bl A — A s
=1 [Tdyva(y) 9(y) '
AL v i v wab U

Es instructivo comparar esta ecuacién con las ecuaciones (1.121) y (1.160) del capitulo 1 (pagina
41).

Recordemos que el nicleo resolvente R(x, y; A) se definia en la pagina 370 como aquella funcién
que nos proporciona la solucién de la ecuacién integral p(z) mediante la relacién

b
p(z) =9($)+/ dy R(z,y; \) g(y).

Comparando esta expresién con la (6.123) encontramos el desarrollo en serie de autofunciones
del ntcleo resolvente de un nicleo real simétrico:

R(z,y; A Z H%HQ A ip’;( ). (6.124)

6.8.3. Teoremas de Fredholm para nticleos reales y simétricos

Enunciamos los teoremas de Fredholm en la seccién 6.5. Ahora vamos a volver de nuevo sobre
estos teoremas discutiendo su significado y justificando sus afirmaciones pero restringiéndonos a
los casos en los que el niicleo k(z,y) de la ecuacién integral

b
o(x) = g(z) + A / dy k(z,y) o(y), (6.125)

es real y simétrico. Recuérdese que la expresion (6.123) es valida para estos casos.
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* Ecuacion homogénea: g(z) =0
En este caso la ecuacién (6.123) nos dice que, en general, la solucién es simplemente la trivial
o(z) = 0. Sin embargo, si A es un autovalor del nucleo k(x,y), digamos, A = A, siendo A, uno
de los autovalores, entonces en la ecuacién (6.123) aparece una indeterminacién de tipo 0/0:

1 wng—0> 1 (Yml|g=0)
=A\m E n Am m ().
< Jpnll® A = A Vnl@) T A A — A V@

n;ém
(6.126)

Por supuesto, todos los términos del sumatorio son nulos. Analicemos el dltimo término de esta
expresiéon para ver si podemos resolver la indeterminacién de tipo cero partido por cero. La
férmula anterior, ecuacién (6.126), procedia (véase la seccién 6.8.2 precedente) de

p() = g(x) + Y dnthu(), (6.127)
donde d,, satisfacia la relacién
A (¢nlg)
dp, = —d, — b, con b, = .
An 1412
Si g(z) = 0, entonces b, = 0 y la relacién anterior se reduce a
A
dn = —dp. 6.128
= (6.12)

Si A # A\, para todo n, es decir, si A no es un autovalor, la relacién anterior (6.128) sélo puede
satisfacerse si d, = 0. Por la relaciéon (6.127), esto significa que la tnica solucién posible es
o(z) = 0, es decir, encontramos que no existe solucién, aparte de la trivial, de la ecuacién
homogénea si A no es un autovalor. Esto es precisamente lo que afirmaba el teorema de la
alternativa de Fredholm. Pero si A = )\, es decir, si A es un autovalor, se tiene que

dn:iﬂdn;» dp =0 sin#m
Am
dm:T am= d, arbitrario = ¢(r) = dyptm(2).
m

Esto no es sorprendente, s6lo nos dice que la solucién de la ecuacién integral homogénea existe
si A es igual a un autovalor ), siendo esta solucién la autofuncién v, (x) correspondiente al
autovalor A,

* Ecuacién no homogénea: g(x) # 0
La solucién de la ecuacién integral (6.125) no homogénea viene también dada ahora por

p(x) = g() + Y dnthn(x). (6.129)
n=1
Pero como g(x) # 0, entonces, por lo general,
(tnlg)
bn, = 7é 0,
[[¢n]?
por lo que
A
dn, = WY b, para todo n. (6.130)

Esto significa que:
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» Si A no es igual a ningiin autovalor (A # A, para todo n), es decir, si la ecuacién homogénea
no tiene solucién, entonces la ecuacién integral (6.125) no homogénea si tiene solucién y
ésta viene dada por (6.129) con los coeficientes dados por (6.130). Esto es justamente lo
que nos decia el teorema de la alternativa de Fredholm.

= Si A esigual a un autovalor, por ejemplo, si A = A\, se tiene que

Am
dn = m bn para n 7é m
y, por (6.121),
dpy = dop, — bin. (6.131)

Ahora bien:

e Si b, # 0, entonces esta tultima relacién, ecuacién (6.131), es imposible de satisfacer y
la ecuacién no homogénea no tiene solucién, de acuerdo con el teorema de la alternativa
de Fredholm.

e Pero si by, = 0, la relacién (6.131) se verifica trivialmente para cualquier valor de d,,
por lo que la solucién de la ecuacién integral no homogénea es posible incluso aunque
A sea igual a un autovalor; esta solucién es

o(x) = 9(a) + M Z By @) 4 (o). (6132)
75

3
3

Como el valor de d,, es arbitrario, la solucién (6.132) no es tnica: existen infinitas
soluciones linealmente independientes, una distinta para cada valor arbitrario de d,,
que se escoja.

Nétese que b, = 0 equivale a (¢, |g) f Ym(x) g(x) dx = 0, por lo que, en definitiva,
hemos justificado para el caso especial de nucleos k(x,y) reales simétricos el teorema
6.5; teorema que, recuérdese, nos decia en qué circunstancias el teorema de la alterna-
tiva de Fredholm 6.3 podia no verificarse. Debe notarse finalmente que, al ser k(zx,y)
simétrico, la autofuncién i, (z) del nicleo k(x,y) es también autofuncién del nicleo
transpuesto con el mismo autovalor A,

b b
/\m/ dy k(z,y) ¥m :)\m/ k(y, ) Ym = Ym.

> Ejercicio 6.6

Por sencillez de exposicion hemos supuesto en toda la discusion anterior que el autovalor A = A\, no estaba
degenerado. Si éste no fuera el caso, la modificacion que habria que hacer seria minima. Este ejercicio te
propone rehacer toda la discusion anterior suponiendo que el autovalor A\, esta r veces degenerado.

» Ejemplo 6.12

Sea la ecuacion integral

() = gla) + A / "sen(z + y) o(y) dy (6.133)
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donde [caso (a)] g(z) = cos(z) y [caso (b)] g(x) = cos(2z). El nucleo k(x,y) = sen(z + y) es real y
simétrico por lo que podemos utilizar la teoria de Schmidt-Hilbert para encontrar su solucién. Empecemos
encontrando las autofunciones y autovalores del nicleo k(z,y) = sen(x + y). Para ello buscamos todas las
soluciones no nulas posibles de la ecuacién homogénea

x) = /\/07r sen(z + y) ¢(y) dy. (6.134)

El nicleo de esta ecuacion es separable pues
k(x,y) = sen(z 4+ y) = senx cosy + cos x sen y.

Por tanto la ecuacién (6.134) se convierte en

o(x) = A(eg senx + co cos x) (6.135)
donde
T AT
c1=A [ cosy(ciseny+ cacosy)dy = —ca, (6.136)
O 2
T AT
ca=A [ seny(cyseny+ cacosy)dy = 5 (6.137)
0

Esto implica ¢; = (Am/2)2¢;. Dado que la posible solucién ¢; = 0 conduce a la solucién trivial ¢(z) = 0,
debe ocurrir que A2 = (2/7)2, es decir, los autovalores son \; = 2/7y Ay = —2/7. Si A = A1, de la ecuacién
(6.136) se deduce que ¢; = cq, por lo que, segin la relacién (6.135), la autofuncién correspondiente es

Y1 (z) = senx + cos z. (6.138)
De igual modo, si A = g, de la ecuacién (6.136) se deduce que ¢; = —¢g, y la ecuacién (6.135) conduce a
o(x) =senx — cosx (6.139)

como segunda (y tltima) autofuncién. Segin la teoria de Schmidt-Hilbert la solucién de la ecuacién no
homogénea, ecuacién (6.133), viene dada por la relacién (6.123). En nuestro problema, esta ecuacién se
convierte en

o) = o013 (i S50+ a0 (6140

La norma de las dos autofunciones es /m:
™
o |1? = / (senz + cosx)’dx = m,
0
™
[4p]1* = / (senx — cosx)’dx = .
0

* Caso (a): g(x) = cosx

En este caso

(Y1lg) =

™
senx+cosx)cosxd;v =3

(Yalg) =

o\o\

7r
senx—cosx)cosxdx =-3

La solucién (6.140) es por tanto

(6.141)

A [senx +cosr senx — COSZT
o(x) = cosx +

2\ 2/m—A * 2/m+ A
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Por supuesto, si A es igual a un autovalor, esto es, si A = +2 /7, en la ecuacién (6.141) aparece una divisién
por cero, es decir, la ecuacién (6.133) con g(x) = cosx no tiene solucién pues (11|g) # 0y (¢2|g) # 0.

* Caso (b): g(z) = cos 2z
Igual que el el caso (a), la teoria de Schmidt-Hilbert nos dice que la solucién de la ecuacién no homogénea,
ecuacién (6.133) con g(z) = cos 2z, viene dada por la relacién (6.140), pero ahora se tiene que

(V1lg) = / (senx + cosz) cos 2z dx = 0,
0

(alg) = / (senx — cosx) cos 2z dx = 0.
0

Luego la solucion de la ecuacion integral no homogénea
s
o(z) = cos2x + /\/ sen(x + y) ¢(y) dy
0

es simplemente ¢(x) = cos 2z siempre que A no sea igual a un autovalor, es decir, siempre que A # +2/7.
Si A es un autovalor, la ecuacién no homogénea si tiene solucién (aunque no unica). Vedmoslo. Si A =
A1 = 2/, las soluciones dadas por la ecuacién (6.132) son

() = cos 2z + c191 (x) = cos 2z + ¢1(senz + cos x)

donde ¢; es una constante arbitraria. De igual modo, si A = Ay = —2/7, las soluciones dadas por la
ecuacién (6.132) son
() = cos 2z + catha(x) = cos 2z + ca(senz — cos x)

donde ¢ es una constante arbitraria.

> Ejercicio 6.7
1. Comprueba por sustitucion directa en las distintas ecuaciones integrales que las soluciones obtenidas
son realmente las soluciones de dichas ecuaciones.

2. En este ejemplo se ha querido ilustrar los resultados de la secciones 6.5 y 6.8.3 sobre el teorema
de la alternativa de Fredholm y hemos dado las soluciones a partir de las expresiones previamente
deducidas, ecuaciones (6.123) y (6.132). Por supuesto, no es necesario conocer estas férmulas para
resolver la ecuacion integral (6.133). Esta se puede resolver facilmente mediante la técnica de la seccién
6.4 apropiada para niicleos separables. Es extremadamente conveniente que resuelvas este problema
de este modo para los dos casos anteriores con g(x) = cosx y g(x) = cos 2z cuando A # +2/7w, A = 2/w
v A= —2/7, e interpretes los resultados en términos del teorema de la alternativa de Fredholm.

6.9. Técnicas varias de resolucion de ecuaciones integrales

6.9.1. Reduccién de la ecuacién integral a una ecuacién diferencial

En ocasiones las ecuaciones integrales pueden convertirse en ecuaciones diferenciales tras
sucesivas diferenciaciones en las que se hace uso de la regla de Leibniz (6.19). Vamos a verlo en
un ejemplo muy representativo.
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» Ejemplo 6.13

Sea la ecuacién de Volterra
plo) =240~ coszt [ 1420y~ 2)]oly) dy (6.142)
0

Diferenciando una vez esta ecuacién integral y haciendo uso de (6.19), obtenemos que

¢ (z) =2z +senz — 2 /Of o(y) dy + (). (6.143)

Derivando una vez maés:
©"(x) =2+ cosz — 2¢(z) + ¢'(z).

Hemos asi obtenido una ecuacién diferencial lineal no homogénea de coeficientes constantes cuya solucién

Acos (fx) + Bsen (?m)] . (6.144)

Las constantes A y B se hallan exigiendo que () satisfaga condiciones implicadas por la ecuacién integral:

o(z) = 1+ cosx;senx ey

1. La ecuacién integral (6.142) evaluada en « = 0 nos dice que
0
p(0)=2-— cosO+/ 142y —2)]e(y)dy = 1.
0
2. La derivada de la ecuacién integral, dada por la ecuacién (6.143), evaluada en « = 0 conduce a
0
©'(0) = sen0 + p(0) — 2/ o(y)dy = 1.
0

Sustituyendo la solucién obtenida, ecuacién (6.144), en estas dos condiciones, determinamos el valor de
las constantes A y B:

| —

w‘%w

Luego la solucion de la ecuacion integral es

plz)=1+ w + /2 [—;COS (fx) + gsen (fw)] .

<

En ocasiones, la diferenciacién directa de la ecuacién integral conduce a ecuaciones diferen-
ciales complicadas, mientras que la ecuacién diferencial resultante es mas simple si se trabaja con
una funcién auxiliar. Veamos un ejemplo de esto.

» Ejemplo 6.14

Sea la ecuacién de Volterra "
p(z) =z + / dyzye(y).
0

Mediante diferenciacion directa se obtiene

o(2) =1+ / Cdyyoly) + 2 ol@).
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Diferenciando de nuevo encontramos que
¢ (x) = () + 2z p(a) + 2%/ (x).
De este modo obtenemos una ecuacién diferencial no trivial:
() — 29 (x) — 3z p(z) = 0,

cuya solucién parece complicada. Vamos a explorar por tanto otra via de resolucion. Notese que podemos
escribir la ecuacion integral del siguiente modo:

cp(x)z+x/0$dyycp(y)x+xF(x) (6.145)

donde F'(z) es la funcién auxiliar
Fa) = /O dyy o(y)-
Derivando F(z) encontramos que
dF d [*
- = d — .
- I /O yye(y) =z p(z)

Pero por la ecuacién (6.145) se tiene que z p(x) = 22+ 22 F(z), luego encontramos que F(z) es la solucién
de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden:

% =22 4+ 2%F(z).

La resolucion de esta ecuacion diferencial es muy simple:

dF o 2 7.%3 o CE3/3

Sustituyendo esta expresién en (6.145) encontramos que
o) =Cx ™’ /3 (6.147)

Podemos hallar el coeficiente C' de dos modos distintos:

1. Por la definicién de F'(x) observamos que F'(0) = 0, por lo que de (6.146) deducimos que C = 1. Por
lo tanto la solucién buscada es s
olz) =z e /3.

2. También podemos sustituir la solucién provisional p(x) dada por (6.147) en la ecuacién integral:
plz)=Cxzx e’ /3 = x+w/ dyyCy ov’/3
0

:x+C’x/ dyy26y3/3
0

x+0x[e’”3/3 —1]

De este modo obtenemos
O=2x—-Cz=C=1.

La solucién es por tanto ¢(z) = z */3.

<

Hemos visto en los ejemplos anteriores que una ecuacion integral de Volterra se transformaba
en el problema equivalente de una ecuacion diferencial con condiciones iniciales. Ciertas ecuacio-
nes integrales de Fredholm también pueden reducirse a ecuaciones diferenciales con condiciones
de contorno. Esto ya se mostré en el ejemplo 6.3, pagina 356, y no daremos aqui ningin ejemplo
mas.
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6.9.2. Ecuaciones integrales de convolucién

Se llaman asi a las ecuaciones integrales en las que el niicleo es sdlo funcién de la diferencia
x — y. A estos nicleos son llamados nicleos de desplazamiento.

Limites de integracién infinitos

Si los limites de integracién son infinitos

o0

o) = g(a) + 1 [ dykla = 1) (o) (6.145)
—00

podemos intentar resolver esta ecuacién aplicando el operador transformada de Fourier. La trans-

formada de Fourier de ¢(x) la denotaremos por ¢(w):

o0

Flol = o(w) = / o(x) e ' d. (6.149)
Recordemos que el producto de convolucién (de Fourier) k x ¢ de las funciones k(x) y ¢(z) se
define como
[ee]
| dukiz =)o
y que su transformada de Fourier es igual al producto de las transformadas de Fourier de k(z) y
o(x), es decir,

Flkwgl = F [ JCRED dy] — FINFLe] = Fw) 3(w). (6.150)

— 00

Este resultado se conoce como teorema de la convolucion (de Fourier). Aplicando el operador
transformada de Fourier sobre la ecuacién (6.148) y usando el resultado (6.150) anterior obtene-
mos N

P(w) = g(w) + Ak(w) p(w),

con lo que la solucién de la ecuacién integral en el espacio de Fourier viene dada por

~ g(w)
plw)=—"+—. 6.151
@ = (6.151)
Ahora “tan sélo” nos resta hallar la funcién ¢(z) calculando la transformada inversa
1 [ g -
o(z) = / W) ey, (6.152)
27 —co 1 —A k(w)
tarea que no suele ser ficil.
Limites de integracién entre 0 y x
Si los limites de integracién de la ecuacién integral son 0 y x, la ecuacién a resolver
xT
P(o) = gla)+ 1 [ dukta =) olo). (6.153)

es de Volterra y podemos usar el operador transformada de Laplace en su resolucién. La trans-
formada de Laplace de ¢(z) la denotaremos por ¢(s):
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Recordemos ahora que el producto de convolucién (de Laplace) k e ¢ de las funciones k(x) y ()
se define por

/O "y k(z — ) oly)

y que su transformada de Laplace es el producto de las transformadas de Laplace de k(x) y ¢(x)
(teorema de la convolucion de Laplace), es decir,

Loy =L [ [ vkt —u) so(yﬂ — L[k £lg] = k()3(s). (6.154)

Aplicando el operador transformada de Laplace a la ecuacién (6.153) y usando la propiedad
(6.154) encontramos que

B(s) = g(s) + A k(s) B(s),
con lo que la solucion en el espacio de Laplace vendra dada por

N (C)
o(s) = TR (6.155)

» Ejemplo 6.15

Sea la ecuacion de Volterra

p(r) =2 — /Oz dy e"7Y p(y) .

Vemos que el nicleo k(z,y) = exp(x — y) es un nicleo de desplazamiento, el término no homogéneo es
g(z) = x, y A = —1. Aplicando el operador transformada de Laplace a la ecuacién integral anterior y
teniendo en cuenta que

~ 1
~ N 1
k(s)—/:[e ]_ S—]_,
se deduce que
1 3ls)
QO(S) - 82 s — 1 ’
es decir,
~ 1
@(s) = 2 3

Teniendo en cuenta que

» Ejemplo 6.16

En una red unidimensional dopada con una densidad p de trampas difusivas dispuestas al azar, una
particula (la presa) se mueve siguiendo la trayectoria x(t). Queremos conocer la probabilidad S(¢) de
supervivencia de la particula hasta el instante t. Sea S(t) = e #(®) ji(t) = du/dt y D la constante de
difusién de las trampas. Se ha demostrado (véase A. J. Bray, S. N. Majumdar y R. A. Blythe, Physical
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Review E 67, 060102 (2003); http://arxiv.org/abs/cond-mat/0212226) que fi(t) satisface la ecuacién
integral homogénea de Volterra de primera especie
t e~ le(®)—a(r)]*/[AD(t—T)]

p= ; dri(T) D) . (6.156)

Supongamos que la particula se mueve balisticamente con velocidad ¢: x(t) = c¢t. En este caso la ecuacién

integral es:
(t—7)/4D
= dry
r= / Y 477D(t - 7')

cuyo ntcleo
6762(t7T)/4D

drD(t — 1)
es un nucleo de desplazamiento. Por tanto la ecuacion integral se puede resolver mediante la transformada
de Laplace:

k(t,7)=k(t—71) =

Pero

donde o = ¢?/(4D). Por tanto

a4+ s)l/?

(s) = (D)2 T

que es la solucién de la ecuacién (6.156) en el espacio de Laplace. Ahora nos enfrentamos al problema de
hallar la transformada inversa de Laplace de esta funcién. Se observa que

(o4 5)1/?
52

= f(s)i(s)

donde f(s) = (a+s)"/2 y §(s) = (/s> +1/s). Aplicando de nuevo el teorema del producto de convolucién
de las transformadas de Laplace, se deduce que

u(t) = (4D)1/2p / ot — ) f(r)dr

u(t) = (“f)mp / 1+ aft =) Sy

En términos de la funcién gamma incompleta

V(v,z) = / e Yy ldy
0

es decir,

podemos escribir la funcién p(t) asi:

1/2
u(t) = p (ff;) (1 + atyy(1/2, at) — 7(3/2,08)] -

Este resultado es notable porque son muy escasos los problemas de atrapamiento de particulas y trampas
difusivas que pueden resolverse de forma exacta. La versién de este problema en un espacio d-dimensional
se discute en el articulo Physical Review E 68, 045101 (2003) de S.N. Majumdar y A. J. Bray (puede
obtenerse este articulo en la direccién http://arxiv.org/abs/cond-mat/0305386).
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6.9.3. Desarrollo en serie de funciones ortogonales

Empezaremos esta secciéon con un ejemplo particular, aunque muy ilustrativo, para acabar
con consideraciones de indole mas general.
Un ejemplo

Supongamos que queremos resolver la ecuacion integral de Fredholm de primera especie

1
9l@) = /1 (1- 2x¢y(y+) x2)1/2 dy- (6.157)

El ntcleo de la ecuacién integral, k(z,y) = (1 — 2zy + 22)~ /2, es la funcién generadora de
los polinomios de Legendre, y el intervalo de integracién, [—1,1], es el intervalo en el que los
polinomios de Legendre son ortogonales.

Empezamos desarrollando el kernel k(z,y) y la funcién incognita ¢(y) en serie de polinomios
de Legendre :

(1—2zy+a?)~2 = ZP (6.158)

= Z anPo(y). (6.159)
n=0

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién integral obtenemos

1 [e§)
:/_ Eanpn(y)zpr(y)fnr
=3 aa” [ R B (6.160)

n=0 r=0

Puesto que los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1, 1],

2
/ P dy = <P ’ 7'> = m(snr,
la ecuacién (6.160) se reduce a
o0
2a
glx) =Y - : Ca" (6.161)
n=0

De aqui podemos obtener los coeficientes a,, tras desarrollar g(z) en serie de Taylor y comparar
con la ecuacién (6.161):
90 o g™(0)  2an

g(x)—z;) v = nl 2n+4+1’
n:

de modo que los coeficientes vienen dados por
2n +1
2n!

Sustituyendo (6.162) en (6.159) hallamos la solucién de la ecuacién integral expresada como serie
de polinomios de Legendre:

9"(0). (6.162)

Qp =

o) = 3 2L 0) ) (6.163)

n=0
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Desarrollo general

Es cierto que el procedimiento que acabamos de exponer estd muy ligado al hecho de que
el nicleo k(z,y) es la funcién generatriz de los polinomios en los que desarrollamos la funcién
incégnita ¢(x). De todos modos, podemos utilizar la idea de expresar los términos que aparecen
en la ecuacién integral como series de funciones ortogonales en el intervalo de integracion y
aplicarla a ecuaciones mas generales de la forma

b
o(z) = g(z) + A / dy k(z,y) o(y). (6.164)

Para ello introducimos un conjunto completo ortonormal de funciones ¢;(x) sobre el intervalo

0., b
[ dzoita) 65(0) = 5 (6.165)

y desarrollamos ¢(z), g(z) y k(x,y) en términos de ¢;(z),

= piti(@),  gla) = giti() (6.166)
i=1 i=1

y
k(z,y) =Y eily) dilx) =D | D kijoi(y)| dilx),
i=1 i=1 | j=1
es decir .
(o) =) kiéi(x) ¢;(y). (6.167)
i,j=1

Sustituyendo estas relaciones en la ecuacién integral (6.164) y aprovechando la propiedad de
ortonormalidad de ¢;(x) reducimos la ecuacién integral a una ecuacién entre series:

S giti(n) = S gidi(w) + A / dy S kiyu(e) 65(0) 3 entn)
=1 =1 _

3,j=1

=Y gidix) + A Z kiji(x Z wm/ dy ¢;(y)Pm (y)
i=1

1,j=1
o (o] o0
=Y 9@ +AD D ki | dila)
i=1 i=1 | j=1
de la que deducimos que
o
pi=gi+A> kijpj, i=12.. (6.168)
j=1
Este es un sistema algebraico con infinitas ecuaciones e infinitas incégnitas. Sin embargo, si
el conjunto completo ¢;(z) se ha escogido de modo apropiado, se puede obtener una buena

aproximacién de ¢(z) reteniendo un nimero N finito de términos en las ecuaciones (6.166) y
(6.167). En este caso (6.168) se convierte en un sistema finito,

N
pi~gi+ A ke, i=1,2,...,N, (6.169)
j=1

facilmente resoluble. .. por un ordenador.
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6.10. Ecuacién de Abel generalizada

La ecuacién de Abel generalizada!'?

x
glx) = /0 mdy, 0<a<l, (6.170)
es una ecuacion de Volterra inhomogénea de primera especie especialmente 1til y famosa. Notese
que esta ecuacion tiene la forma de un producto de convoluciéon de Laplace de modo que podemos
resolverla mediante la técnica discutida en la seccién 6.9.2, pagina 385. Aplicando el operador
transformada de Laplace en (6.170) y teniendo en cuenta que la transformada de Laplace del
producto de convolucién es igual al producto de las transformadas [teorema de la convolucién;
véase la ecuacién (6.154)], se obtiene que

Llg(z)] = L]z~ Llp()]. (6.171)

Pero L[z7%] = (—a)!/s'7%, luego

Llp(@)] = 2 Llg(x)) (6.172)

Como s'~@ para 0 < o < 1 no tiene transformada inversa de Laplace dividimos la expresién

anterior por s para aprovecharnos de que s~ si tiene transformada inversa. Es decir,

s« 1

SEle@)] = o Llol)] = e Ee ()] (6173)

Aplicando de nuevo el teorema de la convolucién y teniendo en cuenta que

(_a)'a' - Seirlia
se encuentra que .
%E[(p(:c)] - Selirmﬁ UO (wf(;’))l_ady] . (6.174)
Pero .
st = | [ et
y por tanto

/Oz @(y)dy _ sen mo /Ox ( g(y) dy (6175)

T x —y)l-@

Derivando esta ecuacién obtenemos finalmente la solucién de la ecuacién integral de Abel:'!

sentae d [T g(y)
- S LtV — 1
e s =X (6.176)

Podemos expresar esta solucién de un modo un poco maéas explicito en el que no aparece el
operador diferencial mediante el cambio

u=g(y), dv=(r— y)afldv,

08 o = 1/2, la ecuacién se llama, simplemente, ecuacién de Abel.
1Pyede verse un modo diferente de deducir este resultado en la seccién 10, pagina 55 de [KKMS82].



6.10 Ecuacion de Abel generalizada 391

N “‘

Figura 6.1: Esquema de la curva en el problema mecéanico de Abel.

e integrando por partes:
Yy=x 1 x /
+1 / g (y)ia dy
~0)" + - [ "=y )
=— T — T —
ag a Jo Yy) g \y)ay

Por tanto la solucién (6.176) se reduce a

o(a) = ST [9(0) +/OI(9’(Z/)dy]. (6.177)

T xl—a T — y)l—a

» Ejemplo 6.17

Un ejemplo especialmente famoso y lindo en el que aparece una ecuacién integral de Abel es el problema
de la tautécrona, el cual es un caso especial del problema mecédnico de Abel. Veamos en qué consiste.
Supongamos que tenemos un abalorio que, debido a su propio peso, se desliza sin rozamiento por un
alambre cuya forma viene descrita por la funcién y(x) (véase la figura 6.1). Si la cuenta parte de la altura
y, sabemos que tardard un tiempo T'(y) en descender hasta el origen (z,y) = (0,0). Este tiempo no sélo
depende del valor de la altura y sino también de la forma que tenga el alambre, es decir, de la funcién
y(x). Vedmoslo explicitamente. Sea (u,v) cualquier punto del alambre situado entre el punto desde el cual
parte el abalorio (u,v) = (x,y) y el punto de llegada (u,v) = (0,0). Por el principio de conservacién de la
energia sabemos que la energfa cinética en el punto (u,v) es igual al cambio en la energia potencial:
2

%m <(j;> =mg(y —v). (6.178)
En esta ecuacion g es la aceleracion de la gravedad, m es la masa del abalorio, s es el distancia a lo largo
del alambre que separa el origen (0,0) y la posicién (u,v) de la cuenta, y, por tanto, ds/dt es la velocidad
del abalorio a lo largo del alambre. De (6.178) se deduce que

ds

dt = et (6.179)

La eleccién del signo negativo de la raiz cuadrada se debe a que la distancia s disminuye cuando ¢ aumenta.
El tiempo que tarda la cuenta en descender desde la altura y viene dado por

w= [ - [T (6.150)
Ty:/ dt:/ s 6.180
v=y v=0 /29(y —v)
Pero
ds
ds = —dv = p(v)dv (6.181)



392 Ecuaciones integrales lineales

por lo que (6.179) se puede escribir asf:

(6.182)

v) = /o V29(y — v)dv

Por conveniencia hemos denotado por ¢(v) a la funcién que nos da el valor de la derivada de s(v):

gp(v)zs'(v)z? (dv)? d W AT (dujdo) (6.183)

Si conocemos la forma y(z) del alambre, la ecuacién (6.183) nos permite hallar la funcién ¢ pues

o(y) =1+ (dz/dy)?,

y entonces, mediante (6.182), calcularfamos el tiempo de descenso. El problema mecdnico de Abel es el
problema inverso: se pide hallar la forma del alambre y(z) que conduce a una determinada dependencia
del tiempo de descenso con la altura inicial, es decir, a una determinada funcién T'(y).

Supongamos que estamos interesados en conocer cudl es la forma de la curva y(z) que conduce a que el
tiempo de descenso sea el mismo sea cual sea la altura inicial, es decir, la curva para la cual T'(y) = To
donde T} es constante. A la curva que posee esta propiedad se la llama tautécrona. En este caso, la solucién

de (6.182) es, segin (6.177),
_To /29 _ |2a (6.184)
m Yy Y

Tig

donde

Resulta mds conveniente expresar la curva y(z) en forma paramétrica

donde 6 es el dngulo que forma la tangente de la curva y(z) con el eje de abcisas (véase la figura 6.1).
Noétese que

senf = dv/ds,
de modo que
o(v) = s'(v) = 1/send. (6.186)
Por tanto
y =@ ' (1/senf) = 11 (6) (6.187)
' d dy _ U0
Y Y 1
tan 6 g dx ol = tand do (6.188)
es decir 6)
L2 d = 1o(6). 6.189
) 0 = (6) (6.189)
De las ecuaciones (6.184) y (6.186) se deduce que
Y
o— . /Y 6.190
sen o0 ( )
y por tanto
y = 2asen? § = a(1 — cos26) . (6.191)
Pero dy = 4asen 6 cos 8df y por consiguiente
d
de = Y = 4acos? 0d9 = 2a(1 + cos 20)d0), (6.192)

tan 6
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Figura 6.2: Cicloide para a =1 con —7/2 < 0 < 7/2.

Figura 6.3: Generacién de una cicloide por un punto situado sobre una circunferencia que rueda sobre
una linea horizontal.

es decir,
z =2a(0+ $sen20) + C. (6.193)

Pero la curva ha de pasar por el origen (0, 0), luego, por (6.191), debe ocurrir que 8 = 0 (la otra posibilidad,
6 = m, conduce a la misma curva), por lo que la constante de integracién es cero C' = 0. En definitiva la
tautécrona viene dada por

x =a(20 + sen 20), (6.194)
y =a(1 — cos 26), (6.195)

que son justamente las ecuaciones paramétricas de una cicloide!? (véase la figura 6.2). Esta curva es la
generada por un punto situado sobre una circunferencia de radio a que rueda por una linea horizontal
(véase la figura 6.3). Como a = ¢gT2 /72, el radio de esta circunferencia viene determinado por el tiempo
de descenso Ty escogido.

% La tautocrona, el oscilador arménico y potenciales tatutécronos

La propiedad que exhibe la tautécrona de que el tiempo que tarda el abalorio en llegar al origen es inde-
pendiente de su posicién inicial es completamente similar a la que posee el oscilador arménico consistente
en que su periodo es independiente de su amplitud inicial. Esta similitud no es casual. No es dificil ver que
en la tautécrona la fuerza ejercida por la gravedad sobre el abalorio en la direccién tangencial al alambre
(es decir, la fuerza paralela al alambre) es proporcional a la distancia a lo largo del alambre entre la posi-
cién del abalorio y el origen (0,0). Es decir, si nos situamos sobre el alambre, la fuerza que experimenta
el abalorio (y, por tanto su movimiento correspondiente) a lo largo del alambre es jidéntica a la de un
oscilador lineal!

Comprobemos que para la tautécrona la fuerza f(y) a lo largo del alambre es proprocional a la distancia
s(y) entre el punto (z,y) y el origen (0,0). Por un lado f(y) = mgsen6  ,/y, donde hemos hecho uso de

12Fye Huygens quien primero descubrié que la cicloide es tautécrona. Publicé este resultado en Horologium
oscillatorium (1673). La cicloide es también braquistécrona, es decir, es la forma que ha de tener el alambre que
une dos puntos para que el tiempo que tarda una cuenta de pasar de uno a otro sea minimo. Se recomienda
leer/disfrutar la seccién de [Sim93] dedicada al problema de la braquistécrona.
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la relacién (6.190). Ademés

s<y>=/oys’<v>dv=/oysjje=/Oy\/?de@

Por tanto descubrimos que, tal como anunciamos, f(s) o s, lo que es caracteristico de un oscilador lineal
(arménico).

Lo que acabamos de discutir sugiere un modo muy sencillo de construir “potenciales tautécronos” para
una curva dada, es decir, potenciales que hagan que el abalorio que se desliza por la curva llegue al origen
en un tiempo que sea independiente de su posicién de partida. Vedmoslo. Sea una curva cualquiera y(x),
con su correspondiente funcién distancia a lo largo de la curva s(z,y) = s(z(y),y) = s(y). El potencial
tautéerono es simplemente V (s) oc 82, es decir, V(y) = V(s(y)) = s?(y). Por ejemplo, ;cual es el potencial
tautocrono correspondiente a una linea recta? En este caso y o z y, obviamente, s < x  y, por lo que
este potencial es'® V(y) oc y2. Esta idea de resolver el problema en sentido opuesto al habitual (es decir,
la idea de hallar el potencial tautécrono correspondiente a una curva dada) fue sugerida y desarrollada
por E. Flores y T. J. Osler en el articulo The Tautochrone Under Arbitrary Potentials Using Fractional
Derivatives [Am. J. Phys., 67 (1999) pags. 718-722]. En este articulo puedes encontrar mas ejemplos de
potenciales tautécronos de curvas y(z) sencillas.

Vamos a terminar dando una expresién que permite calcular la curva tautécrona z(y) correspondiente a
un potencial V(y) dado. Sabemos que sobre la tautécrona se verifica

2
™ 2

V(S) = 8?3

(6.196)

pues para este potencial la solucion del oscilador lineal

d*s v orr

a2~ ds  AT?

tiene por solucién a

T
s = s(0) cos (wt) = s(0 cos(—t)
(0) cos (wt) = 5(0) cos (oo
cuyo periodo es 7 = 27 /w = 4T. Por tanto, tal como debe ser, T' no es més que la cuarta parte del periodo,
es decir, el tiempo que tarda el abalorio en pasar por el origen s = 0 desde su posicién de partida s(0). Si
ahora derivamos (6.196) con respecto a y se obtiene

ds V2T dV

dy 7 V(y) dy

Insertando ds/dy = /1 4 (dz/dy)? en esta expresién se encuentra:
de\ 2 2 17!
L4 () 20 V()
dy w2 V(y)

donde V'(y) = dV/dy. Es decir

dy \ 7 V()
Y 212V (2)
x(y)—/o ”?V(z)_ldz'

13De forma més precisa: si la curva es y = x/a, entonces el potencial tautécrono es w2 (1 + a?)y?/(8T?).

dr 22 V()

y, por tanto,
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6.11. Resoluciéon numérica

En principio, es relativamente sencillo resolver ecuaciones integrales numéricamente mediante
un ordenador, aunque pueden presentarse casos dificiles que no trataremos aqui (véase, por
ejemplo, [PFT93, capitulo 18]). Para entender el procedimiento basico hemos de recordar primero
como se calcula numéricamente una integral. Esto se discutié con detalle en la seccién 4.3.2
(pagina 214 y siguientes). Vimos entonces que la integracién numérica consiste en reemplazar la
integral por una suma, ponderada por los pesos W;, de la funcién a integrar ¢(z) evaluada en
ciertos puntos x; del intervalo de integracién convenientemente escogidos:

b n
/ p(x)do ~ Y Wip(xs). (6.197)

1=0

Los valores de x; y W; son caracteristicos de cada método de integracion.

Ecuacién de Fredholm de segunda especie no homogénea

Introducimos la relacién (6.197) en la ecuaciéon integral

b
o(r) = g(z) + A/ dy k(z,y) ¢(y),

es decir, hacemos la aproximacién

b
[ dvkta) o) = S W) olay)

7=0
de modo que la ecuacién integral en el punto x;
b
pla) = gli) X [ dy k(i) (o), (6198)
a
se aprorima por
n
plai) = glai) + XD Wy k(i y;) e(y;), (6.199)
§=0
con i = 0,2,3,...,n. Escogiendo x; = y;, la ecuacién (6.199) anterior se reduce al sistema
algebraico
n
o(x;) = g(z;) + AZ Wi k(zi,z5) o(z;), i=0,2,3,...,n (6.200)

§=0
que es un sistema lineal de n + 1 ecuaciones y n + 1 incégnitas, ¢(x;), que podemos resolver por
los procedimientos usuales.
Es cémodo usar notacién matricial y escribir ®; = o(z;), G; = g(x;) y Mij = Wjk(xs,y;).
De este modo la ecuacién (6.199) se reduce a

EH

i =Gi+AY My®j <= 0=G+ M, (6.201)
7=0

y por lo tanto obtenemos que - ~
d=(1-AM)"'G. (6.202)
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Es relativamente ficil invertir matrices numéricamente mediante un ordenador. La precisiéon de
la solucién obtenida puede comprobarse incrementando el niimero de puntos x; de integracién y
viendo si la solucién no cambia “apreciablemente” (dentro de lo que estemos dispuestos a tolerar)
con respecto a la solucién anterior.

% Observaciones -

En la prictica podemos encontrarnos que la matriz 1 — A M no es adecuada con respecto a la
inversién [PFT93]. Esto se debe a que, al invertir la matriz, pequenos errores numéricos pueden
multiplicarse por factores muy grandes, de modo que todas o casi todas las cifras significativas
del cémputo numérico de la matriz inversa de 1-\M pueden perderse dando lugar a que el uso
de (6.202) nos lleve a resultados incorrectos para ®. Cuando esto sucede se dice que el problema
estd “mal condicionado”. Esto no deberia extranarnos completamente pues la integracién es
esencialmente una operacién de suavizado, de modo que la funcién

b
ox) + A / dy k(z,y) o(y)

es poco sensible a variaciones locales de ¢(z). Es de esperar, por consiguiente, que ¢(z) sea muy
sensible a pequefios cambios de g(z), de modo que pequeiios errores en g(x) y/o en 1 — A M se
magnifican, y la precisién desaparece (puede verse una discusién mas detallada de estas cuestiones
en [Jer99, seccién 5.4.2)).

Estos problemas son especialmente habituales en las ecuaciones integrales de Fredholm de
primera especie. En este caso la ecuacién (6.201) se convierte en 0 = AM®, cuya solucién es

-_Liiig

> =

Esta solucién numérica estd muy bien. . .siempre que M sea invertible lo cual “is as often the
exception as the rule”4[PFT93].

Ecuacion homogénea de Fredholm de segunda especie: autovalores y autofunciones

La ecuacion integral de Fredholm homogénea discretizada viene dada por

n
;=AY M;9;,
j=1

0, en notacién matricial,

S=AM®=[1-AM]®=0. (6.203)

Los autovalores son lo valores de A\ para los cuales este sistema tiene solucién no nula, es decir,
los valores de A\ que son solucién de la ecuacién caracteristica

Det(1 — AM) = 0.

Es muy facil hallar mediante un ordenador las raices de esta ecuacion. De hecho, el calculo numéri-
co de los autovectores @ y autovalores A del sistema algebraico (6.203) es una tarea corriente en
computacion cientifica existiendo excelentes programas para ello.

M «es tan a menudo la excepcién como la regla”
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> Ejercicio 6.8

Nada hemos dicho de cémo calcular numéricamente soluciones aproximadas de ecuaciones de Volterra.
Sucede que, de hecho, es en principio mas facil resolver numéricamente las ecuaciones de Volterra que las
ecuaciones de Fredholm. La ecuacion de Volterra en el punto x; viene dada por

Zq

o(ws) = glas) + A / dy k() o(y) - (6.204)

a

En este ejercicio se pide razonar como en las ecuaciones (6.198), (6.199) y (6.200) para demostrar que
(6.204) se puede aproximar por

p:) = g(@:) + A W k(zs, 2;) pla)) (6.205)
=0

con i =0,2,3,...,n [por supuesto, p(xg) = g(xo) si zg = a]. Observa que este es un sistema triangular
que se resuelve trivialmente por sustitucion directa: ¢(x1) se obtiene a partir de p(xg); ¢(x2) se obtiene
a partir de p(x0) y p(z1), etc.
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6.12. Problemas

6.1. Resuelve las ecuaciones integrales siguientes:

1

0 el = e [ et o)
0
1

b) p(r) = e* —2/ dyze? o(y),
0
1

O el = e [ dyayel).

6.2. Halla los valores propios y las funciones propias de las ecuaciones integrales:

a) o(z) = )\/ dysen(x — y)o(y),
b) o(z) = / dy (cos2xcos 2y + cos 3z cos y) o(y).
0

6.3. a) Encuentra los autovalores y las autofunciones de la ecuacién integral:

1
p(r) = A /_1 dyy (z —y)%e(y) -

b) Dada la siguiente ecuacién integral no homogénea:

1
p(z) = g(z) = @ /_1 dyy (z —y)%e(y)

halla su solucién utilizando el apartado anterior, o explica su ausencia, si (i) g(z) = 22

v (i) g(z) = .

6.4. Resuelve el problema de autovalores de la ecuacién integral

1
o(x) = g(z) + A /0 dy Y o(y)

con g(z) = 0. Halla la solucién de la ecuacion si g(z) = e*.

6.5. Halla los autovalores y autofunciones de la ecuacion integral

px) = A/0 dy k(z,y) ¢(y)
donde
cos(z)sen(y), 0<z <y,
k(z,y) =
cos(y)sen(z), y<axz<m.

6.6. Resuelve la ecuacion integral

1
sD(w)ZerA/O dy (z +y)y e(y)

obteniendo los términos hasta orden A? mediante los métodos de (a) Neumann y (b) Fred-
holm. Finalmente, resuelve la ecuacién integral de forma exacta.
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6.7. Halla, mediante los determinantes de Fredholm, el niicleo resolvente de k(z,y) = x €Y.

6.8. Sea la ecuacion integral de Fredholm

1
p(z) — A/0 dy k(z,y) p(y) =0

con nucleo ( )
_ l—-z)y 0<y<z<1,
k(x’y)_{x(l—y) 0<z<y<l.

a) Halla los autovalores y las autofunciones del problema homogéneo correspondiente.

b) Determina la solucién del problema inhomogéneo si A =1y ¢(z) = x.

6.9. Resuelve la ecuacion integral

p(r) =1~ /07r k(z,y) o(y) dy

donde

6.10. Resuelve la ecuacién integral

o(x) — A /07T dy cos(z + y) ¢(y) = cos 3x

para todos los posibles valores de A. Interpreta los resultados mediante el teorema de la
alternativa de Fredholm.

6.11. Halla las soluciones de las siguientes ecuaciones integrales:
22 z 22 —y?
a) p(r)= e + [ dye oY),
0
xr
b) o(z) = senz + 2/ dy cos(z —y) ¢(y) .
0

6.12. Halla todas las soluciones posibles de la ecuacién integral

1
() =2+ A / ala = D)y,

6.13. Halla todas las soluciones posibles de la ecuacién integral
! 2
() :x?’—x—k)\/ dy (z° — 2zy) (y).
-1
6.14. Encuentra todas las soluciones posibles de la ecuacién integral

1
o(x) = g() + A /0 sen(In ) o (y) dy

cuando (a) g(z) =0, (b) g(x) = 2z, y (c¢) g(x) = x — 1/2. Explica los resultados teniendo
en cuenta el teorema de la alternativa de Fredholm.
Nota: fol sen(lnx)dr = —1/2.
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6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

Encuentra las soluciones (si existen) de la ecuacién integral

27
wm:g@w+gé sen(z + ) o (y) dy.

con

a) g(x) =0 (problema de autofunciones y autovalores)
b) A=1lygx)==x

c) A=1/my g(x) =sen(2z),

d) A=1/my g(x) =sen(z).

Halla la solucion de la ecuacién integral

| eoste—n) ety ==
mediante el método de la transformada de Laplace.

Halla en la forma de desarrollo en autofunciones la solucién de la ecuacién integral

1
o(z) —A/O dy K(z,y) p(y) = z,

donde

K(x’y)_{ y(x—1), y<z<l.

Sea una particula de masa m con energia total E sometida a un potencial V(x) y que
se mueve de forma periddica entre los puntos z1 y o2 [por tanto V(z1) = V(z2) = E].1?
Demuestra que el periodo de oscilacién T'(E) viene dado por

) = [
E-V

Supongamos que el potencial es simétrico V(z) = V(—z) y que tomamos como origen de

energfa el minimo de V' (z), es decir, tomamos V' (0) = 0. Demuestra que en este caso

(E) T(E) /E (dx/dV)dV .
V2m 0 vVE -V

Queremos ahora resolver el problema, inverso consistente en deducir la forma del potencial
V(z) si conocemos el periodo de oscilacién en funcién de la energia, T'(E). Esto equivale a
resolver la ecuacion integral de Abel anterior. Demuestra que la solucién de esta ecuacion

integral es
1 [V 7(E)
V)y=— ———dF.
)=~ [ A

El potencial buscado se halla invirtiendo (V). Por ejemplo, demuestra que si el periodo
no depende de la energia total, T'(E) = Ty = const, entonces z(V) ~ V1/2, lo que implica

V(z) ~ z%. Por tltimo, demuestra que el potencial V(z) es proporcional a x* si T(E) ~
E-Y4,

Puedes ver més detalles sobre este problema en el articulo de A. H . Carter A class of inverse problems in
physics (Am. J. Phys. 68 (8) 698, Agosto 2000).






Capitulo 7

Desarrollo asintético de integrales

7.1. Introduccidén

En ocasiones, las soluciones matematicas de ciertos problemas no pueden darse en forma
cerrada mediante funciones elementales y hay que dejarlas expresadas en términos de relaciones
que involucran a integrales. En estos casos se dice que la soluciéon se ha dado mediante una
representacién integral. Esto es bastante habitual cuando se resuelven ecuaciones diferenciales
mediante transformadas integrales. Ademaés, muchas funciones especiales tienen representacién
integral y muchas de sus propiedades se deducen directamente a través de esta representacién.
En este tema vamos a discutir algunos procedimientos para hallar aproximaciones analiticas de
estas integrales.

Para motivar el tema damos a continuacién un par de ejemplos de problemas cuya solucién
final viene dada en términos de integrales que no pueden ser expresadas mediante funciones
elementales.

» Ejemplo 7.1

QueremOS hallal’ la SOhICién de la eCllaCiOIl diferencial de prlmer Ol“den
( )

Para ello multiplicamos por el factor integrante e®:

x X

e d e
ex / ez = — = —_— ex = —.
ytety=— gy =

Integrando esta expresién entre un valor dado zq fijo y x se obtiene
T Lt

yla) eyl = [ Tt = yle) = yla) v

xo

x .t
< at.
;

[¢]

Esta es por tanto la solucién y(z) de la ecuacién diferencial (7.1) cuyo valor en g es y(zo). Resulta que
esta soluciéon no puede expresarse en términos de funciones elementales. De hecho

/ © dt = Ei(z) — Bi(ro)
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donde Ei(z) es una funcién especial definida mediante la integral [AS72, capitulo 5]:

— 00 —x

El simbolo VP significa valor principal de Cauchy.!

» Ejemplo 7.2

Queremos resolver el llamado problema del atrapamiento (“trapping problem”) en una dimensién. Veamos
en qué consiste. Sea una linea en la que se sitian trampas al azar con concentracién A (es decir, en promedio,
A trampas por unidad de longitud). Nos preguntamos cudl serd la probabilidad de supervivencia S(t)
(probabilidad de no haber sido atrapada hasta el instante ¢) de una particula que se coloca al azar sobre
la linea y que se difunde libremente hasta que se encuentra con una de las trampas. Para responder a esta
pregunta empezamos calculando la probabilidad p(z,t)dz de encontrar la particula entre z y = + dz en el
instante ¢ cuando la particula parte inicialmente (en ¢t = 0) de la posicién 0 < xo < L y hay dos trampas
situadas en 0 y L. La distribucién de probabilidad p(z,t) es simplemente la solucién de la ecuacién de
difusién )

O _pop

ot Ox?
junto con las condiciones de contorno p(0,t) = p(L,t) = 0 y la condicién inicial p(x,0) = §(z — x¢). La
solucion de este problema es facil de hallar mediante separacién de variables:

2,2

(e t:0) LZ (P sen (7o (-5 ).

La probabilidad de supervivencia de una particula que cae al azar sobre cualquier posicién de este intervalo
[0, L] es por tanto

1 —(2n 2,2 2
/ / t;xo) de dxg = 2Zme (2n+1)*7°Dt/L*

Pero si las trampas se disponen al azar, el tamano de la regién libre de trampas en la que cae la particula
puede ser cualquiera (desde cero hasta infinito). La probabilidad n(L)dL de que la particula se sitie
sobre un intervalo de tamafio comprendido entre L y L + dL es? n(L)dL = A\2Le ! dL. Por tanto, la
probabilidad de supervivencia que buscamos es

S(t) = (SL(t)) = /oo N Le M Sp(t)dL

0

es decir

2 °© 0o
S(t) = % : 2 / Le@nt1)*n*Dt/L* o =AL g1
T = 2n+1)2 J,

Vemos que el cdlculo de S(t) requiere evaluar integrales de la forma
I= /Oo e PIEAAL g,
0

Estas integrales no tienen solucién conocida y para su estimacién ha de recurrirse a técnicas de desarrollo
asintético de integrales tales como las que se discutirdn en este capitulo. Por ejemplo, para 3 > 1 esta

VP [ dt=imso {72 S dt+ [ dt} con § > 0.

t
2Véase la seccién 5.7.a de G. H. VVelss7 Aspects and applications of the random walk (North-Holland, Amsterdam,
1994).
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integral puede estimarse mediante la técnica de la integral de Laplace con méaximo no fijo que se discute
en la seccién 7.9.3 de la pagina 437. El resultado es

2T
I~ M (L)
| f" (L)

donde L,, = (268/\)'3 y f(L) = —3/L? — AL. Como f(L,,) = —3(\/2)?/38Y/3 y 3 « t se obtiene la
expresion asintética

InS(t) ~ Y3 para t— oco.
Este resultado es el caso particular para medio unidimensional (d = 1) de la llamada aproximacién de

Donsker y Varadham:
InS(t) ~t¥@+)  para  t — oo,

donde d es la dimensién del medio que se dopa con trampas al azar. El significado matemético exacto del
simbolo ~) se discute en la seccién 7.3, pdgina 407.

<

En este tema estudiaremos varios métodos para calcular expresiones aproximadas de inte-
grales. Se verd que en muchas ocasiones estas expresiones toman la forma de serie asintética.
Antes de discutir cémo hallar estas aproximaciones, se dard una pequefia introduccién a las se-
ries asintéticas. Pero antes repasaremos algunos resultados sobre series “corrientes”, series no
asintéticas.

7.2. Resultados utiles sobre series

Empecemos recordando las definiciones de convergencia y convergencia uniforme.

» Se dice que la serie ) 7 | up(x) converge a u(z) y se escribe asi

> un(z) — u(x) (7.2)
n=1

o bien, de forma mas simple, asi
> un(@) = ulz), (7.3)
n=1

si para todo € > 0 existe un nimero m (que dependerd del valor de € y de x) tal que

< €.

uz) =Y un(z)
n=1

» Se dice que la serie ) 7, up(x) converge uniformemente a u(x) en el intervalo X, y lo
denotaremos asi

> un (@) = u(z), (7.4)
n=1

si para todo € > 0 existe un nimero m. (que depende de € pero no de z) tal que

<e VrelX.

u(z) — 2 up ()

No obstante, habitualmente escribiremos > > | u,(z) = u(z) sin mds especificaciones in-
cluso cuando la convergencia de la serie sea uniformemente convergente. Sélo nos preocu-
paremos de estos “matices” cuando sea estrictamente necesario.
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A continuaciéon enunciamos sin demostracién unos cuantos resultados utiles sobre series
numéricas y de funciones.

o0
Teorema 7.1 La serie? Z — converge si a > 1 y diverge si o < 1.
n

n=1
Teorema 7.2 (Criterio de D'Alembert) La serie Y - | an con an, > 0 converge si

a
lim = <

n—0oo (U

y diverge si

, Ap+41
lim

n—0o0  (

> 1.

Teorema 7.3 (de Weierstrass) La serie y o | up(x) converge uniformemente a u(x) sobre x € X,

; un() 3 u(@),

st [up(z)| < My, y la serie numérica > | M, converge.

Esto es también conocido como teorema M de Weierstrass, o test M de Weierstrass.

Sea ry(x), o resto n-ésimo, la funcién definida por r,(x) = w(x)—>_, _| um(z) y sea sup|ry, ()]
reX

el valor superior (el més grande) de |r,(z)| cuando x recorre todos los valores del intervalo X.
El siguiente teorema lo formularemos en términos de estas definiciones.

Teorema 7.4 La serie Y~ | u, converge uniformemente a u(z) sobre z € X,

7; un(z) 2 u(@),

sty solo si
lim sup|r,(x)| = 0.
n—o0 peX

Teorema 7.5 (Integracidn término a término de laserie) Sea uy,(z) un conjunto de funciones conti-
nuas en el intervalo X = [a,b], que cumplen que Yo" | up(x) = u(x), entonces se tiene que
X

Z/ un(t)dt:,?/ u(t)dt Ye,x € X =|a,bl.
n=1"¢ X Je

El resultado del teorema anterior se suele escribir simplemente asi:

/ju(t)dt:/jgun(t)dt:g/jun(t)dt, Ve, € [a, b]

es decir, una serie uniformemente convergente se puede integrar término a término (podemos
intercambiar la posicién de la integral y el sumatorio) dentro de su intervalo de convergencia
uniforme.

Esta serie, cuando Re(a) > 1, es la funcién zeta de Riemann [AST72]: ((a) = Y27 n~*. Esta funcién tiene

la fantéstica y sugerente propiedad de que ((a) = [[,(1 — p~*)~! donde el producto se efectiia sobre todos los
nimeros primos p (). A la serie Y. 7 1/n se la conoce como serie arménica.
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Teorema 7.6 (Convergencia uniforme de una serie de potencias) Sea Y 7 janz™ una serie de po-
tencias convergente para |x| < R (R es llamado radio de convergencia de la serie). Entonces
sucede que

[e.9]
Zanxn = f(z) para|z| <7 < R.
n=0

Teorema 7.7 (Criterio de D'Alembert) Sea "7 j a,x™ una serie de potencias para la que el limite
limy, o0 an/any1 existe. Entonces el radio de convergencia de la serie anterior viene dado por

an

R = lim

n—oo

Gnp41

7.3.  Comparaciéon de funciones. Simbolos O, o, ~

A menudo es conveniente expresar cual es la magnitud relativa de una funcién frente a otra
en las vecindades de algiin punto. Esto se hace mediante los simbolos O y o, a veces conocidos
como simbolos de Landau.

» Escribiremos

f(z) = O(g(x)) para x — x9 (7.5)
si se verifica que
lim /@) = A con 0 < |A] < 0. (7.6)
v—ao g(x)

En este caso diremos que la funcién f(z) es de orden g(x) cuando x se acerca a xg, o bien
que f(z) y g(z) son comparables en x.

» Ejemplo 7.3

Veamos unos cuantos ejemplos:
e cosz = O(1) para x — 0 pues

2 4

oz . COST
coszzl—?+ﬂ—--- = ;12% =1
e cosz — 1 = O(z?) para z — 0 pues
, cosr—1 1
lim 5 =—=
z—0 X 2
e senhz = O(e”) para © — 00 pues
r—e " senhx 1
hy = —/—— It = —.
senh x 5 = lim —2 5
<
» BEscribiremos
f(z) =o0(g(x)) para x— xo (7.7)
si se verifica que
) z
lim @) = 0. (7.8)

a—z0 g(x)
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En estos casos diremos que la funcién f(z) es de orden menor que g(x) cuando x se acerca
a xp, o bien que g(z) es una funcién dominante sobre f(x) en xg, o bien que f(z) es
subdominante con respecto a g(x) en x.

» Ejemplo 7.4

He aqui un par de ejemplos del uso de esta notacién:
e cosz = o(1/x) = o(1/x?) = o(e’/*) para x — 0.
e senz = o(1) para z — 0.

<

Otra notacién también empleada (aunque no se usard en este libro) para expresar que dos
funciones f(x) y g(z) se relacionan como en la ecuacién (7.8) es f(x) < g(z) para x — x.
Esta notacién es formalmente idéntica a la que en ocasiones hemos empleado para indicar
(de forma cualitativa y poco rigurosa) que una cantidad a es mucho mas pequena que otra
b, a < b, de modo que b/a serfa un ntimero (en valor absoluto) muy “grande”.

= Escribiremos

f(z) ~g(x) para * — xp si lim ——= =1 (7.9)

En este caso decimos que f(z) tiende asintéticamente a g(z) cuando x tiende xo. La afir-
macién f(z) ~ g(x) para x — o es més precisa (da mas informacién) que f(z) = O(g(x))
para x — xg pues, aunque ambas expresiones nos informan de que la siguiente relacion se
satisface

f(x)

v—ao g(x)

la expresién f(x) ~ g(x) para x — xo nos dice de que la constante A vale 1, mientras que
f(z) = O(g(x)) no nos dice nada sobre el valor que toma A.

)

» Ejemplo 7.5

Veamos unos cuantos ejemplos del uso de esta notacién:
o /2 ~ 2 para z — 4.
e ¢ +x ~ e* para x — 00.

2

e La expresion 22 ~ x para x — 0 es falsa pues lim, o 2%/z = 0.

e La expresion 22 ~ 0 para x — 0 es falsa pues lim, .o 23/0 no existe.

7.4. Series asintéticas

7.4.1. Definicién de serie asintética

Llamaremos diferencia N-ésima (o resto N-ésimo) entre la funcién f(x) y la serie de potencias
>0 o an (x — x0)™ a la funcién ry(z) definida por

N
rv(@) = fz) =) an (x — x0)". (7.10)
n=0
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Serie convergente. La definicién de serie convergente puede reescribirse en términos de la funcién
diferencia ry(z) de la siguiente manera: la serie Y > a, (x — xo)" converge a f(z) si

ry(x) — 0 para N — oo y un z fijo.

En este caso escribimos

f@) =3 an(e — )",
n=0

y por tanto

. . I . . fe'e) n . s . R
Serie asintdtica.  Decimos que la serie ) | °  a,, (x—20)" converge asintéticamente (o es asintética)
a f(x) para © — xo, y lo denotaremos asi:

f(z) ~ Zan (x —x0)" para z — xq, (7.11)
n=0

si se verifica que

rn(z) = o[(z — x9)"] para z — x¢ y un N fijo.

Es decir, Y 07 an (x — z0)" es asintética a f(x) en xg si la diferencia ry(z) va a cero més
réapido que (z — x9)" cuando x — z¢. En muchas ocasiones escribiremos

N
F@) = an (x—z0)" + of(x — m0)"]. (7.12)
n=0
Punto z¢ en el infinito. Decimos que f(z) ~ Yo% a2~ " para x — oo si rn(z) = o[z~ V] para
xr — oo y N fijo. En ocasiones escribiremos
N
f@)=> ana™™+o(a™N). (7.13)
n=0

Esta definicién es la misma que para xq finito si expresamos f(x) en serie de potencias de y = 1/x
en torno a y = 0.

Lema 7.1 (Definicién alternativa de serie de potencias asintética) La serie

oo
Z an (x — x0)"
n=0

es asintdtica a f(x) cuando x — xq si y solo si ry(x) = O[(z — x0)N11]

para x — xg.
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Demostracién.

» Condicién suficiente. Si asumimos que 7y (z) = O[(z — 29)V '] entonces debe ocurrir que
ry(z) = o[(z — x0)N] pues O[(z — 20)V ] = o[(z — 20)V].

» Condicién necesaria. Si asumimos que Zgiol an(z —x0)" tiende asintéticamente hacia f(x)
para © — xo , entonces, por definicién de serie asintética, f(x) — Zgiol an(zr — zo)" =
o[(z — xo)N*!] para z — x¢ . Pero, dado que

N+1 N
Z an(z — )" = Z an(x — 20)" + anq1(z — x0) VT,
n=0 n=0
se tiene que
N+1
rr(e) = (@) = 3 anle — 20)"
n=0

= any1(z — 20) N + of(x — 20) V]
= O[(z — z0)V ).

Nétese que hemos supuesto que any1 # 0.

7.4.2. Ejemplo de serie asintética

Queremos conocer como se comporta la integral (o funcién) de Stieljes definida por

00 e—t
fz) = /0 el (7.14)

para valores de x positivos y pequenos.
Vamos a proceder sin preocuparnos, de momento, por justificar los pasos que iremos dando.
Empezamos desarrollando (1 + z¢)~! en serie de Taylor en torno a t = 0,
oo
Atat)y ' =l—att@t)’+-- =) (~1)"a"t". (7.15)
n=0
Esta serie converge para t < 1/z, pero no para t > 1/x. Por tanto, la serie
oo
Z(—l)”x” e Tt
n=0
no es uniformemente convergente en el intervalo [0, 0] de ¢, para un = dado distinto de cero.
Luego la integracién término a término no tiene ninguna garantia. No obstante, olvidémosnos de
este hecho, hagamoslo y estudiemos la serie resultante:

0 00 00

Z(_l)nxn/ e tdt =) (~1)"nla™. (7.16)

n=0 0 n=0
Esta serie es divergente para cualquier z # 0 pues su radio de convergencia es nulo:

n-simo coeficiente

(n + 1)-ésimo coeficiente
(=1)"n!
D+ 1)]

(7.17)

:lim'
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luego

fl@) # ) (1) nla” (7.18)
n=0

donde el simbolo # lo usamos para indicar que la serie ) >° (—1)" n! 2" no converge a f(z) (de he-
cho, la serie es, simplemente, no convergente). No obstante vamos a demostrar que Y >~ ,(—1)" nlz
es asintética a (7.14) cuando z — 07, es decir, que

n

o0

f(z) ~ Z(—l)” nlz" para x — 0T, (7.19)

n=0

Motivados por la relacién 1/(1—xz) = > ; ™, escribimos el integrando de (7.14) como suma
de dos términos:

N
1 jmt = S ()" nla 4+ Fa(t) = Sn(t) + P (0.
n=0

Pero Sy (t) es la suma de una serie geométrica finita de razén —x t, luego

_ 1— (_:E t)N—H

t) =
SN( ) 1 — (—:E t)
Entonces
. 1 1 — (—zt)N*TL (—zt)NF!
T'N(t) = — =
1+xt 1—(—zt) 1+axt

Por tanto tenemos que
[ee) e—t
= dt
/(@) /0 1+t
- / Sn(t)dt + / P (t) dt
0 0
N

0 oo (_ N+1 (720)
(-1) x"/ t"e t dt +/ (Le_t dt
0 0

Il
(]

0

n

(=) nlz" +ry(z),

I
E

i
o

donde

N1 0 tN+1 e—t
—(— L
rn(z) = (-7) /0 1tat

Ya vimos antes mediante el criterio de D’ Alembert que la serie > (—1)"n! z™ no es convergente.
Esto podemos comprobarlo de nuevo en términos de ry(x) pues ry(z) — oo para N — oo con
x # 0 fijado. En cambio la serie > (—1)"n!z" s{ es asintética a f(z) cuando x — 07, dado que
al ser x y t positivos se verifica que

1

14+ xt

<1

)

por lo que

o
Irnv(z)| < xN'H/ tN et gt = 2N TH (N 4 1)!
0
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Por lo tanto 7y (z) = O(zV*t1) = o(z") cuando x — 0%, es decir, rx(x) va a cero més rapida-
mente que zV cuando z — 0. Pero esta es precisamente la condicién que nos define una serie
asintdtica a una funcién y por tanto podemos escribir

[e.9]

o] e—t
Y T WS 0t
fo= [ g S o,

o bien,
00 e—t
= —dt
/(@) /0 Itat

N
= Z(—l)” nlz™ +o(z™), = — 0T
N
= Z(—l)” nlz" + 0N, =z — 0T,

7.4.3. Aproximaciones numéricas mediante series asintéticas. Regla del truncamiento éptimo

La utilidad de las series asintdticas se basa en el hecho de que el error cometido truncando la
serie es del orden del primer término no considerado:

rn(z) =o[(z — azo)N] =0 |[(z - .%‘0)N+1] para x — zo y N fijo, (7.21)

por lo que el error tiende rapidamente a cero cuando x — =zy. En las aplicaciones practicas
usualmente se toma un valor de z cercano a xg y se intenta reducir el error considerando més
términos en la serie. Pero como la serie es divergente,? a partir de cierto nimero de términos el
error que se comete al anadir més términos aumenta en vez de disminuir. Este comportamiento
tipico se muestra en la figura 7.1.

Hemos visto que ry(z) = O [an41(z — o)V ] para & — o, esto es, el primer término
despreciado any1(z — 29)V*! es una medida del error cometido al truncar con N términos
cuando x — xg. Si z es proximo a xg, pero con un valor fijo, el primer término despreciado es
s6lo una estimacién del error. Esto nos sugiere una regla simple para obtener buenos resultados
numéricos a partir de series asintoticas:

1. Examinamos los términos de la serie, que tipicamente se comportan como mostramos en la
figura 7.1.

2. Localizamos el término mas pequeno.
3. Sumamos todos los términos anteriores a éste (no incluyéndolo).

Esta suma finita de términos normalmente proporciona la mejor estimacion de la funcién porque
el siguiente término no incluido en la suma, el cual nos proporciona una estimacion del error, es
el més pequeno de la serie. Esta regla se conoce como regla del truncamiento éptimo.

4 . . . . . yo .z
Estamos considerando el peor de los casos posibles asumiendo que la serie asintdtica a una funcién no es
convergente. Si fuera convergente, todo es mucho mas facil: para mejorar la aproximacién sélo hay que anadir mas
términos a la serie; eso es todo.
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ry(x)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 N 1234 56 78 910111213 N

(a) (b)

Figura 7.1: Comportamiento tipico del error de truncamiento ry(x) de una serie asintética para (a)
un valor de x cercano a g, y para (b) un valor de = aiin mds cercano a x.

» Ejemplo 7.6

Vamos a comprobar las afirmaciones anteriores acerca de la regla del truncamiento éptimo usando como
ejemplo la serie asintética a la funcién de Stieljes para  — 07 que encontramos en la seccién 7.4.2:

f(ﬂc):/oOc e dt

1+axt

o0
~ Z(—l)"n!oc”7 xr— 0.
n=0

En la figura 7.2 mostramos los valores de ry(z) = f(z) — Zg:o(—l)” nlz™ y del término n-ésimo de la

serie, s,(x) = (—=1)" n!z™, para varios valores de N, n y x. Nétese que el minimo del valor absoluto de
rn(z) coincide con el minimo del valor absoluto de los términos s, ().

7.5. Desarrollo del integrando

En esta y siguientes secciones vamos a estudiar varios métodos para obtener aproximaciones,
generalmente asintéticas, de integrales. Empezaremos en esta seccién presentando el método mas
sencillo —método en el que simplemente se desarrolla el integrando en serie de potencias y se
integra a continuacién término a término.

Ilustraremos la técnica mediante un par de ejemplos

» Ejemplo 7.7

Queremos calcular
1
I(z) = / sen(x t?) dt (7.22)
0

para valores pequeiios de x.
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1 1
° °
°
0 .' 0 °
°
o i [ ] )
-lim P - -lim ° ]
° ° ° ]
° ° [ ] X
m Ceo ] u
) - -2 ]
- - ] a"
[] u u [
-3 - ..l -3 l.. alt
l....... EgmnBl
0 5 10 15 20 5 10 15 20

Figura 7.2: (a) log |rn(x)| frente a N para = 0’1 (cuadrados) y = 0’2 (circulos). (b) Logaritmo
decimal del valor absoluto del término n-ésimo, log;, |sn(z)| = logyo (n! 2™) frente a n para = = 0'1
(cuadrados) y = = 0'2 (circulos).

Recordando que el desarrollo de Taylor de la funcién seno viene dado por

seny = i (_1)n+1 2n—1
R Y

podemos escribir el integrando de (7.22) asi
(Z‘ t2)2n71 .

Esta serie converge para todo x y para todo t, pues por el criterio de D’Alembert,

o |00 =)

R= I
o oo | (—1)+2 /(20 + 1)!

n—oo

= lim |-(2n+1)2n| = oo,
An+1 n—oo

luego para cualquier intervalo finito la serie de Taylor anterior es uniformemente convergente (ver teorema
7.6 en la pagina 407), por lo que la integracién término a término es valida:

1 o _1\n+1
I(:L’) _ A Z ((Qn]')_l)' $2n71t4n72 dt

(7.23)

- —+ +0(2").

2 1320

La serie (7.23) anterior es uniformemente convergente para todo z finito dado que es convergente con radio
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de convergencia infinito:

R= lim |-
n—090 | Uy 41
(=D (20 4+ 1) (4 + 3)
= lim
n—oo | (=1)"+2(2n — 1)! (4n — 1)
— Ym | (2n+1) (2n) (4n + 3)
n—00 4dn — 1

» Ejemplo 7.8

Ahora vamos a calcular
/ et at (7.24)

para x pequeiio (z — 0).
Esta funcién es, salvo constante de normalizacion, la funcién de error complementaria,

2

erfe(z) = NG

I(x).

Visto el éxito que tuvimos en el ejemplo anterior, podriamos intentar sin mas reflexién seguir el mismo
procedimiento que empleamos alli. Es decir, como una primera idea, podemos intentar desarrollar el
integrando en serie de Taylor e integrar término a término:

00 el —1)n2n e 1" 00
I(.’lﬁ):/ dtz( )'t ;Z( ') / £27 gt
T ne0 mn. ne0 n: z

t2n+1 S

— n! 2n+1

xT

Es obvio que algo ha ido mal. El signo de interrogacion sobre el simbolo de igualdad nos esta indicando
en dénde nacen los problemas: no es licito integrar término a término la serie Y2 (—1)"¢*"/n! La razén
es que, aunque esta serie tiene radio de convergencia infinito,

o [ED D

R= lim nooo | (—1)nHin!

n—oo

= lim (n+ 1) = oo,

n—oo

An+1

la convergencia uniforme se da sélo para |z| < r < R = 00, es decir, la serie es uniformemente convergente
solo sobre un intervalo finito, y como intervalo de integracion es infinito, resulta que la integracién término
a término de la serie no es valida. Como el problema estéd pues en que el intervalo de integracion es infinito,
podemos esquivar esta dificultad descomponiendo la integral de la siguiente manera:

I(x) :/ et dt—/ et dt
0 0

= ﬁ — et dt.
2 0

(7.25)

De este modo el intervalo de integracién de la nueva integral ya es finito. El desarrollo en serie de Taylor



416 Desarrollo asintdtico de integrales

es uniformemente convergente en este intervalo por lo que la integracion término a término es posible,

B /m i (_1)nt2n gt
0

I(x) = py
=0 :

G ——— a2 (7.26)

Il
N e

|
M2

—~ 3
[z
S—

2
T
&

7.6. Integracién por partes

Al igual que en la seccién anterior, explicaremos en qué consiste esta técnica aplicdndola a
varios ejemplos.

» Ejemplo 7.9

Queremos calcular el valor de la integral

00 =t
x
para x grandes, es decir, para x — oo. Esta integral es la funcién gamma incompleta® I'(—1, x).

Como sabemos, en la integracion por partes se usa la relacién

to to 1o
/ udv =uv| — / vdu. (7.28)
t1 t1

t1

En nuestro caso tenemos que

(§]

t
tTdt: udv.

Las funciones u y dv se deben escoger de modo que:
1. La expresién dv sea integrable, es decir, debemos ser capaces de hallar v a partir de dv.

2. Los sucesivos términos en el desarrollo de I(x) sean decrecientes cuando x se acerca al valor limite
(en nuestro caso, cuando x — 00).%

Tlustraremos estas afirmaciones probando con dos elecciones —una buena y otra mala— de u y dv. Em-
pezaremos por la errénea,

Eleccién errénea:

u = et du = —e tdt,
dt = 1

dv = — Vo= ——.
12 t

"Esta funcién se define por T'(a, z) = I t*~' et dt. Cuando = = 0 la funcién es simplemente la funcién gamma:
I'(a,0) =I'(a)
6Si esto no sucediera, jserviria para algo nuestro desarrollo?
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Se tiene entonces que

—x oo —t
=& / . (7.29)
T s U
Continuamos el procedimiento y escribimos
. at
=0 du = —e7tdt,
=
dv = @ v = Int.
t
y sustituimos,
e oo e
I(x) = —e 'lnt —/ Inte " dt
T x T
e*(lj o0
= —e *lnzx — / Inte " dt. (7.30)
x T

Vemos que el segundo término es mucho mayor que el primero. Esto lo podiamos haber previsto pues al
hacer la integral por partes obtuvimos en (7.29) una integral entre e oo similar a la que define a I(z)

pero con un integrando mayor que el de I(x), pues % > et;; parat > x> 1. En (7.30) sucede lo mismo:
la integral ultima debe dar una contribucién mayor que los términos anteriores porque su integrando es
mucho mayor que los integrandos anteriores ya que e ‘Int > % para t > x > 1. En definitiva, las
elecciones realizadas no son adecuadas porque la integral restante del miembro derecho —integral que
llamaremos integral remanente— contribuye a I(z) en mayor medida que los términos anteriores explici-
tamente calculados.

Eleccion acertada:

U = —= du = ——=dt,
dv = e tdt v = —et.

Con esta eleccién se tiene que

\
&‘m\
Nl g
\
)
e

3
o)
5%
Q
~

Esta eleccion conduce a una integral remanente con un integrando menor que el de la integral de partida
—t —t
e e
pues 5 < w7 parat > x > 1. Esto es una buena senal. Continuemos con el procedimiento e integremos
la integral remanente por partes escogiendo

1 3
dv =e tdt v =—et.

Esto significa que

/Ooe_tdt: —e_tl
. 3 3
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De este modo tenemos que I(x) serd

e—z e—ac oo —t
Continuando con el procedimiento obtendriamos
Ia) = —n® e e e ey [ 7.31
() = = A 3l - .?+~--+(—) o) + (-D)"(n+1)! o (7.31)
Pero t"1t2 > ¢™*2 para ¢ < t < oo, por lo que
1 1 > et 1 <, e ®
nt2 < pnt2 :>/ar nt2 dt < pnt2 /a: € dt = nt2 :
Por tanto (7.31) queda
N
o (—=1)""1n! w 1
) =™ 3+ 0 72

es decir,

. N (=) R
Podemos comprobar que la serie )=, %, que como acabamos de ver es asintética a e® I(x) para

r — 00, no es en cambio convergente dado que su radio de convergencia es nulo:

! 1
= lim —~

R=1 .

n—oo

Ap41

Sin embargo, para un N fijo, el resto ry(x) puede hacerse arbitrariamente pequeno sin més que aumentar
el valor de x.
En la figura 7.3 hemos representado el cociente I(z)/Sn(z) donde

es la serie truncada (hasta el término N) asintética a I(x) para x — oo que dimos en la ecuacién (7.32).
Noétese que para valores no muy grandes de x la serie truncada puede conducir a peores resultados cuando
se retienen mas términos.

» Ejemplo 7.10
Queremos calcular
I(x) :/ Y27t qt
0
para x grandes, es decir, para x — 0.

Usaremos integracion por partes, pero hemos de hacerlo con cuidado porque una integraciéon por partes
aplicada directamente a I(z) conduce a una expresién indeterminada:

w o= 712 du —lt*3/2dt,
= 2
dv = e tdt v = —et.
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1. 4;
1.2
1 . — T
T
0. 8; »}
a4
LN

Figura 7.3: Cociente I(x)/Sn(x) frente a = para N = 3 (rayas cortas), N = 5 (rayas largas) y
N =10 (linea continua).

luego

Iy =2 -5 [oet
o 2/

:zfl/%f:fv,l,l/ 1-3/2 gt
0o 2/,

Hemos encontrado una divisién por cero de modo que esta via de resoluciéon no es valida. El problema
estd en el comportamiento de nuestras expresiones en las vecindades de z = 0. Podemos evitarnos trabajar
en esta regién problemética expresando I(z) como diferencia de dos integrales

I(x):/ 27t dt—/ Y27t dt
0 T

1 o0
=T (2> —/ t=1/2et gt
xr
:ﬁ—/ t~2e7t dt,

siendo T'(1/2) = /7 la funcién gamma con argumento 1/2.
Ahora la segunda integral puede integrarse por partes sin problemas porque la contribucién del extremo
en el infinito es nula’:

u = 71?2 } du = —s¢32q
= 2

dv = e tdt —t

v = — €

y por tanto

I(z) = V7 — {_tl/z o

= %/Oot*f‘/?e*t dt]

1 o0
= \/E+:r*1/2e*‘”+§/ t73/2 7t dt.

x

Repetimos el procedimiento y escogemos

u o= 732 } du = —S152qp
= 2

dv = e tdt —t

v = — e

"Nétese que hemos usado la misma identificacién para u y dv que antes
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para asi obtener

1
I(z)=m—a" /2" +35 {t?’/z e !

Oof§/ t5/2etdt]
e 2,

1 3 [
= VrH+a 2e® +§x_3/2 e -1 / t75/2 7t dt.

En general, para I,,(z) = / t=(n=1/2 =t gt usamos

dv = e tdt

v = —e

y = p-(n-1)2 } du = 72n71t7(2n+1)/2dt’

para obtener

In(x) — _t7(2n71)/2 et

© 2n—-1 [ (n+1)—
_ / O
T

z 2
2n —1
— x—(2n—1)/2 e T n2 In+1(l‘)
2n —1
=z e " — n2 Iy (2)
1 1, 2n—1
Por tanto, dado que I(z) = /7 — I1(z), deducimos que
e 1 3 1-3.5 1-3:5--(2n—1)
I(z) = z Y (=)
W=V Tz { @y eap O T
1:3-5- (2n—1)2n+1
I, .
Como I,,42(x) = e\;; O (#)7 se tiene que, por definicién de serie asintética,
- (2n—=1)
I(x) ~ 1+ Z (2@ ) T — 00. (7.33)

<

Hemos aprendido en este ultimo ejemplo es que la integracién por partes no funcionard si la
contribucién de uno de los limites de integraciéon es mucho mayor que el valor de la integral.

» Ejemplo 7.11

Ahora deseamos estimar el valor de la integral de Laplace

oo
I(z) = / o=t F(t) dt (7.34)
0
para z grandes (x — 0o) asumiendo que la integral existe y que f(z) es analftica en [0, 00].®
Escogemos
_ /
= et
dv = e %t dt v o= —

T

8Recuérdese que esto significa que todas las derivadas de f(z) existen en el intervalo [0, oc].
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Esta identificacién tiene buen aspecto pues el integrando de la integral remanente contendra a la funcién
v = —e % [z que, para z grandes, es menor (en valor absoluto) que la funcién e~*? existente en la integral
inicial. Integrando por partes segun la identificacién anterior tenemos que

/OO et ftydt = ~L D" i /OO < f'(t)dt
0 0 0

€T xT

_ O + 1 /OO e £ (t) dt.

x z Jo

Repetimos el procedimiento y escogemos

[§]

u = f'(b) } du = f'(t)dt,
=

—xt
dv = e ®tqt v = —

para asi obtener

X
f(O) 1 f/(t) efzxzt oo 00 e—xt ”
T [xo */0 -7 “)df]

O IO L g,

x x? z2 Jy

/OO e " f(t)dt

0

Repitiendo el procedimiento n veces se encuentra que

| e sma= Y Lo [T et
n=0

x
o~ [(0) 1
es decir,
/00<>e_“”5]”(15)dtrvnz]j:of;r:ﬁ))7 T — 00.

» Ejemplo 7.12

Calcularemos ahora el comportamiento de la integral generalizada de Laplace,

I(z) = /b () e**® a

para x — o0.

Integramos por partes escogiendo (sin mucha reflexién)

u = () } {du o2
=

dv = ) gt v o= ?

En general, salvo para funciones ¢(¢) muy simples, no es posible conocer la primitiva de dv, por lo que esta
eleccién no es muy acertada. Hay otra identificacion més prometedora que no sufre de este inconveniente,

a saber: ) .
f() du = [f (¢ } dt,
10 N T

dv = ¢'(t)e**® dt Lo e

X
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y por consiguiente

2(t) b b !
76:5 5 (J; ;t) - % / "o (1) [;,((?)] dt. (7.35)

Como comentamos en el ejemplo 7.11 anterior, es una muy buena senal el hecho de que en la funcién v
aparezca el factor 1/z multiplicando a la funcién er¢(t) (funcién que ya aparecia en la integral original).
Por descontado, ha de asumirse que la integral remanente existe. Esta férmula es ttil si la integral de la
derecha es asintéticamente més pequena que los términos de contorno cuando x — o0. Si esto es cierto,
los términos de contorno son asintéticos a I(x):

LB woy 1 S(@) s
z ¢/ (b) z ¢/'(a) ’

a

I(x)

<

Este ultimo ejemplo ha sido especialmente interesante. Hemos visto en él una férmula general
para estimar el comportamiento dominante asintético de una integral de Laplace generalizada.
Vale pues la pena discutir bajo qué condiciones la férmula obtenida anteriormente,

I(z) = / " Ft) o0 i (7.36)

IO oy L@ o) (7.37)
x ¢/ (b) z ¢'(a)
es valida. Puede demostrarse que ésta es una expresién asintética correcta si las funciones ¢(t),

P(t)y f(t):

1. Son continuas.

2. Satisfacen alguna de las siguientes tres condiciones:

a) ¢'(t) # 0 para a < t < by al menos f(a) # 0 y/o f(b) # 0. Estas condiciones
son suficientes para asegurar que existe la integral restante del miembro derecho de
(7.35). Ademds puede probarse que esta integral remanente es despreciable frente a
los términos de contorno cuando x — oo.

b) Re[o(t)] < Re[p(b)] para a < t < b, Re[¢/(b)] # 0y f(b) # 0. Estas condiciones no
permiten asegurar que exista la integral remanente de la expresién (7.35), pero si son
lo suficientemente fuertes como para garantizar que

2oL f(b) 2(0)
)~ 2 om)

Este resultado lo justificaremos en la seccién 7.9 mediante el método de Laplace.

¢) Relp(t)] < Re[p(a)] paraa <t < b, Re[¢/(a)] #0y f(a) # 0. Como en el apartado 20,
estas condiciones no aseguran que la integral restante exista, pero si nos garantizan
que

para x — o0.

para r — o0.

I{o) ~ § 3 et

» Ejemplo 7.13

Veamos un par de ejemplos en los que estimaremos el término asintético dominante de integrales de Laplace
generalizadas empleando la férmula (7.37) tras asegurarnos que f(t) y ¢(t) satisfacen las condiciones
adecuadas.
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1. Sea la integral
2
I(x)/ e®cosht g T — 00.
1
Aqui f(t) =1, ¢(t) = cosht = ¢'(t) = senht. Luego se tiene que:
» ¢/'(t) =senht # 0 paral <t <2.
- F) A0y £(2) £0.

Por lo tanto f(t) y ¢(t) satisfacen las condiciones del apartado 2a, luego

1 1
(J?) ~ Em eICOSh2 para r — o0

dado que cosh(2) > cosh(1).
2. Vamos a ver otro ejemplo con la integral

3
I(z) = / emcosht gy x — o0.

-1

Identificamos términos: f(t) = 1, ¢(t) = cosh®t = ¢'(t) = 2coshtsenht. Con estos datos podemos

ver que:
» cosh?t < cosh? 3, —-1<t<3.
w ¢'(b=3) £0.
s f(3)=1#0.

Estas son las condiciones del apartado 2b de la pagina 422, luego

I(.%‘) ~ 1 1 e cosh? 3

7 2 cosh 3senh 2 pata & = oo.

<

Si la integral remanente existe y se satisfacen algunas de las tres condiciones anteriores, se
puede seguir integrando por partes para obtener términos correctivos (es decir, subdominantes)
de I(z). Cada nueva integracién por partes introduce un nuevo factor 1/x, de modo que la serie
toma la forma de serie de potencias en 2~ !. Por ejemplo, si Re[¢(b)] > Re[¢(a)], el desarrollo
asintético de I(x) toma la forma

I(z) ~ ®0®) Z Apx™", x — 00.
n=1

> Ejercicio 7.1

Demuestra la afirmacion anterior.

7.6.1. Fallo de la integracién por partes

El método de integracién por partes es bastante inflexible pues sélo da lugar a series asintdticas
en potencias enteras de 1/z. Sin embargo, las integrales de Laplace I(z) = f; e*®®) f(t) dt pueden
tener desarrollos asintéticos que involucran potencias fraccionarias de 1/x cuando = — oo. Por
tanto, es evidente que la integracion por partes es inadecuada para hallar la serie asintotica de
esas integrales. ;Como podemos saber si la integracién por partes funcionara? Es claro que la
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integracién por partes no es el procedimiento adecuado si da lugar a la aparicién de integrales
inexistentes. Por ejemplo, es casi seguro que la integracién por partes no funcionara si ¢'(t) tiene
un cero en [a, b|.

» Ejemplo 7.14

Sea la integral
I(x) :/ et gt
0

Esta integral puede resolverse exactamente mediante el cambio x 2 = z:

1 oo
I(z) = 7/ V2672 dz
0

2r1/2
_ (/2
To9pl/2
es decir,
1 /=
I(x) = =4/ —.

Vemos que I(x) no tiene la forma de una potencia entera de 1/x, luego la integracién por partes debe
fallar. De hecho, en esta integral

o(t) = —#* = ¢/(t) = —2t = ¢/(t = 0) = 0,

por lo que esperamos obtener una integral inexistente al integrar por partes:

1
u = 1 — L du = ﬁ dt s
¢,(t) =2t = 2
dv = e"®¢/(t)dt =e =" (—2t)dt v =
X

luego

o0 2 1 e—at’|™ % gmzt’
/ et dt = —— —/ —dt.
0 2t o 0 x 22

La integral remanente no existe debido al factor 1/t y ademds un término de contorno conduce a una
division por cero. Es claro que este es un caso en el que la integraciéon por partes resulta inadecuada.

7.7. Método de Laplace

Este método permite obtener el comportamiento asintotico para x — oo de integrales en las
que el parametro grande, x, aparece en una exponencial,

b
I@) = [ 16 &0 at

siendo f(t) y ¢(t) funciones reales continuas. Asumiremos que la integral I(x) existe, es decir,
que tiene un valor finito.
Antes de hacer una exposicién genérica, vamos a ilustrar el método con un ejemplo.
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» Ejemplo 7.15

Queremos evaluar

10 —axt
e
/ dt
o 141
para x grandes, es decir para x — oo.

Seguiremos el siguiente procedimiento:
1. Empezamos desarrollando (1 +¢)~! en potencias de t.
2. Integramos el resultado término a término.

3. Reemplazamos el limite superior de la integral por oc.

Etapa 1. Desarrollamos (1 +t)~! en potencias de t:

1 o0
—  =1—t4+? -3+ = —1)™™, 7.38
Y + + ,;)( ) (7.38)

El radio de convergencia de esta serie es

R= lim |-

n—oo

= lfm 1=1, (7.39)

n—oo

Ap41

luego la serie converge uniformemente sélo para [¢| < 1. Por tanto, la integracién de esta serie término a
término sobre el intervalo [0, 10] no tendria justificacién.

Etapa 2. Para evitar esta dificultad dividimos el intervalo de integracién en dos intervalos, [0, d] y [d, 10],
siendo ¢ un niimero positivo pequeno (menor que 1). Por consiguiente,

é efzvt 10 efzrt
H@=/ ﬁ+/ dt . (7.40)
0 1

1+¢ 1+1¢
Pero
10 e—gf;t 10 e—xt 10 1
/ dt < / e " dt = = — (e 107 _¢707) (7.41)
s 141t s - |5 T
y tanto e~19% como e %% tienden a 0 mucho més rapidamente que cualquier potencia de ! para = — oo.

Decimos entonces que esta tltima integral tiende exponencialmente a cero, o que contribuye con términos
exponencialmente pequenos (TExP). En definitiva,

6 —xt
I(x) = / f_'_ ; dt + TExP = I(x,6) + TExP  para z — oo. (7.42)
0

Esto significa que sélo la vecindad de t = 0 contribuye a la integral I(z). Esto es debido a que, para x — oo,
el integrando es muchisimo mayor en las vecindades del mdximo del exponente de e™®! (que esté en ¢ = 0)
que en el resto de las zonas. Es decir, e™*? = 1 > e~?! para todo t > 0 cuando x — oo.

Como 6 < 1, podemos desarrollar (1 + ¢)~! en potencias de ¢ e integrar la serie resultante término a
término sobre el intervalo [0, §] dado que esa serie es uniformemente convergente en ese intervalo [0, d] si
0 < 1, es decir,

5> o0 s
uﬁwzjle Z;—Utchzgg—nhle i dt. (7.43)

Mediante el cambio x¢ = 7, la integral de la ecuacién (7.43) queda

é zd zd
nd 1
/ e T dt = / e’ (Z) i 717_‘_1/ e T r"dr. (7.44)
0 0 x X xr 0
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o
In:/ e T rdr
0

I(m,é):z%.

n=0

Definimos

de modo que

Podemos evaluar la integral I,, integrando por partes mediante la identificacién

u = 7" N du = ntldr,
dv = e Tdr v = —e 7.

Entonces

I, =—7"e"

28 zd
+n e Tl dr
0 0

=nl, 1 — (z6)"e

=n [(n 1) Lo — (x8)" e_T} — (zd)m e

(n—1) In_s — [(26)" +n (z5)""1] e

n(n—1) [(n —9) g — (x0)"2 e*wﬂ — [(26)" + n (x6)" ] e
(n—1)(n—2) I_s — [(20)" + n (26)" " +n (n — 1) (x6)""2] e~

nn

nn

Es facil ver que podemos escribir de forma general
In=nn—1)(n-2)---(n—m+1)I,_.,
— (@) +n (@) '+ +n(n—1) - (n—m+2)(xd)" "] e %0,

Haciendo n = m y dado que Iy = I,,_,, = :5 e 7T dr =1—e " se tiene

I, =nlIy— [(x6)" +n(x6)" '+ +n(n—1)2(z0)] e %0
=nl[l—e ™| = [(z0)" +n(xd)" '+ +nl(zd)] e
=nl—[(@&)" +n(xd) "t + - +nl(zd) +n!] ™.

Por lo tanto la integral (7.44) se puede escribir como

g I | n n—1 n—2 |
n! 6 1) n!
zt 4n _ noo_ e Y _ . [ e —xd
/o et dt_x"Jrl_x"Jrl [:c o 2 +n(n—1) x3 + +n'm"+z"+1}e '
Dado que e~*% va a cero mucho més répidamente que cualquier potencia de z~! cuando  — oo, escribimos,

tal como hicimos en la ecuacién (7.42), que
° —xt 4n n!

Etapa 3. Notese que este resultado es independiente del valor de 4, incluso tomando d§ = co. De hecho,
hacer § = oo seria el modo més directo de calcular los términos que no son exponencialmente pequenos.

En nuestro caso se tendria que
o n!
e T dt = ——.
0 $n+1

Pero de momento seguiremos considerando que ¢ es un nimero positivo pequeno.
Utilizando el resultado de la ecuacién (7.45) en (7.43) se tiene que

> (=1)"n!
I(x,(s):g %+TEXP para x — 0o,
x
n=0
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lo que implica, por (7.42), que
o0
—1)"n!
I(z) = Z(mni)—kl + TExP para x — oo.
n=0
Es facil ver que la serie anterior no es convergente pues su radio de convergencia es nulo,
—1)7n! 1
R= tim |2 | = g | —0.
T—00 | Apt1 z—oo | (=1)"+l(n 4 1)! z—oomn + 1
Por ello escribimos
o0
(=1)"n!
I(z) ~ Z onfl baraz — 0o (7.46)
n=0
Este resultado también se podria haber obtenido por integracién por partes.
<

Repasemos el procedimiento que hemos usado:

1. Primero aproximamos I(z) por I(x,d) reduciendo el intervalo de integracién a un pequeno

intervalo alrededor de la posicién t = ¢ del maximo de ¢(t) [en nuestro ejemplo ¢(t) = —t
tiene el maximo en t = 0], es decir, I(x) ~ I(z,d) para z — oo con:

v I(x,0) fc+6f Y dtsia<ec<b.
w [(z, 5):fa+5f(t) e®®®) dt si ¢ = a.
» I(x,0) fbaf ) dt sic=b.

El motivo de aproximar I(z) por I(z,d) reside en que su integrando f(t) e**® adopta la
forma de un pico muy agudo (tipo delta de Dirac) alrededor de ¢t = ¢ cuando x > 1. Esto no
es dificil de entender tras un poco de reflexién. La figura 7.4, que muestra como evoluciona
un integrando con la forma anterior [con f(t) = 1y ¢(t) = sen(t) — 2] a medida que x
aumenta, debiera servirnos de ayuda.

. En segundo lugar aproximamos f(t) y ¢(t) mediante series de potencias alrededor del
méximo ¢ = ¢ de ¢(t). Como el integrando es tanto mas estrecho alrededor de ¢t = ¢ cuanto
mayor sea z, esta aproximacién serd tanto mejor cuanto mayor sea .

. A continuacién intercambiamos el orden de la integral y el sumatorio de modo que expre-
samos I(x,d) como serie de integrales.

. Por ultimo, el modo mas conveniente de evaluar estas integrales es extender su intervalo de
integracién a infinito, estos es, reemplazar § por co.

Todo esto puede parecer un tanto loco: cambiamos primero 10 por § con 0 < § < 1, y después
0 por co. Sin embargo, una pequena reflexién nos muestra que si tiene sentido. Hemos de escoger
d pequeno para poder expresar el integrando de I(x,d) en serie de Taylor e integrar término a
término, a continuacién cambiamos § por co para evaluar mas cémodamente los términos de la
serie. La clave esta en que cada vez que cambiamos los limites de integracién sélo introducimos

errores exponencialmente pequenos.



428 Desarrollo asintdtico de integrales

-1
0.35
21,2
0.3
-1.4
0.25
1.6
1.8 51 15 2 25\N3 U
¢ 0.15
0.5 1 1.5 2 2.5 3
(a) (b)
2.10° a4
3.5-10
1.5-107° 3-10"
o 2.5.10°%
-44
-9 2-10
1-10
1.5-10"%
-44
5.10 10 1-10_45
5.10
05 1 1.5 2 2.5 3 ¢ 0.5 1 1.5 2 2.5 3 !

Figura 7.4: (a) ¢(t) = sen(t) — 2 frente a t. (b) exp[zp(t)] con x = 1. (c) exp[rp(t)] con = = 20.
(d) exp[z¢(t)] con 2 = 100.

= Nota sobre la unicidad de las series asintéticas. El ejemplo anterior nos sirve para ilustrar
una propiedad caracteristica de las series asintéticas, a saber, que dos funciones distintas pueden
tener la misma serie asintdtica. Por ejemplo, todas las funciones

@ efzt
I(z;a) = dt
(23 0) /0 1+¢

con o > 0 tienen por serie asintdtica a

o0

—1)"n!
I(x;a)wz% para T — 00
x
n=0

porque el hecho de que en

10 efxt
I(z) = / dt
o 141

el limite superior sea 10 no tiene ninguna transcendencia cuando calculamos (véase el ejemplo 7.15)
la serie asintética I(x) para @ — oo. Es obvio que I(x;10) # I(2;20) # --- y sin embargo, estas
funciones distintas tienen un mismo desarrollo asintético para x — oo, que es justamente el que
hallamos para I(x;10) = I(x) en el ejemplo 7.15. Sin embargo, debe quedar claro que una funcidn
tiene un unico desarrollo asintdtico, es decir, no existen dos series asintoticas distintas de una misma
funcién.
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7.8. Lema de Watson

El procedimiento que hemos empleado en el ejemplo 7.15 da lugar, al aplicarse sobre
b
I(z) = / F(1) e dt (7.47)
0

al llamado lema de Watson. Este dice asi:

Lema 7.2 (Lema de Watson) Sea f(t) continua en el intervalo de integracion 0 < t < b, con el
siguiente desarrollo asintdtico:”

f(t) ~t* Z ant®™  parat — 07T, (7.48)
n=0

donde que a > —1 y B> 0.1% Ademds, si b= +o0, debe ocurrir que f(t) < e cuando (t — o)
para alguna constante positiva c.'' Bajo estas condiciones, se verifica que

a, (a4 Bn+1)
rotBntl

para x — 00. (7.49)

00
=0

b
I(z) = /O f&) e ™ dt ~

Nétese que, formalmente, esto equivale a introducir la integral dentro del sumatorio (es decir, a
integrar término a término) y tomar b — oo.

Demostracién. Sabemos que:

1. Si b = finito y f(¢) es continua, entonces

sup |f(t)] = finito
5<t<b

y por tanto
b b
/ f(t)e ™ < sup \f(t)|/ e = TExP, z — oo.
5 5<t<b 5
2. Sib=o00y f(t) < e se tiene que
b b
/ fhe ™ < / ete™ = TExP, x — oo.

) 0

En cualquiera de los dos casos, encontramos que

é
I(z) = I(z,0) + TExP = / f(t) e ® dt + TExP, x — oo. (7.50)
0

9Esto es una condicién més débil que imponer que sea convergente, pues recuérdese que convergente implica
asintdtico pero no lo contrario

108i no fuera asf, la integral I(z) no convergerfa.

"Esta condicién se impone para que I(x) converja.
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Escogemos ¢ suficientemente pequeno de modo que los primeros N términos de la serie asintéti-
ca (7.48) sean una buena aproximacién de f(t):

N

‘f(t) —t* " apt™

n=0

< ktotPINFD g <t <, (7.51)

donde, por definicién de serie asintotica, 0 < k < co. Esto es equivalente a escribir
N
t) —t® Zantﬁ" = Ot PN ot
Multiplicando (7.51) por e~*! e integrando entre 0 y J se tiene que

6 ) N
/ otB (N+1) e~ ¢ > / e Tt (t) o Z antﬁn dt
0 0 n=0

F) N
/ e~ [ OB antﬁnl dt
0 n=0
N 5
I(z,9) — Z an/ toethn ezt g
n=0 0

>

Pero
J [e%s)
/ k,ta—l-ﬁ (N+1) e T Jt — / k,toc—l—,@ (N+1) et +TExP
0 0
Do+ B (N+1)+1)
=k potB(N+1)+1 + TExP
y por tanto

=0 [x—oz—ﬂ (N+1)—1] )

N s
I(z,9) — Z an/ tothn et gy
n=0 0

Por ltimo, reemplazamos § por oo, y usamos la relacion

o _ MNa+pn+1)
a+pPn —xt _
/0 ¢ e ™ dt = poABnl

para obtener

N
I'a+pn+1
I(x)+TExP—Zan(xa+§n+l)+TExP =

n=0

0 [l,—a—ﬂ (N+1)—1]

I

es decir,

Zan a;ﬁ:ﬂ 1) _ Ofz~o-BWN+D-1),

Luego, por definicién de serie asintética,

[e.9]

['(a+pBn+1)
n=0



7.9 Desarrollo asintdtico de integrales generalizadas de Laplace 431

» Ejemplo 7.16

Una representacién integral de la funcién de Bessel modificada Ky (z) es
Ko(x) :/ (s —1)"Y2e77s (s,
1

Vamos a hallar una representacién asintética de Ko(z) para x — oo mediante el lema de Watson.

Empezamos por expresar Ko(z) en términos de una integral con limites de integracién 0 e oo. Para ello
utilizamos el cambio de variable,

s=1=1t=0,
s=t+1=
s =00 =1= 00,

de modo que la integral se transforma en
Ko(z) = / [(t+1)2 —1] e+ gt
0
= e*m/ (t2 4 2t)~ Y2 e 4t
0

Asi hemos logrado expresar la integral en la forma estdndar de la integral del lema de Watson [véase la
ecuacion (7.47)].

Ahora expresamos f(t) = (2 + 2t)71/2 en serie de potencias de ¢ mediante la férmula del binomio gene-
ralizado (véase la férmula (2.168) en la pégina 124):

t\—1/2
2 —1/2 _ ~1/2 t
(2 + 2t) (2772 (1+ 2)

_ (a2 S~y Dt a) oty
S D ey (5)

Aplicar el lema de Watson es equivalente a intercambiar el orden de la integral y el sumatorio, de modo
que

n=0 2n+§n! F(%
LoD
~ e — T 5 r — 0
o ontsz n'F(%) ™t
<
7.9. Desarrollo asintético de integrales generalizadas de Laplace
El lema de Watson sélo se aplica a integrales de Laplace en las que ¢(t) = —t. Para funciones

¢(t) més generales podemos proceder de dos modos que expondremos en las secciones siguientes.

7.9.1. Primer modo. Cambio de variable

Si ¢(t) es suficientemente simple, puede intentarse el siguiente cambio de variable:

s=—g(t) = t = 67 (—s),
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de modo que

donde

La dltima integral tiene la forma adecuada para aplicar sin més el lema de Watson.

» Ejemplo 7.17

Queremos hallar el comportamiento de

M)

I(x) = / et gt cuando 2 — oo.
0

Aqui ¢(t) = —sen?t por lo que

s=sen’t = ds = 2sentcostdt = 2\/sen2t\/1 —sen?tdt = 2v/sv1 — sdt.

Por tanto la integral queda de la forma

/%en /2 s ds
I(z) = e —
sen2 0 2\/5 vV 1—s
e -
=5 /0 [s (1- s)} /2 g=as g,

Ahora ya podemos aplicar el lema de Watson porque

[s(l—s)]fl/Q _ 71/2( . )71/2
—1/2 §"
nZO n'I‘
para |s| < 1, y por tanto
I(z) ~ 72/ s"T2e " (s, T — 00
HEZ:O n!T(3) Jo
2
= [P+ )]

7.9.2. Segundo modo. Modo directo

En otras ocasiones la funcién ¢(t), y sobre todo, la funcién inversa t = ¢~!(—s), es una funcién
complicada multivaluada y el primer modo no es simple en absoluto. En estos casos puede ser
mas sencillo atacar el problema directamente. El procedimiento, que ya esbozamos en la pagina
427, es el siguiente:

I. Si ¢(t) tiene un méximo absoluto en ¢t = ¢, entonces aproximamos I(x) por I(x,d) tal como
vimos en la pagina 427.

IT. En la regién estrecha |t — ¢| < 6:
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1. Desarrollamos f(t) en torno a t = ¢ y nos quedamos con el término dominante (es decir,
el primer término no nulo); esto implicard obtener sélo el término dominante de I(x). Por
simplicidad, en lo que sigue supondremos que f(t) es continua y que f(c) # 0. No obstante,
veremos més adelante (pdgina 436) como tratar casos en los que f(c) = 0.

2. Reemplazamos ¢(t) por sus primeros términos del desarrollo de Taylor en torno a su maximo
situado en t = ¢. Hay varias posibilidades. Discutiremos tres casos representativos:

a)

El maximo esta situado en uno de los extremos de integracion, es decir, c=a 6 ¢ = b,
y ademds ¢'(c) # 0. Entonces aproximamos ¢(t) por

o(t) = ¢(c) + ¢'(c) (t — ¢).

El méaximo esta situado en el interior del intervalo de integraciéon, es decir, a < ¢ < b,
y ademds ¢'(c) = 0 (esto es necesario pues ¢(t) es méximo en ¢t = ¢), y ¢"(¢) # 0. En
este caso aproximamos ¢(t) por

8(t) = 0le) + 5 6"(0) (¢~ )

El méaximo esta situado en el interior del intervalo de integracion, es decir, a < ¢ < b,
y ademds ¢'(c) = ¢"(c) = --- = P~V (c) = 0y ¢P)(c) # 0. En este caso aproximamos
¢(t) por

1
o(t) ~ ¢(c) + ol 6P (e) (t — o).

En resumen, desarrollamos ¢(t) en torno a t = ¢ queddndonos con el primer término
correctivo a ¢(c) que sea no nulo.

Hay algunos otros casos posibles (véase el ejercicio 7.2 o los ejemplos 7.18.1 y 7.18.2) pero el
modo de resolverlos deberia deducirse inmediatamente de la discusién que haremos de los tres
casos anteriores.

ITI. A continuacién sustituimos estas aproximaciones en I(z, d) y evaluamos el término dominante
de la integral ampliando el intervalo de integracién a infinito. Analizamos separadamente cada
uno de los casos del apartado I1.2:

1. En el caso I1.2a se tenfa que c=a 6 c=by ¢'(c) # 0:

a)

Si ¢ = a entonces ¢/(a) < 0 y se tiene que
a+4
I(z,0) ~ / f(a)e® [9(a)+¢'(a) (t=a)] g4

Haciendo § — oo sélo introducimos términos exponencialmente pequenos, luego, para
T — 00,

I(z) ~ f(a) ew(a)/ (@) (t-a) gy

a

oo
~ f(a) em(“)/ (@5 g
0

N 26(a) er®'(a) s
@ @
B f(a) eTo(a)
x ¢/ (a)

0

(7.53)
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b) Sic=1b, debe ocurrir que ¢'(b) > 0 y, procediendo de modo similar al caso anterior,
tenemos que

I(z,6) ~ bgf() 2O+ O 0] g 2 — 00

Haciendo § — oo encontramos que, para x — 00,

I( ) b)/ xd)/ ) (t—b) d

. _f®) et (7.54)

z ¢/ (b)

2. En el caso I1.2b se tiene que ¢/(¢) = 0. Si ademds a < ¢ < b, entonces ¢”(¢) = 0 porque,
recordemos, ¢(c) es un méximo de ¢(t). Por consiguiente

I(z,0) / F() eF @30 @ =eP] gy 5 o

Haciendo § — oo sélo introducimos términos exponencialmente pequenos, luego

[e.e]
I(z) ~ f(c) ezd’(c)/ e2 79" gt g o0,
Ahora hacemos
1
s2 = —533 " (c) (t — 0)2 =5 =
y por tanto
I(x) ~ — Jle) e e ds, T — 0. (7.55)

(e
oo -

Pero f_oooo e~ ds =2 fooo e~ ds. Empleando el cambio de variable s> = v en esta integral,
y teniendo en cuenta la definicién de la funcién gamma [ecuacién (2.170), pagina 125],

encontramos que
e 1 [ 1 1
/ e ds = / e Uy rdu=-T(=)= ﬁ
0 2 Jo 27 \2 2

I(z) ~ , T — 00. (7.56)

Por tanto

> FEjercicio 7.2

Calctlese I(x) asintdticamente para x — oo si ¢'(¢c) =0, c=a y ¢"(c) < 0.

3. En el caso I1.2¢ sucede que ¢/(c) = ¢"(c) = --- = ¢~ D(c) = 0. Si a < ¢ < b, debe ocurrir
que p debe ser par y ¢P)(c) < 0, pues en otro caso ¢(c) no seria un méximo. En este caso

I(z,0) / fle +460) () (t=c] gy
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Haciendo § — oo sélo introducimos términos exponencialmente pequenos, y por tanto
1) -
I(z) ~ f(c) ezd)(C)/ en? @ =" gy,
—00
Hacemos el cambio,
1

2 (p) c 1/p
sP = p!xqb(p)(c) (t—cf =s= [_qu()] (t—c),

y entonces

zp(c) )
[(1') ~ f(C)el/p/ e ds.
|:_;p¢(p)(c)i| —00
p!

. [ee] —gP oo _gP ’ . .
Como p es par se tiene que f_oo e ¥ ds =2 fo e % ds. Ademads, mediante el cambio de
variable sP = u encontramos que

e 1 [ 1_ 1 1
/ e % ds = / e_“uzlj Yauw=-T <) )
0 P Jo p p

Por tanto
r($) (e
2
I(x) ~ = @1 fle) e | T — 00. (7.57)
P [z ¢®)(c)]"?
> Ejercicio 7.3
Calctilese I(x) asintdticamente parax — oo sic = a, ¢'(a) = ¢"(a) = --- P~V (c) = 0y ¢ (c) < 0.

» Ejemplo 7.18

A continuacién se muestran unos ejemplos:
1.
,r
H tant 1
e TNt dt ~ — para I — 00.
0 X

Esta integral pertenece al caso III.1a, con c=a =0y ¢’'(a) = 0.

e 2 1
/ e % senh® ¢ dt ~ =
O 2

Esta integral casi pertenece al caso II1.2 con ¢ = a = 0, ¢'(a) = 0y ¢”(a) # 0. No es exactamente igual
al caso discutido en el apartado II1.2 porque en este ejemplo el méximo de ¢(t) no estd situado en el
interior del intervalo de integracion. Esto no conlleva un cambio sustancial en el procedimiento usado
en el apartado I11.2 para estimar el desarrollo asintético de la integral. Es facil ver que simplemente
el limite inferior de integracién de (7.55) cambia de —oo a 0, de modo que el valor de la integral I(x)
se reduce en un factor 2. En definitiva, la ecuacién (7.56) se convierte en

para x — 00.

813

I(z) ~ V7 f(a) e I — 0.
—20¢(a) '
En nuestro ejemplo a = 0, ¢(t) = —senh®t y f(t) = 1, y la expresién anterior se reduce a I(z) ~

Vr/dx.
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3.
1
—x sen’ ¢ F(1/4)
/_16 dt 57174 para x — 00.
Esta integral corresponde al caso II1.3 con p = 4.
4.

/2 4
/ (t+2) e ™St dt ~ — para T — 0.
—m/2 €

Esta integral pertenece al caso IIL.1, aunque debe notarse que los dos extremos de integracién (¢ =
—m/2 y t = w/2) contribuyen a la aproximacién asintética pues la funcién ¢(t) = — cost tiene un
méximo (absoluto) en ambos extremos. Un modo sencillo de tratar estos casos que poseen méas de
un méximo absoluto (es decir, maximos absolutos iguales) es descomponiendo la integral original en
suma de integrales con intervalos de integracion en los que sélo se encuentre un maximo absoluto.
En nuestro caso podriamos, por ejemplo, descomponer la integral asi:

/2 0 w/2
/ (t+2)e ® Costdt:/ (t+2)e " Costdt+/ (t+2)e " stdt,
—7/2 —7/2 0

La primera integral es simplemente del tipo considerado en el apartado III.1a y la segunda pertenece
al caso discutido en el apartado II1.15.

Caso con f(t) ~ fo(t — c)*.

En este apartado analizaremos un caso en el que f(c) = 0, mas especificamente, analizaremos
el caso en el que

f(t) ~ folt —c)* para t—c

con A > 0. Ademds supondremos que la funcién ¢(t) de la integral

b
I(:U):/ F(t) e®?® dt | xr — 00,
satisface la condicién
#'(c) =0, ¢"(c) <0 para a<c<b.

Procederemos como en casos anteriores y aproximamos [ (z) por I(x,d) donde
cto 1 2
I(z,0) = / Fo(t — c)* ™o +39"(0) (t=0)%) gy
c—0

es decir, tomamos el término dominante de f(¢) en t = ¢ y hasta el primer término correctivo de
¢(t) en t = c. Haciendo 0 — oo, obtenemos
o0 A 1 1/ t— 2
I(z) ~ foe? (t — ) e2®?" (=" gt

—00

Ahora hacemos el cambio habitual:

2 _ 1 1 t 2 t _ 2 12
s ——§x¢ (o)t—c)*=t—c= [_accb”(c)] S,
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y obtenemos que, para x — o0,

oo A2 ) 1/2
I(z) foew(c/ [m - } e [—x;/(c)] ds

¢"(c
Nfoe-’t¢(c |: —2 :| 782 dS. (758)
x ¢ (c)

Ahora hay dos posibilidades:

= Si X es impar la integral se anula y habria que incorporar el siguiente término del desarrollo
asintético de f(t).

= Si A es par, se tiene que

En este caso

—2 1% /A+3
I(z) ~ fo [mgb”(c)} r (;—) 90 x — 00. (7.59)

La condiciéon A > 0 se puede relajar a A > —1. Sin embargo, A < —1 no es aceptable pues, en
este caso, la integral I(x) no existe.

7.9.3. Mdéximo no fijo

En el apartado anterior vimos el caso en el que f(c¢) va a cero como una potencia de (t — ¢)
cuando t — ¢

Ft) ~ fot — )™

Ahora estudiaremos un caso en el que f(t) va a cero cuando ¢ — ¢ més rdpidamente que
cualquier potencia de (t — ¢):

1

b
I(IL’)—/ e a g ¥ (t-0)? dt, x — 0.

En este ejemplo ¢ = a. Nétese que la funcién f(t) = ¢~ ™4 va a cero mucho més rapido que (t—a)*
para todo A > 0 cuando t — a. Esto significa que no podemos aproximar f(¢) por el término
dominante de su desarrollo asint6tico en potencias de (t —a). El procedimiento adecuado consiste
en no separar exp|—1/(t — a)] de exp[—x (t — a)?] y hallar la posicién del verdadero méximo del
integrando de I(x). Para ello escribimos I(z) como

b
I(z) = / @b dt, (7.60)

donde

B t) = — L s—a

—a
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El méaximo de esta funcién se da en el valor de ¢ que satisface la ecuacion

do(x,t) 1
OB 0= — 2 (t—a).
dt G—az -9
Despejando t obtenemos que la posicién del maximo de ¢(x,t) es
t=a+ (2z)71/3. (7.61)

Noétese que, a diferencia de los casos estudiados hasta ahora, la posicién del méximo depende del
valor de z. En estos casos se dice que el maximo es mowvible o no fijo.

Para aplicar el método de Laplace lo primero que haremos es transformar, mediante un cambio
de variable, este problema en uno con méximo fijo, es decir, en una integral del tipo de (7.60)
pero en la que el maximo del exponente ¢ no dependa de x. Para ello hacemos el cambio

t—a=x"13s (7.62)

de modo que, por la ecuacién (7.61), vemos que el maximo de

d(x,t(s)) = d(x,5) = —(x7/3s) ™ —w (a71/35)? = —a 357! 4 57

1/3

estd situado en s = 271/° = ¢. Llevando a cabo el anunciado cambio de variable se tiene que

(b—a) z1/3
I(z) = x_l/g/ @) (s (7.63)
0

Esta integral ya tiene la forma adecuada para aplicar las técnicas que hemos aprendido en la
seccién anterior. Vamos a hacerlo, pero ya sin demorarnos en los detalles. Sabemos que!?

271345

I(x) ~ I(z,0) = x_1/3/ e?@9) ds |
2-1/3-45

Desarrollando ¢(z, s) en torno a s = 271/3,

o5 = dlas =2V 4 2| 2R

2! ds?

s=2—-1/3

insertando este resultado en I(z,d), y efectuando la integracién tras hacer § — oo, se tiene que

o9
o) a8 [ et
—00
9]
~ .’,13_1/3 6—3(2:1:)1/3/ e_3x1/3(s_271/3)2 ds
—00

para z — oo. Ahora hacemos el cambio de variable
u=V3z1/3 (s — 23

de modo que du = 3Y/2z1/6 ds y asi obtenemos

I(z) ~ 37127 1/371/6 —5 )17 /OO e du, T — 00
T2 S0
~ <3m) ¢’
pues [T e =2 [Te —u* = /7.

12Nétese que estamos en el caso en el que el mdximo ¢ = 2~
0<27Y3 < (b—a)z'/* para x — co.

, T — 00

1/3 est4 el interior del intervalo de integracién:
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7.10. Integrales de Fourier

Una generalizacién obvia de las integrales de Laplace estudiadas en la seccién anterior se da
cuando ¢(t) es compleja. En lo que sigue supondremos, sin perdida de generalidad, que f(t) es
real, pues si fuera compleja la descompondriamos como suma de su parte real e imaginaria:

b b b
/ F(t) e dt = / Re[f(1)] ™) dt + i / Im(f ()] ™) dt

y evaluariamos cada integral por separado. El hecho de que ¢(t) sea compleja da lugar a dificul-
tades nuevas no triviales. En esta seccién empezaremos considerando el caso en el cual ¢(t) es
imaginaria pura:'3

o(t) =ip(t) con P(t)real.

La integral que estudiaremos,
b
I(z) = / F(t) e ® gt (7.64)
a
con f(t), ¥(t), a, b y x reales, se conoce como integral generalizada de Fourier. Por supuesto,
cuando ) (t) =t esta integral se reduce a una simple integral de Fourier.
7.10.1. Integracién por partes de integrales de Fourier sin puntos estacionarios

Vimos en la seccién 7.6 que en algunos casos es posible estudiar el comportamiento de I(x)
para r — oo mediante integracién por partes pues para usar esta técnica no es relevante el hecho
de que la funcién ¢(t) sea compleja. Ilustraremos esta afirmacién mediante el siguiente ejemplo.

» Ejemplo 7.19

Vamos a calcular una aproximacion asintética de la integral de Fourier

1 et
I(z) = / dt
o 1+t

para x — oo. Lo haremos mediante integracion por partes:

_ -2
. = it izt
dv = et dt v = S _ ;¢
1T T
y por tanto
izt 1 1 : 1 ixt
I
x 1+t], xJy (1+1)?
iz : . 1 izt
ie i1 e
=——— 4+ - —— ———dt. 7.65
2 x + x x/o (1+1¢)2 (7.65)

La integral remanente es despreciable frente a los términos de contorno cuando x — oo; de hecho, se
desvanece como 1/x? cuando & — oo. Podemos comprobar esta afirmacién integrando por partes una vez
més escogiendo u = (1 +t)72 y dv = et dt:

i /1 eizt i@t 1 ir N 1 ) /1 eimt @t
- — P = ——— e - -
z Jo (1+1)2 42 22 2?2 fy (1+¢)3

13E] caso general en el que o(t) es compleja se estudia en la seccién 7.11.
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Pero esta tltima integral remanente es finita pues aplicando la desigualdad triangular encontramos que
b it 1 Loodt 3
———dt| < = —_— =
o (14+1)3 0 o (14+1¢)3 8

T et 1
I i ” -
(z) 9z ° +x+0<x2)’

ixt

(1+1)3

Por tanto, para z — oo,

0, usando otra notacién,

I(z) ~ —é e® +%, z — o0. (7.66)
Integrando repetidamente por partes se encontraria que
; i 1 (=)"(n —1)! i 1 (=)"(n —1)!
I(x) ~e® |- — — 4 ...y 2\ Sy oy AN T (767
() ~e 2r  4a? ot (2z)" * * x + x? ot an + (7.67)
<«

> Ejercicio 7.4

Demuestra por induccién la relacion (7.67).

En el ejemplo anterior hemos demostrado que las integrales remanentes que se iban obteniendo
se desvanecian mas rapidamente que los términos de contorno cuando x — oco. Podriamos haber
justificado este hecho acudiendo al lema de Riemann-Lebesgue, el cual dice lo siguiente:

Lema 7.3 (Lema de Riemann-Lebesgue para integrales de Fourier)
b
/ ft) e™ dt — 0 para x — oo (7.68)

siempre que f(f |f(t)] dt exista.

Utilizando este lema, el resultado (7.66) se podria haber deducido inmediatamente de (7.65) sin
necesidad de integrar de nuevo por partes la integral remanente de (7.65). En efecto, dado que
1

la integral
1
/0 (1+1)?

existe (de hecho, su valor es 1/2), el lema de Riemann-Lebesgue nos dice que la integral remanente
de (7.65) tiene la propiedad

dt

1 ei;rt
——dt — 0 ara T — 00
/0 (1+1)2 P

por lo que (7.65) se puede escribir como
I(z) = fiem+i +o <1>
2x z T

No demostraremos el lema de Riemann-Lebesgue, aunque podemos comprenderlo de un modo
intuitivo si nos damos cuenta de que para x — oo el integrando f(t)e* oscila muy rapidamente
por lo que las contribuciones de los diferentes subintervalos de integracién se cancelan dando
lugar a una integral que tiende a cero cuando x — oo. Estas afirmaciones se corroboran en la
figura 7.5 donde se ha representado la parte real del integrando de la integral del ejemplo 7.19
para = = 200.

El lema de Riemann-Lebesgue puede extenderse a las integrales generalizadas de Fourier, es
decir, cuando 9 (t) # t. En este caso el lema afirma:
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Figura 7.5: Parte real de la funcién /! /(1 + t) para = = 200 frente a t en el intervalo 0 < ¢ < 1.

Lema 7.4 (Lema de Riemann-Lebesgue para integrales generalizadas de Fourier)
b .
/ F(t) €™ dt — 0 para = — oo (7.69)

siempre que:
1. |f(t)| sea integrable en el intervalo [a,b], (es decir, si ff |f(t)| dt es finita).

2. () es una vez continuamente diferenciable en a <t < b (esto es, la primera derivada es
continua en a <t <b).

3. 1(t) no es constante en ningun subintervalo de a <t <b.

» Ejemplo 7.20

Este lema implica que

10
- 2
/ 3 eisent gy () para x — 00,
0

pues
1. |t3] es integrable en [0, 10] pues folo |t3| dt = 10*/4.

2. sen?t es una vez continuamente diferenciable en 0 < ¢ < 10 pues su primera derivada 2 sen(t) cos(t)
es una funcién continua en 0 <t < 10.

3. sen?t no es constante en ningtn subintervalo de 0 < ¢t < 10.

Sin embargo, el lema de Riemann-Lebesgue no permite afirmar nada sobre el valor de folo t3 €2 dt para
Z — 00 pues en este caso ¥(t) = 2 es constante.

<

Visto el éxito que hemos obtenido en el ejemplo 7.19 al ser capaces de hallar el desarrollo
asintotico de una integral de Fourier para x — oo mediante el método de integraciéon por partes,
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es natural que apliquemos este mismo método a la integral generalizada de Fourier. En este caso
identificamos

d f(t)]
£t o d ]
u = w,(@)) _ U o7 [1/)/(75) t,
dv = Y'(t) TP (t) gt Yy - air(t)

. 3
1r

y se tiene

LI B U A I (Ol e
I@) = o © Ve vy <t

Si f(t)/¢'(t) no se anulaen z = ay/oenx = b,y 4 [f(t)/¢'(t)] y ¥(t) satisfacen las condiciones
del lema de Riemann-Lebesgue, entonces se verifica que

a

O
I(z) ~ — 2 eiv(t) ’ ara x — 00 7.70
)~ r(d) t=a " (7.70)
pues la integral remanente, por el lema de Riemann-Lebesgue, va a cero mas rdpidamente que
los términos de contorno cuando x — oo.

Es evidente que la integracién por partes tendria problemas si ¢’'(t) = 0 para algin ¢ € [a, b].
Los puntos en los que ¢/(t) = 0 se llaman puntos estacionarios.'*

7.10.2. Integrales de Fourier con puntos estacionarios. Método de la fase estacionaria

Cuando hay puntos estacionarios, atin sigue siendo vélido el lema de Riemann-Lebesgue, por
lo que I(z) sigue yendo a cero para & — 00, pero ahora lo hard menos rapidamente que 1/x.
Esto puede entenderse de un modo cualitativo (por supuesto, es posible demostrarlo de forma
rigurosa) mediante el siguiente argumento: dado que f(t) e oscila menos rapidamente cerca
de un punto estacionario que en el resto de puntos, debe haber menor cancelacion entre los
subintervalos de integracion adyacentes al punto estacionario, por lo que la integral ird a cero
para x — oo de un modo mas lento que en el caso en el que no habia puntos estacionarios.
Estas afirmaciones pueden corroborarse a la vista de la figura 7.6 donde hemos representado la
parte real de la funcién ¢®¥® /(1 +t) para z = 200 y donde 1(t) = (t — 1/2)? tiene un punto
estacionario en ¢ = 1/2. Es muy instructivo que compares esta figura con la figura 7.5 (ndtese que
en esta figura ¥ (t) = t, por lo que ¥ (t) no tiene ningin punto estacionario). Un poco de reflexién
deberia convencernos de que la figura 7.6 es representativa del comportamiento tipico de los
integrandos de las integrales generalizadas de Fourier en las vecindades de un punto estacionario
cuando r — 00.

Se ha afirmado hace un momento que las integrales de Fourier con un punto estacionario
van cero para © — oo mas lentamente que las integrales de Fourier sin punto estacionarios que,
recuérdese, iban a cero como 1/x. Podemos ser mds precisos: vamos a demostrar dentro de un
momento mediante el método de la fase estacionaria que el término dominante de las integrales
generalizadas de Fourier en las que existe un punto estacionario ¢t = ¢ con las propiedades ¢’(c) =

Y'(c) == D(c) =0y f(c) #0, viene dado por
A
I(z) ~ — para r — 00.
rl/n

El valor de A lo daremos mds adelante.

14Este nombre est4 bien elegido, jverdad?
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Figura 7.6: La parte real de la funcién e(t=1/2) /(1 4 ¢) para = = 200 frente ¢ para 0 < t < 1.
Comparese con la figura 7.5.

El método de la fase estacionaria es un método similar al de Laplace en lo que se refiere a
que explota el hecho de que el término dominante de I(x) procede de un pequeno intervalo de
ancho § que rodea al punto estacionario. La verdad de esta tltima afirmacién debe resultarnos
evidente a la vista de la figura 7.6.

Dado que cualquier integral generalizada de Fourier con puntos estacionarios puede escribirse
como suma de integrales en las cuales 1/(t) se anule en uno de los extremos de integracién!® po-
demos estudiar el método de fase estacionaria sélo para integrales en las que el punto estacionario
esté en uno de sus extremos, digamos, por concretar, en su extremo inferior:

W(a)=0, vy ¢'(t)#0 para a<t<b.

7.10.3. Método de la fase estacionaria. Caso simple.

Queremos obtener el término asintético dominante de la integral

I(a) = / ’ F(t) €v® dt (7.71)

cuando a — o0, ¢'(a) =0, ¥"(a) # 0y f(a) = finito. N6tese que hemos llamado « al pardmetro
que hasta ahora denotdbamos por z. Usaremos esta nueva notacién porque en adelante nos
encontraremos con integrales en el plano complejo en las que = denotard (como es tipico) la parte
real de los niimeros complejos.

Empezamos descomponiendo I(«) asi

a+d ) b )
I(a) = / £(t) M dt + / F(t) ev® dy
a a+d

A
:I(CX,(S)-{-E, <okl

SEsto se consigue sin méds que situar el origen o final de los intervalos de integracién justo sobre los puntos
estacionarios.
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La segunda integral va a cero como 1/a porque no hay punto estacionario de () en el intervalo
[a + 6,b]. Dado que 0 < § < 1 podemos usar la aproximacién

f(t) ~ f(a),
9(t) = (a) + 50" (a) (1 — )

para hallar el término dominante de I(«,d):

I(a,0) / F(t) eovtt
a+6 -1 " 2
~ f(a) o) / oibo(a) (t-a)? gy

A fin de evaluar el término dominante de I(«,d) podemos hacer 6 — oo pues el término espurio
(o)
fla) e / cizad’ (@) (t=a) gy
é

que anadimos de este modo va a cero como 1/« dado que la funcién %1//’ (a) (t — a)? que aparece
en el exponente no tiene ningtin punto estacionario en el intervalo [6, oc]. Como esperamos'® que
I(«) decaiga a cero para o — oo mucho lentamente que 1/, podemos despreocuparnos de estos
términos que decaen tan rapidamente y escribir

I(a) ~ f(a) ¥ / eizon (@) (t=a) gy E, o — 00,
a [0

sin preocuparnos por el valor de B. Denotaremos a la integral que aparece en la expresién anterior
como J(«), es decir,

J(a) = / eizeV @ gy, (7.72)

donde z =t —a.

Evaluaremos la integral J(«) mediante el teorema de Cauchy-Goursat. Recuérdese que este
teorema nos dice que si la derivada de F(z) (siendo z un nimero complejo) existe dentro y sobre
el contorno cerrado simple C (es decir, si F'(z) es analitica dentro y sobre el contorno) entonces,

/C F(z)dz = 0.

En lo que sigue, al integrando de (7.72) lo denotaremos por F'(z). Nétese que
F(z) _ ei%mﬁ”(a)z

2

es una funcién analitica para todo z.

La idea clave para evaluar J(«) mediante el teorema de Cauchy-Goursat consiste en escoger C
de modo tal que la integral de Fourier J(«) se transforme en una integral generalizada de Laplace
cuyo comportamiento asintético puede hallarse mediante las técnicas expuestas en la seccién 7.9
anterior. Este contorno'” C se muestra en la figura 7.7. Sobre este contorno se cumple que

/ Fi)dz= [ F(zydz+ [ F)dz+ [ F(z)dz=o, (7.73)
C C1 Ca C3

y la eleccién de C asegura que, en cada caso (a) o (b), se tiene que fc (2)dz = 0 para R — o0
vy que fc z) dz toma la forma de una integral de Laplace. Vedmoslo para cada caso.

Por supuesto, esto habra de confirmarse en el futuro. Los impacientes pueden ver el resultado final —y la
confirmacién de estas suposiciones— en la ecuacién (7.79).

"La demostracién que se haré en las piginas siguientes para llegar a la férmula (7.78) debe aclarar el porqué este
contorno es justamente el adecuado.
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Yy > >
c ’ ”
2
C, z 5 R
4
R c C,
3
e - -
C, X
(b)

Figura 7.7: Contorno C para (a) ¥ (a) > 0 (b) ¥ (a) < 0.

Caso (a): ¥"(a) > 0
1. Sobre Cy se tiene que z =z +iy = Rcosf 4+ i Rsenf = R ¢ y por lo tanto tenemos que

22 = R?e = R%?c0s 20 + i R%sen 26,
dz=1iRe" do,

/4
/ F(Z) dz = / / ei%awu(a) (R2 cos 20+i R? sen 26) ; Reie 5.
Ca 0

Por la desigualdad triangular,
/ F(z)dz| < | |F(2)|dz
Ca Co

A 2
< R/ efga't/) (a) R*sen20 A6
0

€ /4
<R / e—%oﬂﬁ”(a) R2 sen 20 do+ R / / e—%aw”(a) R? sen 20 do
0 €

donde 0 < € < 1. Analicemos por separado estas dos integrales:

» Como 9" (a) > 0y sen26 > 0, se tiene que el integrando de

7T/4 1 " R2 ]
/ efiaw (a) R*sen2 do
€

es exponencialmente pequeno para R — oo, por lo que

/4 "
R/ eféaw (a)RQSen29 do — 0 para R — oc.

= En la expresion
R/ee L) (a) R2 sen 20 do
0
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aproximamos sen 26 ~ 26 para obtener

]%/6 e—%on/)”(a) R? sen 20 do ~ R/€ e—aw”(a) R20 do
0 0

1— e*Cﬂ[J”(a)RQE

~ o R/ (a) — 0 para R — oo.

En definitiva, encontramos que

/ F(z)dz— 0 para R — oc. (7.74)
Ca

2. Sobre C3 se tiene que

i/t 22 =2 oiT/2 = 2
z=re = 4
dz = e™/4 dr .
Por tanto,
0 -1 1" 2 4
/ F(z)dz = / elaev(@)ir® gim/4 gy (7.75)
Cs3 00
= —ei”/A‘/ e-20¥"(@r gy (7.76)
0

que es una integral de Laplace generalizada que, como veremos mas abajo, puede integrase
facilmente de forma exacta.

3. Sobre C; se tiene que

/ F(z)dz :/ ez (@) a? go = J(a). (7.77)
C1

0

Insertando los resultados de (7.74), (7.77) y (7.76) en (7.73), encontramos que

J(a) = em/‘l/ ez (@)r? gy
0

Notese que, de forma efectiva, el problema de calcular un desarrollo asintdtico de una integral de
Fourier lo hemos transformado en el problema més simple (o al menos, en el que tenemos mas
experiencia) de calcular el desarrollo asintético de una integral de Laplace. Esta ltima tarea es
especialmente simple en este caso pues la integral anterior se puede calcular de forma exacta.

Para ello hacemos el cambio T = [fa9)”(a)] V2, para obtener

) 00 i /4
J(a) =t L / e dr = ﬁie (7.78)
/Loy (a) /0 2a¢"(a)
pues [¢° e dr = \/7/2.
En definitiva,
I(a) ~ VT fla) glovl@+in/d o . (7.79)

201" (a)
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Caso (b): ¥"(a) <0

Procediendo de modo anédlogo a como se ha hecho en el caso (a), pero usando el contorno de
integracién que se muestra en la figura 7.7(b), se demuestra igualmente que

VTI@)  iav(a)—in/a

, a — 00. (7.80)
—2a)"(a)

I(a) ~
7.10.4. Metodo de la fase estacionaria. Caso mas general

Queremos evaluar la misma integral que vimos en la ecuacién (7.71)

b
a) = / F(t) v dt, o — o0,

pero ahora para el caso en el que ¢/(a) = 9" (a) = --- = Y™ V(a) =0, vM(a) # 0y fla) =
finito # 0. La discusién y procedimiento en este caso es, salvo por ciertas modificaciones menores,
igual al de la seccién 7.10.3 anterior.

Procedemos como en el caso anterior descomponiendo la integral

I(@) = I(a,8) + f() v ®) gt o — oo.
a+s

Dado que % (t) no tiene punto estacionario en [a + J,b], se verifica que la segunda integral va
como'® A/a para a — co. Centrémosnos pues en la integral

a+o )
I(a,0) = / f(t) v gt
a+o
= [1 ) et o] g

Al hacer § — oo introducimos sélo errores de orden 1/« por lo que, para a — 00,

I(a) ~ f(a) & / s o gy 4 B

y o0 n n _1 B

~ f(a) ezcw(a)/ gl ™ (@) 2" g 4 -
B
~J(a)+ —

«

donde -
J(a) = / el ™ (@5 g,

Ahora evaluamos J(«) mediante el teorema de Cauchy-Goursat:
/F(z) dz=0 con F(z)= el (@) 2" 5
C

escogiendo como contorno C el que se muestra en la figura 7.8. Es facil demostrar aqui también,

81,0 que valga la constante A no es importante, pues veremos que el término A /o serd despreciable frente a los
procedentes de I(a) para o — oo.
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(a) (b)

Figura 7.8: Contorno C para (a) ¥ (a) > 0, (b) ¥ (a) < 0.

procediendo como en el apartado 7.10.3 anterior, que f62 F(z)dz — 0 para o« — 0.
aqui también fC1 F(z)dz = J(a). En definitiva, tenemos que

/F(z)dZ:/F(z)dz—l—/ F(z)dz+ | F(z)dz=0,
C C1 Ca Cs
es decir,

J(a)+0+/c F(2)dz=0.

Tenemos por tanto que

J(a)=— [ F(z)dz=— / BV @ g
Cs Cs
Vamos a discutir cada caso ( ¢(")(a) >0y w(n)(a) < 0) por separado.

Caso (a): 9™ (a) >0

. 0 - 1 x
2
C, b = R
n n
R c C2
3
0
C g X

Por supuesto,

Sobre el contorno C3 que se muestra en la figura 7.8(a) se tiene que z = r exp (%), y por tanto
2" = ir™ sobre Cs. Esto significa que J(a) se transforma en una integral real, en una integral de

Laplace:

e}
Ja) = [ @ G gy
0

. o0
— i / e HII@ g
0
Haciendo el cambio de variable s = %w(”)(a) r™, obtenemos,

. —1/n [
J(a) =e'2m E [gw(”)(a)} / / snle™ ds
0

n Ln!
[ YT/ e
_[awﬂ(a)] no o

En definitiva, dado que 1/ o™ domina sobre 1 /o para a — 0o, encontramos que

n! r/" I'(1/n)
ay™(a)

f(a) eim/’(n)(“)”%, a — 0.

I(a) ~ {

n

(7.81)
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Caso (b): ™ (a) <0

Procediendo como en el caso (a), pero usando ahora el contorno Cz de la figura 7.8(b), se
encuentra sin mayor dificultad que

nl ]1/” I'(1/n)

- z'cm/;(”)(a)—iln
a0 (a) fla) e m, o — 00. (7.82)

I(a) ~ [

n

7.10.5. Método de la fase estacionaria cuando f(t) ~ fo (t — a)* en el punto estacionario a

Queremos conocer en esta seccién el desarrollo asintético de la integral

I(a) = / b £(t) ™ gt

cuando el punto estacionario de ¥(t) estd en t = a y cuando sucede que la funcién f(¢) no toma un
valor finito distinto de cero en t = a (tal como habia sucedido hasta ahora) sino que se comporta
como

F(t) ~ fo(t —a)* (7.83)
en las vecindades del punto estacionario. Vamos a suponer ademas que
1
U(t) =(a) + ;d)(")(a) (t—a)"+-- (7.84)
es decir que ¥'(a) = ¥"(a) = - = D(a) =0y v (a) # 0.

Procedemos como en las secciones anteriores y, para a — 0o aproximamos [ («) asi:
a+d )
I(a) ~ I{a, ) = / F() 6= gy
a

Insertando en esta integral las expresiones de 1(¢) y f(t) de las ecuaciones (7.83) y (7.84) encon-
tramos que

a+d ‘ . .
I(a,6) ~ / fo(t — a)A eza[w(a)+m¢ (a) (t—a)"] dt.
Haciendo § — oo obtenemos que

I(a) ~ fO eiad)(a)/ (t o a))\ eia%q/;(”)(a) (t—a)™ dt

a

oo
~ fo eiaw(a)/ Z/\ eia%w(")(a) z" dz
0

~ fo %) J(a).

Para evaluar J(«) procederemos como en los apartados anteriores: usamos el teorema de
Cauchy-Goursat para transformar J(«) en una integral de Laplace, elegimos contorno C como
en el apartado 7.10.4 anterior [véase la figura 7.8(a)] y distinguimos dos casos segtin 1™ (a) sea
mayor o menor que cero.
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Caso (a): ¥™(a) > 0

De igual modo que en la secciéon 7.10.4 anterior, es posible demostrar que fcg F(z)dz — 0
para R — oo, por lo que

/61 P(2)dz = J(a) = — /63 F(2) dz.

Pero sobre el contorno C3 de la figura 7.8(a) se tiene que z = rexp (z%), por lo que la tarea de
evaluar la integral compleja anterior se convierte en la tarea de evaluar una integral real:

0 c AN i L(n) . n .
J(a) = —/ [r e’%] gl @)™ gise gy

o0

iD= [ A —alym(g)m
=e 2n rte” Ynl dr.
0

Hacemos el cambio de variable s = %w(”) (a) r™, con lo que obtenemos,

A+1
n

. = 1 n! o0 A1

— ’L(AJrl)? — *1+T —S

J(a)=e o [aw(”)(a)} /0 s e % ds
A+l

_ n! w T (%) ot (A1) 5

ay((a) n
En definitiva,
A+1
n! 1T T(AE) 1)
~ n iath(a)+i(A+1) 5~
I(«) [aw(”)(a)] - foe 2, o — 00. (7.85)

Caso (b): (™ (a) <0

De forma anéloga al caso (a), pero ahora usando el contorno C3 de la figura 7.8(b), es facil
demostrar que

A4l
n! m P(M
n

! ) , » .
T o [ 5 o (@) —i(A+1) 2 , ,
(@) [ a0 (a) foe I, — 00 (7.86)

7.11. Método de la maxima pendiente

El método de la maxima pendiente es una técnica muy relacionada con el método de Laplace
(y de la fase estacionaria) que sirve para hallar el comportamiento asintético de integrales de la
forma

I(a) = /C f(z) M2 gz = /C f(z) e92) ga¥(2) g, (7.87)

para o — 00, donde C' es un contorno de integracién en el plano complejo, f(z) y

h(z) = ¢(z) +ih(2)

son funciones analiticas de z, y ¢(z) y ¥(z) son funciones reales. A diferencia de las integrales
del método de fase estacionaria, en el que el argumento del exponente era un nimero imaginario
puro, o del método de Laplace, en el que el argumento era un nimero real, ahora el argumento
de la integral (7.87) tiene parte real y parte imaginaria.
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Cl

Figura 7.9: La integral fc 2)dz y fc' z)dz son iguales si F'(z) es analitica en los contornos C'y
C', y en la regién comprendlda entre estos contornos (regién rayada). El contorno C' [C''] es la linea
gruesa superior [inferior] que va desde el punto A hasta el punto B.

La clave del método de méaxima pendiente consiste en usar el hecho de que el integrando
de (7.87) es analitico para deformar el contorno C' y transformarlo en un nuevo contorno de
integracién C'’ sobre el que la integracién sea més facil de llevar a cabo (véase la figura 7.9). En
particular, el nuevo contorno C'’' que se escoge en el método de la maxima pendiente es aquel
sobre el que la fase de h(z), es decir, la parte imaginaria de h(z), es contante: 1(z) = const. De
este modo la integral (7.87) se reduce a

I(a) = V@) [ f(z) ) gz (7.88)
C/

y la nueva integral

I'(o) = [ f(z)e*®) dz (7.89)
Cl

puede evaluarse mediante el método de Laplace dado que ¢(z) es real.
Por supuesto, podria haberse escogido como nuevo contorno C'” a aquel en el que la parte
real de h(z) es constante: ¢(z) = const. En este caso la la integral (7.87) se reduce a

I(a) = MIOL 09 (7.90)

y la nueva integral

"a)= [ f(z) ¥ dg (7.91)

o
podria evaluarse mediante el método de la fase estacionaria dado que ¥ (z) es real. No obstante,
suele usarse el contorno C'' porque el método de Laplace es habitualmente preferible al de la
fase estacionaria dado que su comportamiento asintético completo se deduce del comportamiento
del integrando en la vecindad del punto de C'’ en el que ¢(z) es mdximo. Por el contrario, el
comportamiento asintético completo de una integral de Fourier depende del comportamiento de
1 (z) sobre todo el integrando C'”. En definitiva, el método que vamos a estudiar en esta seccién
consiste esencialmente en transformar la integral compleja (7.87) en una integral de Laplace.
Veremos mas adelante por qué a este método se le conoce como método de la maxima pendiente.
Empezaremos estudiando este método mediante varios ejemplos.
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» Ejemplo 7.21

Queremos hallar el comportamiento asintético de la integral

I(a) :/ Inz €% dz (7.92)
c

cuando o — oo siendo C' el segmento que va de 0 a 1 sobre la recta real. Es decir, queremos evaluar la
integral

1
I(a) = / Inz e dz (7.93)
0

cuando o — oo. Vamos a hacerlo mediante el método que hemos apuntando més arriba (método de la
méxima pendiente): deformamos C' en un nuevo contorno C'’ sobre el que la fase 1(z) es constante de
modo que la integral toma la forma de una integral de Laplace. ;Cual es este contorno? Comparando la
integral de (7.92) con la expresién general (7.87) vemos que h(z) = iz =iz — y, de modo que

#(z) = d(z +iy) = ¢p(z,y) = —y = —Im 2

Y(z) =¢Y(x +iy) =P(z,y) =2 = Rez.

Por tanto, lineas con x constante, es decir, las lineas paralelas al eje y, son lineas de fase ¥ (z, y) constante.
Es sobre estas lineas sobre las que hemos de deformar el contorno C. En la figura 7.10(b) se ha dibujado
el nuevo contorno de integracién C'’ = C1+ C2 + C3. La integral (7.92) es por tanto:

I{a) = / Inz e dz (7.94)
= / Inz e'®* dz +/ Inz e dz +/ Inz e dz. (7.95)
c1 c2

C3

El contorno C1 viene dado por la ecuacién x = 0 o, en forma paramétrica, z = is donde el pardmetro s es
un ntmero real que va de 0 hasta S:1°

Cl: z=is, 0<s<S5, sT7T.

El contorno C3 esta definido por la ecuacién = 1, o en forma paramétrica, z = 1+ is donde el pardmetro
s es un numero real que va desde S hasta 0:

C3: z=1+1is, S>s>0, s|.

Los contornos C1 y C3 son contornos sobre los que la fase de h(z) = iz es constante y, como veremos en
breve, la integrales I; e I3 sobre estos contornos adoptan la forma de integrales de Laplace. Sin embargo,
es evidente que la fase de h(z), ¥(z) = z, sobre C2 no es constante por lo que la integral sobre C2 no
serd de Laplace. No obstante, esto no es preocupante porque, como es facil ver, esta integral tiende a cero
de forma exponencial cuando S — oo:

I E/ Inz &' dz
c2

1+iS _ _
= / In(z + 49) =19 4y
is

14iS .

—e % / In(x +iS) e dx
iS

y por tanto Is — 0 de forma exponencial para S — oco. Debe notarse que no hay modo deirde 0 a 1 a

través de un contorno siempre de fase constante porque la fase ¥(z) en z = 0 es distinta de la fase en

9Con el simbolo s 1 queremos indicar que s es un nimero que crece. Obviamente, s | significa que s es un
ndmero decreciente.
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y
4
i S Q2 1+1S
Cly L | | =
2
S S A
X

0.20.40.60.8 1

(a) (b)

Figura 7.10: (a) La funcién ¢(z) = ¢(z,y) = Relh(z)] = —y con h(z) = iz. (b) Contorno de
integracién C'' = C1+4 C2+ C3 (lineas continuas gruesas). También se han representado las isolineas
de ¢(z) (lineas quebradas ) y las isolineas de la fase ¢)(z) (lineas continuas delgadas).

z=1:9(0) =0 # 1 =1(1). Esta dificultad la hemos solventado de un modo sencillo: hemos escogido el
contorno sobre el que la integral no es de Laplace (sobre el que la fase no es constante) de modo tal que
el valor de la integral sobre este contorno sea facil de calcular, en particular, hemos escogido el contorno
para que la integral sea nula.

La integral I; puede evaluarse de forma exacta. Veamoslo:

I E/ Inz €% dz
c1

S
:/ In(is) ') d(is)
0
s
= z/ In(is) e ds.
0

Como anunciamos antes, esta integral es ya una integral de Laplace. Si hacemos S — 0o y tenemos en
cuenta que In(is) = In (e"™/2 s) = im/2 + In s se tiene que

[1:_E/ e*asds—l—i/ Inse™*%ds.
2 Jo 0

Haciendo el cambio & = as encontramos

L=~ [/mlnfe—fdg—lna/me‘fdﬁ]
0 0

200 «
™ )

= v+l
e~ 5 Tna)

donde hemos usado la relacién

/me*flngdg = —y

0
siendo v = 0'5772156649 . .. la constante de Euler.
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Nos resta calcular la integral I3:

/ Inz e dz
c3

/ In(1 + is) €1+ (1 4 is)

=—i ew‘/ In(1+1is)e”*ds
0

donde hemos hecho directamente S — oo en los limites de integracién. Esta tltima integral es evidente-
mente una integral de Laplace. Teniendo en cuenta que In(1+41is) = — > 7 (—is)™/n, y aplicando el lema
de Watson, se obtiene

oo

I3 ~ iei® Z 7(_72) / s"e T ds
0

n=0

Niemz% para « — oo.
n=0

El resultado final es por tanto
I(O[) :Il +IQ+I3

ilna iy +7/2 = (=) (n —1)!
. FERRECEDS

<

Ahora podemos entender por qué el procedimiento que acabamos de usar es conocido como
método de la maxima pendiente. La razon es simple: resulta que las lineas sobre las cuales la
fase de h(z) es constante, ¥(z) = const, sefialan justamente la direcciones a lo largo de las cuales
la funcién ‘eh(z)‘ = e?(2) ¢, equivalentemente, ¢(z), cambia més rapidamente. Entendiendo ¢(z)
como la altura de una superficie ¢(x,y), las lineas a lo largo de las cuales ¢(x,y) cambia mas
rapidamente marcan, en cada punto por los que pasan, las direcciones en las que la pendiente de
o(x,y) es maxima.

Veamos que, efectivamente, los contornos de fase 1(z) constante son los contornos de maxima
pendiente de ¢(z). Como h(z) es analitica (al menos en la regién de integracién), se han de
satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann

99 _ ¢

ox Oy’

o 8¢ (7.96)
or Oy’

Multiplicando los términos de la izquierda y de la derecha entre si encontramos la relacion

99 00 9 9
5 95 9y 55 =" (7.97)

. (06 06 L oy o
vo=(ra) v %= (505)

la ecuacién (7.97) equivale a

Teniendo en cuenta que

V- Vi =0.
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Esta ecuacién nos dice que en todo punto (z,y) el gradiente de ¢ es perpendicular al de . Como
la derivada de v en una direccién cualquiera 77 viene dada por

dip

dz = Ve,

i

vemos que la derivada de 1 en la direccién del gradiente de ¢, 7@ = V¢ /|Ve|, es nula:

dip

| _Vu-ve _
dz N N

o |Vl

Esto significa que (z) es constante sobre las lineas que son paralelas al gradiente de ¢(z),
es decir que, tal como querfamos demostrar, las lineas con fase 1(z) constante son lineas de
mazxima pendiente de ¢(z). Esto ya lo habfamos visto en el ejemplo 7.21 anterior: como se aprecia
en la figura 7.10(a), las lineas de méxima pendiente de ¢(z) corren paralelas al eje y, es decir,
la ecuacién de estas lineas es x = const, que es justamente la ecuacién de las lineas con fase
¢(z) = x constante.

Intercambiando el papel de ¥ y ¢ en los razonamientos anteriores, se encontraria que ¢(z) es
constante sobre las lineas paralelas al gradiente de 1(z). Como 6d> . 61& = 0, concluimos que las
lineas de valor constante (isolineas) de ¢(z) y ¥(z) son normales entre si. Esto se puede apreciar
en las figuras 7.10, 7.11, 7.13, 7.14 y 7.15, donde se ve que las lineas continuas [isolineas de 1(z)]
y discontinuas [isolineas de ¢(z)] se cortan siempre en dngulo recto.

» Ejemplo 7.22

Queremos hallar el desarrollo asintético para x — oo de

I(a) = / e dz = /1 e dz | (7.98)
c 0
C es el segmento de la recta real que va de 0 a 1. Aqui
h(z) =iz = i(x +iy)? = —2zy +i(z? — y?)
de modo que

¢(2) = =2y

U(z) = 2® -y
La funcién ¢(z) se ha representado en la figura 7.11(a). En la figura 7.11(b) se han trazado lineas de fase
1 (z) constante (lineas continuas) y lineas con valor ¢(z) constante (lineas quebradas). Vamos a proceder
como en el ejemplo anterior y buscamos un nuevo contorno C'’ que surja de la deformacién de C' y que

recorra lineas de fase constante. En la figura 7.11(b) se ha representado con lineas continuas mas gruesas
este contorno: C’ = C1 + C2 + C3 de modo que®”

I(o) = / / e’ dz (7.99)

. 2 . 2 . 2
= / e’ dy / e’ dz 4 / e gz, (7.100)
C1 C2 C3

Vamos a justificar a continuacién que este contorno permite transformar la tarea de calcular la integral
(7.98) en la tarea de evaluar un par de integrales de Laplace.

20C2 no es realmente un contorno de fase constante, pero esto no tiene importancia porque como veremos mas
adelante su contribucion a la integral es nula.
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Figura 7.11: (a) La funcién ¢(z) = ¢(x,y) = Re[h(z)] = —2zy con h(z) = iz%. (b) Isolineas de
@(z) (lineas quebradas ) y de la fase 9(z) (lineas continuas delgadas). El contorno de integracién
C’ = C1+ C2+ C3 se representa mediante lineas continuas gruesas.

La linea (o lineas) de fase 1(z) = 22 — y? que pasa por (z,y) = (0,0) es aquella en la que la fase es

nula ¥ (z = 0) = 0. La ecuacién de esta linea es por tanto (z,y = £z). La linea (z,y = —z) o, en forma
paramétrica, z = (1 — i)s siendo s el pardmetro real, es una linea sobre la cual ¢(z) crece cuando nos
alejamos del punto inicial (z,y) = (0,0) dado que ¢(z = (1 —i)s) = 252 por lo que ¢(z) crece para s
crecientes, es decir, a medida que nos alejamos del punto inicial. Esto significa que deformar el contorno C'
para llevarlo (en parte) sobre este contorno z = (1 —i)s no es conveniente pues la integral correspondiente
no seria una integral de Laplace puesto que en las integrales de Laplace fooo exp(—ag&) f(£)d¢ el nicleo
exp(—ag) es decreciente. En cambio, sobre la linea (z,y = z), o en forma paramétrica, sobre la linea
z = (141)s, la fase ¢(z) disminuye para s crecientes. En definitiva, este contorno, que llamamos C'1 viene
dado por la ecuacién
Cl: z=(1+4)s, 0<s<S, sT.

Sobre este contorno C'1 si podremos usar el método de Laplace. Mas ain, sobre este contorno es posible

integrar
. 2
I = / e'“* dz
Cc1

s
I, = / efa(1+i)?s® (1+4)ds,
0

de forma exacta. Vedmoslo:

pero 14+ i = /2 /%, de modo que (1+i)?2=2 e'™/2 = 2j, y por tanto la integral anterior se transforma
en

S
L =vV2 ei“/4/ e~205% g,
0

Mediante el cambio 22 = 2as?, haciendo S — oo, y teniendo en cuenta que fooo e dz = V/7/2, se deduce

finalmente que
1 /m .
n=s \[1 oin/4.
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Calculemos ahora la integral I3. El contorno C3 es la linea de fase constante que pasa por z = 1. Las lineas
de fase constante 1)(z) = const son aquellas que verifican la relacién 1(z) = 2% — y? = const. La fase de
la linea que pasa por z =1 es ¥(z = 1) = 1, por lo que la ecuacién del contorno C3 es (z,vz? — 1) o, en

forma paramétrica,
C3: z=s+ivs?i—1

siendo el parametro s un nimero real que va de s = S hasta s = 1. Por tanto

)
Ig:/ e'“* dz
c3

= /1 ez (s) %ds.
S dS

Pero iz? = i — 2552 — 1, lo que sugiere hacer el cambio u = 2sv/s2 — 1, de modo que z = /1 + iu, para
que la integral tome la forma de integral de Laplace sobre la variable wu:

0
- d
13:/ ecli=w) &2 gy,
S du
Z‘eia /S e—au
2 Jo Vitiu

Haciendo S — o0, la integral de Laplace resultante

I (7.101)

B ,L'eia /OO e—au
2 )y Vit
puede evaluarse facilmente mediante el lema de Watson. Para ello desarrollamos 1/4/1 4 iu en serie de
Taylor (férmula del binomio generalizado, véase la férmula (2.168) en la pdgina 124),

9

V1+iu n!

la introducimos en la integral (7.101) e integramos término a término:

L Z(_w)nr(n +1/2)T(1/2)
n=0

P L Z(—i)nW’ v 0. (7.102)

n=0

. 2
I = / o s
C2

no es una integral de Laplace porque C2 no es un contorno de fase constante.?! No obstante, esta integral
es facil de evaluar pues C2 es un contorno vertical (paralelo al eje y) que va del punto (S,S) hasta el
punto (5,v52 — 1) y, por tanto, la longitud del camino de integracién va cero cuando S — oo. Como el
integrando es una funcién acotada, concluimos que Is — 0 si S — oc.

Sumando los resultados anteriores para I, I> e I3 encontramos finalmente que

1 [r o e, D(n+1/2)
I(a)—2\/;e / —TZ<—2) T(1/2)am T’ a — 0.

n=0

La integral

Por 1ltimo es importante recordar que en el cdlculo de las integrales de Laplace sélo es relevante el
comportamiento de la integral (o el integrando) en las vecindades del punto en el que la funcién ¢(z) es
méxima. Por ejemplo, para calcular I3 hemos trabajado anteriormente con todo el contorno C3 cuando
sabemos que sélo es relevante conocer este contorno en las vecindades de z = 1. Sea C'3* el contorno de

21C2 va desde C1, en donde la fase es nula, ¢(z) = 0, hasta C3, en donde (z) = 1. En la figura 7.11 se ve que
C2 no corre a lo largo de una linea continua delgada y que no es ortogonal a las lineas de ¢(z) constante (lineas
quebradas).
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fase constante situado en las vecindades de z = 1 y que pasa por z = 1, es decir, C3* es simplemente una
porcién (muy pequena) de C3 que incluye al extremo z = 1 del contorno. Entonces

A
IgN/ e'“* dz, a— .
C3*

La funcién h(z) en las vecindades de un punto zg podemos estimarla mediante los dos primeros términos
del desarrollo de Taylor: h(z) = h(z) + O(z — 2)? con

Las curvas de fase constante en la vecindad de zy son aquellas en las que la parte imaginaria de E(z)
es constante, es decir, aquellas curvas para las que 1(z) = const siendo ¥ (z) = Imh(z). En el presente
ejemplo h(z) = iz? y 29 = 1 de modo que

hz)=i+2i(z—1)=—2y+i(2z — 1)

Y(z) =2z — 1.
Por consiguiente, en las vecindades de z = zp = 1, los caminos de fase constante son aquellos en los que z

es constante. Por supuesto, el contorno de fase constante que pasa por z = (x,y) = (1,0) es aquel para el

que la fase es igual a 1(1) = 1. En resumen, el contorno de fase constante C'3* situado en las vecindades
de z =1y que pasa por z = 1 viene dado por la ecuacién paramétrica z = 1 4 is donde el pardametro s es
un nimero real pequenio 0 < s < 1 decreciente:

C3*: z=1+1is, 0<s<l1, s].

Por tanto, para @ — 0o y € pequeno,
I3 N/ ei?” gy
Cc3*
0 2
N/ eia(l-‘ris) d(]. +ZS)
€

€
. 3 — —1q 2
Nizeza/ e 2ase ias® g
0

Esta udltima integral de Laplace puede calcularse mediante el lema de Watson teniendo en cuenta que
exp (—ias?) = Y07 (—ias?)" /nl:

[} . \n 0o
. g - —
ISN_ZGZQE ( ') / e 20¢582nds
n: 0

n=0
et SN, (2n)!
A Z(_l)n?"n!a”“’ @ oo
n=0

Este resultado estd de acuerdo con el de la ecuacién (7.102) puesto que (2n)!/(22"n!) = T'(n+1/2)/T'(1/2).
Este procedimiento es claramente ventajoso cuando el calculo de todo el contorno de fase constante resulta
complicado.

Podemos simplificar atin maés el cdlculo si sélo nos interesa hallar el término principal del desarrollo
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asint6tico. En este caso, basta aproximar h(z) por h(z) para obtener

I3 ~ ah(z

\

3
ah(z

~

3

N/ eah(z 1+is) d(1+28)
€ 4 o
~ _iewc/ e—2as ds
0

i eloé
200’

que coincide con el término dominante de (7.102).

~ —

7.11.1. Puntos de silla

Hasta ahora, las integrales de Laplace que hemos encontrado al deformar el contorno de
integracién C' eran del tipo en las que el maximo del exponente ¢(z) estaba situado en los
extremos de integracién. Podria pensarse que este maximo también podria estar situado en el
interior del intervalo de integracion, es decir, que podriamos encontrarnos que ¢(x,y) alcanza un
maximo en un punto zg = (xo, yo) situado en el interior (no en los extremos) de un contorno de
fase constante, 1)(z) = const. Si esto sucediera, en este “méximo” la derivada de ¢ en la direccién
paralela a este contorno se anularia. Pero esta derivada es justamente el gradiente de ¢ porque,
como demostramos anteriormente, el contorno de fase ¢ constante es un contorno de maxima
pendiente de ¢, es decir, un contorno que, en cada punto, corre paralelo al gradiente ﬁ(b. En
definitiva 96 96

Vo(z) = <a$, aZJ)zO = (0,0). (7.103)
Desde un punto de vista geométrico, esto significa que la superficie ¢(x,y) es plana en el punto
2. Sin embargo, debe notarse que ¢(z) nunca puede tener un auténtico méximo (excepto en una
singularidad). Esto puede verse a partir de la ecuacién

62 2
¢ L 9% ¢
dz2 " 9y?

la cual se deduce facilmente a partir de las ecuaciones de Cauchy-Riemann (7.96) derivando la
primera ecuacién respecto a z, la segunda respecto y y despejando el término cruzado 9%t /0zy.
Ahora podemos entender que no es posible que ¢ tenga un auténtico maximo en zy porque si,
por ejemplo, ocurre que 82¢/ 63}2| 2 < 0 entonces, por (7.104), necesariamente debe ocurrir que
02¢/0y?|,, > 0. Estos puntos zp son llamados punto de silla porque la superficie ¢(x,y) toma el
aspecto de una silla de montar (o la forma de un paso de montana) en sus vecindades (véase la

=0 (7.104)

figura 7.12).
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann (7.96), la ecuacién (7.103) implica
> oY 9y
\Y === = (0,0). 7.105
v = (50 55) =00 (7.105)
Ademas,

iy Gh_ 09 00 0% 09
h(z)_dz_8x+ ox Oy 8y
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Figura 7.12: Ejemplo de funcién con punto de silla: ¢(z,y) = Re(2?) = 22 — 2 tiene un punto de
silla en (z,y) = (0,0). La funcién ¢(x,y) tiene un maximo sobre la curva x = 0 (la curva que pasa
por O desde el punto A), curva que es de fase constante pues 1(z,y) = Im(z?) = 2zy = 0 para
x=0.

y por tanto, de las ecuaciones (7.103) y (7.105), se deduce que
h'(2) =0 (7.106)

en los puntos de silla.

En la figura 7.12 se ha representado la funcién ¢(x,y) = Re z? = 22 — y? que tiene un punto
de silla en z = 0. Nétese que ¢ crece cuando nos alejamos del punto (z,y) = (0,0) a lo largo de un
contorno paralelo al eje = (linea 0B) y decrece cuando nos alejamos del punto siguiendo una linea
paralela al eje y (linea 0A). La linea 0A, y la que baja por el otro lado del “valle”, son las lineas
descendentes de maxima pendiente (o de maximo descenso) que pasan por el punto de silla. En
cambio, la linea 0B, y su opuesta (la que sube al otro lado de 0), son las lineas ascendentes de
méxima pendiente (o de méximo ascenso) que pasan por el punto de silla. En aquellos problemas
en los que el maximo de ¢(z,y) sea un punto de silla, el contorno de maxima pendiente que
hemos de seguir es el de maximo descenso para que la integral se transforme en una integral de
Laplace. Veamos unos cuantos ejemplos.

» Ejemplo 7.23

Queremos evaluar la integral de Airy

1 [ 53
Ai(a) = ;/0 cos <as + 3> ds

para a — co. Mediante el cambio s = a'/?z y escribiendo el coseno como suma de exponenciales imagi-
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narias, cosz = (e’ +e7%®)/2, es facil ver que

1/2 oo
Aifa) = Z— [ @™ G+/8) gy (7.107)
2 J_
1/2
=2 [ e gy (7.108)
27T C

Esta integral ya tiene la forma (7.87) apropiada para aplicar el método de la mdxima pendiente. Pero
como el intervalo de integraciéon C va de —oo hasta oo, el inico modo de aplicarlo es si ¢(z) tiene (al
menos) un punto de silla. Por (7.106) sabemos que los puntos de silla se sitian en los ceros de h'(z) = 0.
En la integral de Airy h(z) = i(z + 23/3) de modo que h'(z) = i(1 + 22) y los puntos de silla estdn en
z=+4iy z = —i. Ademéds

h(z) =i (z + Z;) (7.109)

ity 4+ (7.110)

2 2
y<y3x21)+i:z:(a;y21), (7.111)

y por tanto

Por consiguiente, las lineas de méxima pendiente (fase constante) satisfacen la relacién

2
x
Uv(z) == (3 —y? - 1) = const. (7.112)
Algunas de estas lineas se han representado en la figura 7.13 (son las lineas continuas). Como el valor de la
funcién h(z) en los puntos de silla es real, h(+i) = F2/3, la fase de las lineas que pasan por estos puntos
es nula. Por tanto, estas lineas vienen descritas por la ecuacién

2
Imh(z) =9¢(z) ==z (563 T 1) =0. (7.113)
De aqui se deduce que las lineas de maxima pendiente que pasan por los puntos de silla son el eje imaginario,
x = 0, y las hipérbolas de ecuacién

562

§—y2—1=o. (7.114)
Estas hipérbolas se han representado en la figura 7.13 mediante lineas de trazo maés grueso. La linea x = 0

es la linea de méximo ascenso de ¢(z), mientras que las hipérbolas

2
x
=44/—=— -1
Y 3
son las lineas de maximo descenso, como no es dificil comprobar.??
Para evaluar la integral de Airy (7.107) vamos a deformar el contorno C' en un nuevo contorno C'’/ =
C1+ C2 + C3 que en parte de su recorrido (en el dado por C2) sigue la linea de méxima descenso que
cruza el punto de silla i (véase la figura 7.11). Es decir

2
2 y:\/%—l.

22 . . - . i

Sabemos que ambas lineas son bien de maximo ascenso o bien de maximo descenso, de modo que para deter-
minar su tipo basta con comprobar si sobre ellas la funcién ¢(z) simplemente aumenta o disminuye al alejarnos
del punto de silla.
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Figura 7.13: (a) Funcién ¢(z,y) = Re[i(z + 23/3)] del ejemplo 7.23. (b) Contorno de integracién
C2 (linea continua gruesa superior) para el ejemplo 7.23. Las lineas quebradas son las isolineas con
valor de ¢(z) constante. Las lineas continuas delgadas son las isolineas de fase 1(z) constante o,
equivalentemente, las lineas de méxima pendiente de ¢(z,y). Los puntos marcados con S1 y S2 son
los puntos de silla situados en z = i y 2 = —i, respectivamente. C2 es el contorno de maximo descenso
que pasa por el punto de silla S1. La linea gruesa que pasa por S2 es una linea de maximo ascenso.

Los contornos C'1 y C3 no se han representado en esta figura. Podemos tomarlos como arcos de radio
R — oo que van desde el eje real y = 0 hasta el contorno C2. No es dificil demostrar que las integrales
Sy explia®?(z + 23/3)]dz y [, explia®?(z + 2°/3)]dz se desvanecen cuando R — 0.2

Como ya apuntamos en el ejemplo 7.22, pagina 458, sabemos que en el cdlculo de las integrales de Laplace
s6lo es relevante el comportamiento de la integral (o el integrando) en las vecindades del punto de silla
z = 1. Sea C'2* el contorno de fase constante situado en las vecindades de z = i y que pasa por z = i, es
decir, C2* es simplemente una porcién (muy pequena) de C2 que rodea al punto de silla. Entonces

3/2
I N/ A dz o — .
2~

Podemos estimar la funcién h(z) en las vecindades del punto zy = i desarrollando h(z) en serie de Taylor
en torno a zo: h(z) = h(z) + O(z — z9)® donde [recuérdese que h’'(zp) = 0]

~ 1 dn?
h(z) = h(zo) + 322 (2 — 20)? (7.115)
=-2/3 — (2 —i)? (7.116)
1
= - =2y — 2%+ 9% +i22(1 —y). (7.117)

3

Las curvas de méxima pendiente en la vecindad de zg son aquellas en las que la parte imaginaria de E(z)
es constante, es decir, aquellas curvas para las que ¥(z) = Imh(z) = 2z(1 — y) = const. Como fase en

23La demostracién es similar a la que se llevé a cabo en la paginas 444 y siguientes para justificar que la integral
fC2 F(z)dz iba a cero exponencialmente cuando R — oo [véase la ecuacién (7.76)].
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z =i es nula pues h(i) = —2/3 es real, la ecuacién del contorno de fase constante que pasa por el punto
de silla zp = 7 es, en las vecindades de zp, zﬂ/;(z) = 2z(1 — y) = 0. La solucién de esta ecuacién es, bien
x = 0, es decir el eje imaginario y, que es el contorno de méximo ascenso de ¢, o bien y = 1, que es el
contorno que nos interesa pues es el contorno de maximo descenso de ¢, como es facil de comprobar. Por
consiguiente, en las vecindades de z = zg = ¢, el contorno de maximo descenso viene dado por la ecuacién
paramétrica z = i + s donde s (el pardmetro) es un numero real pequefio |s| < 1 con valores crecientes:

C2*: z=i+s, |s|<1l, sT.

Por tanto, para a — oo y € pequeno,

Iy N/ ™ h(@) g,
c2*
- / e Ph=its) g 4 )
N/ e(x3/2(—2/3—s2—is3/3) ds

oo
0.3/2 . 3/2.2 _ . 3/2.3
N62a /3/ e~ ST g—ia S/3d5
—oo

oo 3/2¢3
_0a3/2 _aB/2g2 a’lcs
~ 262 /3/ e @ SCos( )ds.
0 3

= ¢ se obtiene

oo
—2a3/2/3  _ _
I ~e 207 By 3/4/ efcos<
0

Haciendo el cambio a3/22

63/2

3a3/4

) ¢ 12 de.

Esta integral es una integral de Laplace que puede evaluarse mediante el lema de Watson. Para ello desarro-
llamos el coseno del integrando en serie de potencias, cosz = > > (—1)"2?"/(2n)!, para a continuacién
integrar término a término. El resultado es:

_9a3/2/3 _ (=)™ T'(3n+1/2)
Iy ~ e=20°7/3 o=3/4 E 5 . a — 00. (7.118)
n | 3n/2 )
=32 (2n)! o/

El desarrollo asintotico completo de la funcién de Airy es por tanto:

1/2
Ai(0) = 51
1y sesrzsne (=D T(3n+1/2)
o ¢ Z 32n(2n)!  adn/2

~

n=0

Si s6lo nos interesara hallar el término dominante, podriamos haber procedido como al final del ejemplo
(7.22) y aproximar h(z) por h(z) para obtener

12 N/ e“h(z) dz
Cc2*

~ / eaﬁ(z) dz
c2*

~ [ e )

—€

N/ ea3/2(72/3732) ds

3/2 > 3/2 2
Ne—Qa /3/ e~ 78" g
— 00
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cuando o — oo. Teniendo en cuenta que [°_exp(—¢?)d¢ = /T, se obtiene finalmente:

_9n3/2 _
Iy~ me 207 B34 o o .

Este resultado coincide con el término dominante de (7.118). El término principal del desarrollo de la
funcién de Airy es pues

» Ejemplo 7.24

Vamos a calcular el término principal del desarrollo asintético de la funcién gamma, I'(«) para o — .
Este término se calcula en el problema 7.14 mediante el método de Laplace. En este ejemplo vamos calcular
el término principal de su desarrollo asintético mediante el método de la maxima pendiente partiendo de
esta representacion integral alternativa de la funcién gamma:

1 1
F(a) ~ 2mian /cea(z e (7.119)
donde C es un contorno que procede de z = —oo — ia con a > 0, rodea al corte ramal de In z constituido
por el eje real negativo, y va hacia z 4 b con b > 0.
La funcién h(z) = z — In z tiene un punto de silla en z = 1 pues h'(z =1) = 1—1/z|,—1 = 0. Para evaluar
esta integral mediante el método de la méaxima pendiente deformamos el contorno C' para obtener otro
C" que rodee al corte ramal, pase por el punto de silla z = ¢, y sea un contorno de fase constante y de
méximo descenso de ¢(z). Como

h(z=xz+iy) =z —Inv/2?2 +y>+i(y — arctany/x)

se tiene que las linea de fase constante son aquellas que verifican la relacién ¥ (z,y) = y — arctany/x =
const. En particular, la fase en z = 1 es ¢0(z = 1) = 0 por lo que la ecuacién de las lineas de fase constante
que pasan por z =1 es

y — arctany/x = 0.

La solucién es bien y = 0, o bien « = y/tany. Es ficil comprobar que h(z) crece si partimos de z =1y
nos alejamos de este punto sobre la linea y = 0. Esta linea es por tanto el contorno de maximo ascenso.
La linea de méaximo descenso, y el contorno C'/ que buscabamos, viene dado por la ecuacién z = y coty.
En la figura 7.14 se ha representado este contorno junto con las isolineas de ¢(2) y ¥(z).

Sabemos que para calcular el término dominante sélo es necesario evaluar la integral

/ e“h(?) (7.120)

/ e"(®) g N/ coh(®) dz, a— o0
C 1%

donde C’* es el trozo de contorno de C que estd en la vecindad del punto de silla z = 1, y h(z) son los
dos primeros términos del desarrollo de Taylor de h(z) en torno al punto de silla z = 1:

pues

R(z) = h(z = 1) + %h”(z —1)(z—1)?
14 %(z _1)?
3 562 y2

= p+ L iy —1).
5~ Tt 2+Zy(x )
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Figura 7.14: Lineas de fase constante o lineas de maxima pendiente (lineas continuas) del ejemplo
7.24. Las lineas discontinuas son las lineas de nivel de Reh(z) = ¢(z). La linea mas gruesa que pasa
por el punto de silla x = 1 es el contorno de integracién C’ cuya ecuacién es (ycoty,y). La linea
gruesa sobre el eje y = 0 es el corte ramal de In 2.

El contorno de méximo descenso C''* (contorno de fase constante nula) es pues solucién de ¢(x,y) =
y(x — 1) = 0. Como es facil comprobar, h(z) crece sobre la linea y = 0. El contorno de maximo descenso
buscado es pues x = 1 o, en forma paramétrica,

C™: z=1+is, |s|<1, s7T.
Entonces h(z = 1 +is) = 1 — s2/2 y la integral (7.120) se reduce a una integral de Laplace

/ eaﬁ(z) _ / d(l + iS) ea?z(z:i+s)

—€

= i/e ds ea(1_52/2),

la cual podemos evaluar de la forma habitual haciendo € — oo:
~ oo

/ eah(’z)wiea/ dse=2"/2 = j e 21, o — 00
1% —c0

y asi obtener
1 e

') ~ /omae—1/2’

a — OQ.

» Ejemplo 7.25

Vamos a calcular el término principal de

I(a) = 2/ dz cos(arz) e a(coshz+2%/2) (7.121)
0
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para a — o0o. Reescribimos la integral asi

[
I(Oé) :/ dz ea(iﬂ'z—coshz—zz/Q) (7122)
= / dz eh(®) (7.123)
C

para usar el método de la maxima pendiente. La funcién h(z) tiene un punto de silla en z = iw pues

W(z) = im—z—sinhz, — R (im) = 0,
R'(z) = —1-—coshgz, — n'(imr) = 0,
h®)(z) = —sinhz, — G (ir) = 0,
R®(z) = —coshz, — ™ (i) 1.

A estos puntos de silla se les llama de cuarto orden por ser nulas las tres primeras derivadas. La fase de
h(z) es
Imh(z) = 9(z) = 2(m — y) — sen(y) senh(x).

En el punto de silla h(z = ir) = 1 — 72/2, luego la fase 1)(z) en el punto de silla es nula, de modo que las
lineas de maxima pendiente que pasan por el punto de silla z = im son aquellas en las que

xz(m —y) —sen(y) senh(z) =0.

Es facil ver que las soluciones de esta ecuacién son las lineas x = 0, y = 7, y aquellas otras que satisfacen

la ecuacién implicita
seny x

Ty semhz’ (7.124)
Las lineas z = 0 e y = 7 son los contornos de méximo ascenso. Las otra lineas dadas por (7.124) son
los contornos de méximo descenso y se han representado por lineas gruesas en la figura 7.15. Es fécil ver
mediante (7.124) que el contorno denotado por C'’ en esta figura tiende asintéticamente hacia la recta real
y = 0 cuando  — +o0. Por tanto, para evaluar la integral (7.121), deformamos el contorno C' (es decir,
la recta real) para obtener el contorno C'':

I(a) :/ dz e*M=) :/ dz e
C ’

Como sabemos, para evaluar el término principal de I(a) sélo es necesario llevar a cabo la integracién
sobre un pequeno trozo del contorno C'’ que pasa por el punto de silla. Para hallar la ecuacién de C'" en
la la vecindad de z = im calculamos la funcién h(z) construida mediante los dos primeros términos del
desarrollo de Taylor de h(z) en torno a z = im:

h(z) = h(ir) + % AW (ir) (z — im)*

2
1
—1- % + 57 (2= (7.125)
La fase 9)(z) de h(z) viene dada por
~ ~ 1
¥(z) =Reh(z) = g (r—y) (7 — 2% = 2my +17%). (7.126)

Sabemos que la fase en el punto de silla es nula pues h(z = ir) = 1 — 72/2 es real. Por tanto, las lineas de
maxima pendiente que pasan por el punto de silla son las soluciones de {/}v (z) = 0. De (7.126) se deduce que
unas de estas lineas son las dadas por = = 0, otras las dadas por y = 7 y, finalmente, otras las dadas por las
soluciones de 72 — 22 — 2wy + 3% = 0, es decir, descritas por la relacién y = 7 & z. Los contornos descritos
por las ecuaciones x = 0 e y = 7 son contornos de mdximo ascenso mientras que (en las vecindades del
punto de silla) los contornos y = 7 + = son contornos de méximo descenso.
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Figura 7.15: (a) Funcién ¢(z,y) = Re[imz — coshz — 22/2] del ejemplo 7.25. (b) Contorno de
integraciéon C’. Las lineas quebradas son las isolineas de ¢(z) y las lineas continuas delgadas son las
isolineas de a fase v(z) o, equivalentemente, las lineas de maximo descenso de ¢(z,y). El punto de

silla estd situado en z = im = (x = 0,y = 7).

> Ejercicio 7.5

Comprueba la veracidad de esta tltima afirmacién comparando el valor de ¢(z) en el punto de silla con
los valores de ¢(z) que se obtienen cuando los valores de z se toman sobre los contornos x =0 ey =,

por un lado, y sobre los contornos y = m + x, por otro.

Por consiguiente, el contorno de méximo descenso en las vecindades del punto de silla , C'"*, viene descrito

por ecuacién y =7+ x para x < 0 e y =7 — x para x > 0, es decir

o z=ir+e™ s —e<s<0, sT,
z=in+e s 0<s<e sT,

con € < 1. Por tanto

I() :/ dz e

~ / dz e@h(?)

0o , _ v
- / eah(in+e™s) 4 (m + /4 5) + /6 eoh(im+e™/%s) 4 (i7r +emim/4 5)

—€ 0

para a — oo. Usando la relacién (7.125) se encuentra que

h (m + eii”/45> =1-7%/2— s%/24

y la ecuacién (7.127) se reduce a

0
I(a) ~ ea(l—n2/2) |:ei7'r/4/

—€

e~ /2 g 1 e_i”/4/ e=s7/24 ds} , o — oo.
0

(7.127)
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. . . . . . 0 _42 € _ g2
Haciendo el cambio s — —s en la primera integral, se ve inmediatamente que [~_e™* /% ds = [5e™*/?*ds
y por tanto

I(a) ~ 22(1-7/2) ¢og (7r/4)/ e/ gs a - 0.
0

Mediante el cambio as?/24 = £ y tras tomar el limite € — oo, la integral se transforma en una integral de
Laplace que podemos evaluar de forma exacta:

© 4 241/% >0 241/4
—s%/24 ;5. —€ ¢—3/4 3¢ _
/0 e ds = 4@1/4/0 e S ETYRdE = 1ol I'(1/4).

Teniendo en cuenta que cos /4 = 1/\/5, el resultado final es

1/4
I( § / T(1/4 —1/4 a(177r2/2)
Q) ~ 3 (1/4) « e , @ — 0.
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7.12. Problemas

7.1. Halla el desarrollo asintético de la funcién integral seno

x 4 t
Si(z) = / ST at
0 t

util para valores pequenos de z. Encuentra también el desarrollo asintético valido para
valores grandes de x.

7.2. Mediante integraciéon por partes, halla la conducta asintética completa de la integral
x
/ exp(tQ) dt, = —o0.
0

7.3. Encuentra el término dominante de

o0
/ exp(—atb>dt, T — 00,
x

donde a >0y b> 0.

7.4. a) Las integrales de Fresnel son de la forma

/:O Ft)dt,

donde f(t) = cos(t?) 6 f(t) = sen(t?). Halla la conducta asintética completa para
z— 0y x— oo.

b) La integral generalizada de Fresnel es
00 o
F(z,a) :/ tv e dt, a>0.
€T

Halla el desarrollo asintético completo de F'(z,a) para x — oo.

7.5. Demuestra que

* 2 1
/ (% + ) 2dt ~ 5x5/2+§a:3/2+..., T — 0.
0

7.6. Demuestra que

oo e—x
/ dt exp|—zt?]t°/% Int ~ w T oo
1

0o Li(t—x) ; 1 1
e i
dt = —+ — —
/x t 2 +O<x3>

7.7. Demuestra que

para £ — 00.

7.8. Demuestra que

a1 A—1 — A1

/t e tdt~ax e T |1+ —+---|, x— 0.
T

xX
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7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

Muestra, de forma razonada, que
* cost 1 2! 1 3!
—dt~|—4+ 5+ |)senz+|———+--- | cosx
. x R

Demuestra que

para x — 00

& In3
/ e In(3+12) dt ~ vrin , T — 00
oo NG

Nota: I'(1/2) = /=.
Demuestra que

™ 1 —2x
/ exp[—x(t—k)} dtrv@, T — 00.
1 t 2\/x

Encuentra el término dominante para x — oo de:

a)
1
/ sent exp (—x senh? t) dt .
0

2T
/ (14 t%) e” 5t dt .
0

2
/ In(1 4+ £) e #EF/D g |
1

Halla el desarrollo asintético completo de

w/2
/ exp (—33 tan? t) dt
0

para x — 00.

Demuestra la féormula de Stirling

& 27 1
T — —t t:v—l dt ~ % e % (1 -
(x) /0 e e "/ . + Tom

para r — oo. (Pista: ésta es una integral de Laplace con méximo no fijo.)

Utiliza la representacién integral de la funciéon de Bessel de orden n obtenida en la ecuacion

(2.226),

1 T
In(z) = /0 cos (xsent — nt) dt,

™

para deducir, mediante el método de la fase estacionaria, la relacién (2.197):

2 nwto
In(x) ~ ECOS@:_?_Z)’ para T — 00.

Halla la conducta principal de las siguientes integrales por el método de la fase estacionaria
cuando & — oo:
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1 3
/ ez:vt dt ,
0

1
/ In(2 + ) et dt ,
0

a)

1
/ e cosh t2 dt ,
0

1
/ cos(zt?) tant dt
0

1
/ eix(tfsen t) dt
0

1
/ sen [z(t — sent)] senht dt .
-1

7.17. Demuestra mediante el método de la maxima pendiente que el término principal de la
funcién de Hankel (o funcién de Bessel de tercera especie) viene dado por

— z(a w/4)

_z — dz~
/ \/1—22 : T

para o — 00.

7.18. Demuestra mediante el método de la maxima pendiente que

0 [0

para a — oo, donde v = — fooo e ¢ Iné d€ es la constante de Euler.

7.19. Usa el método de la maxima pendiente para demostrar que

2

1 iz T(1/4) ein/8
J UL
0

z + 22 2a1/4

para o — 00.

7.20. La funcion de Bessel de primera especie de orden cero admite la siguiente representacion

integral
1 :
Jo(a) =Re — [ e@coshz gy
e Jo
donde C' es cualquier contorno que va desde z = —oo — im/2 hasta z = oo + in/2 (a este

contorno se le llama contorno de Sommerfeld). Usa el método de la maxima pendiente para

demostrar que
2 s
(o) =y 2 cos (o 7). |
o(a) —cos{a— - a — 00






Apéndice A

Soluciones de problemas seleccionados

A.l.

Soluciones del capitulo 1: Problema de Sturm-Liouville

s Problema 1.1

g(z)=1—=x.

Problema 1.4
() = sen (ﬁlnx), A > 0.

Problema 1.7
(a) A = (/a)? con (1 —~7)/(27n) = cotan~y,.
n(x) = sen V\px — av/ Ay cos /A

(b) Si. G(x,2') = —5% {sen (’TT"”/) + 7 cos (”T’“J)} [sen (Z£) — 7 cos (Z2)]

para x < x’

Problema 1.8
Ay = 1402 p(z) =e®sennz, , n=1,2,...

> 2
T _ _1\n+12 =z
xre —Z( 1) ~ e"senna.
n=1
Problema 1.9 n
An = n2/4, Y (x) = cos (5 In ac)

Problema 1.10
(b) Ap = 0?72 —=3/4, n=1,2,...; Yp(z) = e */?sennnz.
- bn 1 /2
(c) y(z) = — Z:l an(:r) con b, =2 [ dzxe 12 sen(nmx) f(z).
Problema 1.11
(a) A\n = a3, Yn(r) = Jo(aonz) n = 1,2..., donde ag, es el n-simo cero de la funcién de
Bessel Jy(x).

aOn) Ji (a()n)

i_o: Jo Oéon.%')
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Apéndice A. Soluciones de problemas seleccionados

Problema 1.5
G(z,7") = —(2% — 1/2?)/(42"?) para x < 2'. y(z) = (1/2% — 1) /4.

Problema 1.12
G(x,&) = —€£32%/6 para x < €. y(x) = —2? /5.

Problema 1.13
G(z,z') = —(e" —1)/k para z < 2. y(z) = (1 — eF=D?) /(k — 1).

Problema 1.14
G(z,2') = —exp(—k|z — 2'|)/(2k) .

Problema 1.15

(a) G(x,2") = — [exp(—ka') senhx] /k para z < 2.
y(@) = lexp(—kz) — exp(—2)]/(k* - 1).

(b) G(z,2") = —x para x < 2'. y(z) = exp(—x) — 1.

Problema 1.16
G(z,2) =In(2") + 1,z < 2. y(x) = (1 + 2?)/4.

Problema 1.18
2 (2n + 1)z

(a) Yn(z) = \/zsen 5T

8L & 1 (2n+ 1)z (2n + 1)ma’
N —
(b) G(z,2") = 2 g o 1 12 50 5T sen 5T

(¢) G(z,2') = —x para x < 2.

Problema 1.19

(a) G(z,2') = z(2) — ) /7 para z < 2.

(b) G(z,2") = —(2/7) Yo, sen(nx) sen(na’) /n?.

(¢) y(z) = —sen(32)/9. (d) G(z,2") = —sen(3z)/5 + bsen(2x).
(e)

Problema 1.20

o 1=~ sen[(n +1/2)z/2] sen[(n + 1/2)2’ /2]
@) G) = 23 e/l el t 18/
(b) G(x,2') = — cosx’ senx para x < ’.

(c) y(z) = L senz — jx cosz.

No hay solucion.

(d) y(z) = 2 senz — 3z cosz + 2cos .

Problema 1.21

nmx nmx

(a) G Zk2 mr/L en i sen T
, _ _senhkz senhk(L —a') o

(b) G(z,2') = [ para x < '

Problema 1. 22

(a) Yn(x) = By sen(qy,/m)? donde tan~y, = —v, /7.

(b) G(=,2') = —% > <Sen % sen 1 ) /sen? [, (1/m + 1/ cos? 3,)]:

n=1
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» Problema 1.23
(a) senw(|z — 2'| — 7)/(2wsenwm). Para w = n con n entero.

(b) ¥n(z) = Acos(nz) + Bsen(nz). Dos.

= Problema 1.24
o0

3 2 senky(x —1) senk,(z' —1)
G(x’x/):_m2(x_1)(x/_1)_zsen2k m?2 4 k2
0 " n

con tank,, = k.

» Problema 1.26

G(z,2') = — L exp[m(1 — 2')] senh[m(z — 1)] para = < /.
= Problema 1.27

(a) G(t,7) =0 parat <7, G(t,T) = "

t p—
2(t) = / dr ST xS e e
0 w m

senhw(t =) _yo_p) £(7)
w

m

t —
senw(t —7) e M) para t > 1

con w? = \? — w%.

(b) 2(t) = /Ot dr

= Problema 1.28
(a) @ = 0'6718, R(up,a = 0/6718) = 1/0343.
(c) a =0, R(ug,ac = 0) =1 = g, uo(z,a = 0) = exp(—22/2) es la autofuncién exacta.
(d) @ =0, R(u1,a = 0) =3 = A1, u1(z,a = 0) = xexp(—22/2) es la autofuncién exacta.

= Problema 1.29
(a) R(up,a = 0'4350) = 1'0649; R(u1, a = 0'2228) = 3'8301.
(b) R(ug,« = 0'7884) = 1'1353; R(u1,a = 1'3058) = 2/9399.

A.2. Soluciones del capitulo 2: Funciones Especiales

= Problema 2.1
(a) Uy —22U09p=0,Up41 —22U, +U,_1 =0.
(b) Ug(z) =1, Uy (x) = 2z, Us(z) = —1+42%, Us(z) = —da+823, Uy(x) = 1-122%+16 2%,
Us(z) =61 — 322° + 322°.
() Un(1l) =n+1,Up(—1) = (=1)"(n+1), U2, (0) = (=1)" y U2y 4+1(0) =0 conn = 0,1,2...
= Problema 2.5
La integral fol dxP(x) vale 1 si |l = 0, (—1)"(”_3/2) sil=2n—-1,y 0sil = 2n con
n=12...

= Problema 2.6
(a) 1/2 paral =0, 1/3 paral =1, P,_5(0)/[l(l 4+ 2)] para | > 2.

) D@ 5~ At D 0)Pa(a).

2 —dn(n+1)
= Problema 2.9
(—4)"

H,(z) = /OO dk k"™ exp[(z + ik/2)%.

2/
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= Problema 2.12

Osip>r, 2" /mn+r)sip=r.
= Problema 2.%51

Ar _ A\2/4 i " H, ()

=y (3)

I </ 2 \"

Az __

© 1—A;<A—1) Lu(z).
= Problema 2.15

(a+n)[—(a+n+1)0mnt1 + 2n+ o+ 1)0mpn — n0m pn—1]/n!
= Problema 2.16

(8 _ 1)n/sn+1
= Problema 2.17

(ry = [3n? —I(l+1)]/(an).
= Problema 2.18

Yoo nLn(x) donde ¢ = e * Lo(a), ¢, = € *[Lp(a) — Lp—1(a)] para n > 1.
= Problema 2.19

(a) G(z,t) = (1—12) /(1 =2zt +1?). (b) T (0) = 0 si n = impar, T},(0) = (—1)"? si n = par.

T,(1)=1. T,(-1) = (-1)™.
= Problema 2.23

= 2
T) = —Jy(agpx/a).
f(z) nz:%onnJl(aOn) o(aonz/a)
A.3. Soluciones del capitulo 3: Ecuaciones en derivadas parciales

Problema 3.1
Unm = sen(nmz/a) sen(mmy/b) con w2, = w2 (n?/a? + m?/b?).

Problema 3.2
(a) u(z,t) =307 S | Apm sennz senmy cos(vVn? +m? ct), con

4 s ™
Apm = 2/ / dx dyf(x,y) sennzx senmy.
™ Jo Jo

dug [1-(=D)"A-(=1)™]

(b) Solucién del apartado (a) con A, =
Problema 3.3

u(z,t) = ur + > 00, Anjo(knr) exp(—ak?t) con

4R [ drr®(uo(r) — wr)jo(knr)

B 2knb — sen(2kyb)

y tan(k,b) = k,b/(1 — hd), siendo a el coeficiente de difusividad térmica.

An

Problema 3.4 4
(a) u(r,0) = i (r* —77%) cos 26.

(b) u(r,0) = r?cos 6.
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= Problema 3.5 -
u(r,t) = up +2(uo —u1) Z

n=1

Jo(ant/p)

(22 . .
e~ (an/p )kt, donde ay, es el n-simo cero de la funcién
anJi (an)

de Bessel Jy(z).

= Problema 3.6
o0

u(z,y) = Z:l sen2hu((;z7r) COS(TZ;) -1 senh[nm(x — 1)] sen(nmy).

» Problema 3.7 -
Solucién general: u(r,0) = ag + Z (anr™ cosnf + b,r™ senn).

n=1
(a) u(r,0) = rcosb.
_ o, 2ug gt
(b) u(r,8) = 5 + r 2y sennf.

= Problema 3.8
u(w,t) = sen(4rx) cos[(167% — 1)t].

= Problema 3.9 )
2hL 1 nwé nwT nwct
U(x,t) = miﬁsen (L) sen <T> COS < L )

n=1

= Problema 3.11

u(z < 0,t) = ug

R S B et
L4+ A1/ A2 2V t )’
g z A2

u(x>0,t)—1+\/merfc (2 t>'

s Problema 3.12

(a) u(z,t) = Ty + Ty exp (—x@) sen (m —z 2“2)

nw nw

(b) u(z,t) =To+ > oo Tnexp <—CE 21{) sen (nwt —x 2k:>

= Problema 3.13

u(x,t) = al [arctana e + arctan—— ﬂ :
T Y Y

s Problema 3.14

4u =1 kn?n?t nwT
(a) u(z,t) = - E — exp [—W] sen L.
T n
n=1,3,5,...

w(z,t) = ug + ug i {erfc [W] = erfe [%]

(2n + 1)L+az} et [W] }

+erfc
[ 4kt Vakt
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» Problema 3.15 , ,
u(z,t) = upe 7" +uy (1 —e 7 t).

» Problema %.17
u(zx,t) = Z[f(:n+ct+e)—f(az—}—ct—e)+f(1:—ct+e)—f(:c—ct—e)] con f(x) =1 si
x>0, f(x)=0sixz =0,y f(z)=-1siz<0.

Problema 3.18
> 1

(c) u(r,0,t) = 2uy Z _
m=1 Ck()mJ

Jo(agmr) cos(agmet).
o000 cos(aet

= Problema 3.19
Ul — Up

ATy o~ 1
_ 0 —(2n+1)y
u(z,y) = ug + x + — ngzo it sen(2n + 1)z.

» Problema 3.21 -
X -n
u(z,t) = = + Z an(t) sennz donde a,(t) = a,(0)e “

n=1

1
az(t) = az(0) e +§ (e7— e_gt) sen 3z, y
2 s
an(0) = / dx [f(x) — x /7] sennz para n # 3.
T Jo
z —t Loy o
(a) u(z,t) = —+e 'senzx + S (e7" —e™) sen 3a.
s
1
(b) u(z,t) = % + [8 e_t—i—;e_gt] sen 3z.

» Problema 3.22
(a) u(z,t) = 30 | an(t)pn(x) con a,(t) = 2 cos(nt) Jo sen(nz) f(z)dz.
(b) u(z,t) = > .00 ¢n(x)A;, cos(nt) + ¢a(x)/4 con A, = %foﬂ On(x)[f(2) — Pa(x)/4]dx.
u(z,t) = cos(3t)p3(x) + ¢p2(x)/4 para f(x) = sen3x + sen(2x)/4.

= Problema 3.20
u(z,t) = sen(x) cos(ct).

A.4. Soluciones del capitulo 4: Métodos numéricos

= Problema 4.2
Ty = Tp-1/2+2/Tp_1. x0 =4, 11 = 2'5, 19 = 2/05, x5 = 2/000609756097560 . . .,
x4 = 2'000000092922294 . . ., x5 = 2/000000000000002. . .

= Problema 4.3
Tn = 2Tn—1/3 + R/(?’x%—l)-

s Problema 4.4

En el método de Newton: e,+1 =

N
)

)62 63
P o+ O,

s Problema 4.5
Orden h* en los dos casos.
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= Problema 4.6
Euler: 1’362, Euler modificado: 1’388, Milne: 1’38825, método de Heun y método Runge-
Kutta de segundo orden: 1’39847. Runge-Kutta de cuarto orden con un sélo paso de tamano
0'3: 1’39968. Exacto: 1'39972.

= Problema 4.8
Euler: z = 0990, y = —0'200. Runge-Kutta de segundo orden: z = 0980, y = —0'199.
Exacto: = cos(0'2) ~ 0980, y = —sen(0'2) ~ —0/197.

= Problema 4.9
(b) y(1/3) = 0472, y(2/3) = 1'306. Resultado exacto: y(1/3) ~ 0'465, y(2/3) ~ 1298

» Problema 4.10
y(Iym)=(m—1)(e—1/e)/24+e. m = 1. y(x;1) = ze” es la solucién exacta.

s Problema 4.11

et = Yn(2 — 512k, /6) — yn—1(1 + h%ky—1/12) + h2(Sp—1 + 105, + Sp+1)/12
nt (14 h2ky11/12) ’

donde k,, = k(x,) y Sp = S(zn).

» Problema 4.12
(a) y(1/3) ~ 0'505, y(2/3) ~ 0/'872.
(b) y(x;m = 7/2) = sen(wx/2). Esta solucién coincide con la exacta.

» Problema 4.13
(b) y1 = —(2f1 + f2)/27, y2 = —(f1 + 2/2)/27.
(c) y(1/3) =2/27, y(2/3) = 4/27. Resultado en acuerdo con el exacto: y(z) = (1 —x).
(d) y(1/3) ~2/81, y(2/3) ~ 8/81, en desacuerdo con el resultado exacto y(z) = 3(1 — ).
La férmula en diferencias central de tres puntos para y(x) es exacta si y(z) es polinomio
de grado menor o igual que tres.

= Problema 4.14
(b) yW = (y_o — 4y_1 + 6yo — 4y1 + y2)/h* + O(h?).

s Problema 4.15
(a) y(1/2) ~ 1'649. (b) y(0) ~ 1’006, y(1/2) ~ 1'643.

» Problema 4.17
(a) Esquema inestable porque @ = 1 — i2sen(aAz) con S = —vAt/(2Az) y |Q] > 1 para
todo At, Az y «.
(b) |Q| = cos?(aAx) + 45% sen?(aAx) es menor que 1 (esquema estable) si S < 1/2 para
todo At, Az y a.

= Problema 4.19
(a) @11 =1/2, p21 ="5/8, p22 =1/2, p12 =3/8.
(b) (p171 = 23/64, (p271 = 55/128, @272 = 1/4, (p172 = 25/128.

s Problema 4.20

uémﬂ) :uﬁm) —1/4; §m+1) =3 (m1/4+u /4% Uz =1L
1

ul =374, ulY =1, ul) = 1; 4P =374, u{P = 15/16, V) = 1.
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Apéndice A. Soluciones de problemas seleccionados

Ab.

Problema 4.21

u§m+1) = [u7]+ ™) /2.

(a) u %sen27r/3 ugl) = Lsenm/3. ug ) = }lsenw/?) uy’ = +sen2r/3.

(b) u 1 = u( 2/3 Uo = sen(m/3) —1/3, ul = $sen2r/3, ug) = $senm/3. u[()Q) =
3 sen(2m/3) — 1/3, u = 3senm/3 —1/6, uéQ) = Lsen2r/3.

(2) _

Soluciones del capitulo 5: Ecuaciones diferenciales y sistemas no lineales.
Estabilidad

Problema 5.1
Punto de silla.

Problema 5.2
Nodo inestable si ¢ < 2. Punto de silla si a > 2. Inestable si a = 2.

Problema 5.8

Puntos criticos P, = (1,1), P, = (—1,—1). P;: punto critico simple y punto de silla;
autovectores: & = (1,1 —+/2), &=0,1+ V/2). Py: punto critico simple y punto espiral
inestable. Lineas con pendiente nula y(z) = 1/z. Lineas con pendiente infinita y = .

Problema 5.9

(a) @ < —12: punto de silla; « = —12: véase problema (5); —12a < 4: nodo inestable;
a = 4: foco o0 nodo inestable (caso fronterizo); az > 4: punto espiral inestable.

(c) Punto silla inestable.

Problema 5.13
Puntos criticos: (0,0) (punto de silla), (=1, —1) (nodo estable).

Problema 5.14

(a) P = (0,0) es punto critico simple tipo centro. Py = (4,0) es punto critico simple tipo
punto de silla.

(b) y(z) = £1/-32/3 — 222 + 23/2.

(c) z(t) = (2 — \/m) cos( 4— A2)2 t).

Problema 5.17

(a) E(x,y) = 2% + 232
(b) E(z,y) = 22 + 3.
(c) E(x,y) = 22% + 3.

Problema 5.20

(a) 2(t) = Acos(wt), w? =1 — A%/8

(b) z(t) = Acos(wt), w? =2J1(A)/JA=1— A?/8 4+ A*/192 — A%/9216 + - - -

(c) x(t) = Acos(wt) con w? = 4/(mA)

(d) z(t) = Acos(wt) con w? = 4I1(A)/A donde I; es la funcién de Bessel modificada de
orden 1.

(f) 2(t) = ¢+ Acos(wt) con ¢ = 1/2a — V1 — 202A2/2cr, w? = /1 — 202 A2.
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A.6.

s Problema 5.22
(a) 2(t) = Agcos[(1 + 3eA3 5/8)t + wo

(d) z(t) = (Ao — 2¢t/m) cos(t + o) sit <ty =mA/(2€); z(t) =0sit > t,.
(e) z(t) = Acos(t + o) con A% = A3 e / [1+ (e —1)A3/4].
(f) z(t) = Age™ 2 cos ( - fozA2 et +gpo>.

(g) A(t) = A(0) e~ /2,
Si n = par: o(t) = ¢(0).

I
Si si n = impar: ¢(t) = ¢(0) — 2 i

(n—1)(n+ 1)

[A(O)]nfl efe(nfl)t/Q'

Soluciones del capitulo 6: Ecuaciones integrales lineales

Problema 6.1

(a) p(z) =e” /[1 = A(e® ~1)].
(b) p(x) =e™* —2z/3.

(c) p(z) =" +3Az/(3 — N).

Problema 6.2
(a) A1 = 2i/7, Y1(x) = €5 Ny = =2i/7, Po(x) = e '*.

Problema 6.3
(a) A1 = 5(—21 4 5v21)/8, ¥1(x) = 23 + /3/7x; Ao = 5(—21 — 5/21)/8, 9o(x) = 2° —
V3/Tx; A3 = =5/4, Y3(x) =

(b) (i) No hay solucién. (ii) Hay solucién, pero no es tnica:

1 (Unlx
o Z R ) el

donde c es constante arbitraria y (11|x) = 2/5 + 2/v/21, (o]z) = 2/5 — 2//21, ||[v1]|? =
4(5 4+ /21)/35, ||lvo||? = 4(5 — v/21)/35.

Problema 6.4
A1 =1, YP1(z) = €. Solucién general para g(z) = e*: p(z) =e” /(1 — N).

Problema 6.6

(2) o(x) = & + A@/3 + 1/4) + \2(172/72 + 1/6) + O(N3).
x 20

(b) p(z) =z + ANz /3 +1/4) + Xz /72

1 —27/3 - 2 72 . Esta es también la solucion exacta.

Problema 6.8
(a) Ay = n?n? wn( ) =sennmx, n=1,2,.

2 ( 1)n+1
(b) p(z) =z + Z — 3 Sennm.

Problema 6.9
o) =1—mx+22/2.
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= Problema 6.11
(a) p(z) = exp(z? + z).
(b) o(x) = xe”.
» Problema 6.12
No existe solucién si A = —3/2. Si A = 3/2, la solucién no es tinica: ¢(z) = x/2 + cx?, con
¢ constante arbitraria. Si A # +3/2, entonces p(x) = 3z/(3 + 2X).
» Problema 6.13
Para A = —3/4 no hay solucién. Para A = 3/2 existe solucién no tnica: ¢(r) = 2% + ca? —
11z/15 donde ¢ es una constante cualquiera. Para cualquier otro valor de A la solucién es
o(x) =2 — (1+4X/5)z/(1+4)1/3).
» Problema 6.14
(a) Para A = —2 (autovalor), ¢(x) = senlnx (autofuncién).
(b) Para A = —2 no hay solucién. Para A\ # —2, p(z) = 2z + 2+)\ senln x.
(c) Para A = —2 la solucién no es unica: p(z) = x — 1/2+ csenlnz siendo ¢ una constante
arbitraria. Para A # —2, p(z) =z — 1/2.
» Problema 6.15
(a) A=1/m, ¢1(x) =senx + cosz; A = —1/7, ¢a(x) = senx — cosx.
22 2
(b) o(z) =x + T senz+ LCOSI’.
w2 —1 -1
(c) p(z) =sen2z + c(senz + cosx) con ¢ constante arbitraria.
(d) No hay solucién.
= Problema 6.16
o(z) =1+ 2%/2.
» Problema 6. 17
o yrt 2 sennmx
-7 Z nw A+ nmw?’
A.7. Soluciones del capitulo 7: Desarrollo asintético de integrales

Problema 7.1
0 (_1)71—1:1:211—1

Si(e) ~ nzl en-nen—1r 70

Problema 7.2

/Oexp(tQ)dtwl ZZTLl”] T — 00.

1

Problema 7.3

& exp (—ax®
/ exp (—atb> dt ~ pb(b_l), r — 00.
- abx
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s Problema 7.4

5 n 4n+1
(a)/x cost” dt ~ \/> Z 4n+1 x — 0.
/ sent? dt ~ \/>Z i para z — 0.
. 4n+3 )(2n + 1)!

eir? = (a+ 2n -1

n=1

s Problema 7.12
1/2 1
r@/2 1 T o,

1
(a)/o sent exp (—z senh’t) dt ~ N

s
(b)/ (1+t2)exCOSt dt~(2+4772)~/1ex, x — 0.
0 2z

2 In2 e 2*
In(1 —w(1/) g VT .
(C)/l n(l+1t)e dt 5 NG

= Problema 7.13

/2 i I(n+1/2)
2 n
/0 exp (—z tan”t) dt ~ 5 g (-1) , T — 00.

n+1/2
n=0 x

= Problema 7.16

1 im/6
it I'(1/3)e
(a)/o e dt a3 T oo

L i3 I'(1/3)e™/%1n 2
(b)/O In(2 +t) e dt ~ YE , T — 00.

Lo 2 L7 ina
(c)/ e cosht”dt ~ 5 Zm 0.
0 X

1
1
(d)/ cos(ztt) tant dt ~ i\ T
0

L s
(e)/ ez:p(t—sent) dt ~ I (;/3) <6> emr/ﬁ’ T — 00.
0 T

1 r(2/3) (6\%?
(f)/1 sen [z(t — sent)] senht dt ~ 3 <x> , T — 00.
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