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Prologo

Este manual sobre las teorias de la Medida y de la Probabilidad ha sido elaborado
a partir de los apuntes de clase de una asignatura homoénima en estudios de Estadistica
en la Universidad de Extremadura y pretende, antes que convertirse en una obra
exhaustiva y autosuficiente sobre Medida y Probabilidad, ser de utilidad en clase.

Su principal objetivo consiste en presentar la Teoria de la Probabilidad desde un
punto de vista mateméticamente riguroso a partir del tronco comin que comparte
con la Teoria de la Medida, tal y como nos ensené hace 75 anos Andréi Nikoldye-
vich Kolmogdrov, matematico ruso que consiguié convencernos de que medir areas
o volimenes y calcular probabilidades no son problemas tan distintos como pudie-
ran parecer en principio. Permitasenos reproducir aqui parte del Prologo de Nogales
(1998):

"... Las trayectorias paralelas que histéricamente siguieron la Teoria de la Me-
dida y el Céalculo de Probabilidades hasta que, en 1933, A.N. Kolmogorov fijé6 una
base axiomatica comiin para ambas teorias, justifica la doble terminologia que, para
objetos matematicos idénticos, se usan en las mismas... En palabras de J.L. Doob
(véase Doob, J.L. (1989), “Kolmogorov’s early work on convergence theory and foun-
dations”, Ann. of Prob., Vol. 17, No. 3, p. 815.), “this influential monograph —se
refiere a Kolmogorov, A.N. (1933), Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Springer.— transformed the character of the calculus of probabilities, moving it into
mathematics from its previous state as a collection of calculations inspired by a va-

gue nonmathematical context, a context thought to justify the use of a half-defined
pseudomathematical concepts.” El lector puede encontrar en «Shiryaev, A.N. (1989),
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“Kolmogorov-Life and creative activities”, Ann. of Prob., Vol. 17, No. 3, p. 866» un
estudio detallado del trabajo de Kolmogorov y que, en particular, recoge las dos citas
siguientes:

Ito: “Having read Kolmogorov’s The Foundations of Probability Theory, I became
convinced that probability theory could be developed in terms of measure theory
as rigorously as other fields of mathematics.”

Kac: (describiendo su colaboraciéon con H. Steinhaus) “Our work began at a time
when probability theory was slowly gaining acceptance as a respectable branch
of pure mathematics. The turnabout came as a result of a book by the great
Soviet mathematician A.N. Kolmogorov on foundations of probability theory,
published in 1933.”

No cabe duda de que es el trabajo de Kolmogorov en probabilidad el que ha conse-
guido modificar definitivamente la imagen que los matematicos tenian del Céalculo de
Probabilidades; las consecuencias de ese hecho son evidentes: un niimero creciente de
matematicos han ido sumando sus esfuerzos en la construccién del Célculo de Pro-
babilidades hasta el punto de que, hoy en dia, es una de las ramas mas interesantes,
fértiles y elegantes de la matematica...”

Son muchas las obras sobre Medida y Probabilidad en las que se pueden encontrar
los resultados que presentamos en este manual en versiones, a menudo, mas generales
y con todas sus demostraciones; permitasenos citar aqui, por ejemplo, las siguientes

referencias, a las que este tratado debe tanto:

Ash (1972), Real Analysis and Probability, Academic Press (y su sucesor “Ash,
R.B., Doleans-Dade, C.A. (2000), Probability & Measure Theory, 2nd ed, Aca-

demic Press”)

Bauer, H. (1995), Probability Theory, de Gruyter Studies in Mathematics.

Billingsley, P. (1995), Probability and Measure, J. Wiley & Sons.

Cohn. D.L. (1980), Measure Theory, Birkhduser Verlag.
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» Dacunha-Castelle, D., Duflo, M. (1982), Probabilités et Statistiques, 1. Problé-

mes a temps fixe, Masson.
= Nogales, A.G. (2004), Bioestadistica Basica, @becedario.

= Nogales, A.G. (1998), Estadistica Matematica, Servicio de Publicaciones de la

Universidad de Extremadura.

Se asume un bagaje matematico basico de teoria de conjuntos, algebra lineal,
analisis matematico en una y varias variables y topologia.

N c Z c Q ¢ R C C denotaran los conjuntos de los niimeros naturales, enteros,
racionales, reales y complejos, respectivamente. Un conjunto se dice numerable si es
finito o existe una aplicacion biyectiva de N sobre él.

R = [~o0, +0o0] denotara la recta real ampliada, en la que asumiremos la arit-
mética usual: Dados a € Ry b € [—00,+00], se define a + 0o = 00 + a = o0,
a—00=—00+a=—00,00+00 =00, —00—00=—00,b-00=00-b=00sib>0,
=-00sib<0,0-00=00-0=0, £ =-% =0. No se definen co — co ni 2.

Cada capitulo finaliza con una colecciéon de problemas. Algunos de ellos vienen
precedidos del simbolo (1); se pretende indicar con ello que, de algiin modo, son con-
tinuacion del problema anterior. Otros, que son interesantes complementos teoricos
que pueden obviarse en una primera lectura del manual y que, a menudo, presentan

un mayor grado de dificultad, van precedidos del simbolo ().

Badajoz, verano de 2008
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Capitulo

Espacios Medibles

En esta seccion se definen las nociones de espacio medible y de medida. Presen-
tamos también algunos de los resultados basicos que habran de ser ttiles en el resto
de este capitulo.

En lo que sigue §2 serd un conjunto no vacio.

DEFINICION 1.1. Sea A una familia de subconjuntos de €. Diremos que A es un
algebra (resp., o-algebra) si contiene a Q) y es cerrado por complementacion (es decir,
si A esta en A, su complementario A° también esta en A) y frente a uniones finitas
(resp., numerables). Si A es una o-algebra de partes de Q, el par (2, A) se llamara
un espacio medible, los subconjuntos de € que pertenecen a A se llamaran conjuntos

medibles (A-medibles) o sucesos.

Observacion 1.1. Longitudes, areas, volimenes y probabilidades son ejemplos con-
cretos de medidas en el sentido amplio que estudiaremos en este capitulo. Una medida
p asignara a ciertos subconjuntos A de Q un nimero p(A) que llamaremos medida de
A. Por razones que veremos posteriormente, no siempre es apropiado llamar suceso a
cualquier subconjunto de €; exigiremos en cualquier caso que la clase de subconjun-
tos de ) que sean declarados medibles satisfaga ciertas propiedades: concretamente,
exigiremos que sea una o-algebra. Consideraciones probabilisticas proporcionan una
buena justificacion de esa afirmacion. Supongamos que €2 es el conjunto de resulta-
dos posibles de un cierto experimento aleatorio; a ciertos subconjuntos de 2 se les
llamara sucesos y se les asignard una probabilidad. Intuitivamente, si A es un suceso,
diremos que el suceso A ha ocurrido en una realizacion del experimento si el resultado

UEX
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w obtenido en esa realizacion esta en A. Sea cual sea el resultado w del experimento,
Q) ocurre; por tanto, {2 debe ser un suceso; le llamaremos suceso seguro. Si pensar en
la ocurrencia de A tiene perfecto sentido por ser A un suceso, también tiene perfecto
sentido pensar en la no ocurrencia de A, que equivale a la ocurrencia de A¢ (com-
plementario de A); es, por tanto, razonable exigir que A® sea un suceso si A lo es. Si
tiene sentido pensar en la ocurrencia de A C € y en la ocurrencia de B C 2 por ser
Ay B sucesos, también tiene sentido pensar en la ocurrencia de AU B (si sabemos
decidir cuando ocurre A y cuando ocurre B, también sabremos decidir cuando ocurre
A o B); exigiremos entonces que la union finita de sucesos sea un suceso. Menos
intuitiva es la exigencia de estabilidad frente a uniones numerables; la respuesta mas
convincente es que, de ese modo, se obtiene una teorfa matematica mas rica.

Observacion 1.2. Los origenes y primeros pasos de las teorias de la medida y de
la probabilidad son diferentes. Fue Kolmogorov quien propuso por primera vez un
punto de partida formal comin para ambas teorias (que conservan atin sus propios
objetivos). Debido a ello, subsiste una doble terminologia para objetos matematicos
idénticos que comprobaremos en repetidas ocasiones a lo largo de este manual y
que, de hecho, ya hemos comprobado: si en teoria de la medida llamamos conjuntos
medibles a los elementos de una o-algebra, en probabilidad les llamamos sucesos.

Proposicion 1.1. (a) Si A es un dlgebra (resp., o-dlgebra) de partes de ), A es
cerrada frente a la diferencia de conjuntos e intersecciones finitas (resp., numerables)
vy contiene ademas al conjunto vacio.

(b) Si A es un algebra de partes de (), serd también una o-algebra si ademaés es
cerrada frente a uniones numerables crecientes o frente a uniones numerables disjun-

tas.

Demostracion. (a) Trivial.

(b) Si (A,), es una sucesion en A, entonces A := U, A, = U,B, = U,C, donde
B,=U'" Ay C, = A, \ U?;llAi. Siendo A un algebra, se verifica que B,,,C,, € A,
para cada n. Si A se supone estable frente a uniones numerables crecientes (resp.,

frente a uniones numerables disjuntas) entonces A = U, B,, € A (resp., A = U, C,, €

A). O

Antes de ver ejemplos de o-algebras, probaremos una proposicion que proporciona

un método (poco descriptivo, pero frecuentemente utilizado) para construirlas.



GARCIA NOGALES TEORIAS DE LA MEDIDA

Proposicién 1.2. La interseccién arbitraria de o-algebras de partes de un conjunto
Q) es una o-dlgebra en (). Asi, si C es una familia de partes de (), existe la mas
pequena o-algebra en €2 que contiene a C; la llamaremos o-dlgebra engendrada por C

v la denotaremos o(C).

Demostracion. La primera afirmacion es trivial. La segunda es consecuencia de la
primera, pues o(C) es la interseccion de todas las o-algebras que contienen a C,
conjunto de o-algebras que es no vacio pues contiene a la o-dlgebra Z2(Q2) de todos
los subconjuntos de €. O

Ejemplo 1.1. (o-algebra discreta) El conjunto Z2(2) de todos los subconjuntos de €
es trivialmente una o-algebra en €2 que llamaremos discreta. No obstante, llamaremos
espacio medible discreto un conjunto numerable provisto de la o-algebra de todas sus
partes. En lo que sigue, cualquier conjunto numerable se supondri provisto de la
o-algebra discreta, a menos que, expresamente, se indique lo contrario.

Ejemplo 1.2. (o-algebra trivial o grosera) {0, 2} es la mas pequena o-algebra que
podemos considerar en (). Se llamaré o-algebra grosera o o-algebra trivial.

Ejemplo 1.3. Si A es un subconjunto de €2, la mas pequena o-algebra que contiene
aAes{0,A, A, Q}. Si Ay,..., A, es una particion finita de § (es decir, subconjuntos
dos a dos disjuntos que recubren €2), entonces la mas pequena o-algebra que contiene
a los A; esta formada por el conjunto vacio y las uniones finitas de A;’s.

Ejemplo 1.4. (0-algebra de Borel) La o-édlgebra de Borel de R™, que denotaremos
por R™ (o, simplemente, R si n = 1), se define como la o-algebra engendrada por los
intervalos n-dimensionales de la forma {x € R": z; < a} para algin a € R y algtin
1 <17 < n. La g-algebra de Borel de R" es también la o-algebra engendrada por cada
una de las siguientes familias de subconjuntos de R": la familia de los abiertos de
R™, la de los compactos, la de los intervalos n-dimensionales cerrados y acotados (ver
Problema 1.8). En lo que sigue, R™ se supondra provisto de la o-algebra de Borel, a
menos que, expresamente, se indique lo contrario.

Ejemplo 1.5. R denotara la recta real ampliada y R la o-algebra de Borel de R
que se define como la o-algebra engendrada por los conjuntos de la forma [—oo, 2],
r € R. Analogamente se define la o-algebra R™ de Borel en R". En lo que sigue, R”
se supondra provisto de la o-algebra de Borel, a menos que, expresamente, se indique
lo contrario.

Ejemplo 1.6. En general, la o-algebra de Borel en un espacio topolégico es la en-
gendrada por sus abiertos; los sucesos de esta o-algebra se llaman conjuntos de Borel
o borelianos.

UEX
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Ejemplo 1.7. (o-algebra producto) Sean (£2;, A;), ¢ = 1,2, espacios medibles y haga-
mos §2 = Q1 X Qy. Un rectangulo medible en €2 es un conjunto de la forma A; x A5 con
A; € A;, 1 = 1,2, La familia de los rectangulos medibles no es una o-algebra, salvo
en casos triviales (ver Problema 1.6); la o-algebra engendrada por ellos se llamara
o-algebra producto y se denotara A; X A;. Analogamente se define el producto de una
cantidad finita de espacios medibles. Si (€2;, A;);cr es una familia de espacios medibles
y Q = [[,c; %, llamaremos o-algebra producto en 2, y la denotaremos [[,.; A;, la
o-algebra engendrada por los rectangulos medibles (def.: un rectangulo medible en
Q) es un producto de la forma [],.; A;, donde A; € A;, Viy A; = Qysii € I\ I
para un cierto subconjunto finito Iy de I). La o-algebra de Borel en R™ coincide con
el producto de n copias de la de Borel en R; la notacion R" utilizada para ella no
puede dar lugar a confusion.

Ejemplo 1.8. (o-dlgebra inducida en un subespacio) Si (£2,.4) es un espacio medible
v B es un subconjunto no vacio de Q entonces Ap := {ANB: A € A} es una o-
algebra en B. Si B € A los elementos de Ag son A-medibles. De forma general, todo
subconjunto B de una espacio medible (2, A) se supondra provisto, a menos que se
indique lo contrario, de la o-dlgebra Ag (ver Problema 1.9).

Ejemplo 1.9. (Sub-o-algebra) Si (€2,.A) es un espacio medible y B es una o-élgebra
en ) tal que B C A, diremos que B es una sub-c-algebra de A. Por ejemplo,
{0,10,1],[0,1]°,R} es una sub-c-algebra de R, y ésta lo es de Z(R) (ver Proble-
ma 10.26).

El teorema siguiente es un resultado de Dynkin que se utiliza para simplificar el

trabajo de probar si una cierta familia de subconjuntos de €2 es una o-algebra.(!)

DEFINICION 1.2. Sea C una familia de subconjuntos de .

(a) Diremos que C es un 7m-sistema si es estable frente a la interseccion finita.

(b) Diremos que C es un d-sistema (o una clase de Dynkin) si Q € C, es estable
frente a la union numerable creciente y frente a diferencias propias (esto ultimo quiere

decir que se verifica la implicacion [A,B € C,A C B = [B\ A € C]).

Igual que ocurria con o-algebras, la intersecciéon de una colecciéon arbitraria de d-

sistemas es un d-sistema y la familia de todos los subconjuntos de €2 es un d-sistema;

1 Con ese mismo objetivo se suele usar en la literatura el llamado teorema de la clase monétona;
véase, por ejemplo, Ash (1972). No obstante, suele ser mas sencillo de manejar el resultado de

Dynkin.
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por tanto, dada una familia C de partes de €2, la interseccion de todos los d-sistemas
que contienen a C es un d-sistema y es el mas pequeno d-sistema que contiene a C;

se llama d-sistema engendrado por C.

TEOREMA 1.1. (Teorema de Dynkin) Si C es un m-sistema en 2 y A un d-sistema
que contiene a C, entonces A contiene a la o-algebra engendrada por C. En particular,
el d-sistema engendrado por un m-sistema coincide con la o-algebra engendrada por

el m-sistema.

Demostracion. Sea D el d-sistema engendrado por C. Puesto que las o-algebras son d-
sistemas, se verifica que D C o(C). Para probar la otra inclusion, bastara probar que
D es una o-algebra. Comenzaremos probando que D es estable por interseccion finita.
Consideremos la familia Dy := {A € D: ANC € D para cada C' € C}. Puesto que C
es estable por interseccion finita, C C D;; ademas D; es un d-sistema (2 € Dy pues
C C D,y lasigualdades (A\ B)NC = (ANC)\(BNC)y (U,A,)NC =U,(A,NC)
implican que D; es cerrada frente a la formacion de diferencias propias y frente a
uniones numerables crecientes). Entonces D C D;. Pero por definicién de D; se tiene
que D D Dy; luego D = D;.

Hagamos ahora Dy := {B € D: AN B € D paracada A € D}. Puesto que
D, = D, se tiene que C C D,. Argumentos analogos a los precedentes prueban que
Ds es un d-sistema y que Dy = D. Por tanto, D es estable por interseccion finita.

De la definicion de d-sistema se deduce que D es estable por paso al complemen-
tario (si A € D entonces A° = Q\ A € D); puesto que hemos visto que es estable
por interseccion finita, D es un algebra. Pero un algebra estable frente a uniones

crecientes es una o-algebra. O
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 1

Problema 1.1. Si A y B son sucesos disjuntos, determinar A\ B, AAB y A°N B°.

Problema 1.2. a) Calcular ﬂn}—l,%[ y Ny [%, 1— l].

n

b) Para cada n € N, sea A,, = —%, 1}. Determinar limsup,, A, := N, Ug>n A ¥
liminf,, A, = U, Ng>n As.

¢) Repetir el apartado anterior para A, = [—%, 1] si n es par, = [—1, %] sin es
impar.

Problema 1.3. Sea Q = {1,2,3,4}. Describir explicitamente los conjuntos Z(Q2) y
A={(i,j) € Qi+ <4},

Problema 1.4. Si (A,,), es una sucesion de subconjuntos de Q y A = U, A,,, entonces
A = U,B,, donde B, = U}_Ay, y By C By, C .... También A = U,C,, donde
C, = A, \ U Ay, v los C,, son dos a dos disjuntos.

Problema 1.5. Si (A,), es una sucesion de subconjuntos de €2 dos a dos disjuntos
y A=U,A,, entonces [, =) Ia,.

Problema 1.6. En cada una de las situaciones siguientes decidir si la familia A de
subconjuntos de €2 es una o-algebra, un algebra, un m-sistema o un d-sistema.

1. La familia A de los subconjuntos finitos de un conjunto §2.

2. Q=R y A es la familia de sus subconjuntos numerables.

3. 0={1,2,3,4} y A={0,Q,{1,2},{3,4}}.

4. La familia A de los intervalos abiertos de 2 = R.

5. La familia de los rectangulos medibles en un espacio medible producto.

Problema 1.7. ;Cual es la méas pequena o-algebra en ) que contiene a ciertos
subconjuntos Aq,..., A, de Q7

Problema 1.8. a) La o-algebra de Borel de R es también la o-algebra engendrada
por cada una de las siguientes familias de intervalos: la familia de los intervalos de
la forma | — oo, x|, € R; la de los intervalos de la forma |z, oo[, 2 € R; la de los
intervalos de la forma [z, 00[, x € R; la de los intervalos de la forma | — oo, 7], 7 € Q.

b) La o-algebra de Borel de R" es también la o-algebra engendrada por cada una
de las siguientes familias de subconjuntos de R™: la familia de los abiertos de R", la
de los compactos, la de los intervalos n-dimensionales cerrados y acotados, la de los
semiespacios de la forma {xr e R": z; < a} (1 <i<n,a€Q).

¢) Probar que la o-dlgebra de Borel en R™ coincide con el producto de n copias
de la o-4lgebra de Borel en R.
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Problema 1.9. Sean (£2,.4) un espacio medible y B un subconjunto no vacio de €.
Probar que Ag := {ANB: A € A} es una o-algebra de partes de By que Ag C A, si
B € A. Probar que, si A = o(C), entonces A = 05(Cp), donde Cp = {CNB: C € C}
v 0(Cp) es la mas pequena o-algebra de partes de B que contiene a Cg (ver Ejemplo
1.8).

Problema 1.10. Sean Q = {1,2,3} y A= {0,9Q,{1,2},{3,4}}. Notar que A es una
o-algebra en Q. Describir explicitamente el espacio medible producto (02, A?).

Problema 1.11. a) Sea 2 un conjunto infinito no numerable y C = {A € P(Q) :
A o A es numerable}. Demostrar que C es una o-algebra.
b) Describir la o-algebra engendrada por los conjuntos unitarios en R.

Problema 1.12. Probar que una familia A de partes de €2 es una o-algebra si y sblo
si es un d-sistema y un m-sistema.
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Capitulo 2

Funciones Medibles. Variables Aleatorias

La siguiente definicion introduce los morfismos en la categoria de los espacios
medibles: las funciones medibles (en lenguaje de teoria de la medida) o variables

aleatorias (en lenguaje probabilistico).

DEFINICION 2.1. (Variable aleatoria) Sean (Q,.A4) y (€, A’) espacios medibles y
X : 2 — @ una aplicacion. Diremos que X es una variable aleatoria (v.a.), una

funcion medible (o una funcion (A, A")-medible, si se desea mas precision) si
X 1A)eAd VvAeA.

Si (0, A) = (R*,R") (o (R*,R")), diremos que X es una v.a. n-dimensional; si
n = 1, diremos que X es una v.a. real (v.a.r.) Cuando no hay duda de qué o-algebra
A estamos considerando en 2, llamaremos también funciones Borel-medibles a las

v.a. n-dimensionales.

Observacion 2.1. Supondremos en lo que sigue que la notacion X : (2, 4) —
(@, A") lleva implicito que X es (A, A’')-medible.

Proposicion 2.1. (a) Si C es una familia de partes de ) que engendra la o-dlgebra
A’, para comprobar que X es una v.a., es suficiente probar que X }(C) € A, VC € C;

ello prueba que una funcién real X en (2, A) es Borel-medible si, y sélo si, {w €

Q: X(w)<z}e A VeekR

UEX
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(b) Sean 2 un conjunto, (<, A’) un espacio medible y X : Q@ — Q' una aplicacién.
X~1(A") es una o-dlgebra en ) que llamaremos o-algebra inducida por X, pues es la
mas pequena o-algebra en ) que hace a X medible. En las hipétesis de la definicion

anterior, para que X sea (A, A’')-medible es necesario y suficiente que X 1 (A’) C A.

Demostracion. (a) Sea B := {A" € A: X 'A" € A}. Por hipotesis C C B. Se
trata de probar que A" C B. Puesto que A" = o(C) sera suficiente probar que
B es una o-dlgebra. Pero Q = X1V € A; si A € B entonces A’ € B pues
XA = XY A) € A; y si (A), es una sucesion en B, entonces U, A/ € B
pues X 1(U,A)) =U, X 1(A) € B.

(b) La conmutatividad de la imagen inversa con el paso al complementario y la
unién numerable utilizadas en la parte (a) prueban ahora que X '(A’) es una o-
algebra que obviamente hace medible a X; por definicién de medibilidad, cualquier
sub-o-algebra de A que haga X medible debe contener a X ~!(A’) que, por tanto, es
la méas pequena o-algebra que hace X medible. O]
Ejemplo 2.1. Toda funciéon constante X : (2, A) — (2, A") es (A, A’)-medible.

Ejemplo 2.2. (Indicador de un conjunto) Si A C €, llamaremos indicador de A a la
aplicacion

=1 siwe A

=0 siwg A’

Es evidente que I, es una v.a. si, y solo si, A € A. Diremos que A es el soporte de
I4.

IA:wEQ—>IA(w):{

Ejemplo 2.3. (Funcion simple) Una aplicacion X : 2 — R se dice simple si toma un
numero finito de valores. Sean x4, ..., z, € R los valores que toma X y A; = {X = z;}
({X = x;} es una forma breve de denotar el conjunto X !(z;) = {w € Q: X(w) =
z;}), es claro que X = . x;14, vy que X es medible si, y solo si, los A; son medibles.

La siguiente proposicion proporciona otros ejemplos de v.a.

Proposicién 2.2. (a) La composicién de funciones medibles es medible.
(b) Las funciones crecientes de R en R son Borel-medibles.
(c) Las aplicaciones continuas entre espacios topolégicos son medibles si aquellos

se suponen provistos de sus correspondientes o-algebras de Borel.
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(d) Las proyecciones en un espacio medible producto (finito o no) son v.a. La
o-dlgebra producto es la mas pequena que hace medibles las proyecciones. Se verifica
también que una aplicacién a valores en un producto es medible si, y sélo si, se
obtienen funciones medibles al componer con las proyecciones. En particular, una
aplicacion X = (Xy,...,X,,) a valores en R" es una v.a. si, y sélo si, las componentes

X, son v.a.r.

Demostracion. (a) En efecto, si X : (2,4) — (A, A)eY : (V,A) — (', A"),
entonces, para cada A” € A", (Y o X)71(A") = X"} (Y~ 1(A4A") e X~ }(A) C A.

(b) La Proposicion 2.1 reduce el problema a probar que la contraimagen de un
intervalo de la forma | — 0o, y] es un boreliano, lo cual es trivial (es, de hecho, un
intervalo).

(c) Puesto que la o-algebra de Borel de un espacio topologico esta generada por
sus conjuntos abiertos, basta probar -de nuevo la Proposicion 2.1- que la contraimagen
de un abierto por una aplicaciéon continua es un boreliano; pero esa contraimagen es,
incluso, un abierto, por definicién de continuidad.

(d) Sean I un conjunto de indices y 7;, j € I, la proyeccion j-ésima del espacio
medible producto ([[;c; Q. [1,c; Ai) sobre el factor j-ésimo (€;,.A4;). Si A; € A,
Xj_l(Aj) coincide con el rectangulo medible [[..; A; € [[,c; Ai, donde A; = Q; si
ER

Por otra parte, si B es una o-algebra en [ [, €2; que hace medibles a las proyecciones,
entonces, para cada i € I y cada A; € A;, se verifica que ;' (4;) € By, por tanto,
para cada subconjunto finito Iy de I y cada eleccion de sucesos A; € A;, i € Iy,
se verifica que Nier,m; '(A;) € B, lo que prueba que [],A; C B, pues [[, A; esta
engendrada por los conjuntos de la forma N;c,m; ' (4;).

Finalmente, la composicion de una funciéon medible a valores en un espacio pro-
ducto con una de las proyecciones es también una funcién medible, por el apartado
(a); reciprocamente, si (£2,.A) y (€, A;)icr son espacios medibles y X : Q@ — [,

es una aplicacion tal que m;0 X es (A, A;)-medible, para cada i € I, entonces, dado un
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rectangulo medible [, A; € ][, A;, existe I, subconjunto finito de I tal que A; = €
sitel\Iyy

XTI A) =X (mieloﬁi_l(Ai)) = Niery(mi 0 X)7H(A;) € A
UJ

Probamos a continuacion algunas propiedades de estabilidad de la clase de las

funciones medibles.

Proposicién 2.3. (a) Sea (X,,), una sucesién de v.a. R-valoradas convergente pun-
tualmente a una funcién X : Q) — R. Entonces X es también una v.a.

(b) EI supremo y el infimo de una sucesion de funciones R-valoradas Borel-
medibles son también Borel-medibles.

(¢c) Si X es una v.a.r., se definen la parte positiva X de X y la parte negativa
X~ de X mediante: X* = méx(X,0) y X~ = max(—X,0). Tanto X+ como X~ son
v.a.r. y se verificaque X = Xt — X~ y | X| =X+ X"

Demostracion. (a) Notese que, dado = € R,
{w: X(w) >} =02, N2, {w: Xp(w) >z +1/n} € A.

(b) Sea (X,,), una sucesion de funciones Borel-medibles; dado x € R se verifica
que {w: sup, X, (w) < z} = Ny{w: X,(w) <z} € Ay {w: inf, X, (w) > z} =
MNp{w: X, (w) > 2} € A.

(c) La primera afirmacion es consecuencia de (b). La segunda es trivial. O

Un método a menudo ttil a la hora de probar resultados sobre integraciéon consiste
en probar en primer lugar el resultado para indicadores para extenderlo después por
linealidad a funciones simples medibles y, en fin, por continuidad a v.a.r. Ese proceso
de extension es posible gracias al teorema siguiente, que utilizaremos también para

completar las propiedades de estabilidad de la clase de funciones reales medibles.
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TEOREMA 2.1. (a) Sea X : (22, A) — [0, +00] una v.a. Existe entonces una suce-
sion creciente (X,,), de funciones reales simples medibles no negativas que converge
puntualmente a X.
(b) Sea X : (9, A) — R una v.a. Existe entonces una sucesién (X,,),, de funciones

reales simples medibles R-valoradas que converge puntualmente a X y tales que

| X,| < |X]|, para cadan € N.

Demostracion. (a) Se define

Es claro que X, es una funcion simple medible no negativa. Veamos que, para cada w,

la sucesion (X, (w)), es creciente. Si existe k € {1,2,...,n2"} tal que 52 < X(w) <
2%, entonces %’Zﬁ < X(w) < 27%1 y Xp(w) = % < Xoni(w) € 22’2112, Z'f;ll} Si

X (w) > n entonces X, (w) :==n < X, 11(w) pues X, 1(w)=n+1si X(w)>n+1o

Xopi(w) € {82 k= 0,1,...,2 — 1} sin = 222 < X(w) <n+ 1= 22002

Por ultimo, X,, converge puntualmente a X pues, dado w € Q tal que X (w) < oo,
existe n’ € N tal que X (w) < n sin > n'. Por definicién de X, se verifica que, si n >
n’, entonces X (w) dista de X,,(w) menos que 27" y, por tanto, X (w) = lim, X,,(w).
El caso X (w) = oo es trivial.

(b) Sean (S,) e (S)) sucesiones crecientes de funciones simples medibles no ne-
gativas puntualmente convergentes a X y X, resp. Basta tomar X,, = S, — S/,
pues S, es una funciéon simple medible que converge puntualmente a X y tal que

X, < S, + 5, < Xt + X =|X]. O

TEOREMA 2.2. Si X, X, son funciones Borel-medibles de Q en R, también son
Borel-medibles X1 + X5, X7 — Xo, X - Xo v Xi1/X, (suponiendo que estén bien
definidas, es decir, X; + X5 no es nunca de la forma +o0o — oo y X;/X3 no es nunca

de la forma co/oco 0 a/0).
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Demostracion. Sean s,,t, sucesiones de funciones simples medibles R-valoradas pun-
tualmente convergentes a X; y Xo. Entonces s,,+1,, converge puntualmente a X7+ X,
Sntndyx,201[{x,0} converge puntualmente a X; X5 y
Sn
b + =, —0)
converge a X/ X,. Puesto que todas esas son sucesiones de funciones simples medi-

bles, el resultado se sigue de la Proposicion 2.3. O
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 2

Problema 2.1. Sean (£, 4;), i = 1,2, espacios medibles, A; € A; y X : Aj — O
v X' 1 A — Q, funciones medibles para las o-dlgebras que A; induce en A; y AS.
Entonces, la aplicacion S : 3 — 5 que coincide con X en A; y con X’ en Af es
medible.

Problema 2.2. a) Sean X,Y : (2, 4) — (R, R) dos v.a.r. Probar que {X =Y} €
A{XAY}eA{X<Y}eAdy{X>Y}e A

b) En cada uno de los apartados siguientes, decidir si el conjunto A C R™ es un
boreliano: b.1) A = {(z,y) € R*: y = 2?}. b.2) A= {z € R": }I' /27 < 1}. b.3)
A=ZxZ CR* b4) A=U2, )k —1/k k+1/k[CR.

Problema 2.3. Sean {2’ un conjunto, (2,.4) un espacio medible y X :  — ' una
aplicacion. Probar que la familia {B C ': X7'(B) € A} es la mayor o-algebra en
' que hace medible a X.

Problema 2.4. Sea (X,,), una sucesién de funciones R-valoradas y Borel-medibles.
Probar que {w € Q: lim, X,,(w) existe y es finito} es un conjuntos medible.

Problema 2.5. Calcular sup,, X,,, siendo

— g si0<z<2T"
X,z e0,1] — X, (z) = v S? =r=
=1 si2"<ax <1

Problema 2.6. Sean X : Q — Q' una aplicacion, (A;);c; una familia de sub-
conjuntos de 0 y (A.);c; una familia de subconjuntos de 2'. Probar las siguientes
proposiciones:

(a) XU 4)) = U X 1(A).
(

b) X1 (MAL) = N X1 (AY).

(
(d) X(N;A;) € M X (A;). La igualdad no siempre se da en este caso.

) X
) X
¢) X(Uid;) = U X(A).
)
)

UEX

(e) Si A’ C Q) entonces X 1(A) = X~1(A')-.

Problema 2.7. Consideremos las aplicaciones X : (z,y) € R? — X(z,y) := 2ty €
ReY:(z,y) € R? — X(x,y) := 2* + y*> € R. Determinar X ([0, 1]) e Y1(]0, 1]).

L A; y AS constituyen una particion medible de 2, es decir, son sucesos disjuntos que recubren
Q. El resultado se generaliza sin dificultad al caso de una particiéon medible numerable de €2

25
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Problema 2.8. Para cada n € N, consideremos la aplicacion X,, = [[1 1-1) Deter-

n’ n
minar lim,, X, (si existe).
Problema 2.9. a) Probar que si (A,), es una sucesion creciente de conjuntos en-
tonces I 4, es una sucesion creciente de funciones y lim,, A, = I, 4, .-
b) Probar que si (A,,), es una sucesion decreciente de conjuntos entonces lim,, A,, =
Im'n.An'

Problema 2.10. a) Sean Q2 = {1,2, 3,4} y A la o-algebra engendrada por los conjun-
tos {1,2}, {3} y {4}. Probar que, si X : Q — R es A-medible, entonces X (1) = X(2).

b) Sea Aj, Ay... una particion numerable de un conjunto Q y A la o-algebra
engendrada por los A,,. Probar que A = {U,c;A4,: I C {1,2,...}}. {Como son las
funciones reales A-medibles? Ejemplo concreto: Sea 2 = [0, 3]. Describir explicita-
mente la o-algebra engendrada por los intervalos [0, 1], |1,2[ ¥ [2,3]. ;Cémo son las
funciones reales medibles para esa o-algebra?

¢) Un atomo en un espacio medible (£2,.4) es un suceso A € A tal que, si B € A
y B C A, entonces B = () o B = A (ver una definicién de atomo relativo a una
probabilidad en el Problema 12.11). Probar que, si A es un &tomode Ay X : Q — R
es A-medible, entonces X es constante en A.

Problema 2.11. Sea f : Q — Q una aplicacién biyectiva. Demostrar que la clase
S ={A € P : f(A) = A} de los subconjuntos de 2 invariantes por f es una
o-algebra.

Problema 2.12. (%) Sea f : Q — ', y sea C una clase de subconjuntos de €.
Probar que:

a(f71(C)) = f(a(C))
donde f~1(C) ={f"'(A): AeC}.
Problema 2.13. (%) (R™ es Borel equivalente a R) Definicién: Dos espacios medibles
se dicen Borel-equivalentes si existe una biyeccién bimedible entre ellos.

1. Si (9, A)y (€,A") son Borel-equivalentes y n € N, entonces (Q", A") y (", A™)
son Borel-equivalentes.

2. Dos espacios topologicos homeomorfos son Borel-equivalentes si se suponen pro-
vistos de sus o-algebras de Borel.

3. La aplicacion

i %(Pf\wl)—i_% sizeR
firxeRm f(x) =140 sixz=—00
1 sl x =400

es un homeomorfismo entre R y [0, 1].
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4. Sin € N, {0,1}" es homeomorfo a ({0,1}")" cuando {0,1} se supone pro-
visto de la topologia discreta y los productos de la correspondiente topologia
producto.

5. Sea A = U,>1{k27"/1 < k < 2" — 1}. Probar que los puntos de A, y sélo ellos,
admiten dos representaciones en base 2 de la forma

0'b1 ba b

con b= (b;) € {0, 1}

6. Hagamos
S = U1 [{b€{0,1}"/b; = 0,Vi > n}

u{b € {0,1}"/b; = 1,Vi > n}] \{(0,0,...),(1,1,...)}.

A y S son numerables. Sean a',a?,... v s!,s?, ... enumeraciones de A y S,

resp. Se define una aplicacion 7' : {0, 1} — [0, 1] mediante T'(b) = >_.°, b;/2'
sib g S, T(s') = a',i € N. Probar que T es biyectiva y que Ty T~! son
medibles. (?)

7. Probar ya que R” es Borel-equivalente a R.

2 Esta aplicacion biyectiva y bimedible, ademés de identificar como espacios medibles el intervalo
[0,1] y el espacio medible producto {0, 1} nos permitira -ver Problema 8.31- obtener una descripcién
alternativa de la medida de Lebesgue en [0, 1]. es decir, de la distribucién uniforme continua en ese
intervalo.
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Capitulo

Fspacios de Medida.
Espacios de Probabilidad

DEFINICION 3.1. (Medida) Sea (£2,.4) un espacio medible. Una medida en (Q, A)
es una funcion de conjuntos p : A — [0, +00] numerablemente aditiva (es decir,
si (A,) es una sucesion disjunta en A, entonces pu(U,A,) = > n(Ay,)) y nula en
el vacio (es decir, p(0) = 0). La terna (9, A, i) se llamara espacio de medida. Una
medida p se dice finita si () < 4005 se dice o-finita si 2 puede ser recubierto por
una coleccion numerable de conjuntos medibles de medida finita. Una medida p se
dice una probabilidad si u(2) = 1; la terna (€, A, ) se llamaré entonces espacio de

probabilidad.

Observacion 3.1. El concepto de probabilidad nos viene bien para justificar la
definicion de medida. Parece razonable suponer que la probabilidad del conjunto
imposible (o la medida del conjunto vacio) sea cero. Parece natural también exigir
que la probabilidad de la union de dos sucesos disjuntos (resp., la medida de la
union de dos conjuntos medibles disjuntos) sea la suma de las probabilidades (resp.,
medidas) de ambos. Menos natural puede parecer el requisito de que eso siga siendo
cierto para la uniéon numerable disjunta, axioma que asumiremos por el hecho de que
asi se obtiene una teorfa matematica de la medida y la integraciéon méas satisfactoria.

Otras propiedades igualmente razonables para la medida o la probabilidad son

consecuencia de la definicion anterior. En adelante (2, A, 1) serd un espacio de me-
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dida.

Proposicién 3.1. (a) (Monotonia) Si A y B son sucesos tales que A C B, entonces
w(A) < u(B), y, si ademés u(A) < o0, entonces (B \ A) = u(B) — u(A).

(b) (Continuidad hacia arriba) Si (A,), es una sucesion creciente en A, entonces
w(U,A,) = lim, pu(A,).

(¢) (Continuidad hacia abajo) Si (A4,), es una sucesion decreciente en A y alguno
de los A,, tiene medida finita, entonces pu(N,A,) = lim,, u(A,).

(d) (Subaditividad numerable o o-subaditividad) Si (A,), es una sucesién en A,

entonces (U, A,) <> pu(Ay).

Demostracion. (a) u(B) = u(A) + u(B\ A) > u(A). Si u(A) es finito, se sigue de la
igualdad anterior que pu(B \ A) = u(B) — u(A).
(b) Sea A = U, A,. Si u(A,) = 400 para algtin n, entonces p(Ag) = oo para cada

k > n vy el resultado es obvio. Si todos los A,, tienen medida finita podemos escribir
A=A U(A\NA)U---UA\A, 1) U...,
con lo cual

(A) = p(Ar) + p(Ag) — p(Ar) + -+ p(An) — p(Apa) + - = h;rlﬂ 1(Ayn).

(c¢) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A; tiene medida finita. Si
(A,), es una sucesion decreciente a A := N, A, entonces (A; \ 4,), es una sucesion
creciente a Ay \ A. Por (2) se verifica que u(A;\ 4,) converge a pu(A;\ A). El resultado
se sigue de (a).

(d) Puesto que A := U A, = U, (A, \ U '4;) se deduce que
p(A) = D p(An N U A) <3 (A,

]

Ejemplo 3.1. (Medida de Dirac) Si (€2, A) es un espacio medible y w € €, la funcién
de conjuntos ¢, definida para A € A por ¢,(A) = 1 si w € A, = 0 si no, es una
probabilidad que llamaremos probabilidad de Dirac (o distribucion de probabilidad
degenerada) en el punto w.
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Ejemplo 3.2. (Medida cardinal) Si, para A € A, denotamos por u(A) el cardinal de
A (11(A) = +00 si A es un conjunto infinito) obtenemos una medida que llamaremos
medida cardinal; esta medida es o-finita si ) es numerable y A es el conjunto de
todas las partes de € (es decir, si (€2,.4) es un espacio discreto).

Ejemplo 3.3. Si ) = {x1,xs,...} es un conjunto numerable y py, ps, ... son nimeros
no negativos, tomando como A la o-algebra de las partes de (2, obtenemos una medida
pen Amediante: u(A) = -, pila(w;); esta medida es una probabilidad si ), p; = 1.
DEFINICION 3.2. (Propiedades que ocurren casi seguro) Sea (0, A, i) un espacio
de medida. Diremos que una propiedad de puntos de €) ocurre casi seguro respecto
a i (o p-c.s.) si el conjunto de los puntos de €2 que no verifican dicha propiedad esta

contenido en un conjunto medible de medida nula.
Observacion 3.2. La medida 4 se dice concentrada en un suceso A € Asi pu(A°) = 0.

Observacion 3.3. Si A es un suceso tal que u(A) > 0, entonces p? : B € A
pA(B) == (BN A) € [0,+0cc] es una medida concentrada en el suceso A, que
llamaremos restriccion al suceso A de la medida p.

Describimos a continuacién un método clasico de construcciéon de medidas, basado
en el concepto de medida exterior, que utilizaremos para construir la medida de

Lebesgue en R™.

DEFINICION 3.3. (Medida exterior) Una medida exterior en un conjunto no vacio
Q2 es una funcion de conjuntos p*: Z(2) — [0,+o00] nula en el vacio, mondtona y

numerablemente subaditiva.

DEFINICION 3.4. (Medida exterior de Lebesgue en R") Comenzaremos con el
caso n = 1. Si A C R, denotaremos por C4 el conjunto de todas las sucesiones
(Jai, b;])ien de intervalos abiertos acotados tales que A C U;la;, b;[. Se define también
la medida exterior de Lebesgue A*(A) como el infimo de las sumas >, (b; —a;) cuando
(Jas, b;[); recorre C4. Se prueba que A* es una medida exterior que asigna a cada
intervalo de la recta su longitud. En el caso general, si A C R", denotaremos por
Ca el conjunto de todas las sucesiones (R;);en de intervalos abiertos n-dimensionales

acotados (es decir, R; es un conjunto de la forma I; x --- x I, donde los I son

UEX

31



UEX

32

GARCIA NOGALES TEORIAS DE LA MEDIDA

intervalos abiertos acotados de R) tales que A C U;R;. Se define la medida exterior
de Lebesgue \!(A) como el infimo de las sumas ) . vol(R;) cuando (R;); recorre Cy,
donde vol(R;) denota el volumen de R;, es decir, el producto de las longitudes de los

intervalos I, si R, =1; x --- x I,.

Proposicién 3.2. La medida exterior de Lebesgue A\ en R" es una medida exterior

que asigna a cada intervalo n-dimensional su volumen.

Demostracion. N:(0) = 0 pues () C] — en /2, ex /2[" y vol(] — e /2, en /2[*) = ¢, para
cada € > 0.

A es trivialmente monotona pues, para cada A C B C R™, {> 77 vol(R;) :
B C U2 R} C {> 2, vol(R;) : A C U2, R;} y, por tanto, A (A) < X:(B). Por
otra parte, \* es numerablemente subaditiva pues, para cada sucesion (Bj)gen de
subconjuntos de R", cada ¢ > 0 y cada k € N, existe una sucesion (R;)2, de
intervalos n dimensionales abiertos y acotados tal que B C U2 Ry vy A5 (By) >

o2 vol(Ry) — €/2%; por tanto, (R)ix es una coleccion numerable de intervalos

n-dimensionales abiertos y acotados y
Z )\Z(Bk) Z ZVOI(RM) — € Z )\Z(UkBk> — €.
k kyi

Veamos ahora que la medida exterior de Lebesgue asigna a cada intervalo n-
dimensional I su volumen. Consideremos en primer lugar el caso n =1 e I = [a, b].
Puesto que, para cada € > 0, I Cla — §,b + 5[, se tiene que \;,(I) < (b —a) + ¢
por tanto, A (I) < b — a. Por otra parte, si (]a;, b;[); es una sucesion de intervalos
abiertos que recubren el intervalo compacto I, existe k € N tal que Ja, b[C UF_;]a;, by
Se deduce de ahi (ver Problema 3.14) que b —a < 32 (b — a;) < 320, (bi — ay);
luego b — a < N:(I) v, en definitiva, A\ ([a,b]) = b —a. Si I es un intervalo acotado
arbitrario de extremos a y b, entonces, para cada € > 0, [a+e€,b—¢] C I C [a—¢,b+¢€]
y, por tanto, (b —a) — 2e < X:(I) < (b — a) + 2¢, que prueba que A\ (I) = b — a.
Un intervalo no acotado de la recta tiene medida exterior de Lebesgue infinita pues

contiene intervalos compactos de longitud arbitrariamente grande.
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Supongamos ahora que n > 1y que I = [[._,[a;,b;] es un intervalo compacto
n-dimensional. Los detalles son similares al caso n = 1 (ver Problema 3.14). Notemos
solamente que, si I C Ulelj, donde I; = []7_,]a;i, bji[, podemos descomponer I como
unién de intervalos n-dimensionales compactos K, cuyos interiores son disjuntos y
cada uno de ellos esta contenido en alguno de los intervalos I;. Entonces vol(I) =

>, VOl(K) < 3 vol(I;), y de aqui se deduce el resultado como en el caso real. [
En lo que sigue p* sera una medida exterior en €.

DEFINICION 3.5. (Conjunto p*-medible) Un subconjunto B de € se dice pu*-
medible si, para cada A C €,

pr(A) = p (AN B) + p* (AN BY).

Denotaremos por A, la familia de subconjuntos de €2 que son p*-medibles. Un con-

junto Lebesgue-medible en R" es un conjunto \’-medible.

TEOREMA 3.1. A, es una o-dlgebra de partes de () que contiene a los conjuntos
B C 2 tales que *(B) = 0 o p*(B°) = 0. Ademads, la restriccion de y1* a A,- es una

medida.

Demostracion. Siendo p* subaditiva, siempre ocurre que p*(A) < pu*(ANB)+p* (AN
B¢); asi pues, para probar que B es p*-medible, basta probar que p*(A) > pu*(AN
B) + p* (AN B°), para cada A C 2 tal que p*(A) < 400, ya que esa desigualdad es
trivial si p*(A) = 4o0. Por otra parte, si p*(B) = 0 o p*(B¢) = 0, la monotonia de
p* prueba inmediatamente que p*(A) > p*(AN B) 4+ p*(AN B°), es decir, que B es
w*-medible.

Para probar que A,- es una o-algebra, probaremos que es un algebra estable
frente a la union numerable disjunta (eso basta, de acuerdo con la Proposicion 1.1).
0,2 € A, pues u*(0) = 0. Por otra parte, en la definicion de que B sea p*-medible los
papeles de B y B¢ son intercambiables y, por tanto, si B es u*-medible, B¢ también

lo es.
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Supongamos ahora que By y B, son p*-medibles y probemos que también lo es

By U By. Siendo By p*-medible

= (AN By) + p (AN BN By).

Puesto que (By U By)¢ = B{N BS y teniendo en cuenta primero que By es p*-medible,

y luego que lo es By, se tiene que

P (AN (B UBsy))+ p (AN (B U By)°)
= (AN By) +p* (AN BfN By) + (AN Bf N BS)
— 1H(AN By + i (AN BY) = ' (A).
Queda, pues, probado que A, es un algebra.

Sea ahora (B,) una sucesion disjunta de conjuntos p*-medibles. Probemos por

inducciéon que, para cada A y cada n € N,
p(A) =D (AN B) + p (AN (ML, BY)). (3.1)
i=1
El caso n = 1 se obtiene de la medibilidad de B;. Supuesta cierta para n esa expresion,

teniendo en cuenta que B, 11 es medible y que los B; son disjuntos dos a dos, se verifica

que
N*<A N (m?:le‘c)) = N*(A N (ﬂznlef) N Bn+1) + N*<A N (ﬁ?:lBic) N BZH)
— J(AN Bost) + 1 (AN (N BY)).

Eso prueba la igualdad (3.1). Se deduce de ella y de la monotonia de p* que

pr(A) > (AN B) + pr (AN (NZ, By)).
i=1
Notando que N2, Bf = (U2, B;)¢ y tomando limite cuando n — oo, se tiene que

H(A) =Y (AN B + (AN (UE By)). (3:2)

=1
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De esto y de la subaditividad numerable de p* se deduce que
p(A) = Z p (AN By + p (AN (UZ,Bi)°)
i=1
> W(AN (U B:)) + w (AN (U B)) = pw(A)
que prueba que U2, B; es medible y, en definitiva, que A,~ es una o-algebra.
Para probar que la restriccion de p* a A4,- es una medida, basta comprobar la
aditividad numerable. Si (B,,) es una sucesion disjunta en A+, reemplazando A por

U, B; en la desigualdad (3.2), se obtiene

P (U, By) > Z?il w*(B;) +0;

puesto que la desigualdad contraria es cierta por la subaditividad numerable, queda

probado el teorema. O

DEFINICION 3.6. (Medida de Lebesgue en R™) A,. es una o-algebra de partes de
R"™ cuyos elementos se llaman conjuntos Lebesgue medibles. La restricciéon de A a

A se denotara por A, (A, en el caso n = 1) y se llamara medida de Lebesgue en R™.

Proposicién 3.3. (a) Los borelianos de R"™ son conjuntos Lebesgue-medibles.

(b) La medida de Lebesgue es invariante por traslaciones.

Demostracion. (a) Puesto que R™ esta generada por los intervalos n-dimensionales
de la forma I =[], I;, donde I; =] —o0,al e I; =R, sii # j, paraalgin 1 < j <n
y algtin a € R, basta probar que, para cada A C R tal que X5 (A) < oo, se verifica
que
MN(A) > A (ANT)+ N (AN

para un tal intervalo (ver el comienzo de la demostracion del Teorema 3.1). Dado
¢ > 0, podemos elegir una sucesion (R;) de intervalos n-dimensionales abiertos y
acotados que recubren A y satisfacen Y .o, vol(R;) < \:(A) + e. Para cada i, R; N [
y R; N I¢ son intervalos n-dimesionales disjuntos y acotados (posiblemente vacios) y,

por tanto, podemos tomar intervalos abiertos n dimensionales R, y R/ tales que

RiNICR, RNI‘CR' vy vol(R)+vol(R!) < vol(R;) + ¢/2'.
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Las sucesiones (R}) y (R/) recubren ANy ANI€ resp.,y, por tanto,
AAND)+X (ANTY) < 507 vol(R)) 4352, vol(RY) < (3252, vol(Ri))+e < A7 (A)+2e

lo que acaba la prueba.
(b) Se deduce inmediatamente de la definicion de A% y de que el volumen de un

intervalo n-dimensional es invariante por traslaciones. O

Ejemplo 3.4. (Ejemplo de Vitali de un conjunto no Lebesgue-medible) No todo
subconjunto de R es Lebesgue-medible. Vitali, haciendo uso del axioma de eleccion,
propuso un ejemplo: Se define una relacion de equivalencia ~ en R del siguiente
modo: © ~ y <= x —y € Q. Las clases de equivalencia son de la forma Q + z y
son densas en R. El axioma de eleccion asegura la existencia de un subconjunto £ de
10, 1] que contiene uno y s6lo un elemento de cada clase de equivalencia. Sea (r,), una
enumeracion de los racionales del intervalo | — 1, 1[ y hagamos E,, = r,, + E. Entonces
los E,, son dos a dos disjuntos, estan contenidos en el intervalo | — 1, 2[ y recubren el
intervalo |0, 1. Si E fuese Lebesgue-medible, puesto que A(U,E,) = > A(E,) y que
los E), tienen la misma medida de Lebesgue que E, llegariamos a una contradicciéon
con lo dicho anteriormente (distinguir los casos A(E) =0y A(E) > 0).

Observacion 3.4. (Complecion de un espacio de medida) Una medida p en una
o-dlgebra A se dice completa si, dado A € A tal que u(A) = 0, se verifica que
B € A para cada subconjunto B de A. La medida p* en A, definida anteriormente
es completa. Un espacio de medida (€2, A, i) se completa del siguiente modo: se define
A, como la clase de los conjuntos de la forma AU N cuando A recorre Ay N la
clase de los subconjuntos de los sucesos p-nulos. Se prueba que A4, es una o-algebra.
p se extiende a A, definiendo (AU N) = pu(A) si A € Ay N es un subconjunto
de un suceso p-nulo. Se prueba que la definicion es correcta y que p es una medida
completa en A,. El espacio de medida (2,4, i) se llama complecion de (€2, A, u).
La medida de Lebesgue en la o-algebra de los conjuntos Lebesgue-medibles de R™ es
la complecion de la medida de Lebesgue sobre la o-algebra de Borel. El lector puede
encontrar la demostracion de estas afirmaciones en Cohn (1980, p.36 y ss).

Para concluir este tema, presentaremos el teorema de extension de Carathéodory
que necesitaremos para construir medidas de Lebesgue-Stieljes y para extender el

teorema de la medida producto al caso de una cantidad numerable de factores.

TEOREMA 3.2. (Teorema de extension de Carathéodory) Sea o una medida en

un algebra Ay de subconjuntos de Q) (es decir, py : Ay — [0, 4+00| es una funcioén de
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conjuntos nula en el vacio y numerablemente aditiva, en el sentido de que py(U,A,) =
> n to(Ay) para cada sucesion (Ay) en Ay tal que U, A, € Ay) y supongamos que
po es o-finita en Aq (es decir, Q) puede descomponerse como U, A, con A, € Ay y
po(Ay) < 400 para cada n). Entonces py admite una tnica extension a una medida

wen o(Ap).
Demostracion. (Primera etapa) Se define
p B C Qe pt(B) =mf{d no(A,): BCUA,, A, € Ay, Vn}.

Es claro que p* es una funciéon de conjuntos nula en el vacio y mono6tona. Veamos
que también es numerablemente subaditiva: sean (B,,) una sucesion de subconjuntos

de Q y, para cada € > 0y cada n € N, (A,x), una sucesion en A, que recubre a B,

y tal que
Z pro(Ank) < p*(By) +¢/2".
k
Entonces
Yy

ZZMO(AM:) < (Zu*(Bn)) + €

siendo € > 0 arbitrario y (A,)nr un recubrimiento numerable en A, de U, B, se

verifica que

1 (UnBy) < Z W (Bp).

Por tanto, p* es una medida exterior.
(Segunda etapa) Veamos ahora que p* coincide con pg sobre Ay. Reemplazando

UnA, por U,A!, donde A/ = A, \ UZ;%Ak, se prueba facilmente que
pi(B) :=mf{>" po(A,): B CUyAn, An € Ay, Vn; A, N A, =0, sin#m}.

Dados A, Ay, Ag,--- € Ap tales que A C U,A,, se verifica que, si los A, son dos
a dos disjuntos, A = U, (A, NA) y po(A) = >, mo(ANA,) <> po(Ay), lo que
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prueba que po(A) < p*(A). Por otra parte, por definicién de p*, para cada A € Ay,
1 (A) < po(A) + p1o(0) + 110 (0) + -+ - = po(A). Luego p*(A) = po(A) si A € A.
(Tercera etapa) Probaremos ahora que Ay C A,«. Dados A € Ay y B C , para

cada € > 0, existe una sucesion disjunta (A,) en Ag tal que B C U, A, y
> io(An) < p*(B) +e.
Puesto que g es finitamente aditiva,

p(B)+ €= po(An) =Y [to(An N A) + oAy N A%)] > p* (BN A) + 7 (B N A%)

n

donde la ltima desigualdad es cierta por definicion de u* y porque U,(A,NA) D BNA
vy Un(A4, N A°) D BN A° Siendo ¢ > 0 arbitrario, queda probado que p*(B) >
P (BNA)+ p* (BN A, es decir, que A € A,-. Por tanto, Ay C A« y, siendo A«
una o-algebra, o(Ag) C A-.

(Cuarta y ultima etapa) La restriccion p de la medida exterior p* a la o-algebra
A := 0(Ap) es una medida que coincide con py en Ay. Para probar la unicidad
de la extension, supongamos que ' es una segunda extension a A de pg; siendo
o o-finita, podemos suponer sin pérdida de generalidad que u(Q) = p/(2) < oo;
un procedimiento similar al utilizado en la resoluciéon del Problema 3.8 acaba la

prueba. O

Observacion 3.5. (Medidas de Lebesgue-Stieljes en R) Una medida de Lebesgue-
Stieljes en R es una medida p en R que asigna medida finita a cada intervalo aco-
tado de la recta. Una funcién de distribucion en R es una aplicacion F' : R — R
que es creciente y continua por la derecha en cada punto. Ocurre que la férmula
p(]a, b)) = F(b) — F(a) establece una correspondencia biunivoca entre las medidas
de Lebesgue-Stieljes y las funciones de distribucion, si identificamos dos funciones
de distribucion que difieren en una constante. Concretamente: si 4 es una medi-
da de Lebesgue-Stieljes y definimos F' fijando arbitrariamente F'(0) y exigiendo que
F(b)—F(a) = p(a,b]) (p-ej., F(z) = F(0)+p(]0,2]) siz > 0y F(z) = F(0)—p(z,0])
si z < 0), entonces F' es una funcion de distribucion; reciprocamente, como conse-
cuencia del teorema de Carathéodory, dada una funciéon de distribucion F', existe
una tnica medida de Lebesgue-Stieljes p tal que p(]a,b]) = F(b) — F(a). La medi-
da de Lebesgue-Stieljes correspondiente a la funcion de distribucion F(z) = z es la
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medida de Lebesgue en R. En particular, u(] — co,al) = F(a—) = lim,_,_ F(z),
p({a}) = F(a)— F(a—) y p(la, b)) = F(b) — F(a—). Una medida de Lebesgue-Stieljes
pen R se dice continua si pu({z}) = 0, para cada = € R; ello es equivalente a que su
funcion de distribucion sea continua. El lector interesado puede encontrar la demos-
tracion de todas las afirmaciones de esta observacion en Ash (1972, p. 22 y ss). Ver
también la observacion 5.2.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 3

Problema 3.1. Probar que en un espacio de probabilidad (€2, .4, P) se verifican las

siguientes relaciones, donde A, B, Ay, As, ... son sucesos:
1. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
2. PAUBUC)=PA)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-P(AnC)—-P(BNC)+
P(AnBNCQO).
3. P(UXA,) =1—P(Ng,AS).

4. (Principio de inclusion-exclusion)

P(U™,A) ZP — ) PANAL)+ Y P(A, NA,NA)

i1 <ig<n 11 <t9<iz<n

— o (=DM PN A)

Problema 3.2. Sea 2 un conjunto infinito numerable y sea F = P(€2). Definimos
sobre (€, F), la siguiente aplicacion:

(A) = 0 si A es finito
H | +o00 si A es infinito

1. Probar que p es finitamente aditiva pero no numerablemente aditiva.

2. Probar que Q es el limite de una sucesion creciente de conjuntos A,, con p(A,) =
0, Vn € N, pero u(2) = oc.

Problema 3.3. Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad y {4, ..., A, } una parti-
cion medible de €2 (es decir, Ay, ..., A, son sucesos dos a dos disjuntos que recubren
Q). Recordemos que, dados dos sucesos Ay B, se define la probabilidad condicionada
de B supuesto que ha ocurrido el suceso A mediante:

P(BNA)

P(BIA) = =5

si P(A) > 0.
(a) Probar que la aplicacion Py : B € B +— P4(B) := P(B|A) € [0,1] es una
probabilidad (es, de hecho, la restriccion P de P al suceso A dividida por P(A)).
(b) (Teorema de la probabilidad total) Probar que

Y PBAA) = 3 PBIA)P(A)
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si los sucesos A; tienen probabilidad no nula.
(c) (Teorema de Bayes) Para 1 < k < n,

P(B|A)P(Ay)
P(A;|B) = ST P(§|A¢)PIEAZ')

(d) Una poblacion tiene un 40 % de varones y un 60 % de mujeres. Se sabe que
un 10% de los hombre llevan pelo largo y un 40 % de las mujeres lo llevan corto. Se
presenta una persona con pelo largo: ;cual es la probabilidad de que sea una mujer?

Problema 3.4. (Origenes del célculo de probabilidades)

(a) El Caballero de Méré se sorprendia de que al lanzar dos dados se obtenga
con mas frecuencia 11 que 12 al sumar los resultados, a pesar de que uno y otro se
obtienen solamente con una combinacion (546 y 6-+6). ;Que piensas de ello?

(b) () Dos jugadores igualmente habiles juegan una serie de partidas, habiendo
depositado previamente cada uno de ellos a monedas en la mesa. El jugador que gane
4 partidas antes que su contrincante se llevara la cantidad total depositada. Pero la
serie de partidas ha debido interrumpirse en un instante en que un jugador habia
ganado 2 partidas y perdido una. ;Como debe repartirse la cantidad depositada? (1)

Problema 3.5. Describir el espacio de probabilidad correspondiente al experimento
aleatorio que consiste en tres lanzamientos independientes al aire de un dado perfecto
y calcular la probabilidad de que la suma de los resultados sea menor o igual que 5.

Problema 3.6. Calcular la medida de Lebesgue del conjunto
{(z,y) eR*: y =2, > 0}.

Problema 3.7. Sea (A,), una sucesion decreciente de sucesos en un espacio de
medida (2,4, u). Probar que, en general, x(N,A,) no coincide con lim, u(A,) si
w(A,) = oo, para cada n > 1.

Problema 3.8. Sean C un 7-sistema en Q2 y Py y P, dos probabilidades en ¢(C) que
coinciden en C. Probar que P, = P,. Consecuencia: dos distribuciones de probabilidad
en R con la misma funcién de distribucion coinciden en todo R.

Problema 3.9. Si i es una medida o-finita, entonces €2 puede ser recubierto por una
sucesion (A, ), de conjuntos medibles de medida finita que puede suponerse creciente
o disjunta, si conviene.

L En el siglo XVII, Antoine de Gambaud (Caballero de Méré y jugador profesional) planted
estos dos problemas -que, por cierto, ya habian sido considerados por Cardano un siglo antes- a
Blaise Pascal, y se acostumbra a fijar el origen del Calculo de Probabilidades en la correspondencia
mantenida entre Pascal y Fermat para la resoluciéon de éstos y otros problemas similares.
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Problema 3.10. (%) (Lema de Borel-Cantelli) Sea (2, A, P) un espacio de proba-
bilidad. Si (A,), es una sucesion de sucesos tal que > P(A,) < oo entonces

P(limsup A,) = 0.

Problema 3.11. Sea (£2,.A, P) un espacio de probabilidad. Si (A,,), es una sucesion
de sucesos, se verifica que
P(liminf A,)) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(limsup A4,,).

Nota: Si reemplazamos P por una medida pu, la primera desigualdad sigue siendo
cierta y la ultima también es cierta si pu(Ug>,Ax) < oo para algin n.

Problema 3.12. Sea F la funcién de distribucion sobre R dada por:
0 six < —1

1+ si —1<x<0

2 + 22 si0<zx<?2
9 six > 2

Si p es la medida de Lebesgue-Stieltjes correspondiente a F', calcular la medida
de cada uno de los siguientes conjuntos: a) {2}, b) [—=1/2,3), ¢) | — 1,0]U]1,2[, d)
[0,1/2]U]1,2[, e) {z : |z| + 22* > 1}.

Problema 3.13. Encontrar la probabilidad de que la suma de dos ntmeros no ne-
gativos elegidos al azar (ambos menores o igual a 1) sea mayor que 1 y su producto
sea menor que 1/4.

Fr) =

Problema 3.14. (ver Proposicion 3.2 y su demostracion) (a) Probar que si [a,b] C
UE_Jas, bi, entonces b — a < 325 (b; — a;).

(b) Completar la demostracion de que la medida exterior de Lebesgue asigna a
cada intervalo n-dimensional su volumen en el caso n > 1.

Indicacion: (a) Sean ¢; < ... < ¢q tales que {ay,...,ap} U{b1,..., b} =
{c1...,¢q}. Es claro que, para cada 1 < i < d — 1, existe j; € {1,...,k}
tal que |¢;, ¢i41[Clay,, bj,[. Por tanto,

b—a <3 (e — ) < 01 by, —aj) < S (b — ).

(b) Con las notaciones del final de la demostracion de la Proposicion
3.2, para 1 < i < m, sean ¢; < ... < cg; tales que {c14,...,¢q,:} =
{ayiy ... ak;} U {by, ..., by }. Bastaria tomar los K como los interva-
los n-dimensionales que son de la forma I N[ [cj,i, Cji+1.4), Para j; €
{1,...,d; — 1}, 1 < i < n. En realidad, lo que se ha hecho es prolongar
las “hipercaras” (n — 1)-dimensionales de los k intervalos n-dimensionales
I; que recubren I para obtener una malla de intervalos n-dimensionales
acotados cuya union es [[7 [c1, cq,.il; los (Ks)s son aquellos intervalos
n-dimensionales acotados de la malla que cortan a I.



Capitulo I

Integral. Esperanza

Definimos a continuacioén la integral de una v.a.r. respecto a una medida pu.

DEFINICION 4.1. (Integral) Sea (2,4, 1) un espacio de medida.

(a) Si A € A, se llama integral de I, respecto a p, y se denota [ I4du, el nimero
real pu(A).

(b) Sea f = > ] a;I4, una funcion simple donde los A; son sucesos dos a dos
disjuntos y los a; son nimeros reales no negativos. Se define la integral de f respecto
a u, y se denota por [ fdu, como el nimero real Y. a;pu(4;).

(¢) Si f: Q — R es Borel-medible y no negativa, se define la integral de f
respecto a p por [ fdu =sup{ [ sdp: s simple y 0 < s < f}.

(d) Si f : Q@ — R es Borel medible, diremos que f es p-integrable si las integrales
de sus partes positiva y negativa son finitas; diremos que existe la integral de f
respecto a 4 si al menos una de ellas es finita. En ambos casos se define [ fdu =
[ frdu— [ fdp.

(e) Si f = (fi,..., fn) es una funcién medible a valores en R", diremos que existe
la integral de f respecto a p (resp., diremos que f es p-integrable) si existen (resp.,

existen y son finitas) las integrales [ f;du, 1 <i < n,y, en ese caso, se define

/fd,u: (/fld,u,...,/fnd,u).
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(f) Si f es Borel-medible y A € A, denotaremos [, fdu = [(fI4)dpu, si esta
ultima integral existe.
Observacion 4.1. En la parte (b) de la definicion anterior debemos verificar que
la integral de la funcion simple considerada no depende de la representacion de f
como combinacién lineal finita de indicadores con soportes dos a dos disjuntos, es
decir, habra que probar que si f = > 7" a;la, = > 7" bjlp; entonces ), a;u(A;) =

Zj b;iu(B;); pero eso se prueba sin dificultad notando que ambas expresiones coinci-
den con Zz Zj leu(AZ N Bj), donde Zijg = A = bj si Az N Bj 7é @

Observacion 4.2. Usaremos distintas notaciones para la integral de una funcién
medible respecto a una medida. Asi, las notaciones [ f(w)du(w), [ f(w)p(dw) y

Jo f(w)dp(w) significan lo mismo que [ fdpu.

Observacion 4.3. Si p es una probabilidad, entonces | fdu se suele denotar en la
forma E,(f) (o, simplemente, E(f) o Ef, si no hay confusion) y se llama esperanza
o media de f.

Observacion 4.4. Si f : R — R es una v.a.r., su integral respecto a la medida
de Lebesgue (si existe) se denota usualmente por [ f(z)dz, o [ f, o [ f(x)dz o

tambien [ f(z) dx.

Observacion 4.5. El conjunto C de los ntimeros complejos se identifica con R? en
la forma usual. Los borelianos de C son exactamente los mismos que los de R?. Asi,
una funcion compleja f es medible si y sélo si lo son su partes real e imaginaria, y la
integral de f se define como [ Refdu+i [ Imfdpu.

El resultado siguiente establece algunas propiedades de la integral. En lo que sigue

(Q, A, 1) sera un espacio de medida.

Proposicién 4.1. Sean X e Y funciones medibles R-valoradas en .
(a) Sic € R y existe [ Xdu, entonces existe también [ c¢Xdp y coincide con
¢ [ Xdp.
(b) Si X <Y y sus integrales respecto a ju existen, entonces [ Xdu < [Ydu.
(¢) Si existe [ Xdp, entonces | [ Xdu| < [ |X|du.
(d) Si X >0y Ae A entonces [, Xdu=sup{ [, sdp: 0<s <X, s simple}.
(e) Si existe (resp., es finita) [ X du, entonces existe (resp., es finita) [, X du para
cada A € A.
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Demostracion. (a) El resultado es trivialmente cierto si X es simple. Si X es no

negativa y ¢ > 0, entonces

/chu:sup{/sd,u: 0<s<cX, ssimple}

—csup{/fd,u: 0< s <X, s Simple} —C/Xdu.
c c c

En general, si X = Xt — X~ y ¢ > 0, entonces (¢X)" =cX*ty (¢X)” =cX; por
tanto, [¢Xdp = [cXtdu— [¢X du=c [ Xdu.Sic<0,entonces (cX)" =—cX™,
(¢X)™ = —cXT; por tanto,

/chu:—C/X_du+c/X+du:c/Xdu.

(b) Si X e Y son no negativas y 0 < s < X, s simple, entonces 0 < s < Y’; por
tanto, [ Xdp < [Ydu. En general, X <Y implica que XT <YTy X~ > Y. De

eso y de que ambas integrales existen se deduce que

/Ydu:/Y+du—/Y_duZ/X’Ld,u—/X_du:/Xdu.

(¢) Se tiene que —|X| < X < |X]|y, por (a) y (b), — [|X|du < [ Xdu < [|X|dp,
de donde se sigue el resultado.
(d) Si s es una funcion simple medible y s < X, entonces fA sdp < fA Xdp por
(b); entonces
/AXdu > sup{/Asd,u: 0<s< X, s Simple}.
Si t es una funcion simple medible tal que 0 < ¢t < X114, entonces t = tly < X' y

Jtdp < sup{[ sladpu: 0<s <X, ssimple}. Tomando supremo en ¢ se deduce que
/Xdu < sup{/ sdu: 0<s< X, s Simple}.
A A
(e) Sesigue de (b) ydeque (XI)t = XTI, < Xty (X[4) =X, <X". O

Los objetivos fundamentales de este capitulo son los teoremas de convergencia de
Lebesgue y el teorema de aditividad. La proposicion siguiente, parte fundamental del

Teorema 6.1, resultara de utilidad en su demostracién.
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Proposicion 4.2. Sea h una funciéon Borel-medible cuya integral respecto a ji existe.
Hagamos A\(A) = [, hdp, para A € A. Entonces A es numerablemente aditiva en A.
Si h > 0, A es una medida.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que h es una funcioén simple medible no
negativa: h = > " | x;14,. Entonces N(A) = [, hdp = 37" x;u(AN A;). Puesto que
1 es numerablemente aditiva, también lo es .

Supongamos ahora que h es una funcion medible no negativa y sean (4,), una
sucesion disjunta en Ay A = U,A,. Si s es una funciéon simple medible tal que
0 < s < h entonces, puesto que el resultado es cierto para funciones simples,
Sasdp =322 [, sduyestoes <33, [, hdu, por definicion de integral. Tomando
el supremo en s queda probado que A(A) < > 72 A(A,). Para probar la desigualdad
contraria supondremos que todos los A, verifican que A(A4,) < oo (si alguno de ellos
fuera infinito, puesto que A(A,,) < A(A) por la parte (b) de la proposicion anterior,
tendriamos que A(A) = oo y habriamos acabado). De las partes (d) y (b) de la pro-
posicion anterior y de que el maximo de un nimero finito de funciones simples es una

funciéon simple, se deduce que, dado € > 0, existe una funcion simple 0 < s < h tal

/sduz/ hdu—i, 1=1,...,n.
A; A n

03

que

Entonces, de acuerdo con lo probado para funciones simples,

MU, A; :/ hd,uz/ sdp = / sdpu.
( ! ) U A; U;LZIAZ' ; A;

NULA) 2 3 [ = e= 37 A4 e
i=1 7 Ai i=1
Puesto que A(A) > AU, A4;) v que € > 0 y n son arbitrarios, se tiene que A\(A) >

2t AA).
Por altimo, sea h = ht — h~ una funcion Borel-medible arbitraria. Entonces

MA) = [, hTdp— [, h=du. Puesto que [hTdu < oo o [h™du < oo, queda probado

n
=1

Por tanto,

el resultado. [
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TEOREMA 4.1. (Teorema de la convergencia monotona de Lebesgue) Sean f, fi,
fa, ... funciones medibles [0,+oc]-valoradas. Si fi(w) < fo(w) < ... y f(w) =
lim,, f,,(w), Yw € Q, entonces [ fdu = lim, [ f.du.

Demostracion. Puesto que ([ f,du), es una sucesion creciente y que [ f,du < [ fdp,
se verifica que k := lim,, [ f,dp < [ fdu. Fijemos ahora 0 < b < 1 y una funcién
simple medible no negativa s < f. Sea B, := {f, > bs}. Entonces (B,), es una
sucesion creciente de sucesos cuya union es € pues f, converge a f y s toma valores
en R. Pero, por un resultado anterior, k > [ fudu > [, fudp,y [5 fadp >0 [, sdp.
Por el resultado anterior, [ sdu — [ sdu. Siendo eso cierto para cada 0 < b < 1, se

tiene que k > f sdpu. Tomando el supremo en s, queda probado que k > f fdu. O

TEOREMA 4.2. (Teorema de aditividad) Sean f y ¢ funciones Borel-medibles en
Q tales que f + g estd bien definida. Si existen [ fdpy [gdpy [ fdu+ [ gdu esta

bien definida (es decir, no es de la forma +00 — 00 0 —00 + 00), entonces

[+ gau= [ sau+ [ gan

En particular, si f y g son integrables, también lo es f + g.

Demostracion. Si f y g son funciones reales simples medibles no negativas, el resul-
tado se prueba facilmente por la definicion de la integral. Supongamos ahora que f
y ¢ son funciones medibles no negativas, y sean (t,), v (u,), sucesiones crecientes
de funciones reales simples medibles no negativas puntualmente convergentes a f y
g, resp. Entonces (s,,), := (t,)n + (u,), es una sucesion creciente de funciones reales
simples medibles no negativas convergente a f + g. Pero [ s,du = [t du+ [ undy;
por el teorema de la convergencia monétona, [(f + g)du = [ fdp+ [ gdp.
Supongamos ahora que f > 0,9 <0y h:= f+g >0 (g es, por tanto, finita).
Entonces f = h+ (—g) y [ fdu = [hdu — [gdp. Si [ gdu es finita, entonces
J(f+g)du = | fdu+ [ gdp; st [ gdp = —oo, siendo h > 0, tendriamos que [ fdu >
— [ gdp = oo, en contra de que [ fdu + [ g estd bien definida. Analogamente, si
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f>0,9g<0yh<0,seobtiene que [hdu = [ fdu+ [ g reemplazando todas las
funciones por sus opuestas (—g >0, —f <0y —h=—g— f >0).

En el caso general, hagamos

Ey={f9>0},

Ey={f>0, g<0, h>0}, Es={f>0, g<0, h<0},

E,={f<0, g>0, h>0}, Es={f<0, g>0, h<0},

Es={f,g <0}
Los argumentos usados arriba prueban que [y hdp = [, fdu + [, gdp, 1 < i <
6. Pero [ fdu = 39, S, fap y [gdu = SO [z, 9dp por el Teorema 4.2; luego
[ fdu+ [gdp = 3%, [, hdp, y esto coincide con [ hdu si podemos probar que
[ hdp existe, es decir, que [htdu 'y [h~du no son ambas infinitas. Si ése fuese el
caso, tendriamos que fE htdy = ij h~dp = oo para algan par i,7 € {1,...,6}. Por
tanto, [, hdu =00y ij hdp = —o0. Pero entonces [, fdu =000 [, gdu= o0y,
por tanto, [, fdu = 0o o [, gdp = co. Analogamente, [, fdu = —oo o [, gdu = —

que es una contradiccién. O

Corolario 4.1. Sean f,g, f1, f2,... funciones reales medibles.

(a) (Teorema de Beppo-Levy) Si fi, fo,... son no negativas, entonces

(e 9] [e.9]

|3 fudn=3 [ fudn

n=1 n—1
b) f es integrable si y sélo si lo es |f|.

c) Si \f] < g v g es integrable, entonces f es integrable.

d) Si f =0 p-c.s. entonces [ fdu = 0.

=g p-c.s. y [ gdp existe, entonces existe [ fdu y [ fdu = [ gdu.

Si f es p-integrable, entonces f es finita p-c.s.

(
(
(
(e) Si
(f)
(g) Si f >0y [ fdu=0 entonces f =0 p-c.s.

Demostracion. (a) >, fi es una sucesion creciente de funciones reales medibles no

negativas que converge a » .~ f; v el resultado se sigue del teorema de aditividad y

del teorema de la convergencia monétona (Teorema 4.1).
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(b) Puesto que |f| = fT + f~, el resultado se sigue de la definicion de integral y
del teorema anterior.

(c) La monotonia de la integral prueba que |f| es integrable, y el resultado se
deduce de (b).

(d) Si f =>"", x;l4, es una funcion simple, entonces z; # 0 implica pu(4;) =0,
por hipotesis, y por tanto, [ fdp=0.Si f >0y 0 <s < f, s simple, entonces s =0
p-c.s.y [sdp = 0; luego [ fdu = 0. Si f = ft — f~, entonces f* y f~ son cero
p-c.s. por ser menores o iguales que | f|, y esto acaba la prueba.

(e) Sean A = {f = g} vy B = A°. Entonces f = fla+ flgy g = gla+ gl =
fla+glp. Puesto que flg = gl = 0 salvo en B, que tiene medida nula, el resultado
se deduce de la proposicion anterior y del teorema de aditividad.

(f) Sea A = {|f| = oo}. Si u(A) > 0 entonces [ |fldu > [, |fldpn = copu(A) = oo,
que es una contradiccion.

(g) Sean B ={f >0}y B, ={f > 1/n}. B, es una sucesion creciente a B. Se
verifica que 0 < flIg, < fIp = f. Por la monotonia de la integral, an fdu = 0. Pero
[, fdp > p(By)/n. Se deduce que u(B,,) = 0 para cada n y, por tanto, u(B) = 0. [
Observacion 4.6. Consecuencia del corolario anterior es que, en resultados de in-
tegracion, podemos reemplazar cualquier funciéon medible por otra que coincida con
ella c.s. sin que ello afecte al resultado, o reemplazar condiciones que ocurren en todo
punto por otras que se verifiquen c.s. Por ejemplo, el teorema de la convergencia
monoétona podria enunciarse en los siguientes términos: “Sean f, fi, fo,... funcio-

nes reales medibles tales que las relaciones f; < fo < f3 < ..., fi,f2,--- >0y
f = lm, f, se verifican p-c.s. Entonces [ fdp = lim, [ f,dp.”

El siguiente resultado extiende sensiblemente el teorema de la convergencia mo-

noétona:

TEOREMA 4.3. (Teorema de la convergencia monotona extendido) Sean f,g, fi,
fa, ... funciones Borel-medibles.
(a) Si f, es una sucesion creciente convergente a f puntualmente y f, > g para

cadan y [ gdu > —oo, entonces [ fdp =lim, [ f,du.
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(b) Si f,, es una sucesién decreciente convergente a f puntualmente y f, < g para
cadan y [ gdu < +oo, entonces [ fdu =lim, [ f,dpu.
Demostracion. (a) Si [ gdp = 400, entonces [ f,du = +oo para cada ny [ fdu =
+00, y el resultado es trivial. Si [ gdu < +o00, entonces g es finita p-c.s.; cambiemos
g por 0 donde sea infinita. Entonces (f,, — ¢), es una sucesion creciente de funciones
medibles no negativas que converge puntualmente c.s. a f — g; por el teorema de
la convergencia monotona (Teorema 4.1), [(f, — g)du converge a [(f — g)du y el
resultado se deduce del teorema de aditividad; este teorema se aplica pues, siendo
[ gdp > —o0, las integrales [ f,dpy [ fdp existen y son > —oo; ademds, [ gdu es
finita y, por tanto, [ fudp— [gduy [ fdu — [ gdu estan bien definidas.

(b) —fn > —g. [ —gdp > —00, y — f,, es una sucesion creciente convergente a — f.

Por la parte (a), — [ f,du converge a — [ fdu y de ahi se sigue el resultado. O]

TEOREMA 4.4. (Lema de Fatou) Sean f, fi, fo, ... funciones R-valoradas y Borel-
medibles en Q.

(a) Si f,, > f, para cadan, y [ fdu > —oo, entonces

h'mninf / fndp > / liminf f,dpu.
(b) Si f, < f, para cadan, y [ fdu < 400, entonces

h’msup/fndu < /h’msup fndpt.
Demostracion. (a) Sean g, = infy>, fr v g = liminf f,. Entonces g, > f para cada n,
[ fdp > —00 y (g,) es una sucesion creciente convergente a g. Del teorema anterior

se deduce que fgnd,u converge crecientemente a fh’rn inf,, f,du. Pero g, < f,; por

tanto,

/h’m inf f,du = /limgnd,u = lim/gndu = lim inf/gnd,u < liminf/fndu.

(b) Podemos escribir
/h'm sup frdu = —/h'm inf(—f,)dup
> —lim inf/(—fn)d,u = lim sup/fndu.
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]

TEOREMA 4.5. (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue) Sean g, f, fi,
fa, ... funciones R-valoradas y Borel-medibles en ). Supongamos que g es ji-integrable

y que las relaciones |f,| < g (n=1,2,...) vy f = lim, f, ocurren p-c.s. en Q. Entonces

f, fi, fo, ... son también u-integrables y ffdu = lim,, f fndpt.

Demostracion. Puesto que f, fi, fo, ... estdn dominadas por una funcién p-integrable,

son p-integrables. Se sigue del lema de Fatou que

/(h’m inf f,)dp < lim inf/ fudp < lim sup/ fudp
Q " " Q n Q
< / (limsup fy)dp
Q

n

Por hipotesis, lim inf,, f,, = limsup,, f,, = f c.s. y, por tanto, todas las desigualdades

precedentes son igualdades e iguales a fQ fdu. O]

Sabemos que dos funciones reales medibles que coinciden c.s. tienen la misma
integral; el reciproco es evidentemente falso. No obstante, si dos funciones reales me-
dibles tienen la misma integral sobre cualquier conjunto medible, entonces coinciden

c.s. Eso es lo que prueba, entre otras cosas, el siguiente resultado.

TEOREMA 4.6. Supongamos que p es o-finita sobre A y que f y g son funciones
reales A-medibles cuyas integrales respecto a yu existen.

(a) Si [, fdu < [, gdp para cada suceso A € A, entonces f < g p-c.s.

(b) Si fA fdu = fA gdu para cada suceso A € A, entonces f = g p-c.s.

Demostracion. Es claro que basta probar (a) en el caso de que p sea finita. Para cada

UEX

n € N, hagamos

An={fzg9+1/n; gl <n}.

Entonces

1
/ ngZ/ fduE/ gdp + —p(Ay).
A, A, Ay n
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Pero

/A gdu’ S/ |gldp < np(Ay) < oo,

n

y, por tanto, podemos restar fAn gdyp para obtener que p(A,)/n < 0; luego u(A,) = 0.
Entonces u(U,A,) = 0, es decir, u({f > ¢, g finita}) = 0. Por tanto, f < g c.s. en
{g finita}. Obviamente, f < g cuando g = oo. Por tltimo, haciendo C,, = {g =

—o0; f > —n}, se obtiene

—ooulC) = [ gz [ fduz —np(C.);
n Cn

se sigue de ello que u(C,) = 0. Por tanto, u(U,C,) = 0, es decir,

p({f >g; g = —o0}) =0.

Entonces f < g c.s. en {g = —o0}. O

Observacion 4.7. En el caso de que f y g sean p-integrables, la demostracion del
teorema anterior es mucho més simple, y no es necesario exigir que u sea o-finita.
Baste notar que si B = {f > g} entonces [, fdu < [pgdu < [ fdp; las tres
integrales son iguales y, por tanto, fQ(f — g)Ipdu = 0; siendo f —g > 0 en B se
deduce que pu(B) = 0. Puesto que f < g en B¢, se deduce que f < g c.s.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 4

Problema 4.1. Sean )" a;la, = > 7, bjIp, dos representaciones de una misma
funcion simple medible no negativa f : (2, A, u) — [0, +o00[. Probar que la integral

de f respecto a p no depende de la representacion elegida, es decir, Y1 a;u(A;) =
i bju(By).

Indicacion: Probar que ambas expresiones coinciden con » 1%y 377 zij0(A; N
Bj), donde z;; = a; = b; si A; N Bj # 0.

Problema 4.2. Sean (£, A) un espacio medible, wy un punto de €2 tal que {wp} € A
y f(€, A) — R una funcién medible. Probar que

/fd%o = f(wo)-

Problema 4.3. Sea p la medida cardinal en (N, 2(N)). Consideremos la funcion
f(n) =2"" n e N. Calcular [ fdu.

Problema 4.4. Decidir si existen y calcular, en su caso, las siguientes integrales:
1, o T T
[ Ig(z)dz, f[;(e" —1)dz, f@ v?dx, [, |x|dz, f]o,1[u]2,3[ xdx, f{o}e dx, f{o}e deo(x).

Problema 4.5. Sean p €]0,1[, @ ={0,1,...,n}, A= Z(Q) y P la probabilidad en
(Q,.A) definida por

P({k}) = (Z)p"”(l )" E k=0,1,....n.

Calcular la esperanza de la aplicacion identidad en €.

Problema 4.6. (Esperanza condicional respecto a un suceso) Sean (2,4, P) un
espacio de probabilidad y A un suceso tal que P(A) > 0. Si Y es una v.a.r. con media

finita, probar que
1
Ep, (V)= ——= / YdP,

donde P, es la probabilidad definida en el Problema 3.3. Se suele denotar E(Y|A) :=
Ep,(Y) y se llama media condicional de Y dado el suceso A. Observacion: E(Y|A)
se interpreta como el valor medio de la variable Y en una larga serie de realizaciones
del experimento aleatorio si solo tenemos en cuenta aquellas realizaciones en que ha
ocurrido el suceso A.

Problema 4.7. (%) (Espacios £P(Q, A, 1)) Sean p una medida en (2, 4), X una
var en (2,4) vy 1 < p < oo. Notar que X es p-integrable si, y solo si, | X| es
p-integrable. X se dice p-integrable respecto a p y se denota X € LP(Q A, 1; R) si
| X [P es p-integrable.
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1. Probar que, si X € LP(2, A, u;R) y p es finita, entonces
X e L9 A u;R), V1 < g <p.
Probar que eso no es cierto, en general, si i no es finita.
2. (Desigualdad de Holder) Si 0 < v < 1y a,b > 0, entonces

a®b' ™ < aa+ (1 — a)b.

3. (Desigualdad de Holder) Sil <p<ooy
fELr(QA mR)y g€ LV (A 1;R),

con 1/p+1/p' =1, entonces fg € L}(Q, A, i1;R) y

[ 1s@sdne) < ( [ i ) ([l due )

Observacion. Si p = 2, entonces p' = 2 y la desigualdad de Holder suele cono-
cerse como desigualdad de Cauchy-Schwarz. En particular, si X e Y son dos
v.a.r. de cuadrado integrables en un espacio de probabilidad, se verifica que
E(|XY]) < B(XP)2E(Y ),

4. (Desigualdad de Minkowsky) Si f € £P(Q2, A, u; R), denotaremos

i1 = ([ If(w)lpdu(w))l/p-

1+ gllo = 1£1lp + llgllp-

En particular, si f,g € L, entonces f + g € LP.

Probar que

Problema 4.8. Consideremos un espacio de medida (2, A, ). Sea {f,},>1 una su-
cesion de funciones medibles-borel tal que |f,| < a,, con ) a, convergente, y sea g
una funcioén integrable. Probar que se verifica:

/Q (i fng> dp = f:l /Q Jngdp.
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Problema 4.9. (Media) Probar que, si X es una v.a.r. de cuadrado integrable en el
espacio de probabilidad (2,4, P) y u = E(X), entonces para cada a € R,

E((X = p)?) < B((X —a)?)

En particular, si z1,..., 2, E Ry z = %Z?:l x;, entonces, para cada a € R,

n

D (mi—z) < Z(l’z’ —a)?

i=1

Problema 4.10. (Mediana) Probar que, si X es una v.a.r. integrable en el espacio
de probabilidad (2, A, P) y m es una mediana de X (es decir, un niimero real que
verifica que P(X <m) < 3 < P(X <m)), entonces para cada a € R,

E(1X = pl) < E(1X —al)

En particular, si z1,...,x, € Ry m es la mediana de ese conjunto de datos (es decir,
m es cualquier nimero entre los dos valores centrales una vez ordenados los datos de
menor a mayor en el caso de que n sea par, y el valor central en la sucesion ordenada
si n es impar), entonces, para cada a € R,

n n
Z]xl—m] SZ\%—@\-
i=1 i=1

Indicacion: Notar que, si a > m, entonces | X —a|—|X —m|=m—asi X > a,
=m+a—-2Xsim< X <a,=a—msi X <m,y, por tanto,

E(|X —a|]) = E(|X —m|]) >(m —a)P(X >a)+ (m—a)P(m < X < a)
+(0—m)P(X <m)
>(a—m)[P(X <m)—P(X >m)] > 0.

—a
a —

Proceder de forma analoga en el caso a < m.
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Capitulo

Suma de Medidas. Medida Imagen.
Distribuciones de Probabilidad

En esta seccién se presentan diversos procedimientos para construir nuevas me-
didas a partir de otras conocidas que son especialmente tutiles en el desarrollo del
Calculo de Probabilidades y de la Estadistica Matematica. Presentaremos también
resultados que nos indican como se integra respecto a esas nuevas medidas si sabemos
integrar respecto a las originales.

El primero de esos procedimientos es la suma de medidas.

TEOREMA 5.1. Sean (2, A) un espacio medible, (a,) una sucesiéon de niimeros
reales positivos y (ju,) una sucesion de medidas en (2, A). La funcién de conjuntos

p= Y, antt, es una medida en A, y, para cada v.a.r. no negativa f se verifica que

/fdu:Zan/fdun.

Demostracion. Es claro que p es una funcién de conjuntos, no negativa y nula en el

UEX

vacio. Ademas, si (A,,) es una sucesion disjunta en A, entonces

(U Ap) = Z an Z fin(Am) = Z Z i (Am)-
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Por otra parte, la igualdad

[ in=>" . [ sn,

es cierta para indicadores por definicién de p, y para funciones simples medibles no
negativas por linealidad de la integral. En el caso no negativo podemos escribir f
como limite puntual de una sucesion (f,,) creciente de funciones simples, medibles y
no negativas. Entonces, tras una aplicaciéon juiciosa del teorema de la convergencia

mondétona (Teorema 4.1), se tiene que

/ fdyu = lim / fmdp =1m> " a, / funlptn = a, lim / fulpn = ay, / fdyin.

El caso integrable se reduce a éste descomponiendo previamente f como diferencia

de sus partes positiva y negativa. L]

Otro procedimiento para construir nuevas medidas consiste en transportar una

medida por una v.a. A lo largo de toda esta seccion, (€2,.4) serd un espacio medible.

Proposicién 5.1. (Medida imagen. Distribucion de probabilidad de una v.a.) Sean
(Q, A, ) un espacio de medida, (), A") un espacio medible y X : Q@ — Q' una
funcién medible. La funcién de conjuntos u* definida en A’ por u* (A') = u(X=(4"))
es una medida en A’ que llamaremos medida imagen de p por X. (', A', uiX) se
llamara espacio de medida imagen de X. Si P es una probabilidad en (2, A) y X :
Q) — ' es una v.a., la medida imagen de P por X, que denotamos por P~ es una
probabilidad en A’ que llamaremos distribucién de probabilidad de X (respecto a
P).

Demostracion. Es claro que p* es una funcién de conjuntos no negativa. Puesto
que la contraimagen del vacio es el vacio se verifica que p*(0) = 0. Ademas, la
contraimagen de la union es la uniéon de las contraimagenes, y las contraimégenes de

conjuntos disjuntos son disjuntas. Por tanto, X es numerablemente aditiva. O]
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Observacion 5.1. Hagamos notar aqui que todo el valor probabilistico de una v.a.
queda determinado por su distribucién; dicho de otro modo, dos v.a. idénticamente
distribuidas son probabilisticamente equivalentes.

Observacion 5.2. Dada una v.a.r. X en un espacio de probabilidad (€2, A4, P), se
define su funcion de distribucion como la aplicacion F : z € R — F(x) = P(X <
r) = PX(] — 00,z]) € [0,1]. Siendo P¥monotona, es claro que F es creciente; por
otra parte, F' es continua por la derecha en cada punto x € R (si (x,,) es una sucesion
decreciente convergente a x, entonces |0, z] = N,]0, x,] y el resultado en consecuencia
inmediata de la Proposicion 3.1 (c)). F' es, pues la funcion de distribucion asociada
a la medida de Lebesgue-Stieljes PX (ver la Observacion 3.5). Es sencillo asimismo
probar que 0 = F(—00) 1= lim,,_opE) v 1 = F(+00) 1= lim, ., op(z). Bs claro
que F queda univocamente determinada por su distribucién PX; como aplicacion del
teorema de Dynkin (Teorema 1.1) se prueba también que dos v.a.r. con la misma
funcion de distribucién tienen la misma distribucion.

El teorema siguiente establece la relacién entre las integrales respecto a una me-

dida y su imagen por una cierta funcién medible.

TEOREMA 5.2. (Teorema de la medida imagen) Conservamos las hipétesis y no-
taciones de la proposicién anterior. Si g : ' — R es una funcién Borel-medible,
entonces fﬂ, gdp™ = fQ(g o X)du, en el sentido de que, si una de esas dos integrales

existe, entonces la otra también existe y ambas coinciden.

Demostracion. Si g es un indicador, digamos g = I con A’ € A’, entonces [, gdu™ =
pX (A = p(XYA)) = [ Ix—randp = [ Ia0Xdp, pues Ix-1(ay = I 0 X. El resul-
tado se extiende por linealidad a funciones simples medibles no negativas. El teorema
de la convergencia monotona (Teorema 4.1) nos permite extender el resultado a fun-
ciones simples medibles no negativas. En el caso general descomponemos g como
diferencia de sus partes positiva y negativa y el teorema de aditividad de la integral

finaliza la prueba. O

Ejemplo 5.1. Si X es una v.a.r. en un espacio de probabilidad (€2, .4, P), entonces

E(X) = / XdP = / rdP* (x),
Q R
y, si X es de cuadrado integrable,

Var(X) = E[(X — EX)?| = /

Q[X(w) — EX]?dP(w) = / (z — EX)*dP*(z).

R
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Ejemplo 5.2. Reemplazando g por gl en el enunciado se obtiene

/ gdu® = / (goT)du, VA € A.
!/ T—I(A/)

Ejemplo 5.3. Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad, X : (Q, A4, P) — (£, A")
y [ (2, A) — R una v.a.r. Entonces Fpx(f) = Ep(f o X).
DEFINICION 5.1. (Momentos de la distribucion de una v.a.r.) Sean X : (92, A, P) —
R una v.a.r. y £ > 0.

(a) A E(XF) (si existe) se le llama momento de orden k de (la distribucion de)
X. La media es el momento de orden 1 de X.

(b) E(|X|*) se llamara momento absoluto de orden k de X.

(c) E[(X — E(X))*] (si existe) se llamara momento central de orden k de X. La

varianza de X es el momento central de orden 2 de X.

Proposicion 5.2. (a) Si k > 0 y X tiene momento finito de orden k, entonces tiene
también momento finito de orden j, para cada 0 < j < k.
(b) Si X tiene momento finito de orden n — 1 y existe el momento de orden n,

entonces
n

BIX - BCOY] = -1 () B B

k=0
Demostracion. (a)

mwm:/ WWPﬁ/ X[dP < P(IX] < 1)
{Ix]<1} {Ix1>1}

+/ | X|*dP < oo
{Ix]>1}

(b) Trivial. O

Proposiciéon 5.3. (a) (Desigualdad de Markov) Si X es una v.a.r. y k,o > 0, en-

tonces
P(|X| > a) < o "E(X]").
(b) (Desigualdad de Chebyshev) Sean X una v.a.r. con media finita p y varianza

finita 02, y k > 0. Entonces

P(IX — p| > ko) < k2
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Demostracion. (a) o*P(|X| > a) = Jixiza) akdP < Jixiza) | X|kdP < E(|X|*).

(b) Es consecuencia inmediata de (a). O

DEFINICION 5.2. (Covarianza, coeficiente de correlacion) Si X,Y € L3(Q, A, u)
se define Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]. El coeficiente de correlacion entre X

e Y se define como p(X,Y) = \/Va(;?)j)(\);i//iﬂ(ﬁ/)'

Observacion 5.3. La desigualdad de Cauchy-Schwarz prueba que la covarianza esta
bien definida. Es sencillo probar que Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Por otra
parte, esa misma desigualdad prueba que —1 < p(X,Y) < 1.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 5

Problema 5.1. Haciendo T(z) = —xz, « € R, probar que una funcién medible
g : R — R es integrable (respecto a la medida de Lebesgue) si, y solo si, la funcion
h(z) = g(—=) lo es. Analogamente, si ¢ € R, g es integrable si, y solo si, g(z + ¢) lo
es. Se verifica ademas que

/9(x>dx:/g(—:c)d:c: /g(x—i—c)dx.

Problema 5.2. Determinar la distribuciéon de una v.a. respecto a una medida de
Dirac.

Problema 5.3. Sean Q = {1,2,3,4,5,6}, A = 2(Q) y P = >0 pie; (donde
pi >0y > .p; =1). Consideremos la v.a.r T definida por T'(1) = T'(2) = T'(3) = —1,
T(4) =T(5) =0y T(6) = 1. Determinar P*, E(T) y Epr(f), donde f(z) = z*+z+1.

Problema 5.4. Sea P = % 22:1 €. Probar que P es una probabilidad en R. Calcular
P(N), P([=2,2]\] - 00,1)), P(V2Z+N) y P(ZA[-3,3)).

Problema 5.5. (%) Sean X una variable aleatoria real en un espacio de probabilidad
(Q,A P)yyg:R" — R* una funcion creciente no negativa tal que E(g(X)) < oc.
Supongamos que g es una funcion par y no decreciente en [0, 00). Entonces para cada

n >0,
B(lg(0N)

9(n)
Nota: Este resultado generaliza la desigualdad de Chebyshev.

P(|X]|>n) <

Problema 5.6. Sea A = 1/2 y consideremos en (Ny, #(Np)) la probabilidad P =
ey 2ren. Consideremos las funciones f(n) = ny g(n) = nl, n € Ny. Calcular

E(f)y E(g).

Problema 5.7. Supongamos que el nimero de veces por semana que un individuo
aparca en doble fila, sigue una distribucién de Poisson de parametro A. Si la probabi-
lidad que tiene de ser denunciado por cada aparcamiento indebido es p (y admitimos
que no recibe denuncias injustificadas) determinar:

1. La probabilidad de que haya aparcado en doble fila exactamente k veces una
semana en la que recibié n denuncias.

2. La probabilidad de que en una semana comete k infracciones no denunciadas.

3. La probabilidad de que la j—ésima denuncia se produzca en la k—ésima infraccion
(en una semana cualquiera).
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Problema 5.8. En cierta votacion entre dos candidatos, el candidato A recibe a votos
y el candidato B recibe b votos (a > b). Supongamos que n de los N = a + b votos
totales son irregulares (no validos). El candidato B cuestiona entonces el resultado
de la votacion, reclamando que si esos n votos se hubiesen sacado al azar del total y
hubieran sido anulados, la votacion podria variar. ; Cudl seria la probabilidad de que
se produzca una variaciéon en el resultado?

Problema 5.9. (Distribucion uniforme discreta) La distribucion uniforme discreta
en el conjunto {1,...,n} es la distribucion + 3" | &, Determinar su media y su
varianza. (')

Problema 5.10. (Combinatoria) Recordemos que, sin € Ny k € {0,1,...,n} se
define el numero combinatorio n sobre £ mediante:

(V)

donde n!=n-(n—1)...3-2-1 (se lee n factorial y es el nimero de permutaciones
en el conjunto {1,...,n}, es decir, el namero de aplicaciones biyectivas de {1,...,n}
en si mismo). Por convenio, 0!=1!=1 y (g) = 1. El nimero combinatorio (Z) es el
nimero de combinaciones de n elementos tomados de k en k, siendo dos combinaciones

diferentes cuando una de ellas contiene un elemento que no contiene la otra, es decir,

(Z) es el nimero de subconjuntos de {1,...,n} que tienen k elementos. Es obvio
que (Z) = (nfk) Si k,n € N, los elementos del conjunto producto {1,...,n}* se

llaman también variaciones con repeticion de n elemento tomados de k en k; hay
un total de n* variaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k. Si,
ademés, k < n, las aplicaciones inyectivas de {1,...,k} en {1,...,n} se llaman
variaciones ordinarias (o sin repeticion) de n elementos tomados de k en k. Su nimero
esn-(n—1)---- (n—k+1)=n!/(n—k)! (*) En una baraja espanola de 40 cartas
agrupadas en cuatro “palos” (oros, copas, espadas y bastos) con 10 cartas en cada

I La distribucién uniforme discreta corresponde a la definicién clasica de probabilidad de Laplace
en el caso de un numero finito de sucesos elementales -digamos, 1,...,n- equiprobables -en cuyo caso
cada uno tiene probabilidad %—. En ese contexto, la probabilidad de un suceso es el cociente entre
el numero de casos favorables al suceso -es decir, el nimero de sucesos elementales que componen
el suceso- y el numero de casos posibles -es decir, n-.

2 El ntimero de aplicaciones biyectivas (o permutaciones) del conjunto {1,2,3,4} en si mismo es
igual a 4! = 4.3-2-1 = 24. Un ejemplo de permutacion en ese conjunto es (3, 1,4, 2), forma abreviada
esta de describir la aplicacion biyectiva que lleva el 1 en el 3 (que aparece en primer lugar en la
permutacion), el 2 en el 1 (que aparece en segundo lugar en la permutacién), el 3 en el 4 y el 4 en el
2. Esa permutacién se puede escribir también en la forma 3142, identificAindose asi con un nimero
de cuatro cifras. Podemos, por tanto, afirmar que con las cifras 1, 2, 3 y 4 se pueden escribir 4! = 24
numeros de cuatro cifras diferentes. Como vemos, en cada permutaciéon en un conjunto se utiliza
cada elemento de este una y s6lo una vez, y una permutacion se diferencia de otra en el orden en que
aparecen colocados los elementos. Por otra parte, el conjunto {1,2, 3,4} tiene (4) = 6 subconjuntos

2
con 2 elementos: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4} vy {3,4}, que también se escriben en la forma
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palo numeradas del 1 al 10, calcular, utilizando la definicion cldsica de probabilidad
de Laplace -no de otro modo-, las siguientes probabilidades:

1. La probabilidad de que al barajar los 10 oros, éstos salgan en orden creciente.

2. La probabilidad de sacar cuatro ases en 4 extracciones de cartas con reempla-
zamiento (es decir, tras cada extraccion, se toma nota de la carta obtenida y
ésta es devuelta a la baraja) si se baraja después de cada extraccion.

3. La misma probabilidad del apartado anterior en el caso de que el experimento
se haga sin reemplazamiento.

4. La probabilidad de que en 3 extracciones sin reemplazamiento se obtenga el as
de oros.

Problema 5.11. a) Se lanzan cuatro dados equilibrados. ;Cuél es la probabilidad
de obtener, al menos, un 67

b) Se retinen n personas en un local. ;Cuél es la probabilidad de que al menos
dos de ellas cumplan anos el mismo dia?

Problema 5.12. (Distribuciéon uniforme continua) Si a < b, la distribucién uniforme
en el intervalo [a, b] queda definida por la funcion de densidad

1
—— I p)-
b_a[’b}

Determinar su media y su varianza. Observacion: En general, si B es un boreliano
de R* con medida de Lebesgue \y(B) finita y > 0, la distribuciéon uniforme (multi-
variante, si k > 1) sobre B queda definida por la funcion de densidad A\ (b) ' I5.

Problema 5.13. Un movil se desplaza en un plano cartesiano realizando dos posibles
desplazamientos: con probabilidad p se desplaza del punto (x,y) al punto (z,y + 1)
y con probabilidad 1 — p se desplaza del punto (z,y) al punto (x + 1,y), siendo
0 < p < 1. Supuesto que inicialmente se encuentra en el punto (0,0), determinar
justificando la respuesta:

12, 13, 14, 23, 24 y 34. Se dice que hay 6 combinaciones de 4 elementos tomados de 2 en 2. Por
ejemplo, hay 6 formas distintas de asignar dos pelotas idénticas a 4 nifios si cada nino recibe a lo
sumo una pelota. Asi, en una combinacién en un conjunto no pueden aparecer elementos repetidos,
y el orden no influye en la combinacién, de tal suerte que dos combinaciones son diferentes cuando
una de ellas contiene un elemento que no contiene la otra. En una variacién con repeticién se usan k
de los niimeros 1,...,n pudiendo aparecer un mismo nimero mas de una vez e influyendo el orden
de aparicion, mientras que en las variaciones ordinarias de orden k < n se usan k de los ntimeros
1,...,n sin que puedan repetirse pero manteniendo la influencia del orden de aparicion -dicho de
otro modo, las variaciones ordinarias serian los elementos de {1,...,n}* con coordenadas dos a dos
distintas-.
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1. La probabilidad de que alcance el punto (a,b).

2. La probabilidad de que alcance el segmento determinado por los puntos (n,0)
y (n,n).

Problema 5.14. Se elige de forma aleatoria un punto en el circulo unidad. Calcular
la distribucion de probabilidad de la ordenada del punto.
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Medidas Definidas por Densidades.

Teorema de Cambio de Variables

El tercer procedimiento para construir nuevas medidas a partir de otras conocidas
hace uso del concepto de densidad. Las distribuciones de probabilidad mas utilizadas
en Estadistica Matematica quedan determinadas por su densidad respecto a una
cierta medida: la medida cardinal en el caso discreto y la medida de Lebesgue en R o
en R™ en el caso continuo. Los resultados siguientes permiten con frecuencia obtener
resultados generales que se aplican a las tres situaciones mencionadas (evitando asi

la triplicacion de las demostraciones).

DEFINICION 6.1. Sean A\ y p medidas en A. Diremos que A\ es absolutamente
continua respecto a p o que A estd dominada por p (o que x4 domina a A, o que pu es

una medida dominante de \), y lo denotaremos por A\ < p, si A(A) = 0 cada vez que

Ae Ay u(A) =0.

La siguiente proposicion-definicion introduce la definicion de densidad o derivada

de Radon-Nikodym.

TEOREMA 6.1. (Medidas definidas por densidades) Sean p una medida en A y

h:(Q,A) — [0,+00] una funcién medible. La funcién de conjuntos A : A € A —
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AMA) = [, hdp es una medida absolutamente continua respecto a ji. X suele llamarse
integral indefinida de h respecto a u; a h la llamaremos derivada de Radon-Nikodym
o densidad de \ respecto a u y denotaremos h = d)\/du. Ademas, si f : (2, A) — R

es una funciéon medible, entonces

[rix=[ s nan

en el sentido de que una de esas integrales existe si, y sélo si, existe la otra, y en ese

caso coinciden.

Demostracion. La primera parte ha sido probada en el Teorema 4.2. La segunda es
cierta en el caso de que f sea un indicador, por definicion; a partir de ahi, el resultado
se extiende a funciones simples medibles no negativas por linealidad de la integral, y
a funciones medibles no negativas haciendo uso del Teorema 2.1 y del teorema de la
convergencia mono6tona de Lebesgue, v de ahi al caso general mediante la habitual

descomposicion de fcomo diferencia de sus partes positiva y negativa. O]

Ejemplo 6.1. (Integral respecto a una medida de Dirac, es decir, esperanza de una
v.a.r. respecto a la distribucion de probabilidad degenerada en un punto) Sean (£2,.4)
un espacio medible, f : (2, A) — R una v.a.r. y wy un punto de €2 tal que {wy} € A.
Puesto que f = f(wy) €u, — ¢.5., se verifica que

/fd&m = /f(wo)d%o = f(wo).

Ejemplo 6.2. (Integral respecto a la medida cardinal y esperanza respecto a una
distribucion de probabilidad discreta) Consideremos el espacio discreto (£2,.4) =
(N, Z(N)), y denotemos por x la medida cardinal sobre A, es decir, p = >, &,.
Cualquier funcion real f en N es A-medible. Si f es no negativa, se verifica que

[ tin= [ 15,20 =5, [ fden = 5, )

En el caso de una funcién R-valorada f, que f sea u-integrable equivale a que lo sea
|f], ¥, por tanto, f es integrable respecto a la medida cardinal si, y sélo si, la serie
>, f(n) es absolutamente convergente. Andlogamente se obtiene la integral respecto
a la medida cardinal en un conjunto numerable provisto de la o-algebra de todos sus
subconjuntos.
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Ejemplo 6.3. (Esperanza respecto a una distribucion de probabilidad discreta) Sean
{z1,22,... } un subconjunto numerable de R, p1,ps, -+ >0y P =3 - pues,. P
serd una probabilidad si ), p, = 1. Si X : R — R es una v.a.r. no negativa, entonces

Ep(X) =Y paX(zn). (I)

Si X toma valores en R, que X tenga media finita equivale a que la serie Y on X ()
sea absolutamente convergente, en cuyo caso también se verifica (I). En particular,
la media de la distribucién P se obtiene cuando X es la identidad

> P,

y no es mas que una suma ponderada de los valores x; siendo el "peso'de z; la
probabilidad p; con que P toma el valor x;. (')

Ejemplo 6.4. (Integrales de Riemann y de Lebesgue) Sean X : [a,b] — R una
aplicacion acotada y a = a9 < a3 < ... < a, = b una particion del intervalo [a, b],
que denotaremos por 7 :=< ag,ay,...,a, >. Denotemos m; = inf ¢, |0, X(2) ¥y
M; = sup,c(y; 10 X(2), 1 < i < n. Se definen las sumas inferior y superior de
Riemann de X relativas a la particiéon 7= mediante

(X,7) = Zmi(ai —a;—1), uw(X,m):= ZMi(ai —a;-1),
i=1 =1

respectivamente. Si 7' :=< a = by, by,...,b, = b > es otra particién de [a,b] vy
{ag,a1,...,a,} C{bo,b1,...,bn}, diremos que 7’ es méas fina que . En ese caso, es
sencillo probar que

(X, m) <U(X,7") <ulX,n") <u(X, ).

X se dice Riemann-integrable en [a,b] si sup, [(X,7) = inf, u(X, 7); en ese caso, ese
valor comiin se denota fab X y se llama integral de Riemann de X en el intervalo [a, b].
Se prueba facilmente (ver Problema 6.5) que una funcion acotada X : [a,b] — R es

! La expresion “peso” queda justificada por la siguiente interpretacion fisica de esa esperanza:
Consideremos un cuerpo de masa 1 formado por n masas puntuales p1, pa, ... colocadas, respectiva-
mente, en los puntos de abscisa x1, xs, . ... El centro de gravedad del cuerpo -es decir, el punto sobre
el que debemos apoyarlo para que quede en equilibrio- se sittia en el punto ), p,z,. Andlogamente,
si f: R — [0,400] es la funcién de densidad de una distribucién de probabilidad en R, podemos
imaginar una barra metalica de longitud infinita y grosor nulo situada sobre el eje de abscisas y de
masa 1 desigualmente repartida a lo largo de la barra: es la funcion de densidad la que nos indica
como se reparte la masa total a lo largo de la barra, como de “densa” es ésta en cada segmento de
barra (el area que sobre el segmento hay bajo la grafica de la funcion de densidad).
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Riemann-integrable si, y so6lo si, para cada ¢ > 0, existe una particiéon 7 tal que
uw(X,m)—1(X,m) < e. Puesto que una funcion real continua en un intervalo compacto
de la recta es uniformemente continua, se prueba facilmente que toda funcién conti-
nua en [a,b] es Riemann-integrable. Se prueba que una funciéon acotada X en |a, b|
es Riemann-integrable si, y sélo si, el conjunto de puntos de discontinuidad de X
tiene medida de Lebesgue nula, y que, en ese caso, la funcién es, también, Lebesgue-
integrable y que las integrales de Riemann y de Lebesgue de X en [a,b] coinciden.
Podemos usar, pues los resultado clasicos de calculo de integrales definidas para cal-
cular integrales de Lebesgue.(?) Pero la integral de Lebesgue nos permite integrar mas
funciones: por ejemplo, el indicador de @ N [0, 1] no es Riemann-integrable en [0, 1]
(no es continua en ningtin punto de ese intervalo), pero tiene integral de Lebesgue
nula, pues coincide c.s. con la funcién idénticamente nula.

Algunos autores denominan teorema de cambio de variables el que nosotros hemos
denominado de la medida imagen; aqui reservaremos ese nombre para el teorema

siguiente, que no demostraremos (puede verse la demostracion en Cohn (1980)).

TEOREMA 6.2. (Cambio de variables) Sean U y V abiertos deR" y T : U — V
una biyeccién tal que T y T~ son diferenciables. Denotemos por A\ la medida de

Lebesgue en R" y sea

oT;
Jr(z) = det ( (x))
Ox; 1<i,j<n

el jacobiano de T' en el punto x € U. Para cada boreliano B de U se verifica

NT(B) = [ 1Ir(a)laxa).
Para cada funcion Borel medible f : V — R se verifica que
[ tix= [ (reD@lr@lire)
v U

en el sentido de que, si una de esas integrales existe, entonces ambas existen y coin-

ciden.

2 Recordemos la regla de Barrow: Sean X una funcién acotada y Riemann-integrable en [a, b]
y f una funcién derivable en [a,b] tal que X = f’ (es decir, f es una primitiva de X); entonces,

f;X(x)dx = f(b) — f(a). Recordemos también que, si X es continua en un punto ¢, la aplicacién
f(z) :== [T X es derivable en el punto c y f'(c) = X(c).
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Como consecuencia inmediata del teorema de cambio de variables (Teorema 6.2)
se tiene el siguiente resultado, que describe la densidad de una v.a. n-dimensional
transformada por un difeomorfismo (es decir, una aplicacion biyectiva que es de clase

C' y tiene inversa de clase C') de otra v.a. n-dimensional con densidad.

Corolario 6.1. (Transformacion de variables) Sean U y V abiertos de R", T : U — V
una biyeccion tal que T y T~ son de clase C', y X : (Q, A, P) — U una v.a. n-
dimensional con densidad fx (respecto a la medida de Lebesgue A\ en R"). Entonces

lav.a. Y ;=T o X tiene densidad

dPTOX

(y) = F(T W) Jr— ()], yeV.

Demostracion. Si B € R™(V'), entonces

P"X(B)=P(ToX €B)=P(X €T 'B) = /TlB f(z)dx = (%).

Haciendo el cambio x = T~!(y), se deduce del teorema de cambio de variables (Teo-

rema 6.2) que
()= [ 1@ )l ()l
B
lo que acaba la prueba. O

Observacion 6.1. Con las notaciones e hipotesis del teorema anterior, se tiene que,
para cada boreliano B de V,

W(B) = [ de= [ el

lo que prueba que la medida imagen A\’ tiene densidad |.Jy-1| respecto a A.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 6

Problema 6.1. En los apartados siguientes, decidir si existe la derivada de Radon-
Nikodym de A respecto a p y, en su caso, calcularla.

L Q={1,2,3}, A= 2(Q), \=L(e1 + ) y p= 3(e1 + &3).
2. 0={1,2,3}, A=2(Q), A\ =3(e1 + ) y n = 3(e1 + &2 + &3).

=[0,1], A =R([0,1]), AM(A) = [, 32*dx si A € Ay pladistribucion uniforme
[0, 1].

4. Q=10,1], A=R([0,1]), AM(4) = [, 32%dx y p(A) = [,e"dz, si A€ A

Problema 6.2. Sean Z una variable aleatoria con funcion de densidad:

z+1 si z € (—1,0)
fR) =9 —» 11 si z€[0,1)
0 en otro caso

Determinar, la funcién de densidad de las variables aleatorias S y T' donde
S=724+3y T =e?"?
Problema 6.3. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad

0 si <0
f(x)_{e_m sio x>0

1. Determinar la funcion de probabilidad de la variable aleatoria Y = [X] (parte
entera de X)
X

2. Determinar la funcién de densidad de 7 = ——
1+ X

Problema 6.4. (Distribucion de Cauchy) Probar que, si a > 0,

«

Co(x) = )

es una funcion continua no negativa tal que fR co = 1. Es la funcién de densidad
de una distribucion de probabilidad en R que llamaremos distribucién de Cauchy de
parametro «. Probar que esa distribucién no tiene media finita.

UEX

Problema 6.5. (%) (Integrales de Riemann y de Lebesgue) En este problema se
pretenden justificar las afirmaciones del ejemplo 4 de la pagina 69. Con las definiciones
y notaciones alli utilizadas, probar:
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L U(X,7m) <UX,7") <u(X,7") <u(X,n) sin" es una particion de [a,b] més fina
que 7.

Indicacion: Proceder por induccién, anadiendo los puntos extra uno a uno
a la particion 7.

2. Una funcion acotada X : [a,b] — R es Riemann-integrable si, y solo si, para
cada € > 0, existe una particion 7 tal que u(X, ) — (X, 7) <.

3. Toda funcién continua en [a, b] es Riemann-integrable.

Indicacion: Utilicese que toda funcién continua en un compacto es unifor-
memente continua.

4. Una funcion acotada X en [a, b] es Riemann-integrable si, y solo si, el conjunto
de puntos de discontinuidad de X tiene medida de Lebesgue nula. En ese caso,
las integrales de Riemann y de Lebesgue de X en [a, b] coinciden.

Indicacion: (=) Para cada n, elegir una particion 7, (més fina que m,_1)
tal que u(X,m,) — (X, m,) < 1/n. Definir funciones simples s, y t, en
[a,b] que coinciden con X en el punto a y valen m; := infj,, | o)X ¥y
M; = SUPJg;_ ;a4 X, resp., si m, =< agp, a1,...,0a;, >. Entonces s, < X <
tn e f; sp=1(X,m,) e ff tn = u(X,m,). (s,) es una sucesion creciente a
una funcion s y (t,) es una sucesion decreciente a una funcion ¢. Usar el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para probar que fab(t —
s)d\ = 0; siendo t > s, debe ser t = s c.s. en [a,b]. Si s(x) = t(x) y
x no estd en ninguna de las particiones m,, X es continua en x: luego el
conjunto de puntos de discontinuidad de X tiene medida de Lebesgue nula.
Ademas s < X < t implica que X = s c.s. y, por tanto, X es Lebesgue-
medible y Lebesgue-integrable y su integral de Lebesgue coincide con la
de s, es decir, con su integral de Riemann. (<=) Sea X continua c.s.
Sea 7, una particion que divide [a,b] en 2" intervalos de igual longitud
y construyamos a partir de ella funciones s, y t, como antes. Entonces
X (x) = limy, sp(x) = lim, t,(x) en cada punto = de continuidad de z vy,
por tanto, c.s. Por el teorema de la convergencia dominada, lim,, (u(X, 7,)—
I(X,7m,)) =0, que prueba que X es Riemann-integrable.

5. (Regla de Barrow) Sean X una funcién acotada y Riemann-integrable en [a, b]
y f una funcion derivable en [a, ] tal que X = f’ (es decir, f es una primitiva

de X); entonces, f:X@)dl‘ = f(b) — f(a).

Indicacion: Sean m =< ag,ai,...,a, > una particion de [a,b], m; =
mfly, o)Xy M = SUP[g;_, ;] X - Por el teorema de los incrementos fini-
tos, para cada i, existe t; €]a;—1, a;[ tal que

flai) = flaiz1) = f(t:)(a;i — ai—1) = X (t:)(a; — a;1).
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Entonces
n n
WX, m) =) miai—ai-1) <> X(ti)(ai — ai—1)
=1 1=1
n
< ZMZ(az - ai_l) = U(X, 7T).
=1
Pero
n n

ZX(ti)(ai —aj-1)= Z(f(ai) — flai-1)) = f(b) — f(a).

i=1 =1

Luego, para cada particion 7, [( X, 7) < f(b) — f(a) < u(X, 7). Puesto que,
si X es Riemann-integrable, también I(X,7) < ffX < u(X,7), se deduce
que, dado € > 0, si 7 es suficientemente fina,

b
[ X =10 - 1@ < uxm) - i0xm) < e

6. Si X es acotada en [a,b] y continua en un punto ¢ €la, b], la aplicacion f(x) :=
[ X es derivable en el punto cy f'(c) = X(c).

UEX
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Capitulo

Medida Producto. Medidas de Transicion

Se introducen a continuacioén las nociones de medida de transicion (y probabilidad
de transicion) y de medida producto. Ambas nociones juegan un papel fundamental
en esta obra (p.ej., en los conceptos de independencia y de distribucién condicional).
La nociéon de medida de transiciéon permite presentar los teoremas clasicos de la
medida producto y de Fubini con mayor generalidad sin un gran esfuerzo adicional.

En lo que sigue (21, A;) ¥ (2, A2) seran espacios medibles. La siguiente definicion
construye a partir de ellos un nuevo espacio medible. €2 denotara el conjunto producto
1 x Q9 que supondremos provisto de la o-algebra producto A = A; x As. Si p; es
una medida en A;, i = 1,2, estamos ahora interesados en construir una medida p en
A tal que p(Ay X Ag) = p1(Aq)pua(As) (ésa seria una medida razonable en el producto
en el sentido de que, para ella, “el area de un rectangulo es la longitud de su base por

la de su altura”). Como veremos, podemos conseguir mucho mas que esto.

DEFINICION 7.1. (Medida de transicion) Una medida de transicion es una apli-
cacion S : €y x Ay — [0, +00] tal que
(i) Para cada Ay € Ay, Sa,(w1) = S(w1, A2) es una funcion Borel-medible de wy.
(ii) Para cada wy € Qy, S, (42) = S(w1, A2) es una medida en Aj.
Diremos que la medida de transicion S es uniformemente o-finita si existen suce-

siones (B,) en Ay y (k,) en R tales que S(wy, B,) < ky, para cada w; € {; y cada

UEX

75



UEX

76

GARCIA NOGALES TEORIAS DE LA MEDIDA

entero n. S se dice una probabilidad de transicion si, ademéas de (i), verifica que las

funciones de conjunto S(wy, ) son probabilidades en As.

TEOREMA 7.1. (Teorema de la medida producto generalizado) Consideremos dos
espacios medibles (€;,A;), i = 1,2, y sea py una medida o-finita en A;. Sea S una
medida de transicién uniformemente o-finita en ; x A,. Existe entonces una tnica
medida  en A = A; x Ay tal que
(Ar x As) :/ S(wi, Ag)dp (wr),
Aq

para cada A, € Ay v cada Ay € Ay. Concretamente, si A € A, entonces

u(A) = / S(wr, Alwn))dpas (1),

donde A(wy) = {ws € Qy: (w1,ws) € A}. Ademds, p es o-finita en A. Por dltimo, si
S es una probabilidad de transicién y u, es una probabilidad en A;, entonces p es

una probabilidad en A.

Demostracion. Primer caso: Supongamos en primer lugar que las medidas S(wy, -)
son finitas.

(i) Probemos que si A € A, entonces A(wy) € Ay, VYw; € €: consideremos la
familia

C:={AecA: A(w) € As}.

C es una o-algebra (pues (U, A,)(w1) = Uy Ap(wr) v A%(wr) = A(wq)¢) que contiene a
los rectangulos medibles (pues, para cada A; € A; y cada Ay € Ag, (A1 X Ag)(wy) =
Aysiwy € Ay (A1 x Ag)(wy) =0 si wy ¢ Ay). Por tanto, C = A.

(ii) Probemos ahora que, si A € A, S(w, A(wy)) es una funcion A;-medible:

consideremos ahora la familia
C:={Ae€ A: S(wy, A(wy)) es una funcion A;-medible}.

Basta probar que C = A. Para ello probaremos que C es un d-sistema que contiene

al m-sistema formado por los rectangulos medibles; el teorema de Dynkin (Teorema
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1.1) probaré que C es una o-algebra y, por tanto, que C = A. Pero, dados A; € A; y
Ay € Ay, si A= Ay x Ay, entonces

S(wr, A(wr)) = S(wi, Ag)La, (w1),

que es una funcién A;-medible. Ademas C es un d-sistema pues contiene a €24 x {25 por
ser un rectangulo medible, es estable frente a diferencias propias (pues si A, B €Cy
A C B entonces S(wy, (B\A)(w1)) = S(wy, B(wy))—S (w1, A(wy)), que es A;-medible,
lo que prueba que B\ A € C) y es también estable frente a la unién numerable
creciente (pues, si (A4,), es una sucesion creciente en C entonces S(wi, (U, Ay)(w1)) =
lim,, S(wq, An(w1)), que es A;-medible, lo que prueba que U, A, € C).

(iii) Se define una funcion de conjuntos en la o-algebra producto A por

u(A) = [ S(er, Alwr))pn(dn).

 esta bien definida por (ii). Veamos que p es una medida en A4 que verifica que

(A x Ag) :/A S(wy, Ag)dpy (wr),

para cada A; € A; y cada Ay € Ay. Es claro que i es una funcién de conjuntos
no negativa y nula en el vacio. Ademas, si (A™), es una sucesion disjunta en A, se

verifica que

H(U, A = / S (w1, UnA® (w1))djas (1)

Q

— Z/Q S(wr, A™ (wy))dp (wr)
= ZM(A(H)).

Eso prueba que p es una medida. Por otra parte

(A1 x As) 2/ S(wi, (A1 x Ag)(wr))dpn (wi)

1951

_ / S(wr, Ag) Lay (wi)dpy (1)
Q1

UEX

— / S(wy, Ag)dpy (wr).
Ay
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Segundo caso: En el caso general, la medida de transiciéon S es uniformemente
o-finita y existen una sucesion (k,), en R y una sucesion disjunta (Aén))n en A, tales

que S(wy, Aén)) < k, para cada w; € ; y cada n € N. Haciendo
Sn(wl, AQ) = S(wl, A2 N Agn))

se obtienen medidas de transicion finitas S, a las que podemos aplicar el primer caso

para obtener medidas v, en A tales que

v (A) = / S (wr, Awr))pin (wr)

I/n(Al X Az) = / Sn(wl,Ag)dM1(wl).
Ay

Se define ahora =) v,. Es facil probar que p conviene.

Unicidad: Supongamos ahora que A es otra medida en A tal que

)\(Al X Ag) :/ S(wl,Ag)dm(wl).

Ay

Entonces A y p coinciden en el m-sistema formado por los rectangulos medibles.
Supongamos en primer lugar que p es finita. Entonces D := {A € A: A(A) = u(A)}
es un d-sistema que contiene a los rectangulos medibles y, por tanto, D = A. En el
caso general, podemos tomar una sucesion creciente A, = Ay, X A, de rectangulos
medibles que recubren €2 x {25 y con medidas A y p finitas. Las restricciones A\, y u,, de
Ay pa A, son medidas finitas que coinciden segtin hemos probado anteriormente. Eso

acaba la prueba, pues para cada A € A, u(A) = lim, p,(A) = lim, \,(4) = A(4). O

El teorema de Fubini aclara como se integra respecto a la medida producto que
acabamos de construir y reduce el calculo de integrales en los espacios de medida
construidos anteriormente al calculo de integrales (iteradas) en los espacios de medida

de partida.

TEOREMA 7.2. (Teorema de Fubini generalizado) Mantenemos las notaciones e
hipétesis del teorema de la medida producto generalizado. Sea f : ; x Qy — R

una funcion Borel-medible respecto a la o-algebra producto.
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(a) Si f es no negativa, entonces existe [, f(wi,w2)S (w1, dws) y define una funcién

medible de w,. Ademés

[ = [ ( i Flno)S(r,den) ) (). (1)

(b) Si [, fdp existe (resp., es finita), entonces [, f(wi,ws)S (w1, dwy) existe (resp.,
es finita) para casi todo wy, es decir, pi-c.s., y define una funcién medible de w; si
se define como cero en el conjunto excepcional. Ademés, (7.1) se verifica también en

este caso.

Demostracion. (a) Notemos en primer lugar que, para cada w; € €y, la aplicaciéon

fwi,*) : Qs — R es Ay-medible, pues si B € R, entonces
{wr € Yy flwr,we) € B} = {ws: (wi,w) € f7H(B)} = f7H(B)(w1) € A,
por el teorema anterior. Entonces, la integral

f(wl, wg)S(wl, dWQ)
Qo
existe. Para probar que es A;-medible, comenzaremos suponiendo que f es un indi-
cador: f = 14. En ese caso
/ Ta(wrs ) S (w1, duon) = / Latony (@2)S(wr, dr) = S(wr, Alwn)),
Qg Q2

que es A;-medible por el teorema anterior. Ademés,

/Q Ldn = [ S(en, Alor) ) = / | / Lalen,n) (e, dwain ()

Eso prueba el teorema de Fubini para indicadores. Si f es una funcion simple medible
no negativa, el teorema es también cierto por linealidad de la integral.

Supongamos ahora que f es una funcién medible [0, 4+o00]-valorada. Existe en-

UEX

tonces una sucesion creciente (f,), de funciones simples medibles no negativas que
converge puntualmente a f. Por el teorema de la convergencia mondtona (Teorema
4.1),

f(wy,w9)S(wy, dwy) = lim fn(wi,ws)S(wy, dws),
QQ n QQ
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y define una funcion medible de w; como limite puntual de funciones medibles. Ade-

més, aplicando repetidamente el teorema de la convergencia mondtona (Teorema

1.1),

/fdﬂzlfm/fndﬂzlfm fn(wi, wa)S(wr, dws)pur (dwn)
Q noJa moJo JQo

= / f(wr,wa)S(wi, dwa) i (dwr).
Q1 J Qo

(b) Si existe f fdu, o bien su parte positiva o bien su parte negativa tiene integral

finita. Supongamos que [ f~du < co. De acuerdo con (a),

/ (w1, w2)S(wr, dwsa) pr (dw) = /fdu < o0;
0 J

por tanto, la integral fQ ~ (w1, we)S (w1, dws) define una funcion de w; que es medible
y pi-integrable; en particular, es finita pq-c.s. Por tanto, para casi todo w; podemos

escribir

f(wl,wg)S(wl,de): f (wl,wg) (wl,dWQ)— f (W1,WQ) (wl,dng).

Qo

Terminamos la demostracion definiendo [, f(wi,w2)S(wi,dws) = 0 en el conjunto

excepcional e integrando respecto a fi;. O

El corolario siguiente es un caso particular del teorema anterior: si s es una

medida en A, basta considerar la medida de transicion S(wy, As) = pa(Asz).

Corolario 7.1. (Teoremas clésicos de la medida producto y de Fubini) Consideremos

dos espacios de medida o-finitos (2;, A;, 11;), © = 1,2. Entonces la funcién de conjuntos

u(A) = / pa(Auy Y (deon) = / 2 (A o)

es la tinica medida en Ay x Ay tal que (A X Ag) = p1(Aq)pe(As) para cada Ay € Ay
ycada Ay € A, donde A, = {ws € Q1 (w1,wy) € A}y A2 :={w; € Q1 (wy,ws) €

A}. Ademés p es o-finita, y es una probabilidad si jy y ps lo son. p se llamara medida
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producto de py y pio y se denotara py X pio; (Q X Qa, A1 X Ao, piy X ) se llamara
espacio de medida producto de los espacios de medida considerados.

Si f:Qy x Qy — R es Borel-medible y si existe [ fdu, entonces

Joo ([ - [, (1)

(donde, como antes, las integrales interiores existen c.s. y se definen como cero alli

donde no existan).

Observacion 7.1. El teorema clasico de la medida producto se generaliza sin difi-
cultad al caso de un nimero finito de factores. El espacio de medida producto de n
copias de una espacio de medida o-finito (£2,.4, 1) se denotara por (Q", A", u") o,
también, por (2, A, u)".

Observacidon 7.2. Ya sabemos que R? = R x R. Se deduce del teorema anterior
que, si A\, es la medida de Lebesgue en R", n = 1,2, entonces Ay = A; X A\;. En
general, A\, = A} (ver Problema 7.3).

El teorema clasico de Fubini también se generaliza de forma natural al caso de
un namero finito arbitrario de factores: la integral multiple (es decir, respecto al
producto de n medidas o-finitas) se reduce al calculo de n integrales iteradas.

El teorema clasico de la medida producto n-dimensional formaliza el concepto
de n realizaciones independientes de un experimento aleatorio. Desde un punto de
vista tedrico, es conveniente considerar un ntmero finito arbitrariamente grande de
realizaciones independientes de ese experimento; para ello necesitaremos un teorema
de la medida producto infinito dimensional, aunque s6lo en un contexto probabilistico.

Sean (€4, A;), i = 1,2,..., una sucesion de espacios medibles. Denotaremos por
Q el conjunto producto [];2, ;. Un subconjunto C de Q2 se llamara cilindro medible
si existen un enteron'y C, € A; X --- x A, tal que C = C,, X Q11 X Qpyo X ...
(se dice por ello que C' es un cilindro n-dimensional). La o-algebra producto A en )
se define ahora como la o-algebra engendrada por los cilindros medibles. Se verifica

entonces el siguiente:
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TEOREMA 7.3. Sean (Q;, A;, P;), i =1,2,..., espacios de probabilidad. Si Q) es el
conjunto producto de los Q; y A la o-dlgebra producto de las A;, entonces existe una
tinica probabilidad P en A tal que, para cada entero n y cada eleccion de sucesos

A; € A;, 1 <i <n, se verifica que
P(A; X -+ X Ay X Quir X Qg X oo ) = Pi(Ay) -+ Pu(4y).

Ademds, la integral (si existe) respecto a P de una funcién A-medible que sélo de-
pende de las n primeras coordenadas coincide con su integral respecto al producto

finito P; X --- x P,.

Demostracion. Denotemos @), = P; X --- X P,. Un cilindro medible n-dimensional

en {2 es un conjunto de la forma
Cp=DB, X1 XQ0X---
donde B,, € H?:l A;. Para un tal cilindro medible se define

P(Cn) = Qn<Bn>

Probemos en primer lugar que la definicién es correcta, es decir, que si C,, admite
también la expresion

/
Cn:BmXQm+1XQm+2X"‘

con m < n, entonces Q,(B,) = Qun(B.,). Pero esos se deduce sin problemas de que
(Wi,...,wy) €B, <= (wi,...,wn) € B,

y de que
Qn(Bn):/ / Ip. (W1 o) dPa(wn) - APy (wy).
(951 Qn

Es claro que P es finitamente aditiva en el algebra de los cilindros medibles. Si pro-
bamos que P es continua hacia abajo en el vacio, quedard probado que es numera-
blemente aditiva en ese algebra y el teorema de extension de Carathéodory asegurara

la existencia de una tnica extensiéon de P a una probabilidad en el espacio producto.
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Sea, pues, (C,), una sucesion decreciente al vacio de cilindros medibles. Puesto
que todo cilindro n-dimensional es también n + k-dimensional, para cada k > 0,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que C), es un cilindro n-dimensional que
escribiremos en la forma B,, X Q0,11 X 2,42 X - - - (anadiendo, si fuera preciso, cilindros
a la sucesion de forma que esta siga siendo decreciente al vacio). Si lim,, P(C,,) > 0,

entonces, para cada n > 1,

P(B) = [ gw)dPi(e)
Q
donde
gg)(wl) = / .. / Io, (W1, wa, ..oy wp)dPy(wy) . . . dPs(ws).
Qo n

Puesto que C,;1 C C,, se tiene que C,, .1 C C,, X 2,41 vy, por tanto,

]Cn+1(w17 s 7wn+1) S ]Cn(wlv s 70‘}71)7

lo que prueba que gg) es una sucesion decreciente. Sea h; = lim,, 97(11). El teorema de

la convergencia monétona extendido prueba que
lfim P(C,,) = / hydP,.
n o
Puesto que lim, P(C,) > 0, existe w] tal que h(w]) > 0; ademds, w; € B pues, en

otro caso, I¢o, (Wi, wa,...,w,) = 0, para todo wy,...,w, vy todo n, y se tendria que

g,(LI)(wi) = 0, para todo n, y h(w]) = 0, contra la eleccion de w|. Ahora, para n > 2,

) = [ o un)aPaen)
Q2
donde
9D (wy) = / . / Ic, (W, wa, ... ,wy)dPy(wy) ... dPs(ws).
Q3 n
Como arriba, (97(12)) es una sucesion decreciente a un limite ho, y (gg)(wi)) converge

a [q, ha(ws)dPa(ws). Como lim, gél)(w’l) = h(w)) > 0, existe wj tal que ha(wh) > 0

UEX

y, como antes, (w],w)) € Bs. Por inducciéon construimos un punto (wi,ws,...) €
[1;2, S tal que (wi,...,w),) € B,, para cada n. Luego (w},wh,...) € N,C, = 0, lo
que es una contradiccion. Eso prueba la existencia de P; la unicidad se deduce del

teorema de Dynkin en la forma habitual. O
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 7

Problema 7.1. En el proceso de fabricacion de un cierto objeto, se seleccionan al
azar n objetos con el fin de decidir si se acepta o se rechaza la produccion total en
funcion del niimero de objetos defectuosos presentes en la muestra. Supongamos que la
proporcion de objetos defectuosos es un ntimero p €]0, 1[ y que decidimos rechazar la
produccion total con probabilidad k/n si hay k objetos defectuoso entre los n elegidos.
Sabemos que la distribucién del nimero de objetos defectuosos entre n elegidos al azar
es la distribuciéon binomial b, (p). Sean, pues, Q; = {0,1,...,n}, 41 = Z2() y P, la
distribucion binomial b, (p) de parametro p en ;. Sea (€2, 42) = ({0,1}, 2({0,1}))
y consideremos la probabilidad de transicion S de (€2;,.4;) en (€29, Ay) definida por

S(k, {1}) = S — 11— Sk, {0}).

Esta probabilidad de transicion describe la estrategia que seguiremos a la hora de
tomar la decisiéon 0 de aceptar la produccion total o 1 de rechazarla. Supongamos
conocida una funcion f : {0,1,...,n} x {0,1} — [0, +oo[ que evaliia el coste que
ocasiona la toma de una determinada decisiéon del siguiente modo:

f(k,1))=¢, [(k,0)=Ck, kE=0,1,...,n,

donde ¢ y ¢ son constantes positivas conocidas. Calcular la media de f, valor que
podemos utilizar para evaluar el coste medio del proceso de produccion.

Problema 7.2. Sea p la medida cardinal en (N, 2(N)). Probar que p? es la medida
cardinal en (N?, 2(N?)). Calcular [, fdu® si f(m,n) = 270",

Problema 7.3. Sea A, la medida de Lebesgue en (R, R"™).
1. Probar que A\, = A}.
2. Calcular f[O,l]” flzr, .o xn)dhg (1, xn) st f(ag, . x) =210 Xy
3. Calcular f[—1,1]2(x +1y)dXs (2, 7).

Problema 7.4. Probar que [;* e dr = \/1/2.

Indicacién: Aplicar el teorema de cambio de variables -cambio a coordenadas
polares- utilizando la transformacion (r,6) €]0, co[x]0, 27r[— (r cos @, rsin0)
para calcular [[p. e~ (@ +") dzdy. Utilizar el teorema de Fubini (Teorema 7.2)
para obtener de ahi que fooo e~ dy = /2.
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Problema 7.5. (T) Concluir que ffooo e 2% dr = v 2w, con lo cual la aplicaci6on

f: R — R definida por f(z) = (v/21)te"2" es la densidad de una probabilidad P
en (R, R). Ello nos permite dar la siguiente definicion: Sea X una v.a.r. en (£, A, P);
diremos que X es una v.a.r. con distribucion N (0, 1) (normal de media cero y varianza
1) si su distribuciéon de probabilidad P¥ en (R, R) admite como densidad (respecto
a la medida de Lebesgue) la aplicacion f que acabamos de definir.

Problema 7.6. (T) Si X es una v.a.r. con distribucion N (0, 1) probar que E(X) = 0.

Problema 7.7. (1) Sean o > 0y I'(a) := [ * 'e "dx (es la llamada funcion
gamma de Euler). Probar que I'(«) esta bien definida, es decir, que la integral que la
define existe y es finita.

Indicacion: La integral existe pues el integrando es una funcién medible no
negativa; acotar el integrando por e~%/2 en un cierto entorno de +00 y por una
funcion integrable en un entorno de cero (si & > 1 no hay problemas en este
ultimo caso, y si 0 < a < 1 se podra acotar 2% 'e™® < 2%~ ! para x proximo a
cero).

Problema 7.8. (1) I'(1) = 1.

Problema 7.9. (1) Si a > 1 entonces I'(a) = (a — 1)I'(a — 1).
Indicacion: Integrar por partes.
Problema 7.10. (1) I'(3) = /7.

Indicacion: T(3) = [° afée_mdx; aplicar el teorema de cambio de variables
utilizando la transformacién z €]0, +-00[— 22 €]0, +o0].

Problema 7.11. (1) Si X tiene distribucion N(0, 1) probar que Var(X) = 1.

Indicacion: Notar que

_ . 21 _ oo 2 —1 12
Var(X) = E[(X E(X))]—/ x“(2m)"2e 2V dx

—00

1 [, 12
= 2(277)_2/ xee 2" dx;
0

UEX

hacer ahora el cambio de variables y = 2 y utilizar los dos problemas anteriores
para calcular I'(3/2).

(z—p)?

Problema 7.12. (1) Si u € Ry o > 0 probar que [o 27]_1fj;° e 22 dr =
1. Def.: Si X es una v.a.r. cuya distribucién queda determinada por la densidad

(z

—p)
[ov27|te™ % | diremos que X es una v.a. N(u,c?).
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Indicacion: Efectuar el cambio de variables y = (z — ) /0.

Problema 7.13. (1) Probar que, si X es una v.a. con distribucion N (u, 0?), entonces
E(X)=py Var(X) = o2

Problema 7.14. (1) Si o, 8 > 0 entonces [, y* ‘e ¥/?dz = I'(a)B*. Def.: Una
v.a.r. X se dice que tiene distribucion gamma de parametros «, 8 (a > 0, 5 > 0), y
se escribird X ~ G(a, ), si su distribucion admite como densidad la aplicacion

[T(e) 3]y e I o (y)-
Indicacion: En la definicion de I'(«) hacer el cambio x = y/[3.

Problema 7.15. (1) Probar que, si X ~ G(a, ), entonces E(X) = af y Var(X) =
a3?.

Problema 7.16. (1) Def.: Sin € Ny X tiene distribucion G(n/2,2) diremos que X
tiene distribucion ji-cuadrado con n grados de libertad y escribiremos X ~ x2(n). Su

densidad es
[D(n/2)2"2] e™ 22 T g 4 oo((@);

su media es F(X) = n y su varianza Var(X) = 2n.

Problema 7.17. (1) Si X ~ N(0,1) entonces X? tiene distribucion x?(1). En par-
ticular, si X ~ N(u,o?) entonces 0 (X — p)? ~ x*(1).

Problema 7.18. Sea (X,Y’) una variable bidimensional, con funcion de densidad:

2 ,—a(z+y) ;
a‘e sixz,y >0
f(z,y) =
0 en otro caso

siendo o > 0. Calcular la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria Z =
X-Y.



Capitulo 8

Independencia. Convolucion

Un concepto tipicamente probabilistico esté especialmente relacionado con la idea
de medida producto: independencia.

DEFINICION 8.1. (Independencia) Sea (2,4, P) un espacio de probabilidad.

(a) Dos sucesos A, B € A se dicen independientes si
P(ANB)=P(A)P(B).

(b) Los sucesos de una familia (A;);c; de A se dicen independientes si para cada
subfamilia finita {4;,,..., A;,} se verifica P(N}_,A;,) = [1,—, P(A;,).

(¢) Una familia (A;);e; de sub-o-algebras de A se dicen independientes si cada familia
(A;)ier tal que A; € A;, Vi € I, esté formada por sucesos independientes.

(d) Sean (€2, A;);er una familia de espacios medibles y, para cada i € I, sea T; : Q —
(); una v.a. Diremos que las v.a. T; son independientes si lo son las sub-o-algebras

T-1(A,).

DEFINICION 8.2. Sean X, : (2,4, P) — (4, A;),i=1,2,..., v.a. La distribu-

cion PX de la v.a.
X iwe (9.4, P) — X() = (X1(), %), .-.) € (TTin % [Tios 4)

se llama distribucion conjunta de las v.a. X;. En esa situacion, la distribucion de cada

una de las X; recibe el nombre de distribucién marginal.

UEX
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TEOREMA 8.1. (Caracterizacion de independencia) Con las notaciones de la defi-

nicién anterior, las v.a. X; son independientes si, y solo si, P* = [[,», P*.

Demostracion. Si las v.a. X; son independientes, entonces, dados n € N y sucesos

A; € A;, 1 <i <n, se tiene que, haciendo A; = ; si ¢ > n,

PX(HiZl Ai) = P(“?:l{Xi S Az}) = H?:l P<Xi S Ai) = (HzZl PXi)(HiZl Ai)-

Asi pues, PX y Hi21 PXi son dos probabilidades en el espacio producto sz1 A; que

coinciden sobre los rectangulos medibles. La unicidad en el teorema de la medida

producto prueba que también coinciden sobre la o-algebra producto H¢21 A;.
Reciprocamente, si PX = Hz‘z1 PXi entonces, dados n € N y sucesos A; € A,,

1 <1 < n, se tiene que, haciendo A; = €; si i > n,

PN {Xi € Ai}) = PX(Hz’Zl Ai) = (ITisy PXi)(Hig Aj) =1[=, P(X; € 4)),

que prueba que las X; son independientes. O

El resultado siguiente afirma que funciones medibles de v.a. independientes son
independientes.

Proposicion 8.1. Sean, paracadai > 1, X; : (0, A, P) — (i, A) vy fi - (U, A;) —

(Q, A, 1=1,2,..., v.a. Si las X; son independientes, también lo son las f; o X;.
Demostracion. Dados n € Ny sucesos A; € A, 1 < i < n, se tiene que
P(Ny(fi o Xi)TH(A)) = PN X (71 ((A0))

Ai)))

[T Poc
[T P50 X0 1A,

lo que prueba el resultado. O

La nocién de independencia es especialmente ttil y simple en espacios producto,
como pone de manifiesto el siguiente teorema. Recordemos previamente que la o-
algebra producto es la més pequena o-algebra en el conjunto producto que hace
medibles las proyecciones, y que una aplicacién a valores en un producto es medible
si, y solo si, al componer con las proyecciones se obtienen funciones medibles.
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TEOREMA 8.2. (a) Sean (§;,A;, P,);>1 una coleccion numerable de espacios de
probabilidad y (2, A, P) = ([I;5, @, [Lis1 Ai, ;51 %) el espacio de probabilidad
producto. Consideremos las aplicaciones coordenada ¢; : w € Q — w; € €, 1 >
1, donde w; denota la coordenada i-ésima de w. Entonces las proyecciones ¢; son
independientes. Ademas P% = P;.

(b) Sean (€, A, )nen una sucesiéon de espacios medibles y X,, : (Q, A, P) —
(., A,) v.a. arbitrarias. Para cada n € N se define una v.a. Y, : (QN, AN, PY) —
(Q, A,) mediante Y, (wi,ws,...) = X,(w,). Entonces Y, tiene respecto a PV la

misma distribucién que X,, respecto a P y las Y,, son independientes.

Demostracion. (a) Para la primera parte, basta aplicar el teorema anterior a la apli-
cacion identidad idg = (q1,¢2,...) en . Para la segunda parte, notese que, dados

i >1y A; € A;, se tiene que, haciendo Ay = Q si k # 1,

Pqi(Ai) = P<q;1(Ai)) = P(szl Ak) = (Hk21 Pk)(szl Ak) = Pi(Ai)-

(b) Sabemos que las proyecciones g : (QY, AN, PY) — (Q,A), & € N, son
independientes respecto a la probabilidad producto PY. Por tanto, las v.a. Y} :=
Xi o qx, k € N, son independientes como funciones medibles de v.a. independientes.

Ademas, puesto que (PY)%* = P, se tiene que, para cada suceso Ay € Ay,

(PN)™ (Ay) = PY{Ys € A}) = PY({Xp 0 gi € Ar})
— (P") ({gr € X' (AR)}) = PUXF (Ap)}) = P¥5(Ay),

lo que acaba la prueba. O

Observacion 8.1. Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1], R[0, 1], P), donde
P denota la medida de Lebesgue en [0, 1]. En general, dos funciones medibles arbitra-
rias f, ¢ : [0,1] — R no seran independientes; pero, sean quienes sean las funciones
medibles f y g, las aplicaciones F,G : [0,1]> — R definidas por F(x,y) = f(z) y
G(z,y) = g(y) son P*-independientes por serlo las proyecciones en [0, 1]? (notar que
P? coincide con la medida de Lebesgue en [0, 1]%).

Presentamos a continuaciéon un resultado que caracteriza la independencia de v.a.
en términos de densidades.

UEX
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TEOREMA 8.3. Sean X; : (0, A, P) — (4, A;, i), 1 < i < n, v.a., donde p; es
una medida o-finita en A;. Sean X = (X1,...,X,) y p =11 1
(a) Si X tiene densidad f respecto a la medida producto i, entonces X; tiene
respecto a p; densidad marginal

filw;) == /1‘[ flwr, - wn)d(T Tz 1) (W, - - Wit Wi, - Wa).

i Sl

(b) Si f; € dP -1 <4 <mn, las X; son independientes si, y sélo si,

Demostracion. (a) De acuerdo con el teorema de Fubini (Corolario 7.1), f; asi definida
es A;-medible y su integral respecto a u; sobre A; € A; coincide con P(X; € A;) =
P(X €]];Aj), st Aj =Q; para j # i.
(b) Si las X; son independientes,
P(NA{X; € A;}) HPX € A) H/ fidp; = / Hfzwlduwl,..., Wn).
7, Ai =1

Eso prueba que P(X € A) = [, I, fi(wi)du(wi, ... ,w,) si A es un rectangulo
medible, y el resultado se sigue de aqui en la forma habitual (ver Problema 3.8). El

reciproco es consecuencia inmediata del teorema de Fubini. O

TEOREMA 8.4. (a) Si Xi,...,X,, son v.a. reales o complejas independientes con

media finita entonces
E (H XZ»> =[[Ex
i=1 i=1

(b) Dos v.a.r. independientes con media finita son incorreladas (es decir, su cova-

UEX

rianza es nula).

(c) Si Xi,...,X, son v.a.r. independientes con varianza finita entonces
n n
ar (Z XZ»> = Var(X
i=1 i=1
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Demostracion. (a) Si Xi,..., X, son v.a.r. no negativas independientes con media
finita, entonces, por el teorema de la medida imagen (Teorema 5.2), la suposicion de

independencia y el teorema de Fubini (Corolario 7.1)

E(HiXi):/xy":cndP(Xl ’’’’’ X”)(xl,...,xn):/x1-~~xndHiPXi(xi)

=L, [ zidP¥(z;) = [, E(X3).

Si Xi,...,X, son v.a.r. no negativas independientes con media finita, el caso no
negativo prueba que E ([, |X;]) = [[-, E(|Xi]) < oo y el teorema de Fubini
concluye como antes. El resultado también es cierto si las X; son v.a. complejas
independientes con media finita;(') basta probarlo por induccién a partir del caso de
dos factores, y este caso se reduce al caso real teniendo en cuenta que si X; y X5 son
v.a. complejas independientes, también son independientes Re X; v Re X5, Re X e
Im Xs, Im X; y Re X5, e Im X5 y Im Xs.

(b) Si X e Y son independientes y con media finita, Cov(X,Y) = E[(X—EX)(Y —
EY)]=E(XY)-EX)E(Y)=EX)E(Y)—-EX)EY)=0

() Var(Y, X)) = BI(Y,(X: — EX))?] = E[Y,(X; — EX)?) + 2B[Y,.,(X; —
EX;)(X;—EX;)], lo que acaba la prueba pues el dltimo sumando es nulo por (b). O

Observacion 8.2. No es cierto, sin embargo, que dos v.a.r. incorreladas sean inde-

pendientes. Basta considerar el espacio de probabilidad ([, 7], R([—, 7], %dm) v,

sobre él, las v.a.r. X(w) = cosw e Y(w) = senw; se prueba facilmente que X e Y
son incorreladas, pero no independientes, pues, por ejemplo, P({X > 1/2} n{Y >

1/2}) # P{X 2 1/2})P({Y > 1/2}).

Nos preguntamos ahora por la distribucion de la suma de v.a. n-dimensionales
independientes. Necesitamos un nuevo concepto.

DEFINICION 8.3. (Convolucion) Sean P, y P, dos probabilidades en R™. (*) Con-

sideremos la aplicacion

S:(z,y) e R" xR" — S(x,y) :=x +y € R".

I Recordemos que, a los efectos de la teoria de la medida, C se identifica con R?, y que la

esperanza de una v.a. compleja X se define como E(X) = E(Re X) +iE(Im X).
2 No habria ningtin problema en considerar que P; y P, son medidas finitas en R™.

UEX
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Se define el producto de convolucion Py x P, de P, y P, mediante

Py x Py := (P, x P)".
Observacion 8.3. Si B € R", se verifica que
(Pr* Py)(B) = (P, x P)(S7H(B)) = (P, x P)({(2,y): x +y € B})
— [ 1s(e 4 9P x P = [ [ o a@)dP(w)aPi (@)

:/PQ(B—x)dPl(x) =/P1(B—y)sz(y)-

TEOREMA 8.5. Si X; y X, son v.a. n-dimensionales independientes y Z = X1+ X5,

entonces
P? = pX1x P,
Demostracion. Si X = (X1, Xs), siendo X, y X, independientes, se tiene que P~ =
PXi x PX2 Si Be R,
P?(B)=P(X,+ X, € B) = P(So X € B)
= P(X € STY(B)) = (P* x P*)(SY(B))
= (PY % P*2)(B).
O

Observacion 8.4. Si X; y X5 son v.a. n-dimensionales independientes con densida-
des f1 y fo (respecto a la medida de Lebesgue )\, ), entonces

d(PX1 x pX2)

m(may) = fi(z) fa(y).

Si BeR"™,

(P« PX2)(B) = / / Ip(e + ) () foly)dyda

- / (/Is(a:+y)f2(y)dy) fi(2)dz

Puesto que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones

/ Ine + y)faly)dy = / To(y) faly — 2)dy.
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Luego
(PX1 & Yoy / < / —:c)dy) fi(w)da
s
Por tanto,

Xl* X2
AP [ by et

A la aplicacion (f; * = ffg y — x) fi(x)dx, que como acabamos de ver es
densidad de PX1 x PX2 le llamaremos producto de convolucién de f; y f,. Se verifica

que fix fo = fox fi1, /\n-C-S-

Observacion 8.5. Un argumento andlogo prueba que si X; y X5 son v.a. indepen-
dientes a valores en Z con funciones de probabilidad respectivas f; v fo, entonces la
funcion de probabilidad de la v.a. discreta Z = X; + X, es la aplicacion

f:keZ— f(k ngk m) fi(m).

MmEZ
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 8

Problema 8.1. En dos lanzamientos de una moneda perfecta, consideremos los suce-
sos A =“el primer lanzamiento es cara”, B ="el segundo lanzamiento es cara’y C' =“el
primer lanzamiento es igual al segundo lanzamiento”. Probar que esos sucesos son
dos a dos independientes, pero no globalmente independientes.

Problema 8.2. En dos lanzamientos de un dado perfecto, consideremos los sucesos
A =“el segundo lanzamiento es 1,2, o 57, B =“el segundo lanzamiento es 4,5 o 6"y
C' =“la suma de las caras es 9”. Probar que P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C) pero
que esos sucesos no son globalmente independientes.

Problema 8.3. Probar que los sucesos A y A€ son independientes si, y solo si,
P(A)=00 P(A) =1.

Problema 8.4. Sea P la medida de Lebesgue en [0, 1]. Probar que, en el espacio de
probabilidad ([0, 1], R[0,1], P) las v.a. f(z) = 2 y g(z) = sinz no son independientes.
No obstante, en el espacio producto ([0,1]%, R[0, 1]?, P?), las v.a. F(x,y) = f(z) y
G(z,y) = siny si son independientes.

Problema 8.5. Probar que si A, B y C' son sucesos independientes, también lo son
AUuByC.

Problema 8.6. Sean (2, A, P) un espacio de probabilidad, I un conjunto de indices
y, para cada i € I, C; un subconjunto de A. Las familias de conjuntos C; se dicen
independientes si lo son los sucesos de cada familia (C;);c; tales que C; € C;, Vi € I.
Probar que si las familias de conjuntos C; son independientes, también lo son las
familias obtenidas de ellas anadiendo:

1. Las diferencias propias A\ B, A,B € C;, A C B.
2. 0y Q.

3. Complementarios de conjuntos en C;.

4. Uniones numerables disjuntas de conjuntos en C;.
5. Limites de sucesiones mondétonas en C;.

Proporcionar un ejemplo que pruebe que las intersecciones finitas no pueden ser
anadidas.

Problema 8.7. Si X,Y, Z son v.a. n-dimensionales independientes, probar la inde-
pendencia de las v.a. X +Y vy Z, yladelasva. f(X,Y)y Z, donde f: R" x R" —
(', A’) es una funcion (R" x R", A’)-medible.
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Problema 8.8. (%) Sean Aq,..., A, sucesos independientes y p = P(A;U---UA,).
Probar que 1 — p < exp{—>_"_, P(4)}.

Problema 8.9. (Distribucion binomial b,(p)) Consideremos el experimento alea-
torio que consiste en n lanzamientos independientes de una moneda en la que la
probabilidad de sacar cara es p €]0, 1[; describir el espacio de probabilidad (€2, .4, P)
correspondiente, identificar los lanzamientos con v.a. X;, 1 < i < n, sobre él y pro-
bar que la via. S = Y " | X;, que describe el nimero de caras obtenidas en esos
lanzamientos, verifica que

n

P(S=k)= (k>pk(1 —p)" % k=0,1,...,n.

Denotaremos b, (p) la distribuciéon de S.

Problema 8.10. (Distribucion de Bernouilli) La distribucion de Bernouilli de pa-
rametro p €]0,1[ es la distribucién binomial by (p), es decir, es la distribucion de
probabilidad de una v.a. que s6lo toma los valores 0 y 1 con probabilidades 1 — p
y p, resp. Probar, por induccion en n, que la distribuciéon de la suma de n v.a. in-
dependientes cada una de ellas con distribuciéon de Bernouilli de pardmetro p es la
distribucion binomial b,,(p).

Problema 8.11. (1) (Distribucién geométrica o de Pascal y distribucion binomial
negativa) Sea (X,,) una sucesion de Bernouilli de parametro p €]0, 1], es decir, una su-
cesion de v.a. independientes e idénticamente distribuidas (brevemente, iid) definidas
en un espacio de probabilidad (2, .4, P) cuya distribuciéon comin es la distribucion

bi(p)-

(a) Se define la distribucion geométrica by (p) de pardmetro p como la distribucion de
lavia. Y =min{j > 1: X; =1} —1 (es decir, Y es el tiempo de espera hasta la
ocurrencia del primer éxito, entendiendo que éxito=1 y fracaso=0). Probar que
PY =k)=p(l—-p)* k=0,1,2,... yque E(Y) =p~ 'y Var(Y) = (1-p)p~2

(b) Dado m = 1,2,..., se define la distribucién binomial negativa b,,(p) como la
distribucion de la variable Y = min{n > 1: > " | X; = m} —m (es decir, Y es
el namero de fracasos necesarios para la obtencion de exactamente m éxitos).
Probar que

(m—i—kz—l

L )pm(l—p)k, k=0,1,2,...,

y que la media y la varianza de esa distribucion son m(1—p)p~t y m(1 —p)p~2,

resp.

UEX
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Supongamos que X sigue una distribucién geométrica by (p). Probar que cua-
lesquiera que sean n y m enteros no negativos:

P(X>n+m|X >n)=P(X >m).

Probar que el reciproco también es cierto.

Observacion: Esta propiedad es conocida como “pérdida de memoria”. La
distribucién geométrica se utiliza para la distribuciéon del namero de fra-
casos habidos antes de que se produzca el primer éxito, en la realizacion
de pruebas independientes de un experimento, luego la informacién de que
ningin éxito se ha producido en m intentos se olvida en las siguientes
realizaciones.

Problema 8.12. (Distribucion exponencial y distribuciéon de Poisson) La distribu-
cion exponencial de pardametro A > 0 en R es la distribucion gamma G(1,\) cuya
densidad respecto a la medida de Lebesgue es

filz) =171 exp{—)\_lx}l[07+oo[(x)

Su media es \ y su varianza es A\2. La distribucion de Poisson de parametro A > 0 en
No = {0,1,2,...} queda definida por su densidad respecto a la medida cardinal en

N()I

(a)

(b)

PA({k}) = e\ /K, k=0,1,2,...

Sea T : (Q,A,P) — R una v.a.r. con distribucién exponencial de parametro
A > 0. Probar que, para cada t > 0, P(T > t) > 0, y que, si t,s > 0,
P(T >t+s|T >t)=P(T > s).

Reciprocamente, sea T : (2, A,P) — R una v.a.r. que satisface P(T' > t) > 0,
YVt >0y P(T >t+s|T >t) = P(T > s), Vt,s > 0. Probar que T tiene
distribuciéon exponencial de parametro mayor que cero.

Observacion. La distribucion exponencial se utiliza en la practica como distri-
bucion del “tiempo de espera” hasta la ocurrencia de un cierto suceso (p. €j., la
llegada de un cliente a una ventanilla, de una llamada a un cierto nimero de te-
léfono, de un coche a un cierto punto de la calzada). La probabilidad condicional
P(T > t+ s|T > t) representa la probabilidad de que el tiempo sea superior a
t+s supuesto conocido ya que T' > ¢; la ecuacion P(T > t+s|T > t) = P(T > s)
atribuye entonces al tiempo de espera un mecanismo de “pérdida de memoria”
en el sentido de que, si después de un cierto tiempo t el suceso atun no ha
ocurrido, el tiempo que falta para que ocurra se distribuye condicionalmente
de la misma forma que 7. Este problema pretende hacernos ver cémo pode-
mos usar ciertos resultados probabilisticos a la hora de justificar el uso de una
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cierta estructura estadistica (en este caso, la distribucion desconocida serfa ex-
ponencial) como modelo para el estudio de un cierto fenomeno aleatorio. En ese
mismo sentido habiamos utilizado el teorema del limite central para justificar
la hipotesis de normalidad.

Consideremos ahora una sucesion de sucesos. Sea T} el tiempo de espera hasta
que ocurra el primer suceso, T5 el tiempo que transcurre entre la ocurrencia del
primer suceso y la del segundo,... Hagamos S,, =T, +---+1T,, paran > 1. Es
conveniente escribir Sy = 0. Supongamos que

0=95w) < Si(w) <Sz(w) <..., Vw,

(que viene a decir que dos sucesos no pueden ocurrir simultdneamente). Haga-
mos también Xy = 0y, para t > 0, denotemos por X; el ntimero de sucesos que
ocurren en el intervalo [0, ], es decir,

Xi(w) = max{n € N: S, (w) < t}.

Notar que
{we: Xy(w)>n}={weQ: S,(w) <t}

Supongamos que las v.a.r. T}, tienen la misma distribucion y que esa distribucion
comin es la exponencial de pardmetro A > 0 (el apartado (b) parece querer
convencernos de que esa suposicion es “razonable”). Supondremos también que
las T;, son independientes. Probar que entonces X, tiene distribucién de Poisson
de parametro t/\.

Indicacion: S, tiene distribucién gamma G(n, \) y, para cada ¢t > 0,

b 2 (k)
P(X;>n)=P(S, <t)= nleme Ay = 1—e /Ny T L0
(Xizm) = P(S <) = | fran e Pan = 1 o
k=0
donde la ultima igualdad se prueba derivando ambos miembros de la mis-
ma.

Observacion. Parece pues justificado usar la distribucion de Poisson para des-
cribir el nimero de sucesos que ocurren en un cierto intervalo de tiempo (por
ejemplo, nimero de particulas radiactivas que golpean una placa en un perio-
do de tiempo, nimero de llamadas telefénicas recibidas en un dia, ntamero de
vehiculos que pasan por un punto concreto entre las dos y las tres de la tarde).
A la familia de v.a.r. (X;);>0 se le llama proceso de Poisson de parametro 1/\.

UEX

Problema 8.13. Sea N una variable aleatoria Ny-valorada y no negativa. Suponga-
mos que N bolas son introducidas (independientemente unas de otras), bien en una
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urna A con probabilidad p, o bien en una urna B con probabilidad 1 —p (0 < p < 1),
resultando N4 bolas en la urna A y Ng = N — N4 en la urna B. Probar que si N
sigue una distribucién de Poisson, entonces N4 v Np son variables aleatorias inde-
pendientes.

Problema 8.14. Probar que el producto de convolucién es conmutativo y asociativo.

Problema 8.15. Probar que la medida de Dirac ¢y en 0 € R” es el elemento unidad
para el producto de convolucién.

Problema 8.16. Probar que, si0 < p <1y P, P,y P son probabilidades, entonces
(pPr+ (1 —=p)Py) x P =p(Py* P)+ (1 —p)(Pe* P).

Problema 8.17. Se lanzan al aire un dado con caras numeradas del 1 al 6 y una
moneda perfectos y se considera la v.a. S suma de los dos resultados obtenidos.
Determinar la distribucion de probabilidad de S.

Problema 8.18. Sean X e Y v.a.r. independientes e idénticamente distribuidas con
distribucion comun uniforme en [0, 1]. Determinar la distribucion de X + Y.

Problema 8.19. (Entropia) En este problema, y en los proximos,  serd un con-
junto numerable, Z(Q2) la o-algebra de las partes de 2 y P una probabilidad en (.
Denotamos también Qy = {w € Q: P(w) > 0}.

Def.: Se define la entropia H(P) de P mediante

H(P)=-)Y P(w)-log P(w)

we
(con el convenio 0-log 0 = 0). Probar que H(P) es positiva. {Cuando se anula H(P)?

Problema 8.20. (1) (Informacion de Kullback) Sea @) otra probabilidad en &2()
dominada por P. Se define la Informacion de Kullback de P sobre () por

Q)

K(P,Q) ==Y P(w)-log o)

weN

(con el convenio 0/0 = 0, 0 - log(0/0) = 0; se admite también la aritmética usual en

R). Probar que K(P,Q) > 0y que, si  es finito, entonces K (P, Q) = 0 si, y solo si,
P=qQ.

Problema 8.21. (T) Sean Q = {1,...,n} y @ la distribucién uniforme en 2. Calcular
H(Q) y probar que, si P es otra probabilidad en 2, entonces H(P) < H(Q).
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Indicacion: H(Q) = —n-n~'-logn=! =logn. Si P(k) =pr > 0,1 <k <mn,
debemos probar que

n
— > prlogpi < logn
k=1

y para ello utilizaremos el método de los multiplicadores de Lagrange:

“Sean m,n € N tales que m > n, U abiertoC R™ y ¢ : U — R
y f : U — R" funciones de clase C! en U. Sean M = {x € U :
f(z) =0} y ¢ € M. Supongamos que la restriccion ¢y de ¢ a M
tiene un extremo relativo en ¢ y que el rango de la matriz jacobiana

(gﬁ (c ) en el punto c es n. Entonces existe un tnico
J 1<i<n,1<k<m

A= (A1,..., ) € R" tal que

a¢(c)+2)\i-8—é(c):0, 1<j<m.

ox;
J i=1

Si ¢ v f admiten derivadas parciales continuas en U entonces, para
que ¢y7 tenga un minimo (resp., maximo) relativo en el punto ¢ € M
e suficiente que D?L(c)(h,h) > 0 (resp., < 0) cada vez que h €
R™ \ {0} satisface que Df;(c)(h) = 0,1 < i < n, donde L = ¢ +

iz Aifi”
En nuestro caso hagamos ¢(z1,...,2,) = —> i xiloga;, U ={z e R" : z; >
0,Vi}, f(z1,...,2p) = >y x; — 1; se trata de resolver el siguiente sistema,
siendo A, cy,...,c, las incognitas:

D=1

Echando cuentas se obtiene la relaciéon —1 —logec; + A = 0, Vj y, entonces,
¢l =---=c¢y. Portanto, c; =n"1, 1 <i<n,y A\=—1+logn. Asi pues

0 lé) .
{%‘i@)wag(c): L 1<i<n

n

n
L(zy,...,x,) = —inlog:c,- + (=1 +logn) - sz
i=1 i=1

Compruébese con el teorema entre comillas que el punto ¢ corresponde a un
maximo relativo condicionado y concluir que —>"}'_, py log pr, < logn si los pg,
son > 0y suman 1. Si algtn p, esnuloy Y p = 1, entonces — Y ;' p log pi <
log(n — 1) < logn. Ello prueba que la distribucién uniforme en {1,...,n} da
la maxima entropia. Notese ademas que, si P # @, la desigualdad es estricta
pues so6lo hay un méaximo relativo condicionado que se encuentra en el punto

(1/n,...,1/n).

Problema 8.22. (T) Sean X : Q@ — Q' una v.a. y Qy = {w: P(w) > 0}. Se define
H(X) = H(PX). Probar

UEX
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(1) Si X|q, es inyectiva, entonces H(X) = H(P).
(2) Si Xg, no es inyectiva, entonces H(X) < H(P).

Observacion. La entropia de una v.a. se interpreta como una medida de la incer-
tidumbre sobre el valor que toma esa variable. Esa incertidumbre es méaxima para la
distribucion uniforme, segtin prueba el Problema 8.21.

Problema 8.23. (1) Sean X : Q@ — QY : Q — Qy f: Q — Q tales que
Y = f o X. Probar que H(Y) < H(X).

Problema 8.24. (1) Sean X e Y v.ar. definidas en 2 y, para y € Y(£), sea
P(X =Y = y) la distribucion condicional de X respecto a {Y = y}. Probar que

HX,Y)=HY)+ Y P =y) -HPX=-Y =y).

y€Y (o)

Observacion-Definicion. Entonces H(X,Y) — H(Y') es una media de las entropias
de las distribuciones condicionales de X respecto a los distintos valores de Y se
denotard H(X|Y) = H(X,Y)—H(Y) y se llamara entropia condicional de X respecto
aY. H(X|Y) se interpreta como la incertidumbre media que nos queda sobre el valor
de X cuando conocemos el valor de Y. Con esas notaciones, la entropia conjunta
H(X,Y) coincide con H(Y) + H(X|Y) y con H(X) + H(Y|X). Deducir de ahi que
sup(H(X), H(Y)) < H(X,Y).

Problema 8.25. (1) Con las mismas notaciones que en el Problema 8.24, probar
que H(Y|X) se anula si, y solo si, Y|q, es funciéon de X g, .

Problema 8.26. (1) Si X e Y son independientes, entonces H(X,Y) = H(X) +
H(Y).

Problema 8.27. (1) Un jugador trata de adivinar lo antes posible un nimero Y que
su adversario ha elegido al azar entre 0 y N — 1. Para ello puede hacer preguntas
que su adversario respondera SI o NO. Después de n preguntas, él conoce el valor de
una funcion X a valores en {SI, NO}". Probar (comparando la entropia de Y con la
entropia maxima de X) que, por muy astuto que sea, el jugador no puede estar seguro
de determinar Y antes de haber hecho un nimero de preguntas n > (log N)/(log 2).

Problema 8.28. (%) (Una demostracion probabilistica del teorema de aproximacion
de Weierstrass) Supondremos conocido que toda funcion real continua en un compacto
es uniformemente continua. Con esto y con la desigualdad de Chebyshev se puede
probar que toda funcion real continua en [0, 1] es limite uniforme de una sucesion de
funciones polindémicas. Vayamos por partes.
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(a) Sean Xi,..., X, v.a. independientes de Bernouilli de parametro p definidas en
un espacio de probabilidad (2, .4, P) que fijaremos en lo sucesivo y hagamos
Sp =Y, X;. Calcular la media y la varianza de S, /n. Recordar que S, tiene
distribucion binomial b,(p) de parametros n y p (cosa que, por otra parte, se
prueba sin dificultad por induccion en n). Nota: Cabe preguntarse si existen

v.a. Xq,...,X, como las requeridas; en el Teorema 8.2, haciendo uso de espa-
cios producto, se ha descrito un método para construir tantas como podamos
necesitar.

(b) Sea w :[0,1] — R una funcién continua. Probar que
Efu(Sn/n)] = un(p),
donde u,(p) = 31y (D)PF(1 — p)"Fu(k/n).

(c) Podemos reformular la desigualdad de Chebyshev (ver Problema 5.3) del si-
guiente modo: si X es una v.a.r. en un espacio de probabilidad y n > 0, entonces

Var(X
P(X = B0 2 ) < T,
Siendo u uniformemente continua en [0, 1], dado ¢ > 0 podemos elegir n > 0 de

forma que
[z —yl <n, z,y €[0,1] = [u(z) —u(y)| <e

Hagamos A, = {w/|%S,(w) — p| > n}. Probar que

P<A6>§p(1—p) <!
2 4dnn

PR

(d) Sea M > 0 tal que |u(z)| < M,Vz € [0,1]. Probar que

un(p) — u(p) = E [(u (%sn> - u(p)) 14 +E Ku (%Sn) - u(p)) [AS]

y acotar

n(p) — u(p)] < 2MP(A,) + eP(A%) <~

= T + €.

(e) Notando que u,(p) es una funciéon polinémica de p concluir que u es limite
uniforme de una sucesiéon de polinomios.

Problema 8.29. (Fiabilidad) El estado de un circuito eléctrico que contiene n com-
ponentes C1,...,C, queda descrito por un punto w = (w1, ...,w,) € {0,1}", donde
w; = 1 0 0 segiin que la componente i-ésima funcione o no, 1 <4 < n. Dependiendo
de como se hayan establecido las conexiones, si alguna componente falla, el circuito
podra o no funcionar. Se introduce una funcion f: {0,1}" — {0, 1} que vale 1 si el
circuito funciona y 0 si no.
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C: m

C, U

C G

(b)

Cs
C>
Cl C7
) - )
1
©e e ©
N N

1. Probar que, si los componentes se han colocado en serie (circuito (a)), entonces
flwi, .. wy) = [, wi, ¥y que, si estan colocados en paralelo (circuito (b)),
entonces f(wi,...,w,) =1— ], (1 —w).

2. Probar que, para el circuito (c),

flwi, o oywp) =wr - [1 = (1 —ws-we) - (1 —wa-[1 = (1—ws) (1 —ws) wr)]

3. Sea p = (p1,...,pn) €]0,1[" y supongamos que el estado de las n componentes
del circuito son v.a. independientes Xi,...,.X,, de Bernouilli de parametros
respectivos py, ..., p,. Determinar la distribucion de la v.a. f(Xq,...,X,) y su

media para cada uno de los tres circuitos (a), (b) y (c).

Problema 8.30. Sean X e Y v.a.r. independientes y f : R? — R medible no negativa.
Se define g(z) = E[f(x,Y)]. Probar que E[g(X)] = E[f(X,Y)].

Problema 8.31. Sean ) la probabilidad en {0, 1} definida por Q(0) = Q(1) = 1/2
y P la probabilidad producto QY. Si T es la aplicacion definida en el apartado (f)
del Problema 2.13, probar que PT es la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1].(*)
Observacion: T coincide P-c.s. con la aplicacion 7" : w = (w;) € {0, 1}N = T'(w) :=
Z?:l % S [07 ”'

3 El Problema 10.21 presenta otras descripciones similares de la medida de Lebesgue.
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Problema 8.32. (1) Calcular fol z2dx utilizando la representacion de la medida de
Lebesgue en [0,1] del ejercicio anterior, y el teorema de la medida imagen y el de
Fubini en el caso de un producto infinito numerable de factores.
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Capitulo

Funcion Caracteristica

DEFINICION 9.1. (a) (Funcion caracteristica de una probabilidad) Si P es una

probabilidad en R, se define su funcion caracteristica pp como la aplicacién
pp:t€R — @p(t) = /eitde(m) eC.

(b) Si X es una v.a.r. en un espacio de probabilidad (2, A, P), se define su funcion
caracteristica ¢x como la funcién caracteristica de su distribucién de probabilidad

PX . es decir

ox :t €ER — @x(t) = E(e"¥) = / X dpP(w) = / e dp*(r) € C.
Q R

Observacion 9.1. ¢"* es una v.a. compleja acotada (de hecho, tiene modulo 1 en

todo punto w: e*X®@) = cost X (w) + isentX (w)) y, por tanto, la integral que define

@x(t) existe y es finita, pues, si Z es una v.a. compleja, entonces |E(Z)| < E(|Z]),

pues, si 6 € [0,27] es tal que |E(Z)] = E(Z)e? e Y = Ze? = Y, + iYs, entonces

E(Y)=EM) € Ry, siendo Y1 < |Y], [E(Z)| = E(Y) = E(Y1) < E(|Y]) = E(|Z]).

Observacion 9.2. Si X es una v.a.r. discreta que toma los valores xq,x5,... con
probabilidades pq, po, ..., resp., entonces
SOX(t> _ Zpkeitmk‘
k>1

Si X es una v.a.r. absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue con
densidad f, entonces

pxt) = [ e gyt

—00
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Observacion 9.3. La funcion caracteristica de una v.a. s6lo depende de ésta a
través de su distribucién, es decir, si X e Y son v.a.r. con la misma distribucion de
probabilidad, entonces px = py.

Observacion 9.4. En un contexto no probabilistico, la funcion caracteristica se
conoce como transformada de Fourier.

La siguiente proposicion resulta ttil a menudo a la hora de determinar la distri-
bucién de la suma de v.a. independientes.

Proposicion 9.1. Sean X,..., X, v.a.r. independientes y S = 2?21 X;. Entonces

0 =ex®

Demostracion. La demostracion en consecuencia inmediata de que la esperanza del

producto de v.a. complejas independientes es el producto de las esperanzas. O

Proposicion 9.2. Si X es una v.a. compleja con media finita entonces |E(X)| <

E(X]).

Demostracion. La aplicacion f : (z,y) € C = R? — f(x,y) = /22 +y? € R es
continua y convexa. El resultado se deduce de la desigualdad de Jensen (Teorema

14.1). O

La siguiente proposiciéon recoge algunas propiedades de las funciones caracteristi-
cas.

Proposicién 9.3. Sea X una v.a.r.

) lox(t)| <1, para todo t € R.

b) ¢x(0) =

¢) px(—t) = px(t), para todo t € R.

lthOX (at) ]

e) wx es uniformemente continua en R.

)
f)

(a

(

(

(d) La funcién caracteristica de aX + b es e
(

(f) Si la distribucién de X es simétrica respecto al origen (es decir, si PX(B) =
(=

PX
px(t) € R, para todo t € R.

B), para cada boreliano B, o, lo que es lo mismo, si PX = P~X), entonces
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(g) Si X tiene momento absoluto de orden n > 1 finito, entonces px admite

derivada n-ésima continua en R y
gpg?) (t) = /(ix)kemdPX(t), 1<k<n.
R
En particular, ¢ (0) = i*E(X*), 1 < k < n.

Demostracion. (a), (b), (¢) y (d) son triviales.

(e) Sit,h € R, entonces

ox(t 4+ 1) — px(t)] < / )

y, por tanto,

sup |ox(t+h) — ox(t)] < / ]e““” — HdPX(a:).

teR

El integrando en el segundo miembro estd acotado por 2 y tiende a cero cuando
h — 0. El teorema de la convergencia dominada (Teorema 4.5) prueba ya que ¢x es
uniformemente continua.

(f) Puesto que X y —X tienen la misma distribucion, tienen también la misma

funcién caracteristica y, por tanto,

px(t) = o-x(t) = E(e™) = px(—t) = px (1),

que prueba que px(t) € R.

(g) Si E(X™) es finito, también lo es E(X*), para 1 < k < n. Consideremos el caso
k = 1. Puesto que [ |z|dP¥(z) < 400, existe y es finita [ zedPX(z). Entonces, si
h # 0,

ox(l+ h}i —ex(®) _ / iz dP~ (z) = / e <€ihxh_1 - zw) dPX(z).

Puesto que la funcion 2 — 2cost —t? vale 0 en 0 y tiene un maximo absoluto en 0, se

tiene que (cost — 1)% + sen?t < ¢?, y de aqui se deduce que

et 1" <2, t#0,
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y, reemplazando t por hz,

ih:c_l
eT' <z, h#0,z#0.

Tomando limite cuando h — 0, se deduce del teorema de la convergencia dominada

(Teorema 4.5) que
Flt) = [ e aP¥(a),

pues

estd acotada por 2|z| y converge a cero cuando h — 0, para todo = € R. Que ¢y es

continua (incluso uniformemente continua) se prueba como en (e). O

A modo de reciproco de la observacion 3 anterior, se verifica el siguiente teorema,
que no probaremos.

TEOREMA 9.1. Dos v.a.r. con la misma funcién tienen caracteristica también la

misma distribucién de probabilidad.

Observacion 9.5. El teorema anterior es consecuencia de la llamada formula de la
inversion, que viene a decir lo siguiente: “Sea P una probabilidad en R, F' su funcion
de distribucion y ¢ su funcion caracteristica. Si a < b son puntos de continuidad de
F, entonces existe y es finito el limite

T —ita __ ,—ith
lim [ Re ((p(t)%) dt.
1

T—+o00 _T

Ademas, ese limite 27 (F(b) — F(a)). Por 1ltimo, si ¢ es integrable en R respecto a
la medida de Lebesgue, entonces la funcion

1 "
= — T o(t)dt
fla)i= 5= [ ot
es una densidad de P respecto a la medida de Lebesgue y F = f.” La demostracion
se puede encontrar en Ash (1972).

Observacion 9.6. (Funcion caracteristica n-dimensional) Si X es una v.a. n-dimen-
sional, su funcién caracteristica ¢x se define mediante ¢x(t) = E[e<t*>] € C,
t € R”, donde < -,- > denota el producto escalar euclideo en R". Si X es una v.a.
n-dimensional e Y una v.a. m-dimensional, se verifica que X e Y son independientes
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si oy (t, s) = ex(t)ey(s), Vt € R", ¥s € R™. También en el caso n-dimensional la
funciéon caracteristica de una v.a. determina univocamente su distribuciéon, y posee
propiedades analogas a las probadas en el caso unidimensional: de hecho, vale 1 en 0,
es uniformemente continua y si [ |z;]dPX(z) < oo, para algin j, entonces ¢y admite
derivada parcial j-ésima uniformemente continua y

85?( (t) = i/xjeKt’DdPX(x).
j

También en el caso n-dimensional se puede enunciar una férmula de inversion (ver
Billingsley (1986)). Una consecuencia sencilla de lo dicho es la siguiente caracteriza-
cion de independencia: “Sea X = (X7,..., X)) una v.a. n-dimensional; para que las
v.a. X; sean independientes es necesario y suficiente que px(t) = [[j_, ¢x;(t;), para
cada t € R".

Observacion 9.7. (Funcion generatriz de momentos) Si X es una v.a.r., se define su
funcion generatriz de momentos (f.g.m. o transformada de Laplace) como la aplicacion

M(t) := E(e'*) = /emdPX(:B),

definida en el subconjunto de puntos ¢ € R que hacen finita la integral, entre los
cuales se encuentra el 0; se prueba facilmente que si la integral es finita para algtin
punto ty € R, también lo es para cualquier punto ¢ tal que |t| < |to|. Puede ocurrir,
sin embargo, que M soélo sea finita en 0, y se prueba que si M es finita en un intervalo
abierto | — g, to[, entonces M admite derivadas de todos los 6rdenes en ese intervalo
y que M®)(0) = E(X*); se verifica incluso en ese intervalo que

M(t) =Y

En particular, en ese caso, X tiene momentos finitos de todos los érdenes y éstos
se calculan derivando sucesivamente M en (. Relacionado con lo dicho se encuentra
el llamado problema de los momentos que pretende decidir bajo qué condiciones
la distribucién de probabilidad de una v.a.r. queda univocamente determinada por
sus momentos (supuestos todos ellos finitos); en ese sentido tenemos el siguiente
resultado: “Si P es una probabilidad en R con momento ay, := fa:de(x) finito para
todo k > 1 y la serie de potencias ), ar® /k! tiene radio de convergencia positivo,
entonces P es la tinica probabilidad en R con momentos a;, as, ....” Este resultado,
junto con lo dicho anteriormente, prueba que si la funcién generatriz de momentos M
de una v.a.r. X es finita en un entorno de cero, entonces M determina univocamente
la distribucion de X. Como en el caso de la funcién caracteristica, se prueba ahora
que si Xi,..., X, son v.a.r. independientes con f.g.m. finita en un cierto entorno de

tk
B(XY).

?TA
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cero, entonces la f.g.m. de la suma es el producto de las f.g.m. de las X;. Podemos
también definir la f.g.m. de una v.a. n-dimensional y probar que, si es finita en un
entorno de cero, determina univocamente la distribucion de la misma. Se obtiene
también una caracterizacion de independencia anédloga a la obtenida para funciones
caracteristicas (exigiendo ahora que la f.g.m. de X sea finita en un entorno de cero).
Todos estos resultados se pueden consultar en Billingsley (1995).

Observacton 9.8. (Funcion generatriz de probabilidad de una v.a.r. discreta) Si X :
(Q,A,P)— Nesunav.a.yp, = P(X =n),n > 1, se define su funcion generatriz de
probabilidad como la aplicacion g(z) := E(zX) = > p,2". Esta serie es convergente
en [—1,1] y define una funcion de clase C* en | — 1, 1[. Es obvio que g caracteriza la
distribucién de X, pues los coeficientes de esa serie de potencias se pueden obtener a
partir de las derivadas sucesivas de g en 0: concretamente, p, = n!g(™(0). Se prueba
incluso que X tiene momento finito de orden p > 1 si, y s6lo si, es finito el limite
por la izquierda en 1 de la derivada p-ésima de g. En el caso p = 1, si X tiene media
finita, £(X) =1lim, .1 ¢'(2).

Observacion 9.9. Diremos que una v.a.r. X tiene distribucion N(u,o?) (ver Pro-
blema 7.5 y siguientes) si su funcion de densidad es

1 1 9
o exp {—T‘Q(IE — 1) }

Su funcién caracteristica es

1
wx(t) = exp {it,u - 502t2} , teR.
Observacion 9.10. Una v.a.r. X se dice que tiene distribucion gamma de parametros
a, B (o« >0, 3 > 0), vy se escribirda X ~ G(«, ), si su distribucion admite como
densidad la aplicacion
[C() By e  Io ooy ().
Su funcién caracteristica es

1
px(t) = = Bit)e teR.
Casos especiales de la distribucion gamma son la distribucién chi-cuadrado con n

grados de libertad x*(n) = G(%,2), y la distribucion exponencial de parametro
A>0,EN) :=G(1,N).
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 9

Problema 9.1. Sea S una v.a. con distribucién binomial b, (p).
1. Determinar su funcion caracteristica.

2. Probar quesi Xj, ..., X, son v.a. independientes y X; ~ b,,(p) entonces > . X; ~
bs>,n,(p). Nota: el simbolo ~ en este contexto se leera “tiene distribucion”.

Problema 9.2. (Distribucion de Poisson P(X)) Si A > 0, se define la distribucion de
Poisson de parametro A como la distribucion de probabilidad en Ny := {0,1,2,...}
con funcién de probabilidad

PON(R) = e 0y, k=01

Determinar la funcién caracteristica de la distribucion de Poisson y probar que si
Xi,...,X, son v.a. independientes y X; ~ P();) entonces > . X; ~ P(>_, \;).

Problema 9.3. Si Xi,..., X, son v.a.r. independientes y X; ~ G(a;, ), 1 < i <
n, entonces y . X; tiene distribucion G(3 ., o, 5). En particular, si las X; son
independientes y X; ~ x?(k;) entonces Y o X; ~ x*(D_1, ki). Asi, si las X; son
independientes y si X; ~ N(u;,07) entonces y_. (%)2 tiene distribucion x?(n).
Pruébese también que si X7, ..., X, son independientes y si X; ~ N(u;, 0?) entonces
Sor X ~ N, iy iy 02). Probar, en fin, que si X es N(u,0%) y a,b € R

i=1"1

entonces aX + b ~ N(au + b, a’c?).

Problema 9.4. (Distribucion beta) Si a, 5 > 0 se define la funcion beta de Euler

B(a, ) = /1 271 — ) d.
0

Notese que la integral existe pues el integrando es una funcién medible no negativa;
pruébese que es finita. Probar también que

L(a)I'(5)

PO =Tars

= B(3, ). 9.1)

Def.: Diremos que una v.a.r. X tiene distribucion beta con parametros «, 5 > 0 (y
escribiremos X ~ B(a, 3)) si PX admite como densidad respecto a la medida de
Lebesgue la aplicacion

f() = Bla,8) "2 (1 = 2)" Loy ().

Pruébese en fin que si X ~ B(a, 3) entonces 1 — X ~ B(f3, a).
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Indicacion: Para probar (9.1) notese que

D(a)(B) = < /0 h :ro‘_le_”d:v> ( /0 b yﬁ—le—ydy>
=4 </OOO u2a_16_"2du> (/OOO v2ﬁ—1e—”2dv)

o0 oo
_ 4/ / u2a717}257167(u2+v2)dudv;
0 Jo

efectuar ahora el cambio de variables
T : (r,0) €]0,00[x]0,7/2[— (rcosh,rsind) €]0, o[>

para obtener

I(a)0(3) = 4 ( /0 h r2<a+ﬁ>—1e—rz> ( /0 ™ (o8 0 sin Q)Qﬂ—lcw) :

hacer ahora los cambios 72 =  y sin? 0 = y.

Problema 9.5. Probar que, si X e Y son v.a.r. independientes e idénticamente
distribuidas con distribucion N(0,1), entonces X/Y tiene distribucion de Cauchy.

Problema 9.6. (La distribucién normal multivariante) En este problema y en los
siguientes estudiamos la distribuciéon normal en R™. En lo que sigue utilizaremos
notacién matricial como se indica a continuaciéon: un punto v € R™ y una v.a. n-
dimensional X se escribirdn en forma de matrices columna, y usaremos los simbolos
u' y X' para las matrices fila correspondientes. Def.: (V.a. normal n-dimensional)
Una v.a. n-dimensional X se dice normal si su funciéon caracteristica es de la forma

1
h(u) = exp{iu'b — §ut0u}

donde b € R" y C = (Cj;) es una matriz real cuadrada de orden n simétrica (es
decir, C' = C") y semidefinida positiva (es decir, u'Cu > 0, Vu € R"™). Se dice, en
concreto, que X tiene distribucion normal de media b y matriz de covarianzas C' (*)
y se escribe X ~ N(b,C) 0 X ~ N, (b,C).

Necesitaremos el siguiente resultado de algebra lineal: “Si C' es una matriz cua-
drada simétrica, entonces existen una matriz ortogonal A (es decir, A es inversible
y A™' = A") y una matriz diagonal D tales que A'‘CA = D; los elementos de la
diagonal en D son los autovalores de C”. Notese que habremos de asegurarnos de que

1 Si X es una v.a. n-dimensional con componentes X1, ..., X,, se define la matriz de covarianzas
Cov(X) de X como la matriz (Cov(X;, X)), ;; en notacion matricial, Cov(X) = E[(X — EX)(X —
EX)Y].

R
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hay v.a. n-dimensionales con funcion caracteristica h; no cualquier funciéon compleja
definida en R™ es la funcién caracteristica de alguna v.a. n-dimensional.

Sean A una matriz de orden m x n, b € R™ y X’ una v.a. n-dimensional cuyas
componentes son v.a.r. independientes y normalmente distribuidas con media cero.
Probar que la v.a. m-dimensional X = AX' + b tiene distribucion N,,(b,C) donde
C = ADA?, siendo D la matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal son
las varianzas A\, de las X}, 1 <k <n.

Problema 9.7. (1) Probar que, si X es una v.a. normal n-dimensional N, (b,C),
entonces existen b € R”, una matriz cuadrada A de orden n que podemos elegir
ortogonal y una v.a. n-dimensional X’ cuyas componentes son v.a.r. independientes
normalmente distribuidas con media cero tales que X = AX' + .

Problema 9.8. (1) Deducir del Problema 9.7 que, si X ~ N,,(b,C), entonces E(X) =
b y Cjk = COV(Xj,Xk>.

Problema 9.9. (7) Probar que, si by C son como en la definicion de la distribucion
normal multivariante, entonces existe una v.a. n-dimensional con funcién caracteris-
tica h(u) = exp{iu‘b — su'Cu}.

Problema 9.10. (1) Sean X, X', A ortogonal, C'y b como en los problemas pre-
cedentes tales que X = AX’ + b. Probar que, si C es inversible, entonces X es
absolutamente continua (respecto a la medida de Lebesgue en R") y su densidad es

N

f(z)=(2m)"% - (det C) "2 - exp {—%(w —b)iCHr - b)} , xeR"
Problema 9.11. (7) Sea X una v.a. n-dimensional. Probar que X es normal si, y
solo si, u’' X es normal unidimensional (posiblemente degenerada) para cada u € R".
Observaciones. 1) Una distribucion normal unidimensional degenerada es una
distribucién normal con varianza cero, que viene a coincidir con la distribucién de
Dirac concentrada en la media.
2) Este resultado sugiere una forma natural de definir la distribuciéon normal en

el caso infinito dimensional.

Problema 9.12. (1) Sea X := (X;, X») una v.a. normal bidimensional con media
(1, p2) vy matriz de covarianzas

2
O — 01 012
= 5 ,
012 0'2

donde ¢? = Var(X;) y 012 = Cov(Xy, X3). Determinar la densidad de X cuando
det C' # 0. Hacer

012

P12 =
0102

(:=coeficiente de correlacion entre X; y Xs).
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Problema 9.13. (1) Sea X; ~ N(0,1). Sea X3 una v.a.r. independiente de X tal

que
1

P(X3=0=P(X3=1)= 5
Sea Xs(w) = Xi(w) si Xz(w) =0y Xo(w) = —X;(w) si X3(w) = 1. Probar que X,
tiene distribucion N(0,1). Probar que P(X; + X, =0) = % y concluir que X; + X
no es una v.a.r. normal. Concluir que (X7, X5) no tiene por qué ser normal aunque
X1y X5 lo sean.
Observacion. (X1, Xo) es normal si X7 y X5 lo son y son, ademas, independientes.

Problema 9.14. (1) (Invarianza por rotaciones de las v.a. normales) Sean Xj,
..., X, v.a.r. independientes tales que X; ~ N(u;,0?), y A una matriz ortogonal

de orden n. Sea Y = AX donde X' = (X3,...,X,). Probar que las componentes de

Y son v.a.r. independientes y normalmente distribuidas con varianza comin o2.



e 10

Muestras

DEFINICION 10.1. Llamaremos muestra a una colecciéon numerable de v.a. inde-
pendientes e idénticamente distribuidas (brevemente, iid); en el caso finito, llamamos

tamano de la muestra al nimero de v.a. consideradas.

Observacion 10.1. El dltimo teorema de la leccion anterior garantiza la existencia
de sucesiones de v.a. independientes teniendo cada una de ellas una distribucion fijada
de antemano.

Observacion 10.2. Se deduce de lo dicho en el tema anterior que, si X, X, ...
es una coleccion infinita numerable de v.a. independientes en un espacio de proba-
bilidad (2,4, P) a valores en un espacio medible (€' A’), entonces el espacio de
probabilidad imagen de la v.a. X = (Xj, Xs,...) es el espacio de probabilidad pro-
ducto (Q’N,A’N,HieN PXi). En particular, si las X; son iid (es decir, si (X,,)nen €s
una muestra infinita) y si ) denota la distribucion de probabilidad comin de las X,
entonces el espacio de probabilidad imagen de esa muestra es (Q’N, AN QY).

Observacion 10.3. Una primera aproximacion al concepto de muestra en Esta-
distica Aplicada nos la presenta como una parte de la poblacion. El objetivo de la
Inferencia Estadistica consiste, precisamente, en obtener informacién sobre toda la
poblacién a partir de los datos obtenidos para una muestra de la misma, y se pre-
tende, entonces, que la muestra sea “representativa” de la poblacion. Al proceso de
extraccion de una muestra de una poblacion se le suele llamar muestreo. La defini-
cion anterior se puede considerar como la aproximacion probabilistica al concepto de
muestra. Supongamos que estamos interesados en el estudio de una cierta caracte-
ristica de los individuos de una poblacion €2 y que esa caracteristica viene definida
por la v.a. X : Q — (. Siendo a veces muy costoso (o, incluso, imposible) estudiar
todos los individuos de la poblacién, cabe pensar en seleccionar adecuadamente un
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cierto numero n de ellos, estudiar para ellos la caracteristica que nos interesa y ex-
trapolar las conclusiones extraidas a toda la poblacion. Por ejemplo, si pretendemos
obtener informacién sobre la estatura media de los espanoles de 18 anos, cabe pensar
en seleccionar una muestra del conjunto de espanoles que tienen esa edad y aproxi-
mar la estatura media buscada por la estatura media de los individuos de la muestra
(es decir, la media muestral). El adverbio adecuadamente hace alusion al hecho de
que, para que la extrapolacion de conclusiones sea valida, en el proceso de seleccion
de individuos no debe aparecer ningin tipo de preferencias por parte del seleccio-
nador; en lugar de hablar de seleccionar adecuadamente hablaremos de seleccionar
al azar, en un sentido que precisaremos posteriormente. Para el caso de poblaciones
finitas, el muestreo aleatorio simple queda caracterizado por el hecho de que cada
muestra posible de n individuos tiene la misma probabilidad de ser extraida de la
poblacién. Podemos distinguir dos tipos de muestreo aleatorio simple: el muestreo
aleatorio simple con reemplazamiento (en el que cada individuo seleccionado es de-
vuelto a la poblacion tras haber sido estudiado y puede volver a ser seleccionado) y el
muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento (en el que un individuo que haya sido
seleccionado en la muestra es retirado de la poblaciéon y no podré ser seleccionado
en lo sucesivo). Consideraremos ahora solamente el muestreo con reemplazamiento.
Elegir con reemplazamiento n individuos de la poblacion finita 2 equivale a elegir un
elemento w = (wy, ...,w,) de Q"; si a la hora de elegir el individuo i-ésimo de la po-
blacion no se tiene en cuenta cuéles fueron las elecciones precedentes (es decir, si los
n individuos se extraen independientemente los unos de los otros) y si la probabilidad
de elegir un individuo cualquiera de la poblaciéon no se modifica de una extraccion a
otra, la probabilidad P en () induce en el conjunto producto 2" una probabilidad P"
(que llamaremos probabilidad producto) definida por

P (wi,...,wp) = Plwy) -+ P(wy).

Suponiendo ademas que todos los individuos de la poblacion finita () tienen la misma
probabilidad de ser elegidos (esa probabilidad sera entonces igual a 1/N si N es el
namero de individuos de la poblacion ), entonces

1
Nn’

P (wy,...,w,) = P(wy) -+ Plwy,) =

y todas las n-uplas (wi,...,w,) € Q" tienen la misma probabilidad (1/N™) de ser
seleccionadas; por tanto, el espacio de probabilidad (2", A", P™) corresponde al mues-
treo aleatorio simple con reemplazamiento de n individuos de la poblacién ). Estudiar
las caracteristicas X (w;) de los individuos w;, 1 < i < n, equivale a considerar las
va. X;, 1 < i < n, definidas en Q" por X;(wy,...,w,) = X(w;). Se prueba que las
v.a. X;, 1 <i < n,son P™iid, y que cada X; tiene la misma distribucién que X (se
dice por ello que las X; son copias independientes de la v.a. X). Todo esto justifica
la definicion precedente de muestra, que no se circunscribe al caso finito de sucesos
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elementales equiprobables. Se habla, a veces, de muestreo probabilistico cuando se
seleccionan al azar y con reemplazamiento individuos de una poblacion 2 que no
tiene por qué ser finita y que, aunque lo fuese, no considere a todos sus individuos
equiprobables; solo es imprescindible la hipo6tesis de independencia en la seleccion de
los individuos —lo que queda garantizado si a la hora de elegir al individuo ¢-ésimo
no tenemos en cuenta lo ocurrido en elecciones precedentes— y la hipotesis de que la
probabilidad de elegir a un individuo se mantenga inalterable de una eleccion a otra.

Para el caso de muestras de una distribucion real podemos dar la siguiente defi-
nicion:

DEFINICION 10.2. (Funcion de distribucion empirica) Sea X1, ..., X,, una muestra
de tamano n de una distribucion real. Llamaremos funcién de distribucion empirica

(o muestral) a la aplicacion
1 n
Flo,w) =~ D s (Xi(w).
i=1

Observacion 10.4. n - F(z,w) es el nimero de indices i € {1,...,n} tales que
X;(w) <z

Observacion 10.5. Dado w € Q, F(-,w) es la funcion de distribucion de la v.a.
discreta

Z,ie({1,....n}, 2({1,....n}),Q) — Z.(i) = Xi(w) € R,

donde Q(i) = 1/n, 1 <i < n. En efecto, si z € R,
1
Q(Z, <z)= Ecard {je{l,....,n}: Xj(w) <z} = F(z,w).

Observacion 10.6. Sin € Ny z € R, F,(z,-) es, evidentemente, una v.a.r. De-
notando I(; ) = lj_oaz © Xj, © € N, x € R, entonces, a z fijo, las I(; ), i € N, son
independientes (por serlo las X;) e idénticamente distribuidas; notar que

T (@) =1 siX;w)<z
i) (W) = )
o) =0 siX;w) >z

y que E(l;4) = P(X; < x) = F(x), si F' denota la funcién de distribucion comitn
de las X;. Entonces, I(; ;) es una v.a. de Bernouilli que toma los valores 1 y 0 con
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probabilidades F'(z) y 1— F(z), resp. La ley fuerte de los grandes niimeros (') prueba
entonces que F,(x,-) converge P-c.s. a F(x) cuando n — oo, es decir, para cada
r € R, existe A, € A tal que P(A,) =0y F(r,w) —n—00 F(2), 81w & A,. El
teorema siguiente mejora esta tultima conclusion.

TEOREMA 10.1. (Glivenko-Cantelli) Sea (X,),>1 una sucesion de v.a.r. iid defi-
nidas en (Q, A, P) con funcién de distribucién comin F. Si F,, denota la funcién de
distribucién empirica obtenida de X1, ..., X, entonces

sup | F.(z,w) — F(x)] — 0, P-c.s.

z€eR n—oo

Demostracion. Hemos probado en la observacion 3) anterior que, para cada = € R,
existe A, € A tal que P(4,) = 0y lim, F,(z,w) = F(z) si w ¢ A,. Se sigue
analogamente de la ley fuerte de los grandes ntimeros (tomando ahora Ij_. [ en lugar
de [j_4)) que, para cada x € R, existe B, € Atal que P(B,) = 0y lim,, F,,(z—,w) =
F(z—) si w € By, donde F(z—) (resp., F,,(r—,w)) denota el limite por la izquierda
de la funcion de distribucion F' (resp., F,,(-,w)) en el punto x.

Consideremos la funcion auxiliar (una especie de inversa de F, llamada también

funcion cuantil)
¢ :u€]0,1[— ¢(u) = inf{zr € R: u < F(x)}.

Notese que o(u) esta bien definida habida cuenta que, para cada u €)0,1[, {z €
R:u < F(z)} # 0 (pues F(z) — 1 cuando z — +00); ademés ¢(u) € R (si el infimo
fuese —oo existiria una sucesion x, en R convergente a —oo tal que u < F(x,,), para
cada n € N, lo cual no es posible pues u > 0y F(z) — 0 cuando z — —o0). Ademas,
¢ es creciente en |0, 1[, pues, si 0 < u < v < 1, entonces {zr € R: v < F(z)} C {x €
R:u< F(x)}yp(u) < p(v). Notese también que {z € R: u < F(x)} es un intervalo

1 Teorema: (Ley fuerte de los grandes nimeros: caso iid) Si (X,,), es una sucesién de v.a.r. iid
con media comun p, entonces

1 n
— ZXi —nooo b, P —c.s.
nia
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con extremo superior +o0o, por ser F' no decreciente, y cerrado por la izquierda, por

ser F' continua por la derecha. Asi pues, si 0 < u < 1,
{r eR:u< F(z)} = [p(u), +o0f,
es decir, si 0 < u < 1y x € R, entonces
o(u) <z <= u < F(x). (10.1)

Siendo ¢ creciente, podemos definir ¢(1) = lim,_.; ¢(u); nétese que p(1) puede ser

+00. Se verifica, para cada u €]0, 1], que
Flo(u)=—) <u < Fle(u)); (10.2)

la segunda desigualdad es cierta por (10.1) para u €]0, 1[, y trivialmente cierta para
u = 1; para la primera desigualdad, notese que, si fuese u < F(p(u)—), existiria (por
definicion de limite por la izquierda) x < p(u) tal que u < F'(z) y, por (10.1), deberia
ser p(u) < z, llegando asi a un absurdo.

Param € Ny 1 <k < m, se define
Tk = p(k/m).

Se siguen inmediatamente de (10.2) las relaciones siguientes:

F(@pp—) = F@mp—1) <1/m, 2<k<m, (10.3)
Fazmi—) < ! (10.4)
Im,l — mu .
1
() 2 1= — (10.5

Counsideremos la v.a.r.

Dyn(w) = méx (|F(@mp,w) — F(Tmp)|s | Fr(@mr—,w) — F(Tmr—)]) -

1<k<m

Probemos que

<L ipw, (10.6)

sup |F,(r,w) — F(x)] < —
up|F (a,0) = Fla)| <

UEX

119



UEX

120

GARCIA NOGALES TEORIAS DE LA MEDIDA

para cada m,n € Ny cada w € ().
Si2<k<myTmp—1 < T < T, se sigue de (10.3) y de la definicion de D, ,(w)

que
Fo(z,w) < Fy(zpmr—w) < F(@mi—) + Dmn(w) < F(z) + % + Dy (w)
y
Fo(z,w) > F (2 5-1,w) > F(Xmp—1) — Dmn(w) > F(z) — % — Dpn(w);
entonces
IFy (2, w) — F(z)] < % 4 Dyon() (10.7)

six € UPy[@m k-1, Tmil, m,n € N. Andlogamente, si © < x,,1, se sigue de (10.4) y

de la definicion de D, ,(w) que

1
O S Fn<x>w) S Fn(xm,l_aw) S F(xm,l_) + Dm,n(w) S — + Dm,n(w)
m
' 1 1
O<F <F m,1 7 < —< — Dmn )
< F(@) £ F(oma=) € — < — + Dyun()

de donde se sigue que (10.7) también es cierta para @ < x,,;. En fin, si © > 2,

(= (1) € RU{+00}), entonces

1
1> Fn(CC,W) > F<xm,m) - Dm,TL(w) >21—-—= Dmv”(w)
m
Y 1
m

de donde se sigue que (10.7) también es cierta para > x,,,,. Queda asi probado
(10.6).
Se define ahora

A=UnenUj— (As,, , UB,, ).

T,k

Entonces A € Ay P(A) = 0. Ademas, si w € Q\ A, entonces, para cada m € N,
lim, oo Dipn(w) = 0. Asi, si w ¢ A, dado € > 0 podemos elegir m = m(e) € N tal
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que 1/m < €/2 y, para este m, existe n,, € N tal que Dy, ,(w) < €/2 si n > nyy,.
Entonces, siw € Ay n > npe),

1
sup |F(z,w) — F(x)] < — + Dy p(w) <,
reR m

lo que prueba que sup,cg |F(z,w) — F(x)| converge a cero puntualmente P-c.s. [

Observacion 10.7. La funcion de distribucion empirica F,,(x,w) es facilmente calcu-
lable a partir de las observaciones X;(w), ..., X,(w) (solo hay que contar cuéntos de
estos niumeros son < x y dividir por n) y, segun acabamos de ver, para casi todas las
observaciones w, F),(-,w) converge uniformemente en R a F'. El teorema de Glivenko-
Cantelli se llama a veces teorema fundamental de la Estadistica Matemética debido
a que, desde el punto de vista estadistico, la funcion de distribucion F' que siguen las
observaciones X; es desconocida y ese teorema permite aproximar £’ uniformemente
en R mediante funciones facilmente calculables a partir de las observaciones (ténga-
se en cuenta ademas que el objetivo de la inferencia estadistica consiste en extraer
informacion sobre F' a partir de las observaciones).

Los momentos de la v.a. discreta Z,,, considerados como funciéon de w, son v.a.
que llamaremos momentos muestrales de la muestra considerada. Tenemos, pues la
siguiente definicién:

DEFINICION 10.3. Si X, ..., X, es una muestra de tamano n de una distribucién

real, llamaremos media muestral a la v.a.
_ 1 <
X(w) =~ > Xi(w).
i=1

Llamaremos momento muestral (resp., momento muestral absoluto) de orden & a la

ag(w) := %ZX{“(w) (resp., Ag(w) := %Z;Lzl | X (w)]*).

Llamaremos momento central muestral (resp., momento central muestral absoluto)
de orden k a la v.a.

bulw) = = D (Xi(w) = X(@)* (resp., Bu(w) = 3 XL, [Xi(w) = X (@)I")

n -
=1

n

Llamaremos varianza muestral a la v.a.

$(w) = = Do (Xiw) = X))
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Observacion 10.8. Haber llamado varianza muestral a S2, en vez de by, es debido
a que la media de S? es igual a la varianza comiin de las X; (si ésta es finita), segtin
prueba la siguiente proposicion. A veces se llama cuasi-varianza muestral a S2.

Proposiciéon 10.1. Sea Xi,..., X, una muestra de tamano n de una distribucion

real.

Si X, tiene media finita, E(X) = E(X)).

a
b) Si X, tiene varianza finita, Var (X) = Var(X,).

(a)

(b)

(¢) Si X, tiene momento finito de orden k, E(ay) = E(XF).
(

(

1
d) Si X, tiene momento finito de orden 2k, Var(a;) = 2[E(X1") — E(X})?].
e) Si X, tiene momento finito de orden 2, E(S?) = Var(X}).

Demostracion. (a), (b), (c) y (d) son triviales. Probemos (e):

ZX? —nX?

Z E(X?) — nE(X?)

1

n —

E(S?) =

E
1

1
n—1

= i 1 {n(\/ar()ﬁ) + EBE(X1)?) —n (%Var(Xl) n E(XI)Q)]
" Var(X;) — - i 1

n—1 Var(Xl) :Var(Xl).

O

Para muestras de una distribucion normal podemos precisar algunas de las afir-
maciones de la proposicion anterior. Antes de ello definiremos dos distribuciones de
probabilidad que aparecen de forma natural en el muestreo de poblaciones normales
y probaremos un lema.

DEFINICION 10.4. Sea Xj,..., X, una muestra de tamano n de una distribucién
N(p,0?).
(a) (Distribucion x?) La distribucion x?(n) —llamada chi-cuadrado con n grados

de libertad— es la definicion gamma G(n/2,2).
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(b) (Distribuciéon t(n) de Student) Se define la distribucion ¢(n) de Student con
n grados de libertad como la distribucion del cociente

X
\/ﬁﬁ,

donde X e Y son v.a.r. independientes tales que X ~ N(0,1) e Y ~ x?(n).
(c) (Distribucion F' de Fisher) Se define la distribucion F'(m,n) de Fisher con
(m,n) grados de libertad como la distribucion del cociente

X/m
Y/n’

donde X e Y son v.a.r. independientes tales que X ~ x?(m) e Y ~ x2(n).

Lema 10.1. (a) Si X ~ N(u,0%) y a,b € R entonces aX + b ~ N(au + b, a?c?).

(b) Si Xi,...,X, son independientes y X; ~ N(u;,0?), 1 < i < n, entonces
D i Ko~ N (30 i 25y 07).

(c) Si Xy,...,X, son v.a.r. independientes y X; ~ G(a;,3), 1 <i < n, entonces
Yo, X; tiene distribucion G(Y ., a;, [3).

(d) En particular, si las X; son independientes y X; ~ x*(k;) entonces y ;| X; ~
X2(Z?:1 ki).

(e) Si X es una v.a.r. con distribucién N(0,1), entonces X? tiene distribucién
x?(1). Asi, si las X; son independientes y si X; ~ N(u;,0?) entonces Y i, (X—U_“—>2

tiene distribucion x?(n).

Demostracion. (a), (b), (¢) y (d) son consecuencia inmediata de que la funcion carac-
teristica de la suma de v.a.r. independientes es el producto de las funciones caracteris-

ticas de los sumandos. Para probar (e), notar que, si V = X2, entonces P(V < v) =0

UEX

siv<0,y,siv>0

Jo

exp{—2?/2}dx.

P(ng)—P(—\/Eng\/5)—2P(O§X§\/E)—2/ \/12_

Basta hacer el cambio de variables t = y/z (Teorema 6.2). O
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Proposiciéon 10.2. Sea Xi,..., X, una muestra de tamano n de una distribucién
N(u,0?).

(a) X tiene distribucién N(u,o?/n).

(b) Las v.a. X y (X; — X, ..., X,, — X) son independientes. En particular, son
independientes X y S2.

(¢) (n —1)0~2S? tiene distribucién x*(n — 1).

(d) La v.a. /n(X — u)/S tiene distribucién t(n — 1).
Demostracion. (a) Es consecuencia inmediata del lema anterior.

(b) Sera suficiente probar que

PR X1-%r Xp ) (B 15 )
= o)) P -x, X)Ly ).

Podemos escribir

QO(X,leX ..... Xn—X) (ta tlu s 7tn)
=F (H exp{in~!(nt; — nt + t)Xj}> = (%),
=1

donde t =n~! 2?21 t;; utilizando que las X; son independientes, notar que

n

(x) = H E (exp{in~"'(nt; — nt + t)X;})

i=1

= | exp {in_l[n(tj —t) +tlp— %Uz[t +n(t; — t)]z}

1 1 e _
= exp {iut - 502152/71} - exp {—502 ;(tj - t)z}

= o)) Px—x, X (s ).

UEX

2 2
(c) Notese que » 7, <Xj(;“> tiene distribucion x?(n) y que n <%> tiene dis-

tribucion x?(1). Por otra parte, se verifica que

o2 Z:;(Xj ) =n (X; “)2 +(n—1)028% (10.8)
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Siendo X y S? independientes se sigue que la funcién caracteristica del primer miem-
bro de (10.8) es el producto de las funciones caracteristicas de los sumandos del

_n
2

segundo miembro. Puesto que (1 — 2it)~ 2 es la funcién caracteristica de la distribu-

cion x%(n), se tiene

donde Y = (n—1)0~252. Asi pues, la funcion caracteristica de Y es (1 — 2it)~("=1/2,
de donde se sigue el resultado.

(d) Es consecuencia inmediata de los apartados anteriores. ]

Proposiciéon 10.3. Si X,,...,X,,,Y1,...,Y, son v.a.r. independientes tales que
Xi~ N(ux,0%),1<i<m,eY; ~ N(uy,o%),1 < j <n, es decir, dos muestras
independientes de sendas distribuciones normales. Sean S% = -5 3" (X; — pux)?
v Sy 1= 5 20 (Y — py)? las varianzas muestrales de ambas muestras. La v.a.

Sx/o%
Syloy

tiene distribuciéon F(m—1,n—1). En particular, si cx = oy se verifica que el cociente
S% /S% tiene distribucion F(m — 1,n — 1).

Si 0% = 0%, entonces

i=1 j=1

es la varianza muestral combinada.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la definicion de la distribucion F y de

la proposicién anterior. O
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 10

Problema 10.1. Decidir si son muestreos aleatorios simples los procedimientos si-
guientes para extraer una muestra de tamafno 10 de una poblacion finita formada por
N persona numeradas del 1 al V.

1. Supongamos N = 100. Se extrae una bola de una urna con 10 bolas idénticas
numeradas del 1 al 10: si se ha extraido la bola k, se propone seleccionar a los
individuos k, k + 10, ..., £+ 90.

2. Supongamos N = 100. Se extrae una bola de una urna con 100 bolas idénticas
numeradas del 1 al 100: si se ha extraido la bola k, se propone seleccionar a los
individuos k, k+ 1, ..., k+9 (entendiendo que si pasamos de 100 volvemos al
principio).

3. Supongamos N = 60. Se extraen 10 bolas de una urna con 100 bolas idénticas
numeradas del 1 al 100: si en una extracciéon sale la bola k& < 60 seleccionamos
al individuo ntimero k; si sale la bola k£ > 60 seleccionamos al individuo niimero
101 — k.

Problema 10.2. Probar que, si Xy,..., Xy, Y1, ..., Y, son v.a.r. independientes nor-
malmente distribuidas de forma que X; ~ N(uy,0%), 1 <i<m, e Y; ~ N(uy,o%),
entonces, la v.a.

(X —¥) — (ux — ) \/ mtn =2
1,2 1,2
V(= Doi?5% + (n— 1)oy263 | ™ 0x T oy
tiene distribuciéon t(m +n — 2).
Indicacion: Basta notar que

X =Y ~N(ux —py,m ok +n"'oy)

(m — 10285 + (n — 10328} ~ x*(m +n —2),

y que ambas variables son independientes.

UEX

Problema 10.3. (Distribucion ¢ de Student) Si X e Y son v.a.r. independientes tales
que X ~ N(0,1) e Y ~ x?(n), llamaremos distribucion ¢ de Student con n grados de
libertad, y la denotaremos t(n), la distribucion de la v.a.r.

X

VY/n

T —
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Si Y esta definida en un espacio probabilistico (£2,.4, P) notese que P(Y < 0) = 0,
con lo cual T esta bien definida P-c.s. Probar que la distribucion ¢(n) queda definida
por la densidad

L ()

VAR (n/2)(1+ /) F

Indicacion: Z = /Y /n es una v.a.r. no negativa. Para determinar su densidad

fz notar que si t < 0 entonces P(Z <t) =0y quesit > 0entonces P(Z <t)=

PO<Y < nt?) = Ont2 fy (y)dy; hacer aqui el cambio de variables y = nz?.

Notar que X y Z son independientes y, entonces, la densidad conjunta de X y
Z es f(x,z)(x,2) = fx(x)fz(z) (para probar esto ndtese que pX.2) — pXy pZ
y aplicar el teorema de Fubini (Teorema 7.2)). Notar ahora que T' = X/Z y
probar que la aplicaciéon

fr(t) =

g:(z,2) ERxRT — (2/2,2) e R x RT

es biyectiva y g y g~! son de clase C'. Nétese que g o (X, Z) = (T, S) donde
S(w) = Z(w), Yw ; asi, si B es un boreliano de R x R se verifica que

P((T,8) € B)=P(go(X,Z) € B) = P((X,Z) € g~'(B))

/ / f(X 2)(, 2)dzdz;

hacer aqui el cambio de variables (x, z) = g~ '(t,s) y determinar la densidad
fer,s) conjunta de Ty S. Notando ahora que P (A) = P(T € A) = P((T,S) €
A x R) determinese la densidad fr de 7. Se obtendra concretamente

= /0 fr,s)(t;s)ds

_ 2(”/2)“/2 /00 6—%(t2+”)825nd5'
V2r(n/2) Jo ’

haciendo ahora el cambio de variables u = (t2 + n)s%/2 se obtiene la expresion
deseada para fr.

Problema 10.4. (Distribucion F' de Fisher) Sean X e Y v.a.r. independientes tales
que X ~ x%*(m) e Y ~ x%(n). Llamaremos distribucion F' de Fisher con (m, n) grados
de libertad, y la denotaremos F'(m,n), la distribucion de la v.a.r.

X/m
Y/n

Notese que S estd bien definida salvo quizas en un conjunto de probabilidad nula.
Probar que la densidad de la distribucion F'(m,n) es

S_

UEX

m_

e ()
RO

2 2

S
(ms + n)(m+n)/2 Tjo,00((5)-
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Indicacion: Para ello determinese la densidad conjunta f(xy) de X e Y y con-
z/m

sidérese la aplicacion biyectiva g : (z,y) € RT x Rt — g(z,y) = (37m:Y) €
RT x RT; probar que g y ¢g~! son de clase C!, hacer (S,V) = go (X,Y) y
determinar la densidad f(g ) conjunta de Sy V; notar que

fS(S) = / f(S,V) (S,’U)d’U = Cs/ e‘%”(msn*1+1)vé(m+N)—1dU
0 0

donde C es una constante dependiente de s; hacer ahi el cambio de variables
y = (2n)"'v(ms + n) y obtener la expresion deseada para fg.

Problema 10.5. (1) Probar que
1. X ~F(m,n) = X' ~ F(n,m).
2. X ~ F(1,n) = VX ~ t(n).
3. X ~F(m,n) =Y =(1+2X)"~B(n/2,m/2), 1-Y ~ B(m/2,n/2).

Indicacién: Para probar 3) notar que Y = g(X) donde g(z) = (14 2X) ! si
x > 0; notar que 1 = P(X > 0) = P(Y €]0,1]); si B es un boreliano de ]0, 1],

PY(B)=P(X € g }(B)) = o (2)d
B)=PX g B = [ | finl@

donde f(;,,n) es la densidad de X; hacer el cambio y = g(z) en esa integral.

Problema 10.6. (%) (Estadisticos de orden)(?) Sean X7, ..., X,, v.a.r. en un espacio
de probabilidad (€2, A, P). Para cada w € € sea

Xpw) <+ < Xy (w) (10.9)

una reordenacion creciente de X;(w),..., X, (w). Probar que las X(; son también
v.a. en (2, 4, P). Concluir que la aplicacion n-dimensional Xy := (Xqy,..., X@u))
es una v.a. Def.: Las aplicaciones X(;) : 1 — R, 1 <7 < n, asi definidas se llaman
estadisticos de orden asociados a las v.a. X;.

Problema 10.7. (1) (Rangos) Se define el estadistico R; de rango i mediante
Ri(w) = D To ool (Xi(w) = X;(w)).
j=1

Asi, R;(w) cuenta el nimero de indices j tales que X (w) < X;(w) o, dicho de otro
modo, R;(w) proporciona el lugar que ocupa X;(w) en la sucesion reordenada (10.9)

2 Entiéndase el término estadistico como sinénimo de variable aleatoria.
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del problema anterior. Debe notarse que el valor X;(w) puede aparecer repetido en
dicha sucesion; en ese caso, R;(w) da la posicion del altimo de esos valores. Probar
que R; es una v.a. a valores en {1,...,n} y que, para cada w € Q,

Xi(w) = X)) (@)-

Entonces, el vector rango R = (Ri,...,R,) es una v.a. y los vectores Xy y R
determinan el vector X = (X1,...,X,).

Problema 10.8. (1) Sea N* = Uj<icj<i{zr = (21,...,21) € R¥: 2; = z;}. Probar
que N* tiene medida de Lebesgue nula en R*. Denotemos R® = {z € R*: z; <
... < xx}. Concluir que, si X es una v.a. k-dimensional en (2,4, P) que admite una
densidad respecto a la medida de Lebesgue en R¥, entonces

P(X € RA\N*) =1,
P(X(y e RW) =1,
P(R S Sk) =1,

donde Sy es el conjunto de las permutaciones sobre {1,..., k}.

Observacion. Asi pues, cuando X es una v.a. k-dimensional absolutamente con-
tinua, podemos suponer que el vector X de los estadisticos de orden construidos
a partir de X toma siempre valores en R*) y que el vector R de los rangos toma
siempre valores en Sj.

Problema 10.9. (1) Probar que, si B C R™, w e Qyr = (r(1),...,7(n)) € Sy,
entonces

[X()(w) € B, R(w) =r] < [X(r")(w) € B]
donde r~! denota la permutacion inversa de 7y X(r) = (X, ..., Xom)).

Problema 10.10. (T) En las hipotesis precedentes, probar que R tiene distribucion
uniforme sobre S, es decir, para cada permutacion r € S,, P(R = r) = 1/n!
Pruébese ademéas que X y R son independientes.

Problema 10.11. (7) La densidad de X, respecto a la medida de Lebesgue en R"
es

g(x) =n!-g(x) - Iyw(r), x€R"

Problema 10.12. (T) (Distribucion de los estadisticos de orden) Probar que X(; es
absolutamente continua y que su densidad es

n—1

Jao(x) =n- (Z B 1) F @)1= F@)]™ " f(z), z€R.

UEX
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Problema 10.13. (1) Las mismas ideas utilizadas en el Problema 10.12 prueban que,
sil<ny <...<n, <n,ladensidad de la v.a. k-dimensional Z = (X(,,), ..., X))
es

k
Jfz(Znys vy 2n,) =nl- (Hf zm>

.Hf:O[F(Zniﬂ) - F(Zni)]nzﬂ i
Hf:o(“z‘ﬂ — Ny — 1)!

donde ny =0, ngy1 =n+1, 2,, = —00, 241 = +00.

. IR(k)(an, e ,an)

Problema 10.14. (1) Si f(x) = Ijp1) (densidad de la distribucién uniforme en [0, 1),
entonces X(; tiene distribucion beta de parametros (i,n — i+ 1). Véase la definicion
de la distribucién beta en el Problema 9.4.

Problema 10.15. (1) (Distribucion de los rangos) Determinar la distribucion de R;.
Calcular también E(R;) y Var(R;).

Problema 10.16. (1) Sean p € {1,...,n} eiy,...,i, € Ntalesque 1 <i; < ... <
ip < n. Describir la imagen del estadistico (R;,,...,R;,) y su distribucion.

Problema 10.17. (1) (Estadistico de Wilcoxon) Si 1 < p < n, denotemos W, =
Ry + -+ R,. Determinar la esperanza y la varianza de W,

Problema 10.18. (%) (Numeros Aleatorios) Sean (£2,.4,P) un espacio probabi-
listico y U una v.a.r. con distribucién uniforme en [0,1]. Si F es una funcion de
distribucién en R entonces la v.a.r. F~! o U tiene funcién de distribucion F, donde
F(t)=inf{z e R: F(x) > t}, t € [0,1].

Indicacion: Recordar de la demostracion del teorema de Glivenko-Cantelli que
F~! es creciente (entonces, medible) y que F~1(t) < z <=t < F(x), con lo
cual

P(F'oU<z)=PU < F(z)) = F(z)
pues U tiene distribucion uniforme en [0, 1].
Problema 10.19. (7) Describir explicitamente un espacio probabilistico y una suce-

sion (X,,) de v.a. sobre él independientes e idénticamente distribuidas con distribuciéon
comin uniforme en {0, 1,...,9}.

Problema 10.20. (1) Con las notaciones del problema 12, ;cuél es la distribucion
de la v.a.r.

X X, .. 210 'X;)
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Indicacion: > 107" X; toma valores en A, = {i-107":0 <4 < 10"} y cada
valor de A,, lo toma con la misma probabilidad, pues si z;,y; € {0,1,...,9} v
S 107 = >0 107 y; entonces x; = y;, 1 < i < n.

Problema 10.21. (7) ;Cuél es la distribucion de la v.a.r.
0X) Xy (1= 32, 1077X;)?

Indicacion: Si z € [0,1] — U2, A, entonces x admite una tnica represen-
tacion en la forma z = Y 00,107z, z; € {0,1,...,9}, Vi. Utilizando que
{w: 322, 107°X;(w) < 2} coincide con U {w : X1(w) = z1,..., Xp_1(w) =
ZTn—1, Xn(w) < x,} (pruébese esa igualdad) probar que la probabilidad de ese
suceso es exactamente x. Puesto que la probabilidad del suceso {Y_5°, 107¢X; =
x} es 0 para cada z, se verifica que la funcion de distribucion de Y2, 107 X;
coincide con la identidad en [0,1] — U A, y, entonces, por continuidad a
la derecha, con la identidad en [0, 1]; es decir, 2%, 107°X; tiene distribucién
uniforme en [0, 1].(*)

Problema 10.22. (T) A partir de una tabla de nimeros aleatorios sobre {0, 1, ..., 9},
;como puede fabricarse una tabla aproximada de nimeros aleatorios sobre [0, 1]7

Indicacion: >, 107°X; converge puntualmente a Yoy 107°X; y, entonces,
hay convergencia en distribucion; ello permite aproximar la funciéon de distri-
bucién de Y52, 107°X; por la distribucion uniforme en A, sin es grande. En fin,
siendo (X}j)g>1 una muestra de extension infinita de la distribucion uniforme
en A,, la sucesion

n 2n 3n
107X, Y 10mXG, Y 10
=1

1=n-+1 1=2n-+1

es una muestra de extension infinita de la distribucion uniforme en A, (y, por
tanto, una tabla aproximada de ntuneros aleatorios en [0, 1]).

Problema 10.23. (1) ;Como se puede fabricar, a partir de una muestra de exten-
sion n de una distribucién uniforme en [0, 1], una muestra de extension n de una
distribuciéon F' real dada?

Problema 10.24. (Distribucion hipergeométrica: muestreo sin reemplazamiento)
Sean N, Ny,n € N tales que Nyi,n < N. La distribucién hipergeométrica H (N, Ny, n)

3 He aqui una nueva descripcion de la medida de Lebesgue similar -ahora en base 10- a la que
habiamos dado en el Problema 8.31 en base 2. El resultado se puede generalizar a otras bases: Sean
keN,Q=1{01,...,k—1}, Q la distribucién uniforme discreta en Q, P = QY, X; : OY — Q la
proyeccion i-ésima y T := >~ X, /k"; entonces la distribucién de T respecto a P es la medida de
Lebesgue en [0, 1].
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es la distribuciéon de una v.a. discreta que toma los valores £k = 0,1, ...,n con proba-
bilidades NS NN
_ ( nl) ( nfkl)
Px = WJ

donde se ha denotado (;) = w sit € Ry r e N. Probar que ésta es la
distribucién correspondiente al muestreo sin reemplazamiento, es decir, la distribucion
del namero de bolas blancas obtenidas al extraer sin reemplazamiento n bolas de una
urna que contiene Nj bolas blancas y N — Nj bolas negras. Probar que la media y la

nNy N-—n Ni ( . M)

varianza de esta distribucion son, respectivamente, * y n - o=t & - ~)-

Problema 10.25. (Distribucion multinomial) Supongamos que los individuos de una
poblacién pueden ser clasificados en una y sélo una de r clases disjuntas, y que la
probabilidad de que un individuo esté en la clase j es p;; entonces py,...,p, > 0
y > 1P = 1. Seleccionamos al azar y con reemplazamiento n individuos de la
poblacién y denotamos por X; la clase a la que pertenece el individuo i-ésimo. Para
1 < j <r, denotaremos por Z; el nimero de individuos de la muestra que caen en la

clase j, es decir, Z; = >_"" | Itx,—j3. Llamaremos distribucion multinomial de orden

n y parametro p = (p1,...,p,) a la distribucion de la v.a. discreta r-dimensional
(Z1,...,2,); la denotaremos por M (n;p1,...,p.).
(a) Probar que es una distribucion concentrada en E := {(iy,...,4,) € Nj: iy +

<+ +i, =n}yque

| ) )
P(Zl :ila--er :’lr) = %pilp?
(AR 7%
Problema 10.26. (%) (Un conjunto Lebesgue-medible que no es boreliano) En este
problema y los siguientes pretendemos utilizar el conjunto de Cantor para construir
un conjunto Lebesgue-medible que no es Borel-medible. Consideremos la aplicacion
T :w=(w;) €{0,1,2}V = T'(w) := Y7, % € [0,1]. Se define K :=T'({0,2}") C
[0,1]. K es el llamado conjunto de Cantor; siendo 7" continua y {0,2}" compacto,
K es compacto. Por tanto, K esta formado por los puntos del intervalo [0, 1] que
admiten en base 3 una representacion decimal en la que solo se utilizan las cifras 0
y 2. Geométricamente: sea Ky = [0, 1]; K; se obtiene dividiendo Ky en 3 intervalos
iguales y retirando el intervalo central (es decir, retirando aquellos puntos que en base
3 se escriben en la forma 0’1...); K5 se obtiene dividiendo cada uno de los intervalos
que conforman K en 3 partes iguales y retirando el intervalo central de cada uno de
ellos (es decir, retirando aquellos puntos que en base 3 se escriben en la forma 0°01...
o 0°21...); procediendo de ese modo obtenemos una sucesion (K,,) de compactos y
se define K = N, K, (aritméticamente, lo que hacemos es eliminar sucesivamente
el digito 1 de la primera, segunda,... posicién decimal). Sean @) la probabilidad en
{0,2} definida por Q({0}) = Q({2}) = 1/2, P = QY y T la restriccién de T" a
{0,2}N. PT es una probabilidad en [0, 1] concentrada en el conjunto de Cantor que
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llamaremos medida de Cantor.(*) La funcion F de distribucion de T respecto a P es la
llamada funcién de Cantor; puesto que la medida de Cantor es trivialmente continua,
la funcion de Cantor es continua; es, también, como cualquier funcién de distribucion,
creciente. De hecho, F' vale 1/2 en el intervalo central retirado de Ky para definir Kj;
vale 1/4 y 3/4, resp., en los dos intervalos centrales retirados de K para obtener
Ko; y asf sucesivamente. Sea ¢ la correspondiente funcion cuantil,(®) es decir, ¢(y) =
inf{z € R: F(z) > y} = inf{z € R: F(x) = y}. Siendo F continua, F(¢(y)) = v,
para cada y € [0, 1]; por tanto, ¢ es inyectiva. Se prueba que ¢ toma valores en el
conjunto de Cantor; ademaés, siendo creciente, ¢ es Borel-medible. Aprovechando lo
anterior y la existencia de un subconjunto de [0, 1] que no es Lebesgue-medible -ver
ejemplo de Vitali en la pag. 36-, construir un conjunto Lebesgue-medible de [0, 1] que
no sea Borel-medible.

Indicacion: Sean A C [0,1] no Lebesgue-medible y B = p(A4) C K; K tiene
medida de Lebesgue nula(®) y, por tanto, B es Lebesgue-medible -ver Teorema
3.1- y tiene medida de Lebesgue nula. Pero B no puede ser Borel-medible, pues,
en ese caso, también lo seria ¢ ~!(B), que coincide con A por ser ¢ inyectiva.

1 Fl teorema de la medida imagen y el de Fubini en el caso de un producto infinito numerable
de factores nos permiten calcular integrales respecto a la medida de Cantor -otra cuestiéon es que
los célculos sean mas o menos simples-.

5 Ver propiedades de funcién cuantil en la demostracién del Teorema 10.1 de Glivenko-Cantelli.

6 Para probar esta afirmacion, se considera la distribucion @’ uniforme discreta en {0, 1,2},
y la probabilidad producto P’ = Q™ en {0,1,2}") y se prueba, con argumentos analogos a los
del Problema 8.31, que P'" es la medida de Lebesgue A en [0,1]; basta ya notar que A(K) =
P ({0,2})=0
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Teorema de Radon-Nikodym

El teorema de Radon-Nikodym (Teorema 11.2), especialmente 1til en el capitu-
lo dedicado a la esperanza condicional, es una especie de reciproco de un resultado
probado anteriormente en el que se introducia el concepto de derivada de Radon-
Nikodym. Para probarlo necesitaremos el concepto de medida real y algunos resulta-

dos previos.

DEFINICION 11.1. (Medida real) Una medida real en un espacio medible (£2,.4)

es una funcion de conjuntos u : A — R nula en el vacio y numerablemente aditiva.

Observacion 11.1. Forma parte de la definiciéon que, p.ej., para cada A € A, u(A)+
p(A€) debe estar bien definido (es decir, no puede ser de la forma (+00) — (+00) 0
(+00) + (—0)) y ser igual a u(Q); por tanto, si existe A € A tal que u(A) = 400
debe ser (1(€2) = 400 y si existe A € A tal que u(A) = —oo debe ser p(§2) = —oo. Por
tanto, los valores +00 y —oo no pueden estar simultdneamente en el rango de una
medida real. Un argumento anélogo prueba que si B € Ay u(B) es finito entonces
1(A) es finito para cada suceso A C B.

DEFINICION 11.2. (Conjuntos positivos y negativos para una medida real) Si p
es una medida real en un espacio medible (€2, .4), un subconjunto A de 2 se dice un
conjunto positivo para p si A € Ay cada subconjunto medible de A tiene medida
positiva. Andlogamente, un subconjunto A de € se dice un conjunto negativo para pu

si A € Ay cada subconjunto medible de A tiene medida negativa.
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Lema 11.1. Sea p una medida real en (2, A) y A un conjunto medible tal que
—o00 < u(A) < 0. Entonces A contiene un conjunto negativo B tal que u(B) < u(A).

Demostracion. Sea 6; = sup{u(F): £ € A, E C A}, y tomemos A; € A tal que
Ay C Ay p(Ar) > min(d;/2,1). Notese que si no existiera A; en esas condiciones,
se tendria que p(E) < min(d,/2,1) para cada subconjunto medible £ de A y, por
definiciéon de supremo, no podria ocurrir que d; > 0; se tendria entonces que §; = 0
(el vacio es un subconjunto medible de A y 6; > u(0) = 0), y el propio A seria
un subconjunto negativo de A tal que pu(A) < u(A). Procedemos por inducciéon
construyendo sucesiones (d,), v (A,), haciendo, para n > 2, 6, = sup{u(F): E €
A, E C A\ U4} y eligiendo 4, € A, A, C A\ UZ'A,;, tal que u(A,) >
min(d,/2,1). Como antes, si no pudiésemos encontrar un tal A4, se tendria que d,, = 0
y A\ U A; serfa un subconjunto negativo de A tal que pu(A) = S0 u(A;) + pu(A\
Ut A;) > u(A\ UL A) pues u(A;) > 0paral <i<n-—1.

Asi, en el peor de los casos, podemos definir A, = U2 A, v B = A\ A,. Veamos
que B conviene. Puesto que los A,, son dos a dos disjuntos y p(A,) > 0, se tiene que
1(As) > 0y, entonces, u(B) < pu(B)+ pu(As) = p(A). Veamos que B es un conjunto
negativo. Siendo p(A) finito, también lo es ;1(As). Puesto que u(Ax) =, 1(A,), se

tiene que lim,, u(A,) = 0. Entonces lim,, §,, = 0. Puesto que un subconjunto medible

E de B arbitrario verifica que u(E) < §,, para cada n, debe ser u(E) < 0. ]

TEOREMA 11.1. (Teorema de descomposicién de Hahn) Sea p una medida real en
(Q,A). Existen entonces sucesos disjuntos P y N de Q) tales que P es un conjunto

positivo para pu, N es un conjunto negativo para 1y 2 = PUN.

Demostracion. Puesto que el rango de p no puede contener simultdneamente a +o00

y —o00, podemos suponer que, p.ej., no contiene a —oco. Hagamos
L = inf{u(A): A es un conjunto negativo para pu}.

Estamos considerando el infimo de un conjunto que es no vacio, pues contiene al menos

a (@) = 0. Sea (A,), una sucesion de conjuntos negativos tal que L = lim,, pu(A,)
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y sea N = U,A,. Notese que cada subconjunto medible de N se puede escribir
como unién disjunta de conjuntos medibles cada uno de ellos contenido en algtin
A,, lo que prueba que N es un conjunto negativo para u. Entonces L < p(N) <
w(Ay) + (N \ A,) < u(A,) para cada n, y, por tanto, L = pu(N). Ademas, puesto
que u no toma el valor —oo, u(N) debe ser finito. Sea P = N¢y veamos que P es
positivo para p. Si no, existiria un suceso A C P tal que —oo < p(A) < 0y, por el
lema anterior, A contendria un conjunto negativo B tal que u(B) < 0, y N U B seria
un conjunto negativo tal que (N U B) = pu(N) + u(B) < u(N) = L (L es finito) en

contra de la definicién de L. O

DEFINICION 11.3. Una descomposicion de Hahn de una medida real p es una

particion medible (P, N) de Q tal que P es positivo para py N es negativo para p.

Corolario 11.1. (Teorema de descomposicion de Jordan) Cada medida real es dife-

rencia de dos medidas positivas, una de las cuales, al menos, es finita.

Demostracion. Si (P, N) es una descomposicion de Hahn para p, se definen funciones

de conjunto u* y u~ en A por
pr(A) == p(AnP) vy p(A):=—p(ANN).

Es claro que p™ y p~ son medidas positivas en Ay que u = u™ — p~. Puesto que
+00 y —00 no estan simultaneamente en el rango de u, o p(P) es finito o lo es u(N),

o lo son ambos, lo que prueba que al menos una de las medidas p* o p~ es finita. ]

TEOREMA 11.2. (Radon-Nikodym) Sean A\ y p medidas o-finitas en A. Si A est4
dominada por pu, entonces existe una funcion Borel-medible g : Q@ — [0, +o0[ (que
llamaremos densidad o derivada de Radon-Nikodym de \ respecto a 1) no negativa
tal que A\(A) = [, gdu, para cada A € A. La funcion g es, ademds, esencialmente
tinica, en el sentido de que cualquier otra densidad h de X\ respecto a ju coincide con
g p-c.s. El teorema sigue siendo cierto si A es una medida real arbitraria y p es una

medida o-finita que domina a A, pero en ese caso g es R-valorada.
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Demostracion. Primer caso: Consideremos en primer lugar el caso en que A y p son

finitas. Sea
F = {fQ—> 0, +00]: /fd,uS/\(A), VAGA}.
A

Veamos que F contiene una funcion g tal que [ gdp =sup{ [ fdu: f € F} y después
que esa funcién g conviene.

- F es no vacio pues 0 € F.

- Si fi, fo € F entonces sup(fi, fo) € F:dado A € A, hagamos A; = {f1 > fo}NA
y Ay = {f1 < fo} N A; entonces

[ sunlttdn= [ it [ fedn <34+ A4 = X(A)
A Aq Az

- Sea (f,), una sucesion en F tal que

lirrln/fndu:sup{/fdu:fef}.

Podemos suponer que (f,), es creciente reemplazando f, por sup(fi,..., fn). Sea

g = lim,, f,,. El teorema de la convergencia mondtona prueba que

[ gdu=tim [ fudu < 2()
A n A

para cada A € A. Entonces g € F. Ademas [ gdpu = sup{ [ fdu: f € F}.
Veamos ahora que M(A) = [, gdu para cada A € A. Puesto que g € F, la
expresion A\g(A) := A(A) — [, gdu define una medida positiva en A. Basta probar que

Ao = 0. Si no, siendo p finita, existe € > 0 tal que
Ao(82) > ep(€2).

Sea (P, N) una descomposiciéon de Hahn para la medida real Ay — eu. Notese que para

cada A € A se tiene que \g(AN P) > eu(AN P), y entonces
AA) = [ gl 20(4) = [ gdit d(anP)
A A

E/Qdu+6u(AﬂP)=/(g+dp)du;
A A
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notese ademas que p(P) > 0, pues si pu(P) = 0 entonces \g(P) =0y A\o(2) —eu(2) =
Ao(N) — eu(N) < 0 en contra de la eleccion de e. Por tanto, [ gdu < A(2) < +oo,
g+elpeFy [(9+elp)du > [ gdp. Ello contradice la maximalidad de g en F y,
por tanto, A\g = 0. Asi pues, A\(A) = fA gdu para cada A € A. Siendo A finita, g es
p-integrable y, por tanto, finita u-c.s., y puede modificarse de forma que s6lo tome
valores reales. Esto acaba la prueba en el caso de que A y p sean finitas.

Segundo caso: Supongamos ahora que A y u son o-finitas. Existe entonces una
sucesion disjunta (B,,), en A que recubre 2 formada por sucesos con medidas A y
1 finitas. Para cada n € N, la primera parte asegura la existencia de una funcion
gn + By, — [0,400[ tal que A(A) = [, gndp para cada A € A tal que A C B,,.
Hagamos g(w) = g, (w) si w € B, (es decir, g = ), ¢»). Es claro que g conviene.

Tercer caso: Supongamos ahora que p es finita y que A es una medida positiva
arbitraria. Denotemos por C la clase de los conjuntos C' € A sobre los que A es o-finita
(es decir, tal que C' puede ser recubierto por una sucesion de conjuntos medibles de
A-medida finita). Puesto que () € C, C es no vacio. Sea s = sup{u(A4): A € C} y
tomemos una sucesion (C),), en C tal que u(C,,) converge a s. Si C' = U,,C,,, es claro
que C € Cy que u(C,) < u(C) < s para cada n; por tanto, u(C) = s. Por el segundo

caso, existe una funcion medible no negativa ¢’ : C' — [0, +o00] tal que

AMANC) = / g'du

ANC

para cada A € A. Consideremos ahora un suceso arbitrario A € A. Podemos distin-

guir dos subcasos:
(a) (AN C° > 0. Entonces A(AN C¢) = oo pues si A(ANC) < oo, entonces
CU(ANC®) € C y tendriamos

s 2 p(CU(ANCY)) = p(C) + p(ANCe) > u(C) = s,

lo que es una contradiccion.

(b) (AN C*¢) = 0. Entonces debe ser A(A N C°) = 0 por continuidad absoluta.
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Asi pues, en cualquier caso se tiene que A\(ANC¢) = fAmoc ocodu y
MA) =AMANC)+NANCY) = / gdp
A

donde g = ¢’ sobre C'y g = oo sobre C°.

Cuarto caso: Supondremos ahora que p es o-finita y que A es una medida arbitra-
ria. Descomponemos {2 como unién numerable disjunta de sucesos A, de pu-medida
finita y aplicamos el caso anterior para obtener funciones g, medibles R-valoradas
tales que, para cada A € Ay cadan, A\(ANA,) = fAmAn gndpi. Es claro que g g,
conviene.

Quinto caso: En el ultimo caso suponemos que u es o-finita y que A es una medida
real arbitraria. Escribamos A\ = A™ — A\~ donde, supongamos, A\~ es finita. Existen
entonces funciones medibles no negativas g, y g» tales que A*(A) = [, grdpuy A= (A) =
fA gadp para cada A € A. Puesto que A~ es finita, go es integrable y finita pu-c.s.

Entonces g = g1 — go conviene. O

Observacton 11.2. (Densidades en el caso discreto: funcién de probabilidad) Una
v.a. a valores en un espacio discreto (es decir, en un conjunto numerable provisto de
la o-algebra de todos sus subconjuntos) o en un subespacio discreto de otro espacio
medible, se llamara una v.a. discreta. Sean (£2,.4, P) un espacio de probabilidad, ¢/
un conjunto numerable y X : Q — Q' una v.a. La distribucién PX de X respecto a
P queda determinada por los valores PX({w'}), o' € 7', y est4 obviamente dominada
por la medida cardinal p en Q. En este caso, la densidad de P¥ respecto a u es la
llamada funciéon de probabilidad de la v.a. X y se verifica que

dPX 1 X / ! l !
W(w)zp {W'})=PX=u), e
Observacion 11.3. (El caso absolutamente continuo) Cuando se habla de la funciéon
de densidad de una v.a. X a valores en R” (o lo que es lo mismo, de la densidad de
su distribucion PX) sin hacer alusién a medida dominante alguna, se entendera que
ésta es la medida de Lebesgue en R".

Observacion 11.4. (Relacion con resultados de analisis real) Una aplicacion f :
[a,b] — R se dice absolutamente continua si para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal
que para cada coleccion finita Ja;, b;[, 1 < i < n, de subintervalos abiertos disjuntos
de [a,b] cuya suma de longitudes es < § se tiene que Y | [f(b;) — f(a;)| < e. Se
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prueba que si F'y G son funciones de distribucion en [a, b] con medidas de Lebesgue-
Stieljes (finitas) py vysi H = F—G y XA = u— v (luego, Nz,y] = H(y) —
H(z)) entonces A\ es absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue si
y s6lo si H es absolutamente continua. Se prueba también que una aplicacion f :
[a,b] — R es absolutamente continua si y solo si es una integral indefinida, es decir,
f(@) = fla) = [T g(t)dt para cada z € [a,b], donde g : [a,b] — R es una funcion
Borel-medible e integrable respecto a la medida de Lebesgue; ademas, en ese caso,
f es derivable en casi todo punto de [a,b] y f' = g c.s. (respecto a la medida de
Lebesgue). Completamos este comentario con el llamado teorema de diferenciacion
de Lebesgue: “Cada medida de Lebesgue-Stieljes 1 en R se puede descomponer en
la forma pu = p, + ps, siendo p, una medida absolutamente continua respecto a la
medida de Lebesgue y s una medida singular respecto a la medida de Lebesgue (es
decir, concentrada en un suceso de medida de Lebesgue nula); ademas, si F' denota
la funcién de distribucion asociada a py f € du,/d), entonces F'(z) = f(x), A-c.s."
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 11

Problema 11.1. a) Probar que la medida de Dirac ¢, en un punto x € R no tiene
densidad respecto a la medida de Lebesgue en R. b) Calcular la densidad de una
distribucion N (u, 1) respecto a una distribucion N (0, 1). ¢) Probar que la distribucién
uniforme discreta en {1,...,n} tiene densidad respecto a la distribucion binomial
b,(1/2) y calcularla.

Problema 11.2. Sean A, p y v medidas o-finitas en (£2,.4) tales que A < pu < v.

Probar que
d\ d\ du

dv — dp dv’
En particular, si A < py u < A, entonces d\/du = (du/dN\)™!, p-c.s.

UV — C.S.

Problema 11.3. Sean (€2, A, 1) un espacio de medida o-finitoy 7" : (2, A) — (2, A).
Probar que pu? < p si, y solo si, T7*(N) es un suceso p-nulo para cada suceso p-nulo
N.

Problema 11.4. Poner un ejemplo de dos v.a.r. X e Y sobre un mismo espacio de
probabilidad de forma que cada una de ellas tenga densidad (respecto a la medida de
Lebesgue en R), pero que (X, Y) no tenga densidad respecto a la medida de Lebesgue
en R2,

Problema 11.5. Sea X una v.a.r. con distribucion uniforme en [—1, 1]. Determinar
las distribuciones de |X |y de X2
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Definicion de Esperanza Condicional

Este capitulo pretende hacer un estudio sistemético y riguroso de la nociéon proba-
bilistica de dependencia siguiendo las pautas marcadas por Kolmogorov en los anos
treinta.

En lo que sigue (€2, .4, P) sera un espacio de probabilidad. Si A, B € Ay P(A) > 0,
se define la probabilidad condicional P(B|A) como P(ANB)/P(A). Se obtiene asi una
probabilidad P, en (£2,.A) definida por P4(B) = P(B|A), B € A, totalmente concen-
trada en A (es decir, P4(A) = 1) y que no es mas que la probabilidad P restringida
al subespacio medible (normalizada por el factor P(A)~! para que P4 sea efectiva-
mente una probabilidad). Si Y es una v.a.r. no negativa o P-integrable en (£2,.4), se
puede definir la esperanza condicional de Y respecto al suceso A (ver el Problema
4.6), que denotaremos E(Y|A), mediante E(Y|A) = [YdPy, = P(A)™' [, YdP, de
tal suerte que P(B|A) = E(Ip|A); si podemos realizar un experimento aleatorio del
que se obtienen numeros reales de acuerdo con la distribucion de Y, la ley fuerte
de los grandes niimeros nos permite aproximar E(Y|A) por el valor medio de Y en
una sucesion de pruebas independientes del experimento si s6lo tenemos en cuenta
el valor de Y después de conocer que ha ocurrido el suceso A. Estas definiciones de
probabilidad condicional y de esperanza condicional respecto a un suceso de probabi-

lidad no nula nos permiten detectar la posible dependencia entre dos sucesos o entre
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un suceso y una v.a.

Nos proponemos en esta seccion estudiar la dependencia entre otro tipo de obje-
tos probabilisticos, como pueden ser dos v.a. o una v.a. y una o-algebra; para ello
necesitamos extender las definiciones de probabilidad y esperanza condicionales a un

contexto méas amplio.

El teorema siguiente, que es consecuencia inmediata del teorema de Radon-Ni-
kodym (Teorema 11.2) , nos permitird obtener la definicion deseada de esperanza
condicional.

En el resto de esta seccion, mientras no se diga lo contrario, ({2, A") serd un
espacio medible, X : (Q,4) — (', A’) una v.a. e Y serd una v.a.r. definida en

(2, A) no negativa o con esperanza finita.

TEOREMA 12.1. En las condiciones precedentes, si Y es no negativa (resp., si Y’
tiene esperanza finita), existe una v.a. g : (', A') — R no negativa (resp., con

esperanza finita respecto a PX) que, para cada A’ € A', verifica que

L/ yxwyu%w)_./ng@@de@w. (12.1)
X-1(A) /

Ademas, g es esencialmente tinica, en el sentido de que cualquier otra v.a. que satisfaga
lo mismo que g coincide con g, PX-c.s. Por tiltimo, si Y tiene esperanza finita, entonces

g es finita PX-c.s.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que Y es no negativa. La funcién de

conjuntos

kﬁeﬂ—emﬁz/ Y (w)dP(w) € [0, +o]

X-1(47)
esta bien definida (por ser Y medible no negativa), y define una medida en la o-

dlgebra A’; en efecto, si (A’), es una sucesion disjunta en A’, entonces X (U, A’) =

U, X HAL) y (X71(A!)), es una sucesion disjunta en A; se sigue entonces del teorema
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de Beppo-Levy que
ANURAL) = Y(w)dP(w) = Y (w)dP(w
(Un ) /X o, VP / g VP
— [ Y @)iP) / I3 e ()P
_Z/Y )M x-1(ay(w)dP(w ZAA’

Ademas, A estd dominada por P¥ pues, si PX(A’) = 0 (es decir, si P(X1(4")) = 0),

entonces [y 14 Y (w)dP(w) = 0 pues Y Ix-1(4 es nula P-c.s. El teorema de Radon-

1A
Nikodym (Te(ire)ma 11.2) garantiza la existencia de una v.a. g : (2, A") — [0, +00]
tal que A\(A') = [, g(x)dP*(x).

Si Y es P-integrable, podemos escribir Y = Y+ — Y~ (témese como Yt e Y~
las partes positiva y negativa de Y, resp.) donde Y e Y~ son no negativas y P-

integrables; del caso no negativo se sigue la existencia de v.a.r. g,,g_ : (', A) —

[0, +00] tales que

/Xl(A,) Y (w)dP(w) Z/,gi(x)dPX(x%

para cada A’ € A’. Siendo YT e Y~ P-integrables, g, y g_ son PX-integrables y,
por tanto, finitas PX-c.s., y la aplicacién g := g, — g_ estd bien definida P¥-c.s.
(hagase, por ejemplo, g = 0 en el conjunto excepcional donde la indeterminacion
(+00) — (+00) pueda tener lugar), es PX-integrable y verifica (12.1).

La unicidad esencial se sigue sin dificultad de la siguiente propiedad conocida de
la integral: “Sean h, g funciones reales medibles sobre un espacio de medida o-finito
(Q, A, p); si existen las integrales de h y g respecto a py fA hdp < fA gdu, para cada
A € A, entonces h < g, p-c.s." ]

UEX

DEFINICION 12.1. (Esperanza y probabilidad condicionales respecto a una v.a.)
Sean Y : (2, A) — R una v.a.r. no negativa (resp., P-integrable) y X : (2, 4) —
(@', A"). Llamaremos (una version de la) esperanza condicional de Y respecto a X,

y se denotard por E(Y|X), una v.a. R-valorada no negativa (resp., R-valorada con
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esperanza finita respecto a P~) g en (€, A’) que satisface (12.1). Para cada suceso
A € A se define la probabilidad condicional de A respecto a X mediante P(A|X) =
E(I14]X).

Observacion 12.1. Notese que la funcion g solo es tnica esencialmente; cualquier
funcion medible h que coincida PX-c.s. con g también verifica (12.1) y, segiin afirma el
teorema, si h verifica (12.1), entonces coincide con g, PX-c.s. ;A cuél de las funciones
g que verifican (12.1) hemos llamado esperanza condicional de Y respecto a X7
Debemos considerar E(Y|X), mas que como una v.a., como una clase de equivalencia
de v.a., siendo equivalentes dos v.a. si, y sblo si, coinciden P¥*-c.s. Por ello, a veces,
diremos que g es un representante o una version de la esperanza condicional de Y
respecto a X. En otras ocasiones, en las que el resultado no dependa del representante
elegido en la clase, denotaremos por F(Y|X) cualquiera de los representantes de esta
clase de equivalencia. Observaciones anilogas se pueden hacer para la probabilidad
condicional P(A|X) que, correctamente hablando, es una clase de v.a. g que podemos
suponer reales (incluso [0, 1]-valoradas si conviene, pues I4 toma valores en [0, 1]) que
verifican P(ANX1(A")) = [, g(x)dP¥(z), para cada A’ € A'.

Observacion 12.2. Seguiremos la costumbre habitual de denotar por E(Y|X = x)
el valor g(z), x € @, si g es un representante de la clase E(Y|X) (sin olvidar,
por supuesto, que esta notacion depende del representante elegido). Asumiendo este
abuso de notacion, se verifica, para cada A’ € A’, que fX,l(A,) YdP = [, E(Y|X =

x)dPX(z). A veces escribiremos también g € E(Y|X) para enfatizar que g es una
version de la esperanza condicional de Y respecto a X. La notacion E(Y|X = ) ya
habia sido utilizada anteriormente en el caso de que P(X = x) > 0, pero es facil ver
que, en ese caso, ambas definiciones coinciden.

Observacion 12.3. Denotemos por £!(Q, A, P;R) el espacio vectorial de las fun-
ciones reales medibles y P-integrables en (Q,.A), y por L'(Q, A, P;R) el cociente
de £}, A, P;R) por la relacion de equivalencia que identifica dos funciones que
coinciden P-c.s. Puesto que dos representantes de una misma clase tienen la misma
esperanza condicional respecto a la v.aa. X : (2, 4) — (€2, A") (dos funciones que
coinciden P-c.s. tienen la misma integral sobre cualquier suceso de A) se puede hablar
sin problemas de la esperanza condicional de Y respectoa X siY € L'(Q, A, P;R) (Y
es ahora una clase de equivalencia); formalmente, debe entenderse que E(Y|X) (sea
Y una clase o cualquiera de sus representantes) es un elemento de L'(€2', A', PX;R),
aunque, como se ha dicho, se denotard también de ese modo cualquier representante
de esa clase cuando no haya lugar a confusion.

Observacion 12.4. Si Y es una v.a. n-dimensional, se define
E(Y]X) = (EM|X),..., E(YalX))

si existen las esperanzas condicionales de las componentes de Y.
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La definicion siguiente recoge la nocién de dependencia de una v.a. respecto a los

sucesos de una cierta sub-o-algebra de A.

DEFINICION 12.2. (Esperanza y probabilidad condicionales respecto a una o-
algebra) Sean B una sub-o-algebra de A e Y una v.a.r. en {2 no negativa (resp.,
con esperanza finita). Llamaremos (una version de la) esperanza condicional de Y
respecto a B a cualquier funcién g : Q@ — R B-medible no negativa (resp., con
esperanza finita) tal que

[ yY@iapw) = [ gwire)

B

para cada B € B. La esperanza condicional de Y respecto a B se denotard por
E(Y|B). Si A € A, se define la probabilidad condicional de A respecto a B, y se
denota P(A|B), mediante

P(A|B) = E(14]B).
Observacion 12.5. La existencia de E(Y'|B) queda asegurada por el teorema ante-
rior si, con las notaciones alli utilizadas, hacemos ' = Q, A’ = B y tomamos como

X la v.a. identidad en 2. Podemos hacer también aqui observaciones anédlogas a las
que siguen a la definicion de esperanza condicional respecto a una v.a.

Observacidon 12.6. Notemos explicitamente que, si A € A, P(A|B) es una clase

de funciones reales g (que podemos suponer incluso [0, 1]-valoradas) B-medibles tales
que P(ANB) = [, gdP, para cada B € B.

Ejemplo 12.1. Consideremos la probabilidad condicional P(B|l4), A, B € A. Pues-
to que I4 es una v.a. en (£2,.A) que toma valores en {0,1}, P(B|I4) es una v.a. a
valores en ' = {0, 1} que verifica

P(BNI,;'(i)) = /{'} P(B|I14)dP', i=0,1. (12.2)

Es claro que P'4({1}) = P(A) y que P™4({0}) = P(A°). Asi pues, (12.2) no dice otra
cosa que

P(BNA)=P(BJA)P(A) v  P(BNA°) = P(B|A°)P(A°).

Se recupera asi la definicion clésica de probabilidad condicional si 0 < P(A) < 1.
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Ejemplo 12.2. Es claro que, si Y es una v.a.r. B-medible, entonces E(Y|B) =Y.
Por otra parte, si f : (2, 4) — R es una v.a.r. no negativa o PX-integrable, el
teorema de la medida imagen (Teorema 5.2) prueba que E(f o X|X) = f.

Ejemplo 12.3. E(Y|{0,Q}) = E(Y), pues una funcion es {0, Q}-medible si, y solo
si, es constante, y esa constante debe ser F(Y) segtn se prueba facilmente.

El siguiente teorema sera util en diferentes ocasiones. De momento, nos ayudara
a profundizar en la relacién que existe entre las nociones de esperanza condicional

respecto a una v.a. y respecto a la o-algebra inducida por dicha v.a.

TEOREMA 12.2. Sean X : (Q, A) — (', A') una v.a., B la sub-c-algebra X ~*(A’)
inducida por X y h una v.a. R-valorada en Q). Entonces h es B-medible si, y sélo si,

existe una v.a. f: (V, A') — R tal que h = f o X.

Demostracion. Puesto que la composicion de v.a. es una v.a., sélo es necesario probar
que, si h es B-medible, entonces existe una v.a. f: (', A) — R tal que h = fo X.
Si h =1Ig, C € B, existe A’ € A’ tal que C = X 1(A’) (por def. de B). Haciendo
f = Iy es claro que h = f o X. Si h es una funcién simple B-medible, entonces
admite una representacion de la forma h = 3 ,_, yxlc,, siendo los Cy B-medibles;
si escribimos Ie, = fi o X como antes y hacemos [ = > 7, yxfx, se verifica que
h = fo X. En el caso general, existe una sucesion (h,), de funciones simples B-
medibles que converge puntualmente (en todo punto w € ) a h. Por el caso anterior,
podemos escribir h,, = f,, o X, para cadan € N. Sea A" = {z € Q': Flim,, f,(x)} ¥
hagamos f(x) = lim, f,(x) siz € Ay f(z) = 0si z & A'. Puesto que las f, son
A’-medibles, se verifica que A" € A’. Podemos escribir f(z) = [4(x)limsup,, f.(z),
lo que prueba que f es A’-medible. Ademés, para cada w € Q, h(w) = lim, h,(w) =
lim,, f,(X (@) = F(X(w). =

Corolario 12.1. Sean X una v.a. como en el teorema anterior e Y una v.a.r. no
negativa o con esperanza finita en Q. Si B = X 1(A’), entonces g — go X es una

aplicacion suprayectiva de la clase E(Y'|X) sobre la clase E(Y|B).
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Demostracion. Si g € E(Y|X), entonces g : (€, A') — R es medible y

/ YdP = / gdP*, VA ¢ A,
Xfl(A/) !

Es claro que g o X es B-medible. Ademas, si B € B, existe A’ € A’ tal que B =
X~1(A). El teorema de la medida imagen (Teorema 5.2) prueba que

/(goX)dP:/ gdPX:/YdP,
B / B

es decir, que go X € E(Y|B).

Por otra parte, si h € E(Y|B), entonces es B-medible y [, YdP = [, hdP, para
cada B € B. Por el teorema anterior existe una v.a. g : (€, 4) — R tal que
h = go X. El teorema de la medida imagen (Teorema 5.2) prueba, como antes, que
g € E(Y|X). m
Observacion 12.7. Este corolario, junto con las observaciones precedentes, nos per-
miten escribir F(Y|B) = E(Y|X)o X si B=X"1(A').

Presentamos a continuacion algunas de las principales propiedades de la esperanza
condicional. Muchas de ellas recuerdan propiedades ya conocidas para la esperanza,
aunque la esperanza condicional es una (clase de) v.a., y no un nimero como es la
esperanza.

Recordemos en primer lugar que E(Y|X) tiene esperanza finita respecto a PX si
Y tiene esperanza finita respecto a P; se verifica incluso la siguiente proposicion, que

se sigue de (12.1) tomando A" = (0.
Proposicién 12.1. Sea Y una v.a.r. no negativa o integrable. Entonces
Ep(Y) = Epx(E(Y]X)).

TEOREMA 12.3. Sean Y1,Y, v.a. en Q a valores en R (resp., R) con esperanza

finita (resp., no negativas) y aj,as € R (resp., a1, as > 0).
(a) SiY; <Y;, entonces

B(Yi|X) < E(Vi[X), P¥ —cs.
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En particular, si Y; es P-integrable,

|[EWi|X)| < B(V1]|X), P* —cs.

(b) E(a1Y1 + Y2 X) = s EWV1|X) + a BE(Y2|X), P¥ —cs.

Demostracion. La linealidad de la integral prueba (b) de forma inmediata. En cuanto

a (a), notese que, para cada A’ € A’ se verifica que

[ Emixars = [ vars [ vap= [ Bmixae,
! X—I(A/) X—I(AI) !

lo que prueba que E(Y;|X) < E(Y3|X), PX-c.s. Puesto que Y;,—Y; < |Yi| v que
E(-Y1|X) = —E(Y1]X), se tiene que |E(Y1|X)| < E(|Y1||X) si Y7 es P-integrable.
[l

Observacion 12.8. Podemos escribir, en lugar de (a) en el teorema anterior, que
E(Vi|X =2) < E(V,|X =), P¥ —cs,

haciendo uso del convenio de notaciéon que hemos introducido, expresion que resulta
probablemente mas intuitiva que la dada en el enunciado. Quede claro en cualquier
caso que es conveniente leer una expresion de ese tipo como sigue: si fi, fo son versio-
nes cualesquiera de E(Y1|X), E(Y3|X), resp., entonces f; < fo, P¥-c.s. Observaciones
analogas se pueden hacer para los proximos teoremas.

Existen, para la esperanza condicional, teoremas limite analogos a los de conver-

gencia de Lebesgue.

TEOREMA 12.4. (Teorema de la convergencia mondtona para la esperanza con-
dicional) Sea (Y;,) una sucesion creciente P-c.s. de v.a.r. en §) no negativas tal que
Y = lim, Y,, P-c.s. Entonces (E(Y,|X)) es una sucesién de v.a. en ), R-valoradas,

creciente PX-c.s. Ademas

E(Y|X) =1lm E(Y,|X), PX-cs.
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Demostracion. Si A € A’ se sigue del teorema de la convergencia monotona de

Lebesgue y de la definiciéon de esperanza condicional que

/ E(Y|X)dP* = / YdP = lim / Y,dP =lim [ E(Y,|X)dP*.
’ X_I(A’) n X_l(A/) n A’
Por el teorema anterior, (E(Y,|X)), es una sucesion creciente PX-c.s. de v.a. no
negativas. Puesto que toda sucesion creciente en R es convergente (posiblemente a
+00) ¥ que el limite puntual de funciones medibles es medible, existe una funcion
medible h : (2, A) — R tal que h(z) = lim, BE(Y,|X = z), PX-c.s. Una nueva
aplicacion del teorema de la convergencia monotona (Teorema 4.1) prueba que

/ hdPX =1lim | E(Y,|X)dP¥.

’ n A’

Por tanto, h = E(Y|X), P¥-c.s. O
Corolario 12.2. (a) Si (Y;,) es una sucesion de v.a.r. no negativas en (2, se verifica

que
E() Y.X) =) E¥,|X), P*¥-cs
(b) Si (A,) es una sucesion de sucesos dos a dos disjuntos, entonces

P(UpAn|X) =) P(A,]X), P¥—cs.

TEOREMA 12.5. (Teorema de la convergencia dominada para la esperanza condi-
cional) Sea (Y,,) una sucesion de v.a.r. en ). Supongamos que existe una v.a.r. Z en
Q) con esperanza finita tal que |Y,| < Z, P-c.s., para cada n. Supongamos también
que Y, converge puntualmente P-c.s. a una v.a.r. Y. Entonces E(Y,|X) converge

puntualmente PX-c.s. a E(Y|X).

Demostracion. Sea Z, = supys, |Yix — Y. (Z,) es pues una sucesién decreciente de
v.a.r. no negativas que converge puntualmente a cero P-c.s. Siendo Z P-integrable,
E(Z|X) es PX-integrable y, por tanto, finita PX-c.s., con lo cual E(Y,|X) es finita
P¥_c.s., para cada n € N. Andlogamente, F(Y|X) es finita P*-c.s. Ademas,

[E(YL|X) = E(Y[X)] < E(|Y, = Y[[X) < E(Z,]X).
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Basta pues probar que FE(Z,|X) es una sucesion puntualmente convergente a cero
PX-c.s. Puesto que Z, es decreciente P-c.s., E(Z,|X) es decreciente P~-c.s. Sea h una
funcion medible en (€', A’) tal que h = lim,, E(Z,|X), PX-c.s. Siendo 0 < Z,, < 2Z
y 27 P- integrable, se sigue del teorema de la convergencia dominada (Teorema 4.5)
que

0< /thX < /E(Zn|X)dPX = /anP R |
y, entonces, h = 0, PX-c.s. O

Observacion 12.9. Habida cuenta que la esperanza condicional respecto a una sub-
o-algebra se puede expresar como la esperanza condicional respecto a una cierta v.a.,
segtin se ha hecho notar anteriormente, resultados anélogos se pueden enunciar para
la esperanza condicional respecto a una sub-o-algebra.

TEOREMA 12.6. (a) Sean B una sub-o-adlgebra de AeY : (Q,A) — Ry Z :

(Q,B) — R v.a. Supongamos que Y e Y Z tienen esperanza finita. Entonces
E(YZ|B)=Z-E(Y|B), P-cs.

(b) Si f:(QV,A) — Resunav.a. eY eY(foX)son v.a.r. con esperanza finita,
entonces

EY(foX)|X)=f-E(Y|X), PX-cs.

Demostracion. (a) Si Z = Ig, B € B, entonces, para cada C' € B,

/YZdP:/ YdP:/ E(Y\B)dP:/IBE(Y\B)dP:/ZE(Y\B) dP:;
C CnB CnB C C

siendo ZE(Y|B) B-medible, queda probado que el resultado es cierto para indicado-
res.

Si Z es simple B-medible, el resultado es cierto por la linealidad de la esperanza
condicional.

En el caso general, existe una sucesion (Z,,) de funciones simples B-medibles que
converge puntualmente a Z y verifican que |Z,| < |Z]|. Entonces |Y Z,| < |Y Z|, para
cada n, y, por el teorema de la convergencia dominada para la esperanza condicional

(Teorema 12.5), E(Y Z|B) = lim,, E(Y Z,,|B), P-c.s.
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Por otra parte, siendo Y P-integrable, E(Y'|B) es P-integrable y, entonces, finita

P-c.s. Se sigue pues que
ZE(Y|B) =lim Z,E(Y|B), P-cs.

Puesto que el resultado es cierto para funciones simples, se tiene que E(Y Z,|B) =
Z,E(Y|B) P-c.s., para cada n. De ello y de lo anterior se sigue la tesis.

La demostracion de (b) es totalmente aniloga. O

Observacion 12.10. El teorema anterior es una generalizacion de los resultados ya
conocidos E(Z|B) =Zy E(f o X|X) = f.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 12

Problema 12.1. Probar que E(Y|A) =Y, P-c.s. y que E(Y|{0,Q}) = E(Y), P-c.s.

Problema 12.2. Sea A € A tal que P(A) > 0. Determinar la esperanza condicional
E(Y|14).

Problema 12.3. Sean A, A,,... € A dos a dos disjuntos tales que Q = U, A, y
P(A,) > 0, Vn. Sea B la o-algebra engendrada por los A,,. Probar que cada elemento

de B es union de ciertos A, y que E(Y'|B) coincide P-c.s. con la aplicacion w € Q —
[P(A)] ' [, YdPsiwe Ay, n=1,2,...

Problema 12.4. Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1], B, P) donde B es
la o-algebra de Borel en [0,1] y P es la medida de Lebesgue en [0,1]. Sean C' = [, 2]
y C la o-algebra engendrada por C. Consideremos también la v.a. Y : x € [0,1] —

Y(z) = 2* € R. Calcular E(Y|C) y P(C|C).

Problema 12.5. Probar que, si B y C son sub-c-algebras de A tales que C C B,
entonces

E[E(Y|B)[C] = E(Y|C), P-cs.

E[E(Y|C)|B] = E(Y|C), P-cs.

Problema 12.6. (a) (%) (Imagen de una esperanza condicional) Sean (2, A, P) un
espacio de probabilidad, (', A’) un espacio medible, T": (2, A) — (', A’) una v.a.
y B’ una sub-o-algebra de A’. Denotando por P la distribuciéon de T respecto a P
(como es habitual), probar que, si X : (€, A') — R es una v.a.r. no negativa o
PT-integrable, entonces

Epr(X|B)oT = Ep(X oT|T"Y(B)), P-cs.
(b) Sean T": (2, A) — (', A’) una v.a., B’ una sub-o-algebra de A"y A" € A’

. Qué relacion existe entre las probabilidades condicionales
PRANB) vy PITNA)TY(B))?

Problema 12.7. () (Varianza condicional) Sean (€2, A, P) un espacio de probabili-
dadeY : (92, A, P) — R una v.a.r. de cuadrado integrable. Si B es una sub-o-algebra
de A, se define la varianza condicional de Y respecto a B mediante

Var(Y|B) = E(Y2|B) — E(Y|B)2.

Probar que
Var(Y) = E[Var(Y|B)] + Var[E(Y|B)].

Probar también que Var(X|B) = E[(X — E(X|B))? B].
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Problema 12.8. Sean (£, A;, P;), i = 1,2, dos espacios de probabilidad y
f . (Ql X QQ,Al X ./42) — R

una v.a.r. no negativa o integrable respecto a la probabilidad producto P; X P».
Denotemos por X la proyeccion de (€23 X9, Ay X Ay) sobre (Q4,.A4;). Calcular E(f|X).

Problema 12.9. (%) (Martingalas) Def.: Sean (€, A, P) un espacio de probabili-
dad, (A,), una sucesion creciente de sub-o-algebras de A y (X,) una sucesion de
v.a.r. P-integrables. Diremos que (X,,,.A,) es una martingala si X, es A,-medible y
E(Xn11|A,) = X, para cada n € N. Si A, es la més pequena o-algebra que hace
medibles a X,..., X, se dice simplemente que (X,,) es una martingala.

a) Si (Y,), es una sucesion de v.a.r. independientes con media nula y X, =
n

1 Y;, entonces (X,,), es una martingala.
b) Sean (A,), una sucesion creciente de sub-o-algebras de A e Y una v.ar. P-
integrable en (2, A). Entonces (E(Y|A,), A,), es una martingala.

Problema 12.10. (Esperanza condicional e invarianza) A lo largo de este problema,
G ser& un grupo de biyecciones bimedibles de (£2,.4) sobre si mismo.

(a) Def.: Un suceso A € A se dice G-invariante si g(A) = A, Vg € G. Probar que
la familia Ag de los sucesos G-invariantes es una sub-o-algebra de A.

(b) Def.: Una v.a. f: (2, 4) — (', A) se dice G-invariante si f(g(w)) = f(w),
Vg € G, Yw € Q. Supongamos que {w'} € A’, para cada w’ € Q. Probar que una
va. f:(Q,A4) — (@, A') es G-invariante si, y solo si, f es (Ag, A’)-medible.

(c) Def.: Una probabilidad P en (£2,.A) se dice G-invariante si P = P, Vg € G. Su-
pongamos que G es un grupo finito de cardinal |G| y que P es una probabilidad
invariante en (Q2,.A). Si f es una v.a.r. acotada, probar que

Ep(flAc) =|GI™'> foy.

geG

(d) Hagamos ahora (2, 4) = (R,R) vy G = {I,S} donde I es la identidad en R y
S(z) = —x si x € R. Los elementos de Ag se llaman en este caso borelianos
simétricos. Probar que Ag = Y }(R) donde Y(z) = 2%, x € R. Si P es una
probabilidad Borel G-invariante (P se dice, entonces, simétrica) y si f es una
v.a.r. acotada definida en (R, R), calcular Ep(f|Y).

Problema 12.11. (%) (Atomos) Sea B una sub-o-dlgebra de A. Def.: Un atomo de
B relativo a P es un suceso A € B que verifica: i) P(A) > 0;1ii) si B€ By B C A,
entonces P(B) =00 P(A\ B) =0 (ver Problema 2.10).

Probar que, si X : (Q,,4) — R es una v.ar. y si A € A es un atomo de A
relativo a P, entonces X es constante P-c.s. sobre A.
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Problema 12.12. (1) Sean B una sub-o-algebra de Ay A un atomo de B relativo
a P. Probar que E(Y|B) es constante P-c.s. sobre A; concretamente,

P(YIB)(w) = [P(4) " [ vap

para casi todo punto w de A.

Problema 12.13. (1) Sean X : (2, A4) — (¥, A) mava,zo€QyB={we
Q: X(w) = zp}. Supongamos que P(B) > 0. Probar que B es un atomo de B :=
X~HA) relativo a P. Recordar que E(Y|X) o X = E(Y|B) y concluir que

E(Y|X = xo) = [P(B)]l/ YdP.

B

Problema 12.14. (%) (Independencia condicional) Sean (£2,.4, P) un espacio de
probabilidad y B, C, D sub-o-algebras de A. Probar que son equivalentes las propo-
siciones siguientes:

(i) VBeB,YCeC, P(BNC|D)=P(B|D)P(C|D), P —cas.

(i) VB € B,P(B|CVD)=P(B|D), P-—cs.,

donde C VD es la mas pequena o-algebra que contiene a C UD. Se dice, en ese caso,
que B y C son condicionalmente independientes respecto a D.

Problema 12.15. Si X es una v.a.r. no negativa, entonces
B(X|B) = / P(X > t|B)dt, P-cs.
0

Problema 12.16. (Desigualdad de Markov generalizada) Si k& > 0 entonces

P(|X| > a|B) < a *E[|X|*|B], P-cs.
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Distribucién Condicional y

Distribucion Conjunta de V.A.

Recordemos una vez mas que las probabilidades condicionales P(A|X) y P(A|B)
son clases de equivalencia de v.a., y que es habitual (aqui lo hemos hecho) deno-
tar asi cualquiera de los representantes de esa clase. Hay pues que tener cuidado
a la hora de escribir, p.ej., P(A|B)(w) o P(A|X = x), pues expresiones como és-
tas dependen del representante elegido: dado un representante de P(A|X), hemos
interpretado P(A|X = z) como la probabilidad condicional de A respecto al suce-
so {w € Q: X(w) = x}, tenga este suceso o no probabilidad nula (argumentos ya
conocidos prueban que, si ese suceso tiene probabilidad > 0, P(A|X = x) coincide
con la definicion cléasica). Ocurre en el caso clasico que, si P(B) > 0, entonces la
funcion de conjuntos A € A — P(A|B) es una probabilidad, pero atn no hemos
podido probar que, para cada x (o, al menos, para casi todo x), P(-|X = x) sea una
probabilidad. En este sentido, el corolario del teorema de la convergencia mono6tona
para la esperanza condicional (Teorema 12.4) prueba que, si (A,) es una sucesion
de sucesos dos a dos disjuntos en A, entonces P(U,A,|X) = > P(A4,|X), P*-cs.,
es decir, dada la sucesion (A,), existe un suceso N € A’ tal que PX(N) = 0y
P(U, A X =) =) P(A,|X = z) si « € N; pero el conjunto excepcional N

UEX

157



UEX

158

GARCIA NOGALES TEORIAS DE LA MEDIDA

depende de la sucesion (A,).

En esta seccion comenzamos planteandonos el problema de decidir bajo qué con-
diciones es posible suponer que P(A|X = x) sea, a x fijo, una probabilidad en (€2, A),
en cuyo caso obtendriamos la extension realmente deseada de la definicion clasica de
probabilidad condicional. Veremos que ello es posible en condiciones bastante gene-
rales.

En lo que sigue, utilizaremos las siguientes notaciones: (€2, .4, P) sera un espacio de
probabilidad, B una sub-o-algebra de A, (2, A") un espacio medibley X : (2, 4) —
(€, A’) una v.a.

DEFINICION 13.1. (Funcion de distribucion condicional regular) Sea Y un v.a.r.
en (£, A, P). Llamaremos funcion de distribucion condicional regular de Y respecto

a X a una aplicacién F : Q' x R — R que verifique las dos proposiciones siguientes

(i) Para cada x € ', F(z,-) es una funciéon de distribucién en R que se anula en

—oo y vale 1 en +o0.

(ii) Para cada y € R, F(-,y) es una version de la probabilidad condicional P(Y <
y1X).

El teorema siguiente prueba que esta definicion no estd desprovista de contenido.

TEOREMA 13.1. Si Y es una v.a.r. en (9, .A), entonces existe una funciéon de

distribucién condicional regular de Y respecto a X.

Demostracion. Para cada racional r € QQ, denotemos por F, una version de P(Y <
r|X) tal que 0 < F,.(x) < 1, para cada x € (Y. Sea r1,rq,... una enumeracion de Q.
Hagamos Ay = {z € Q': F, (z) < F,,(v)}, 1, € N,y A = U, Ai;. Es claro
que A € A"y que PX(A) =0, pues si r; < rj entonces P(Y < r;|X) < P(Y <rj|X),
PX-c.s.
Se definen también B; = {z € ': lim, Fr#%(x) 0 no existe o es # I, (x)},

i € N,y B =U;B;. Entonces B;, B € A'. Puesto que Iy, 1y, —nco {{y<ry, €l
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teorema de la convergencia dominada para la esperanza condicional (Teorema 12.5)
prueba que Fm+%(:t) — oo Fy, (1), PX-c.s. Entonces PX(B) = 0.

Sea C' = {x € Q: lim,,_ o F,(x) 0 no existe o es # 1}. Entonces C € A’y
PX(C) = 0, pues {Y < n} es una sucesion creciente de sucesos que recubren € vy,
por tanto, P(Y < n|X) converge a 1 puntualmente PX-c.s.

Analogamente, si D = {z € : lim,,_._, F,,(x) o no existe o es # 0} entonces
De Ay PX(D)=0.

Sea (G una funcién de distribuciéon en R que vale 0 en —oco y 1 en 400. Se define,

parax € 2 ey € R,

=lim, 1 ,eq Fr(z) siz g AUBUCUD
F(r,y) =
= G(y) siee AUBUCUD.

F esté bien definida pues, si z € A, F,(x) es creciente en r, y, por tanto,

lim F.(x)= inf F.(z). (13.1)

r—y+,r€Q r>y,r€Q

Ademés, six ¢ AU B ey € Q, entonces lim, ., F,.(z) = F,(x). Asi pues, F(x,y) =
Fyx)siye Qyxz ¢ AUBUCUD. Analogamente, si ¢ AU C U D, entonces
lim, o Fr(z) =1y lim,_._ F.(z) = 0.

Veamos que F' es una funcién de distribucion condicional regular de Y respecto
a X.

Sixz & AUBUCUD, entonces F(x,-) es creciente pues, si 4,4 € R, y < v/,
entonces {r € Q: r > y'} C {r € Q: r > y} y basta aplicar (13.1). Por otra parte, si

y <y <reQ, entonces

UEX

F(z,y) < F(z,y) < F(x,7) = F(x) =yt Fl,9),

lo que prueba que F(x,-) es continua por la derecha en cada punto y € R. Sir <y,
r € Q, entonces F(z,y) > F(x,r) = F.(2) =10 1y, por tanto, F(z,y) =100 1.

Anélogamente, F'(z,y) —,—_« 0. Queda probado que F(z,-) es una funciéon de
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distribuciéon en R si © ¢ AU BU C U D. Eso es también evidentemente cierto si
xr € AUBUCUD pues, en ese caso, F(z,:) =G.

Ademas, el teorema de la convergencia dominada para la esperanza condicional
(Teorema 12.5) prueba que F}., como version de P(Y < r|X), converge puntualmente
P¥X-cs.a P(Y < y|X) si r — y+; por continuidad a la derecha, se verifica también
que F,.(z) = F(x,r) converge a F(z,y) si r — y+. Asi pues, para cada y € R, F(-,y)
es una version de P(Y < y|X). O

Observacion 13.1. Anédlogamente, si B es una sub-c-dlgebra de A y si Y es una
v.a.r. en (2, A4, P), se llama funcion de distribucion condicional regular de Y respecto
a B a una aplicacion F': Q@ x R — R tal que F(w,-) es una funcién de distribucion
en R, para cada w € Q, y F(-,y) es una version de P(Y < y|B), para cada y € R.
La existencia de una funciéon de distribucion condicional regular de Y respecto a B
se deduce del teorema anterior haciendo X = idq: (2, A) — (2, B).

DEFINICION 13.2. (Probabilidad condicional regular respecto a una v.a.) Sean
Y (QAP)— (,A)y X : (QA P)— (@, A) v.a. Llamaremos probabilidad
condicional regular de Y respecto a X a una aplicacion @ : ' x A; — [0, 1] que

satisfaga
(i) Yz € &, Q(z,-) es una probabilidad en (£, .A;).

(ii) VA; € Ay, Q(+, Ay) es una version de P(Y~1(A)|X).

Observacion 13.2. Una probabilidad condicional regular ) de Y respecto a X es,
en particular, una probabilidad de transicion en ' x A;.

TEOREMA 13.2. Si Y es una v.a.r. en (Q,.A), entonces existe una probabilidad

condicional regular de Y respecto a X.

Demostracion. Sea F'una funcion de distribucion condicional regular de Y respecto a
X vy, para cada z € ¥, denotemos por Q(z, -) la medida (probabilidad) de Lebesgue-
Stieljes asociada a F'(z,-). Denotemos C = {B € R: Q(-,B) € P(Y € B|X)}. C
contiene al 7-sistema formado por los intervalos de la forma | — oc0,y|, y € R. Si

A,BeCy AC B, entonces B\ A €C, pues Q(z,B\ A) = Q(z,B) — Q(z,A) =
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P(Y € B|X)(z) — P(Y € A|X)(x) = P(Y € B\ A|X)(z), P*-c.s. Ademas C es
estable frente a uniones numerables crecientes, por el teorema de la convergencia
mondtona para la esperanza condicional (Teorema 12.4). Puesto que R € C, queda
probado que C es un d-sistema. Por el teorema de Dynkin (Teorema 1.1), C contiene

a la o-algebra engendrada por los intervalos de la forma | — 00,y|, ¥ € R, es decir,

C=TR. ]

Observacion 13.3. SiY es una v.a. a valores en (€24, 4, ), una probabilidad condicio-
nal regular de Y respecto a una sub-o-dlgebra 5 es una aplicacion @ : Qx.4; — [0, 1]
tal que Q(w, -) es una probabilidad en A;, para cada w € Q, y Q(+, A1) es una version
de P(Y € A;|B), para cada A; € A;. Como en el teorema anterior se prueba que, si
Y es una v.a.r. en (€, A, P), entonces existe una probabilidad condicional regular de
Y respecto a B.

El teorema anterior puede extenderse a otros tipos de v.a. Y (por ejemplo, si YV

es discreta o n-dimensional). Necesitaremos la siguiente definicion:

DEFINICION 13.3. (Espacios de Borel) Un espacio medible (Q1,.4;) se llamara
un espacio de Borel si existen un boreliano £ de R y una biyeccion h : 0 — FE

bimedible cuando E se supone provisto de su o-algebra de Borel.

TEOREMA 13.3. Sean Y : (,A) — (2, 4)) vy X : (A, P) — (2, A') v.a. Si
(Q1, Ay) es un espacio de Borel, entonces existe una probabilidad condicional regular

de Y respecto a X.

Demostracion. Sean E un boreliano de R, h : (£, 4;) — E una biyeccion bi-
medible como en la definicién anterior y Q) : ' x R — [0, 1] una probabilidad
condicional regular de h oY respecto a X. Si denotamos por R(FE) la o-algebra de
Borel de E, se define una probabilidad condicional regular Q) en €' x R(E) por
Qo(z, B) = Qo(z, B)/Qo(z, E) si Qo(x, E) > 0, = Q'(B) si Qo(z, E) = 0, donde ¢
es una probabilidad fija en R(E). Es facil ver que, para cada z € ', Qy(z,-) es una
probabilidad en R(E). Ademaés, puesto que P(X € A') = P{X € A/} n{hoY €
E}) = [, Qolz, E)PX(dz), se sigue que Qo(x, E) = 1, PX-c.s., y entonces, para cada
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B € R(E), Qy(x, B) = Qo(x, B), PX-c.s., lo que prueba que Q}(-, B) es una versién
de P(hoY € B|X). Si A1 € Ay y x € (¥, se define

Q(ZL‘, Al) = QE)(‘% h(Al))

(h(A1) € R(E) pues h™! es medible). Es claro que Q(x,-) es una probabilidad en A;
(es, concretamente, la distribucion de h™! respecto a Qp(z,-)). Ademés, si A; € A,
entonces Q(x, Ay) = P(hoY € h(A})|X =z) = P(Y € A4,|X =z), PX-cs. O

Observacion 13.4. Si (1, .4;) es un espacio discreto (es decir, si €y es numerable y
A; es el conjunto de las partes de €2;), entonces es trivialmente un espacio de Borel.
También R™ es un espacio de Borel, para cada n € N.

La nociéon de probabilidad condicional regular que hemos introducido es clave en
el estudio de la dependencia entre dos v.a., en general, y de lo que conoceremos como
distribuciones condicionales de una v.a. respecto a otra, en particular.

Las notaciones seran las habituales, es decir, (2, A, P) sera un espacio de probabi-
lidad, (€, A’) y (€4,.A;) espacios mediblesy X : (Q,A) — (', A)eY : (2, A) —
(Q, Ay) v.a.

DEFINICION 13.4. (Distribucion condicional) Con las notaciones precedentes, y
supuesto que existe una probabilidad condicional regular () de Y respecto a X, lla-
maremos distribucion condicional de Y respecto a X = z la probabilidad PYX==
en A; definida por PYX=%(4,) := Q(z, A;). En las condiciones de esta definicion,
diremos también que existe la distribucion condicional de Y respecto a X = x para

todo z.

Observacién 13.5. Las distribuciones condicionales PYX=% de Y respecto a X
existen para una gran clase de v.a. Y (entre ellas las que normalmente aparecen en
estadistica); basta para ello, segiin sabemos, que (£21,.4;) sea un espacio de Borel.
En particular, si (£2,.4) es un espacio de Borel, entonces existe una probabilidad
condicional regular de la identidad idg : (2, A) — (£2,.A) respecto a X. También,
si (2, 4) es un espacio de Borel e Y : (2, 4) — (Q1,.41) es una v.a., entonces
existe una probabilidad condicional regular de Y respecto a X; basta considerar, para
cada = € €, la distribucion de Y respecto a Q(z,-), donde @) es una probabilidad
condicional regular de udg respecto a X.
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Observacion 13.6. Si existen las distribuciones condicionales de Y respecto a X =
x, x € , entonces, a x fijo, PYI¥=%(.) es una probabilidad en A, y, a A; fijo,
PYIX=(A)) es una v.a. [0, 1]-valorada en (€', A’). Asi pues, PYIX=%(A}) es, en parti-
cular, una probabilidad de transicién en €’ x A;. Ademas PYIX=(A,) es una version
de la probabilidad condicional del suceso Y ~'(A;) respecto a X; por tanto, para cada
A e A, se verifica que

PU{X e Ayn{Y e A}) = / PYX=r(A)dP¥ (z).

El teorema generalizado de la medida producto (Teorema 7.1) nos ayuda a precisar

mas la observacion 2 anterior.

TEOREMA 13.4. Supongamos que existen las distribuciones condicionales PYX=*,

x € . Entonces, para cada C € A" x Ay, la aplicacion
€ (2, A) — / Tl y) dPY=0(y)

es una v.a.r. no negativa. Ademas, si PY) denota la distribucién conjunta de X e

Y, entonces
Pone) = [ ([ et ar =) ) i)

En general, si f : Q' x ; — R tiene esperanza finita respecto a PY) | entonces Ia
aplicacién

€ (2, A) — / F(a.y) dPYR=2(y)

estd bien definida PX-c.s., y (si se define como cero en el conjunto excepcional de
puntos x donde la integral no exista) es una v.a.r. con esperanza finita respecto a P~

y se verifica que

/fycy ) dPPY) (2, y) = /(/fxy ) dPYIX=2(y )) dPX (z).

Demostracion. Si C' es un rectangulo medible en A" x A;, digamos C' = A’ x A;,

entonces

PEN(C)=P(X € AY € A)) = / PYIX=r(Ay) P (di).

UEX
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Por otra parte, PX es una probabilidad en (€', A’) y PYX=%(A,) es una probabilidad
de transicion en Q' x A;. El teorema generalizado de la medida producto (Teorema
7.1) prueba la existencia de una unica medida p en A’ x A; tal que p(A" x Ay) =
[ PYX=2(A;) PX(dz), para cada A’ € A"y cada A; € A;. Entonces y = PXY)_ El
teorema generalizado de Fubini (Teorema 7.2) prueba la segunda mitad del enunciado.

]

Observacion 13.7. El teorema anterior determina la distribucion conjunta de las
v.a. X e Y en términos de la distribucion de X y las distribuciones condicionales de
Y respecto a X. La tltima formula expresa la esperanza de f respecto a PXY) en
funcion de la esperanza de f(x,-) respecto a PY*=% y de la esperanza de la integral
interior respecto a PX. Sea A’ € A’ y hagamos C' = A’ x Q;; cambiemos f por f- I
en el teorema anterior. Puesto que Io(x,y) = I4(x), se sigue que

/ f(X(w),Y(w))dP(w) = /f I dPEY)
{XeA’}

= /A (/ fz,y) dPYX:x(y)) dP*(z),

lo que prueba que la aplicacion x € Q' — [ f(x,y)dPY¥=%(y) es una version de la
esperanza condicional E(Z]X) donde Z = f(X,Y). Se verifica entonces que

E(Z|X =z) = / f(x,y)dPYX==(y),  PX.cs.

En particular, si ¢ es una v.a.r. en (21, 41) y f(z,y) = ¢(y), se verifica que, si poY
es P-integrable,

BléoY|X =) = / b(y)dP ' N=2(y), PXcs. (13.2)

Para ¢(y) = y se obtiene que E(Y|X = z) = [ydPYX=*(y), PX-cs., si Y es
P-integrable. La existencia PX-c.s. de esas integrales quedan garantizadas por el
teorema anterior. Necesitaremos también un resultado analogo a éste para el caso de
que Y sea una v.a. n-dimensional a la hora de probar la desigualdad de Jensen para
la esperanza condicional (Teorema 14.2); se trata, en concreto, de probar que, si Y es
una v.a. n-dimensional P-integrable (es decir, sus componentes Y; son P-integrables),
entonces E(Y;|X = x) = [ydPYX=%(y), PX-c.s., 1 < i < n; podrfamos escribir
entonces E(Y|X = z) = [ydPYIX=2(y), P¥-c.s. Que eso es asi, se sigue de (13.2)
sin mas que tomar, para 1 <i <n, ¢(y) = v;.
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Corolario 13.1. (Caracterizacion de independencia) Sean X : Q@ — Q' e Y :
Q — Oy v.a. Entonces X e Y son independientes si, y solo si, para cada A, € Ay,
P(Y € A|X = z) es una constante dependiente tinicamente de A; (no de x). Se

verifica en ese caso que
P(Y € A|X =z)=P(Y € A)), P¥-cs.

Ademas, en ese caso, si Y es real y con esperanza finita, entonces E(Y|X = z) =

E(Y), PX-c.s.

Demostracion. Si X e Y son independientes, entonces, para cada A" € A" y cada
Al € Ab
PU{X e AIn{Y e A})=P(X eA) PY € A)).

Pero P({X € A} N{Y € Ai}) = [ 1(u) [{veaydP. Asi pues, si X e Y son inde-

pendientes,
/ IiyeapdP = / P(Y € A))dP*,
Xfl(A/) ’

lo que prueba que P(Y € A;|X) = P(Y € Ay), PX-cs.
Reciprocamente, si P(Y € A;|X) = k(A;), PX-c.s., entonces

/ IiyeaydP = / k(A)dPX = k(Ay) - P(X € A)),
X-1(A) '

para cada A’ € A'. En particular, si A’ =, k(4;) = P(Y € Ay).

Veamos en fin que, si X e Y son independientes e Y es una v.a.r. P-integrable,
entonces E(Y|X) = E(Y), P¥-c.s. Puesto que P(Y € A;|X) = P(Y € A;), PX-c.s.,
para cada A; € Ay, se sigue que Q(z, A;) := PY(A}) es una probabilidad condicional
regular de Y respecto a X (cuya existencia queda garantizada al margen de que

PYIX=2 — PY vy por la observacion

(€4,A;) sea o no un espacio de Borel). Entonces
anterior, [, ydPY1X="(y) es una version de E(Y|X). De ambas cosas se sigue que la

funcion constante E(Y') es una version de E(Y'|X). O

Acabamos de ver que, si X e Y son independientes, entonces existe una version

regular de la probabilidad condicional de Y respecto a X, al margen de que (21,.4;)
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sea 0 no un espacio de Borel (en ese caso, las distribuciones condicionales de Y
respecto a X = z no dependen de z y coinciden con la distribucion de Y'). En el
teorema siguiente, que nos permite calcular las densidades condicionales a partir de
la densidad conjunta, tampoco es necesario suponer que (£21,.4;) sea un espacio de

Borel.

TEOREMA 13.5. Sean X : (2, 4) — (W, A) eY : (U A) — (4, A) via. y i/
v 1 medidas o-finitas en (', A") v (24,.A;), resp. Supongamos que la v.a. (X,Y)
admite una densidad f(x,y) respecto a la medida producto ' x p;. Entonces existen
las distribuciones condicionales de Y respecto a X = x, para cada x € €V; ademas, la

distribucién condicional PYX=* admite una densidad fY|X=* respecto a j; definida

por
= f(xa y) X
fYX==(y) = , P7-cs.,
) fx ()
donde fx(x le z,y)dps (y) es la densidad marginal de X respecto a p'.

Demostracion. Si A’ € A’, entonces
PX(A)=P(X e A Y €Q)) = PEY)(A x Q) =
/ fla,y)d(p' < pn)(z,y) = / ( f(x,y)dm(y)> dyl' (),
A’XQl ! Ql

lo que prueba que la aplicacion fx : z € Q@ — fx(x le z,y)dp (y) (no
negativa y A’-medible de acuerdo con el teorema de Fubini (Teorema 7.2)) es una
densidad de PX respecto a p/. Denotemos B’ = {z € ': fx(x) # 0} y sea h :
(Q1, A1) — [0,+00[ una v.a con integral 1 respecto a u;. Para x € Q' e y € Oy, se
define

= f(z,y)/fx(x) sizeB

= h(y) sixz g B,

92(y) =

Para cada z € 0/, g, es una v.a.r. no negativa en (£2;,.4;) con integral 1 respecto a
pi. Si Ay € Ay x € ) se define Q(z, A;) fAl 92(y)dpy(y). Veamos que @ es una
probabilidad condicional regular de Y respecto a X. A z fijo, Q(z, -) es evidentemente
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una probabilidad en (£4,.4;). Fijo A; € Aj, Q(+, A1) es una funcion real medible en
(', A'), pues es constante en B’ € A’y cociente de dos funciones medibles (Fubini,

de nuevo) con denominador no nulo en B’. Basta ver que Q(-, A1) es una version de

P(Y € Ay|X) para cada A; € A;;si A’ € A', entonces

P(X € AY € A)) = PXY(A' x Ay) = / flz,y)d(p' x pa)(z,y)
Arx Ay

[ Qanar o) = [ ([ o) et -

/. ( " J;fisf)) Ww) @i = [ ( A f(:v,y)dul(y)) du ()
= / ( N f(:r,y)dul(y)) dy' ().

Podemos, entonces, escribir PYX=% = Q(z,-) y fY¥=* = g,, con lo cual
= f(‘ru y) X
fYE=e(y) = , P7-cs,
() ()
pues PX(B') = 1. O

Observacion 13.8. Se deduce de la demostracion del teorema que, en el caso de
que la distribucion conjunta de X e Y admita una densidad respecto al producto de
dos medidas o-finitas, existen la distribuciones condicionales PY¥=% de Y respecto
a X sin necesidad de hipotesis de regularidad alguna sobre los espacios medibles
implicados.

Observacion 13.9. De acuerdo con el teorema, y en las hipotesis del mismo, la den-
sidad condicional de Y respecto a X = x se obtiene dividiendo la densidad conjunta
de (X,Y) por la densidad marginal de X. Si ambas variables son discretas, 2" y
son a lo sumo numerables y p/ y p1 son las respectivas medidas cardinales; en ese
caso, i’ X py es la medida cardinal en el producto y el teorema anterior se aplica.
También queda dentro del teorema anterior el caso en que X e Y son v.a. a valores
en R™y R", resp., y la distribucién conjunta de ambas admite una densidad respecto
a la medida \,,., de Lebesgue en R™"; téngase en cuenta que A\, = Ay X Ay

UEX

Observacion 13.10. Consecuencia de los resultados precedentes es la llamada for-
mula de Bayes generalizada que, con las notaciones precedentes, podemos escribir en
la forma

XY=y () — fX(x)fY‘X:I(y) (XY) _ g
=g T8

167



UEX

168

GARCIA NOGALES TEORIAS DE LA MEDIDA

PROBLEMAS DEL CAPITULO 13

Problema 13.1. Sean X e Y v.arx. en (£, 4, P) y supongamos que la densidad
conjunta de X e Y (respecto a la medida de Lebesgue en R?) es

=2si0<zr<y<l1
flz,y) =
= 0 en otro caso.

Determinar las densidades marginales fx vy fy de X e Y, resp. Determinar la distri-

buciéon condicional de Y respecto a X = x y la de X respecto a Y = y. Determinar
EY|X)y E(X|Y).

Problema 13.2. Sea X : (2,4, P) — R una v.a.r. con distribuciéon uniforme
en ]0,1[ (es decir, dP*(z) = Lo j(z)dx). Sea Y una v.a.r. tal que la distribucion
condicional de Y respecto a X = x (z €]0,1]) es binomial de parametros n y x, es
decir, PYX=" es una distribucion discreta en {0,1,...,n} que admite una densidad
respecto a la medida cardinal dada por

]

fYE=) = (n) g (1—z)"" i=0,1,...,n.

Determinar E(Y) y la distribucion P¥ de Y.

Problema 13.3. Sean X e Y dos variables aleatorias reales en un espacio de proba-
bilidad (£2,.4, P) con distribucion conjunta uniforme en el rombo de extremos (1,0),
(0,1), (—1,0) y (0, —1). Determinar la funcion de densidad conjunta de X e Y y las
densidades marginales de cada una de ellas. ;Son independientes las variables X e
Y?.

Problema 13.4. Consideremos el espacio de probabilidad (R?, R?, P), donde P =
N(0,1)x N(2,1), y denotemos por X e Y las aplicaciones coordenada en R?. Calcular
E(X2+Y|X).

Problema 13.5. Consideremos tres lanzamientos independientes de una moneda
y se definen las siguientes variables aleatorias: X = ndmero de caras en los tres
lanzamientos, Y = nimero de cruces antes de la primera cara. Se pide:

(a) Determinar el espacio de probabilidad (€2, A, P) correspondiente a este experi-
mento v la distribucion PXY), PX vy pPY,

(b) Calcular la E[Y|X]. Sea A = {Salen al menos dos caras}, determinar P(A|Y).

Problema 13.6. Se dispone de una moneda con canto gordo de la que sabemos que
se obtiene cruz (=0) con probabilidad 0, 3, cara (=1) con probabilidad 0,5 y cae de
canto (=2) con probabilidad 0, 2.
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(a) Describir el espacio de probabilidad (£2,.4, P) correspondiente a tres lanzamien-
tos independientes de esa moneda.

(b) Sea X la v.a. “suma de los resultados obtenidos en los tres lanzamientos”. De-
terminar su distribucion P¥, su media E(X) y su varianza Var(X).

(c) iSon independientes los sucesos A ="la suma de los dos primeros resultados es
mayor o igual que 17 y B ="el resultado del tercer lanzamiento es igual a 27

(d) Sea Y la v.a. “suma de los dos primeros lanzamientos”. Calcular las distribucio-
nes condicionales PYIX=2,

(e) Calcular también E(Y|X).

(f) ;Cual es la distribucién del nimeros de caras obtenidas en 20 lanzamientos
independientes de la moneda?

Problema 13.7. (%) (Caracterizacion de rectangulos medibles: imagen geométrica
de la independencia) (a) Sea (X,Y’) una v.a. bidimensional con distribucion uniforme
sobre un boreliano de medida finita A de R? tal que A\y(A) > 0, donde A\, denota la
medida de Lebesgue en R2. Probar que la distribucién condicional PYX=* coincide
P¥-c.s. con la distribucion uniforme sobre A, = {y € R: (x,y) € A}. (b) En las
mismas hipotesis que en el apartado anterior, y con las notaciones alli utilizadas,
decidir bajo qué hipotesis sobre A se verifica que X e Y son independientes. Probar
de hecho que X e Y son independientes si, y sélo si, A es, salvo conjuntos de medida
nula, un producto de dos borelianos de R.

Problema 13.8. Sean X e Y v.a. independientes sobre un espacio de probabilidad
(Q, A, P) avalores en (', A") y (1, A1) v f: (@ xQ;, A x A;) — R una funcién
medible tal que f(X,Y) es de cuadrado integrable. Probar que

E[f(X,Y)|X = 2] = E[f(2,Y)], P*—cs.

Indicacion: Considerar, en primer lugar, el caso en que f es el indicador de un
rectangulo medible.
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Desigualdad de Jensen.

Problema General de Regresion

En esta secciéon nos proponemos probar la desigualdad de Jensen en el caso n-
dimensional para la esperanza ordinaria y para la esperanza condicional. La aplicare-
mos en esta seccion para resolver el problema general de regresion. La demostracion
se apoya en una serie de lemas previos.

Recordemos que un subconjunto C' de un espacio vectorial se dice convexo si, para
cada A €]0, 1] y cada par de puntos z,y de C, se verifica que Ax+ (1 —\)y € C, y que
una funcion real ¢ : C' — R se dice convexa si (Az+(1—N)y) < Ap(z)+(1—N)e(y),

cualesquiera que sean A €]0, 1]y x,y € C.

Lema 14.1. Sean C' un convexo de R"™ y ¢ : C' — R una funcién convexa. Sean
p1, - - -, Pr Umeros reales no negativos tales que Zlepi =1ya',..., 2" puntos de

C. Entonces

(X pirt) < 38 pip(at).

Demostracion. Se procedera por induccion en k. Para k = 2 es cierto por definicion.

Supuesto cierto para k — 1 > 2, consideremos py,...,p, > 0 tales que > .p;, = 1

k

y puntos z',...,2* € C. Si algtin p; es nulo, la hipétesis de induccion concluye.
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Supongamos entonces que p; > 0, para cada ¢. En ese caso, basta escribir

k k—1 A
Zpixz = (1 - pn) ( b lﬂ) +pnxn7

= 1D

y aplicar la definicién de convexidad y la hipotesis de inducciéon a la suma entre

paréntesis. O

Lema 14.2. Sean (Q, A, P) un espacio de probabilidad, C un convexo de R¥ y
7 :(Q, A) — R¥ una v.a. P-integrable tal que Z(w) € C, P-c.s. Entonces

E(Z)eC.

Demostracion. Procederemos de nuevo por inducciéon en k. En el caso k = 1, recor-
demos que los convexos de R son los intervalos, con lo cual basta considerar los casos
C =] —o0,a] y C =] —00,a[, a € R. El primer caso es consecuencia inmediata de la
monotonia de la integral; supuesto que Z(w) < a, P-c.s., debe ocurrir que F(Z) < a
pues, en otro caso, E(Z —a) > 0y, siendo Z —a < 0, deberia ser £(Z —a) =0y, por
tanto, Z = a, P-c.s., contra lo supuesto. Supongamos ahora el lema cierto para k — 1
y probemos que también lo es para k. Reemplazando, si fuera preciso, Z por Z — E(Z)
yCpor C—E(Z) :={x—E(Z): x € C}, puede suponerse sin pérdida de generalidad
que E(Z) = 0. Basta probar, entonces, que 0 € C. Si 0 ¢ C, siendo C' convexo, pode-
mos separar 0 de C' por un hiperplano (es el teorema de Hahn-Banach en el caso finito
dimensional), es decir, existe p = (p;)1<i<k € R*\{0} tal que 325, pyyi > 0, para cada
y € C. Hagamos U = S p;Z;. Entonces E(U) =0y P(U > 0) = 1 pues Z tiene
media cero y toma valores en C' con probabilidad 1; se sigue de ello que P(U = 0) = 1.
Denotemos N = {w € Q: U(w) # 0}; entonces P(N) = 0. Siendo p no nulo, al-
guno de los p; es no nulo. Supongamos py # 0 y hagamos C' = {(x1,...,251) €
RF1: (xl,...,xk,l,Zf:_ll gix;) € C}, donde ¢; = —pi/pr, 1 < i < k — 1 (enton-
ces Zp(w) = S iZi(w) si w & N). O es trivialmente un convexo de R*!. Si
Y =(Zy,...,Z;_1), entonces Y es P-integrable y toma valores en C’ con probabili-

dad 1, pues, si w ¢ N, entonces (Z;(w), ..., Zx_1(w)) € C". La hipotesis de induccion
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prueba que E(Y) € €', lo que significa que (E(Z1), ..., E(Zw1), i a:E(Z)) € C,

es decir, 0 € C. De esta contradiccion se sigue la tesis. ]

Lema 14.3. Sean K un convexo compacto en R* y ¢ : K — R una funcién convexa

y continua. Sea p una probabilidad en la o-dlgebra R*(K) de los borelianos de K.

/K:cdu(x) eK

o/ xdu<x>) < [ elalduto)

donde [, xdp(z) = ([ midp(z, ... xx), ..., [ xpdp(x, ..., o).

Entonces

Demostracion. La identidad en K es medible y p-integrable (K es acotado) y el
lema anterior prueba que fK zdu(z) € K. Siendo ¢ continua y K compacto, ¢ es
uniformemente continua en K y, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, si z,y € Ky
|z — ylloo < 6, entonces |p(z) — ¢(y)| < €. Sean Ej, ..., E, borelianos disjuntos en
K con didmetro < § tales que K = UE; (si B(x,d) denota la bola abierta de centro
x y radio d, entonces (B(z,0/2) N K),cx es un recubrimiento abierto de K del que,
siendo K compacto, se puede extraer un subrecubrimiento finito (B(z?,6/2)NK)1<i<p;
basta tomar E; = [B(z,6/2) N K]\ [U/Z} B(z7,6/2) N K]). Tomemos puntos y* € E;,

1 <4 < p. Entonces

| et@inta) = 3 ot

También

p
| aduta Zu V| = llednte) <53l
o i=1YEi i

y, por tanto, [o( [, xdu(z)) —e(3-5, 1(E;)y")| < e. Entonces

w(/}{fcdu( )<e+¢(iu ) <G+Zso <26+/K<p(:v)du(:v),

=1

<Z/ lo(z) — @(y")dp(x <€ZM

UEX

y eso acaba la prueba. O
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Lema 14.4. Sea C un convexo de R¥ que se puede escribir como unién numerable
creciente de convexos compactos. Sea pi una probabilidad en la o-algebra R*(C) de
los borelianos de C' tal que [, max;(|z;|)du(z) < oo. Si ¢ : € — R es convexa y

continua y tiene esperanza finita respecto a j, entonces fc xdu(x) € C'y

o ([otuto) < [ etauto)

Demostracion. Ya sabemos que fc xdu(x) € C. Escribamos ahora C' = U,enK,,
siendo los K, convexos compactos tales que K,, C K1, Vn € N. Entonces lim,, u(K,)
= u(C) = 1. Para n € N se define p,(A) = p(A)/u(K,) si A es un boreliano de
K,. 1, es una probabilidad en K,,. Se sigue del lema anterior que gp(fKn xdp,(x)) <
Jx, #(x)dp,(x). Las hipotesis de integrabilidad prueban ademés que lim,, [ 2dp, ()
= lim,, ﬁ fKn vdp(x) = [, zdp(z) y que lim, fKn o(z)dpn(z) = [, p(z)du(z). La

continuidad de ¢ implica que

@ (/C xdu(x)) = lim (/n:cdun(m)) < lim . p(x)dun(r) = /Cw(fv)du(fv)-
0

TEOREMA 14.1. (Desigualdad de Jensen) Sean (2, A, P) un espacio de proba-
bilidad, C' un convexo unién numerable creciente de convexos compactos de R”,
¢ : € — R una funcién convexa y continua y Z una v.a. k-dimensional en (€2, A)
tal que Z(w) € C, P-c.s. Si E(max; | Z;|) < ooy E(Jpo Z|) < oo, entonces E(Z) € C
Y

p(E(Z)) < E(po Z).

Demostracion. Hagamos p = PZ. 1 es una probabilidad en C. Ademaés, fc xdy =
E(Z) y, por tanto, [, xdpu es finita. También [, p(z)du(z) = [, o ZdP es finita.
Del lema anterior se sigue que E(Z) € C'y que p(E(Z)) = ¢( [, xdp) < [, o(x)dp =
E(po Z). O

TEOREMA 14.2. (Desigualdad de Jensen para la esperanza condicional) Sean
(Q, A, P) un espacio de probabilidad, X : (Q, A) — (', A’) una v.a., C un convexo
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unién numerable creciente de convexos compactos de R¥, ¢ : C — R una funcién
continua y convexa y Z una v.a. k-dimensional que toma valores en C', P-c.s. Si las
v.a. p o Z y Z tienen esperanza finita, entonces la v.a. E(Z|X) toma valores en C,
PX_cs.,y

#(B(Z]X)) < E(po Z|X).

Demostracion. Por definicion, E(Z|X) = (E(Z1|X), ..., E(Zk]X)). Siendo C un es-
pacio de Borel existen las distribuciones condicionales P#X=* de Z respecto a X.
Siendo ¢ o Z y las componentes de Z P-integrables, se deduce de la observacion que

sigue al teorema 13.4 que

E(Z|X)(x) = /C 2P?X=(dz),  PX-cs.

E(gpoZ!X)(x):/Cgo(z)PZp(I(dz), PXcs.

De esta representacion integral y del teorema anterior se sigue que

o(B(Z]X)(2)) = ¢ ( / zPZ'X:x<dz>)
< / ©0(2)P?X=%(dz) = E(p o Z|X)(x), PX-cs.
C

]

Observacion 14.1. Se prueba que todo convexo cerrado o abierto C' en R* es unién
de una sucesion (K,) creciente de convexos compactos. En el caso cerrado, basta
tomar K,, = C' N B'(0,n), donde B'(0,n) denota la bola cerrada de centro 0 y radio
n; en el caso abierto basta tomar K,, = B'(0,n) N {x € R*: d(x,C¢) > 1/n}.

Una primera consecuencia de la desigualdad de Jensen es el siguiente resultado

que nos permite resolver el que llamaremos problema general de regresion.

TEOREMA 14.3. Sean 1 < p < 00, Y € LP(Q, A, P;R) v B una sub-o-algebra de
A. Entonces E(Y|B) € LP(Q, B, P;R) y |[E(Y|B)||, < ||Y||,- Ademads, si p = 2,

UEX
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Demostracion. De la desigualdad de Jensen (Teorema 14.1) para la funcién continua
y convexa t € R — ¢(t) = |t|P € R, se sigue que
E(YP) = E(E(YB)) > E(IE(YB)P),
lo que prueba que E(Y|B) € LP(Q, B, P;R) y que |[E(Y|B)|l, < ||Y]|,-
SiY € L2(QA P;R) y Z € L*(Q,B, P;R), entonces, por la desigualdad de

Cauchy-Schwarz,
ZY, ZE(Y|B) € £'(Q, A, P;R);

ademas,
/ ZE(Y|B)dP = E(ZE(Y|B)) = E(E(ZY|B)) = E(ZY) = / ZY dP
(siendOQZ B-medible, se verifica que ZE(Y|B) = E(ZY|B)). Se sigueQde ello que
/QZ(Y — E(Y|B)dP =0, YZ e L*(Q,B,P;R). (*)

Asi, si Z € L2(Q, B, P;R) y Z' = E(Y|B) — Z, entonces

v - 28 = [ Iy - zPap -

/ Y — E(Y|B) + Z'2dP — /(Y _ E(Y|B)+ Z)(Y — E(Y|B) + Z')dP =
/ Y — E(Y|B)|*dP + 2 /(Y — E(Y|B))Z'dP + / |Z'|?dP
> [1v - Big)ar = |y - BB

pues [(Y — E(Y|B))Z'dP = 0 en virtud de (*). O

Observacion 14.2. (La esperanza condicional como aplicacion lineal continua entre
espacios LP) Si 1 < p < oo, la aplicacion E(-|B) : LP(Q, A, P;R) — LP(2, B, P;R)
es lineal y continua de norma < 1 de acuerdo con el teorema anterior (incluso E(:|B)
es de norma 1 segin se prueba facilmente). En el caso p = 2, L*(Q, A, P;R) es
un espacio de Hilbert (el producto escalar es (X,Y) = [ XYdP) y E(-|B) es una
proyeccion ortogonal sobre el subespacio(') L*(Q, B, P;R), es decir, para cada Y €

! Estrictamente hablando L2(£2, B, P;R) no es un subespacio de L?(2, A, P;R) a menos que B
contenga los sucesos P-nulos de A; de hecho, si f es una funcién real B-medible, las clases de f en
ambos espacios pueden ser diferentes, pues la clase de f en L?(Q2, A, P;R) puede contener funciones
que no sean B-medibles que coincidan P-c.s. con f. No obstante, se prueba que si B es la més
pequena o-dlgebra que contiene a B y a los sucesos P-nulos de A, entonces los espacios de Hilbert
L2(Q, B, P;R) y L2(Q, B, P;R) son isométricos, y éste ultimo si es un subespacio de L2(, A, P;R).
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L*(, A, P;R), Y — E(Y|B) es ortogonal al subespacio L?(Q, B, P;R) (E(Y|B) es el
punto de L?(2, B, P;R) mas proximo a V). Si X : (Q,4) — (2, A’) es una v.a. e
Y € L?(Q, A, P;R), entonces E(Y|X)o X = E(Y|B) si B=X"1(A"). E(Y|B) es,
entonces, la funciéon de X de cuadrado integrable que mejor aproxima a Y.

Consideremos una v.a. X (en regresion, ésta seria la llamada variable indepen-
diente que, a menudo, se supone controlada por el investigador) y nos planteamos el
problema de “aproximar” una v.a.r. Y (en regresion Y se suele conocer como variable
dependiente y podemos estar interesados en predecir el valor que tomara Y una vez
conocido el que toma X) por una cierta funcion de la v.a. X. Para fijar la notacion,
sean Y una v.a.r.en (Q,4, P)y X : (Q,A) — (', A’) una v.a., y supongamos que
estamos interesados en encontrar una relaciéon funcional entre Y y X, es decir, en
encontrar una aplicacion h : Q' — R tal que Y (w) = h(X(w)), para cada w € Q. El
problema, asi planteado, no tendra siempre solucion (deberia ocurrir, en particular,
que, si X (w) = X (&), entonces Y (w) = Y (w'), cosa que, en principio, no tiene por
qué ser cierta). Cabe entonces replantear el problema en los siguiente términos: dadas
dos v.a. Y y X como antes, encontrar una aplicacion h : ' — R tal que ho X sea la
funcion de X que mejor aproxima a Y en el sentido de los minimos cuadrados, es de-
cir, encontrar la funcion h que haga minima la expresion ||Y —ho X||2. Debemos pues
exigir que Y sea de cuadrado integrable y que h sea A’-medible. El teorema anterior
nos permite resolver el problema asi replanteado. Hagamos, en efecto, B = X~ 1(A’).
E(Y'|B) es una funcién de X (concretamente, E(Y'|B) = E(Y|X)oX)y,si Z=hoX

es otra v.a. funcién de X con momento de orden 2 finito, entonces se verifica
1Y = E(Y[X) o X[y < [|Y — Z||2,

para cualquier funcién real B-medible de cuadrado integrable o, equivalentemente,

UEX

Y = E(Y[X) o X[ls < |IY = ho X],

para cualquier v.a.r. A : Q' — R de cuadrado PX-integrable (esa desigualdad es

también trivialmente cierta si h es una v.a.r. arbitraria, no necesariamente de cua-
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drado integrable). La solucion del problema general de regresion es pues h = E(Y|X).
E(Y|X) suele llamarse, por ello, regresion de Y sobre X. Si X es ademés una v.a.r.,
E(Y|X) es una v.a.r. y la aplicacion © € R — E(Y|X = z) se llama también curva
de regresion de Y sobre X. Si X es una v.a. n-dimensional, E(Y|X) es una v.a.r.
y la aplicacion (z1,...,x,) € R" — E[Y|X = (z1,...,x,)] se llama superficie de
regresion de Y sobre X.

Lo dicho resuelve tedricamente el problema general de regresion, que consiste en
encontrar la funcion de la variable independiente X que mejor aproxima a la variable
dependiente Y en el sentido de los minimos cuadrados. Pero en una situacién concreta,
éste es, en general, un problema dificil, en la medida en que no es sencillo calcular
esperanzas condicionales. En el caso de que X sea una v.a.r., el problema se simplifica
si nos conformamos con buscar la funcion lineal de X que mejor aproxima a Y'; éste
es el llamado problema de regresion lineal, que pretende determinar constantes a
y b tales que a + bX aproxime lo mejor posible a Y en el sentido de los minimos
cuadrados (supuesto que tanto X como Y son de cuadrado integrable), es decir, se
trata de minimizar la funcion f(a,b) = E[(Y —a — bX)?]; es sencillo probar que la
solucién a ese problema es:

:%ﬁ’()ﬂ a=EY)-0b-E(X);
estos son, resp., la pendiente de regresion de Y sobre X y la ordenada en el origen de
esa recta de regresion. El caso lineal tiene la ventaja de la sencillez; el caso general
proporciona mejor aproximacion de Y que el caso lineal.

En el caso de que X e Y tengan distribucién conjunta normal, se verifica que la
mejor funcidon medible coincide con la mejor recta, con lo cual tenemos ambas ventajas
a un tiempo. Puesto que la hipotesis de normalidad bidimensional queda justificada
por el teorema del limite central en R? como la unidimensional por el teorema limite

central en R, el resultado obtenido en este problema debe considerarse como un

importante tanto a favor del uso de la técnica de regresion lineal en el estudio de la
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relacion entre variables, tan utilizada en la practica.
Supongamos que X e Y son v.a.r. en (£, A, P) con distribucién conjunta normal

bidimensional (ver Apéndice) que viene dada por su densidad

1

2roxoy\/1 — p?

flz,y) =

P {_2(1 i ?) [(x —ng)Q - _gjgiy 8 _UQY)Q} }

donde 0% = Var(X), 02 = Var(Y), ux = E(X), uy = E(Y), p= Cov(X,Y)/(cx0y)
(coeficiente de correlacion entre X e Y'). Es sencillo comprobar que la distribucion

marginal de X es

o) = [ sty = — e {120,

y que la densidad condicional de Y respecto a X = x es

YiX=2(,) = 1 Y SRS S PR SO
f (v) P e p{ r) [y f pJX( u)} }

que es la densidad de una distribuciéon normal unidimensional de media py + p%(w —
px) y desviacion tipica oyy/1 — p?. Por tanto, la curva de regresion de Y sobre X

es una recta; concretamente,

o
E(Y|X =) = py + p—(x — px).
ox
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 14

Problema 14.1. Sean (€2, A, P) un espacio de probabilidad, B; y Bs sub-o-algebras
de A tales que By C By y X : (2, A) — R una v.a.r. tal que E(X?) < oo. Probar
que

B[(X — E(X|By))’] < B[(X — BE(X|B1))?],

es decir, que la dispersion de X alrededor de su media condicional decrece a medida
que la o-algebra crece. En particular, E[(X — E(X|B,))? < Var(X).

Problema 14.2. Consideremos el espacio de probabilidad (R3, R?, P), donde P =
N(0,1) x N(1,1) x N(0,1), y denotemos por X, Y y Z las aplicaciones coordenada
en R3.

(a) Calcular la esperanza condicional F[(XZ +Y)Z?|Z].
(b) Probar que E(X|X +Y + Z2)? < E(X?*| X +Y + Z), P-cs.

Problema 14.3. Dadas dos v.a.r. X e Y, determinar la parabola de regresion de Y
sobre X, es decir, determinar las constantes a, b, ¢ tales que ||Y —a —bX — cX?||, sea
lo méas pequeno posible.

Problema 14.4. Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcion de
densidad

re ”

f(z,y) :{ : 0

six <2y, y<2x
en el resto

(a) Calcular la curva de regresion de Y sobre X. ;Cudl es la recta de regresion de
Y sobre X7

(b) Decidir si las variables aleatorias son incorreladas e independientes.

(c) Calcular la distribucion conjunta de (Z,T), siendo Z = X? y T =X +Y.
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DISTRIBUCIONES DISCRETAS UNIVARIANTES EN TEORIA
DE LA PROBABILIDAD Y EN ESTADISTICA

Distribucién

Notacion

Pardmetros

Media

Varianza

F. Caracteristical

Observaciones

Dirac

ux

Distribucién de una variable que
s6lo toma el valor x

Bernouilli

bi(p)

p€[0,1]

p(1—p)

17p+peit

Distribucién de una variable que
sélo toma los valores 0 y 1

Binomial

b (p)

pe0,1]

np

np(1—p)

[1 —p +p6il,]n

Dist. del nimero de éxitos en n
realizaciones independientes del
experimento si la probabilidad de
éxito es p

Uniforme
discreta

UD(n)

neN

3=

n(n+1)

(n+1)(2n+1)

6

int_q
eit—1

Distribucién de una v.a. que
toma los valores 1,...,n con la
misma probabilidad

Poisson

exp{A(e” — 1)}

Distribucién del niimero de
ocurrencias de un suceso dado en
un intervalo de tiempo

Binomial
negativa

BN(r,p)

reN
pe0,1]

T=(-pe)”

Dist. del ntimero de fracasos que
preceden a r éxitos en
realizaciones sucesivas

independientes del experimento si

la probabilidad de éxito es p

Geométrica

B]V(l,p)

p€[0,1]

p(1—p)
k>0

R
1—(1—p)e’t

Dist. del ntiimero de fracasos que
preceden al primer éxito en
realizaciones sucesivas
independientes del experimento si
la probabilidad de éxito es p

Hipergeo-
métrica

H(N,Ny,n)

N,Ni,neN

)
)
méx(0,n— N+ Nq)
< k < min(n, N7)

nNy

Ny N-N, N-n
"N TN N-1

Si en una urna hay N; bola
blancas y N — N; bola negras, la
distribucién del nimero de bolas

blancas entre n elegidas al azar
sin reemplazamiento de la urna es

H(N,Ny,n)
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DISTRIBUCIONES CONTINUAS UNIVARIANTES EN TEORIA
DE LA PROBABILIDAD Y EN ESTADISTICA (I)

Distribucion

Notacién

Pardmetros

Densidad

Media

Varianza

F. Caracteristica|Observaciones

Uniforme

Ula,b]

a<b

) (@)

)
3

12

(b—a)?

ita
e

t(b—a)

pith _

Es la medida de Lebesgue

en el intervalo normalizada

para que sea una
probabilidad

Normal

N(p,0%)

ueR, 0% >(

) i exp {— 5 (0 — )%}

expfitp — 3?0

Util en teorfa de errores y
como modelo para otros
muchos fenémenos
aleatorios, recibe su
importancia especialmente
del Teorema del Limite
Central, que permite
considerar como normal la
distribucién de la suma de
un gran numero de v.a.r.
independientes e
idénticamente distribuidas

3

Exponencial

G(1,0)

68>0

%E_T/‘Sf]o,oc[(x)

H2

(1—ipt)~!

Es la distribucién del
tiempo de espera hasta la
ocurrencia de un cierto
suceso

Gamma

G(a, B)

a,3>0

e Ty ()

af

off?

(1 —ipt)—e

Es una generalizacién de la
distribucién exponencial,
que se utiliza cuando o € N,
en lugar de aquella, como
distribucién del tiempo de
espera que transcurre hasta
la ocurrencia de a sucesos.
En ese caso se suele conocer
como ley de Erlang.

Log-normal LN (11, 02)

ueR, 0% >0

2
1 _ (logz—p .
zov/zr P { ( o2 ) }exp{u + 302}

Una v.a.r. X tiene
distribucién LN (u1,0?) si la

v.a.r. log X tiene
distribucién normal
N(p,0?). Se usa en teorfa
de fiabilidad.

Cauchy

C(u,0)

o>0

No tiene

No tiene

exp{itu — olt|}

Si X es una v.a.r. con
distribucién uniforme en
[=7/2,7/2],1a v.a. o - tgX
tiene distribucién C(o, o).
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DISTRIBUCIONES CONTINUAS UNIVARIANTES EN TEORIA

Distribucién | Notacion

DE LA PROBABILIDAD Y EN ESTADISTICA (II)

Pardametros Densidad Media Varianza Observaciones
Laplace L(c) c>0 2 exp{—[z|/c} 0 22
Logistica | L(p,0) [u€R,0 >0 i% w a*r?/3
Distribucién usada a
veces para variables que
” 20 son superiores a un
Pareto Pa(a,0) | a,0>0 | fa’x <1+9)I]a‘oc[(a:) -1 (0-1)2(0-2) valor dado a; p.ej.,
0>1) (0>2) distribucién de rentas
superiores a un nivel de
ingresos dado.
Doble 1 lz—ul } 2 Generaliza a la de
exponencial DE(uo)jpe€R,o>0 5 eXp{ 4 # 20 Laplace.
o , ) o a1.—2%/8 ) al/a 1 o 2 1112 Generaliza a la
Weibull | W(a,f) | a,8>0 |g2*"'e Plosp(z)| BYT(1+2) BT (1+2)-T(1+2)] exponencial
Beta B(a,8) | a,0>0 Ver problemas aiﬂ W
Es, como la exponencial,
un caso particular de la
Maxwell 2 de Weibull, y se utiliza
| MR >0 [Bew{-£} I, ) 2e3(1 - 72/4 ¥ se ut
Rayleigh © ¢ & P =37 | fooel (@) v/ L =m/4) en teorfa de la fiabilidad
y en sistemas de
comunicaciones.
CGumbel [Gum(a, ) a,8>0 |Baexp{az —B(e1)} Se usa en fiabilidad.
Es la distribucién
s enadrs 2 -
Chi cuadrado| x*(n) neN Ver problemas n 2n gamma G(n/2,2).
n
. ! n—2
t de Student| ¢(n) neN Ver problemas 0 (n'>2)
n 2n® (m4n—2)
n—2 —2)2(n—4
F F(m,n) | myneN Ver problemas (n'>2) (m(n—2)2(n—4))

(n>4)
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DISTRIBUCIONES MULTIVARIANTES EN TEORIA
DE LA PROBABILIDAD Y EN ESTADISTICA

Distribucién

Notacion

Pardmetros

P(X:(kla"-akn

-

)|Observaciones

Multinomial

M(N, (Ni)i<i<r,n)

N, (Ni)i<i<r,n - . )
Nyt AN =N k4 + ]]VCT =n | reemplazamiento n bolas de la

En una urna hay
N = Nj+---+ N, bolas de las
que N; son del color ¢;, 1 <@ <7y
kl,"f’k,qlfl ceghr se extraen al azar y con

G =% urna; la probabilidad p; obtenida

es la de sacar kq bolas del color

1, ...,y k. bolas del color ¢,
entre las n bolas sacadas

En una urna hay
N = Nj+---+ N, bolas de las
que NN; son del color ¢;, 1 < <7y

Hipergeométri- N M-l (N, se extraen al azar y sin
ca H(N, (Ni)i<i<r,n) NN" (N’)lgjvg”_nN (n Hi:l( i) reemplazamiento n bolas de la
multiple phe A =N ke Ak = urna; la probabilidad py, obtenida
es la de sacar kq bolas del color
c1, ...,y k, bolas del color ¢,
entre las n bolas sacadas
Matriz de
Distribucion  [Notacion Parametros Densidad Media) Cova-
rianzas
weR"
Nf)rm.al Na(i1, )| C matriz simétrica 5. (det C)"2 - exp {-3@-p'CHz-p}| n C
Multivariante

definida positiva

Funcién caracteristical

expf{iu’p — Ju'Cu}
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_ gamma de Euler, 85

__ generatriz de momentos, 109
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___ simple, 20

I

imagen de una esperanza condicional, 154
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linealidad de la esperanza condicional, 149

M

martingala, 155

matriz de covarianzas, 112, 113

media de una v.a.r., 44

__ muestral, 121

mediana de una v.a.r., 55

medibilidad de funciones definidas a tro-
708, 25

medible, conjunto, 11

medida, 29

___ o-finita, 29

___ absolutamente continua, 141

____absolutamente continua respecto a otra,
67

__ cardinal, 31

___ completa, 36

___ concentrada en un suceso, 31

___ continua, 39, 133

__ de Cantor, 133

__ de Dirac en un punto, 30, 62, 68, 98,
113, 142, 183

— de Lebesgue, 31

__ de Lebesgue, otra definiciéon de la,
102, 131, 133

__ de Lebesgue-Stieljes, 141
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___de transicion, 75

___exterior, 31

__ exterior de Lebesgue en R", 31

__ finita, 29

___imagen, 58

__ producto, 80

___real, 135

medidas de Lebesgue-Stieljes en R, 38

___ definidas por densidades, 67

método de los multiplicadores de Lagran-
ge, 99

momento central muestral, 121

___ central muestral absoluto, 121

___ muestral, 121

___ muestral absoluto, 121

monotonia, 30

muestreo aleatorio simple, 116, 126

__ aleatorio simple con reemplazamien-
to, 116

___aleatorio simple sin reemplazamiento,
116

___ sin reemplazamiento, 132

N

nimero combinatorio, 63

numeros aleatorios, 130

P

parabola de regresion, 180

TEORIAS DE LA MEDIDA

pérdida de memoria, 96

permutacion, 63

primitiva, 70, 73

probabilidad, 29

___ condicionada, 40

___ condicional de un suceso respecto a
otro, 143

__ condicional regular, 160

__ condicional respecto a una o-algebra,
147

__ condicional respecto a una v.a., 145

___ de transicion, 76

problema de regresion lineal, 178

_ general de regresion, 175, 178

producto infinito de probabilidades, 81

R

R, R", 13

rangos, 128, 129

recta de regresion, 178, 180
rectangulo medible, 14, 169
regla de Barrow, 70
regresion, 177

__ lineal, 178

restriccion de una medida a un suceso, 31

S

m-sistema, 14

o-algebra, 11
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_de Borel, 13 besgue, 51, 107, 152

___inducida por una v.a., 20 __ de la convergencia dominada para la

__ producto, 14 esperanza condicional, 151, 152,

o-subaditividad, 30 159, 160

sub-o-algebra, 14 __de la convergencia monoétona, 48

subaditividad numerable, 30 _ de la convergencia monétona de Le-

suceso, 11 besgue, 47, 49, 50, 58, 59, 79, 138,

___ invariante, 155 151

superficie de regresion, 178 _de la convergencia mondtona extendi-
do, 49, 83

T

teorema clasico de la medida producto, 80

__ de la convergencia monétona para la

esperanza condicional, 150, 157,

_ de aditividad de la integral, 47, 48, 161

50, 59 _ de la medida imagen, 59, 148, 149
— de aproximacién de Weierstrass, 100 e Ia medida producto, 81, 88
— de Bayes, 11 __ de la medida producto para infinitos
— de Beppo-Levy, 48, 145 factores, 81

— de cambio de variables, 70, 71, 84, 85 (e la probabilidad total, 40

_ de descomposicién de Hahn, 136 __ de Radon-Nikodym, 137, 144, 145
___ de descomposicion de Jordan, 137 __ del limite central, 97, 178

_ de diferenciacion de Lebesgue, 141 __ fundamental de la Estadistica Mate-
_ de Dynkin, 15, 59, 76, 83, 161 méatica, 121

— de extension de Carathéodory, 36, 82 ___ generalizado de Fubini, 164

___ de Fubini, 84, 127, 166 _ generalizado de la medida producto,
__ de Fubini generalizado, 78 76, 163, 164

___ de Glivenko-Cantelli, 118, 130 tiempo de espera, 96

__ de Hahn-Banach, 172 transformacion de variables, 71

__ de la convergencia dominada de Le- transformada de Fourier, 106
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___de Laplace, 109

v
v.a. compleja, 91
variable aleatoria (v.a.), 19

variacion ordinaria, 63
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variaciones con repeticion, 63
varianza condicional, 154
___ muestral, 122

Vitali, ejemplo, 36
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