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Abstract

In this work we develop algorithms to decide de�nability of relations
over �nite families of �nite �rst order structures. We present algorithms
for the following kinds of formulas: open, positive open, existential,
positive existential and without restrictions. The starting point to these
algorithms is a series of theoretical results characterizing de�nability in
terms of preservation of morphisms. We also present procedures to
generate the algebras of de�nable relations for each of the above listed
formats.
Additionally, we introduce a package for SageMath, De�nability, where
the algorithms are implemented. The testing of this package inspired a
theorem characterizing the binary relations de�nable by positive exis-
tential formulas over distributive lattices.

Classi�cation: F.4.1 - Model theory.

Keywords: Finite model theory, de�nability, relations, algo-
rithms, morphisms, fragments of �rst order.

Resumen

En este trabajo desarrollamos algoritmos para decidir de�nibilidad de
relaciones sobre familias �nitas de estructuras �nitas de primer orden.
Presentamos algoritmos para los siguientes tipos de fórmulas: abiertas,
abiertas positivas, existenciales, existenciales positivas y fórmulas sin
restricciones. El punto de partida para estos algoritmos es una serie
de resultados teóricos que caracterizan la de�nibilidad en términos de
la preservación de mor�smos. Presentamos además procedimientos pa-
ra generar las álgebras de relaciones de�nibles en los formatos arriba
enumerados.
Adicionalmente, introducimos el paquete De�nability desarrollado pa-
ra SageMath, en el cual se implementan los algoritmos desarrollados.
Las pruebas de este paquete inspiraron un teorema que caracteriza las
relaciones binarias de�nibles por existenciales positivas en reticulados
distributivos.

Clasi�cación: F.4.1 - Model theory.

Palabras clave: Teoría de modelos �nitos, de�nibilidad, relacio-
nes, algoritmos, mor�smos, fragmentos de primer orden.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Al de�nir un objeto entre otros es fundamental la capacidad expresiva del
lenguaje con el que contamos. Para ilustrar la idea, veamos el siguiente esquema
con �guras geométricas. Cada �gura tiene una forma y una ubicación propia.

Figura 1.1.1: Figuras geométricas

Supongamos que queremos de�nir el círculo. Para lograrlo necesitamos una
propiedad que solo se cumpla en él. Un ejemplo trivial podría ser �Soy un
círculo�. Es claro que esta oración solo se cumple cuando ponemos como hablante
al círculo. Esto sería haber de�nido al círculo en nuestro dibujo.

El problema se vuelve más interesante si restringimos un poco el lenguaje.
Supongamos ahora que queremos de�nir al circulo, pero ya no podemos usar
los nombres de las �guras geométricas. Tenemos la alternativa de de�nirlo como
�Soy el que está a la izquierda de todos los demás� y todavía podemos a�rmar
que efectivamente la oración es solo verdad cuando el círculo es quién la dice.

Ahora restrinjamos aún más el lenguaje, esta vez utilizando solo expresiones
del tipo �está arriba o a la misma altura que� y �está abajo o a la misma altura
que�. Es fácil de�nir al triangulo como �Tengo a todos abajo o a la misma altura
que yo� y también al hexágono como �Tengo a todos arriba o a la misma altura
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10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

que yo�.
Pero si intentamos de�nir el círculo, esta vez nuestro lenguaje ha perdido la

capacidad de distinguir entre derecha e izquierda. Todo lo que podemos decir
sobre él es que �Tengo alguien arriba o a la misma altura que yo, que no soy yo
y tengo alguien abajo o a la misma altura que yo, que yo soy yo�. Finalmente
estamos ante un problema, ya que el cuadrado cumple esa misma propiedad.
Ahora ya no podemos de�nir al circulo, ya que todo lo que podemos decir de él
en nuestro nuevo lenguaje, lo cumple también el cuadrado.

Esto se debe a que re�ejar nuestro dibujo como en la �gura siguiente, man-
tiene el orden respecto de quién estaba abajo de quién (i.e preserva las propie-
dades expresables en nuestro lenguaje), pero invierte derecha e izquierda. Esto
representa un automor�smo de nuestro dibujo, que en particular, no preserva
la ubicación del círculo.

Figura 1.1.2: Figuras geométricas re�ejadas

Es interesante notar que en cambio, para aquellas �guras geométricas sobre
las que sí se preserva la ubicación, pudimos encontrar de�niciones a pesar de lo
restringido de nuestro lenguaje.

1.2. El problema

El problema sobre el que trabajamos, no trata sobre decidir de�nibilidad en
el lenguaje natural sino en el lenguaje formal llamado Lógica de Primer Orden.

Sean L un lenguaje de primer orden y K una clase de L-estructuras. Dado
un símbolo de relación n-ario R ∈ L diremos que la fórmula ϕ (x1, . . . , xn) de�ne
a R en K si

K � ∀x R (x)↔ ϕ (x) .

El problema computacional estudiado en esta monografía es el siguiente.

Problema 1. Dados:

L un lenguaje de primer orden �nito,

K un conjunto �nito de estructuras �nitas de L,

R ∈ L un símbolo de relación, y
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Σ uno de los siguientes subconjuntos de L − {R}-fórmulas:

• abiertas,

• abiertas positivas,

• existenciales,

• existenciales positivas,

• fórmulas sin restricciones

decidir si hay una fórmula de Σ que de�ne a R en K.

La tipología de este problema sugiere que su complejidad computacional
en el caso general será muy elevada. Una solución por �fuerza bruta� requiere
la construcción de todas las relaciones Σ-de�nibles en K para poder dar una
respuesta negativa. Nuestro enfoque es evitar este costo explotando propiedades
de preservación que pueda tener el conjunto Σ.

En el trabajo [Campercholi y Vaggione 2015] se presentan condiciones se-
mánticas equivalentes a la existencia de una L-fórmula ϕ (x̄) que de�ne a R
en K, donde ϕ pertenece a un fragmento de primer orden especi�co, como las
fórmulas abiertas, las abiertas positivas, las existenciales, etc.

Por ejemplo, en el caso de la de�nibilidad por una fórmula abierta (i.e.,
fórmulas sin cuanti�cadores) el trabajo establece que (cf. Teorema 14) dado L
un lenguaje de primer orden, R ∈ L un símbolo de relación n-ario y A una
L-estructura �nita, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una fórmula abierta que de�ne R en A.

2. Todo isomor�smo σ : A0 → B0 con A0 y B0 L − {R}-subestructuras de
A, preserva R (i.e. si (a1, . . . , an) ∈ R, entonces (σ (a1) , . . . , σ (an)) ∈ R).

Al utilizar este resultado teórico, decidir de�nibilidad se convierte en un proble-
ma de búsqueda y chequeo de mor�smos entre estructuras, potencialmente más
tratable en su costo computacional.

1.2.1. Ejemplo

Consideremos en el reticulado 2 × 2 la relación unaria P = {2, 3} repre-
sentada en el siguiente diagrama. ¾Es P de�nible por una fórmula abierta en
2× 2?

P

0

32

1

Figura 1.2.1: Reticulado 2× 2 con una relación unaria P
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Notar que entre el subreticulado con universo {1} y el subreticulado con
universo {2} hay un isomor�smo σ que no preserva R, ya que 1 ∈ R pero
σ (1) = 2 /∈ R. A la luz del resultado mencionado anteriormente esto nos permite
asegurar que no existe una fórmula abierta (del lenguaje de los reticulados) que
de�na la relación P en 2× 2.

1.3. La solución desarrollada

En vista de lo expuesto anteriormente nuestro enfoque consiste en cambiar
el costo computacional de construir las relaciones de�nibles sobre una clase
de estructuras por el costo de computar una familia adecuada de mor�smos
y veri�car que estos preservan la relación a de�nir. Sin dudas el mayor peso
computacional de este enfoque está en encontrar la familia de mor�smos. Por
esta razón nuestra investigación se centró en estudiar el problema de cómo
reducir el número de mor�smos a construir. Los resultados obtenidos en esta
dirección, como los Teoremas 28 y 31, se basan en encontrar un subconjunto
generador de la familia de mor�smos a calcular.

Otra característica importante de los algoritmos desarrollados, en este caso
en relación a su implementación, es que la construcción de mor�smos se lleva a
cabo como una instancia del Constraint Satisfaction Problem (CSP) (ver, e.g.,
[Russell y Norvig 2010, Capítulo 6]). Esto nos permite usufructuar la e�ciencia
alcanzada por los resolvedores de CSP, y hace muy promisoria la especialización
del Problema 1 a clases de estructuras en las cuales el CSP para cómputo de
mor�smos está bien condicionado como explicamos en la Sección 6.2.

1.4. Estructura del trabajo

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente forma:
En el Capítulo 2 se prueban algunos lemas fundamentales para luego pro-

bar los teoremas de de�nibilidad de relaciones por fórmulas de primer orden,
abiertas, abiertas positivas, existenciales, existenciales positivas, conjunción de
atómicas y fórmulas primitivas positivas.

En el Capítulo 3, se encuentran los algoritmos para chequeo de de�nibilidad
y los resultados teóricos que fundamentan sobre el subconjunto de mor�smos
que genera por composición a todo el conjunto de mor�smos a chequear. Luego
de los algoritmos mostramos cómo modelizar la búsqueda de homomor�smos
mediante un CSP, y �nalizamos el capítulo con la generación de subestructuras.

En el Capítulo 4, presentamos los algoritmos para generar el álgebra de
relaciones de�nibles de una estructura. Luego mostramos algunos ejemplos me-
diante el uso de nuestro paquete De�nability sobre reticulados. Finalizamos el
capítulo con un teorema que caracteriza las relaciones binarias de�nibles por
existenciales positivas en los reticulados distributivos, inspirado en los ejemplos
probados sobre el paquete.

En el Capítulo 5, presentamos nuestro paquete De�nability para el software
matemático SageMath, documentando su instalación y su uso.

En el Capítulo 6, se exponen nuestras conclusiones y las posibles continua-
ciones a este trabajo.



Capítulo 2

Teoremas de de�nibilidad

En este capítulo presentamos resultados que caracterizan la de�nibilidad, en
diferentes fragmentos de primer orden, de relaciones sobre familias de estructu-
ras. Estas caracterizaciones reducen la pregunta de si una relación es de�nible a
la pregunta de si dicha relación es preservada por una colección de mor�smos que
depende del fragmento de primer orden considerado. Por ejemplo, (cf. Teorema
14) dados L un lenguaje de primer orden, R ∈ L un símbolo de relación n-ario
y A una L-estructura, entonces hay una fórmula abierta que de�ne R en A, sii
todo isomor�smo σ : A0 → B0 donde A0 y B0 son subestructuras en L − {R}
de A, preserva R (i.e. si (a1, . . . , an) ∈ R, entonces (σ (a1) , . . . , σ (an)) ∈ R).

Estos resultados, expuestos originalmente en [Campercholi y Vaggione 2015],
constituyen el punto de partida para nuestro estudio del chequeo computacional
de la de�nibilidad.

2.1. Preliminares

Presentamos a continuación los resultados básicos de teoría de modelos que
serán necesarios para demostrar los teoremas de de�nibilidad en la sección si-
guiente. Si bien la intención ha sido la de escribir un trabajo autocontenido,
suponemos que el lector está familiarizado con los conceptos básicos de la lógica
de primer orden y su teoría de modelos elemental. Textos clásicos de referencia
en estos temas son por ejemplo [Ebbinghaus, Flum y Thomas 1996] y [Hodges
1993].

Una fórmula es abierta si no tiene ocurrencias de ∀, ∃. Es positiva si no tiene
ocurrencias de ¬,→,↔. Una fórmula es existencial si es de la forma ∃x̄ ϕ (x̄, ȳ),
con ϕ (x̄, ȳ) una fórmula abierta, mientras que es existencial positiva si ϕ (x̄, ȳ)
es abierta y positiva. Una fórmula es conjunción de atómicas si es de la forma
ϕ1 (x̄) ∧ · · · ∧ ϕn (x̄), donde cada ϕi es una L-fórmula atómica. Una fórmula
es primitiva positiva si es de la forma ∃x̄ ϕ (x̄, ȳ), con ϕ (x̄, ȳ) conjunción de
atómicas.

A continuación introducimos dos nociones centrales del presente trabajo:
�de�nibilidad� y �preservación�.

De�nición 2. Sean L un lenguaje de primer orden y K una clase de L-
estructuras. Si R ∈ L es un símbolo de relación n-ario, diremos que la fórmula

13



14 CAPÍTULO 2. TEOREMAS DE DEFINIBILIDAD

ϕ (x1, . . . , xn) de�ne a R en K si para todo A ∈ K y todo a1, . . . , an ∈ A vale
que

(a1, . . . , an) ∈ RA ⇐⇒ A � ϕ (a1, . . . , an) .

De�nición 3. Sean L un lenguaje de primer orden, R ∈ L un símbolo de
relación n-ario y A, B dos L-estructuras. Diremos que una función f : A → B
preserva a R si para toda tupla (a1, . . . , an) ∈ A tenemos que si (a1, . . . , an) ∈
RA implica que (f(a1), . . . , f(an)) ∈ RB. Es decir, f es un homomor�smo de〈
A,RA

〉
en
〈
B,RB

〉
.

Dado un conjunto de fórmulas ∆, escribiremos ∆ (x̄) para anunciar que cada
una de las fórmulas en ∆ tiene sus variables libres contenidas en la tupla x̄. Si
A es una estructura y ā es una tupla de elementos de A, escribiremos A � ∆ [ā]
cuando A � δ [ā] para cada δ ∈ ∆(x̄).

Dados L ⊆ L′ lenguajes de primer orden y A una L′-estructura, usaremos
AL para indicar el reducto de A al lenguaje L. Dada una clase de estructuras
K, usaremos KL para indicar la clase formada por cada AL, con A ∈ K. Si A,B
son L-estructuras, escribimos A ≤ B para expresar que A es subestructura de
B. Dada una estructura A y ā = a1, . . . , an ∈ A utilizaremos 〈ā〉A para denotar
la subestructura de A generada por ā.

De�nición 4. Dos fórmulas α (x̄) y β (x̄) se dicen equivalentes sobre una familia
de estructuras K si para cada A ∈ K y cada ā de A vale que

A � α [ā]⇐⇒ A � β [ā] .

El siguiente teorema será utilizado para demostrar todas las caracterizacio-
nes de de�nibilidad; es la herramienta que nos permitirá transformar un dia-
grama in�nitario (i.e el conjunto in�nito de fórmulas que se satisfacen para una
tupla de elementos, que se de�nirá formalmente más adelante) en una fórmula.

Teorema 5. Sea K un conjunto �nito de estructuras �nitas. Hay un conjunto
�nito de fórmulas Σ (x1, . . . , xn) tal que para toda fórmula ϕ (x) hay σ (x) ∈
Σ (x) tal que ϕ(x̄) y σ (x) son equivalentes sobre K.

Demostración. Supongamos K = {A1, . . . ,Am}. Para un fórmula ϕ (x̄) sea

[ϕ (x̄)]K = {ā ∈ An
1 | A1 � ϕ [ā]} × · · · × {ā ∈ An

m | Am � ϕ [ā]} .

Notar que ϕ(x̄) es equivalente ψ(x̄) en K sii [ϕ (x̄)]K = [ψ(x̄)]K. Luego el número
de clases de equivalencia es �nito ya que está acotado por |P(An

1 × · · · ×An
m)| .

Recordamos que una función γ : A→ B es un embedding de A en B si γ es
un isomor�smo de A en Im(γ).

Lema 6 (Los embeddings preservan fórmulas abiertas). Sean A,B estructuras
y γ : A→ B una función. Son equivalentes:

1. γ es un embedding de A en B.

2. Para toda fórmula abierta ϕ (x̄) y para cada ā de A vale que

A � ϕ [ā]⇔ B � ϕ [γ(ā)] .
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Demostración. 1⇒2) Sea γ un embedding de A en B, sea ϕ(x1, ..., xn) una
fórmula abierta y ā ∈ An. Lo probaremos por inducción en las fórmulas. El
caso base es directo ya que los homomor�smos preservan términos y relaciones.
Veamos los casos inductivos:

Sea ϕ(x̄) = ¬ϕ1(x̄):

A � ¬ϕ1[ā] sii A 6� ϕ1[ā] sii B 6� ϕ1[γ(ā)] sii B � ¬ϕ1[γ(ā)].

Sea ϕ(x̄) = (ϕ1ηϕ2)(x̄):

A � (ϕ1ηϕ2)[ā] sii A � ϕ1[ā] “η”A � ϕ2[ā]

sii A � ϕ1[γ(ā)] “η”B � ϕ2[γ(ā)] sii B � (ϕ1ηϕ2)[γ(ā)].

2⇒1) Supongamos que para toda fórmula abierta ϕ(x̄) y cada ā ∈ Am vale
que:

A � ϕ[ā]⇔ B � ϕ[γ(ā)].

Es de rutina ver que γ es homomor�smo.

Veamos que γ es inyectiva:

γ(a) = γ(a′)

sii B � (x1 = x2)[γ(a), γ(a′)]

sii A � (x1 = x2)[a, a′]

sii a = a′.

Veamos que γ es embedding:

Sea r ∈ Rn

(γ(a1), . . . , γ(an)) ∈ rB

sii B � r(x1, . . . , xn)[γ(a1), . . . , γ(an)]

sii A � r(x1, . . . , xn)[a1, . . . , an]

sii (a1, . . . , an) ∈ rA.

El siguiente lema muestra que las subestructuras preservan fórmulas abiertas.

Lema 7. Si A es una subestructura de B y ϕ (x̄) es una fórmula abierta, en-
tonces para cada ā ∈ An vale que

A � ϕ [ā]⇔ B � ϕ [ā] .

Demostración. Notar que la inclusión ι : A → B, de�nida por ι(a) = a, es un
embedding de A en B. Luego una aplicación directa del Lema 6, produce el
resultado deseado.

De�nimos a continuación el diagrama abierto, que será utilizado en la cons-
trucción de fórmulas abiertas que de�nen relaciones.
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De�nición 8. Sea A una estructura y sean a1, . . . , an ∈ A. De�nimos el dia-
grama abierto para a1, . . . , an en A como:

∆A,ā (x1, . . . , xn) := {α(x̄) | α una L-fórmula abierta y A � α [ā]}.

El siguiente lema establece una relación muy interesante entre elementos de
dos estructuras al mostrar que si dos secuencias de elementos tienen las mismas
propiedades abiertas (i.e., el mismo diagrama abierto) signi�ca que generan
subestructuras isomorfas.

Lema 9. Sea A una estructura y b1, . . . , bn ∈ B, son equivalentes:

1. B � ∆A,ā

[
b̄
]
,

2. Hay un isomor�smo γ de 〈ā〉A en
〈
b̄
〉B

tal que γ(ā) = b̄.

Demostración. 1⇒2) Supongamos que B � ∆A,ā

[
b̄
]
. Es decir que si α(x̄) es

una fórmula abierta y A � α [ā], luego B � α
[
b̄
]
. Notar que

γ : 〈ā〉A →
〈
b̄
〉A

γ(tA[a1, . . . , an]) = tB[b1, . . . , bn]

es un función bien de�nida que cumple γ(ā) = b̄. Además, por hipótesis preserva
fórmulas abiertas. Así, por el Lema 6, sabemos que γ es un embedding. Por
último, es evidente de la de�nición que γ es sobreyectiva.
2⇒1) Consecuencia directa del Lema 6.

En el lema siguiente se determina que los homomor�smos preservan fórmulas
atómicas, y también fórmulas abiertas positivas.

Lema 10. Sean A,B estructuras y h : A→ B una función, son equivalentes:

1. h es un homomor�smo de A en B.

2. Para toda fórmula atómica ϕ (x̄) y para cada ā de A vale que

A � ϕ [ā] =⇒ B � ϕ [h (ā)] .

3. Para toda fórmula abierta positiva ϕ (x̄) y para cada ā de A vale que

A � ϕ [ā] =⇒ B � ϕ [h (ā)] .

Demostración. Rutina.

Ahora de�nimos el diagrama atómico positivo. Éste se utilizará para la cons-
trucción de fórmulas positivas (i.e. fórmulas sin ocurrencias de ¬, →, ↔).

De�nición 11. Sea A una estructura y sean a1, . . . , an ∈ A. De�nimos el
diagrama atómico positivo de ā en A como

∆+
A,ā (x1, . . . , xn) := {α | α L-fórmula atómica y A � α [ā]}.

De manera análoga al Lema 9, si dos secuencias de elementos en dos estructu-
ras satisfacen las mismas propiedades atómicas positivas, hay un homomor�smo
entre las subestructuras generadas.
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Teorema 12. Sean B una estructura y b1, . . . , bn ∈ B, son equivalentes:

1. B � ∆+
A,ā

[
b̄
]
.

2. Hay un homomor�smo h de 〈ā〉A en
〈
b̄
〉B

tal que h (ā) = b̄.

Demostración. Esta prueba es muy similar a la del Lema 9.

2.2. De�nibilidad por fórmulas abiertas

Presentamos a continuación el primero de los teoremas de de�nibilidad, en
este caso por fórmulas abiertas. Antes necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 13. Sean A,B estructuras �nita y a1, . . . , an ∈ A. Existe una fórmula
abierta ϕ (x̄) tal que para todo b̄ ∈ Bn son equivalentes:

1. B � ϕ
[
b̄
]
.

2. Hay un isomor�smo γ de 〈ā〉A en
〈
b̄
〉B

tal que γ(ā) = b̄.

Demostración. Por el Teorema 5 hay una fórmula ϕ(x̄) equivalente sobre {A,B}
al diagrama abierto ∆A,ā(x̄). Luego por el Lema 9 es inmediata la equivalencia
del enunciado.

Estamos listos para demostrar el primer resultado de de�nibilidad.

Teorema 14 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 1]). Sean L ⊆ L′ len-
guajes de primer orden, sea R ∈ L′−L un símbolo de relación n-ario. Para una
clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una fórmula abierta que de�ne a R en K.

2. Para todas A,B ∈ K, todas A0 ≤ AL, B0 ≤ BL, se tiene que todo
isomor�smo σ : A0 → B0 preserva R.

Demostración. 1⇒2) Sea ϕ (x̄) la fórmula que de�ne R en K. Sean A,B ∈ K,
sean A0 ≤ AL, B0 ≤ BL y σ : A0 → B0 un isomor�smo. Fijamos ā ∈ RA0 ;
veremos que σ (ā) ∈ RB0 . Como ā ∈ RA0 ⇒ ā ∈ RA ⇔ A � ϕ [ā], por Lema
7, A0 � ϕ [ā]. Además como A0 y B0 son isomorfos por σ, B0 � ϕ [σ (ā)].
Nuevamente por Lema 7, B � ϕ [σ (ā)], y ya que por hipótesis ϕ de�ne a R en
K, tenemos que σ (ā) ∈ RB.

2⇒1) Por el Teorema 5, para cada A ∈ K y cada ā ∈ RA hay una fórmula
δA,ā(x̄) equivalente sobre K al diagrama abierto ∆A,ā(x̄). De�nimos

ϕ(x̄) =
∨

A∈K

∨
ā∈RA

δA,ā(x̄),

Probamos ahora que ϕ(x̄) de�ne a R en K. Fijamos B ∈ K y b̄ ∈ Bn. Suponga-
mos primero que B � ϕ

[
b̄
]
. Entonces hay A ∈ K y ā ∈ RA tales que

B � δA,ā

[
b̄
]
.

Por Lema 13, hay un isomor�smo γ : 〈ā〉A →
〈
b̄
〉B

tal que γ (ā) = b̄. Ya que
por hipótesis γ preserva R y ā ∈ RA, se sigue que b̄ = γ (ā) ∈ RB. Para probar
la implicación restante, supongamos que b̄ ∈ RB. Como B � δB,b̄

[
b̄
]
es evidente

que B � ϕ
[
b̄
]
.
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2.3. De�nibilidad por fórmulas abiertas positivas

En esta sección, probamos la caracterización semántica para la de�nibilidad
abierta positiva. Al igual que en el caso abierto necesitaremos construir fórmulas
equivalentes a diagramas.

Lema 15. Sean A,B estructuras �nitas y a1, . . . , an ∈ A, entonces existe una
fórmula abierta positiva ϕ (x̄) tal que para todo b̄ ∈ Bn son equivalentes:

1. B � ϕ
[
b̄
]
.

2. Hay un homomor�smo h de 〈ā〉A en
〈
b̄
〉B

tal que h(ā) = b̄.

Demostración. Muy similar a la del Lema 13.

Teorema 16 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 1]). Sean L ⊆ L′ len-
guajes de primer orden, sea R ∈ L′−L un símbolo de relación n-ario. Para una
clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una fórmula abierta positiva que de�ne a R en K.

2. Para todas A,B ∈ K, todas A0 ≤ AL,B0 ≤ BL, se tiene que todo homo-
mor�smo h : A0 → B0 preserva R.

Demostración. Análoga a la prueba del Teorema 14, solo que usando el diagrama
atómico positivo, y los Lemas 10 y 15.

2.4. De�nibilidad por fórmulas existenciales

El siguiente resultado se construye sobre la idea de los Lemas 9 y 13 incor-
porando cuanti�cadores existenciales.

Lema 17. Sea A una estructura �nita y a1, . . . , an ∈ A. Entonces hay una
fórmula existencial ϕ (x1, . . . , xn) tal que para toda estructura B y para todo
b̄ ∈ Bn los siguientes son equivalentes:

1. B � ϕ
[
b̄
]
.

2. Hay un embedding γ : A→ B tal que γ (ā) = b̄

Demostración. Sean a′1, . . . , a
′
m tales que 〈a1, . . . , an, a

′
1, . . . , a

′
m〉

A
= A. Por

el Lema 13 hay una fórmula α (x̄, ȳ) tal que B � α
[
b̄, b̄′
]
si y solo si hay un

isomor�smo γ :
〈
ā, ā′

〉A → 〈
b̄, b̄′
〉B

tal que γ (ā) = b̄ y γ
(
ā′
)

= b̄′. Ahora
de�nimos

ϕ (x̄) = ∃y1, . . . , ymα (x̄, ȳ) ;

por lo que es claro que ϕ es la fórmula buscada.

Teorema 18 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 22]). Sean L ⊆ L′
lenguajes de primer orden, sea R ∈ L′ − L un símbolo de relación n-ario. Para
una clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una L-fórmula existencial que de�ne R en K.
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2. Para todas A,B ∈ K, se tiene que todo embedding γ : AL → BL preserva
R.

Demostración. 1⇒2) Sea ϕ (x̄) existencial que de�ne a R en K, y sea γ : A→ B
un embedding. Entonces γ : A → S ≤ B es un isomor�smo. Supongamos
A � ϕ [ā] entonces S � ϕ [γ (ā)]. Como ϕ es de la forma ϕ = ∃ȳ ψ (x̄, ȳ) con ψ
abierta, existe un s̄ tal que S � ψ [γ (ā) , s̄]. Como ψ es abierta y S ≤ B, por
el Lema 7 B � ψ [γ (ā) , s̄]. Entonces B � ϕ [γ (ā)] y como ϕ de�ne a R en K,
entonces γ (ā) ∈ RB.

2⇒1) Para cada A ∈ K y cada ā ∈ RA tomamos ā′ tal que
〈
ā, ā′

〉A
= A.

Por el Teorema 5, hay una fórmula δA,(ā,ā′)(x̄) equivalente sobre K al diagrama
abierto ∆A,(ā,ā′)(x̄). Ahora tomamos

ϕ (x̄) =
∨

A∈K

( ∨
ā∈RA

(
∃ȳ δA,(ā,ā′) (x̄, ȳ)

))

Sea (b1, . . . , bn) ∈ RB. Entonces como

ϕ = · · · ∨ ∃ȳ δB,(b̄,b̄′) (x̄, ȳ) ∨ . . . ,

y como
B � ∃ȳ δB,(b̄,b̄′) (x̄, ȳ)

[
b̄, b̄′
]
,

luego B � ϕ
[
b̄
]
.

Sea B � ϕ [b1, . . . , bn]. Entonces para algún A ∈ K, y algún ā ∈ RA tales que
B � ∃ȳ δA,(ā,ā′) (x̄, ȳ)

[
b̄
]
. Entonces por el Lema 17 hay γ : A → B embedding

tal que γ (ā) = b̄. Finalmente como ā ∈ RA, b̄ = γ (ā) ∈ RB.
Finalmente, notar que como ϕ es disyunción de existenciales, por teorema

puede ser convertida en una fórmula existencial.

2.5. De�nibilidad por fórmulas existenciales po-

sitivas

Análogamente al Lema 17, el siguiente resultado se basa en los resultados
de los Lemas 12 y 15.

Lema 19. Sea A una estructura �nita y a1, . . . , an ∈ A. Entonces hay una
fórmula existencial positiva ϕ (x1, . . . , xn) tal que para toda estructura B y para
todo b̄ ∈ Bn los siguientes son equivalentes:

1. B � ϕ
[
b̄
]
.

2. Hay un homomor�smo h : A→ B tal que h (ā) = b̄

Demostración. Sean a′1, . . . , a
′
m tales que 〈a1, . . . , an, a

′
1, . . . , a

′
m〉

A
= A. Por

el Lema 15 hay una fórmula α (x̄, ȳ) tal que B � α
[
b̄, b̄′
]
si y solo si hay un

homomor�smo γ :
〈
ā, ā′

〉A → 〈
b̄, b̄′
〉B

tal que γ (ā) = b̄ y γ
(
ā′
)

= b̄′. Ahora
de�nimos

ϕ (x̄) = ∃y1, . . . , ymα (x̄, ȳ) ;

por lo que es claro que ϕ es la fórmula buscada.
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Teorema 20 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 22]). Sean L ⊆ L′
lenguajes de primer orden, sea R ∈ L′ − L un símbolo de relación n-ario. Para
una clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una L-fórmula existencial positiva que de�ne R en K.

2. Para todas A,B ∈ K, se tiene que todo homomor�smo γ : AL → BL
preserva R.

Demostración. Igual a la prueba del Teorema 18, pero utilizando las fórmulas
dadas por el Lema 19.

2.6. De�nibilidad por conjunción de atómicas y

primitivas positivas

En estos tipos de de�nibilidad se determina una relación con el producto de
estructuras en K. Lo primero es de�nir nuevamente el concepto de preservación
pero esta vez para un mor�smo que parte de un producto de estructuras.

De�nición 21. Sean A1, . . . , Am, B conjuntos, RAi ⊆ An
i para cada i ∈ [1,m],

RB ⊆ Bn y h : D ⊆ A1 × · · · × Am → B una función. Diremos que h preserva
R si dados

ā1 = (a11, . . . , a1m) , . . . , ān = (an1, . . . , anm) ∈ D

tales que
(a1i, . . . , ani) ∈ RAi para cada i ∈ {1, . . . ,m}

se tiene que (h (ā1) , . . . , h (ān)) ∈ RB .

El siguiente lema determina que el producto entre estructuras preserva las
fórmulas atómicas.

Lema 22. Sean A1, . . . ,Am estructuras y ϕ (x̄) = ∃ȳ ψ (x̄, ȳ) con ψ una con-
junción de fórmulas atómicas. Entonces son equivalentes:

1. Para todo i = 1, . . . ,m se da que Ai � ϕ [a1i, . . . , ani]

2. A1 × · · · ×Am � ϕ [ā1, . . . , ān], con āj = (aj1, . . . , ajm)

Demostración. Rutina.

Teorema 23 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 11]). Sean L ⊆ L′
lenguajes de primer orden, sea R ∈ L′ − L un símbolo de relación n-ario. Para
una clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los siguientes son equivalentes:

1. Para cada m ≥ 1, para todas A1, . . . ,Am,B ∈ K, para cada

S ≤ (A1 × · · · ×Am)L ,

se tiene que todo homomor�smo h : S→ BL preserva R.

2. Hay una conjunción �nita de L-fórmulas atómicas que de�ne R en K.
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Demostración. 2⇒1) Sea ϕ (x̄) conjunción de atómicas que de�ne a R en K.
Sean m ≥ 1, A1, . . . ,Am,B ∈ K, S ≤ (A1 × · · · ×Am)L, y h : S → BL un
homomor�smo. Sean

s̄1 = (s11, . . . , s1m) , . . . , s̄n = (sn1, . . . , snm) ∈ S

tales que
(s1i, . . . , sni) ∈ RAi para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Veamos que (h (s̄1) , . . . , h (s̄n)) ∈ RB . Como (s1i, . . . , sni) ∈ RAi y ϕ de�ne a
R en K, tenemos que

Ai � ϕ [s1, . . . , sni] para i ∈ {1, . . . ,m}.

Luego, por el Lema 22,

A1 × · · · ×Am � ϕ [s̄1, . . . , s̄n] .

Como ϕ es abierta y S ≤ (A1 × · · · ×Am)L, entonces el Lema 7 implica que
S � ϕ [s̄1, . . . , s̄n], y aplicando luego el Lema 10 obtenemos que

B � ϕ [h (s̄1) , . . . , h (s̄n)] .

Luego, como ϕ de�ne a R en K y B ∈ K, concluimos que

(h (s̄1) , . . . , h (s̄n)) ∈ RB.

1⇒2) Supongamos K = {A1, . . . ,Am}, R n-aria. Sea P = A
|RA1 |
1 × · · · ×

A
|RAm |
m , sean

x̄1, . . . , x̄n ∈ P

tales que

x̄i =
(
x1
i1, . . . , x

1
i|RA1 |, . . . , x

m
i1, . . . , x

m
i|RAm |

)
para cada i ∈ {1, . . . ,m} con

Rj =
{(
xj1i, . . . , x

j
ni

)
con i ∈

{
1, . . . ,

∣∣RAj
∣∣}}

para cada j ∈ {1, . . . ,m} . Por el Teorema 5, hay una fórmula ϕ(x̄) equivalente
sobre K al diagrama atómico positivo

∆+
P,(x̄1,...,x̄n)(x̄).

Supongamos B � ϕ [b1, . . . , bn] y veamos que (b1, . . . , bn) ∈ RB. Como

B � ∆+
P,(x̄1,...,x̄n) [b1, . . . , bn] ,

por Lema 12 hay h homomor�smo de 〈x̄1, . . . , x̄n〉P en 〈b1, . . . , bn〉B tal que

h (x̄i) = bi. Por hipótesis h preserva R, luego como
(
xj1i, . . . , x

j
ni

)
∈ RAj , se da

que (b1, . . . , bn) = (h (x̄1) , . . . , h (x̄n)) ∈ RB.
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Ahora supongamos (b1, . . . , bn) ∈ RB y veamos que B � ϕ [b1, . . . , bn], luego
hay algún j tal que Aj = B y hay algún k y algún j tal que(

xj1k, . . . , x
j
nk

)
= (b1, . . . , bn) .

Entonces como

A
|RA1 |
1 × · · · ×B|R

B| × · · · ×A
|RAm |
m � ϕ [x̄1, . . . , x̄n]

por Lema 22 B � ϕ
[
xj1k, . . . , x

j
nk

]
, por lo tanto B � ϕ [b1, . . . , bn].

Teorema 24 (cf. [Campercholi y Vaggione 2015, Thm. 22]). Sean L ⊆ L′
lenguajes de primer orden, sea R ∈ L′ − L un símbolo de relación n-ario. Para
una clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los siguientes son equivalentes:

1. Para cada m ≥ 1, para todas A1, . . . ,Am,B ∈ K, se tiene que todo ho-
momor�smo h : (A1 × · · · ×Am)L → BL preserva R.

2. Hay una L-fórmula primitiva positiva que de�ne R en K.

Demostración. 2⇒1) Sea ϕ (x̄) = ∃ȳ ψ (x̄, ȳ) primitiva positiva que de�ne a R
en K. Sean m ≥ 1, A1, . . . ,Am,B ∈ K y h : (A1 × · · · ×Am)L → BL un
homomor�smo. Sean

ā1 = (a11, . . . , a1m) , . . . , ān = (an1, . . . , anm) ∈ S

tales que
(a1i, . . . , ani) ∈ RAi para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

Veamos que (h (ā1) , . . . , h (ān)) ∈ RB . Como (a1i, . . . , ani) ∈ RAi y ϕ de�ne a
R en K, tenemos que

Ai � ϕ [a1, . . . , ani] para i ∈ {1, . . . ,m}.

Luego, por el Lema 22,

A1 × · · · ×Am � ϕ [ā1, . . . , ān] .

Entonces hay b1, . . . , bk ∈ A1 × · · · ×Am, tales que

A1 × · · · ×Am � ψ [ā1, . . . , ān, b1, . . . , bk] .

Como ψ es abierta positiva, aplicando el Lema 10 obtenemos que

B � ϕ [h (ā1) , . . . , h (ān)] .

Luego, como ϕ de�ne a R en K y B ∈ K, concluimos que

(h (ā1) , . . . , h (ān)) ∈ RB.

1⇒2) Supongamos K = {A1, . . . ,Am}, R n-aria. Sea

P = A
|RA1 |
1 × · · · ×A

|RAm |
m ,
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y sean
x̄1, . . . , x̄n ∈ P

tales que

x̄i =
(
x1
i1, . . . , x

1
i|RA1 |, . . . , x

m
i1, . . . , x

m
i|RAm |

)
para cada i ∈ {1, . . . ,m} con

Rj =
{(
xj1i, . . . , x

j
ni

)
con i ∈

{
1, . . . ,

∣∣RAj
∣∣}}

para cada j ∈ {1, . . . ,m}. Sean

x̄′1, . . . , x̄′k ∈ P,

tales que 〈
x̄1, . . . , x̄n, x̄′1, . . . , x̄′k

〉P
= P.

Por el Teorema 5, hay una fórmula ψ(x̄, ȳ) equivalente sobre K al diagrama
atómico positivo

∆+

P,(x̄1,...,x̄n,x̄′
1,...,x̄′

k)
(x̄, ȳ).

Sea
ϕ (x̄) = ∃ȳ ψ (x̄, ȳ) .

Supongamos B � ϕ [b1, . . . , bn] y veamos que (b1, . . . , bn) ∈ RB. Entonces hay
b′1, . . . , b

′
k tal que

B � ∆+

P,(x̄1,...,x̄n,x̄′
1,...,x̄′

k)
[b1, . . . , bn, b

′
1, . . . , b

′
k] ,

por Lema 12 hay h homomor�smo de

〈
x̄1, . . . , x̄n, x̄′1, . . . , x̄′k

〉A|RA1 |
1 ×···×A

|RAm |
m

en
〈b1, . . . , bn, b′1, . . . , b′k〉

B

tal que h (x̄i) = bi y h
(
x̄′i
)

= b′i, claramente h es homomor�smo de P en

B. Por hipótesis h preserva R, luego como
(
xj1i, . . . , x

j
ni

)
∈ RAj se da que

(h (x̄1) , . . . , h (x̄n)) ∈ RB, que es exactamente (b1, . . . , bn) ∈ RB.
Ahora supongamos (b1, . . . , bn) ∈ RB y veamos que B � ϕ [b1, . . . , bn], luego

hay algún j tal que Aj = B y hay algún k y algún j tal que(
xj1k, . . . , x

j
nk

)
= (b1, . . . , bn) .

Entonces como

A
|RA1 |
1 × · · · ×B|R

B| × · · · ×A
|RAm |
m � ϕ [x̄1, . . . , x̄n]

por Lema 22 B � ϕ
[
xj1k, . . . , x

j
nk

]
, por lo tanto B � ϕ [b1, . . . , bn].
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2.7. De�nibilidad de primer orden

Teorema 25. Sean L ⊆ L′ lenguajes de primer orden, sea R ∈ L′ − L un
símbolo de relación n-ario. Para una clase �nita K de L′-estructuras �nitas, los
siguientes son equivalentes:

1. Hay una L-fórmula que de�ne R en K.

2. Para todas A,B ∈ K, todo isomor�smo γ : AL → BL preserva R.

Demostración. 1⇒2) Sea ϕ (x̄) una L-fórmula que de�ne a R en K, y sea un
isomor�smo γ : A→ B. Si A � ϕ [ā], entonces B � ϕ [γ (ā)] , y como ϕ de�ne a
R en K, tenemos que γ (ā) ∈ RB.

2⇒1) Para cada A ∈ K, cada ā ∈ RA, �jamos ā′ tal que
〈
ā, ā′

〉A
= A. Por

el Teorema 5, para cada A ∈ K y cada ā ∈ RA hay una fórmula δA,(ā,ā′) (x̄, ȳ)
equivalente sobre K al diagrama abierto ∆(ā,ā′),A. De�nimos

ϕ(x̄) =
∨

A∈K

( ∨
ā∈RA

(
∃ȳ δA,(ā,ā′) (x̄, ȳ)

))
∧

∀x1, . . . , x|A|+1

∨
i6=j

xi = xj

 .

Veremos que ϕ(x̄) de�ne a R en K. Fijamos B en K y b1, . . . , bn ∈ B. Suponga-
mos que (b1, . . . , bn) ∈ RB. Entonces, como

ϕ = · · · ∨

(∃ȳ δB,(b̄,b̄′) (x̄, ȳ) ∨ . . .
)
∧

∀x1, . . . , x|B|+1

∨
i6=j

xi = xj

 ∨ . . . ,
y como B � ∃ȳ δB,(b̄,b̄′) (x̄, ȳ)

[
b̄, b̄′
]
y B � ∀x1, . . . , x|B|+1

∨
i 6=j xi = xj

[
b̄, b̄′
]
,

tenemos que entonces B � ϕ
[
b̄
]
.

Entonces hay algún A ∈ K, y algún ā ∈ RA tales que

B �
(
∃ȳ δA,(ā,ā′) (x̄, ȳ)

)
∧

∀x1, . . . , x|A|+1

∨
i6=j

xi = xj

[b̄] .
Se sigue que hay un z̄ en B tal que

B � δA,(ā,ā′) (x̄, ȳ)
[
b̄, z̄
]
.

Como B � ∆(ā,ā′),A
[
b̄, z̄
]
, por Lema 9, hay γ :

〈
ā, ā′

〉A → 〈
b̄, b̄′
〉B

isomor�smo

tal que
(
γ (ā) , γ

(
ā′
))

=
(
b̄, z̄
)
con

〈
ā, ā′

〉A
= A y

〈
b̄, b̄′
〉B ≤ B, lo que implica

que |A| ≤ |B|. Pero como

B � ∀x1, . . . , x|A|+1

∨
i6=j

xi = xj [b1, . . . , bn]

tenemos que |B| ≤ |A|, y así |B| = |A|. Luego γ : A→ B es un isomor�smo que
cumple

(
γ (ā) , γ

(
ā′
))

=
(
b̄, z̄
)
, y sabemos que los isomor�smos entre estructuras

de K preservan R. Entonces, ya que ā ∈ RA, tenemos que γ (ā) = b̄ ∈ RB.



Capítulo 3

Algoritmos para decidir
de�nibilidad

En este capítulo exponemos los algoritmos para el chequeo de de�nibilidad
de relaciones. La exposición se centra en los algoritmos para de�nibilidad abier-
ta y abierta positiva, ya que consideramos que estos capturan las principales
ideas desarrolladas. Luego se exponen, pero con menos detalle, algoritmos para
de�nibilidad existencial, existencial positiva y de primer orden.

3.1. De�niciones e ideas preliminares

Una clase de estructuras K será normal si es �nita y cada una de las estruc-
turas en K es �nita. Supondremos en lo que sigue que las clases son siempre
normales.

Dada una clase de estructuras K escribiremos S (K) para denotar la clase
formada por las subestructuras de miembros de K.

A la hora de reducir la complejidad de nuestros algoritmos en la búsqueda
de homomor�smos utilizaremos conjuntos reducidos de mor�smos, que generan
al resto. Dados F0 y F dos conjuntos de funciones, diremos que F0 genera a
F si para toda f ∈ F hay f1, . . . , fn ∈ F0 (posiblemente repetidas) tales que
f = f1 ◦ · · · ◦ fn.

Dado un conjunto K de estructuras, para referirnos a los mor�smos nombra-
dos en los Teoremas 14, 16 de�nimos los siguientes conjuntos:

sub iso (K) = {γ : γ isomor�smo de A0 en B0 con A0,B0 ∈ S (K)} ,

sub hom (K) = {γ : γ homomor�smo de A0 en B0 con A0,B0 ∈ S (K)} .

3.2. Preprocesamiento

Una vez que tenemos una clase normal K en la que chequear de�nibilidad
tratamos de reducir su redundancia basándonos en el siguiente resultado.

25
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(a) K antes del preprocesamiento (b) K luego del preprocesamiento

Figura 3.2.1

Lema 26. Sean L ⊆ L′ lenguajes de primer orden, K una clase normal de L′-
estructuras y A, Ã ∈ K, con A 6= Ã, tales que hay un L-isomor�smo γ : A→ Ã.
Entonces para toda R ∈ L′ − L y toda L-fórmula ϕ (x̄) son equivalentes:

1. ϕ de�ne a R en K.

2. γ es un L ∪ {R}-isomor�smo y ϕ de�ne a R en K − {Ã}.

Demostración. 1⇒2) Trivial.
2⇒1) Ã � R [ā] sii A � R

[
γ−1 (ā)

]
sii A � ϕ

[
γ−1 (ā)

]
sii Ã � ϕ [ā].

Independientemente del tipo de de�nibilidad que uno quiera chequear el
Lema 26 sugiere que uno puede comenzar por reducir K eliminando copias de
estructuras L∪ {R}-isomorfas. El algoritmo siguiente aprovecha este resultado.

Algoritmo 3.1 Preprocesamiento

1: for A ∈ K do
2: for B ∈ K − {A} do
3: if hay γ : A→ B L-isomor�smo then
4: if γ es un L ∪ {R}-isomor�smo then
5: K = K − {B}
6: else
7: return γ . R no es de�nible y γ es contraejemplo
8: end if
9: end if
10: end for
11: end for
12: return K . K sin estructuras L-isomorfas

Notar que los isomor�smos revisados por este algoritmo deben ser necesa-
riamente revisados para comprobar de�nibilidad en cualquiera de los formatos,
con la ventaja de que al chequear estos en primer lugar, podría reducirse la clase
K en el proceso.

Observar además que para poder aplicar los Teoremas del Capítulo 2, ha-
bría que veri�car que cada uno de los L-isomor�smos entre estructuras de K
preserven R. Vemos que basta con chequear solo uno gracias al Lema 26.

Para ejempli�car el funcionamiento del algoritmo, supongamos que K está
dado por la Figura 3.2.1a, donde cada tipo de isomor�smo está representado
por una forma geométrica.
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El algoritmo de preprocesamiento detecta el L-isomor�smo entre los dos
octágonos y revisa que sea también un L ∪ {R}-isomor�smo, dando lugar a la
Figura 3.2.1b, donde la �echa es el isomor�smo a chequear.

3.3. De�nibilidad abierta

A partir del Teorema 14, habría que chequear todo isomor�smo entre subes-
tructuras de estructuras de K, como en el siguiente lema.

Lema 27. Sean L ⊆ L′ lenguajes de primer orden tales que R ∈ L′ − L es un
símbolo de relación n-ario y K un conjunto normal de L′-estructuras. Entonces
si cada γ ∈ sub iso (KL) preserva R, R es de�nible por una L-fórmula abierta
en K.

Demostración. Directo del Teorema 14.

En el teorema enunciado a continuación describimos un conjunto su�ciente
de mor�smos para generar sub iso (KL). Notar que al tomar K como un conjun-
to normal de L-estructuras sin estructuras isomorfas estamos pensando en la
aplicación previa del Algoritmo 3.1.

Teorema 28. Sea K un conjunto normal de L-estructuras donde no hay estruc-
turas isomorfas. Sea S ⊆ S (K) tal que contiene exactamente un representante
por cada tipo de isomor�smo en S (K). Sea F ⊆ sub iso (K) tal que:

1. para cada S ∈ S se tiene que aut (S) ⊆ F ,

2. para cada A ∈ S(K) − S hay A′ ∈ S y γ, γ−1 ∈ F tal que γ : A → A′ es
un isomor�smo.

Entonces F genera sub iso (K).

Demostración. Sea γ ∈ sub iso (K); es decir hay A0,B0 ∈ S(K) y γ : A0 → B0

es un isomor�smo. Queremos ver que γ se puede obtener componiendo miembros
de F . Consideramos tres casos. Si A0,B0 ∈ S, como no hay estructuras isomor-
fas en S, A0 = B0, por lo tanto γ ∈ aut (A0) ⊆ F . Por otro lado, si A0 ∈ S pero
B0 /∈ S, luego A0 es el representante de B0 en S, y por lo tanto hay un isomor-
�smo δ : B0 → A0 tal que δ, δ−1 ∈ F . Claramente δγ = λ ∈ aut (A0) ⊆ F , por
lo tanto γ = δ−1λ. Por último supongamos A0,B0 /∈ S. Entonces hay C0 ∈ S
que es representante de A0 y B0. Luego hay δ : A0 → C0 y δ′ : B0 → C0 tales
que δ, δ−1, δ′, δ′−1 ∈ F . Claramente δ′γδ−1 = λ ∈ aut (C0) ⊆ F , por lo tanto
γ = δ′−1λδ.

Corolario 29. Sean L ⊆ L′ lenguajes de primer orden tales que R ∈ L′ − L
es un símbolo de relación n-ario y K un conjunto normal de L′-estructuras.
Supongamos F es como en el Teorema 28 para la familia KL. Entonces si cada
γ ∈ F preserva R, se tiene que R es de�nible por una L-fórmula abierta en K.

Demostración. Directa ya que la composición de funciones que preservan R,
trivialmente también preserva R. Luego aplicando el Teorema 28 y el Lema 27
queda probado.
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El Teorema 28 sugiere un subconjunto de isomor�smos que bastan para
revisar de�nibilidad abierta a través del Corolario 29.

Algoritmo 3.2 Chequeo de de�nibilidad abierta

1: S = ∅
2: for A ∈ K, desde la mayor a la menor cardinalidad do
3: Sub = [C : C ∈ S (AL) , de la mayor a menor cardinalidad]
4: for B ∈ Sub do
5: (iso, ce) = chequearIsos(B,S) . hay un L-iso de B en S ∈ S
6: if ce 6= Null then
7: return ce . ce es contraejemplo
8: else if iso then
9: Sub = [C : C ∈ Sub tal que C * B]
10: else
11: S = S ∪ {B}
12: for α ∈ Aut(BL) do
13: if α no preserva R then
14: return α . α es contraejemplo
15: end if
16: end for
17: end if
18: end for
19: end for
20: return . R es abierta-de�nible

21: function chequearIsos(B,S)
22: for S ∈ S, con |B| = |S| do
23: if hay γ : B→ S L-isomor�smo then
24: if γ no es un L ∪ {R}-isomor�smo then
25: return (True, γ) . γ es contraejemplo
26: else
27: return (True, Null) . γ es iso que preserva
28: end if
29: end if
30: end for
31: return (False, Null) . No tiene representante
32: end function

En el Algoritmo 3.2 se construye S a la vez que se van revisando los iso-
mor�smos en F . Para esto recorremos las estructuras en K de mayor a menor
tamaño. Al momento de procesar una A ∈ K lo primero que se hace es buscar
un L-isomor�smo γ entre A y un miembro de S. Si un tal γ existe, tanto γ
como su inversa son revisados (miembros de F correspondientes al punto (2)
del Teorema 28). Si no hay un tal γ, la estructura A es agregada a S y sus
L-automor�smos son revisados (miembros de F correspondientes al punto (1)
del Teorema 28). A continuación las subestructuras de A son procesadas de la
misma manera.

La subrutina chequearIsos es la encargada de encontrar y revisar la pre-
servación de los isomor�smos entre cada A ∈ K y su representante en S. Esta



3.4. DEFINIBILIDAD ABIERTA-POSITIVA 29

función toma la estructura A y el conjunto de representantes S. Busca un iso-
mor�smo entre A y algún S ∈ K, y revisa su preservación. En el caso de que
no encuentre un isomor�smo devuelve (False, Null), mientras que si encuen-
tra uno devuelve True en la primer coordenada y en la segunda devuelve el
mismo isomor�smo solo en el caso de que este no preserve, a la manera de un
contraejemplo.

Notar que en la línea 13 basta con revisar solamente si los automor�smos
preservan R. Esto se fundamenta en que al recorrer todos, su inversa también
es revisada por preservación.

Además, una vez que una subestructura resulta ser L∪{R}-isomorfa a un re-
presentante en S, sabemos que todas sus subestructuras ya tienen representante
en S. Esto permite disminuir la cantidad de subestructuras a revisar, como se
ve en la línea 9.

Para esquematizar la ganancia obtenida en cuanto al chequeo de una menor
cantidad de mor�smos podemos observar en la Figura 3.3.1a el conjunto K
junto con todas los mor�smos que deberían ser revisados según el Teorema 14.
Mientras que en la Figura 3.3.1b, se puede ver los mor�smos que bastan para
comprobar de�nibilidad abierta según el Corolario 29 a la manera del algoritmo
anterior.

Notar que en la Figura 3.3.1b, la aplicación del Algoritmo 3.1 (Preprocesa-
miento) genera que uno de los octágonos aparezca como sombra del otro y baste
solo revisar el isomor�smo entre ellos por el Lema 26.

(a) Mor�smos a revisar según el Teorema 14 (b) Mor�smos que bastan según el Corola-
rio 29

Figura 3.3.1

3.4. De�nibilidad abierta-positiva

Según el Teorema 16 habría que chequear todo homomor�smo entre subes-
tructuras de estructuras de K, como en el siguiente lema.

Lema 30. Sean L ⊆ L′ lenguajes de primer orden tales que R ∈ L′ − L es un
símbolo de relación n-ario y K un conjunto normal de L′-estructuras. Entonces
si cada γ ∈ sub hom (KL) preserva R, R es de�nible por una L-fórmula abierta
positiva en K.

Demostración. Directo del Teorema 16.

En el siguiente teorema describimos un conjunto su�ciente de mor�smos
para generar sub hom (KL). Notar que, nuevamente, al tomar K como un con-
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junto normal de L-estructuras sin estructuras isomorfas estamos pensando en
la aplicación previa del Algoritmo 3.1.

Teorema 31. Sea K un conjunto normal de L-estructuras donde no hay estruc-
turas isomorfas. Sea S ⊆ S (K) tal que contiene exactamente un representante
por cada tipo de isomor�smo en S (K). Sea H ⊆ sub hom (K) tal que:

F ⊆ H con F como en el Teorema 28,

para cada A,B ∈ S todo h : A → B homomor�smo sobreyectivo está en
H.

Entonces H genera sub hom (K).

Demostración. Sea h ∈ sub hom (K), entonces h : A0 ≤ A → B0 ≤ B homo-
mor�smo, con A,B ∈ K. Esto da lugar a tres casos. Primero, si A0, h (A0) ∈ S,
entonces h es homomor�smo sobreyectivo entre estructuras de S, por lo que
h ∈ H. El siguiente caso se da si A0 ∈ S pero h (A0) /∈ S, entonces hay
S representante de h (A0) en S y un isomor�smo δ : h (A0) → S tal que
δ, δ−1 ∈ F ⊆ H. Luego δ−1h = f donde f es un homomor�smo claramen-
te sobreyectivo de A0 en S, por lo que f ∈ H y entonces h = δf . El ultimo
caso se da cuando A0, h (A0) /∈ S, entonces hay respectivos S,S′ ∈ S repre-
sentantes de A0 y h (A0). Luego hay δ : A0 → S y δ′ : h (A0) → S′ tales
que δ, δ−1, δ′, δ′−1 ∈ F ⊆ H. Luego δ′hδ−1 = f donde f es un homomor�smo
claramente sobreyectivo de S en S′, por lo que f ∈ H, luego h = δ′−1fδ.

Corolario 32. Sean L ⊆ L′ lenguajes de primer orden tales que R ∈ L′ − L
es un símbolo de relación n-ario y K un conjunto normal de L′-estructuras.
Supongamos H es como en el Teorema 31 para la familia KL. Entonces si cada
h ∈ H preserva R, se tiene que R es de�nible por una L-fórmula abierta positiva
en K.

Demostración. Directa ya que la composición de funciones que preservan R,
trivialmente también preserva R. Luego aplicando el Teorema 31 y el Lema 30
queda probado.

El Teorema 31 sugiere un subconjunto de homomor�smos que bastan para
revisar de�nibilidad abierta positiva a través del Corolario 32. A su vez, a la hora
de buscar homomor�smos entre estructuras aprovechamos el siguiente resultado,
que nos permite organizar la búsqueda de homomor�smos biyectivos entre dos
subestructuras en un único sentido.

Teorema 33 (Las estructuras �nitas cumplen la propiedad de Cantor-Berns-
tein). Dadas A y B estructuras �nitas, si hay f : A → B y g : B → A
homomor�smos inyectivos entonces hay un γ : A→ B isomor�smo.

Demostración. Sean A,B estructuras �nitas y f : A → B y g : B → A
homomor�smos inyectivos. Notar que gf es una permutación de A, y como A
es �nito hay k ≥ 1 tal que (gf)k = IdA. Luego como g−1 = f(gf)k−1 vemos
que g−1 es homomor�smo.

En el Algoritmo 3.3 se construye S a la vez que se van revisando los homo-
mor�smos en H. Estos homomor�smos son chequeados en dos etapas, primero
los biyectivos y luego los sobreyectivos no inyectivos. La primera etapa es muy
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similar al Algoritmo 3.2, solo que en este caso en lugar de chequear isomor�smos
se chequean homomor�smos biyectivos. Al concluir con esta tarea, S ya ha sido
construido y todos los homomor�smos biyectivos entre miembros de S han sido
revisados. Así es que en la segunda etapa solo resta revisar los homomor�smos
sobreyectivos y no inyectivos entre miembros de S.

La función chequearBihomos toma como entradas A y S, y devuelve un
par (hayIso, Contraejemplo). La variable hayIso será True cuando haya un
L-isomor�smo de A en un miembro de S. Hay cuatro resultados posibles.

(True,Null) cuando hay un L-isomor�smo que preserva.

(True,γ) cuando hay un L-isomor�smo γ que no preserva.

(False,Null) cuando no hay L-isomor�smos y todo homomor�smo biyec-
tivo preserva.

(False,h) cuando no hay L-isomor�smos pero hay un homomor�smo bi-
yectivo h que no preserva.

Notar que si hay homomor�smos biyectivos deA en un S ∈ S, y ninguno de éstos
es un isomor�smo, el Teorema 33 garantiza que no puede haber homomor�smos
biyectivos de S en A.

Para esquematizar la ganancia obtenida en cuanto al chequeo de una menor
cantidad de mor�smos podemos observar en la Figura 3.4.1a el conjunto K junto
con todas los mor�smos que deberían ser revisados según el Teorema 16, donde
las �echas punteadas son los homomor�smos. Mientras que en la Figura 3.4.1b,
se puede ver los mor�smos que bastan para comprobar de�nibilidad abierta
positiva.

(a) Mor�smos a revisar según el Teorema 16 (b) Mor�smos que bastan según el Teore-
ma 31

Figura 3.4.1
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Algoritmo 3.3 Chequeo de de�nibilidad abierta-positiva

1: S = ∅
2: for A ∈ K, desde la mayor a la menor cardinalidad do
3: Sub = [C : C ∈ S (AL) , de la mayor a menor cardinalidad]
4: for B ∈ Sub do
5: (iso, ce) = chequearBihomos(B,S) . hay un L-iso de B en S ∈ S
6: if ce 6= Null then
7: return ce . ce es contraejemplo
8: else if iso then
9: Sub = [C : C ∈ Sub tal que C * B]
10: else
11: S = S ∪ {B}
12: for α ∈ Aut(BL) do
13: if α no preserva R then
14: return α . α es contraejemplo
15: end if
16: end for
17: end if
18: end for
19: end for
20: for A ∈ S do
21: for B ∈ S, con |B| < |A| do . para que γ no sea inyectiva
22: for γ : A→ B con γ L-homomor�smo sobreyectivo do
23: if γ no preserva R then
24: return γ . γ es contraejemplo
25: end if
26: end for
27: end for
28: end for
29: return . R es de�nible por una abierta positiva

30: function chequearBihomos(B,S)
31: for S ∈ S, con |B| = |S| do
32: bihomos = [γ : con γ L-homomor�smo biyectivo de B en S]
33: for h ∈ bihomos do
34: if h es un L-isomor�smo then
35: if h no es un L ∪ {R}-isomor�smo then
36: return (True, h) . hay iso h y es contraejemplo
37: else
38: return (True, Null) . h es iso con S ∈ S y preserva
39: end if
40: else if h no preserva R then
41: return (False, h) . h es un bihomo contraejemplo
42: end if
43: end for
44: if bihomos = [] then
45: for h : S→ B con h L-homomor�smo biyectivo do
46: if h no preserva R then
47: return (False, h) . h es un bihomo contraejemplo
48: end if
49: end for
50: end if
51: end for
52: return (False, Null) . No tiene representante
53: end function
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3.5. De�nibilidad existencial

Por el Teorema 18, luego de aplicar el Algoritmo 3.1 de preprocesamiento,
solo basta con revisar los embeddings entre A,B ∈ K, como hacemos en el
Algoritmo 3.4.

Algoritmo 3.4 Chequeo de de�nibilidad existencial

1: for A ∈ K do
2: for B ∈ K do
3: for γ ∈ [γ : con γ : AL → BL L-embedding] do
4: if γ no es un L ∪ {R}-embedding then
5: return γ . γ es contraejemplo
6: end if
7: end for
8: end for
9: end for
10: return . R es existencial de�nible

3.6. De�nibilidad existencial-positiva

Por el Teorema 20, luego de aplicar el Algoritmo 3.1 de preprocesamiento,
solo basta con revisar los homomor�smos cada par A,B ∈ K, como hacemos en
el Algoritmo 3.5.

Algoritmo 3.5 Chequeo de de�nibilidad existencial-positiva

1: for A ∈ K do
2: for B ∈ K do
3: for α ∈ Hom(AL,BL) do
4: if h no preserva R then
5: return h . h es contraejemplo
6: end if
7: end for
8: end for
9: end for
10: return . R es existencial positiva de�nible

3.7. De�nibilidad de primer orden

Por el Teorema 25, luego de haber aplicado el Algoritmo 3.1 para preproce-
samiento, solo basta con revisar los automor�smos para A ∈ K, como hacemos
en el Algoritmo 3.6.

3.8. Detección de homomor�smos

Para la detección de homomor�smos modelizamos el problema como un CSP,
y utilizamos Minion [Gent, Je�erson y Miguel 2006] como solucionador.
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Algoritmo 3.6 Chequeo de de�nibilidad de primer orden

1: for A ∈ K do
2: for α ∈ Aut(AL) do
3: if α no es un L ∪ {R}-automor�smo then
4: return α . α es contraejemplo
5: end if
6: end for
7: end for
8: return . R es de�nible en primer orden

3.8.1. CSP

Un CSP (Constraint Satisfaction Problem) (ver, e.g., [Russell y Norvig 2010,
Capítulo 6]) es de�nido como una terna 〈X,D,C〉, donde

X = {X1, . . . , Xn} es un conjunto de variables

D = {D1, . . . , Dn} es un conjunto con los respectivos dominios de los valores

C = {C1, . . . , Cm} es un conjunto de restricciones

Cada variable Xi se mueve en los valores del respectivo dominio no vacío Di.
Cada restricción Cj ∈ C es un par 〈tj , Rj〉, donde tj es una k-upla de variables
y Rj es una relación k-aria en el correspondiente dominio de cada variable.
Una valuación sobre las variables es una función desde un subconjunto de las
variables a un particular conjunto de valores en los correspondientes dominios de
valores. Una valuación v satisface la restricción 〈tj , Rj〉 si los valores asignados
a las variables tj satisfacen la relación Rj .

Una valuación es consistente si no viola ninguna de las restricciones. Una
valuación es completa si incluye todas las variables. Una valuación es solución
si es consistente y completa. En ese caso diremos que la valuación resuelve el
CSP.

3.8.2. CSP para calcular homomor�smos

Sean A,B L-estructuras, queremos encontrar homomor�smos de A en B
resolviendo una instancia de CSP. Tomamos

X = {Xi : i ∈ A}

Di = B

C = CR ∪ Cf

donde CR es tal que para cada R ∈ L n-aria, para cada (a1, . . . , an) ∈ RA, se da
que

(
(Xa1

, . . . , Xan
) , RB

)
∈ CR y Cf es tal que para cada f ∈ L n-aria, para ca-

da (a1, . . . , an, a
′) ∈ graph

(
fA
)
, se da que

(
(Xa1

, . . . , Xan
, Xa′) , graph

(
fB
))
∈

Cf .
Supongamos que V : X → B es una valuación solución de (X,D,C), enton-

ces el homomor�smo γ determinado por V será γ(a) = V (Xa).
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Si además quisiéramos que el homomor�smo fuera inyectivo, bastaría con
agregar una restricción:

((X1, . . . , Xm) , para todo (i, j) con i 6= j y i, j ∈ {1, . . . ,m} se da Xi 6= Xj)

donde X1, . . . , Xm son todas las variables en X.
Para que fuera sobreyectivo bastaría agregar la siguiente restricción:(

(X1, . . . , Xm) ,

m⋃
i=1

{Xi} = B

)

En el caso particular de la búsqueda de automor�smos, el lema 34 nos per-
mite simpli�car la búsqueda, encontrando endomor�smos inyectivos.

Lema 34. Sea A una estructura �nita, entonces todo endomor�smo inyectivo
de A es un automor�smo de A.

Demostración. Sea γ un endomor�smo inyectivo deA. ComoA es �nito tenemos
que γ es sobre y además γ−1 = γk para algún k ≥ 1.

3.9. Generación de subestructuras

Dada una L-estructura A, generamos sus subestructuras recorriendo P (A),
desde la mayor a la menor cardinalidad �ltrando aquellos A0 ∈ P (A) que no
son cerrados bajo L.

Además cuando detectamos que una subestructuraA0 ya tiene representante
en S durante nuestros algoritmos, disminuimos los subconjuntos a chequear,
revisando solo P (A)− P (A0), ya que si A0 tiene representante en S, entonces
cada subestructura de A0 tiene representante en S.
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Capítulo 4

Álgebras de Lindenbaum

En este capítulo desarrollamos algoritmos para generar el álgebra de rela-
ciones de�nibles para una estructura dada. Esto nos permite calcular todas las
relaciones de�nibles sobre una estructura, para una cierta aridad y en un cierto
fragmento de primer orden.

4.1. De�niciones e ideas básicas

Primero introducimos la notación que utilizaremos para referirnos a cada
fragmento de primer orden.

Fo (L) = {ϕ : ϕ es una L-fórmula},

Op (L) = {ϕ : ϕ es una L-fórmula abierta},

Op+ (L) = {ϕ : ϕ es una L-fórmula abierta positiva},

E (L) = {ϕ : ϕ es una L-fórmula existencial},

E+ (L) = {ϕ : ϕ es una L-fórmula existencial positiva}.

Sea A una L-estructura, y sea

Σ ∈
{

Fo (L) ,E (L) ,E+ (L) ,Op (L) ,Op+ (L)
}
.

Notar que la colección de relaciones n-arias de�nibles en A por fórmulas en Σ es
cerrada bajo uniones e intersecciones (y también bajo complementación cuando
Σ ∈ {Fo (L) ,Op (L)}). Llamaremos Álgebra de Lindenbaum (de relaciones n-
arias de�nibles por Σ en A) al reticulado distributivo (o álgebra de Boole)
resultante. Utilizaremos la siguiente notación:

Fon(A) = Álgebra de Boole de relaciones n-arias de�nibles en A,

En(A) = Reticulado de relaciones n-arias de�nibles por existenciales en
A,

E+
n (A) = Reticulado de relaciones n-arias de�nibles por existenciales po-

sitivas en A,

37



38 CAPÍTULO 4. ÁLGEBRAS DE LINDENBAUM

Opn(A) = Álgebra de Boole de relaciones n-arias de�nibles por abiertas
en A,

Op+
n (A) = Reticulado de relaciones n-arias de�nibles por abiertas positi-

vas en A

De�nimos:

sub hom (A) = {γ : γ homomor�smo de A0 en B0 con A0,B0 ∈ S (A)}

sub iso (A) = {γ : γ isomor�smo de A0 en B0 con A0,B0 ∈ S (A)}

Dado que estas álgebras podrían ser muy grandes utilizamos los siguientes
resultados para representarlas mediante un subconjunto de sus elementos.

Teorema 35 (Teorema de representación de Stone). Toda álgebra de Boole
�nita A es isomorfa al álgebra de�nida por P (At) donde At ⊆ A es el conjunto
de átomos en A.

Teorema 36 (Teorema de representación de Birkho�). Todo reticulado distri-
butivo �nito L es isomorfo al reticulado de conjuntos descendientes del poset de
elementos join-irreducibles en L.

Lema 37. Dada un álgebra de Boole �nita A, un elemento es un átomo sii es
join-irreducible.

Los resultados anteriores nos permiten centrarnos únicamente en los ele-
mentos join-irreducibles de estas álgebras. Mientras que los Lemas 38 y 39,
presentados a continuación, sugieren una manera clara de calcularlos.

Lema 38. Una relación r ⊆ An es join-irreducible en Op(A) sii hay ā ∈ An

tal que r = {h(ā) : h ∈ sub iso (A)}.

Demostración. Supongamos que r ⊆ An es join-irreducible en Op(A). Como r
es cerrado bajo sub iso (A) por pertenecer a Op(A), es claro que

r =
⋃
x̄∈r
{h (x̄) : h ∈ sub iso (A)} ,

pero como r es join-irreducible hay una ā ∈ r tal que r = {h (ā) : h ∈ sub iso (A)}.
Supongamos que r = {h (ā) : h ∈ sub iso (A)} para algún ā ∈ An. Sean

r1, . . . , rm ∈ Op(A) tales que

r = r1 ∪ · · · ∪ rm,

es claro que hay un rj tal que ā ∈ rj . Además como rj es cerrado bajo sub iso (A)
por pertenecer a Op(A), luego r = rj .

Lema 39. Una relación r ⊆ An es join-irreducible en Op+(A) sii hay ā ∈ An

tal que r = {h(ā) : h ∈ sub hom (A)}.

Demostración. Igual a la del Lema 38
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4.2. Algoritmos

Con la intención de simpli�car la exposición, supondremos que K tiene una
única estructura A. La generalización es fácilmente deducible ya que los algo-
ritmos son casi iguales a los presentados en el Capítulo 3.

Como un álgebra de Lindenbaum de relaciones de�nibles puede llegar a ser
un objeto muy grande y difícil de manipular, nos basta generar los elementos
join-irreducibles del álgebra según los Teoremas 35 y 36 ya que por el Lema
37, los átomos de un álgebra de Boole son exactamente los elementos join-
irreducibles.

Para generar los elementos join-irreducibles del álgebra de Lindenbaum de
relaciones de ancho n de�nibles por abiertas en A, basta con obtener el conjunto
F de mor�smos que se chequean por preservación en los algoritmos del Capítulo
3. Como F genera sub iso (A) por el Teorema 28, basta calcular {h(ā) : h ∈ F}
para cada ā ∈ An, ya que por el Lema 38, todos los elementos join-irreducibles
son de esta forma. De la misma manera podemos construir el álgebra de Linden-
baum de relaciones de ancho n de�nibles por abiertas positivas enA, basándonos
en el Teorema 31 y en el Lema 39.

Los algoritmos 4.2 y 4.3, generan los conjuntos F y H de�nidos por los Teo-
remas 28 y 31. Notar que los algoritmos son modi�caciones de los algoritmos
para chequeo vistos en el Capítulo 3, solo que ahora devuelven el conjunto de
mor�smos que antes chequeaban. Las subrutinas buscarIsos y buscarBihomos

son análogas a las funciones chequearIsos y chequearBihomos de los Algo-
ritmos 3.2 y 3.5. La función buscarIsos devuelve el isomor�smo que hubiera
chequeado la función chequearIsos y si no hay isomor�smo devuelve Null. La
función buscarBihomos devuelve el isomor�smo y una lista de homomor�s-
mos biyectivos que son los que hubiera chequeado por preservación la función
chequearBihomos.

Algoritmo 4.1 Saturación por un conjunto de mor�smos E
1: A = ∅
2: for ā ∈ An do
3: A = A ∪ {clausura(ā, E)}
4: end for
5: return A . devuelve el álgebra

6: function clausura(ā, E)
7: e = {ā}
8: while e crezca do
9: for ā ∈ e do
10: for γ ∈ E do
11: e = e ∪

{
γ
(
b̄
)}

12: end for
13: end for
14: end while
15: return e
16: end function

Una vez calculado el conjunto de mor�smos E basta con calcular {h(ā) :
h ∈ E} para cada ā ∈ An, ya que E genera al conjunto correspondiente al
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Algoritmo 4.2 Construcción de F como en el Teorema 28

1: S = ∅
2: F = ∅
3: Sub = [C : C ∈ S (AL) , de la mayor a menor cardinalidad]
4: for B ∈ Sub do
5: iso = buscarIsos(B,S)
6: if iso 6= Null then
7: F = F ∪ {iso}
8: Sub = [C : C ∈ Sub tal que C * B]
9: else
10: S = S ∪ {B}
11: for α ∈ Aut(BL) do
12: F = F ∪ {α}
13: end for
14: end if
15: end for
16: return F

17: function buscarIsos(B,S)
18: for S ∈ S, con |B| = |S| do
19: if hay γ : B→ S isomor�smo then
20: return γ . γ es isomor�smo con el representante
21: end if
22: end for
23: return Null . No tiene representante
24: end function

tipo de de�nibilidad. Esto lo hacemos con el Algoritmo 4.1, lo cual ya nos da
los elementos join-irreducibles o los átomos, según el tipo de de�nibilidad en
cuestión.

Para los demás tipos de de�nibilidad, el procedimiento seria análogo. Generar
el conjunto de mor�smos E basados en los algoritmos del capítulo 3 y saturar
según el Algoritmo 4.1.

4.3. Ejemplos y aplicación

En esta sección mostramos cómo la utilización del paquete permitió conje-
turar una caracterización de las relaciones binarias de�nibles por existenciales
positivas en reticulados distributivos.

4.3.1. Utilizando el paquete De�nability para SageMath

Amanera de prueba de las herramientas utilizamos De�nability para recorrer
todas las relaciones binarias de�nibles en el reticulado 2×2, representado en la
�gura 4.3.1.
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Algoritmo 4.3 Construcción de H como en el Teorema 31

1: S = ∅
2: H = ∅
3: Sub = [C : C ∈ S (AL) , de la mayor a menor cardinalidad]
4: for B ∈ Sub do
5: (iso,H0) = buscarBihomos(B,S)
6: H = H ∪H0

7: if iso 6= Null then
8: H = H ∪ {iso}
9: Sub = [C : C ∈ Sub tal que C * B]
10: else
11: S = S ∪ {B}
12: for α ∈ Aut(BL) do
13: H = H ∪ {α}
14: end for
15: end if
16: end for
17: for A ∈ S do
18: for B ∈ S, con |B| < |A| do
19: for γ : A→ B con γ homomor�smo sobreyectivo do
20: H = H ∪ {γ}
21: end for
22: end for
23: end for
24: return H

25: function buscarBihomos(B,S)
26: H0 = ∅
27: for S ∈ S, con |B| = |S| do
28: bihomo = False

29: for γ : B→ S con γ homomor�smo biyectivo do
30: bihomo = True

31: if γ es un L-isomor�smo then
32: return (γ, ∅) . γ es isomor�smo con el representante
33: else
34: H0 = H0 ∪ {γ}
35: end if
36: end for
37: if ¬bihomo then
38: for γ : S→ B con γ homomor�smo biyectivo do
39: H0 = H0 ∪ {γ}
40: end for
41: end if
42: return (Null,H0) . No tiene representante
43: end for
44: end function
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0

32

1

Figura 4.3.1: Reticulado 2× 2

Al correr el algoritmo de generación de los elementos join-irreducibles de
E2 (2× 2), De�nability nos devolvió las siguientes relaciones:

{(0, 0)}

{(0, 1)}

{(0, 2) , (0, 3)}

{(1, 0)}

{(1, 1)}

{(1, 2) , (1, 3)}

{(2, 0) , (3, 0)}

{(2, 1) , (3, 1)}

{(2, 2) , (3, 3)}

{(2, 3) , (3, 2)}

Aquí se puede notar las ventajas de utilizar el Teorema 36, ya que el reticulado
descripto por estos 10 elementos (representado en la �gura 4.3.2) tiene cardina-
lidad 210 = 1024, ya que son todas las uniones entre elementos join-irreducibles.

En cuanto a los elementos join-irreducibles de E+
2 (2× 2) nos devolvió:

{(0, 0) , (1, 1) , (2, 2) , (3, 3)}

{(0, 0) , (0, 1) , (0, 2) , (0, 3) , (1, 1) , (2, 1) , (2, 2) , (3, 1) , (3, 3)}

{(0, 0) , (1, 0) , (1, 1) , (1, 2) , (1, 3) , (2, 0) , (2, 2) , (3, 0) , (3, 3)}

{(0, 0) , (0, 1) , (0, 2) , (0, 3) , . . . , (3, 0) , (3, 1) , (3, 2) , (3, 3)}

Las cuales pueden ser interpretadas respectivamente como:

∆

{(x, y) : x ≤ y}

{(x, y) : x ≥ y}

A2
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. .
. . . .

...

∅

L× L

Figura 4.3.2: Reticulado E2 (2× 2)

Lo que mediante el Teorema 36, de�ne un subreticulado de E2 (2× 2) anterior,
mucho más pequeño, como se puede ver en la Figura 4.3.3, donde los nodos sin
rellenar son los elementos join-irreducibles devueltos por el paquete.

∆

≤

≤ ∪ ≥

≥

A2

Figura 4.3.3: Reticulado de relaciones binarias de�nibles por existenciales posi-
tivas en 2× 2

Luego probamos en el reticulado 3× 3 representado en la �gura 4.3.4.
Al interpretar los elementos join-irreducibles de E+

2 (3× 3) calculados por
el paquete, nos dio nuevamente:

∆

{(x, y) : x ≤ y}

{(x, y) : x ≥ y}

A2

Lo que representa un reticulado isomorfo al presentado en 4.3.3. Esto nos llevo
a conjeturar el Teorema 43, que probamos a continuación.
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1

0
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64

Figura 4.3.4: Reticulado 3× 3

4.3.2. Caracterización de las relaciones binarias de�nibles

por existenciales positivas en reticulados distributi-

vos

Lema 40. Sea L un reticulado y R una relación binaria no vacía sobre L
preservada por endomor�smos en L. Entonces vale que ∆L ⊆ R.

Demostración. Esto es una consecuencia directa de que para cada a ∈ L la
función de L en L que vale constantemente a es un endomor�smo.

Teorema 41 (Teorema del �ltro primo). Sea 〈L,∨,∧〉 un reticulado distributivo
y F un �ltro. Supongamos x ∈ L − F . Entonces hay un �ltro primo P tal que
x /∈ P y F ⊆ P .

Lema 42. Sea L un reticulado distributivo y R 6= ∅ una relación binaria so-
bre L preservada por endomor�smos en L. Si hay (a, b) ∈ R tal que a � b
(respectivamente b � a), entonces {(x, y) : x ≥ y} ⊆ R (respectivamente
{(x, y) : x ≤ y} ⊆ R).

Demostración. Fijamos (a, b) ∈ R tal que a � b, y sean c, d ∈ L tales que c ≥ d.
Veremos que (c, d) ∈ R. Por el Teorema 41 hay un �ltro primo P que contiene
al �ltro generado por a y además b /∈ P . De�nimos h : L→ L por

h (x) =

{
c si x ∈ P,
d si x /∈ P.

Es fácil ver que h es un endomor�smo. Finalmente como (a, b) ∈ R y h preserva
R, (h (a) , h (b)) = (c, d) ∈ R.

Teorema 43. Sea L un reticulado distributivo y R una relación binaria sobre
L de�nible por un fórmula existencial positiva en L. Se da una de las siguientes:

R = ∆,

R = {(x, y) : x ≤ y},

R = {(x, y) : x ≥ y},
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R = {(x, y) : x ≤ y} ∪ {(x, y) : x ≥ y},

R = L× L.

Demostración. Si R ⊆ ∆, por el Lema 40 R = ∆.
Si R ⊆ {(x, y) : x ≤ y}, pero R * ∆, hay (a, b) ∈ R tales que a < b, luego

a � b y por el Lema 42 R = {(x, y) : x ≤ y}. Análogo para R ⊆ {(x, y) : x ≥ y}.
Si R * {(x, y) : x ≤ y} y R * {(x, y) : x ≥ y}, aplicando dos veces el Lema

42 {(x, y) : x ≤ y} ∪ {(x, y) : x ≥ y} ⊆ R. Si además (a, b) ∈ R pero a � b y
a � b, tomamos (c, d) ∈ R, si son comparables ya están en R por lo anterior. Si
son incomparables aplico dos veces el Teorema 41 y tomamos dos �ltros primos
P y Q tales que a ∈ P pero b /∈ P y b ∈ Q pero a /∈ Q. Ahora de�nimos la
siguiente función

h (x) =


c ∨ d si x ∈ P ∪Q
c si x ∈ P −Q
d si x ∈ Q− P
c ∧ d si x /∈ P y x /∈ Q

que fácilmente puede verse que es un endomor�smo. Por lo tanto como (a, b) ∈ R
y h preserva R, (h (a) , h (b)) = (c, d) ∈ R. Por lo tanto R = L× L.
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Capítulo 5

Documentación de
De�nability

En este capítulo, exponemos la herramienta que desarrollamos que imple-
menta los algoritmos de los Capítulos 3 y 4.

5.1. Introducción

De�nability es un paquete que desarrollamos para SageMath, un software
matemático licenciado bajo la GPL. Nuestro paquete implementa los algorit-
mos vistos en las secciones anteriores, permitiendo, dada una clase de estruc-
turas, decidir de�nibilidad o generar las álgebras de Lindenbaum de relaciones
de�nibles.

5.2. Arquitectura del paquete

Nuestro paquete se basa en parte en las librerías desarrolladas por Peter
Jipsen para utilizar Minion, Universal Algebra Calculator, Mace4 y Prover9
desde SageMath disponibles en http://math.chapman.edu/∼jipsen/sagepkg/.

El paquete se desarrolla en https://github.com/pablogventura/de�nability.

5.2.1. Programas externos necesarios

De�nability, así como SageMath han sido desarrollados en Python 2.7, por
lo que necesitan del interprete instalado. El paquete se desarrolla en un repo-
sitorio Git, por lo que se necesita una instalación de éste para poder descargar
el paquete. Como De�nability es un paquete desarrollado para SageMath, se
necesita de una versión funcional de éste sobre la cual instalar el paquete. Ade-
más, utiliza interfaces con otros programas. Particularmente utiliza Minion, y
LADR (interfaz de línea de comandos de Prover9, Mace4, y otros programas).
De�nability ha sido probado en versiones particulares de estos programas y no
se sabe si funcionara en otras. Las versiones utilizadas son las siguientes:

Git 2.1.4

47
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Python 2.7.9,

SageMath 6.7,

Minion 1.8,

LADR versión de noviembre de 2009.

En la siguiente sección explicaremos nuestra motivación detrás de desarrollar
un paquete para SageMath y en las siguientes dos secciones explicaremos bre-
vemente qué hacen los programas Minion y LADR.

5.2.1.1. SageMath

SageMath [Developers 2016] es un software matemático libre licenciado bajo
la GPL, con el objetivo de ser una alternativa libre a Magma, Maple, Mathe-
matica y Matlab.

Se trata de un software en pleno desarrollo que incluye herramientas para
trabajar con reticulados y muchas otras estructuras algebraicas por lo que nos
pareció interesante utilizarlo como base para nuestra herramienta.

5.2.1.2. Minion

Minion [Gent, Je�erson y Miguel 2006] es un solucionador de CSP, rápido
y escalable respecto del incremento del tamaño del problema. Es un soluciona-
dor de propósito general con un lenguaje de entrada muy expresivo. Minion es
software libre, licenciado bajo la GPL 2.

En nuestro caso utilizamos la interfaz con Minion a la hora de resolver nues-
tros CSP para buscar mor�smos.

5.2.1.3. LADR

LADR es la interfaz de línea de comandos para Prober9 y Mace4[McCune
2005�2010]. Prover9 es un probador automático de teoremas para primer orden
y lógica ecuacional y Mace4 es un software capaz de encontrar modelos �nitos
y contraejemplos, licenciados bajo la GPL 2.

En nuestra herramienta solo se utiliza la interfaz con Mace4. Esto es para
generar automáticamente modelos de teorías de primer orden.

5.2.2. Módulos y organización del código fuente

Cada archivo .py en la carpeta src implementa los siguientes módulos:

config Maneja las rutas para acceder a Minion y a LADR.

minion Implementa la interfaz con Minion.

mace4 Implementa la interfaz con LADR, para utilizar Mace4.

fotype Implementa los tipos de primer orden

model Implementa la clase FO_Model que representa las estructuras de primer
orden.
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fotheory Implementa las teorías de primer orden.

functions Implementa la clase general de las funciones, de las que heredan los
mor�smos y las funciones y relaciones de primer orden.

fofunctions Implementa las funciones y relaciones de primer orden.

morphisms Implementa los mor�smos.

constellation Implementa la clase Constellation que representa a la clase
de estructuras K, y contiene las implementaciones de los algoritmos vistos
en el Capítulo 3.

lindenbaum Implementa los algoritmos de generación de álgebras de Linden-
baum presentados en el Capítulo 4.

examples Incluye algunos ejemplos de estructuras, y de tipos de primer orden
utilizados fundamentalmente para testing.

fotheories Incluye varias teorías de primer orden, para generar estructuras
automáticamente mediante Mace4.

sage_to Implementa entre conversión de estructuras algebraicas de Sage a nues-
tra clase FO_Model.

5.3. Instalación

5.3.1. Instalación del paquete en SageMath

Ahora mostraremos los pasos para la instalación de nuestro paquete a través
de comandos por consola en Linux, ya que SageMath no ha sido portado a otros
sistemas operativos.

Suponiendo que tenemos instalado SageMath en la ruta absoluta SAGEDIR,
nos movemos al directorio donde se quiere descargar el paquete De�nability,
seguimos los siguientes comandos para instalar el paquete en nuestra instalación
de SageMath:

$ git clone --branch v0.5.0- alpha https :// github.com/

pablogventura/definability.git

$ cd definability/package

$ ./ make_spkg.sh

$ mv definability -hash.spkg SAGEDIR

$ cd SAGEDIR

$ ./sage -i definability -hash.spkg

5.4. Uso del paquete

Una vez instalado el paquete basta con arrancar Sage con el comando:

$ ./sage

y una vez en la consola de Sage, importamos el paquete con el comando:

import definability
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5.5. Generación y entrada de estructuras

Al momento de ingresar estructuras para su chequeo puede optar por la
generación automática de estructuras a partir de una teoría de primer orden
mediante la interfaz a Mace4, o la entrada de una estructura en particular
manualmente.

5.5.1. Generación de estructuras a partir de una teoría de

primer orden

Para de�nir un objeto del tipo FO_Theory que implementa a una teoría de
primer orden basta con un nombre, una descripción, y una lista de axiomas en
la sintaxis propia de Mace4. Por ejemplo para de�nir la teoría de reticulados
bastaría con la siguiente línea:

Lat = definability.FO_Theory("Lat",

"Lattices",

['(x v y) v z = x v (y v

z)',

'x v y = y v x',

'(x^y)^z = x^(y^z)',

'x^y = y^x',

'(x v y)^x = x',

'(x^y) v x = x'])

Ahora para recorrer los reticulados (�ltrando isomor�smos) basta con lla-
mar al método find_models con la cardinalidad buscada, el cual devuelve un
generador. Por ejemplo para recorrer los reticulados de 5 elementos basta con

list(Lat.find_models (5))

que devolverá una lista con todos los reticulados de 5 elementos �ltrando iso-
mor�smos.

Nuestro paquete incluye una gran variedad de teorías de primer orden ya
cargadas en el modulo fotheories. Por ejemplo: Lat para reticulados, Graph
para grafos, Grp para grupos, etc. La lista completa se puede revisar mediante
listar el modulo fotheories de nuestro paquete con el siguiente comando:

dir(definability.fotheories)

5.5.2. Entrada manual de una estructura

Supongamos que queremos ingresar manualmente el reticulado 2×2. Lo pri-
mero es de�nir el tipo de primer orden al que pertenece. Para crear un objeto de
la clase FO_Type basta con pasar dos diccionarios, el primero para las funciones
y el segundo para las relaciones. Los diccionarios contienen las aridades y se
indexan por los símbolos correspondientes. Por ejemplo, para de�nir el tipo de
los reticulados, junto con una relación unaria P para chequear:

tlat = definability.FO_Type ({'v': 2, '^': 2},{"P":1})

Luego se debe de�nir un universo para la estructura, como por ejemplo

universe = [0,1,2,3]
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Luego se necesitan de�nir las funciones supremo e ín�mo, y una relación
unaria P para su chequeo.

Una función, implementada por la clase FO_Operation se puede de�nir me-
diante un diccionario con claves de tuplas que apuntan al valor de la función, o
en el caso de funciones binarias, una matriz A donde el valor Ai,j se correspon-
de a la función evaluada en (i, j). Para de�nir una relación utilizando la clase
FO_Relation basta con una lista de las tuplas que pertenecen a la relación y el
universo sobre el que la relación está de�nida.

Como ejemplo, de�nimos el ín�mo y el supremo utilizando cada una de las
maneras para de�nir funciones, y de�nimos la relación P :

meet = definability.FO_Operation ({(0, 0): 0,

(0, 1): 0,

(0, 2): 0,

(0, 3): 0,

(1, 0): 0,

(1, 1): 1,

(1, 2): 2,

(1, 3): 3,

(2, 0): 0,

(2, 1): 2,

(2, 2): 2,

(2, 3): 0,

(3, 0): 0,

(3, 1): 3,

(3, 2): 0,

(3, 3): 3})

join = definability.FO_Operation ([[0,1,2,3],

[1,1,1,1],

[2,1,2,1],

[3,1,1,3]])

rP = definability.FO_Relation ([(2,), (3,)], universe)

Notar que al de�nir rP estamos pasando una lista de 1-tuplas que de�nen a la
relación y además el universo sobre el que está de�nida.

Finalmente, para de�nir el reticulado basta con hacer:

lat2x2 = definability.FO_Model(tlat ,

universe ,

{'^': meet ,

'v': join},

{'P': rP})

5.6. Chequeo de de�nibilidad

Una vez de�nidas las estructuras, para chequear de�nibilidad se utiliza un
objeto de la clase Constellation, pasando una lista de las estructuras en K. Es-
ta clase implementa los algoritmos vistos en el Capítulo 3. Por ejemplo siguiendo
con el ejemplo anterior:

c = definability.Constellation ([ lat2x2 ])
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Para chequear de�nibilidad están los siguientes métodos:

is_existential_definable

is_existential_positive_definable

is_open_definable

is_positive_open_definable

los cuales toman dos tipos L ⊆ L′ para decidir de�nibilidad de las relaciones del
tipo L′ − L en L, y devuelven una tupla con un booleano y un contraejemplo,
si es que lo hay.

Los tipos de primer orden implementados por FO_Type, tienen implementada
la operación �+� como la unión de tipos. Esto permite de�nir más cómodamente
el tipo L′.

Por ejemplo para chequear de�nibilidad abierta de la relación P :

c.is_open_definable(tlat ,tlat + definability.FO_Type

({},{"P":1}))

Lo cual en particular es falso, por lo que el paquete devuelve la tupla:

(False , Embedding ([0] -> 2,

FO_Type ({'v': 2, '^': 2},{}),

antitype= ['P'],

Injective , ))

Donde devuelve un contraejemplo, ya que el embedding del subreticulado
formado por el elemento 0 en el subreticulado formado por el elemento 2 (un
isomor�smo entre subestructuras de 2× 2) no preserva P , negando el Teorema
14.

5.7. Generación de álgebras de Lindenbaum

Para la generación de las álgebras de Lindenbaum desarrolladas en el capítulo
4 el paquete dispone del modulo lindenbaum.

Este modulo contiene las siguientes funciones:

ji_of_existencial_definable_algebra genera los elementos join-irreducibles
de En (K) .

ji_of_existencial_positive_definable_algebra genera los elementos join-
irreducibles de E+

n (K).

atoms_of_open_definable_algebra genera los átomos de Opn (K).

ji_of_open_positive_definable_algebra genera los elementos de Op+
n (K)

que son join-irreducibles.

Estas funciones toman un objeto del tipo Constellation que determina K, un
tipo para los mor�smos en cuestión y una aridad.

Por ejemplo para obtener los elementos join-irreducibles del reticulado de
relaciones ternarias de�nibles en 2× 2 bastaría con la siguiente línea:
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definability.lindenbaum.

ji_of_existencial_positive_definable_algebra(c,

definability.examples.tiporet ,3)

Lo cual devuelve una lista de 22 relaciones join-irreducibles, que acortamos
como ejemplo:

[Relation ([0, 0, 0],

[1, 1, 1],

[2, 2, 2],

[3, 3, 3]),

.

.

.

Relation ([0, 0, 0],

[0, 1, 1],

[0, 2, 2],

[0, 3, 3],

[1, 0, 0],

[1, 1, 1],

[1, 2, 2],

[1, 3, 3],

[2, 0, 0],

[2, 1, 1],

[2, 2, 2],

[2, 3, 3],

[3, 0, 0],

[3, 1, 1],

[3, 2, 2],

[3, 3, 3])]
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Capítulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

En este trabajo se hicieron los siguientes aportes:

Se probaron resultados para la construcción de un conjunto generador del
conjunto de mor�smos a revisar para de�nibilidad abierta y de�nibilidad
abierta positiva.

Se desarrollaron algoritmos para decidir de�nibilidad de relaciones en pri-
mer orden, en fórmulas abiertas, abiertas positivas, existenciales y exis-
tenciales positivas.

Se desarrollaron los respectivos algoritmos para obtener el álgebra de re-
laciones de�nibles en cada fragmento de primer orden mencionado ante-
riormente.

Se desarrolló una herramienta que implementa dichos algoritmos.

Al probar la herramienta, se conjeturó y luego se probó una caracteri-
zación de las relaciones binarias de�nibles por existenciales positivas en
reticulados distributivos (Teorema 43).

Dado lo inicial de la investigación, las conclusiones tienen que ver con la dirección
futura de la investigación y las preguntas interesantes que han surgido durante
este trabajo, que se encuentran en la siguiente sección.

Por otra parte, resulta muy alentador que el primer ejemplo visto seriamente
haya permitido conjeturar el Teorema 43. Esperamos que sea una herramienta
muy útil como asistente de investigación para problemas de de�nibilidad.

6.2. Trabajo futuro

La experiencia durante el desarrollo nos ha hecho notar que la gran parte
de los cálculos provienen del cálculo de mor�smos. En relación a la incidencia
que puedan tener propiedades de K en la complejidad de decidir de�nibilidad
es interesante destacar el extenso trabajo existente acerca de la complejidad
computacional del CSP (ver, e.g., [Creignou, Kolaitis y Vollmer 2008]). Es de

55
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esperar que si el problema de calcular mor�smos para la clase K (y estructuras
derivadas) está bien condicionado, esto tendrá un efecto positivo sobre el costo
computacional de nuestro problema. Un artículo que merece mención especial es
[Idziak y col. 2010], en donde se demuestra que el cálculo de mor�smos se puede
resolver en tiempo polinomial si se cuenta con la existencia de términos con
ciertas propiedades ecuacionales (cube terms). Una situación particular donde
se cuenta con cube terms es bajo la presencia de un Near-Unanimy term, como
por ejemplo en el caso de estructuras que tienen un reducto de reticulado. Debido
a esto resulta interesante el desarrollo de algoritmos que decidan de�nibilidad
para este tipo de estructuras. Recientemente se ha demostrado que la presencia
de cube terms es decidible [Horowitz 2015], aunque, dada la naturaleza teórica
de este resultado, no está claro si el algoritmo descubierto tiene la e�ciencia
su�ciente para que resulte relevante a nuestros propósitos.

Esperamos desarrollar los algoritmos para decidir de�nibilidad por conjun-
ción de atómicas y por primitivas positivas, que nos quedaron pendientes.

También, queda pendiente explorar y aprovechar en la implementación, la
interacción entre los diferentes tipos de de�nibilidad. Queda muy claro que hay
una jerarquía entre ellas que podría ser aprovechada, al calcular diferentes tipos
de de�nibilidad sobre la misma clase K.

También esperamos explorar mejores implementaciones para la generación de
subestructuras, por ejemplo estudiando los algoritmos utilizados por el Universal
Algebra Calculator [Freese, Kiss y Valeriote 2011].

Esperamos también continuar el estudio de la de�nibilidad existencial posi-
tiva en reticulados distributivos, investigando los casos de mayor aridad.
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