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Reglas de transformacion para diagramas

Alerandra Cirnelos™

Una clasificacién frecuente de los sistemas 16gicos formales, es decar aquellos construidos en
base a la exigencia de exphcitar con precision tanto los elementos primitivos del sistema como sus
reglas de formacion de férmulas y sus reglas de nferencia -y los axiomas, s1 se tratara de un ststema
axioméitco- con el fin de contar con un mstrumento que garantice demostraclones correctas y
tigurosas, los divide entre sisternas sinticnicos y sistemas semédnticos, segin el tipo de reglas de
inferencia que el sisterna unlice’ Las reglas smtdcticas, como puede apreciarse en el sistema de
Deduccién Natoral de Gentzen, autorizan, a partir de certos simbolos o de combinaciones de
simbolos, Ia obtencién de nuevos esquemas por medio de la introduccién o de la ehminacién
de una conectiva légica. Por ejemplo, la regla “Introducaién de la Conjunadén” establece que

(17,85

s1 tenemos un esquema A y otro B, podemos mtroducr el signo y obtener una nueva flf
(férmula bien formada), A © B, Las reglas mstruyen qué combinaciones estin perrmindas y cuales
no. La ausencia de cualquier referencia a un estado de cosas, reales o imaginadas, es patente aqui,
ya que de lo Unico que se trata es de la relacién de los signos entre si. Los sistemas formales que
utlizan reglas semdnticas, en cambio, mntroducen en éstas el componente denotativo del valor
de verdad. De esta manera, sistémas como las tablas seminticas requeren que las condiciones
de verdad de los esquemas sean formalmente exphcitadas y de acuerdo a su valor de verdad se
aplicard una regla de verdad o una regla de falsedad. Esta distincion entre sitaxis y semantica
aparece con clandad en los sistemas menctonados, sin embargo, sobre todo debido a razones
histéricas?, no se presenté de manera ninda para Iégicos como Euler, Venn 6 Peirce, especialmente
st consideramos que estos autores elaboraron sistemas diagramatcos y hubieron de crear reglas
para mampular figuras y no esquemas de un calculo formalizado hnguisticamente.

Desde fines del siglo pasado, las mvestigaciones en logica sobre la inferencia heterogénea y la
mferencia diagramatica han sefialado fa necesidad de precisar las reglae de transformacién pata
es0s slstermnas, precisién que, Como vimos, estd presente en los sistemas hinguisticos. Por ello, en
el presente trabajo se mostraran algunos ejemplos de reglas para diagramas que, al estar exentas
de la confusién entre sintaxis y semdantica, contribuyen a la construcadn de pruebas vélidas
conservando su visualizacion, que es la caracreristica distintiva de.los mencmnado_é sisternas,

S1 se quiere contar con un sistemna diagramatico que realice demostraciones sigurosas como lo
hacen los sistemas Linguisticos, tan ampliamente desarrollados, es necesano llevar a eabo la tarea
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de formalizacién de los mismos. Esta formahzacién implica que la sintaxis y la semintica del
sistema estén definidas v nindamente diferenciadas.

En la evolucidn de los diagramas a partr de Euler hasta la actuahidad, puede verse la constante
biisqueda de sistemias de demostia¢in diagramiticos que integren la capacidad expresiva necesatia
para obtener demostraciones vahdas, con la claridad visual que hace que dichas demostraciones
se vuelvan 2 la vez inttivas.

Laidea de utihzar diagramas y figuras en general tene por fin explotar la capacidad de visualizar
en ellos los conceptos mis abstracros. Dice Martin Gardner a este respecto:

“El diagrama l6gico es una figura geométrica bidimensional que muestra relaciones espaciales
1somoeficas con la estructura de un enunciado légico, Estas relaciones espaceales son usualmente
de caricter topologico, lo-¢ual no es sorprendente en vista del hecho de que las relaciones l6gicas
son las relaciones primitivas subyacentes en todo razonamiento deductvo, y que las propiedades
topoldgicas son, en cierto sentido, las propiedades fundamentales de las estructuras espaciales,
Los dugramas Iégicos se hallan con respecto a las dlgebras 16gicas en la misma relacién en que
los grificos de curvas se hallan con respecto a sus formulas algebraicas, se trata simplemente de
otros modos de simbolizar la misma estructura basica™

Uno de los métodos grificos mis utilizados para deadir st un razonamiento silogisnco es
vilido o no, lo constituyen los diagramas de Venn. Su antecedente se encuentra en el trabajo
de Euler en el 8. XVIII quien uulizé circulos para representar conjuntos de objetos donde la
relacién que puede establecerse entre tos objetos de distinitos conjuntos es representada por
la relacion espacial que adopran los circulos y que tienen la caracteristica de ser visualmente
comprensibles.*

Los circulos de Euler expresaban visualmente los enunciados categdricos umtversales. sin
ninguna dificultad con tespecto ala comprension de la relacion entre sus términos, pero la
representacion para los enunciados particulares presentaba una notoria ambiguedad al momento
de hacer cletras fefencias o probar la validez de 2lgin razonamiento que volucrara a estos
ulumos. Asi, se producian dervaciones andmalas, como por ejemplo nferir a partr del mismo
grifico dos afirmaciones contratias’.

Venn (1834-1923) advirué las lumstaciones expresivas de los circulos de Enler y propuso un
sistema sumilar para representar conjuntes, ¢l cual, al méroducir-como nuevo vbjeto suitetcn el
sombreado para denotar la clase vacia, mcrementa el peder expresivo del sistema, Una decisién
mmportante de Venn fue tomar come punto de partida circulos iatersecados como diagrama
basico donde no aparece ninguna informacidn sino gue puede verse como el espacio de rodas las
relaciones posibles entre conjuntos. A este diagrama basico se le 1rd mntroduciendo el sombreado
como forma de expresar la mformacidn de los envnciados universales.

152




Pewrce (1839-1914), en una nueva contribucidn a esta evolucidn de los sistemas diagraméticos,
mtrodujo nuevos elementos sintdcticos para aumentar aiun mds la capacidad espresiva de los
diagramas al introducir el simbolo x para el importe exsstencial, la linea — para la nformacion
disyuntiva y el o para expresar el conjunto vacio en reemplazo del sombreado de Venn, aunque
esta ganancia de poder exprestvo produjo una gran pérdida de visuahizacion

Esta pérdida de visualizacién ha mouvado a nuevos 1nvestigadores —entre los cuales Sun-Joo
Shin es una de las principales representantes del enfoque sobre el razonamiento heterogéneo- a
continuar la busqueda del equilibrio entre los dos factores, exprestvidad y wsualizacidn, para
Jos sistemas 16gicos diagramaticos, destacindose como una tarea imprescindible la necesidad de
espectficar reglas precisas para la mamipulacién de los elementos del sistema. Shin ha sefialado
que las primeras de estas reglas esbozadas por los légicos mencionados presentan una ewdente
confusién entre el aspecto sintictico y el semdntico, indicarido que fue Peirce el pnmero en darse
cuenta de la necesidad de formular reglas de transformacién para diagramas que funcionaran
como las reglas del glgebra, es decut, que autorizaran ciertos cambtos bajo clertas condiciones,
sin embargoe, sus formulaciones no estin exentas de ambigiiedad (Slun,1994:24). Para flustrar
la citada mmprecisidn entre las caracteristicas sinticucas y semdnticas, he elegido la cuarta regla
de transformacion -de sets en total- que Peirce introduce como contribucién al sistemna de los
diagramas de Venn. Dicha regla enuncia lo sigmente: “cuando mis de un simbolo estd escrito
en el mismo compartimento’, podemos transformar un diagrama de vartas maneras, como las
sigulentes:

Suponga que los simbolos del mismo comparumento son de la misma clase, ya sea ligados o
separados. Entonces, son equivalentes a escribir uno solo de ellos.

Suponga que son dos signos diferentes: j

(1) Suponga que estan conectados entre si. Eatonces podemos borratlos o dejarlos, ya que no
son equivalentes 2 ningln signo en absoluto.

{2) Suponga que estin separados eatre si. Entonces esto constituye un absurdo.

(3) Suponga que dos clases diferentes de signos se conectan con otros signos, digamos, P y Q,
respectivamente. Entonces podemos borrar los dos signos contrartes y conectar P y Q7 (Shun,
1994.30). :

En el primer ftem de la segunda cliusula de esta regla se autoriza a borraro dejar los sighos
diferentes igados gue estin marcados dentro dela misma drea, o cual constituye una transformacu?n
sintactica, pero la aclaracidn que le sigue pertenece 2 la seminnca ya que aqui “equivalencia” se
refiere a un estado de cosas que las diferenties expresiones puestas juntas denotan, y en este caso
significa que no denotan nada, razén por la cual podemos seguir cualquiera de las dos acctones.

En el segundo {tem 1ntroduce el término “absurdo”, claramente estd asurniendo que la presencra




de ambos signos en la misma Area no puede ser aceptada porque cada signo diferente denota no
s¢lo hechos diferentes sino, ademds, que son contradictorios entre si

La superacién de la confusién enere los distintos planos puede lograrse, como se ha sugendo,
mediante la formalizacién del sistema diagramitico -cualquiera sea este- teniendo en cuenta los
sigulentes aspectos:

En primer lugar, necesttamos definur la sintaxis del sisterna donde se presentardn los objetos
diagramaticos primitivos pertenectentes al msmo, las reglas de formaadn de diagramas que nos
indicardn qué diagramas estin permitdos y qué combinaciones de ellos pueden hacerse (y en
este sentido hablaremos de diagramas bien formados o dff), y las reglas de transformacién o de
inferencia, cuyas Instrucciones nos perputirdn, a partr de v diagrama dado, obtener otro, la
validez de estas reglas debe garannzar que los d:iag_ra.mas obtenidos sean una consecuencia Iéglda
de los diagramas de partida.

En segundo lugar, como se trata de un sistema logico de representacién, el objeuvo es
lograr denmiostraciones de cterto. tipo de razonamuento, Para esto s imprescindible contar con
una semantica del sistema que nos sefiale el significado de sus objeros primitivos, es decir, que
establezea acerca de qué habla el sistema y que oftezca una fundamentactén de la telacién de
consecuencia logica

El trabajo de Tarskt concerntente a la defimaén de la verdad y a los fundamentos de la
seméntica, hizo posible, 2 partir de los afios “30 del siglo pasado, que los sistemas sumbélicos
contaran con ung teoria sélda que vino a ser el fundamento de la validez de las reglas de
transformacién de formuias pertenecientes a esos sistemas v, de esta manera, para qué con la
aplicacién de estas reglas se lograran demostraciones nfalibles: Pero este éxuto logrado en los
sistemas hinguisticos fallaba en los sistemas diagramdocos, reforzando, asi, un arraigado prejuicio
contra el uso de figuras y su fecundidad en las demostraciones.

Hasta que Barwise y Etchemendy no emprendieron un anilisis semintico. que fuera
independiente de las formas de represértactén en los sistemas ldgicos, no pudo superarse la
confusién de los miveles sintactico y semanuaco en los sistemas diagramdticos y heterogéneos.
Estos investigadores elaboraron una teoria de la inferencia basada en la informacién que consiste
basicamente en afirmar gue una inferencta valida es el proceso de extracaién de una nformaeidn
a parttr de otra mformacién dada, mdependientemente de la forma de representacion en que se
halla expresada esa informacion, ya sea por ejemplo que esté expresada en un lenguaje o bajo
la forma de diagramas, o ambas cosas a la vez La estructura matematica de esta réoria contiene
cinco principios de inferencia bisicos que representan el flujo de la mformacién: Datos, Suponga,
Subsuma, Confluir y Recondeer como Posible, mstalindose con éstos en un meta nivel respecto




del anfhsis semdntco Hevado 2 cabo por Tarski, para quien la semédntica se establecia para cada
sistema indvidualmente, st antes para cada sistema debia jusuficarse la vabidez de las reglas
sinticucas, con este nuevo enfoque de la inferencia puede hablarse de una semintica que jusnfique
la amplia gama de razonamientos validos, ya sean formales o informales (por ejemplo los de la
vida condiana), inguisticos o no-linguisticos. Se habla a este respecto de un mivel informacional
vy semantico iibre de sistema (uformatonal and system-free semantsc levely para contraponerlo al nivel
sintdcico y semanneo relativo al sistema (syntaciic and system-related semaniie level). BEn este contexto
es de esperarse que las reglas de transformacion no puedan ser las mismas, de lo contrario
estarfamos tratando a los sistemas no-linguisticos como sistemas hinguisticos, lo cual ha sido,
segun Shin (Shin;2002), una de las caysas de la ambiguedad presente en los prumeros sistemas
dragramancos. Al comparar los elementos prmvos de los sisteras lingtisticos con los de
los diagramdticos resulta claro pensar que con fan pocos objetos primitivos en estos wltimos
—supongamos que adoptamos el circulo para denotar conjuntos y algunos pocos objetos més-
pueda generarse confusién al tratar de determinar a qué conjunto de elementos se refiere un
circulo en cada paso de una demostracidn. Para evirar esta ambiguedad se introduce un medio
sintdctico que es la “relacién de contraparte”, la cual nos permutird determunar por e]emp.lo
que dos objetos del nusmo tipo —dos circulos- se refieren al mismo conjunto o, de lo contrario,
denotan conjuntos diferentes, apoyindose para ello en la relacion de equivalencia entre regiones
basicas.

Se distinguen tres upos de dreas en un diagrama: regidn, region bdsica y region minma. Unz region
es cualquier drea cerrada que estd dentro de un diagrama, una regron bdsica es el drea encerrada
por el rectangulo o por un circulo (en caso de que ambos sean objetos primitvos de un sistemal;
v una regon minma es la region dentro de la cual no existe mnguna otra region.

Con el propésito de ijustrar como pueden elaborarse reglas para un sistema 16gico que
trabaje con elementos visuales, se usard un sistema diagramatico ad-boc {el sistema DM’} para
la demostracidn de razonamuentos silogisticos, que consiste en una modificacién de lo que en
los libros de texto se conoce como diagramas de Venn En DM, como se verd, el sombreado
fue reemplazado por un desplazamicnto de los circulos para representar a los enunciados
universales y se conserva la x para representar epunciados partculares. El interés es mostrar un
sistema diagramauco muy sencillo pero que sea visualmente mtuiuvo y cuyas reglas, expresadas
de forma clara, sean suficientes para realizar demostractones nguorosas. Para ello, se adoptan las
convenciones y algunas de las definiciones que utliza Shin en su presentacién del sistema Venn

1, de su autoria®,




Objetos primitivos:

Reglas de formacién de diagramas:

Sea 1) el copjunto minimo de diagramas bien formados que debe sansfacer las siguientes
reglas.

RD1: Se tiene un diagrama basico (d4) formado por un rectangulo que contiene tres circulos
ntersecados. El db es un dbf.

RD2: S1 D estd en el conjunto D y D’ resulta de marcar una x en una regién mimma,
entonces D’ estd en el conjunto D.

RD3. S1 D esti en el conjunto Dy D resulta de desplazar un pamer circulo dentro de un
segundo circulo manterrendo la region minma comin a los tres circulos y otra regidén mintma
con el segundo circulo, entonces I est en el conjunto D,

RD4: St D estd en el conunto D y D’ resulta de desplazar slmultaneamente dos circulos
de modo que entre éstos no exista una regidn en comun pero manteniendo ambos una regién
ninima en comun con el tercer circulo, entonces D esta en el conjunto D.

Ejemplos de diagramas”;

X

Rectangulo Circulo Importe existencral

Son diagramas bien formados (dby).

AsT !
C X
C C

; B B

1 ST B

| cA A i~

§ N s .
i :' / X
o |




Son diagramas mal formados (d).

B A c B

c ' c

Reglas de transformacién de diagramas:

Las reglas de transformactén presuponen la relacién sinticnca de “contraparte”, mencionada
anteriormente, que nos garantiza que en la denvacién de un dragrama a partr de otro se haga
referencia a los musmos conjunios. Podemos establecer las siguientes reglas.

RT1. Regla de mntroduccion de una x:

Se puede marcar una x en una regién minima

RT2. Regla de desplazamiento de un circulo.

Se puede desplazar un circulo hasta quedar totaimente contentdo en otro segundo cfrculo, sin
modificar Ja region en mnterseccidn con el tercero, s1la tuviera St se aplica RT2 después de haber
aplicado RT3, el citculo desplazado se separa totalmente del tercero, no quedando ninguna regidn
en comun entre &stos.

RT3: Regla de desplazamiento de dos circuios:

Se pueden desplazar dos circulos simultineamente hasta separarlos entre si, sin modificar la
regi6n en interseccion de cada circulo desplazado con el tercero.

Cada proposicién categénica que ntegra el silogismo uene, en DM, una represefitacion

diagramética precisa, a continuacién se muestran cuadros con los enunciados de los HpOs:
A:Tods A er B,

E: Ningiin A es B, :

I Aliin Aes By

O: Algtin A no es B.

En estos cuadros se compara, ademis, la representacién del sistema DM con el de Venn,
partiendo ambos del mtsmo diagrama bistco que esta compuesto por dos circulos intersecados
que representan los térmnos del enunciado:

Representacion del enuaciadg de tipo A

Circutos bisicos Dhs Venm




En este caso, en DM, se ha aplicado la regla RT2 que mstruye Ia accién de desplazar un circulo
bajo las condiciones especificadas en la regla,

Representacion del engngado de tipo E.

Circudns basicas 311 Venn

\‘ f/-B\‘ /A—‘/;\B
(D) OO @

Enh _representaclén del enunciade de tipo E ambos circulos se separan espacialmente, como
indica Ia regla RT3; como en el caso anterior, debe observarse la condicién de la regla para su
correcta aplicacién en presencea del tercer circulo;

Representacon del enunciado de tipo 1.

Crrredas Bascas DRt Venn

A B
TN ST /’7@"\\

i b
' : Pxd §

Representacion del enunciado de tipo O.

Carcutns basicos DA Vern !
A g8 ‘Z\E B A B

En las afirmaciones existenciales no hay mnguna diferencia entre las representaciones que
pertenecen a uno & otro sistema, pot lo tanto la aplicacién de la regla RT1 de DM procede de la
rrisma manera que lo hace en las demostraciones conocidas como los Diagramas de Venn.

Un ejemplo de denivacidn donde se han aphcado algunas de estas reglas, es el siguente,
donde se demuesera la vahdez del sigutente esquema de sidogismo.
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A B Ningin A es B

Aldosin C es A
Algiin C no es B
c
A C B
A € B

Las reglas citadas uenen, ademas de la garantia del ngor necesanio para hacer demostraciones
evitando la ambiguedad, el objetvo de aprovechar las potencizlidades visuales de los grificos
generando pruebas eficaces e mnunvas a la vez.

Otro ejemplo.nos permutird mostrar como se aprovechan las caracteristcas de las figuras para
lograr una mayor visualizac16n. Se compara, para ello, con una dervacion realizada con el medo
convencional de los diagramas de Venn como se exponen en Jos libros de texto. La de la primera
columna corresponde a DM y la de la segunda columna, a Venn.

Ningrin A es C
A B A B Tods B es.A
: Ningiin B es €
C C
B
A A 8
C
C 3
A 8 A
C
C




Conclusiones:

La mvestigacién sobre el razonamiento multi-modal mniciada por Barwise y Etrchemendy ha
conduado al replanteamiento de mumerosas cuestiones sobre la base de Ia adopaidn de nuevos
presupuestos tedricos relatvos al razonamiento. En el caso particular de los sistemas 16gicos se
considera, desde este enfoque, que los elementos no-lingtlfsticos como los mapas, diagramas,
graficos, y figuras en general, pueden constinuir piezas genumas en las demostraciones, asi como
en la vida diana la mayotia de las veces razonamos usando esos elementos ademds de nuestro
lenguaje nataral.

Eldesarrollo de una semantica basada en el fuyjo delainformacién, jusaficada mateméiticamente,
hizo posible la aspiracién de formalizacidn de los sistemnas heterogéneos y diagramiticos,
formalizacién que parecia ser una prerrogauva de los sistemas sunbolicos. En los sistemas
diagramdticos formalizados, las reglas de transformacidn yuegan un doble e inportante rol: Por
un lado, deben estar formuladas de tal manera que estén exentas de confusidni entre los nveles
sintictico y seminueo, lo cual garanuza demostraciones no ambiguas sino precisas, y pot otro
lado, deben aprovechar Jas caracterisucas visuales de los objetos priminvos del sistema, acercando
Ias pruebas a nuestras mnturciones.

Por 1ltmo, se ha intentado poner en prictica estas 1deas a través de un sistema ad-boc, de
alcance limitado, con la pretension de que sirva, ademas, como un recurso didéctico para mostrar
el beneficio que pueden ofrecer los elementos visuales s1 son watados con el ngor v la precisién
con que son tratados los esquemas de los lenguajes formalizados.

Notas
1 Histéricamente, la extgencia de formalizacton de los sistemas logicos mivo lugar hacia fines del siglo XIX y
comienzos del sigle XX siendo enérgicamente impulsada por la metamatematica de Hilbert, estuvo motivada, en
parte, por et descubrimiento de lagunas légicas en las demostraciones euclidianas —por ejemplo, debido a Iz carencia
del poswlado explicitc de continuidad-, y por la aparicion de los lamados “monstruos maremiticos” —figuras
demostradas matemdticamente pero antimtiitivas, como el caso de la carva de Koch o la curva de Peano- Estos
hechos generaron en muchos filésofos, ademds, un enérgico rechazo a la unlizacidn de figuras en las demostraciones
pot considerarias ambiguas y activamente engafiosas.
2 Cormno se explicard mas adelante, en este trabajo, hubo que esperar ¢l desarrollo de la semantica formal de Tarsks
para los sistemas Hnguisticos formalizados v el desarzollo de la semifniticy basada & el flujo de la informandn de
Barwise y Etchemendy, para que se crearan Ias condiciones hustdricas necesarias para establecer una disuncidn
rigurosa entre los niveles sinticaco y semédatico en la formulacion dé s reglas de cualquier sistema Iogico.
3 Cirado por Ferrater Motz en el Dicdonario de Filosofia, Art. “Diagrimas”
4 Ya Leibniz (1646-1716), un siglo antes de Euler, habia utilizado circulos “eulenianos” Ea ellos mostraba algunas
figuras y modos aunque no contaba con un cileuio logico diagramatico para hacer demostraciones.
5 Por razones de espacio no exhibo los ejemplos aqui, pero puede consultarse el articulo Diagraws en ep.//plato.
stanford.edu/ )
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6 Los simbolos a los cuales se esti refinendo son la x del importe existencial y el & que denota la clase vacia

7 Esta sigla corresponde a “Diagrama Movil” v la idea se inspira en el “modelo mévil” del utdngulo que presenta
R. Amheim en B/ pensamicnio visqal, para demostrat que la suma de los dngulos mternos de todo tridngulo es igual
a 180° (un semucirculo) Dicho widngulo dene dos manecillas méviles que permiten variar el tamarfio y el tipo de
tringulo adoptande cualquiera de sus posibilidades.

8 Shin, con la creacidn de sus sistemas Venn I y Venn II, es la pnmera en elaborar un sistema diagramiaco
formalizado donde ademds demuestra la consistencia v la completud de los mismos.

9 Por razones de espacio, solo se ofrecen algumnos ejemplos.
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