Cemputar y compactar

Horacio Faas*

El golpe asestado por Gidel en 1931 al programa de Hilbert asombré en su momento y ain
sigue asombrando. Como se sabe, sefiala una de las limitaciones méds importantes a los
formalismos y se han propuesto desde entonces varias vias para superarlas. Pero también se
ha naturalizado el asombro, para mostiar que en los sistemas puede uno esperar ciertos
resultados: por ¢jemplo, si el sistema es compacto {expresién de lo infinito mediante lo
finito) se pierden ciertas intuiciones; y si se enfoca a un sistema formal como un programa
de computadora qué produce teoremas se advierte que tal limitacion es natural. En este
sentido, el trabajo se refiere principalmente a los programas elaborados por Chaitin para
computar con una maquina universal de Turing y a cdmo puede mostrarse que el niimero
omega de Chaitin (elaborado sobre la base de la probabilidad de la detencién de un pro-
grama) es absolutamente incomputable, Se trataria de una entidad matematica definible
pero no compactable (en el sentido de compresnble) ¥ que se puede comparar con un enun-
ciado & la Gédel, verdadero pero indemostrable,

La compacidad de un sistema puede definirse como su caracteristica de que la relacién
de consecuencia logica establecida en cualquier caso entre infinitas premisas y conclusion
puede también establecerse entre algin grupo finito de esas premisas v la conclusién. En
general, es considerada como una virtud; ya que hace més manejable la nocion de conse:
cuencia 16gica ;Cudndo agotariamos las infinitas premisas? Pero también plantea limita-
ciones. Algunas inferencias que se catalogarian intuitivamente como validas se pierden por
la compacidad. Quizis el ejemplo més famoso es la regla omega. Supongamos que un pre-
dicado 4 es verdadero de todo nimero natural, 0, 1, 2, ... ; es decir, son verdaderos los
enunciados A(0), A(1), A(2), ... Entonces uno afirmaria sobre esa base “Para todo n, A{n) es
verdadero.” Pero en l6gica clasica esta.no es una inferencia valida ya que este filtimo enun-
ciado no se deduce de ningun subconjunto finito de las infinitas premisas iniciales.

Esa tension entre lo finito y lo infinitd ha constituido un problema y un incentivo per-
manentes a lo largo de la historia de la matematica. Como la finitud es lo dnico manejable,
la propuesta de finitismo que en su momento realizé Hilbert fue ampliamente aceptada por
la comunidad matematica. Aqui sc parfe de una cantidad finita de axiomas, y los signes y
las reglas son también finitos, pero los resultados pueden ser infinitos, al menos potencial-
mente. Por desgracia, en 1931 Godel demostré que todo sistema finitista es incompleto.
Para ello construy6 (con medios finitistas) un enunciade que dice de sf mismo que es inde-
mostrable, ¥ que es expresable como un enunciado de la teorfa de niimeros. A él mismo le
corresponde un nimero, que luego fue llamado un ndmero de Godel.
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El sorprendente resultado de Godel fue aceptado recelosamente por muchos mateméti-
cos ¥ légicos (incluyendo a Hilbert), pero otros, como von Neumann, lo acogieron plena-
mente. Turing, preocupado por problemas similares, logrd incorporarlo como derivado de
uno de sus teoremas mas inesperados: Es imposible suministrar un método general que
indique para todo programa de computacién si se detendrd o no. Lo que antecede ¢s una
version traducida a lenguaje actual de algo que Turing habia afirmado para sus mdquinas,
llamadas luego maguinas de Turing. EI problema al que se referia es el problema de la
detencién (haling problem).

Pero lo destacable aqui, como también lo comrespondiente a los trzbajos coetaneos de
Church y de Post, era que aquel resultado comenzaba a aparecer repetidamente en enfoques
diferentes (que luego se nrostraron como equivalentes entre si), surgia cada vez mas “natu-
ralmente”,

Mas recientemente, Gregory Chaitin ha mostrado gue el teorema de incompletud de
Gadel era algo de esperar en in $iStema dpoyandose en su téorid dlgoritmica de Ja informa-
cién. Segin él mismo declara, ha seguido los pasos de Godel v de Turing, pero se ha valido
ahora de las herramientas concretas que son las computadoras digitales para arribar a esos
resultados.

Yo he preparado un par de maquinas de Turing muy simples, las més simples de todas,
para ayudar a presentar algunas de las ideas de Chaitin. Recuérdese que una miquina de
Turing consta de una cinta infinita en ambas direcciones en la que aparecen los datos v log
resultados de las operaciones, y que estas operaciones son solamente, para nuestro case,
moverse un lugar a la derecha, moverse un lugar a la izquierda, borrar un signo o poner un
signo. Los lugares de la cinta, por comodidad, se representan por cuadraditos, y la posicion
de la maquina por una flechita. La médquina opera solamente sobre un cuadro por vez.

f

Las méquinas se representardn aqui por sus instrucciones escritas: grupos de cuatro. ca-
racteres. Las he elegido bastante tontas, pero ilustrativas de lo que quiero: una de ellas lee
un cuadre en blanco, le escribe un palote v alli se queda; la otra sélo se-corre de cuadro en
cada instruccién. Una de ellas se detiene, la otra, no, y ello es facilmente previsible en los
casos elegidos.

Recordemos que cuando se definen méaquinas de Turing por cédigos lingitisticos, cada
renglén empieza y termina con indicaciones de estados (llamémosles primero y cuartd
lugar}, v en los que llamaremos lugares segundo y tercero hay: en ¢l segunde, lo que la
maquina percibe en el lugar de la cinta en que se encuentra (lo finico que puede percibir,
por otra parte), y en el tercero, qué debe hacer ante esa situacion dada por el estadoy 1o que
percibié. Supengamos, por ejemplo, un par de méquinas de Turing extremadamente $im-
ples, una de las cuales se detiene v la otra, no. Presentdré a ambas por sus codigos lingiiisti-
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cos, con las siguientes convenciones habituales dadas por la Tabla 1 (los finicos signos que
aparecen en la cinta de la maquina son el blanco - i.e. €l cuadro vacio - y el palote —repre-
sentado por una A):

Tabla |

Simbolo Explicacion

S Estado de la maquina. En el lugar de la I;tra n va un admere entero
positivo que indica cudl es el estado.

D Instrucciéa de que se corra un lugar hacia la derecha sobre la cinta.

I {dem hacia Iz izquierda.

B | Si aparece en el segundo lugar del renglén, indicacion de que alli
no hay nada; si en ¢l tercero, indicacién de que hay que borrar lo

| que haya.

A Si aparece en eI seﬂundo lugar del renglén, md:camon de que alli
hay un palote (* '); si en el tercero, indicacion de que tiene que
haber uno.

Convengamos en que el estado inicial de las maquinas es siempre §,.

Méquina 1z
SeBAS,

fSoBDSQ

La maéquina 1 inicia su actividad frente a un espacio en blanco, pone alli un palcte y se
deticne. La 2, frente a Ja misma situacion, se corre un lugar 2 la derecha, pero como alli
encuentra nuevamente esa situacién, hace lo mismo y ya no se detiene nunca.

Si se escribe la descripeion de 1a midquina 1 en cédigo ASCIL, letra a letra y nlimero a
riltmero concatenados, resulta un numeral binario de cierta longitud,

Las mdquinas mas complicadas tienen por supuesto muchos renglones, pero se puede
concatenar los renglones en su orden vy resulta también un numeral binario.

Desde Turing s¢ ha llamado computable a un witmero pare el cual existe un procedi--
miento mecinico (una de sus mdquinas en ese momento, un programa de computadora hoy)
que lo calcula. =, por cjemplo, ¢s computable y, aunque nunca se agotard la serie de
digitos que van apareciendo en su expansion cler:tmal cada uno de ellos esta caleulado con
prems:én

Como se sabe, las computadoras digitales actuales utilizan como lenguaje de: maquina
un cédigo binario y se llama bir al elemento minimo de informacion en ese ¢édigo (in 0 o
un 1, por cjemplo). Si se representan los programas de computadora mediante tal cédizgo,
sus longitudes resultan comparables. Pueden entonces introducirse los siguientes conceptos:
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Complejidad de un programa = Longitud en bits de un programa
Complejidad de un niimero = Longitud en bits del programa nias corto que lo genera

Compresibilidad de una expresién = Posibilidad de hallar un programa mas corto que ella
misma y que la genere

Una mdquina universal de Turing (MUT) es una méaquina de Turing capaz de ejecutar
cualquier instruccion dada para una méaquina con objetivos especificos. Seria el homélogo
de lo que actualmente es una computadora digital, Una MUT, por supuesto, puede también
describirse como un nimero binaric.

El siguiente es el enunciado de Chaitin, comparable al de Godel: “Encuentre una serie
de digitos binarios cuya complejidad se pueda demostrar como mayor que la cantidad de
bits que hay en este programa.” Este enunciado se origina en la paradoja de Berry, asi como
el de Godel lo hacia en la de Richard, emparentada con la del mentiroso, basadas ambas en
la autorreferenicia. La paradoja de Berry, que como se sabe fue planteada por Russell y ha
inmortalizado a un librero de Oxford, G.G. Berry, entre los l0gicos, se expresa asi:

“e} menor entero positive que no puede especificarse en menos de mil nullones de
palabras.™

Como la cantidad de palabras es finita, y los nlmeros son infinitos, la inmensa mayorfa
de niimeros requiere al menos mil millones de palabras, para ser designados. Tomemos al
primero de este grupo, y ése serd nuestro nimero que, segln lo definimos, ho puede especi-
ficarse én menos de mil millones de palabras, pero en nuestra expresion inicial lo hemos
especificado en mucho menos.

Asi como Godel transformé su enunciado en un enunciado aritmético, Chaitin elabora
un enuncizdo andlogo al de la paradoja de Berry al que transforma en un enunciado que se
refiere a la complejidad de programas de computacion:

“el pumer entero positivo del cual se puetle demostrargar (en un SAF) que tiene la;
propiedad de que no pucde especificarse,yr (mediante MUT) por un programa de
computadora con menas de mil millones (N) de bits.”
Aqui SAF ndica sistema axiomatico formal.
El hecho interesante es que hay un programa de ¢computadora de longitud

log: N + esar

en bits para calcular este niimero que supuestamente no podia ser calculado por ningin
programa de menos de N bils, v la longitud indicada es menor que N.

Para demostrarlo, se hace asi:
Se hacen correr todas las demostraciones posibles en ¢l sistema axiomdtico formal, por
orden de tamafio. Se le aplica el algoritmo chequeador de demostraciones a cada una de
ellas y se climinan las invélidas. Se busca entonces la primera que requiere N bits para un
entero positivo particular, El algoritmo usado, aunque muy lento, es tedricamente eficaz, es
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el chequeador de demostraciones, y su longitud en bits es csap , mds el ndmero N, cuya
longitud en bits es log. N. :

Y Chaitin construy6 el concepto precise-de un nimero que-es abselutamente incompre-.

sible, el nitmero omega mayuscula (€2), 12 probabilidad de detencion de un programa:!
0<Q==% psedchcnez IES ¥

que sc muestra como absolutamente incompresible, ¥ por consiguiente como un nimero
que es absolutamente azaroso, o cual mostraria segin €] la presencia dei azar en la mate-
matica pura,

+Que hay de comiin entre todas estas cosas que pueda ayudarnos a comportarnos mas
confiadamente frente a ellas? Pues bien, hav que recordar el gran papel que juegan las.ana-
logias como propulsoras-de avances en el conocimiente. el concepto de compacidad en los
sistemas formales debe éste, su nombre, a la geometria, e indica algo asi conio liorogenei-
dad en toda la estructura del objeto. En cuanto a definiciones precisas, cada una de ellas ha
de darse con respecto al sistema en que se lo define; asi, van Fraassen [1987], por ejemplo,
define compacidad-1 y compacidad-U, como distintos entre si y a la vez distintos de lo que
ilama vinculacion semantica finitaria, pero aclara que en logica elemental — por la negacidn
de exclusion —1os tres conceptos son equivalentes.2 Nuestro concepto se corrésponde con el
altimo de van Fraassen, v es también el que toma Read [1995] para referirse a los pro_bfe-
mas con la regla omega.” o

Continuando la analogia geométrica, podria decirse que un sistema capaz de generar al-
goritmos para calcular niimeros encuentra, en cada algoritnio, Ui “onipresion” det nt-
mero, especialmenté cuando el nlimero es irracional y se lo toma como representado por su
notacion decimal. Como antes dijimos, =, representado decimalmente como 3,141592... ,s¢
pucde comprimir en el programa que lo calcula, y es, por {o-tanto compresible.

Pero el nimero omega mayiiscula es absolutamente incompresible, y haberlo encon-
trado, aunque ha sido sin duda muy trabajoso v ha requerido una gran dosis de ingenio, tal
como ocurrié con el enunciado G de Godel, aparece ahora mucho mds natural -que esie
4ltimo on sit momento.

Frente a esta situacidn, y tal como conjetura Chaifin, podna proponerse a los matemifi-
cos dos cuestiones: 1) deberian estar dispuestos, como los {isicos, a aceptar la inclusién de
axiomas nuevos; 2) también deberian aceptar “inductivamente” que un resultado varias
veces repetido podria considerarse verdadero, al menos provisoriamente. ;Quizds entonces
podiid justificatse la regla omega de esta manera, sobre una cantidad grande pero finita d¢
premisas?

Notas

I Chaitin {1998], passim

2 van Fraassen [1987), pp 53, 54,355
3 Read [1995). pp. 42 ¥ 55,
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