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Epistemologia e Histora de la Ciencia * Volumen 16, 2010

Propiedades del paradigma de particulas
(en relatividad especial)

Osvalde M. Moreschi®

1 Introduccién: El caso de la mecanica clasica

La nocién de particula aparece naturalmente en el contexto del marco tedrico de la mecanica
clasica, no relativista. Es asf como en la fisica newtontana uno puede pensar que los cuerpos son
agregados de particulas, por lo que si se entiende bien la dindmica de cada particula; se puede
descnbirla-dmniamica del cuerpo completo.

El paso natural es luego generalizar esta metodologia de estudio a los otros marcos tedricos,
por lo que en este trabajo estudiaremos la nocién de partfcula en el marco tedeico de la relatvidad
especial, pero prumeramente COmenzareémos por repasar la nocion de particula en la fisica
newtoniang.

En la mecinica clasica se entiende por particula un objeto de tamafio puntual; o sea, solo
ocupa un punto en el espacio, al cual se le adjudica también la propiedad de una masa m Es por
elio que se suele usar como sindénimo de particula el térmmo “punto matertal’

Si se tiene uf sisterna compuesto por z particulas, entonces se puede describir la dirifmica
del mismo en término del vector postcién X,(), pata cada particula i =1,. ,», donde la variable
independiente  indica el nempo. Las ecuaciones de movimiento se pueden expresar pot

j 20 =R 0 Lxm.%, 0.5 & X,001% o)

donde estamos usando la notacidn de dervadas temporales y el indice j#¢ representa iodas
las otras particulas. Al lado derecho de las ecuactones (1) se los denormna fuerzas actuantes sobre
la particuta i.

Conocidas las fuerzas, el sistema de ecuaciones (1} constituye un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordmnarias de segundo grado que, con condictones de suavidad adecuados, garantiza
la extstencia de soluciones alrededor de datos tniciales. Los datos miciales para este sistema son
las postciones y velocidades de las particulas 2 un tempo dado.

Esta s una manera de presentar la mecdnica cldsica de Iz que hemos expuesto en otra
oportunidad, por medio del llamado principto de determniacionfMorQ0] Sin embargo, vale
la pena sefialat que también se puede basar la mecanica desde el principio de Flamuleon, o de
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minima acci6n, que plantez condiciones sobre las posiciones en dos nempos distuntos. El empleo
del principio de Hamulton, en defimtiva también conduce a la deduccidn de un conjunto de
ecuaciones diferenciles ordinanas de segundo orden, por lo que es equivalente, en este sentido,
al principro de determumnacion,

Se debe agregar Ia observacén de que el modelo por el cual se reemplaza a un cuerpo extendido
por una particula, ha sido muy exitoso en muchos ejemplos de sistemas mecdmcos. Esto estd
relacionado a los llamados pnncipios de consistencia de la mecinica newtontana[Mor00] que son
mnnecesarios en la formulacién de la dindmica en término de la mecdnica lagrangiana.

En definitiva, debe quedar claro que desde un punto de vista puramente formal, la mecdruca cldsica
se puede basar en el concepto de particula sin encontrarse ninguna dificultad de consistencia.

2 El caso de particulas cargadas

21 Dundnca de las particulas de praueba

Al considerar sisternas de particulas que puedan tener carga cléctrica, uno se ve forzado a
cambiar de marco tedsico, dade que se debe hacer uso del electromagnetismo, el cual se exphca
en el matco tebrico de la mecanica relativista,

La diferencia fundamental entre la mecinica clisica y Ia mecinica relativista es que en la
segunda existe una veloadad limite finuta para la velocdad de las mteracciones; en este caso
electromagnéticas, Como hemos sefialado en otras ocastones, esto implica que las wansformaciones
entre los sistemnas inerciales ya no estin dadas por las wansformaciones de Galieo sino port las de
Lorentz[Mor09, Mo100] Ademis la existencia de esta velocidad limite, refuerza la importancia de
la nocién de campos de interaccidn, junto con fa inagen de efectos retardados.

La discusi6n de ua sisterna de particulas en el contexto de la relanvidad especial, cambia
un poco respecto de lo que estibamos acostumbrados en la mecinica clasica. Dada wna
patticula, decimos que la rusma sigue una linea mundo I en el espaciotiempo, que puede ser
caractenizada por su tiernpo propio T , de tal forma que Tz) estd caracterrzada por las funciones
(#(r)xlr), p(r)262)), donde (4,x,7,2) son las coordenadas minkowskianas de un sistema nercial,
Obviamente podemos usat otro tpo de sistera de coordenadas, pero éstos son los més sencillos.
A la particula ademis se le asigna una masa m y una carga eléctrica ¢.

Un objeto geométrico importante en esta descrpcion es el de cuadri-vector veloadad, que se
puede definir por '

= e dr (2)
donde ()P -etx' —52 -y -2), siendo ¢ la veloadad de las interacclones

electromagnéticas, que comcide con la velocidad médxima de la interacciones en el espaciouempo.
El cuadri-vector velocidad tiene médulo 1; esto es, satisface:

Nt v =1, &)
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donde M es la métrica de Minkowsk y estamos usando la notacion usual en que indices
repetidos indican una contraccion de los objetos geomérncos 1nvolucrados.

Como senalamos anteriormente, en el marco tedrico de la mmecinica relatvista es esencial la

aparicién de campos que describan las interacciones. Esto provoca dos necesidades; primeramente,
c6mo definur los campos v en segundo lugar cdmo describir su dindmica.

Para defimir los campos, se podria pensar en hacer uso de las acciones que ejercen sobre las
particulas cargadas. Elinconveniente con esto es que s1 troducimos una particula cargada en una
reg16n donde deseamos deterrminar los campos; en general dicha carga alterard la configuracién
de los campos. Es por ello que resulta muy ual la nocidn de “particula de pruebz’, que también se
utiliza en el contexto de la mecénica clisica. En este caso una particula de prueba es una particula
de masa despreciable m y carga despreciable ¢, de tal forma que podemos desestimar los efectos
que la particula causa en el resto del Unverso. Los campos entonces se describen en téemino de

los efectos que ocastonan sobre particulas de prueba.

Los campos de interaccibén se caracterizan por el tensor electromaganético s que es
antsunétrico. Bl campo clectromagnénco E,, se puede defintr diciendo que una particula de
prueba de masa ™ y carga 9 estd sujeta a la ecuactén de movimaento:

me Gl gl )
dr

Es posible expresar esta ecuacton en térmno de la notacidén tmdimensional, obteniéndose:

doV g ®)
m—d’—g q(!; F{r« B))!

o

¢

F=

\ p
donde la veloadad se denotapor @ | el sitnbolo X significa producto vectoral y estamos
usando la notacién usual, - L Ellado derecho asi escrito se la conoce como fuerza de

X

Voo - . i
Lotentz, donde aparecen el campo eléctrico £ y campo magnético 8 La relacion entre campo
elécirico, campo magnénco y tensor electromagnéuco esti dado por

0 -E -E, -E (©)
Y= E, 0 —cB cB,
(F)= E B 0 -cB

¥ : X

E, -8B, 68, 0
2.2 Dadmica de bos campos
Habiendo mtroducido la nocién de “particula de prueba’ para defirur los campos por medio
de su-ecuacion de movirento, (4) o (5), nos queda por discutir la ecuacién de movimiento pata
las particulas (no de prueba) y los campos.
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La dindmica de los campos electromagnéncos estd determinada por las ecuaciones de Maxwell,
que en la notacion del tensor elecrromagnénco se expresan por:

O]

V= s

V=0, ®)

donde & T ALy =T A0 ‘N A7, donde N significa Ja vrudad de fuerza Newton y A la
urndad de corrtente Ampere, El vector jo denota el cuadn-vector densidad de cornente.

2.3 Dindmuca de particwlas

La dificultad de este sistema consiste en que las particulas cargadas contubuyen con una
distribucién (tpo delta de Dirac) a la densidad de cornente. Es asi que las soluctones de los
campos donde las patticulas son fuente de carga, muestran comportamientos divergentes en las
cercanias de las posiciones de las cargas.

Estos comportanmuentos divergentes no presentan en si un problema mnherente, dado gue
incluso en la mecinica newtontana, uno encuentra dicho comportamento en la interaccidon
gravitatoria cuando una particula se acerca a la posicién de otra particula. Los problemas de este
sistema provienen de otras cuestiones, mis especificas.

La pregunta que nos queda por resolver es: ;Cuwl € 12 ecuacidn de movimiento de una
particula cargada?

La prnimer respuesta sunphsta que podemos dar es: Todavia no sablemnigs cofi certeza (7)

Sir embargo mids abajo contestaremnos de otra forma,

Repasemos primeramente histdricamente los esfuerzos hechos para determinar esta ecuacién
de movimento. Los pumeros trabajos debidos 2 Lorentz y Abraham estudiaron el limite de
pequefias esferas cargadas, en un contexto no covarante, cuando se reduce su tamafio.a un
punto. Dos son las dificultades inmediatas que se debe afrontar. Los campos son divergentes
en este limte, por lo que la energla adjudicada a dichos campos tamnbién diverge. Ademis las
particulas con carga emiten radiacion electromagneética, que acarrea momento y energfa; lo cual se
debe tomar en cuenta en la determinacién de Ia ecuacidon de movumento. Posteriormente Dirac
presentd un estudio relativista, del mismo sistema, obteniendo ecuaciones covartantes para las
ecuaciones de movirmiento, que se conocen como las ecuaciones de Lorentz-Abraham-Dirac o
de Lotentz-Dirac.

Indicaremos aqui una dervacién disanta que nvolucra la demanda de balance de enetgfa y
motmento, impuesta sobre el cono de luz futuro de la particula,
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Los campos electromagnéucos producidos por una pardcula con carga € que se mueve con
- 2 . Vel -
cuadr-velocdad ¥ y cuadn-aceleracidn ¥ estan dados pot:

1 L
) =34(H/ RIS JLAIR TS
4 ¢ \,"'! (BT J__’,( Iz )|‘, ._|) (9)
. “ Y
O i ot
donde! " ¥ 1= RIAT D) {25 o5 ] vector nulo en reposo apuntando en la direccién

(5.5 de la esfera de direcciones, /i < &)

Plag g

respecto del uempo retardado #; que coincide con el nempo propio de la particula. Estamos

,i',_.(e;’ ¢y donde un punto supetior indica derrvada

usande un sistema de coordenadas nulo (x,5.5.y adaptado a la trayectona de la particula, donde
r es una coordenada radial medida desde la partcula y (5.<) son coordenadas estereogrificas
de la esfera.

Se puede notar que los térrmnos que dependen de las aceleractones se comportan como (% :_3
; por lo que son términos que conttibuyen directamente a la radiacidn electromagnética de la
particula.

Consideremos un sistema que consta de una particula cargada, que llamaremos subsistemna 4
v del resto del universo, que puede contener campos electromagnéticos v llamaremos subsistema
B A dicho sistema le corresponde un tensor enesgia-tnomento /

Dada una de las cuatro simetifas de traslacion, que son vectores de Killing, K -:-, e=0E23% ¢
una hipersuperficie (0 volumen) I se puede definir el momento total £ asociado a Z por
PRy, : {10)
5
- T
- )8
E — h.f___‘m—_____uﬂ___,’rf"ﬂ/.‘
z

Figure 1. Dos hupersupetficies con la misma frontera 8

Sea g el borde de x v sea y otra hupersuperficie que tiene el musmo borde §. Debido ala
ley de conservacidon local del tensor energia momento, que establece que la divergencia del mismo
es cero, (V /' 0}, v a que los vectores de Killing sausfacen™™ A =0, la diferencia de la
integracién sobre 2y I da cero, esto es:
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[1yKtas, - [ 1ok iz, =0, (11)

Es debido 2 esto que el momento total es determmado por § y no por la partcular
hipersuperficie que tiene por botde a S (ver la figura 1)

Para estudiar leyes de conservacién globales, es frecuente elegir a Ia esfeta S muy lejos de la
regi6n central donde estin las particulas; o en lo posible en el infinito. En el estudio de los efectos
de radiacidn, se hace uso del llamado infimito nulo futuro. Esta region se la puede entender como
una hipersuperficie gue brindz un borde a todo el espaciotiempo, y se puede considerar como
el conjunto de los puntos “finales’ de las geodésica nulas dingidas al furaro. En un tratamiento
conforme del espaciotiempo, esta hipersuperficie es una hspersuperficie nula; por lo que aparecera
en los graficos més abaje, dibujada como trazos a 45 grados.

Sex S una esfera en elanfimto nulo future, defimda como la esfers asmtduca del cono de luz
futuro de un punto U (7}, y denotemos con I al mismo cono de luz futuro de este punto: De
tal forma que entonces 5 es la frontera de . La figura 2 muesira el dibujo de otro cono de Juz
futuro b que emana del punto (7 | /1), con frontera 5 en el mnfinito malo futuro.

Figure 2. Dos hipersuperficies llegando al infiruto nulo futuro.

Llamemos I° la hipersupetficie sobre el mfinito nulo futuro con frontera § v . Luego
podemos idenaficar en la discusion anterior ¥'=ZuUz*. Por lo tanto Jas integrales de la ecuacion
(11) se puede expresar por;

[-[=-]- 12)

que establece que el mornento al mempo retardado S es el momento al tiempo retardado &
menos el fluyo a través de T

Debido a que estamos denotando como sisterna 42l patticula y sistema B al resto del
universo, el tensor energia-momento puede ser descompuesto como una suma de térmmnos de la
sipuiente forma
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T=T, =

tand (i

+ T on+ T + T, +7T

I cEMIB (EM 1

donde hemos distingudo. el téromnos mecinicos (m) gela patticula 4, el términos mecinicos
") del resto del sistema B, el término electromagnétco (E3) de los campos de la partcula
4 el término electromagnético {£37) del sistema B y el término electromagnético (£A/) con
productos de campos de la particula 4 y del sistema B,

(V.o estd estrechamente

La ley de conservacién local del tensor energia-momento
relacionada con la ecuacién de movimiento, como repasatemos a contiuacion.

Cada térmuno de la expresién (13) contribuye en el lado 1zquerdo de la ecuacién (12) en orden
4t conun correspondiente diferencial de momento € ; donde estamos usando £ para denotar

el momento, Mientras que el lado derecho de (12) se puede expresar por

-f =_ 14)
=t (L)df (
Por lo tanto se tiene

P+ A b AP Pl (15)

= —LT”KSU" 5{—'??—-(/1':

donde #° es un vector nulo normal al 1nfinito nulo furaro, que sansface”"’ : .Y 45" es el
elemento de superficte sobre la esfera umdad.

Para simplificarla discusion considefermios primeramente €l caso en que el sistema B consiste
de una distribucidn suave de materia y cargas que no emute raciacion Al infimto nulo fuiuro
Ademds, asumamos que el sistema B pueda ser representado por una formulacién lagrangiana,
incluyendo las acciones del sistema 4 sobre B Eatonces, las varaciones de las posiciones de
la materia del sistema B y las vanaciones de los campos del sistema B inducen, por medio del

lagrangiano, las ecuaciones de movimiento.

16
dJD(m;LB +d (EM)B +d}:'51x-1)3.4 =0 ( )
dr dr dr ’
en otras palabras, los términos 7, + dF, s +@Pyy,s. SC cancelan entre si en Ia ecuacién
(15), lo que 1implica la relacton
2 17
himyie +dP ®ase - _ Wi, J‘T Kiya ds- an
== ~ At —5
dr dr dr s o= b
El cilculo del lado derecho de {17) da
(18)

.2
SRy v iy Ty
el (B) "+ ;I Vb
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Los térmumos del lado 1zquierdo de (17) no sélo contienen el téromno mecimco proporcional
a la aceleracién, smo que también tene términos de auto-campo que a primera vista parecen
mcluir contribuctones infinitas sobre la linea mundo de la particula, dado que los auto-campos
tendrian un comportamiento divergente. S embargo, estd claro que el lado derecho de esta
ecuacién es finito, por lo que la suma de los dos términos del lado 1zquierdo es finita. Ademas se
puede ver que estas contribuciones no tienen una dependencia funcional arbitrarta sino, por el
contrario, son bien defimidas. Esto se deduce del hecho que el tensor electromagnético depende
s6lo de la velocidad y aceleracidon de la particula; por lo que la dervada temporal del tensor
energia momento, que es cuadratico en el tensor electromagnéuco, sélo puede depender de
(v ¥ 1), esto es de la velocidad, la aceleracién v la denivada de la aceleracién en la direcci6n de
la velocidad,

Luego expresamos la ecuactdn anterior como

22 19
w'v, v, +o¥, =eF(B) v et Sy ( )
g HIY, av, : A
para algunos coeficientes finitos del lado 1zquierdo.
- - <
Reahzando la contracaién de esta expresion con el vector V' se obtiene
: (20)

'+ et = — e = e

taaf o

™ \'.“

Reemplazando el valor de ' obtenido de esta expresién en la ecuacién oniginal, se obtiene
21)
vV iy, +av, = eF (8),,v
Pero en realidad, se debe expresar esta ecuacién en la forma dada por (19), dado que la idea
es plantear el balance de la fuerza sobre la partcula y los efectos de radiacién. Por lo tanto se
escribe

mv, af, = el (B), ¥ —av'ie, (22)

que puede ser 1dentificada con (19) st se establece la 1gualdad

22 (23)
o=- =,
3
de donde se deduce que
m' =1} (24)

, . - - +
Alternativamente podriamos haber argumentado al enconerar la ecuacién (20) que ™ debe
ser cero, pues los otros dos términos son proporcionales al médulo de la aceleracién que deberfa
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ser una variable dindmuca-que en general varie con el tiempo; por o que dichos términos se deben
cancelar entre ellos, como se acaba de demostrar. La ventaja del argumento anterior, es que es
valido incluso st se hubsese asurnido que ™ fuese una funcion del nempo propio de la particula.
Sm embargo, se debe sefialar que uno podtia adoptar una vision alternativa de (20) en la cual uno
supone que & =0 y m se mterpreta como la varacidn temporal de la masa de la particula[Bon74],
pero esta visién tiene consecuencias inaceptables, como por ejemplo que la masa de la particula
puede desaparecer en un nempo fimto.

De todo lo antenor, entonces se obtiene la ecuacidn de movimiento final

m® = eF(B);V +e& %(1‘" + \}"\}bv”), (25)

que es la conoada ecuacidn Lorentz-Dirac de movimiento para el electrdn.

¢Cuzles son las dificultades de esta ecuacién? Por un lado es una ecnacidén diferencial de
tercer orden para la posicién de la particula Esto implica que los datos mmciales incluyen no sélo
posiciones v velocidades, sino también la aceleracién de la partcula. Ademds mncluye las llamadas
“runaway solutions’; que son soluciones de comportamiento divergente.

Por otro lado, esta ecuacién se obtuvo de requerir el balance de energia y momento. para la
particula A Para un sistema de dos particulas, uno estatia tentado 2 usar la misma ecuacton de
movimuento'para la particula 8 . Pero luego uno notaria un desbalance para el sisterna combinado
A+B

Sucede que s1 el subsistemna B contiene una particula, enionces ef subsisterna 8 no puede
set representado por una formulacién lagrangiana; que fue una de las suposiciones que hicimos
anteriormente en la derivacién de (25). ‘

En partcular el flujo electromagnético en el mnfimto nulo futuro tendria contribuciones con
términos cuadriticos en los campos producidos por 4, términos cuadrivcos en los icampos
producidos por B, y térmuinos con productos de campos producidos por 4 y B Este tltimo
térrino no puede ser atrtbwido a una sola de las pardculas. Pot o tanto: Es mconsistente aphcar
la ecuacién (25) a cada una de las particulas en un sistema compuesto,

24 Sobre ecnaciones de balance

La presentacion de b subseccién anterior, nos muestra que Ia ecuacién deducida para una sola
particula no puede ser usada para un sistema compuesto.

El método usado antenormente, muestra que s1 uno fija una linea-mundo €, se puede lograr
balance sobre las secciones S en el infinito nulo fururo que comnaden con la intersecciones de
fos conos de huz futuros que emanan de € con el mfinito nulo. Pero es fial ver que dada otra
curva tempotal €', no se observard balance sobre las correspondientes secciones S~ en el infinito
nulo futuro.

421



Para fijar 1deas, supongamos que la linea mundo € es el centro de masa retardado[LM95] de
un ststerna binano de particulas cargadas. La situacion estd descripta grificamente en la figura 3.

Figure 3: Sistema binaro.

Podemos tomar la actitud de requerir balance de energia y momento para las secciones §
, en el mfintto nulo futuro, asoctadas a la linea mundo ¢ Esto proveera de un conjunto de
cuatro ecuactones para deterrmunar las ocho ecuaciones de movimiento para cada particula. Pero
notando que el vector cuadri-velocidad vene modulo constante, vemos que en Tas ecuacrones de
movimiento de las dos particulas sélo intervienen 6 grados de hbertad; por lo que se tendria 4
condiciones para ser satisfechas por 6 grados de lbermd Esto én prancipio es materndticamente
postble. Pero si vemos mis en detalle, notamos que Ja radiacién sobre una dada secadn 3, como
la dibuzada en la figura 3, depende de la informacidn de un trozo de cada una de las trayectorias
de las particulas. Mas especificamente el trozo de trayectoria que estd entre el cono de luz futaro y
pasado del centro de masa que se esta considerando. Claramente toda esta informacién determina
el lado derecho de las ecudciones de balance, por lo que queda claro que es imposible sansfacer
estas ecuaciones con un lado 1zquierdo que sélo dependa de campos locales determmnados en
las posiciones de las particulas al tempo Fetardado determnado por §. Esto nos conduce a la
siguiente afirmacion:
+ Es mposible por medio de ecvaciones de movimiento locales (comeo la de Lorentz-
Dirac) lograr un balance global de energia-momento para un ststema 'compuestb de particulas
cargadas.

3 Consecuencias del resultado anterior

Las consideraciones antetsores son extensibles a todo modelo tedrico relatvista que haga uso
de una métnea lorentziana. Un ejemplo son las aproximaciones postnewtonianas Para sistemas
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de pardculas. En ellas se dispone de ecuzciones de movimiento respecto de un nempo universal,
que se puede asoctar al tiempo coordenado del sistema centro de masa inicial Las afirmactones
anteriores imphican que no es posible lograr balance global de energfa momento en los modelos
postnewlonianos,

4 Comentarios finales

En esta presentacién hemos sefialado, en el contexto del matco tedrico de la relatividad
especial, la imposibilidad de lograr balance de energia y momento en un sistema de particulas
cargadas por medio de fuerzas locales actuante sobre ellas que tengan en cuenta los efectos
debido a la radiaci6n electromagnética de las musmas.

De todas formas se sefiala que es posible lograr el balance sobtre un particular conjunto de
secaiones en el infinto nulo futuro que puede ser considerado la mterseccién del cono de luz
futuro emanando de vna linea mundo temporal, Como sefialamos antenormente, |z candidata
natural es la linea mundo del centro de masa retardado del conjunto de particulas. Sin embargo
se debe enfanzar que cualquuer eleccidn que se hapa del conjunto de secciones en el mnfinito nulo
futuro serd arbieraria.

Mis atn, este upo de balance imphca imponer ecuaciones de mowvimiento en un sistema
de particulas, que aparenta no respetar el principio de causalidad, dado que el conjunte: de las
fuerzas tomarin en cuenta necesariamente el comportarmento de las otras particulas a distancias
espaciales. Como se remarcd antertormente; por ser la radiactén un fendmeno cuadrinco en los
campos, no se puede distribuir Jas reacciones debido a radiacién entre las particulas involucradas,
por medio de fuerzas que sélo dependan del pasado causal de cada particula,

Todo lo anterior nos induce a pensar en la imposibihdad de construir un modelo c0n51stente
de particula eléctricamente cargada en el marco teduco de la relanvidad especlal_. Por lo que
la bisqueda de modelos consistentes de particula cargada parece mdicarnos la necesidad de
considerar otros marcos tedticos, como por ejemplo los cudnticos.
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